
Γραµµική ΄Αλγεβρα ΙΙ

Εξετάσεις 21 Ιουλίου 2014

Θεµα 1.

(1) ∆ίνεται ο πίνακας

A =

 2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 1

 ∈ R3×3,

του οποίου το χαρακτηριστικό πολυώνυµο δίνεται ότι είναι το χA = −(1− x)x(3− x).
(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για κάθε ιδιόχωρο του A.
(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R3×1, αποτελούµενη από ιδιοδιανύσµατα του A.
(γʹ) Να ϐρεθεί πίνακας Γ ∈ R3×3 6= 0 ώστε ΓA = AΓ = 0.

(2) Να αποδειχτεί ότι κάθε κανονικός πίνακας µε πραγµατικές ιδιοτιµές είναι ερµητιανός.
(3) ∆ίνεται πίνακας A ∈ Cn×n ο οποίος έχει τάξη 1 και ίχνος 2. είναι σωστό ότι ο πίνακας A είναι

διαγωνίσιµος ;
∆ικαιολογήστε τις απάντησεις σας.
Λύση:

(1) (αʹ) Προφανώς οι ιδιοτιµές είναι οι 1, 0, 3. Για κάθε ιδιοτιµή υπολογίζουµε ένα ιδιοδιάνυσµα. Για
την ιδιοτιµή 1 ο ιδιόχωρος είναι µονοδιάστατος και ένα ιδιοδιάνυσµα που τον παράγει είναι το
(0,−1, 1)t, για την ιδιοτιµή 0 ο ιδιόχωρος είναι επίσης µονοδιάστατος και ένα ιδιοδιάνυσµα που
τον παράγει είναι το (1, 1, 1)t ενώ για την ιδιοτιµή 3 ο υπόχωρος είναι επίσης µονοδιάστατος και
ένα ιδιοδιάνυσµα που τον παράγει είναι το (−2, 1, 1)t.

(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι ο πίνακας µας είναι συµµετρικός (πραγµατικός ερµητιανός) και συνεπώς οι ι-
διόχωροι είναι ανά δύο κάθετοι. ΄Αρα για να ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση αποτελούµενη από
ιδιοδιανύσµατα αρκεί να διαιρέσουµε τα διανύσµατα που ϐρήκαµε παραπάνω µε τα µέτρα τους.
Οπότε µια ορθοκανονική ϐάση αποτελούµενη από ιδιοδιανύσµατα είναι η 0
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Προσοχή: Αν εφαρµόσετε την µέθοδο Gram-Schmidt ϑα πρέπει µε κάποιο τρόπο να δικαιολογή-
σετε ότι τα διανύσµατα που προκύπτουν είναι ιδιοδιανύσµατα.

(γʹ) Παρατηρούµε ότι το ιδιοδιάνυσµα (1, 1, 1)t ανήκει στον πυρήνα του πίνακα, άρα

A

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 = 0.

Αφού και οι δύο πίνακες είναι συµµετρικοί αν ϑεωρήσετε τον πολλαπλασιασµό µε αντίθετη σειρά
ϑα πάρετε πάλι 0.
Εναλλακτικά ϑα µπορούσατε να επιχειρηµατολογήσετε και ως εξής : Ο πίνακας A έχει χαρακτηρι-
στικό πολυώνυµο ίσο µε το ελάχιστο mA(x), άρα αφού mA(A) = 0 έχουµε ότι AΓ = 0 αν ϑέσουµε
Γ = (A−I3)(A−3I3). Ο πίνακας Γ είναι µη µηδενικός γιατί διαφορετικά ϑα ικανοποιούσε ένα πο-
λυώνυµο ϐαθµού µικρότερου από το ελάχιστο. Τέλος παρατηρήστε ότι ο πίνακας Γ αντιµετατίθεται
µε τον πίνακα A, αφού ο πίνακας Γ είναι πολυωνυµική έκφραση του A.
Επίσης ϑα µπορούσατε να γράψετε τον πίνακα A = Pdiag(0, 1, 3)P−1 και να ϑέσετε

Γ = Pdiag(1, 0, 0)P−1.

Τέλος ϑα µπορούσατε να ϑεωρήσετε τον χώρο που παράγουν οι γραµµές οι ή στήλες (είναι ο ίδιος
αφού ο A είναι συµµετρικός) να υπολογίσετε τον κάθετο υπόχωρο και να πάρετε έναν συµµετρικό
πίνακα που να έχει γραµµές διανύσµατα από τον κάθετο υπόχωρο.

(2) Κάθε κανονικός πίνακας είναι διαγωνίσιµος µέσω µοναδιαίου πίνακα U , δηλαδή

U∗AU = diag(λ1, . . . , λn),
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άρα
A = Udiag(λ1, . . . , λn)U∗

Εφαρµόζοντας στην παραπάνω σχέση τον ∗ έχουµε ότι

A∗ = Udiag(λ̄1, . . . , λ̄n)U∗ = Udiag(λ1, . . . , λn)U∗ = A

αφού λi ∈ R.
(3) Ο πίνακας A έχει τάξη 1 άρα η διάσταση του πυρήνα του ϑα είναι ίση µε n− 1. Ο πυρήνας ταυτίζεται

µε τον ιδιόχωρο της ιδιοτιµής 0. Επιπλέον ο πίνακας έχει άλλη µια ιδιοτιµή ίση µε 2 η οποία ϑα έχει
ιδιόχωρο διάστασης ≥ 1. Αφού όµως συνολικά οι διαστάσεις δεν µπορεί να ξεπερνάνε το n καταλήγουµε
ότι

dimVA(0) + dimVA(1) = n

και ο πίνακας είναι διαγωνίσιµος.

Θέµα 2

(1) Θεωρούµε τον χώρο των πολυωνύµων R2[x] ϐαθµού το πολύ ίσου µε δύο και την γραµµική απεικόνιση:

f : R2[x]→ R2[x]

που ορίζεται ως :

f(x2 + x+ 1) = x2 + x+ 1

f(x) = ax2 + bx

f(1) = 0

µε a 6= b.
(αʹ) ∆είξτε ότι η f είναι τριγωνίσιµη για όλες τις τιµές a, b ∈ R.
(ϐʹ) Εξετάστε για ποιες τιµές των a, b, είναι η f διαγωνίσιµη.

(2) ΄Εστω A κανονικός πίνακας. ∆είξτε ότι το µέτρο της i-στήλης του A είναι ίσο µε το µέτρο της i-γραµµής
του A.

(3) Είναι σωστό ότι κάθε άνω τριγωνικός µη µηδενικός n × n πίνακας, µε µηδενικές ιδιοτιµές δεν είναι
διαγωνίσιµος ;

∆ικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.
Λύση:

(1) (αʹ) Θεωρούµε την ϐάση του R2[x] αποτελούµενη από τα πολυώνυµα 1, x2 + x+ 1, x.
Παρατηρούµε ότι

f(x) = ax2 + bx = a(x2 + x+ 1) + (b− a)x− a.

΄Αρα ο πίνακας της γραµµικής συνάρτησης ως προς την παραπάνω διατεταγµένη ϐάση είναι ο0 0 −a
0 1 a
0 0 b− a


ο οποίος είναι άνω τριγωνικός. ΄Αρα η απεικόνιση είναι τριγωνίσιµη.
Εναλακτικά µπορούσατε να διαλέξατε µια άλλη ϐάση του χώρου, να γράψετε τον πίνακα και να
υπολογίσετε ότι οι ιδιοτιµές είναι {1, 0, b − a} που όλες είναι πραγµατικές άρα ο πίνακας είναι
τριγωνίσιµος.

(ϐʹ) Αφού το a 6= b το b − a 6= 0. ΄Αρα αν b − a 6= 1 τότε ο πίνακας έχει 3 διαφορετικές ιδιοτιµές και
είναι είναι διαγωνίσιµος. Στην περίπτωση b − a = 1 τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το
−x(x− 1)2. Το ελάχιστο πολυώνυµο λοιπόν είναι ή το x(x− 1) και ο πίνακας είναι διαγωνίσιµος
ή το x(x− 1)2 και ο πίνακας δεν είναι διαγωνίσιµός.
Υπολογίζουµε ότι

A(A− I3) =

0 0 0
0 0 a
0 0 0
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από όπου προκύπτει ότι ο πίνακας είναι διαγωνίσιµος σε αυτή την περίπτωση (b − a = 1) αν και
µόνο αν a = 0.

(2) Για ένα κανονικό πίνακα ισχύει |Ax| = |A∗x|. Πράγµατι

〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 = 〈AA∗x, x〉 = 〈A∗x,A∗x〉.

Παρατηρήστε τώρα ότι αν ei είναι το στοιχείο του Cn×1 που είναι παντού 0 εκτός από την γραµµή i,
τότε το Aei είναι η i στήλη του πίνακα A. Ενώ το στοιχείο A∗ei είναι i γραµµή του πίνακα A έχοντας
εφαρµόσει συζυγία σε κάθε στοιχείο. Το αποτέλεσµα είναι τώρα σαφές.

(3) Ο πίνακας έχει µόνο την µηδενική ιδιοτιµή και χαρακτηριστικό πολυώνυµο (−1)nxn. Ο πίνακας
ϑα ήταν διαγωνσίσιµος µόνο στην περίπτωση που το ελάχιστο πολυώνυµό του είναι ήταν το x. Στην
περίπτωση αυτή όµως ϑα ήταν µηδενικός.

Εναλλακτικά ϑα µπορούσατε να πείτε ότι ο πίνακας ϑα ήταν διαγωνίσιµος αν και µόνο αν ο ιδιόχωρος
της µοναδικής, µηδενικής ιδιοτιµής είχε διάσταση ίση µε n. Αυτό όµως ϑα ήταν ισοδύναµο µε το ότι ο
πυρήνας έχει διάσταση n και ο πίνακας είναι µηδενικός.

Θέµα 3.

(1) ∆ίνεται ο πίνακας A =

(
2 2
1 3

)
∈ R2×2. Να ϐρεθεί ορθογώνιος (δηλαδή πραγµατικός µοναδιαίος)

U ∈ R2×2 ώστε ο πίνακας U−1AU να είναι άνω τριγωνικός.

(2) ∆ίνεται ο πίνακας B =

1 2 −1
0 2 2
0 1 3

. Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας Q ∈ R3×3 ώστε ο πίνακας

Q−1BQ να είναι άνω τριγωνικός.
(3) Να ϐρεθούν οι ιδιόχωροι και οι ιδιοτιµές του πίνακα A15 − 3A9 + 15I2.
(4) Να ϐρεθεί πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού ψ(x) ∈ R[x] ώστε B−1 = ψ(B).
(5) ∆ίνεται πίνακας Γ ∈ Cn×n. Είναι σωστό ότι ο πίνακας Γ + Γ∗ + iIn είναι αντιστρέψιµος ;

∆ικαιολογήστε τις απάντησεις σας.
Λύση:

(1) Υπολογίζουµε ότι ο πίνακας A έχει ιδιοτιµές 1, 4. ΄Ενα ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής 4 είναι το (1, 1)t.
Συµπληρώνουµε σε ϐάση του R2 µε το {(1, 1)t, (1, 0)t}. Στην συνέχεια ορθοκανονικοποιούµε στην
ορθοκανονική ϐάση (
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και σχηµατίζουµε τον µοναδιαίο πίνακα:

U =

(
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)
,

Παρατηρούµε ότι

U∗AU =

(
4 −1
0 1

)
Προσοχή: Ο πίνακας είναι διαγωνίσιµος αφού έχει δύο διαφορετικές ιδιοτιµές. ΄Οµως δεν είναι δυνατόν
να έρθει σε διαγώνια µορφή µέσω µοναδιαίου πίνακα, αφού δεν είναι κανονικός. Αν απαιτήσουµε να
κάνουµε αλλαγή ϐάσης µέσω µοναδιαίου πίνακα µπορούµε να τον ϕέρουµε µόνο σε άνω τριγωνική
µορφή.

Εναλλακτικά ϑα µπορούσατε να δουλέψετε µε την ιδιοτιµή 1 και να συµπληρώσετε ένα ιδιοδιάνυσµά
της σε ορθοκανονική ϐάση του R2.

(2) Από ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο πίνακας Q ϑα είναι της µορφής:

Q =

(
1 0
0 U

)
=

1 0 0
0 1√

2
1√
2

0 1√
2
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2

 .
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Πράγµατι (και µόνο για την επαλήθευση, δεν ϑέλαµε να το υπολογίσετε) παρατηρούµε ότι

Q−1BQ =

 1 1√
2

3√
2

0 4 −1
0 0 1

 .

(3) Κάνοντας χρήση του ϕασµατικού ϑεωρήµατος για το πολυώνυµο f(x) = x15 − 3x9 + 15, ϐλέπουµε ότι
ο Ϲητούµενος πίνακας έχει ιδιοτιµές f(1), f(4) και τα ίδια ιδιοδιανύσµατα.

(4) Παρατηρούµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του B είναι το −x3 + 6x2 − 9x + 4 το οποίο από το
ϑεώρηµα Caley-Hamilton ϑα πρέπει να µηδενίζεται από τον B, δηλαδή

−B3 + 6B2 − 9B + 4I3 = 0,

οπότε πολαπλασιάζοντας µε B−1 καταλήγουµε στο

B−1 =
1

4

(
B2 − 6B + 9I3

)
.

(5) Παρατηρούµε ότι ο πίνακας Γ + Γ∗ είναι ερµητιανός άρα έχει πραγµατικές ιδιοτιµές. Αν ο Ϲητούµενος
πίνακας δεν ήταν αντιστρέψιµος αυτό ϑα σήµαινε ότι

det (Γ + Γ∗ + iIn) = 0

το οποίο ϑα σήµαινε ότι το −i ϑα ήταν µια ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, άτοπο.
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