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Ðñüëïãïò

Ç ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá áðïôåëåß, ìáæß ìå ôçí ÁíÜëõóç, ôï èåìÝëéï ôùí ìáèç-

ìáôéêþí óðïõäþí. Óôéò áíÜ ÷åßñáò óçìåéþóåéò ìåëåôþíôáé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò

ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò, ïé ïðïßåò åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôéò óðïõäÝò óôá Ìáèçìáôé-

êÜ. ÐáñÜëëçëá õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò åöáñìïãÝò ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò. Ç åðßëõóç

ìáèçìáôéêþí ðñïâëçìÜôùí ìå ôç âïÞèåéá õðïëïãéóôþí ïäçãåß, êáôÜ êáíüíá, óôçí

åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí. ÁõôÜ ôá èÝìáôá áðïôåëïýí ôï áíôéêåßìåíï ôçò

ÁñéèìçôéêÞò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò, åíüò êëÜäïõ ôçò ÁñéèìçôéêÞò ÁíÜëõóçò, êáé

äåí èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí åäþ ðáñÜ ìüíï åõêáéñéáêÜ.

Áíôéêåßìåíï ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò áðïôåëïýí ïé ãñáììéêïß ÷þñïé êáé, ðñï

ðáíôüò, ïé ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ãñáììéêþí ÷þñùí.

ÏõóéáóôéêÝò äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí äéáöüñùí êëÜäùí ôùí Ìáèçìáôéêþí äåí õðÜñ-

÷ïõí. Ôá åéóáãùãéêÜ ìáèÞìáôá ÷ùñßæïíôáé óõíÞèùò óå äýï ìÝñç: ôïí Áðåéñïóôéêü

Ëïãéóìü êáé ôç ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá. Ï äéá÷ùñéóìüò åßíáé ôå÷íçôüò êáé Ý÷åé åêðáé-

äåõôéêü ÷áñáêôÞñá. Ç âáóéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò êáé Áðåéñï-

óôéêïý Ëïãéóìïý óõíßóôáôáé óôï üôé óôç ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá äåí ãßíåôáé ÷ñÞóç ôçò

Ýííïéáò ôïõ ïñßïõ, åíþ áõôÞ áêñéâþò ç Ýííïéá ðáßæåé ôïí ðñùôáãùíéóôéêü ñüëï óôïí

Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü.

Óå ðéï ðñï÷ùñçìÝíá ìáèÞìáôá ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò êáé

ôïõ Áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý, äçëáäÞ ïé ãñáììéêïß ÷þñïé êáé ïé ãñáììéêÝò áðåéêï-

íßóåéò áö’ åíüò êáé ôá üñéá áö’ åôÝñïõ, óõíáðáíôþíôáé, ðáßæïõí öåñ’ åéðåßí ðñùôáñ-

÷éêü ñüëï óôç ÓõíáñôçóéáêÞ ÁíÜëõóç, áëëÜ åìöáíßæïíôáé áêüìç êáé óôçí Áñéè-

ìçôéêÞ ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá ê.ëð.

Ìßá ðñþôç ìïñöÞ ôùí óçìåéþóåùí áõôþí ãñÜöôçêå ôï 1984, ãéá ôïõò ðñùôïå-

ôåßò öïéôçôÝò ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ ÊñÞôçò. ¸êôïôå ïé

óçìåéþóåéò ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí, êáôÜ êáéñïýò, áðü äéÜöïñïõò óõíáäÝëöïõò óôá ìá-

èÞìáôÜ ôïõò, êõñßùò óôï ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò. Óôçí ðáñïýóá ìïñöÞ ïé óçìåéþ-

óåéò ãñÜöôçêáí ãéá ôïõò ðñùôïåôåßò öïéôçôÝò ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí êáé Óôá-

ôéóôéêÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Êýðñïõ.
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Ïé óçìåéþóåéò ðñïÝêõøáí áðü ôç äéäáóêáëßá ôïõ åéóáãùãéêïý ìáèÞìáôïò Ãñáì-

ìéêÞò ¶ëãåâñáò êáé ãñÜöôçêáí ãéá Ýíáí óõãêåêñéìÝíï óêïðü, ãéá íá äéåõêïëýíïõí

ôïõò ðñùôïåôåßò öïéôçôÝò óôçí êáôáíüçóç ôùí ðëÝïí âáóéêþí óôïé÷åßùí ôçò Ãñáì-

ìéêÞò ¶ëãåâñáò. Äåí Þôáí öéëïäïîßá ìáò íá äþóïõìå Ýíá ðëÞñåò óýããñáììá Ãñáì-

ìéêÞò ¶ëãåâñáò êáé äåí óõìðåñéëÜâáìå ðïëëÜ, éäéáßôåñá óçìáíôéêÜ, èÝìáôá Ãñáì-

ìéêÞò ¶ëãåâñáò.

Ïé óçìåéþóåéò ðåñéëáìâÜíïõí åííÝá êåöÜëáéá. Óôï ðñþôï, ðñïêáôáñêôéêÞò öý-

óåùò, êåöÜëáéï åéóÜãïõìå óõìâïëéóìü, êõñßùò ãéá óýíïëá êáé áðåéêïíßóåéò, êá-

èþò êáé ôçí Ýííïéá ôïõ óþìáôïò, ç ïðïßá ðáßæåé óçìáíôéêü ñüëï óôç óõíÝ÷åéá.

Ôï äåýôåñï êáé ôï ôñßôï êåöÜëáéï áöéåñþíïíôáé óôïõò ãñáììéêïýò ÷þñïõò êáé ôéò

ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôùí, áíôßóôïé÷á, ôï âáóéêü áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò

ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò. Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï äßíïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ðéíÜ-

êùí, ôïõ óçìáíôéêüôåñïõ ßóùò åñãáëåßïõ ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò, êáé óôï ðÝìðôï

êåöÜëáéï ìåëåôÜìå ôéò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí êáé ðéíÜêùí. Ôï

Ýêôï êåöÜëáéï áöïñÜ ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá, äçëáäÞ ôç ìåëÝôç ãñáììéêþí “åîé-

óþóåùí" óå ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. Óôï Ýâäïìï êåöÜëáéï

åéóÜãåôáé Ýíá Üëëï ÷ñÞóéìï åñãáëåßï, ç ïñßæïõóá, êáé ìåëåôþíôáé äéÜöïñåò éäéü-

ôçôÝò ôçò. Ôï üãäïï êåöÜëáéï áöéåñþíåôáé óå ãñáììéêïýò ÷þñïõò ìå åóùôåñéêü

ãéíüìåíï, êáé, ôÝëïò, ôï Ýíáôï êáé ôåëåõôáßï óôéò éäéïôéìÝò êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá

ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí êáé ðéíÜêùí.

ÓåðôÝìâñéïò 2001

Ã. Áêñßâçò
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1. ÐñïêáôáñêôéêÜ: Óýíïëá, Áðåéêïíßóåéò, Óþìáôá

Óôï ðñïêáôáñêôéêÞò öýóåùò áõôü êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå óõìâïëéóìü êáé èá

áíáöåñèïýìå óå ìåñéêÝò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò ôùí óýã÷ñïíùí Ìáèçìáôéêþí· óõãêå-

êñéìÝíá, èá èõìçèïýìå ïñéóìÝíá óýíïëá êáé èá ïñßóïõìå ôéò Ýííïéåò ôçò áðåéêüíé-

óçò, ôçò ïìÜäáò êáé ôïõ óþìáôïò. Ïé ãñáììéêïß ÷þñïé, ðïõ áðïôåëïýí ôç âÜóç óôç

ìåëÝôç ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò, ïñßæïíôáé ìå ôç âïÞèåéá óùìÜôùí. Ôá óþìáôá

ðïõ ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï óôéò åöáñìïãÝò åßíáé äýï, ôï óþìá ôùí ðñáãìáôéêþí

áñéèìþí R êáé ôï óþìá ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñüóèåóç

êáé ðïëëáðëáóéáóìü.

1.1. Óýíïëá

ÁõôÞ ç åíüôçôá áíáöÝñåôáé óå ìßá Ýííïéá, ç ïðïßá ðáßæåé ðïëý óçìáíôéêü ñüëï

óôá óýã÷ñïíá ÌáèçìáôéêÜ, ôçí Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ. Åäþ èá åéóáãÜãïõìå áðëþò

óõìâïëéóìü êáé èá ïñßóïõìå ïñéóìÝíåò âáóéêÝò Ýííïéåò, ïé ïðïßåò ó÷åôßæïíôáé ìå

óýíïëá.

¸íáò áðëüò êáé áêñéâÞò ôñüðïò åéóáãùãÞò ôïõ üñïõ óýíïëï (set) óôá Ìáèçìáôé-

êÜ äåí åßíáé äõóôõ÷þò ãíùóôüò. ¸íáò áêñéâÞò ïñéóìüò, ìå ôá óçìåñéíÜ äåäïìÝíá,

åßíáé óêüðéìïò ìüíï óå Ýíá ðñï÷ùñçìÝíï óôÜäéï ôùí ìáèçìáôéêþí óðïõäþí. Ãéá

ôç ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá êáé ôéò åöáñìïãÝò ôçò áñêïýí, åõôõ÷þò, ìåñéêÜ ðáñáäåßã-

ìáôá óõíüëùí, ìå ôç âïÞèåéá ôùí ïðïßùí ìðïñïýí íá ó÷çìáôéóôïýí íÝá óýíïëá.

Ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá, äçëáäÞ ôá óýíïëá ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò óôïé÷åßùí,

ìðïñïýí èåùñçôéêÜ íá äïèïýí áíáãñÜöïíôáò ôá óôïé÷åßá ôïõò. Óõìâïëßæïõìå ðá-

ñáäåßãìáôïò ÷Üñéí ìå {x1, . . . , xn}, ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü n, ôï óýíïëï ìå óôïé-

÷åßá x1, . . . , xn, ôá ïðïßá äåí åßíáé êáô’ áíÜãêçí äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò. Ôï ðéü

áðëü ìç ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åßíáé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí, ôï ïðïßï óõì-

âïëßæïõìå ìå N,

N := {1, 2, . . . }.

1



2 1. ÐÑÏÊÁÔÁÑÊÔÉÊÁ: ÓÕÍÏËÁ, ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÉÓ, ÓÙÌÁÔÁ

ÁíáöÝñïõìå áêüìç ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìáæß ìå ôï ìçäÝí N0,

N0 := {0, 1, 2, . . . },

ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí Z,

Z := {0,±1,±2, . . . },

êáé ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí Q,

Q := {p

q
: p, q áêÝñáéïé, q 6= 0}.

Ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óõìâïëßæåôáé ìå R, ôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí

áñéèìþí ìå C.

Óõìâïëéóìïß:

¸óôù X Ýíá óýíïëï. Ôï x ∈ X óçìáßíåé üôé ôï x åßíáé óôïé÷åßï ôïõ X. ¸óôù P

ìßá éäéüôçôá· ôüôå ∃x ∈ X P (x) óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé Ýíá óôïé÷åßï x ôïõ óõíüëïõ X

ôï ïðïßï Ý÷åé ôçí éäéüôçôá P. Áíôßóôïé÷á ∀x ∈ X P (x) óçìáßíåé üôé êÜèå óôïé÷åßï

ôïõ óõíüëïõ X, óõíåðþò üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ X, Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá P. Ôá óýìâï-

ëá ∃ êáé ∀ ëÝãïíôáé ðïóïäåßêôåò, ôï ∃ õðáñîéáêüò ðïóïäåßêôçò êáé ôï ∀ êáèïëéêüò

ðïóïäåßêôçò.

Áí êÜèå óôïé÷åßï åíüò óõíüëïõ Y åßíáé êáé óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ X, ôüôå ôï Y

ëÝãåôáé õðïóýíïëï ôïõ X, óõìâïëéóìüò Y ⊂ X. Áí ôï Y åßíáé õðïóýíïëï ôïõ X,

Y ⊂ X, êáé, åðß ðëÝïí, õðÜñ÷åé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ X ðïõ äåí áíÞêåé óôï Y, ôüôå

ôï Y ëÝãåôáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ X, óõìâïëéóìüò Y $ X.

ÄéáãñáöÞ ôùí áíùôÝñù óõìâüëùí äçëþíåé Üñíçóç, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí ôï 5 6∈
X óçìáßíåé üôé ôï 5 äåí åßíáé óôïé÷åßï ôïõ X.

¸óôù I Ýíá óýíïëï (óýíïëï äåéêôþí), êáé ãéá êÜèå i ∈ I Ýíá óýíïëï Xi. Ôüôå

ïñßæïõìå ôçí Ýíùóç ôùí óõíüëùí Xi, i ∈ I, ùò ôï óýíïëï ìå óôïé÷åßá üëá ôá óôïé÷åßá

üëùí ôùí Xi, äçëáäÞ ùò åîÞò

∪
i∈I

Xi := {x : ∃j ∈ I x ∈ Xj},

êáé ôçí ôïìÞ ôùí óõíüëùí Xi, i ∈ I, ùò ôï óýíïëï ìå óôïé÷åßá ôá êïéíÜ óôïé÷åßá

üëùí ôùí Xi, äçëáäÞ ùò åîÞò

∩
i∈I

Xi := {x : ∀j ∈ I x ∈ Xj}.



1.1. ÓÕÍÏËÁ 3

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï I åßíáé ðåðåñáóìÝíï, I = {1, 2, . . . , n}, ÷ñçóéìïðïéïýìå

åðßóçò ôïõò óõìâïëéóìïýò

X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xn :=
n∪

i=1
Xi := ∪

i∈I
Xi,

êáé

X1 ∩ X2 ∩ · · · ∩ Xn :=
n∩

i=1
Xi := ∩

i∈I
Xi.

¸óôù ôþñá äýï óýíïëá X,Y. Ç äéáöïñÜ ôïõ óõíüëïõ Y áðü ôï óýíïëï X ïñßæåôáé

ùò

X \ Y := {x ∈ X : x 6∈ Y },

áðïôåëåßôáé äçëáäÞ áðü üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ X ôá ïðïßá äåí åßíáé óôïé÷åßá ôïõ Y.

Ôï óýíïëï

X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y },

ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí ëÝãåôáé êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïõ X åðß Y. Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

éäéüôçôá ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí åßíáé üôé ôá (x, y) êáé (x′, y′) åßíáé ôüôå êáé ìüíï

ôüôå ßóá, áí éó÷ýåé óõã÷ñüíùò x = x′ êáé y = y′. (ÁêñéâÞò ïñéóìüò ìå ôç âïÞèåéá

óõíüëùí (x, y) := {x, {x, y}}.) ÁíÜëïãá ïñßæåôáé êáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí

óõíüëùí X1, X2, . . . , Xn,

X1 × X2 × · · · × Xn := {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n},

ùò ôï óýíïëï ôùí äéáôåôáãìÝíùí íõÜäùí. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç X1 = X2 = · · · =

Xn = X, üôáí äçëáäÞ üëá ôá óýíïëá åßíáé ßóá ìåôáîý ôùí, ãñÜöïõìå åðßóçò Xn

áíôß ãéá X × X × · · · × X.

Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá óýíïëï ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðü ôá óôïé÷åßá ôá ïðïßá

ðåñéÝ÷åé, áëëÜ áêüìç êáé Ýíá ìïíïóýíïëï, äçëáäÞ Ýíá óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé Ýíá

ìüíï óôïé÷åßï, äåí ôáõôßæåôáé ìå ôï óôïé÷åßï ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé· öåñ’ åéðåßí ôï 0 êáé

ôï {0} åßíáé äéáöïñåôéêÜ ðñÜãìáôá.

ÔÝëïò, ôï êåíü óýíïëï, äçëáäÞ ôï óýíïëï ðïõ äåí Ý÷åé óôïé÷åßá, ôï óõìâïëß-

æïõìå ìå ∅.
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1.2. Áðåéêïíßóåéò

Ìßá Üëëç âáóéêÞ Ýííïéá ôùí Ìáèçìáôéêþí, ç Ýííïéá ôçò áðåéêüíéóçò, åßíáé

ôï áíôéêåßìåíï áõôÞò ôçò åíüôçôáò. Èá åéóáãÜãïõìå áðåéêïíßóåéò êáé èá äïýìå

ïñéóìÝíåò åéäéêüôåñåò ðåñéðôþóåéò áðåéêïíßóåùí.

¸óôù X êáé Y óýíïëá. Ìßá ðñïäéáãñáöÞ f, ç ïðïßá áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå óôïé-

÷åßï x ôïõ X áêñéâþò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Y, ôï ïðïßï êáé óõìâïëßæïõìå ìå f(x), ëÝãåôáé

áðåéêüíéóç (map) áðü ôï X óôï Y. ×Üñéí óõíôïìßáò ãñÜöïõìå

f : X −→ Y,

x 7−→ f(x).

Ìßá áðåéêüíéóç áðü ôï X óôï Y åßíáé ëïéðüí, ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, Ýíá õðïóýíï-

ëï ôïõ X × Y, ôï ïðïßï ãéá êÜèå x ∈ X ðåñéÝ÷åé Ýíá æåýãïò ìå ðñþôï óôïé÷åßï ôï x,

êáé äåí ðåñéÝ÷åé æåýãç ìå ôï ßäéï ðñþôï óôïé÷åßï êáé äéáöïñåôéêÜ äåýôåñá óôïé÷åßá.

Ôï f(x) ëÝãåôáé åéêüíá ôïõ x ìÝóù ôçò f. Ôï X ëÝãåôáé ðåäßï ïñéóìïý êáé ôï Y

ðåäßï ôéìþí ôçò áðåéêüíéóçò f.

¸óôù f : X −→ Y ìßá áðåéêüíéóç êáé M,N õðïóýíïëá ôùí X,Y, áíôßóôïé÷á.

Ôï óýíïëï

f(M) := {y ∈ Y : ∃x ∈ M y = f(x)},

ôï ïðïßï åßíáé öõóéêÜ õðïóýíïëï ôïõ Y, êáëåßôáé åéêüíá ôïõ M ìÝóù ôçò f, êáé ôï

óýíïëï
−1

f (N) := {x ∈ X : f(x) ∈ N},

ëÝãåôáé áíôßóôñïöç åéêüíá ôïõ N ìÝóù ôçò f, êáé åßíáé ðñïöáíþò õðïóýíïëï ôïõ X.

Ãéá áðåéêïíßóåéò ìå éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ÷ñçóéìïðïéïýìå åéäéêïýò

üñïõò. ¸óôù f : X −→ Y ìßá áðåéêüíéóç. Ç f ëÝãåôáé Ýöåóç (áðåéêüíéóç åðß,

surjection), áí ç åéêüíá ôïõ X ìÝóù ôçò f åßíáé ôï Y, äçëáäÞ f(X) = Y, ïðüôå ãéá

êÜèå y ∈ Y õðÜñ÷åé x ∈ X ôï ïðïßï ç f áðåéêïíßæåé óôï y, äçëáäÞ åßíáé ôÝôïéï þóôå

y = f(x).

Ç f ëÝãåôáé Ýíåóç (Ýíá ðñïò Ýíá, injection), áí áðü x, x′ ∈ X êáé f(x) = f(x′)

Ýðåôáé x = x′, ìå Üëëá ëüãéá áí x êáé x′ åßíáé äéáöïñåôéêÜ óôïé÷åßá ôïõ X, ôüôå êáé

ôá f(x) êáé f(x′) åßíáé äéáöïñåôéêÜ óôïé÷åßá ôïõ Y.

Ç f ëÝãåôáé áìöéìïíïóÞìáíôç (áìößåóç, bijection), áí åßíáé óõã÷ñüíùò Ýíåóç êáé

Ýöåóç, äçëáäÞ Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß.
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Áí ç áðåéêüíéóç f : X −→ Y åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç, ôüôå ãéá êÜèå y ∈ Y

ôï óýíïëï
−1

f ({y}), äçëáäÞ ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôïõ óõíüëïõ {y}, Ý÷åé áêñéâþò

Ýíá óôïé÷åßï, ôï ïðïßï óõìâïëßæïõìå ìå f−1(y). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïñßæåôáé ìßá

áðåéêüíéóç

f−1 : Y −→ X,

y 7−→ f−1(y),

ç ïðïßá êáëåßôáé áíôßóôñïöç ôçò f.

ÐáñáôÞñçóç 1.1 ¸óôù f : X −→ Y ìßá áðåéêüíéóç êáé y ∈ Y. Ôï óýíïëï
−1

f ({y})

Ý÷åé Ýííïéá ãéá êÜèå f êáé åßíáé õðïóýíïëï ôïõ X. Ôï f−1(y) ïñßæåôáé ìüíï áí ç

f åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç, êáé åßíáé óôïé÷åßï ôïõ X. ×Üñéí óõíôïìßáò ãñÜöïõìå

ðïëëÝò öïñÝò
−1

f (y) áíôß ãéá
−1

f ({y}).

¸óôù f : X −→ Y êáé g : Y −→ Z. Ç áðåéêüíéóç

g ◦ f : X −→ Z,

x 7−→ g(f(x)),

ëÝãåôáé óýíèåóç ôùí f êáé g. ÐáñáôçñÞóôå üôé ãéá íá ïñßæåôáé ç óýíèåóç g◦f æçôÜìå

ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò g íá åßíáé ôï ðåäßï ôéìþí ôçò f. Óçìåéþíïõìå áêüìá üôé ðåäßï

ïñéóìïý ôçò g ◦ f åßíáé ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f, åíþ ðåäßï ôéìþí ôçò åßíáé ôï ðåäßï

ôéìþí ôçò g.

Ðáñáäåßãìáôá 1.1

1. Ç áðåéêüíéóç idX ,
idX : X −→ X,

x 7−→ x,

ëÝãåôáé ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç ôïõ X, Þ ôáõôüôçôá óôï X.

2. Ôçí áðåéêüíéóç f : [0, 2] −→ R, f(x) := 1, áí x ñçôüò, êáé f(x) := 0, áí x Üññçôïò,

äåí ìðïñïýìå íá ôçí ðáñáóôÞóïõìå ãñáöéêÜ.

3. Ç ðñïäéáãñáöÞ

[0, 1] −→ [−1, 1],

x 7−→ ±√
x,

äåí åßíáé áðåéêüíéóç, ãéáôß, äåäïìÝíïõ åíüò x 6= 0, ôï ±√
x äåí ïñßæåôáé ìïíïóÞìá-

íôá.



6 1. ÐÑÏÊÁÔÁÑÊÔÉÊÁ: ÓÕÍÏËÁ, ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÉÓ, ÓÙÌÁÔÁ

Áíôßèåôá, ç ðñïäéáãñáöÞ

[0, 1] −→ [0, 1],

x 7−→ √
x,

åßíáé áðåéêüíéóç, êáé ìÜëéóôá åßíáé ç áíôßóôñïöç ôçò áðåéêïíßóåùò

[0, 1] −→ [0, 1],

x 7−→ x2.

Èåùñïýìå ìßá áðåéêüíéóç f : X −→ Y êáé Ýíá õðïóýíïëï M ôïõ X. Ç áðåéêü-

íéóç

g : M −→ Y,

x 7−→ f(x),

ëÝãåôáé ðåñéïñéóìüò ôçò f óôï M êáé óõìâïëßæåôáé ìå f |M . Ïé áðåéêïíßóåéò f

êáé g äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí, åêåß ðïõ ïñßæïíôáé êáé ïé äýï

ëáìâÜíïõí ôéò ßäéåò ôéìÝò.

¸óôù g : M −→ Y, M ⊂ X, êáé f : X −→ Y äýï áðåéêïíßóåéò. Áí ãéá êÜèå

x ∈ M éó÷ýåé f(x) = g(x), ôüôå ç f ëÝãåôáé åðÝêôáóç ôçò g.

1.3. Óþìáôá

Ï üñïò óþìá Ý÷åé èåìåëéþäç óçìáóßá ãéá ôïí ïñéóìü åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ.

Ðñéí ïñßóïõìå ôï óþìá, åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ïìÜäáò.

Ïñéóìüò 1.1 Ìßá ïìÜäá (group) åßíáé Ýíá æåýãïò (G, ·) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá ìç êåíü

óýíïëï G êáé ìßá ðñÜîç · óôï G, äçëáäÞ ìßá áðåéêüíéóç

· : G × G −→ G,

(a, b) 7−→ a · b,

ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò (áîéþìáôá ïìÜäáò):

(O1) (a · b) · c = a · (b · c) ãéá êÜèå a, b, c ∈ G (ðñïóåôáéñéóôéêüò íüìïò).

(O2) ÕðÜñ÷åé Ýíá óôïé÷åßï e ∈ G (ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôïõ G), ôÝôïéï þóôå

(O2a) e · a = a ãéá êÜèå a ∈ G,

(O2b) ãéá êÜèå a ∈ G õðÜñ÷åé a′ ∈ G (áíôßóôñïöï ôïõ a), ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé

a′ · a = e.
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Ìßá ïìÜäá (G, ·) ëÝãåôáé áâåëéáíÞ (ðñïò ôéìÞí ôïõ äéÜóçìïõ Íïñâçãïý ìáèçìá-

ôéêïý Niels Henrik Abel), áí ãéá êÜèå a, b ∈ G éó÷ýåé

a · b = b · a (áíôéìåôáèåôéêüò íüìïò).

Áí óå ìßá ïìÜäá (G, ·) ç ðñÜîç · åßíáé ðñïöáíÞò Þ Üíåõ óçìáóßáò, ôüôå ãñÜöïõìå

áðëïýóôåñá G áíôß ãéá (G, ·), êáé ab áíôß ãéá a · b.

Èá äïýìå ôþñá ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò ïìÜäùí. ÓõãêåêñéìÝíá, èá äïýìå üôé

áí ôï a′ åßíáé áíôßóôñïöï ôïõ a, ôüôå êáé ôï a åßíáé áíôßóôñïöï ôïõ a′, üôé ôï áíôß-

óôñïöï åíüò óôïé÷åßïõ ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá, üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá ïõäÝôåñï

óôïé÷åßï, êáé üôé ãéá ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï åêôüò ôïõ ea = a éó÷ýåé êáé ae = a ãéá

êÜèå óôïé÷åßï a ôçò ïìÜäáò.

ËÞììá 1.1 ¸óôù G ìßá ïìÜäá. Ôüôå éó÷ýïõí:

1. Áí a′ ∈ G åßíáé áíôßóôñïöï óôïé÷åßï ôïõ a, ôüôå éó÷ýåé êáé aa′ = e.

2. Ãéá Ýíá ïõäÝôåñï óôïé÷åßï e ∈ G éó÷ýåé ae = a ãéá êÜèå a ∈ G.

3. ÕðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá ïõäÝôåñï óôïé÷åßï e ∈ G.

4. Ãéá êÜèå a ∈ G õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá áíôßóôñïöï óôïé÷åßï a′ ∈ G, ôï ïðïßï óõìâïëß-

æïõìå ìå a−1.

Áðüäåéîç.

1. ¸óôù a′′ Ýíá áíôßóôñïöï ôïõ a′ (ôï ïðïßï õðÜñ÷åé óýìöùíá ìå ôçí (O2b)). Ôüôå

öõóéêÜ èá éó÷ýåé a′′a′ = e, êáé åðïìÝíùò

aa′ = e(aa′) = (a′′a′)(aa′) = a′′(a′(aa′))

= a′′((a′a)a′) = a′′(ea′) = a′′a′ = e,

üðïõ ç ðñþôç êáé ç ðñïôåëåõôáßá éóüôçôá éó÷ýïõí ëüãù ôçò (O2a), ç äåýôåñç êáé

ç ôåëåõôáßá ëüãù ôçò a′′a′ = e, ç ôñßôç êáé ç ôÝôáñôç ëüãù ôçò (O1), êáé, ôÝëïò, ç

ðÝìðôç ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé a′a = e.

2. ¸÷ïõìå

ae = a(a′a) = (aa′)a = ea = a,

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá éó÷ýåé ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé a′a = e, ç äåýôåñç ëüãù ôçò

(O1), ç ôñßôç êáé ç ôÝôáñôç ëüãù ôïõ 1. ôï ïðïßï ìüëéò áðïäåßîáìå, êáé, ôÝëïò, ç

ôåëåõôáßá ëüãù ôçò (O2a).
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3. ¸óôù e, e′ ∈ G äýï ïõäÝôåñá óôïé÷åßá. Ôüôå Ý÷ïõìå

e′ = ee′ = e′e = e,

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá éó÷ýåé åðåéäÞ ôï e åßíáé ïõäÝôåñï óôïé÷åßï, ç äåýôåñç ðñï-

êýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ôï e åßíáé, óýìöùíá ìå ôçí ðñþôç ó÷Ýóç,

áíôßóôñïöï ôïõ e′ êáé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï 1. ðïõ áðïäåßîáìå ðñïç-

ãïõìÝíùò, êáé ç ôåëåõôáßá éóüôçôá éó÷ýåé åðåéäÞ ôï e′ åßíáé ïõäÝôåñï óôïé÷åßï.

4. ¸óôù a′, a′′ ∈ G áíôßóôñïöá ôïõ a. Ôüôå èá Ý÷ïõìå

a′′ = a′′e = a′′(aa′) = (a′′a)a′ = ea′ = a′,

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá éó÷ýåé ëüãù ôïõ 2. ðïõ áðïäåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò, ç äåýôåñç

ëüãù ôçò aa′ = e, ç ôñßôç ëüãù ôçò (O1), ç ðñïôåëåõôáßá ëüãù ôçò a′′a = e, êáé,

ôÝëïò, ç ôåëåõôáßá ëüãù ôçò (O2a).

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé ôï (O2) óôïí ïñéóìü ìßáò ïìÜäáò åßíáé éóïäýíáìï ìå

ôï ãåãïíüò üôé åîéóþóåéò ìßáò óõãêåêñéìÝíçò ìïñöÞò Ý÷ïõí ðÜíôá ìßá ëýóç. Áêüìç

èá äïýìå üôé áõôÝò ïé ëýóåéò åßíáé ìïíáäéêÝò.

ËÞììá 1.2 ¸óôù G Ýíá ìç êåíü óýíïëï, G 6= ∅, êáé · ìßá ðñÜîç óôï G. Ôüôå ôï (G, ·)
åßíáé ïìÜäá, áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ôï (O1) êáé ãéá êÜèå a, b ∈ G ïé åîéóþóåéò

(1.1) xa = b, ay = b,

Ý÷ïõí ëýóåéò x, y ∈ G. Åðß ðëÝïí óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ïé ëýóåéò x, y åßíáé ìïíïóÞìáíôá

ïñéóìÝíåò.

Áðüäåéîç. Èá õðïèÝóïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé ôï (G, ·) åßíáé ïìÜäá êáé èá áðïäåßîïõìå

üôé ïé åîéóþóåéò (1.1) Ý÷ïõí ìßá áêñéâþò ëýóç. ÐñáãìáôéêÜ, ìå x := ba−1 êáé y =

a−1b Ý÷ïõìå

xa = (ba−1)a = b(a−1a) = be = b,

êáé

ay = a(a−1b) = (aa−1)b = eb = b,

åðïìÝíùò êÜèå ìßá áðü ôéò åîéóþóåéò ìáò Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ëýóç. ¸óôù ôþñá

êáé x′, y′ ∈ G ëýóåéò, äçëáäÞ x′a = b, ay′ = b. Èá áðïäåßîïõìå üôé x = x′ êáé

y = y′. ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

x′ = x′e = x′(aa−1) = (x′a)a−1 = ba−1 = x,
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êáé

y′ = ey′ = (a−1a)y′ = a−1(ay′) = a−1b = y.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôï áíôßóôñïöï· èá õðïèÝóïõìå üôé ïé åîéóþóåéò (1.1) Ý÷ïõí

ëýóåéò ãéá êÜèå a, b ∈ G êáé èá áðïäåßîïõìå üôé ôï (G, ·) åßíáé ïìÜäá. ¸óôù a Ýíá

óôïé÷åßï ôïõ G. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò, õðÜñ÷åé Ýíá óôïé÷åßï e ôïõ

G ôÝôïéï þóôå ea = a (ç ëýóç ôçò åîßóùóçò xa = a). Åðß ðëÝïí, ãéá êÜèå b ∈ G

õðÜñ÷åé y ∈ G ôÝôïéï þóôå ay = b. ¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé

eb = e(ay) = (ea)y = ay = b,

ïðüôå ôï e åßíáé ïõäÝôåñï óôïé÷åßï, äçëáäÞ éó÷ýåé ç (O2a). Åðßóçò, áöïý ç åîßóùóç

xa = e Ý÷åé ëýóç, Ýóôù a′, õðÜñ÷åé ôï áíôßóôñïöï óôïé÷åßï ôïõ a, ãéá êÜèå a ∈ G.

Óõíåðþò éó÷ýåé êáé ç (O2b). ÓõíïëéêÜ áõôü ìáò ëÝåé üôé ôï (G, ·) åßíáé ïìÜäá.

Äßíïõìå ôþñá ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá ïìÜäùí. Ïé áðïäåßîåéò åßíáé áðëÝò êáé

áöÞíïíôáé ùò áóêÞóåéò.

Ðáñáäåßãìáôá 1.2

1. Ôï (Z,+), üðïõ ôï + óõìâïëßæåé ôçí ðñüóèåóç, åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÏõäÝ-

ôåñï óôïé÷åßï åßíáé ôï ìçäÝí, “áíôßóôñïöïò” ôïõ áêåñáßïõ n åßíáé ï −n. Åðßóçò

ôá (Q,+), (R,+) åßíáé áâåëéáíÝò ïìÜäåò, åíþ ôï (N,+) äåí åßíáé ïìÜäá, áöïý äåí

éêáíïðïéåß ôçí (O2).

2. ¸óôù Q⋆ := Q \ {0}, R⋆ := R \ {0}, Q+ := {x ∈ Q : x > 0}, R+ := {x ∈ R : x > 0}.

Ôá æåýãç (Q⋆, ·), (Q+, ·), (R⋆, ·), êáé (R+, ·) ìå ôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü åßíáé

áâåëéáíÝò ïìÜäåò.

Ôá æåýãç (Z⋆, ·), (N, ·), ìå Z⋆ := Z \ {0}, äåí åßíáé ïìÜäåò.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôïí ïñéóìü ôïõ óþìáôïò. Óôïí ïñéóìü ôïõ óþìáôïò ÷ñåéáæü-

ìáóôå äýï ðñÜîåéò (åíþ óôçí ïìÜäá áñêïýóå ìßá), êáé ôñßá áîéþìáôá, ôá äýï ðñþôá

áíáöÝñïíôáé óå êÜèå ìßá ðñÜîç îå÷ùñéóôÜ, åíþ ôï ôñßôï êáé óôéò äýï ðñÜîåéò.

Ïñéóìüò 1.2 ¸íá óþìá (field) åßíáé ìßá ôñéÜäá (K,+, ·) áðïôåëïýìåíç áðü Ýíá óýíïëï

K êáé äýï ðñÜîåéò + êáé · óôï K, äçëáäÞ äýï áðåéêïíßóåéò

+ : K × K −→ K,

(a, b) 7−→ a + b,
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êáé
· : K × K −→ K,

(a, b) 7−→ a · b,

ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò (áîéþìáôá óþìáôïò):

(Ó1) Ôï (K,+) åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôï óõìâïëßæïõìå ìå 0, ôï áíôßóôñïöï åíüò óôïé÷åßïõ a ∈
K ùò ðñïò ôçí ðñÜîç + ìå −a, êáé èá ôï áðïêáëïýìå óôç óõíÝ÷åéá áíôßèåôï ôïõ a.)

(Ó2) Ôï (K⋆, ·), ìå K⋆ := K \ {0}, åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôï óõìâïëßæïõìå ìå 1, ôï áíôßóôñïöï åíüò óôïé÷åßïõ a ∈
K ùò ðñïò ôçí ðñÜîç · ìå a−1.)

(Ó3) Ãéá a, b, c ∈ K æçôïýìå íá éó÷ýïõí

a(b + c) = (ab) + (ac)

êáé

(a + b)c = (ac) + (bc)

(åðéìåñéóôéêïß íüìïé).

Óçìåéþíïõìå üôé, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò, áí éó÷ýåé Ýíáò áðü ôïõò åðé-

ìåñéóôéêïýò íüìïõò, ôüôå éó÷ýåé êáé ï Üëëïò.

Ãéá íá áðëïõóôåýóïõìå ôï óõìâïëéóìü áðïöåýãïíôáò ôéò ðïëëÝò ðáñåíèÝóåéò,

óõìöùíïýìå üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò óõíäÝåé éó÷õñüôåñá áðü ôçí ðñüóèåóç. ¸ôóé

ïé åðéìåñéóôéêïß íüìïé ãñÜöïíôáé óôç ìïñöÞ

a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc.

Åðßóçò ãñÜöïõìå a − b áíôß ãéá a + (−b), êáé a
b

áíôß ãéá ab−1.

Èá äïýìå ôþñá ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò óùìÜôùí. ÓõãêåêñéìÝíá èá äïýìå üôé

ôï ãéíüìåíï äýï óôïé÷åßùí åíüò óþìáôïò ìçäåíßæåôáé, áí êáé ìüíï áí ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíáò áðü ôïõò ðáñÜãïíôåò åßíáé ìçäÝí, êáé áêüìç üôé a(−b) = (−a)b = −ab.

ËÞììá 1.3 Ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü óå Ýíá óþìá K éó÷ýïõí:

1. Ãéá êÜèå a ∈ K Ý÷ïõìå 0 · a = a · 0 = 0, äçëáäÞ ôï ãéíüìåíï ôïõ ìçäåíüò ìå êÜèå

óôïé÷åßï åßíáé ìçäÝí.

2. Áí a, b ∈ K êáé ab = 0, ôüôå åßôå a = 0 åßôå b = 0.
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3. Ãéá a, b ∈ K éó÷ýåé a(−b) = (−a)b = −(ab).

Áðüäåéîç.

1. Êáô’ áñ÷Þí Ý÷ïõìå

0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a + 0 · a,

êáé ìå âÜóç ôï ËÞììá 1.2 óõìðåñáßíïõìå üôé 0 · a = 0. Ôï a · 0 = 0 áðïäåéêíýåôáé

áíÜëïãá (Ýðåôáé üìùò êáé áðü ôï Þäç áðïäåé÷èÝí, åðåéäÞ ç ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.)

2. Áí õðïèÝóïõìå üôé a 6= 0 êáé b 6= 0, ôüôå óýìöùíá ìå ôï (Ó2) óõìðåñáßíïõìå üôé

èá éó÷ýåé êáé ab 6= 0, Üôïðï.

3. ¸÷ïõìå

ab + a(−b) = a(b + (−b)) = a(b − b) = a · 0 = 0,

êáé óõìðåñáßíïõìå üôé a(−b) = −(ab). Áíôßóôïé÷á

ab + (−a)b = (a + (−a))b = 0 · b = 0,

åðïìÝíùò (−a)b = −(ab).

Ðáñáäåßãìáôá 1.3

Ôá (Q,+, ·), (R,+, ·) êáé (C,+, ·) ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëá-

óéáóìü åßíáé óþìáôá. Ôï (Z,+, ·) äåí åßíáé óþìá, áöïý ôï (Z⋆, ·) äåí åßíáé ïìÜäá.

1.4. ÁóêÞóåéò

1.1. Ðñïóäéïñßóôå ôï óýíïëï ìå óôïé÷åßá ôéò ëýóåéò ôçò åîßóùóçò x2 − 5x + 6 = 0.

1.2. ¸óôù X Ýíá óýíïëï. Ðñïóäéïñßóôå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï X × ∅.

1.3. Ãéáôß äåí õðÜñ÷åé ôï “óýíïëï” üëùí ôùí óõíüëùí; [Áí óõìâïëßóïõìå áõôü ôï

“óýíïëï” ìå X, êáé ìå Y ôï õðïóýíïëü ôïõ, ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óýíïëá

ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ôïí åáõôü ôïõò ùò óôïé÷åßï, äåßîôå üôé éó÷ýåé óõã÷ñüíùò Y ∈ Y

êáé Y 6∈ Y.]

1.4. Èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç, äçëáäÞ áðåéêüíéóç ìå ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, f : R −→
R, x 7→ x2. Ðïéï åßíáé ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò, ôï ðåäßï ôéìþí ôçò, êáé ðïéá ç åéêüíá

ôçò, äçëáäÞ ç åéêüíá ôïõ R ìÝóù ôçò f ;

1.5. ¸óôù Q⋆ := Q \ {0}, R⋆ := R \ {0}, Q+ := {x ∈ Q : x > 0}, R+ := {x ∈
R : x > 0}. Áðïäåßîôå üôé ôá æåýãç (Q⋆, ·), (Q+, ·), (R⋆, ·), êáé (R+, ·) ìå ôïí óõíÞèç
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ðïëëáðëáóéáóìü åßíáé áâåëéáíÝò ïìÜäåò, åíþ ôá æåýãç (Z⋆, ·), (N, ·), ìå Z⋆ := Z\{0},

äåí åßíáé ïìÜäåò.

1.6. Áðïäåßîôå üôé ôá (Q,+, ·), (R,+, ·) êáé (C,+, ·) ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñüóèå-

óç êáé ðïëëáðëáóéáóìü åßíáé óþìáôá, åíþ ôï (Z,+, ·) äåí åßíáé óþìá.

1.7. ¸óôù (K,+, ·) Ýíá óþìá. Áðïäåßîôå üôé ôï óýíïëï K ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï

óôïé÷åßá.



2. Ãñáììéêïß ×þñïé

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå ìßá âáóéêÞ Ýííïéá ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãå-

âñáò, ôçí Ýííïéá ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ, èá äïýìå ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò ãñáììéêþí

÷þñùí, èá åéóáãÜãïõìå ïñéóìÝíåò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò óå ãñáììéêïýò ÷þñïõò, ôéò

Ýííïéåò ôçò ãñáììéêÞò åîÜñôçóçò, ôçò âÜóçò êáé ôçò äéÜóôáóçò, êáèþò êáé ôçí Ýí-

íïéá ôïõ õðï÷þñïõ åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ êáé ôïõ áèñïßóìáôïò ãñáììéêþí ÷þñùí.

Èá ãíùñßóïõìå åðßóçò ïñéóìÝíåò âáóéêÝò éäéüôçôåò ãñáììéêþí ÷þñùí êáé èá äþ-

óïõìå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ãñáììéêþí ÷þñùí.

Ïé ãñáììéêïß ÷þñïé ðáßæïõí êáèïñéóôéêü ñüëï ãåíéêüôåñá óôá ÌáèçìáôéêÜ, ç

÷ñÞóç ôïõò äåí ðåñéïñßæåôáé êáôÜ êáíÝíá ôñüðï ìüíï óôç ÃñáììéêÞ ¶ëãåâñá.

2.1. Ç Ýííïéá ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ êáé ôïõ õðï-

÷þñïõ åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ, èá äïýìå ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá ãñáììéêþí ÷þñùí

êáé èá ãíùñßóïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò éäéüôçôåò ãñáììéêþí ÷þñùí.

Ïñéóìüò 2.1 ¸óôù K Ýíá óþìá. ¸íáò K−ãñáììéêüò ÷þñïò, Þ ãñáììéêüò ÷þñïò ðÜíù

óôï K, åßíáé ìßá ôñéÜäá (X,+, ·) áðïôåëïýìåíç áðü Ýíá óýíïëï X, ìßá ðñÜîç + óôï

X (ðñüóèåóç)

+ : X × X −→ X,

(x, y) 7−→ x + y,

êáé ìßá ðñÜîç · (ðïëëáðëáóéáóìüò ìå óôïé÷åßá ôïõ K)

· : K × X −→ X,

(λ, x) 7−→ λ · x,

ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò (áîéþìáôá ãñáììéêïý ÷þñïõ):

(Ã×1) Ôï (X,+) åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï 0 ëÝãåôáé ìçäåíéêü äéÜíõóìá.)

13
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(Ã×2) Ãéá x, y ∈ X êáé λ, µ ∈ K éó÷ýïõí

(a) (λ + µ) · x = (λ · x) + (µ · x)

(b) λ · (x + y) = (λ · x) + (λ · y)

(c) (λµ) · x = λ · (µ · x)

(d) 1 · x = x.

Óõíþíõìá ìå ôï ãñáììéêü ÷þñï ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï üñïò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò

(linear space, vector space). Åöéóôïýìå ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ áíáãíþóôç óôç ÷ñÞóç ôïõ

éäßïõ óõìâüëïõ, ôïõ 0, ôüóï ãéá ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï ôïõ óþìáôïò K, üóï êáé ãéá

ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ X, êáèþò êáé ôïõ óõìâüëïõ + ãéá ôçí ðñüóèåóç ôüóï óôï

K üóï êáé óôïí X. Ç åìðåéñßá Ý÷åé äåßîåé üôé ìéêñÞ ìüíï åîÜóêçóç áñêåß ãéá íá

áðïêëåßóåé êÜèå óýã÷õóç ðïõ åíäå÷ïìÝíùò ðñïêáëåß áõôüò ï óõìâïëéóìüò óôïõò

ìç åîïéêåéùìÝíïõò áíáãíþóôåò.

Áí ïé ðñÜîåéò + êáé · åßíáé ðñïöáíåßò Þ Üíåõ óçìáóßáò, ôüôå óõ÷íÜ ãñÜöïõìå

X áíôß ãéá (X,+, ·). Åðßóçò áíôß ãéá λ · x, ìå λ ∈ K, x ∈ X, óõíÞèùò ãñÜöïõìå λx.

Ãéá íá áðïöåýãïõìå ôéò ðïëëÝò ðáñåíèÝóåéò, óõìöùíïýìå üôé ï ðïëëáðëáóéá-

óìüò åíüò óôïé÷åßïõ ôïõ K ìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ X óõíäÝåé éó÷õñüôåñá áðü ôçí

ðñüóèåóç óôï X, äçëáäÞ ðñþôá ãßíïíôáé ôÝôïéïé ðïëëáðëáóéáóìïß êáé Ýðïíôáé ïé

ðñïóèÝóåéò óôïé÷åßùí ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ, ôï λx + y óçìáßíåé (λx) + y.

Óôéò åöáñìïãÝò ïé ãñáììéêïß ÷þñïé ïñßæïíôáé ó÷åäüí ðÜíôá åßôå ðÜíù óôï óþìá

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R åßôå óôï óþìá ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C. Ãéá ôï ëüãï

áõôüí êáé åðåéäÞ ôá áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí ðïëý åýêïëá íá ãåíéêåõèïýí, óå áõôÝò

ôéò óçìåéþóåéò èá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå ðñáãìáôéêïýò ãñáììéêïýò ÷þñïõò (äçëáäÞ

ôÝôïéïõò þóôå K = R) åßôå ìå ìéãáäéêïýò ãñáììéêïýò ÷þñïõò (K = C). ¼ôáí óôç

óõíÝ÷åéá èá ìéëÜìå ãéá ãñáììéêïýò ÷þñïõò, èá åííïïýìå ðñáãìáôéêïýò ãñáììéêïýò

÷þñïõò· óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ìéãáäéêïýò ãñáììéêïýò ÷þñïõò èá ôï

ôïíßæïõìå þóôå íá êáèßóôáôáé óáöÝò.

ÐáñáôÞñçóç 2.1 Ôá óôïé÷åßá åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ ëÝãïíôáé äéáíýóìáôá Þ óçìåßá

ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ. Åî ïñéóìïý, ëïéðüí, Ýíá äéÜíõóìá åßíáé Ýíá óôïé÷åßï åíüò

äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ.
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Ðáñáäåßãìáôá 2.1

1. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ôï êëáóóéêü ðáñÜäåéãìá ãéá Ýíáí ãñáììéêü ÷þñï

åßíáé ï ÷þñïò Rn ôùí äéáôåôáãìÝíùí íõÜäùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, óôïí ïðïßï ç

ðñüóèåóç êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ïñßæïíôáé ùò åîÞò

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

êáé

λ(x1, . . . , xn) := (λx1, . . . , λxn).

Óçìåéþíïõìå üôé ôá óôïé÷åßá ôïõ Rn èá ôá ãñÜöïõìå åßôå ùò ãñáììÝò åßôå ùò

óôÞëåò, áíÜëïãá ìå ôï ôé êÜèå öïñÜ äéåõêïëýíåé ôï óõìâïëéóìü.

2. ¸óôù a êáé b äýï ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ôÝôïéïé þóôå a < b. Óõìâïëßæïõìå ìå

C[a, b] ôï óýíïëï ôïí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí, ðïõ ïñßæïíôáé óôï äéÜóôçìá [a, b] êáé

ðáßñíïõí ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, C[a, b] := {x : [a, b] −→ R / x óõíå÷Þò}. (Ôï C óå

áõôüí ôï óõìâïëéóìü ðñïÝñ÷åôáé áðü ôïí áíôßóôïé÷ï áããëéêü üñï “continuous” ðïõ

óçìáßíåé “óõíå÷Þò”.) Ìå ôéò ðñÜîåéò

x, y ∈ C[a, b] (x + y)(s) := x(s) + y(s), s ∈ [a, b],

êáé

λ ∈ R x ∈ C[a, b] (λx)(s) := λx(s), s ∈ [a, b],

ï C[a, b] åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò. ¸ôóé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b]

åßíáé êáé äéÜíõóìá, ùò óôïé÷åßï ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ C[a, b]! ÄçëáäÞ, äéáíýóìáôá

äåí åßíáé ìüíï áõôÜ ðïõ ìáèáßíïõìå óôç äåõôåñïâÜèìéá åêðáßäåõóç.

Óôï åðüìåíï ËÞììá èá äïýìå üôé ôï ãéíüìåíï åíüò ðñáãìáôéêïý áñéèìïý ìå Ýíá

äéÜíõóìá ìçäåíßæåôáé, áí êáé ìüíï áí ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò Þ ôï äéÜíõóìá (Þ áì-

öüôåñá) åßíáé ìçäÝí. Åðßóçò èá äïýìå üôé ôï (−1)x åßíáé áíôßèåôï ôïõ x.

ËÞììá 2.1 ¸óôù (X,+, ·) Ýíáò ðñáãìáôéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò. Ôüôå éó÷ýïõí:

1. Ôï ãéíüìåíï åíüò ðñáãìáôéêïý áñéèìïý ìå Ýíá äéÜíõóìá åßíáé ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, áí

êáé ìüíï áí åßôå ï áñéèìüò åßíáé ìçäÝí åßôå ôï äéÜíõóìá åßíáé ôï ìçäåíéêü, äçëáäÞ

(i)
∀x ∈ X 0 · x = 0

∀λ ∈ R λ · 0 = 0



16 2. ÃÑÁÌÌÉÊÏÉ ×ÙÑÏÉ

êáé, áíôßóôñïöá,

(ii) (∀λ ∈ R, x ∈ X, λx = 0) =⇒ (λ = 0 Þ x = 0).

2. Ôï ãéíüìåíï ôïõ áñéèìïý −1 ìå Ýíá äéÜíõóìá x åßíáé ôï áíôßèåôï ôïõ x, äçëáäÞ ôï −x,

∀x ∈ X (−1)x = −x.

Áðüäåéîç.

1. (i) ¸óôù x ∈ X. Ôüôå èá Ý÷ïõìå áö’ åíüò 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x, äçëáäÞ

0 · x = 0 · x + 0 · x,

êáé áö’ åôÝñïõ

0 · x = 0 + 0 · x.

Áðü ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 1.2, 0 ·x = 0, åðåéäÞ ôï

(X,+) åßíáé ïìÜäá.

Áêñéâþò áíÜëïãá Ý÷ïõìå λ · 0 = λ · (0 + 0) = λ · 0 + λ · 0 êáé λ · 0 = 0 + λ · 0, êáé

ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá λ · 0 = 0.

(ii) Áíôßóôñïöá ôþñá, õðïèÝôïíôáò üôé λ 6= 0 êáé λ · x = 0, Ý÷ïõìå x = 1 · x =

(λ−1λ)x = λ−1(λx) = λ−1 · 0 = 0.

2. Ôþñá Ý÷ïõìå

x + (−1)x = 1 · x + (−1)x = (1 + (−1))x = (1 − 1)x = 0 · x = 0,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 1.2, éó÷ýåé (−1)x = −x.

Ç åðüìåíç âáóéêÞ Ýííïéá ðïõ èÝëïõìå íá åéóáãÜãïõìå åßíáé áõôÞ ôïõ õðï÷þñïõ.

Ïñéóìüò 2.2 ¸óôù (X,+, ·) Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé Y Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ

X, Y ⊂ X. Ôï Y ëÝãåôáé õðü÷ùñïò ôïõ X, áí éó÷ýïõí:

(Y×1) Ôï Y åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç, äçëáäÞ áí ðñïóèÝóïõìå äýï

óôïé÷åßá ôïõ ðáßñíïõìå îáíÜ óôïé÷åßï ôïõ,

∀x, y ∈ Y x + y ∈ Y.

(Y×2) Ôï Y åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìå ðñáãìáôéêïýò áñéè-

ìïýò, äçëáäÞ, áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü ìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ

Y, ðáßñíïõìå îáíÜ óôïé÷åßï ôïõ Y,

∀λ ∈ R ∀x ∈ Y λx ∈ Y.
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ÖõóéêÜ, áí ï ãñáììéêüò ÷þñïò Ý÷åé ïñéóèåß ðÜíù óå Ýíá óþìá K, ôüôå ôï ñüëï

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí óôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü ðáßæïõí ôá óôïé÷åßá ôïõ K.

ËÞììá 2.2 ¸óôù (X,+, ·) Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X. Ôüôå ï

(Y,+, ·), ìå ðñÜîåéò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôùí ðñÜîåùí óôïí X óå óôïé÷åßá ôïõ Y, åßíáé ãñáì-

ìéêüò ÷þñïò.

Áðüäåéîç. Ôï áîßùìá (Ã×2) éó÷ýåé ðñïöáíþò óôïí Y, áöïý éó÷ýåé óôïí X. Ï áíôé-

ìåôáèåôéêüò êáé ï ðñïóåôáéñéóôéêüò íüìïò éó÷ýïõí óôïí Y, áöïý éó÷ýïõí óôïí X.

Áöïý ôï Y åßíáé ìç êåíü, Ý÷åé Ýíá óôïé÷åßï y ∈ Y. ÅðïìÝíùò ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá,

0 = 0 · y, áíÞêåé ëüãù ôïõ (Õ×2) óôï Y. ¸óôù ôþñá y ∈ Y. ÐÜëé ëüãù ôïõ (Õ×2)

Ý÷ïõìå −y = (−1)y ∈ Y. Óçìåéþíïõìå üôé óå áõôÞ ôçí áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå

ôï ËÞììá 2.1.

Äßíïõìå ôþñá ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá õðï÷þñùí. Ïé áðïäåßîåéò åßíáé åýêïëåò

êáé ðáñáëåßðïíôáé. ÓõíéóôÜôáé óôïõò öïéôçôÝò íá óêåöôïýí ôé ðáñéóôÜíåé ï õðü-

÷ùñïò óôï äåýôåñï ðáñÜäåéãìá, êáé íá äþóïõí óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá ãéá ôçí

ôñßôç ðåñßðôùóç, üôáí ï ãñáììéêüò ÷þñïò åßíáé öåñ’ åéðåßí ï R2.

Ðáñáäåßãìáôá 2.2

1. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé 0 ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ X. Ôï Y = {0}
åßíáé ï ìçäåíéêüò õðü÷ùñïò ôïõ X.

2. ¸óôù λ ∈ R Ýíáò óôáèåñüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Ôï óýíïëï {(x, y) ∈ R2 : y =

λx} åßíáé Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ R2.

3. ¸óôù Y1, Y2 äýï õðü÷ùñïé ôïõ X. Ç ôïìÞ ôïõò Y1 ∩ Y2 åßíáé åðßóçò õðü÷ùñïò ôïõ

X, åíþ áíôßèåôá ç ÝíùóÞ ôïõò Y1 ∪ Y2 äåí åßíáé ãåíéêÜ õðü÷ùñïò ôïõ X.

Åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá äþóåé ðáñáäåßãìáôá õðïóõíüëùí ãñáììéêþí ÷þñùí ôá

ïðïßá Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá (YX1) áëëÜ ü÷é ôçí (YX2), Þ áíôßóôñïöá, óõíåðþò äåí

åßíáé õðü÷ùñïé åíüò ÷þñïõ X, âë. ¶óêçóç 2.2.

2.2. ÃñáììéêÞ åîÜñôçóç, âÜóç, äéÜóôáóç

Óêïðüò ìáò óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åßíáé ç åéóáãùãÞ ôïõ üñïõ äéÜóôáóç, åíüò ìÝ-

ôñïõ ãéá ôï “ìÝãåèïò” åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ. Ðñéí ìðïñÝóïõìå íá åéóáãÜãïõìå
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áõôÞ ôçí Ýííïéá, èá ìéëÞóïõìå ãéá ãñáììéêÞ åîÜñôçóç Þ áíåîáñôçóßá äéáíõóìÜ-

ôùí, èá ãíùñßóïõìå äéÜöïñåò óõíèÞêåò ãéá áõôÝò, êáé èá åéóáãÜãïõìå ôçí Ýííïéá

ôçò âÜóçò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ.

Ïñéóìüò 2.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, x1, . . . , xm ∈ X êáé λ1, . . . , λm ∈ R. Ìßá

Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò

λ1x1 + · · · + λmxm (=
m
∑

i=1

λixi)

ëÝãåôáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí x1, . . . , xm.

Ïñéóìüò 2.3 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé x1, . . . , xm ∈ X.

i. Ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm ëÝãïíôáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áí õðÜñ÷åé ìç ôåôñéììÝ-

íïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò ðïõ åßíáé ìçäÝí, äçëáäÞ áí õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß

áñéèìïß λ1, . . . , λm, åê ôùí ïðïßùí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò äåí åßíáé ìçäÝí, ôÝôïéïé þóôå

íá éó÷ýåé

λ1x1 + · · · + λmxm = 0.

ii. Ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm ëÝãïíôáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, áí äåí åßíáé ãñáììéêÜ

åîáñôçìÝíá, äçëáäÞ áí ç éóüôçôá λ1x1 + · · · + λmxm = 0 éó÷ýåé ìüíï ãéá λ1 = · · · =

λm = 0, Þ

λ1x1 + · · · + λmxm = 0 =⇒ λ1 = · · · = λm = 0.

Äßíïõìå ôþñá Ýíáí åýêïëï ìåí ÷ñÞóéìï äå ÷áñáêôçñéóìü ãñáììéêÞò åîÜñôçóçò.

Ðñüôáóç 2.1 Ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áí êáé ìüíï áí ôïõëÜ-

÷éóôïí Ýíá áðü áõôÜ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá. Ôü-

ôå èá õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï (λ1, . . . , λm) ∈ Rm ôÝôïéï þóôå

(2.1) λ1x1 + · · · + λmxm = 0.

ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé j ∈ {1, . . . ,m} ôÝôïéï þóôå λj 6= 0. ÃñÜöïõìå ôçí (2.1) óôç ìïñöÞ

λjxj = −
m
∑

i=1

i6=j

λixi
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êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ìå 1/λj ãéá íá ïäçãçèïýìå óôçí

xj = −
m
∑

i=1

i6=j

λi

λj
xi,

óôçí ïðïßá öõóéêÜ ôï xj åêöñÜæåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí äéá-

íõóìÜôùí.

Áíôßóôñïöá ôþñá, áí õðïèÝóïõìå üôé, ãéá êÜðïéï j ∈ {1, . . . ,m}, ôï xj ãñÜöåôáé

ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí äéáíõóìÜôùí, èá Ý÷ïõìå

xj = −
m
∑

i=1

i6=j

µixi,

ïðüôå ìå µj := 1 ëáìâÜíïõìå ôç ó÷Ýóç

µ1x1 + · · · + µmxm = 0,

óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá, ëüãù ôïõ üôé µj 6= 0, ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝ-

íá.

Ðñïóï÷Þ! Áí êÜðïéá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áõôü äåí

óçìáßíåé êáô’ áíÜãêçí üôé êáèÝíá áðü áõôÜ ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêüò óõí-

äõáóìüò ôùí õðïëïßðùí. Óôïí R2, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, ôá äéáíýóìáôá x1, x2, x3 ìå

x1 = (1, 0), x2 = (2, 0) êáé x3 = (0, 1) åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôï x3 üìùò äåí

ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1 êáé x2.

Ðáñáäåßãìáôá 2.3

1. Ôá äéáíýóìáôá x, y, 2x + y ïðïéïõäÞðïôå ðñáãìáôéêïý ãñáììéêïý ÷þñïõ X åßíáé

ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áöïý

2x + y + (−1)(2x + y) = 0.

2. Éäéáßôåñï ñüëï óôç óõíÝ÷åéá èá ðáßîïõí ôá äéáíýóìáôá ôïõ Rn, ôá ïðïßá Ý÷ïõí

üëåò ôéò óõíéóôþóåò ôïõò ßóåò ìå ôï ìçäÝí, ðëçí ìßáò ç ïðïßá éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá.

Ãéá j ∈ {1, . . . , n}, óõìâïëßæïõìå ìå ej ôï äéÜíõóìá ôïõ Rn ôïõ ïðïßïõ ç óõíéóôþóá

óôç èÝóç j åßíáé ìïíÜäá êáé üëåò ïé õðüëïéðåò åßíáé ìçäÝí, ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

êáé ç ìïíÜäá åßíáé óôç èÝóç j.
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Ôá äéáíýóìáôá e1, . . . , en ∈ Rn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. ÐñáãìáôéêÜ ç ó÷Ýóç

λ1e1 + · · · + λnen = 0

ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(λ1, . . . , λn) = 0 ∈ Rn,

ç ïðïßá öõóéêÜ ìáò äßíåé áìÝóùò λ1 = · · · = λn = 0.

Ãéá íá ãñÜøïõìå ôéò óõíéóôþóåò åíüò äéáíýóìáôïò ej êïìøüôåñá, åéóáãÜãïõìå

Ýíá óýìâïëï ôï ïðïßï åßíáé ÷ñÞóéìï ãåíéêüôåñá óôá ÌáèçìáôéêÜ êáé ëÝãåôáé óýì-

âïëï ôïõ Kronecker Þ äÝëôá ôïõ Kronecker. Ãéá äýï ôõ÷üíôåò áêåñáßïõò i êáé j ôï δij

éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá áí i = j êáé ìå ìçäÝí äéáöïñåôéêÜ, äçëáäÞ

δij =

{

1, áí i = j,

0, áí i 6= j.

Ìå áõôüí ôï óõìâïëéóìü ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôï äéÜíõóìá ej ∈ Rn óôç ìïñöÞ

ej = (δ1j, . . . , δnj).

3. Ãéá Ýíáí öõóéêü áñéèìü n, óõìâïëßæïõìå ìå Pn ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí ìßáò

ìåôáâëçôÞò âáèìïý ôï ðïëý n,

Pn := {p : R −→ R / p ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý n}.

Áðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ¶ëãåâñáò ãíùñßæïõìå üôé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý

n Ý÷åé áêñéâþò n ñßæåò, ïé ïðïßåò åßíáé ãåíéêÜ ìéãáäéêÝò êáé óôçí áñßèìçóç ëáìâÜ-

íïõìå õð’ üøéí êáé ôçí ðïëëáðëüôçôá ôùí ñéæþí.

Èá äïýìå ôþñá üôé ôá ðïëõþíõìá pi, pi(t) := ti, i = 0, . . . ,m, ìå m ≤ n, åßíáé

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá óôïí Pn. ÐñáãìáôéêÜ, êáô’ áñ÷Þí ëüãù ôïõ üôé m ≤ n Ý÷ïõìå

pi ∈ Pn, i = 0, . . . ,m. Áí ôþñá õðïèÝóïõìå üôé Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò q ôùí pi,

q = λ1p1 + · · ·+λmpm, åßíáé ìçäÝí, q = 0, ôüôå óõìðåñáßíïõìå üôé λ1 = · · · = λm = 0.

Ãéá íá ôï äïýìå áõôü, õðïèÝôïõìå ðñïò ôï ðáñüí üôé êÜðïéï λi åßíáé äéÜöïñï ôïõ

ìçäåíüò, ïðüôå ôï q èá Ý÷åé, óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò ¶ëãåâñáò, ôï

ðïëý m ñßæåò, Üôïðï áöïý q = 0, äçëáäÞ q(t) = 0 ãéá êÜèå t ∈ R, ïðüôå ôï q Ý÷åé

Üðåéñåò ñßæåò.
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Ïñéóìüò 2.4 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò. ËÝìå üôé ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm ∈ X

ðáñÜãïõí ôï ÷þñï < x1, . . . , xm > ìå

< x1, . . . , xm >:= {x ∈ X : x =
m
∑

i=1

λixi, λi ∈ R},

ï ïðïßïò âÝâáéá áðïôåëåß õðü÷ùñï ôïõ X.

Èá äïýìå ôþñá Ýíáí áêüìç ÷ñÞóéìï ÷áñáêôçñéóìü ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò.

Ðñüôáóç 2.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé x1, . . . , xm äéáíýóìáôá ôïõ X. Ôüôå ôá

áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

i. Ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

ii. ÊÜèå x ∈< x1, . . . , xm > ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ Ýíáí êáé ìüíï ôñüðï ùò ãñáììéêüò

óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xm.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé éó÷ýåé ôï i. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé

êáé ôï ii. Áí äåí éó÷ýåé ôï ii., ôüôå êÜðïéï x ∈< x1, . . . , xm > èá ìðïñåß íá ãñáöåß

êáôÜ äýï ôïõëÜ÷éóôïí ôñüðïõò ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xm, ïðüôå èá

Ý÷ïõìå

(2.2) x =
m
∑

i=1

λixi =
m
∑

i=1

µixi

ìå (λ1, . . . , λm) 6= (µ1, . . . , µm). Áðü ôç (2.2) üìùò Ýðåôáé

m
∑

i=1

(λi − µi)xi = 0,

êáé ëüãù ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí x1, . . . , xm ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá

λi − µi = 0, i = 0, . . . ,m, äçëáäÞ (λ1, . . . , λm) = (µ1, . . . , µm), Üôïðï. ÅðïìÝíùò ôï ii.

éó÷ýåé.

Áíôßóôñïöá ôþñá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ôï ii. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé

ôï i. Êáô’ áñ÷Þí âÝâáéá Ý÷ïõìå

0 · x1 + · · · + 0 · xm = 0.

Áí õðïèÝóïõìå ðñïò ôï ðáñüí üôé ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ïðüôå

èá õðÜñ÷åé (λ1, . . . , λm) 6= 0 ∈ Rm ôÝôïéï þóôå

λ1x1 + · · · + λmxm = 0,
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äçëáäÞ ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ äýï ôñüðïõò ùò ãñáììéêüò

óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xm, ôï ïðïßï åßíáé óýìöùíá ìå ôï ii. Üôïðï. ¶ñá éó÷ýåé êáé

ôï i.

Éäéáßôåñç óçìáóßá Ý÷ïõí ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá ôá ïðïßá ðáñÜãïõí

Ýíáí ãñáììéêü ÷þñï. ÊÜèå ôÝôïéï óýíïëï äéáíõóìÜôùí áðïôåëåß ìßá âÜóç ôïõ ÷þ-

ñïõ.

Ïñéóìüò 2.5 ¸íá óýíïëï {x1, . . . , xm} äéáíõóìÜôùí åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ X ëÝãåôáé

âÜóç ôïõ, áí éó÷ýïõí:

(B1) X =< x1, . . . , xm >

êáé

(B2) (B2) ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Èá äþóïõìå ôþñá ïñéóìÝíá ðáñáäåßãìáôá âÜóåùí ãñáììéêþí ÷þñùí. Èá ÷ñç-

óéìïðïéÞóïõìå ôï óõìâïëéóìü ðïõ åéóáãÜãáìå óôá Ðáñáäåßãìáôá 2.3.

Ðáñáäåßãìáôá 2.4

1. Ôï óýíïëï {e1, . . . , en} áðïôåëåß âÜóç ôïõ Rn. ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå Þäç äåé üôé ôá

e1, . . . , en åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. Åðßóçò, êÜèå a = (a1, . . . , an) ∈ Rn ãñÜöåôáé,

üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò, óôç ìïñöÞ

a = a1e1 + · · · + anen.

Óôïí Rn õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò âÜóåéò. ÁõôÞ ðïõ áíáöÝñåôáé åäþ Ý÷åé éäéáßôåñç óçìáóßá

êáé êáëåßôáé êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Rn.

2. Ôï óýíïëï {p0, . . . , pn} áðïôåëåß âÜóç ôïõ Pn. ÐñáãìáôéêÜ, ôç ãñáììéêÞ áíåîáñ-

ôçóßá ôùí p0, . . . , pn ôçí Ý÷ïõìå Þäç äåßîåé, êáé åðß ðëÝïí êÜèå ðïëõþíõìï p âáèìïý

ôï ðïëý n, p ∈ Pn,

p(t) =
n
∑

i=0

ait
i

ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

p =
n
∑

i=0

aipi.
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Äßíïõìå óôç óõíÝ÷åéá ïñéóìÝíïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ãéá íá áðïôåëåß Ýíá óýíïëï

âÜóç åíüò ÷þñïõ.

Ðñüôáóç 2.3 ¸óôù X Ýíáò ìç ìçäåíéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò, X 6= {0}, êáé x1, . . . , xm

äéáíýóìáôá ôïõ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

i. {x1, . . . , xm} åßíáé âÜóç ôïõ X.

ii. Ôá x1, . . . , xm ðáñÜãïõí ôïí X, åíþ, áí áöáéñÝóïõìå Ýíá áðü áõôÜ, üóá áðïìÝíïõí äåí

ðáñÜãïõí ôïí X, äçëáäÞ < x1, . . . , xm >= X êáé ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m} éó÷ýåé

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm > 6= X.

iii. Ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá êáé áí óõìðåñéëÜâïõìå óå áõôÜ Ýíá ïðïéï-

äÞðïôå Üëëï óôïé÷åßï ôïõ X ðñïêýðôïõí ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá äéáíýóìáôá, äçëáäÞ ãéá

ïðïéïäÞðïôå õðïóýíïëï {y1, . . . , yn} ôïõ X ôï ïðïßï åßíáé ãíÞóéï õðåñóýíïëï ôïõ {x1, . . . ,

xm}, ôá y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

iv. Ôá x1, . . . , xm ðáñÜãïõí ôïí X, êáé êÜèå x ∈ X ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ Ýíáí ìüíï ôñüðï

ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xm.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ii. Ýðåôáé áðü ôï i., ôï iii. Ýðåôáé áðü ôï ii., ôï iv.

Ýðåôáé áðü ôï iii., êáé ôï i. Ýðåôáé áðü ôï iv. Áõôü áðïäåéêíýåé ôçí éóïäõíáìßá ðïõ

èÝëïõìå, ãéáôß áêïëïõèþíôáò êõêëéêÞ ôñï÷éÜ ìðïñïýìå áðü ïðïéïäÞðïôå áðü áõôÜ

íá ïäçãçèïýìå óå ïðïéïäÞðïôå Üëëï.

ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé éó÷ýåé ôï i. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ôï ii.

ÕðïèÝôïõìå ðñïò ôï ðáñüí üôé ôï ii. äåí éó÷ýåé êáé óêïðüò ìáò åßíáé íá ïäçãçèïýìå

óå Üôïðï. ÖõóéêÜ, áí äåí éó÷ýåé ôï ii., èá õðÜñ÷åé j ∈ {1, . . . ,m} ôÝôïéï þóôå

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm >= X.

Ôþñá ôï xj ùò óôïé÷åßï ôïõ X èá ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . ,

xj−1, xj+1, . . . , xm, äçëáäÞ

xj = −
m
∑

i=1

i6=j

λixi.

Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, Üñá

ôï {x1, . . . , xm} äåí åßíáé âÜóç ôïõ X, ôï ïðïßï áíôßêåéôáé óôï i. ðïõ õðïèÝóáìå üôé

éó÷ýåé, êáé Ýôóé ïäçãçèÞêáìå óå Üôïðï.
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ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé éó÷ýåé ôï ii. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ôï iii. Ðñþ-

ôá èá áðïäåßîïõìå üôé ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. Áí m = 1, áõôü

åßíáé ðñïöáíÝò, áöïý, ëüãù ôïõ üôé X 6= {0}, èá Ý÷ïõìå x1 6= 0. ¸óôù ëïéðüí üôé

m ≥ 2. Áí ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, èá õðÜñ÷åé, óýìöùíá ìå ôçí

Ðñüôáóç 2.1, Ýíá j ∈ {1, . . . ,m} ôÝôïéï þóôå ôï xj íá åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

ôùí x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm, ïðüôå èá ßó÷õå êáé

< x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xm >=< x1, . . . , xm >= X,

Üôïðï.

¸óôù ôþñá yj 6∈ {x1, . . . , xm}. ÅðåéäÞ ôá x1, . . . , xm ðáñÜãïõí ôïí X, èá õðÜñ÷ïõí

ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ1, . . . , λm ôÝôïéïé þóôå

yj =
m
∑

i=1

λixi.

ÅðïìÝíùò ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm, yj åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ïðüôå êáé ôá

y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, áöïý {x1, . . . , xm, yj} ⊂ {y1, . . . , yn}.

Óôç óõíÝ÷åéá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ôï iii. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé

ôï iv. ¸óôù Y ï ÷þñïò ôïí ïðïßïí ðáñÜãïõí ôá x1, . . . , xm, Y :=< x1, . . . , xm > .

Ðñþôá èá áðïäåßîïõìå üôé X = Y. Ðñïöáíþò éó÷ýåé Y ⊂ X. Ãéá íá ïäçãçèïýìå

óôï óõìðÝñáóìÜ ìáò áñêåß óõíåðþò íá áðïäåßîïõìå üôé X ⊂ Y. ¸óôù ëïéðüí x ∈
X, x 6= 0. Áí x ∈ {x1, . . . , xm} ôüôå èá éó÷ýåé öõóéêÜ êáé x ∈ Y. Áí x 6∈ {x1, . . . , xm},

ôüôå ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm, x èá åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, èá éó÷ýåé äçëáäÞ

(2.3) λx +
m
∑

i=1

λixi = 0, (λ, λ1, . . . , λm) 6= 0.

Áí ôþñá λ = 0, ôüôå ç (2.3) äßíåé

m
∑

i=1

λixi = 0, (λ1, . . . , λm) 6= 0,

äçëáäÞ üôé ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, Üôïðï. ÅðïìÝíùò λ 6= 0, êáé

óýìöùíá ìå ôç (2.3) èá éó÷ýåé

x =
m
∑

i=1

(−λi

λ
)xi,

äçëáäÞ x ∈ Y. ¶ñá X = Y.
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Åðß ðëÝïí, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.2, êÜèå x ∈ X ãñÜöåôáé êáôÜ Ýíáí ôï

ðïëý ôñüðï ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí x1, . . . , xm, áöïý áõôÜ åßíáé

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. ÁëëÜ, áöïý ôá x1, . . . , xm ðáñÜãïõí ôïí X, êÜèå x ∈ X ãñÜ-

öåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò. ÓõìðåñáóìáôéêÜ, êÜèå x ∈ X ãñÜöåôáé êáôÜ

Ýíáí áêñéâþò ôñüðï ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äéáíõóìÜôùí x1, . . . , xm.

ÔÝëïò, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.2, ôï i. Ýðåôáé áðü ôï iv., êáé êáô’ áõôüí ôïí

ôñüðï ïëïêëçñþíåôáé ï êýêëïò.

Ùò ìßá áðëÞ óõíÝðåéá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ÈåùñÞìáôïò, èá äïýìå ôþñá üôé áðü

Ýíá óýíïëï äéáíõóìÜôùí ðïõ ðáñÜãïõí Ýíáí ÷þñï ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ïñé-

óìÝíá ðïõ áðïôåëïýí âÜóç ôïõ.

Ðüñéóìá 2.1 ¸óôù X Ýíáò ìç ìçäåíéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò, X 6= {0}, êáé x1, . . . , xm

∈ X äéáíýóìáôá ðïõ ðáñÜãïõí ôï ÷þñï X. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá õðïóýíïëï {i1, . . . , in} ôïõ

{1, . . . ,m} ôÝôïéï þóôå ôï óýíïëï {xi1, . . . , xin} íá åßíáé âÜóç ôïõ X.

Áðüäåéîç. Áí ôá x1, . . . , xm ∈ X åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, ôüôå ôï {x1, . . . , xm}
áðïôåëåß âÜóç ôïõ X.

Áí ôá x1, . . . , xm ∈ X åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá åî áõ-

ôþí ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí. ×ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãå-

íéêüôçôáò ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå üôé ôï xm åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . ,

xm−1, ãéáôß áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ðÜíôá ìå áëëáãÞ ôçò áñßèìçóçò. Ôüôå ôá x1, . . . , xm−1

èá ðáñÜãïõí öõóéêÜ ôïí X, < x1, . . . , xm−1 >= X. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôþñá ôçí ßäéá

äéáäéêáóßá. Áõôü ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß ôï ðïëý m − 1 öïñÝò, ãéáôß õðïèÝóáìå üôé

ï X åßíáé ìç ìçäåíéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò, ïðüôå óå êÜðïéï óôÜäéï èá ïäçãçèïýìå

óå ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá xi1, . . . , xin ôá ïðïßá åðéðñüóèåôá èá ðáñÜãïõí

ôïí X, ïðüôå ôï óýíïëï {xi1, . . . , xin} èá åßíáé âÜóç ôïõ X.

Ç âáóéêÞ Ýííïéá ðïõ èÝëïõìå íá åéóáãÜãïõìå óôç óõíÝ÷åéá åßíáé áõôÞ ôçò äéÜ-

óôáóçò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ, ç ïðïßá áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï ôïõ “ìåãÝèïõò” åíüò

÷þñïõ. Ç äéÜóôáóç åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ìßáò âÜóçò ôïõ ÷þñïõ, ãéá íá

ìðïñåß üìùò íá ïñéóèåß ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé üëåò ïé âÜóåéò åíüò ãñáì-

ìéêïý ÷þñïõ Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò óôïé÷åßùí.
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Èá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ôñßá âÞìáôá. Ôá ðñþôá äýï èá ìáò äþóïõí ðñïêáôáñêôéêÜ

áðïôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá åí óõíå÷åßá èá ìáò ïäçãÞóïõí åýêïëá óôï åðéèõìçôü áðï-

ôÝëåóìá üôé ðñÜãìáôé üëåò ïé âÜóåéò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò

óôïé÷åßùí.

Óýìöùíá ìå ôï ðñþôï ðñïêáôáñêôéêü áðïôÝëåóìá, îåêéíþíôáò áðü ìßá âÜóç êáé

áíôéêáèéóôþíôáò Ýíá óôïé÷åßï ôçò ìå Ýíáí ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí óôïé÷åßùí ôçò

âÜóçò óôïí ïðïßïí ôï áñ÷éêü óôïé÷åßï ôçò âÜóçò óõíåéóöÝñåé ïõóéáóôéêÜ, ìå Ýí-

íïéá ðïõ ãßíåôáé óáöÞò óôü ËÞììá ðïõ áêïëïõèåß, ïäçãïýìáóôå ðÜëé óå âÜóç ôïõ

÷þñïõ ìáò. Óôï äåýôåñï ðñïêáôáñêôéêü áðïôÝëåóìá èá äïýìå üôé ìðïñïýìå íá áíôé-

êáôáóôÞóïõìå ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ìéáò âÜóçò ìå êáôÜëëçëá Üëëá óôïé÷åßá êáé

íá îáíáðÜñïõìå âÜóç. Áõôü ôï ôåëåõôáßï áðïôÝëåóìá áðïôåëåß ôï ïõóéáóôéêü âÞ-

ìá óôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò, Üìåóç óõíÝðåéÜ ôïõ åßíáé ìåôÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé âÜóåéò

Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò óôïé÷åßùí.

ËÞììá 2.3 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé {x1, . . . , xm} ìßá âÜóç ôïõ X. ¸óôù y ∈
X,

(2.4) y = λ1x1 + · · · + λmxm.

Áí λj 6= 0 óôçí ðáñÜóôáóç (2.4), ãéá êÜðïéï j ∈ {1, . . . ,m}, ôüôå êáé ôï óýíïëï ðïõ ðñï-

êýðôåé áðü ôç âÜóç áíôéêáèéóôþíôáò ôï xj ìå ôï y, äçëáäÞ ôï {x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xm},

áðïôåëåß îáíÜ âÜóç ôïõ X.

Áðüäåéîç. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå üôé j = 1, ãéáôß áõôü

åðéôõã÷Üíåôáé ðÜíôá ìå áëëáãÞ ôçò áñßèìçóçò. Äå÷üìáóôå ëïéðüí üôé λ1 6= 0, êáé

èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé ôï óýíïëï {y, x2, . . . , xm} áðïôåëåß âÜóç ôïõ X. Êáô’

áñ÷Þí ç (2.4) äßíåé ôþñá

(2.5) x1 =
1

λ1
y +

m
∑

i=2

(−λi

λ1
)xi.

¸óôù x ∈ X. Ôüôå öõóéêÜ ôï x ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . ,

xm,

(2.6) x = µ1x1 + · · · + µmxm.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (2.5) óôçí (2.6) ëáìâÜíïõìå

(2.7) x =
µ1

λ1

y +
m
∑

i=2

(µi − µ1
λi

λ1

)xi,

êáé óõìðåñáßíïõìå üôé ôá äéáíýóìáôá y, x2, . . . , xm ðáñÜãïõí ôïí X, < y, x2, . . . ,

xm >= X.

ÁðïìÝíåé ôþñá íá áðïäåßîïõìå ôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí y, x2, . . . , xm. ¸óôù

üôé

(2.8) αy + α2x2 + · · · + αmxm = 0.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (2.4) óôçí (2.8) ëáìâÜíïõìå

(2.9) αλ1x1 +
m
∑

i=2

(αλi + αi)xi = 0.

Ëüãù ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí x1, . . . , xm, ç (2.9) äßíåé αλ1 = 0 êáé αλi +

αi = 0, i = 2, . . . ,m. ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí õðüèåóÞ ìáò λ1 6= 0, óõìðåñáßíïõ-

ìå áìÝóùò üôé α = 0, αi = 0, i = 2, . . . ,m, äçëáäÞ ôá y, x2, . . . , xm åßíáé ðñÜãìáôé

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Áêïëïõèåß ôï äåýôåñï êáé ïõóéáóôéêü ðñïêáôáñêôéêü áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 2.1 ¸óôù {x1, . . . , xn} ìßá âÜóç åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ X, êáé y1, . . . , ym ∈
X ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá. Ôüôå éó÷ýåé m ≤ n, êáé õðÜñ÷ïõí j1, . . . , jm ∈
{1, . . . , n} ôÝôïéá þóôå áíôéêáèéóôþíôáò óôç âÜóç ôï xj1 ìå ôï y1, êáé ïýôù êáè’ åîÞò, êáé

ôï xjm
ìå ôï ym, ðñïêýðôåé îáíÜ ìßá âÜóç ôïõ X. ÁëëÜæïíôáò êáôÜëëçëá ôçí áñßèìçóç, áí

÷ñåéÜæåôáé, Ýôóé þóôå j1 = 1, . . . , jm = m, ðáßñíïõìå ôç âÜóç {y1, . . . , ym, xm+1, . . . , xn}
ôïõ X.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç èá äïèåß åðáãùãéêÜ ùò ðñïò m. Ãéá m = 1 ôï áðïôÝëåóìá

áðïäåß÷èçêå óôï ËÞììá 2.3. ÕðïèÝôïõìå óôç óõíÝ÷åéá üôé ôï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé

ãéá m − 1 êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ãéá m. Ôá äéáíýóìáôá y1, . . . , ym−1 åßíáé

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç, êáé ìå êáôÜëëçëç áñßèìçóç ôùí

äéáíõóìÜôùí x1, . . . , xn ôï óýíïëï {y1, . . . , ym−1, xm, . . . , xn} áðïôåëåß âÜóç ôïõ X,

êáé öõóéêÜ éó÷ýåé m − 1 ≤ n.

Áí ôþñá ßó÷õå m − 1 = n, ôüôå ôï óýíïëï {y1, . . . , ym−1} èá Þôáí âÜóç ôïõ X,

êáé, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.3 iii., ôá äéáíýóìáôá y1, . . . , ym èá Þôáí ãñáììéêÜ
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åîáñôçìÝíá. Áõôü üìùò áíôßêåéôáé óôçí õðüèåóÞ ìáò, Üñá åßíáé Üôïðï, ïðüôå m −
1 < n, óõíåðþò m ≤ n.

Áöïý ôþñá < y1, . . . , ym−1, xm, . . . , xn >= X, õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ1,

. . . , λn ôÝôïéïé þóôå

(2.10) ym = λ1y1 + · · · + λm−1ym−1 + λmxm + · · · + λnxn.

Óôç (2.10) äåí ìðïñåß íá éó÷ýåé λm = · · · = λn = 0, áöïý ôá y1, . . . , ym åßíáé ãñáììéêÜ

áíåîÜñôçôá. Ìå êáôÜëëçëç áñßèìçóç ôùí xm, . . . , xn ìðïñïýìå íá åðéôý÷ïõìå λm 6=
0. Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 2.3 ìðïñïýìå ôþñá íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôï xm ìå ôï ym

êáé ôï {y1, . . . , ym, xm+1, . . . , xn} íá áðïôåëåß âÜóç ôïõ X, ãåãïíüò ðïõ ïëïêëçñþíåé

ôçí áðüäåéîç.

Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé íá áðïäåßîïõìå üôé äýï âÜóåéò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ

Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò óôïé÷åßùí.

Ðüñéóìá 2.2 ¸óôù {x1, . . . , xn} êáé {y1, . . . , ym} äýï âÜóåéò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ X.

Ôüôå éó÷ýåé m = n.

Áðüäåéîç. Áöïý ôï óýíïëï {x1, . . . , xn} åßíáé âÜóç ôïõ X êáé ôá y1, . . . , ym ∈ X

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.1 èá éó÷ýåé m ≤ n. Áêñéâþò

áíôßóôïé÷á èá éó÷ýåé êáé n ≤ m, ïðüôå m = n.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.1 êáé ôï Ðüñéóìá 2.2, åßíáé ðñïöáíÝò üôé, áí óå Ýíáí

ãñáììéêü ÷þñï X õðÜñ÷åé ìßá âÜóç {x1, . . . , xn}, ôüôå üëåò ïé âÜóåéò ôïõ X Ý÷ïõí

n óôïé÷åßá, êáé óôïí X äåí õðÜñ÷ïõí n + 1 ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá. Ìå

âÜóç áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýìå ôþñá íá åéóáãÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôçò äéÜóôá-

óçò.

Ïñéóìüò 2.6 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò. Ôüôå ôï dim X,

dim X :=































0, áí X = {0}
n, áí õðÜñ÷åé ìßá âÜóç ôïõ X ìå n óôïé÷åßá,

∞, áí ãéá êÜèå m ∈ N õðÜñ÷ïõí m

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá ôïõ X,
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ëÝãåôáé äéÜóôáóç (dimension) ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ X. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç äéÜ-

óôáóç åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ åßíáé ìçäÝí Þ Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò, ëÝìå üôé ï ÷þñïò

åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, äéáöïñåôéêÜ ï ÷þñïò ëÝãåôáé áðåéñïäéÜóôáôïò.

¼ðùò åßäáìå óôá Ðáñáäåßãìáôá 2.4, ãéá n ∈ N, ôï óýíïëï {e1, . . . , en} áðïôåëåß

âÜóç ôïõ Rn. ÅðïìÝíùò ç äéÜóôáóç ôïõ Rn åßíáé n, dim Rn = n.

¶ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1 åßíáé êáé ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 2.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. Áí y1, . . . , ym ∈
X åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá, ôüôå õðÜñ÷åé âÜóç ôïõ X ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôá

y1, . . . , ym.

Ç åýêïëç áðüäåéîç ôïõ åðïìÝíïõ áðïôåëÝóìáôïò áöÞíåôáé ùò Üóêçóç, âë. ôçí

¶óêçóç 2.7.

ËÞììá 2.4 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò äéÜóôáóçò n. Ôüôå éó÷ýïõí:

1. Áí y1, . . . , yn ∈ X åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá, ôüôå {y1, . . . , yn} åßíáé âÜóç

ôïõ X.

2. ¸óôù Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X. Ôüôå:

i. dim Y ≤ dim X.

ii. Áí dim Y = dim X, ôüôå Y = X.

Ðñïóï÷Þ! Óå ðåñßðôùóç áðåéñïäéÜóôáôïõ ÷þñïõ X, ôï ii. óôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ

ËÞììáôïò 2.4 äåí éó÷ýåé. ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí ãíÞóéïé õðü÷ùñïé Y ôïõ X ôÝôïéïé

þóôå dim Y = dim X = ∞.

2.3. ¶èñïéóìá êáé åõèý Üèñïéóìá ãñáììéêþí ÷þñùí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åéóáãÜãïõìå ôéò Ýííïéåò ôïõ áèñïßóìáôïò êáé ôïõ åõèÝïò

áèñïßóìáôïò, êáé èá äïýìå ïñéóìÝíåò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí äéáóôÜóåùí ôùí áíôßóôïé-

÷ùí ãñáììéêþí ÷þñùí.

Ïñéóìüò 2.7 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé Y, Z õðü÷ùñïé ôïõ X. Ï ÷þñïò Y +Z,

Y + Z := {x ∈ X : x = y + z ìå y ∈ Y êáé z ∈ Z},

ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí Y êáé Z. Ï Y + Z åßíáé ðñïöáíþò õðü÷ùñïò ôïõ X.
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Ðñïóï÷Þ! Ôï Üèñïéóìá äýï ãñáììéêþí ÷þñùí äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýåôáé ìå ôçí Ýíùóç

Y ∪ Z. Ôï Y ∪ Z äåí åßíáé ãåíéêÜ ãñáììéêüò ÷þñïò, âë. ¶óêçóç 2.3.

¼óïí áöïñÜ ôç äéÜóôáóç ôïõ áèñïßóìáôïò ãñáììéêþí ÷þñùí, Ý÷ïõìå ôï åîÞò

áðïôÝëåóìá:

Ðñüôáóç 2.4 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, êáé Y, Z õðü÷ùñïé

ôïõ X. Ôüôå éó÷ýåé

dim (Y + Z) = dim Y + dim Z − dim (Y ∩ Z).

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ôá óýíïëá Y êáé Z Ý÷ïõí ìç ìçäåíéêÞ ôïìÞ, Y ∩ Z 6= {0},

êáé Ýóôù {x1, . . . , xn} ìéá âÜóç ôïõ Y ∩ Z. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.1 õðÜñ÷ïõí

y1, . . . , yℓ ∈ Y êáé z1, . . . , zm ∈ Z ôÝôïéá þóôå ôá óýíïëá {x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ} êáé

{x1, . . . , xn, z1, . . . , zm} íá áðïôåëïýí âÜóåéò ôùí Y êáé Z, áíôßóôïé÷á.

Áñêåß ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé ôï óýíïëï

{x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zm}

áðïôåëåß âÜóç ôïõ Y + Z, ãéáôß ôüôå èá Ý÷ïõìå ðñïöáíþò

dim (Y + Z) = n + ℓ + m = (ℓ + n) + (m + n) − n = dim Y + dim Z − dim (Y ∩ Z).

Ðñþôá èá áðïäåßîïõìå üôé

Y + Z ⊂< x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zm > .

¸óôù ëïéðüí Ýíá x ∈ Y + Z. Ôüôå ôï x èá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ x = y + z, ìå y ∈ Y

êáé z ∈ Z, ïðüôå áí

y = λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µℓyℓ

êáé

z = λ′
1x1 + · · · + λ′

nxn + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm,

èá Ý÷ïõìå

x = (λ1 + λ′
1)x1 + · · · + (λn + λ′

n)xn + µ1y1 + · · · + µℓyℓ + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm,

åðïìÝíùò x ∈< x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zm > .
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ÌÝíåé ôþñá íá áðïäåßîïõìå üôé ôá x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ, z1, . . . , zm åßíáé ãñáììéêÜ

áíåîÜñôçôá. ¸óôù ëïéðüí üôé

λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µℓyℓ + µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm = 0.

ÈÝôïíôáò

(2.11) y := λ1x1 + · · · + λnxn + µ1y1 + · · · + µℓyℓ,

ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ìáò äßíåé

(2.12) y = −(µ′
1z1 + · · · + µ′

mzm).

Ïé (2.11) êáé (2.12) äßíïõí y ∈ Y êáé y ∈ Z, áíôßóôïé÷á, ïðüôå öõóéêÜ y ∈ Y ∩ Z.

Óõíåðþò õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ′
1, . . . , λ

′
n ôÝôïéïé þóôå

(2.13) y = λ′
1x1 + · · · + λ′

nxn.

Ëüãù ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ, ôï y ãñÜöåôáé, óýìöù-

íá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.2., êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôïõò, êáé

åðïìÝíùò ïé (2.11) êáé (2.13) äßíïõí

(2.14) λi = λ′
i, i = 1, . . . , n, êáé µi = 0, i = 1, . . . , ℓ.

Áíôßóôïé÷á, ëüãù ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí x1, . . . , xn, z1, . . . , zm, áðü ôéò

(2.12) êáé (2.13) ëáìâÜíïõìå

(2.15) λ′
1 = · · · = λ′

n = µ′
1 = · · · = µ′

m = 0.

Ïé (2.14) êáé (2.15) ìáò äßíïõí ôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí x1, . . . , xn, y1, . . . , yℓ,

z1, . . . , zm.

Óôçí ðåñßðôùóç Y ∩ Z = {0} ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç.

Ïñéóìüò 2.8 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé Y, Z õðü÷ùñïé ôïõ X. Áí ç ôïìÞ

ôùí Y êáé Z åßíáé ìçäåíéêÞ, Y ∩ Z = {0}, ôüôå ôï Üèñïéóìá ôùí Y êáé Z ëÝãåôáé

åõèý Üèñïéóìá êáé óõìâïëßæåôáé ìå Y ⊕ Z.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ãéá íá åßíáé Ýíá Üèñïéóìá åõèý. Óõ-

ãêåêñéìÝíá èá áðïäåßîïõìå üôé Ýíá Üèñïéóìá åßíáé åõèý, áí êáé ìüíï áí êÜèå óôïé-

÷åßï ôïõ áèñïßóìáôïò ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï þò Üèñïéóìá óôïé÷åßùí ôùí

÷þñùí ðïõ ðñïóèÝôïõìå.
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Ðñüôáóç 2.5 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé Y, Z õðü÷ùñïé ôïõ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá

åßíáé éóïäýíáìá:

i. X = Y ⊕ Z.

ii. Ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá y ∈ Y êáé áêñéâþò Ýíá z ∈ Z ôÝôïéá þóôå

x = y + z.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé éó÷ýåé ôï i. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé

ôï ii. ÕðïèÝôïõìå äçëáäÞ üôé Y ∩Z = {0}. ¸óôù ëïéðüí x ∈ X. Ç ýðáñîç y ∈ Y êáé

z ∈ Z ôÝôïéùí þóôå x = y + z Ýðåôáé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò. ÕðïèÝôïõìå

ôþñá üôé õðÜñ÷ïõí êáé y′ ∈ Y êáé z′ ∈ Z ôÝôïéá þóôå x = y′ + z′. Ôüôå öõóéêÜ èá

Ý÷ïõìå y + z = y′ + z′, åðïìÝíùò

(2.16) y − y′ = z′ − z.

Óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò (2.16) Ý÷ïõìå ðñïöáíþò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Y êáé óôï äåîéü

ôçò ìÝëïò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Z, óõíåðþò êáé óôá äýï ìÝëç ôçò Ý÷ïõìå Ýíá óôïé÷åßï

ôçò ôïìÞò ôùí Y êáé Z, Y ∩ Z. ÅðåéäÞ ç åí ëüãù ôïìÞ ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï ìçäåíéêü

äéÜíõóìá, óõìðåñáßíïõìå üôé y − y′ = z′ − z = 0, ïðüôå y = y′ êáé z = z′, ãåãïíüò

ðïõ áðïäåéêíýåé ôï ii.

Áíôßóôñïöá ôþñá õðïèÝôïõìå üôé éó÷ýåé ôï ii. êáé èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé

ôï i. Áí ôï Üèñïéóìá äåí Þôáí åõèý, ç ôïìÞ ôùí Y êáé Z èá ðåñéåß÷å Ýíá ìç ìçäåíéêü

óôïé÷åßï x, x ∈ Y ∩ Z. Ôüôå üìùò 0 = 0 + 0 êáé 0 = x − x, ôï ïðïßï áíôßêåéôáé óôï ii.,

Üñá åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò Y ∩ Z = {0}, ïðüôå ôï Üèñïéóìá åßíáé åõèý.

Ç áðüäåéîç ôïõ åðïìÝíïõ áðïôåëÝóìáôïò Ýðåôáé áìÝóùò óõíäõÜæïíôáò ôéò Ðñï-

ôÜóåéò 2.4 êáé 2.5, êáé ãéáõôü ðáñáëåßðåôáé.

Ðñüôáóç 2.6 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò êáé Y, Z õðü÷ù-

ñïé ôïõ X. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

i. X = Y ⊕ Z.

ii. X = Y + Z êáé dim X = dim Y + dim Z.

iii. Y ∩ Z = {0} êáé dim X = dim Y + dim Z.

Èá äïýìå ôþñá üôé áí X åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò

êáé Y Ýíáò õðü÷ùñüò ôïõ, ôüôå õðÜñ÷åé õðü÷ùñïò Z ôïõ X ôÝôïéïò þóôå ôï X íá
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ãñÜöåôáé ùò åõèý Üèñïéóìá ôùí Y êáé Z. ÐÜñôå ùò X ôïí R2 êáé Ýíáí êáôÜëëçëï Y

ãéá íá ðåéóôåßôå üôé ï Z äåí ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá.

Ðñüôáóç 2.7 ¸óôù Y Ýíáò õðü÷ùñïò åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ X ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò.

Ôüôå õðÜñ÷åé õðü÷ùñïò Z ôïõ X ôÝôïéïò þóôå X = Y ⊕ Z.

Áðüäåéîç. ¸óôù {x1, . . . , xm} ìßá âÜóç ôïõ Y. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 2.1, õðÜñ÷ïõí

xm+1, . . . , xn ôÝôïéá þóôå ôï óýíïëï {x1, . . . , xn} íá áðïôåëåß âÜóç ôïõ X. ÅðéëÝãï-

íôáò Z :=< xm+1, . . . , xn > äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé éó÷ýåé ôï áðïôÝëåóìá.

2.4. ÁóêÞóåéò

2.1. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ X. Áðïäåßîôå üôé:

(á) Áí Ýíá áðü ôá x1, . . . , xm åßíáé ìçäÝí, ôüôå ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáì-

ìéêÜ åîáñôçìÝíá.

(â) Áí äýï áðü ôá x1, . . . , xm åßíáé ßäéá, ôüôå ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ

åîáñôçìÝíá.

(ã) Áí ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå êáé ôá x1, . . . , xm, y1, . . . , yn

åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

2.2. ¸óôù λ, λ1 êáé λ2 ôñåéò ìç ìçäåíéêïß ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, λ1 6= λ2. Óôïí R2,

èåùñïýìå ôá óýíïëá X1 := {(x, y) : x > 0, y = λx} êáé X2 := {(x, y) : x ∈ R,

y = λ1x Þ y = λ2x}. Áðïäåßîôå üôé ôá X1 êáé X2 éêáíïðïéïýí ôá (YX1) êáé (YX2),

áíôßóôïé÷á, âë. ôïí Ïñéóìü 2.2, áëëÜ äåí åßíáé õðü÷ùñïé ôïõ R2.

2.3. ¸óôù X1 êáé X2 õðü÷ùñïé åíüò ãñáììéêïý ÷þñïõ X. Áí ç ÝíùóÞ ôïõò, X1 ∪X2,

åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ X, áðïäåßîôå üôé åßôå X1 ⊂ X2 åßôå X2 ⊂ X1.

2.4. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé {x1, . . . , xm} ìßá âÜóç ôïõ. Áí Ýíá äéÜíõóìá

y áíÞêåé óôï ÷þñï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá x1, . . . , xm−1, y ∈< x1, . . . , xm−1 >, áðï-

äåßîôå üôé ï ÷þñïò ðïõ ðáñÜãïõí ôá x1, . . . , xm−1, y åßíáé ãíÞóéïò õðü÷ùñïò ôïõ X,

äçëáäÞ õðü÷ùñïò êáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ X, < x1, . . . , xm−1, y > 6= X.

2.5. Áðïäåßîôå üôé ôï óýíïëï {(1, 3), (5, 7)} áðïôåëåß âÜóç ôïõ R2, åíþ ôá äéáíýóìá-

ôá (1, 3), (5, 7), (2, 3) åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

2.6. Áðïäåßîôå üôé ïé óõíáñôÞóåéò x, y, x(s) := s, y(s) := es, åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ-

ôçôåò óôïí C[1, 2].
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2.7. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò äéÜóôáóçò n, dim X = n. Ôüôå éó÷ýïõí:

1. Áí y1, . . . , yn ∈ X åßíáé n ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá ôïõ X, ôüôå ôï óýíïëï

{y1, . . . , yn} åßíáé âÜóç ôïõ X.

2. ¸óôù Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X. Ôüôå:

(á) Ç äéÜóôáóç ôïõ Y äåí õðåñâáßíåé ôç äéÜóôáóç ôïõ X.

(â) Áí ïé X êáé Y Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéÜóôáóç, dim Y = dim X, ôüôå ôáõôßæïíôáé,

Y = X.

2.8. Áðïäåßîôå ôï Èåþñçìá 2.2.

2.9. Áðïäåßîôå ôçí Ðñüôáóç 2.6.



3. ÃñáììéêÝò Áðåéêïíßóåéò

¸íáò áðü ôïõò óçìáíôéêüôåñïõò ëüãïõò, ãéá ôïõò ïðïßïõò ïé ãñáììéêïß ÷þñïé

åßíáé ÷ñÞóéìïé, åßíáé ôï ãåãïíüò üôé ìåôáîý ôïõò ìðïñïýí íá ïñéóèïýí ãñáììéêÝò

áðåéêïíßóåéò. Ç ìåëÝôç ôùí ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí åßíáé ðïëý ðéï åýêïëç áðü

åêåßíç ìç ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí, êáé, óõíåðþò, ç èåùñßá ôïõò åßíáé ðïëý ðéï

ðëïýóéá êáé ïëïêëçñùìÝíç. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôçò

ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò êáé èá ãíùñßóïõìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ãñáììéêþí áðåé-

êïíßóåùí.

3.1. Ç Ýííïéá ôçò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ãíùñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò,

èá äïýìå üôé ç äéÜóôáóç ôçò åéêüíáò ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí äåí õðåñâáßíåé ôç

äéÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôùí, êáèþò êáé üôé ìéá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý

÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðü ôéò ôéìÝò ôçò óôá óôïé-

÷åßá ìéáò âÜóåùò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò.

Ïñéóìüò 3.1 ¸óôù X,Y äýï ðñáãìáôéêïß ãñáììéêïß ÷þñïé. Ìßá áðåéêüíéóç L :

X −→ Y ëÝãåôáé ãñáììéêÞ, áí ãéá êÜèå x, y ∈ X êáé λ ∈ R éó÷ýïõí
{

L(x + y) = Lx + Ly

L(λx) = λLx.

Ïé äýï óõíèÞêåò óôïí Ïñéóìü 3.1 ìðïñïýí íá ãñáöïýí éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

L(λx + y) = λLx + Ly.

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ãéá ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò ãñÜöïõìå óõíÞèùò Lx áíôß ãéá

L(x).

ÐáñáôÞñçóç 3.1 Óôïí Ïñéóìü 3.1 åßíáé óçìáíôéêü íá éó÷ýïõí êáé ïé äýï óõíèÞêåò

ðïõ èÝóáìå, ãéá íá åßíáé ìßá áðåéêüíéóç ãñáììéêÞ.

35
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Öåñ’ åéðåßí, áìÝóùò äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ç áðåéêüíéóç L : R2 −→ R2, L(x) :=
x1

x2

x ãéá x2 6= 0 êáé L(x) := 0 ãéá x2 = 0, x = (x1, x2), éêáíïðïéåß ôç äåýôåñç ó÷Ýóç,

äçëáäÞ L(λx) = λL(x) ãéá λ ∈ R, áëëÜ ü÷é ôçí ðñþôç, áöïý, ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí,

ãéá x = (1, 2) êáé y = (2, 1) Ý÷ïõìå L(x + y) = (3, 3) êáé L(x) + L(y) = (4.5, 3).

Ãéá íá äþóïõìå ôþñá Ýíá ðáñÜäåéãìá ìç ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò ðïõ éêáíïðïéåß

ôçí ðñþôç óõíèÞêç óôïí Ïñéóìü 3.1, èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç L : C −→ C,

L(x) := a − ib, üðïõ a êáé b åßíáé ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôïõ x,

áíôßóôïé÷á. ÐñáãìáôéêÜ, ãéá x, y ∈ C, x = a + ib êáé y = c + id, Ý÷ïõìå

L(x + y) = L(a + c + i(b + d)) = a + c − i(b + d) = (a − ib) + (c − id) = L(x) + L(y),

åíþ, ð.÷., L(ix) = L(−b + ia) = −b − ia êáé iL(x) = i(a − ib) = b + ia, äçëáäÞ

L(ix) 6= iL(x), ãéá x 6= 0.

Óôï ËÞììá ðïõ áêïëïõèåß äßíïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò éäéüôçôåò ãñáììéêþí áðåé-

êïíßóåùí, ïé ïðïßåò åßíáé Üìåóç áðüññïéá ôïõ ïñéóìïý ôùí êáé ãéáõôü ç áðüäåéîç

èá äïèåß óõíïðôéêÜ. Ôïíßæïõìå éäéáßôåñá ôç óçìáíôéêÞ éäéüôçôá üôé ç äéÜóôáóç

ôçò åéêüíáò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò äåí ìðïñåß íá õðåñâáßíåé ôç äéÜóôáóç ôïõ

ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò. Óôç óõíÝ÷åéá ìÜëéóôá èá äïýìå ìßá áêñéâÝóôåñç ó÷Ýóç ðïõ

óõíäÝåé áõôÝò ôéò äéáóôÜóåéò, ôïí ëåãüìåíï ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí, Ýíá áðü ôá âáóé-

êüôåñá áðïôåëÝóìáôá ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò.

ËÞììá 3.1 ¸óôù X,Y äýï ðñáãìáôéêïß ãñáììéêïß ÷þñïé êáé L : X −→ Y ìßá ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. L0 = 0 êáé ãéá êÜèå x, y ∈ X L(x − y) = Lx − Ly.

ii. ¸óôù x1, . . . , xn ∈ X. Áí ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå êáé ôá

Lx1, . . . , Lxn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá. Áí ôá Lx1, . . . , Lxn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá,

ôüôå êáé ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

iii. Áí X̃ êáé Ỹ åßíáé õðü÷ùñïé ôùí X êáé Y, áíôßóôïé÷á, ôüôå êáé ïé L(X̃) êáé
−1

L (Ỹ ) åßíáé

õðü÷ùñïé ôùí Y êáé X, áíôßóôïé÷á.

iv. dim L(X) ≤ dim X.

Áðüäåéîç.

i. Êáô’ áñ÷Þí, ðñïöáíþò,

L0 = L(0 · 0) = 0 · L0 = 0.



3.1. Ç ÅÍÍÏÉÁ ÔÇÓ ÃÑÁÌÌÉÊÇÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÙÓ 37

(Óôá ìÝëç áõôÞò ôçò éóüôçôáò óôá ïðïßá åìöáíßæåôáé äýï öïñÝò ôï 0, ôçí ðñþôç

öïñÜ åßíáé ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ìçäÝí êáé ôç äåýôåñç ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.)

Åðßóçò, ãéá x, y ∈ X Ý÷ïõìå

L(x − y) = L(x + (−1)y) = Lx + (−1)Ly = Lx − Ly.

ii. ¸óôù üôé λ1x1+· · ·+λnxn = 0. Ôüôå, ðñïöáíþò, L(λ1x1+· · ·+λnxn) = L0 = 0, Üñá

λ1Lx1 + · · ·+λnLxn = 0, åðïìÝíùò áí ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå

êáé ôá Lx1, . . . , Lxn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá. Ôï õðüëïéðï ìÝñïò ôïõ éó÷õñéóìïý

åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï Þäç áðïäåé÷èÝí.

iii. Ðñïöáíþò 0 ∈ X̃, åðïìÝíùò 0 = L0 ∈ L(X̃). ¸óôù ôþñá y, y′ ∈ L(X̃). Ôüôå èá

õðÜñ÷ïõí x, x′ ∈ X̃ ôÝôïéá þóôå Lx = y êáé Lx′ = y′. Óõíåðþò y + y′ = Lx + Lx′ =

L(x+x′) ∈ L(X̃), áöïý ðñïöáíþò x+x′ ∈ X̃. Åðß ðëÝïí, ãéá λ ∈ R êáé y ∈ Y Ý÷ïõìå

λy = λLx = L(λx) ∈ L(X̃), åðåéäÞ λx ∈ X̃.

Ôï üôé ï
−1

L (Ỹ ) åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ X áöÞíåôáé ùò Üóêçóç, âë. ¶óêçóç 3.1.

iv. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí ii. êáé iii. ÐñáãìáôéêÜ, êáô’ áñ÷Þí,

óýìöùíá ìå ôï ii., ï L(X) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò. Óôéò ðåñéðôþóåéò X = {0} Þ

dim X = ∞ äåí õðÜñ÷åé êÜôé ðñïò áðüäåéîç. ¸óôù, ëïéðüí, {y1, . . . , ym} ìßá âÜóç

ôïõ L(X). ¸óôù x1, . . . , xm ∈ X ôÝôïéá þóôå Lxi = yi, i = 1, . . . ,m. Óýìöùíá ìå ôï

iii., ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, ïðüôå

dim L(X) = m ≤ dim X.

Äßíïõìå ôþñá ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí.

Ðáñáäåßãìáôá 3.1

1. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé λ Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Ïé áðåéêïíßóåéò

(i) 0 : X −→ {0},

(ii)

{

idX : X −→ X,

x 7−→ x,

(iii)

{

X −→ X,

x 7−→ λx,

åßíáé ãñáììéêÝò.
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¸óôù x0 ∈ X, x0 6= 0. Ç áðåéêüíéóç

X −→ X,

x 7−→ x0,

äåí åßíáé ãñáììéêÞ.

2. ¸óôù aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Ç áðåéêüíéóç L : Rn −→ Rm,

Lx := L(x1, . . . , xn) := (
n
∑

j=1

a1jxj, . . . ,
n
∑

j=1

amjxj),

üðïõ x1, . . . , xn åßíáé ïé óõíéóôþóåò ôïõ x, x = (x1, . . . , xn), åßíáé ãñáììéêÞ. ÔÝôïéáò

ìïñöÞò ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò èá ìåëåôÞóïõìå ëåðôïìåñþò óôá åðüìåíá êåöÜ-

ëáéá.

Óôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá èá äïýìå üôé áí X åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðå-

ñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y,

ç ïðïßá áðåéêïíßæåé ôá óôïé÷åßá ìßáò äïèåßóçò âÜóçò ôïõ X óå ðñïêáèïñéóìÝíá

óôïé÷åßá ôïõ Y. Åðßóçò èá ãíùñßóïõìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ôÝôïéùí áðåéêïíßóåùí.

Ðñüôáóç 3.1 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, {x1, . . . , xn} ìßá âÜóç ôïõ X êáé

y1, . . . , yn ∈ Y. Ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y ôÝôïéá

þóôå Lxi = yi, i = 1, . . . , n. Åðßóçò ç åéêüíá L(X) ôïõ X ìÝóù ôçò L ðáñÜãåôáé áðü ôá

äéáíýóìáôá y1, . . . , yn, L(X) =< y1, . . . , yn > . Áêüìç ç L åßíáé Ýíåóç (äçëáäÞ Ýíá ðñïò

Ýíá), áêñéâþò ôüôå, áí ôá y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Áðüäåéîç. Êáô’ áñ÷Þí èá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ôï ðïëý ìßá ôÝôïéá áðåéêüíéóç.

¸óôù ëïéðüí x ∈ X. Ôüôå õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ1, . . . , λn ôÝôïéïé þóôå

x = λ1x1 + · · · + λnxn. ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå Lx = λ1Lx1 + · · · + λnLxn Þ Lx =

λ1y1 + · · · + λnyn. Óõíåðþò ãéá êÜèå x ∈ X ôï Lx ∈ Y åßíáé ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíï,

ïðüôå öõóéêÜ äåí ìðïñïýí íá õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò áðåéêïíßóåéò ìå áõôÝò ôéò

éäüôçôåò.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá ýðáñîç ìéáò ôÝôïéáò áðåéêüíéóçò. Ãéá x ∈ X, x = λ1x1 +

· · · + λnxn, ïñßæïõìå

Lx = λ1y1 + · · · + λnyn.

Ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêÞ êáé éêáíïðïéåß ôéò ó÷Ýóåéò Lxi =

yi, i = 1, . . . , n.
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¸óôù ôþñá Ỹ =< y1, . . . , yn > . Ðñïöáíþò L(X) ⊂ Ỹ , áöïý êÜèå x ∈ X ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ x = λ1x1 + · · ·+λnxn, ïðüôå Lx = λ1Lx1 + · · ·+λnLxn = λ1y1 + · · ·+λnyn.

Åî Üëëïõ, áí y ∈ Ỹ , ôüôå y = λ1y1 + · · · + λnyn, ïðüôå y = λ1Lx1 + · · · + λnLxn Þ

y = L(λ1x1 + · · · + λnxn), äçëáäÞ y ∈ L(X). ¶ñá Ỹ ⊂ L(X), ïðüôå óõíïëéêÜ Ý÷ïõìå

L(X) = Ỹ .

¸óôù ôþñá x, x′ ∈ X, x = λ1x1+ · · ·+λnxn, x
′ = λ′

1x1+ · · ·+λ′
nxn. Ôüôå, óýìöùíá

ìå ôá ðñïçãïýìåíá,

(3.1) Lx − Lx′ = (λ1 − λ′
1)y1 + · · · + (λn − λ′

n)yn,

êáé áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé áí ôá y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá êáé x 6= x′,

ôüôå êáé Lx 6= Lx′. Áíôßóôñïöá, áí õðÜñ÷ïõí x, x′ ∈ X, x 6= x′, ôÝôïéá þóôå Lx =

Lx′, ôüôå ìå âÜóç ôçí (3.1) äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ôá y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ

åîáñôçìÝíá.

3.2. ÐõñÞíáò êáé åéêüíá

Óêïðüò ìáò óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åßíáé íá åéóáãÜãïõìå äýï âáóéêÝò Ýííïéåò ãéá

ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò, ôçí Ýííïéá ôïõ ðõñÞíá êáé ôçí Ýííïéá ôçò åéêüíáò ìéáò ãñáì-

ìéêÞò áðåéêüíéóçò. Ï ðõñÞíáò áðïôåëåßôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý,

ôá ïðïßá ç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç áðåéêïíßæåé óôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, êáé ç åéêü-

íá áðïôåëåßôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ ðåäßïõ ôéìþí ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò, óôá

ïðïßá áðåéêïíßæåôáé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò. Áêüìá, èá ãíùñß-

óïõìå ôïí ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí, Ýíá áðü ôá âáóéêüôåñá áðïôåëÝóìáôá ôçò Ãñáììé-

êÞò ¶ëãåâñáò, óýìöùíá ìå ôïí ïðïßï ôï Üèñïéóìá ôùí äéáóôÜóåùí ôïõ ðõñÞíá êáé

ôçò åéêüíáò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò, ìåôáîý ÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò,

éóïýôáé ìå ôç äéÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò.

Ïñéóìüò 3.2 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé êáé L : X −→ Y ìßá ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç. Ôï óýíïëï Ker L :=
−1

L (0) (= {x ∈ X : Lx = 0}) ëÝãåôáé ðõñÞíáò

(kernel) ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò L. Ôï óýíïëï Ém L := L(X) (= {y ∈ Y : ∃x ∈
X Lx = y}) ëÝãåôáé åéêüíá (image) ôçò L.

Ôüóï ï ðõñÞíáò üóï êáé ç åéêüíá ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò åßíáé ãñáììéêïß

÷þñïé, ï ðñþôïò õðü÷ùñïò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò êáé ç äåýôåñç õðü÷ùñïò ôïõ

ðåäßïõ ôéìþí ôçò. Ãéá ôçí åéêüíá Ý÷ïõìå Þäç äþóåé ôçí áðüäåéîç óôï ËÞììá 3.1, ãéá
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ôïí ðõñÞíá áò èåùñÞóïõìå Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü λ êáé äýï äéáíýóìáôá x1, x2 ôïõ

ðõñÞíá ôçò L, x1, x2 ∈ Ker L. Ôüôå èá Ý÷ïõìå L(λx1 +x2) = λLx1 +Lx2 = λ ·0+0 =

0, óõíåðþò êáé ôï λx1 + x2 åßíáé óôïé÷åßï ôïõ Ker L, ãåãïíüò ðïõ áðïäåéêíýåé ôï

æçôïýìåíï.

Óôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá èá äïýìå üôé ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç åßíáé Ýíá ðñïò

Ýíá, áí êáé ìüíï áí ï ðõñÞíáò ôçò ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.

Ðñüôáóç 3.2 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé êáé L : X −→ Y ìßá ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç. Ôüôå ç L åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá, áí êáé ìüíï áí Ker L = {0}.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé ç L åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá. Áí x ∈ Ker L, ôüôå

öõóéêÜ Lx = 0, êáé, åðåéäÞ ðÜíôá L0 = 0, óõìðåñáßíïõìå üôé x = 0.

¸óôù ôþñá, áíôßóôñïöá, üôé Ker L = {0}. Áí x1, x2 ∈ X åßíáé ôÝôïéá þóôå Lx1 =

Lx2, ôüôå èá Ý÷ïõìå L(x1 − x2) = 0, óõíåðþò x1 − x2 ∈ Ker L. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí

õðüèåóÞ ìáò óõìðåñáßíïõìå üôé x1 = x2, äçëáäÞ üôé ç L åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá.

ÐáñÜäåéãìá 3.2

¸óôù y Ýíá äéÜíõóìá ôïõ Rn. Ç áðåéêüíéóç

L : R −→ Rn,

λ 7−→ λy,

åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêÞ. Óôçí ðåñßðôùóç y = 0 Ý÷ïõìå Ker L = R êáé Ém L = {0},

åíþ óôçí ðåñßðôùóç y 6= 0 Ý÷ïõìå Ker L = {0} êáé Ém L = {z ∈ Rn : z = αy, α ∈
R}, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò.

Óýìöùíá ìå ôï ôåëåõôáßï áðïôÝëåóìá ôïõ ËÞìáôïò 3.1, ç äéÜóôáóç ôçò åéêüíáò

ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò äåí õðåñâáßíåé ôç äéÜóôáóç ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò,

äçëáäÞ dim X −dim Ém L ≥ 0. Óôï åðüìåíï Èåþñçìá, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ÷þñïò

X åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, äßíåôáé áêñéâÞò ðëçñïöïñßá ãéá áõôÞ ôç äéáöïñÜ

ôùí äéáóôÜóåùí· óõãêåêñéìÝíá áðïäåéêíýåôáé üôé ç åí ëüãù äéáöïñÜ éóïýôáé ìå

ôç äéÜóôáóç ôïõ ðõñÞíá ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò. Ìå Üëëá ëüãéá, äåäïìÝíïõ

ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò, áõôÞ Ý÷åé ôüóï ðéï ìåãÜëç åéêüíá

üóï ðéï ìéêñüò åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç åßíáé Ýíá êåíôñéêü áðïôÝëåóìá

ôçò ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò êáé åßíáé ãíùóôÞ ùò ôýðïò ôùí äéáóôÜóåùí. Óçìåéþíïõìå

áêüìç üôé ï ðõñÞíáò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò L áðïôåëåßôáé áðü ôéò ëýóåéò ôçò
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ïìïãåíïýò åîßóùóçò Lx = 0, êáé ç ãíþóç ôçò äéÜóôáóÞò ôïõ ðáñïõóéÜæåé éäéáßôåñï

åíäéáöÝñïí.

Èåþñçìá 3.1 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, dim X < ∞, êáé L : X −→ Y ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Ôüôå éó÷ýåé ï åîÞò ôýðïò ôùí äéáóôÜóåùí

(3.2) dim X = dim Ker L + dim Ém L.

Áðüäåéîç. ¼ðùò áíáöÝñáìå Þäç, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 3.1, éó÷ýåé dim Ém L ≤
dim X. ¸óôù {x1, . . . , xℓ} ìéá âÜóç ôïõ Ker L, êáé {y1, . . . , ym} ìéá âÜóç ôçò Ém L.

Èåùñïýìå ôþñá xℓ+1, . . . , xℓ+m ∈ X ôÝôïéá þóôå Lxℓ+i = yi, i = 1, . . . ,m. Èá áðï-

äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï {x1, . . . , xℓ+m} áðïôåëåß âÜóç ôïõ X, ãåãïíüò áðü ôï ïðïßï

Ýðåôáé áìÝóùò ï ôýðïò ôùí äéáóôÜóåùí.

Êáô’ áñ÷Þí èá áðïäåßîïõìå üôé ôá x1, . . . , xℓ+m ðáñÜãïõí ôïí X. ¸óôù ëïéðüí

x ∈ X. Ôüôå õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ1, . . . , λm ôÝôïéïé þóôå Lx = λ1y1 +

· · · + λmym Þ

Lx = L(λ1xℓ+1 + · · · + λmxℓ+m).

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå üôé ôï x − (λ1xℓ+1 + · · · + λmxℓ+m) åßíáé óôïé-

÷åßï ôïõ ðõñÞíá ôçò L, êáé óõíåðþò õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß µ1, . . . , µℓ ôÝ-

ôïéïé þóôå

x − (λ1xℓ+1 + · · · + λmxℓ+m) = µ1x1 + · · · + µℓxℓ,

åðïìÝíùò X ⊂< x1, . . . , xℓ+m > . ÁëëÜ ôá x1, . . . , xℓ+m åßíáé óôïé÷åßá ôïõ X, ïðüôå

áðü ôá ðñïçãïýìåíá óõìðåñáßíïõìå üôé X =< x1, . . . , xℓ+m > .

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç, ìÝíåé íá áðïäåßîïõìå üôé ôá x1, . . . , xℓ+m

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. ¸óôù ëïéðüí üôé

(3.3) λ1x1 + · · · + λℓ+mxℓ+m = 0.

Ôüôå èá Ý÷ïõìå

λℓ+1y1 + · · · + λℓ+mym =

= λℓ+1 Lxℓ+1 + · · · + λℓ+m Lxℓ+m

= L(λℓ+1xℓ+1 + · · · + λℓ+mxℓ+m)

= L(λ1x1 + · · · + λℓ+mxℓ+m)

= L0 = 0,
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üðïõ óôçí ðñïðñïôåëåõôáßá éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò üôé L(λ1x1+· · ·+
λℓxℓ) = 0. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò λℓ+1y1 + · · · + λℓ+mym = 0, ïðüôå ëüãù ôçò ãñáììéêÞò

áíåîáñôçóßáò ôùí y1, . . . , ym ïäçãïýìáóôå óôï óõìðÝñáóìá λℓ+1 = · · · = λℓ+m = 0.

Ôþñá ç (3.3) ëáìâÜíåé ôç ìïñöÞ λ1x1 + · · · + λℓxℓ = 0, êáé ç ãñáììéêÞ áíåîáñ-

ôçóßá ôùí x1, . . . , xℓ ìáò ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé λ1 = · · · = λℓ = 0, ãåãïíüò ðïõ

ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç.

¸óôù ôþñá üôé Ý÷ïõìå äýï ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò X êáé

Y. Ìßá Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ôýðïõ ôùí äéáóôÜóåùí åßíáé ôá åîÞò: Áí õðÜñ÷åé ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí X óôïí Y ç ïðïßá åßíáé åðß, ôüôå dim Y ≤ dim X. Áí

åðß ðëÝïí ç áðåéêüíéóç åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá, ïðüôå óõíïëéêÜ èá åßíáé áìöéìïíïóÞìá-

íôç, ï ðõñÞíáò ôçò èá áðïôåëåßôáé ìüíï áðü ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, èá Ý÷åé äçëáäÞ

äéÜóôáóç ìçäÝí, ïðüôå dim Y = dim X.

Åðßóçò, áíôßóôñïöá, áí dim Y = dim X, ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 3.1,

õðÜñ÷åé ìßá áìöéìïíïóÞìáíôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí X óôïí Y.

Äéáôõðþíïõìå óôç óõíÝ÷åéá áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá õðü ìïñöÞ Ðïñßóìáôïò.

Ðüñéóìá 3.1 Ìåôáîý äýï ãñáììéêþí ÷þñùí X êáé Y ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò õðÜñ÷åé

ôüôå êáé ìüíï ôüôå ìßá áìöéìïíïóÞìáíôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç, áí ïé ÷þñïé Ý÷ïõí ôçí ßäéá

äéÜóôáóç, dim X = dim Y.

3.3. ÁóêÞóåéò

3.1. ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé êáé L : X −→ Y ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíé-

óç. Áðïäåßîôå üôé áí Y ′ åßíáé Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ Y, ôüôå ï
−1

L (Y ′) åßíáé õðü÷ùñïò

ôïõ X.

3.2. ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, {x1, . . . , xn} ìßá âÜóç ôïõ X êáé y1, . . . , yn

∈ Y. Ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y ôÝôïéá þóôå

L(xi) = yi, i = 1, . . . , n. Áðïäåßîôå üôé ç L åßíáé áêñéâþò ôüôå Ýíåóç, äçëáäÞ Ýíá

ðñïò Ýíá, áí ôá y1, . . . , yn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

3.3. ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí ïé áêüëïõèåò áðåéêïíßóåéò åßíáé ãñáììéêÝò

(i)

{

L1 : R3 −→ R2,

x = (x1, x2, x3) 7−→ (x1x2, x2x1),
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(ii)

{

L2 : Pn −→ P2n,

x 7−→ x · x′,

(iii)

{

L3 : Pn −→ Pn,

x 7−→ x′′,

üðïõ x′ êáé x′′ åßíáé ç ðñþôç êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò x, áíôßóôïé-

÷á.

3.4. ¸óôù C2[0, 1] := {x : [0, 1] −→ R / x äýï öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç óôï

[0, 1]}. Áí a, b ∈ C[0, 1], åßíáé ç áðåéêüíéóç
{

L : C2[0, 1] −→ C[0, 1],

x 7−→ x′′ − ax′ + bx,

ãñáììéêÞ;

3.5. Ðñïóäéïñßóôå ìßá âÜóç ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ L(R5), üôáí ç ãñáììéêÞ áðåéêü-

íéóç L : R5 −→ R5 ïñßæåôáé ùò åîÞò: L(x1, x2, x3, x4, x5) := (2x2 + 4x4, x3 + x5 −
x4, x2 − x1, x4 + 3x5 − x2, x1 + x4 − 3x2).





4. Ðßíáêåò

Ïé ðßíáêåò áðïôåëïýí ôï óçìáíôéêüôåñï ßóùò åñãáëåßï ãéá ôçí åðßëõóç ðñï-

âëçìÜôùí ÃñáììéêÞò ¶ëãåâñáò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïýìå ïñéóìÝíá âáóéêÜ

ðñÜãìáôá ãéá ðßíáêåò, èá ïñßóïõìå ôï âáèìü ðéíÜêùí ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò ôïõò êáé

ùò ðñïò ôéò óôÞëåò ôïõò, èá ìéëÞóïõìå ãéá êëéìáêùôïýò ðßíáêåò, èá äïýìå Ýíáí

ôñüðï ãéá íá åëÝã÷ïõìå ðüôå n äéáíýóìáôá ôïõ Rn áðïôåëïýí âÜóç ôïõ, êáé èá åé-

óáãÜãïõìå ðñÜîåéò ìåôáîý êáôÜëëçëùí ðéíÜêùí.

4.1. ÃåíéêÜ ãéá ðßíáêåò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åéóáãÜãïõìå ðßíáêåò, èá ìéëÞóïõìå ãéá óôïé÷åéþäåéò

ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí ðéíÜêùí, èá ïñßóïõìå ôï âáèìü åíüò ðßíáêá ùò ðñïò

ôéò ãñáììÝò ôïõ, èá áíáöåñèïýìå óå êëéìáêùôïýò ðßíáêåò, êáé èá äïýìå ðþò, ìå ôç

âïÞèåéá ðéíÜêùí, ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå, êáôÜ ðüóïí n äéáíýóìáôá ôïõ Rn áðïôå-

ëïýí âÜóç ôïõ.

¸óôù m êáé n äýï öõóéêïß áñéèìïß. ¸íá ïñèïãþíéï ìçôñþï ôçò ìïñöÞò

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn













ìå aij ∈ R, Þ ãåíéêüôåñá aij ∈ K, üðïõ K Ýíá óþìá, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

ëÝãåôáé ðßíáêáò (matrix). Ôá aij ëÝãïíôáé óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá.

Ôá ai := (ai1, . . . , ain) ∈ Rn, i = 1, . . . m, ëÝãïíôáé ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá êáé ôá

aj :=









a1j

...

amj









, j = 1, . . . , n,

óôÞëåò ôïõ.

45
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¸íáò ðßíáêáò A ìå m ãñáììÝò êáé n óôÞëåò èá ëÝìå üôé åßíáé Ýíáò m×n ðßíáêáò,

óõìâïëéóìüò A ∈ Rm,n. ×Üñéí óõíôïìßáò èá ãñÜöïõìå óõ÷íÜ A = (aij) i=1,...,m

j=1,...,n
.

Óôçí ðåñßðôùóç m = n ìéëÜìå ãéá ôåôñáãùíéêïýò ðßíáêåò, êáé ôüôå ôï äéÜíõóìá

(a11, a22, . . . , ann) ëÝãåôáé äéáãþíéïò ôïõ ðßíáêá A. Áí üëá ôá ìç äéáãþíéá óôïé÷åßá

ôïõ A åßíáé ìçäÝí, aij = 0, ãéá i 6= j, ï ðßíáêáò ëÝãåôáé äéáãþíéïò.

Ïñéóìüò 4.1 ¸óôù Ýíáò ðßíáêáò A ∈ Rm,n. Ïé áêüëïõèåò áíáêáôáôÜîåéò ãñáììþí

ôïõ A ëÝãïíôáé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß ãñáììþí ôïõ A:

i. Ãéá Ýíáí ìç ìçäåíéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü λ êáé êÜðïéï i ∈ {1, . . . ,m}, áíôéêáèé-

óôïýìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ A, (ai1, . . . , ain), ìå (λai1, . . . , λain), óõìâïëéêÜ









...

ai

...









7−→









...

λai

...









.

ii. Áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ A ìå ôï Üèñïéóìá ôçò i−óôÞò êáé ôçò

j−óôÞò ãñáììÞò ôïõ,



















...

ai

...

aj

...



















7−→



















...

ai + aj

...

aj

...



















.

iii. Áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ A ìå ôï Üèñïéóìá ôçò i−óôÞò êáé ôïõ

ðïëëáðëÜóéïõ ôçò j−óôÞò ãñáììÞò ôïõ åðß Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü λ,



















...

ai

...

aj

...



















7−→



















...

ai + λaj

...

aj

...



















.

iv. ÁíôáëëÜóóïõìå ôçí i−óôÞ êáé ôç j−óôÞ ãñáììÞ ôïõ A,
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

















...

ai

...

aj

...



















7−→



















...

aj

...

ai

...



















.

Óçìåéþíïõìå üôé ïé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß ãñáììþí iii. êáé iv. óôïí

ðñïçãïýìåíï ïñéóìü ðñïêýðôïõí ìå åðáíåéëçììÝíç åöáñìïãÞ ìåôáó÷çìáôéóìþí

ôçò ìïñöÞò i. êáé ii., üðùò ìðïñïýìå åýêïëá íá äéáðéóôþóïõìå, âë. ¶óêçóç 4.1.

Ïñéóìüò 4.2 Èåùñïýìå Ýíáí ðßíáêá A ∈ Rm,n. Ï ãñáììéêüò ÷þñïò ðïõ ðáñÜãåôáé

áðü ôéò ãñáììÝò ôïõ, < a1, . . . , am >, ëÝãåôáé ÷þñïò ôùí ãñáììþí ôïõ A êáé èá ôïí

óõìâïëßæïõìå ìå Ã×Ã(A). Áíôßóôïé÷á ï Ã×Ó(A), Ã×Ó(A):=< a1, . . . , an >, ëÝãåôáé

÷þñïò ôùí óôçëþí ôïõ A. Ç äéÜóôáóç ôïõ Ã×Ã(A) ëÝãåôáé âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò

ãñáììÝò, ÂÃ(A), ç äéÜóôáóç ôïõ Ã×Ó(A) ëÝãåôáé âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò óôÞëåò,

ÂÓ(A).

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé ïé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß ãñáììþí äåí åðç-

ñåÜæïõí ôï ÷þñï ãñáììþí åíüò ðßíáêá.

ËÞììá 4.1 ¸óôù A êáé B äýï m × n ðßíáêåò. Áí ï B ðñïêýðôåé áðü ôïí A ìåôÜ áðü

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí, ôüôå ïé ÷þñïé ãñáììþí

ôùí A êáé B óõìðßðôïõí, Ã×Ã(A) = Ã×Ã(B).

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôç óçìåßùóç áìÝóùò ìåôÜ ôïí Ïñéóìü 4.1, áñêåß íá áðïäåß-

îïõìå ôïí éó÷õñéóìü ãéá ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí ôçò ìïñöÞò i. êáé ii. Åðßóçò,

ðñïöáíþò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôï áðïôÝëåóìá ãéá Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü, êáé åðá-

íåéëçììÝíç åöáñìïãÞ áõôïý ìáò äßíåé ìåôÜ ôï ãåíéêüôåñï áðïôÝëåóìá.

¸óôù êáô’ áñ÷Þí üôé ï B ðñïêýðôåé áðü ôïí A ìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò

ìïñöÞò i. Ãéá x ∈ Ã×Ã(A) õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß µ1, . . . , µm ôÝôïéïé þóôå

x = µ1a1 + · · · + µmam, ïðüôå ðñïöáíþò

x = µ1a1 + · · · +
µi

λ
(λai) + · · · + µmam,
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åðïìÝíùò x ∈ Ã×Ã(B). Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé áí x ∈ Ã×Ã(B) ôüôå

êáé x ∈ Ã×Ã(A), êáé áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ãéá ìåôáó÷çìáôéóìïýò ôçò

ìïñöÞò i.

¸óôù ôþñá üôé ï B ðñïêýðôåé áðü ôïí A ìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò ìïñöÞò

ii. Ãéá x ∈ Ã×Ã(A) õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß µ1, . . . , µm ôÝôïéïé þóôå x =

µ1a1 + · · · + µiai + · · · + µjaj + · · · + µmam, ïðüôå ðñïöáíþò

x = µ1a1 + · · · + µi(ai + aj) + · · · + (µj − µi)aj + · · · + µmam,

åðïìÝíùò x ∈ Ã×Ã(B). Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé áí x ∈ Ã×Ã(B) ôüôå

êáé x ∈ Ã×Ã(A), êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

Ïñéóìüò 4.3 ¸íáò m × n ðßíáêáò A ëÝãåôáé êëéìáêùôüò áí

i. Ïé ìç ìçäåíéêÝò ãñáììÝò ôïõ åìöáíßæïíôáé ðñéí áðü ôéò ìçäåíéêÝò ãñáììÝò.

ii. Ôï ðñþôï ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï êÜèå ìç ìçäåíéêÞò ãñáììÞò åìöáíßæåôáé äåîéü-

ôåñá ôïõ ðñþôïõ ìç ìçäåíéêïý óôïé÷åßïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò ãñáììÞò.

Ìðïñïýìå ðïëý åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï âáèìü åíüò êëéìáêùôïý ðßíáêá

ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò. ÐñáãìáôéêÜ, Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Ðñüôáóç 4.1 ¸óôù B Ýíáò êëéìáêùôüò ðßíáêáò êáé b1, . . . , bi ïé ìç ìçäåíéêÝò ãñáììÝò

ôïõ. Ôüôå ôï óýíïëï {b1, . . . , bi} áðïôåëåß âÜóç ôïõ ÷þñïõ ãñáììþí ôïõ B, Ã×Ã(B), êáé

óõíåðþò ï âáèìüò ãñáììþí ôïõ B åßíáé i.

Áðüäåéîç. Ðñïöáíþò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ôá b1, . . . , bi åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ-

ôçôá. ¸óôù ëïéðüí ðñáãìáôéêïß áñéèìïß λ1, . . . , λi ôÝôïéïé þóôå

(4.1) λ1b1 + · · · + λibi = 0.

Áí b11 = · · · = b1,j−1 = 0 êáé b1j 6= 0, ãéá êÜðïéï j (êáé ôÝôïéï j õðÜñ÷åé ðÜíôá, åêôüò

áí ï B åßíáé ï ìçäåíéêüò ðßíáêáò, áëëÜ óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç äåí õðÜñ÷åé êÜôé

ðñïò áðüäåéîç), ôüôå èá éó÷ýåé êáé bℓ1 = · · · = bℓj = 0, ℓ = 2, . . . , i, ïðüôå áðü ôçí

(4.1) óõìðåñáßíïõìå üôé λ1b1j = 0, äçëáäÞ λ1 = 0. Óõíå÷ßæïíôáò ìå ôïí ßäéï ôñüðï

äéáðéóôþíïõìå üôé λ2 = · · · = λi = 0.

Ïñéóìüò 4.4 Äýï m×n ðßíáêåò A êáé B ëÝãïíôáé ãñáììïúóïäýíáìïé, áí ï Ýíáò ìðïñåß

íá ðñïêýøåé áðü ôïí Üëëïí ìå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôé-

óìïýò ãñáììþí.
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Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé êÜèå m × n ðßíáêáò åßíáé ãñáììïé̈óïäýíáìïò ìå Ýíáí

êëéìáêùôü ðßíáêá. Ç äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá èá ïäçãçèïýìå óå áõôü ôï áðïôÝëå-

óìá áðïôåëåß ôï ðñþôï óôÜäéï, ôç ëåãüìåíç ôñéãùíïðïßçóç, óå ìßá ðïëý ÷ñÞóéìç

ìÝèïäï ãéá ôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, ôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò ôïõ Gauss,

ìÝèïäï óôçí ïðïßá èá åðáíÝëèïõìå óôï Ýêôï ÊåöÜëáéï.

Ðñüôáóç 4.2 ÊÜèå m × n ðßíáêáò åßíáé ãñáììïé̈óïäýíáìïò ìå Ýíáí êëéìáêùôü m × n

ðßíáêá.

Áðüäåéîç. Ãéá ìåãáëýôåñç óáöÞíåéá óôïõò óõìâïëéóìïýò èÝôïõìå A(1) := A ,

A(1) =
(

a
(1)
ij

)

i=1,...,m

j=1,...,n

.

Áí ï ðßíáêáò A åßíáé ï ìçäåíéêüò, äçëáäÞ áí üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé ìçäÝí, ôüôå

äåí ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå êÜôé. ÄéáöïñåôéêÜ, ç äéáäéêáóßá ðñï÷ùñÜåé óå äéÜöïñá

âÞìáôá. Óôï ðñþôï âÞìá ðñïóäéïñßæïõìå êáô’ áñ÷Þí ôçí ðñþôç ìç ìçäåíéêÞ óôÞ-

ëç ôïõ A, Ýóôù üôé áõôÞ åßíáé ç ℓ−óôÞ, êáé, ìå êáôÜëëçëåò åíáëëáãÝò ãñáììþí,

öÝñíïõìå óôçí ðñþôç ãñáììÞ, äçëáäÞ óôç èÝóç (1, ℓ), Ýíá ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï

ôçò. ÕðïèÝôïíôáò, ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé a
(1)
1ℓ 6= 0, óôï ðñþôï âÞìá

ìåôáôñÝðïõìå, ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí, üëá ôá óôïé÷åßá ôçò

ℓ−óôÞò óôÞëçò åêôüò áðü ôï ðñþôï óå ìçäåíéêÜ. Áõôü ãßíåôáé ùò åîÞò: Ïñßæïõìå

êáô’ áñ÷Þí ôïõò ðïëëáðëáóéáóôÝò miℓ , i = 2, . . . ,m , ùò

(4.2) miℓ :=
a

(1)
iℓ

a
(1)
1ℓ

, i = 2, . . . ,m .

Êáôüðéí ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá åðß miℓ , áöáéñïýìå ôï

áðïôÝëåóìá áðü ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ êáé áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ìå

åêåßíç ðïõ ðñïêýðôåé ìå áõôüí ôïí ôñüðï. Áõôü ãßíåôáé ãéá i = 2, . . . ,m . Ìå áõôÞí

ôç äéáäéêáóßá ìåôÜ ôï ðñþôï âÞìá ïäçãïýìáóôå óôïí ãñáììïé̈óïäýíáìï ôïõ A(1)

ðßíáêá A(2) ìå
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A(2) :=





























a
(1)
11 . . . a

(1)
1ℓ a

(1)
1,ℓ+1 . . . a

(1)
1n

0 . . . 0 a
(2)
2,ℓ+1 . . . a

(2)
2n

...
...

...
...

0 . . . 0 a
(2)
m,ℓ+1 . . . a

(2)
mn





























,

ôïõ ïðïßïõ ïé ðñþôåò ℓ − 1 óôÞëåò åßíáé, üðùò êáé åêåßíåò ôïõ A(1), ìçäåíéêÝò êáé

a
(2)
ij := a

(1)
ij − miℓ a

(1)
1j , i = 2, . . . ,m, j = ℓ, . . . , n .

Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï “áðáëåßöïõìå” ôá óôïé÷åßá aiℓ, i = 2, . . . ,m, ôçò ℓ−óôÞò óôÞ-

ëçò ôïõ ðßíáêá A, ãéáõôü êáé ç ìÝèïäïò áíáöÝñåôáé ùò ìÝèïäïò áðáëïéöÞò.

Ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôï äåýôåñï âÞìá. ÅîåôÜæïõìå ôïí (m − 1) × (n − 1) õðïðß-

íáêá Ã(2) ôïõ A(2) ìå óôïé÷åßá

Ã
(2)
ij := a

(2)
ij , i = 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n .

Óôï äåýôåñï âÞìá êÜíïõìå áêñéâþò ôá ßäéá ðñÜãìáôá ðïõ êÜíáìå óôï ðñþôï âÞìá,

áõôÞ ôç öïñÜ üìùò óôïí ðßíáêá Ã(2). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ïäçãïýìáóôå óå Ýíáí

ðßíáêá A(3) ôçò ìïñöÞò



















⋆ ⋆ ⋆ . . . ⋆

0 ⋆ ⋆ . . . ⋆

0 0 ⋆ . . . ⋆
...

...
...

...

0 0 ⋆ . . . ⋆



















,

üðïõ ïé äýï ðñþôåò ãñáììÝò ôïõ A(3) åßíáé ïé ßäéåò ìå ôéò äýï ðñþôåò ãñáììÝò ôïõ

A(2), ç äåýôåñç óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí áðáéôåßôáé åíáëëáãÞ ãñáììþí óôï äåýôåñï

âÞìá.



4.1. ÃÅÍÉÊÁ ÃÉÁ ÐÉÍÁÊÅÓ 51

Ç äéáäéêáóßá ðñï÷ùñåß êáôÜ ôïí ßäéïí áêñéâþò ôñüðï. Ôï åðáãùãéêü âÞìá Ý÷åé

ùò åîÞò: ÊáôÜ ôï âÞìá r, 1 ≤ r ≤ min(m,n)− 1 , Ý÷ïõìå Ýíáí ðßíáêá A(r), ãñáììïú-

óïäýíáìï ôïõ A, ôçò ìïñöÞò

A(r) :=



























































a
(1)
11 a

(1)
12 . . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 . . . . a

(2)
2n

. 0 .

.

. a
(r−1)
r−1 r−1 .

. 0 a
(r)
rr . . . a

(r)
rn

.
. . .

...

0 0 0 a
(r)
mr . . . a

(r)
mn



























































.

Èåùñïýìå ôïí õðïðßíáêá

Ã(r) =
(

a
(r)
ij

)

i=r,...,m

j=r,...,n

.

Áí ï ðßíáêáò Ã(r) åßíáé ìçäåíéêüò, ç äéáäéêáóßá ôåëåéþíåé óå áõôü ôï óçìåßï. Äéá-

öïñåôéêÜ, Ýóôù ℓ̃ ç ðñþôç ìç ìçäåíéêÞ óôÞëç ôïõ Ã(r). Ìå êáôÜëëçëåò åíáëëáãÝò

ãñáììþí ôïõ ðßíáêá Ã(r) öÝñíïõìå óôç èÝóç (r, ℓ̃) Ýíá ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï. ¸óôù,

÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé a
(r)

rℓ̃
6= 0. Ôþñá ãéá êÜèå i , r + 1 ≤ i ≤ m ,

ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí r−óôÞ ãñáììÞ ôïõ A(r) åðß ôïí ðïëëáðëáóéáóôÞ miℓ̃ ,

(4.3) miℓ̃ :=
a

(r)

iℓ̃

a
(r)

rℓ̃

, r + 1 ≤ i ≤ m ,

áöáéñïýìå ôï áðïôÝëåóìá áðü ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ, êáé áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ

ãñáììÞ ìå ôç íÝá ðïõ ðñïêýðôåé ìå áõôüí ôïí ôñüðï.

ÊáôáëÞãïõìå Ýôóé óôï íÝï ðßíáêá A(r+1), ðÜíôá ãñáììïúóïäýíáìï ôïõ áñ÷éêïý,

üðïõ ïé ðñþôåò r ãñáììÝò ôïõ A(r+1) ôáõôßæïíôáé ìå ôéò áíôßóôïé÷åò ôïõ A(r), êáé åðß

ðëÝïí
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(4.4)







a
(r+1)
ij = 0 , r + 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ ℓ̃,

a
(r+1)
ij = a

(r)
ij − miℓ̃ a

(r)
rj , r + 1 ≤ i ≤ m, ℓ̃ + 1 ≤ j ≤ n .

Åäþ ôåëåéþíåé ôï r−óôü âÞìá. ÌåôÜ áðü ôï ðïëý r = min(m,n) − 1 âÞìáôá, ï

ãñáììïúóïäýíáìïò ôïõ áñ÷éêïý ðßíáêáò A(r+1) åßíáé êëéìáêùôüò.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 4.1 êáé ôçí Ðñüôáóç 4.2 ìðïñïýìå íá äþóïõìå Ýíáí

ôñüðï ãéá íá åëÝã÷ïõìå êáôÜ ðüóï äåäïìÝíá äéáíýóìáôá x1, . . . , xn ôïõ Rn áðïôå-

ëïýí âÜóç ôïõ, Þ áêüìç êáé íá ðñïóäéïñßæïõìå âÜóç ôïõ ÷þñïõ ðïõ ðáñÜãïõí.

ÐáñáèÝôïõìå ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá ùò Ðüñéóìá, êáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü âÜóåùí

ðáñáðÝìðïõìå óôéò ÁóêÞóåéò, âë. ÁóêÞóåéò 4.2, 4.3, 4.4. Åéäéêüôåñá, ìðïñïýìå

íá ðñïóäéïñßóïõìå ìéá âÜóç ôçò åéêüíáò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò áðü ôïí Rn

óôïí Rm, âë. ¶óêçóç 4.5.

Ðüñéóìá 4.1 ¸óôù x1, . . . , xn äéáíýóìáôá ôïõ Rn. Ôï óýíïëï {x1, . . . , xn} áðïôåëåß âÜóç

ôïõ Rn, áí êáé ìüíï áí ï n × n ðßíáêáò ìå ãñáììÝò ôá x1, . . . , xn,








x1

...

xn









,

åßíáé ãñáììïé̈óïäýíáìïò ìå Ýíáí Üíù ôñéãùíéêü ðßíáêá








x′
1
...

x′
n









,

äçëáäÞ ôÝôïéïí þóôå x′
ij = 0 ãéá i > j, ôïõ ïðïßïõ üëá ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá åßíáé ìç

ìçäåíéêÜ.

4.2. ÐñÜîåéò ìå ðßíáêåò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ïñßóïõìå ðñÜîåéò ìåôáîý êáôÜëëçëùí ðéíÜêùí, êáèþò

êáé ôïí ðïëëáðëáóéóìü áñéèìïý åðß ðßíáêá.

¸óôù m êáé n öõóéêïß áñéèìïß. Ï Rm,n åßíáé ï ÷þñïò ôùí m × n ðéíÜêùí ìå

óôïé÷åßá ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. Óôïí Rm,n ïñßæïõìå ôçí ðñüóèåóç êáèþò êáé ôïí
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ðïëëáðëáóéáóìü ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò ùò åîÞò

A + B := (aij + bij) i=1,...,m

j=1,...,n
, λA := (λaij) i=1,...,m

j=1,...,n
,

üðïõ A = (aij) i=1,...,m

j=1,...,n
, B = (bij) i=1,...,m

j=1,...,n
êáé λ ∈ R.

Ìå áõôÝò ôéò ðñÜîåéò ï Rm,n åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò. Åêôüò áðü ôç äéáöïñåôé-

êÞ ðáñÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõò, ïé ÷þñïé Rm,n êáé Rmn åßíáé ßäéïé, ç ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn













7→ (a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn)

åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç. Ôï ìçäåíéêü óôïé÷åßï ôïõ Rm,n åßíáé ï m × n ðßíáêáò

ìå ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá, áíôßèåôïò ôïõ A = (aij) åßíáé ï −A = (−aij). Ôï óýíïëï

{Iij ∈ Rm,n : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}, üðïõ ï ðßíáêáò Iij Ý÷åé üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ

ìçäåíéêÜ, åêôüò áðü ìßá ìïíÜäá óôç èÝóç (i, j), äçëáäÞ óôçí “ôïìÞ” ôçò i−óôÞò

ãñáììÞò êáé ôçò j−óôÞò óôÞëçò, áðïôåëåß âÜóç ôïõ Rm,n.

Ï ðßíáêáò AT := (bij) ∈ Rn,m ìå bij := aji ëÝãåôáé áíÜóôñïöïò ôïõ ðßíáêá A =

(aij) ∈ Rm,n. ÁìÝóùò äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé ãéá ôïõò áíÜóôñïöïõò ðßíáêåò éó÷ýïõí

(A + B)T = AT + BT , (λA)T = λAT , (AT )T = A.

Ðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí

ÃåíéêÜ óå äéáíõóìáôéêïýò ÷þñïõò äåí ïñßæåôáé ôï ãéíüìåíï äéáíõóìÜôùí ùò

óôïé÷åßï ôïõ ÷þñïõ. Ïñßæåôáé üìùò ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìåôáîý ðéíÜêùí ïñéóìÝ-

íçò ìïñöÞò.

Èåùñïýìå äýï ðßíáêåò A = (aij) ∈ Rm,n êáé B = (bij) ∈ Rn,ℓ, üðïõ ï äåýôåñïò

Ý÷åé ôï ßäéï ðëÞèïò ãñáììþí ìå ôï ðëÞèïò óôçëþí ôïõ ðñþôïõ. Ï m × ℓ ðßíáêáò C

ìå óôïé÷åßá cij, cij = ai1b1j +ai2b2j + · · ·+ainbnj, êáëåßôáé ãéíüìåíï ôùí ðéíÜêùí A êáé

B êáé óõìâïëßæåôáé ìå AB. Åöéóôïýìå ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ áíáãíþóôç óôï ãåãïíüò üôé

Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá áíáöÝñïõìå ôïõò ðßíáêåò óôï ó÷çìáôéóìü ôïõ

ãéíïìÝíïõ ôïõò· ãåíéêÜ ôï BA ìðïñåß íá ìçí ïñßæåôáé (êáé äåí ïñßæåôáé áí ïé ðßíáêåò

äåí åßíáé ôåôñáãùíéêïß) áëëÜ, áêüìç êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïñßæåôáé, ìðïñåß íá
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åßíáé äéáöïñåôéêü ôïõ AB. Öåñ’ åéðåßí Ý÷ïõìå

(

1 0

0 0

) (

0 1

0 0

)

=

(

0 1

0 0

)

, åíþ

(

0 1

0 0

) (

1 0

0 0

)

=

(

0 0

0 0

)

.

Ôïíßæïõìå áêüìç, üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï ôåëåõôáßï ðáñÜäåéãìá, üôé ôï ãéíüìåíï

äýï ìç ìçäåíéêþí ðéíÜêùí ìðïñåß íá åßíáé ï ìçäåíéêüò ðßíáêáò.

ËÞììá 4.2 ¸óôù A,A′ ∈ Rm,n, B,B′ ∈ Rn,ℓ, C, C ′ ∈ Rℓ,r êáé λ Ýíáò ðñáãìáôéêüò

áñéèìüò. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. Ïé åðéìåñéóôéêïß íüìïé

A(B + B′) = AB + AB′

(A + A′)B = AB + A′B.

ii. A(λB) = (λA)B = λ(AB).

iii. A(BC) = (AB)C (ðñïóåôáéñéóôéêüò íüìïò).

iv. (AB)T = BT AT .

Áðüäåéîç. Ôá i. êáé ii. åßíáé ðñïöáíÞ.

iii. ¸óôù A = (aij) êáé B = (bij). Ôüôå AB = (c′
ij), ìå

c′
ij :=

n
∑

µ=1

aiµbµj,

êáé (AB)C = (dij), ìå

dij :=
ℓ
∑

ν=1

c′
iνcνj =

ℓ
∑

ν=1

(

n
∑

µ=1

aiµbµν

)

cνj .

Åðßóçò éó÷ýåé BC = (c′′
ij), ìå

c′′
ij :=

ℓ
∑

ν=1

biνcνj,

êáé A(BC) = (d′
ij), ìå

d′
ij :=

n
∑

µ=1

aiµc
′′
µj =

n
∑

µ=1

aiµ

(

ℓ
∑

ν=1

bµνcνj

)

.

Óõíåðþò (AB)C = A(BC).
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iv. ¸óôù A = (aij) êáé B = (bij). Ôüôå AB = (cij), ìå

cij :=
n
∑

µ=1

aiµbµj,

åðïìÝíùò êáé (AB)T = (c′
ji), ìå c′

ji = cij.

Åðßóçò éó÷ýåé BT = (b′
ij), ìå b′

ij = bji êáé AT = (a′
ij), ìå a′

ij = aji, Üñá BT AT =

(dij) ìå

dij :=
n
∑

ν=1

b′
iνa

′
νj =

n
∑

ν=1

bνiajν =
n
∑

ν=1

ajνbνi = cji = c′
ij,

óõíåðþò (AB)T = BT AT .

4.3. ÁóêÞóåéò

4.1. Áðïäåßîôå üôé ïé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß ãñáììþí ôçò ìïñöÞò iii. êáé iv.

ðñïêýðôïõí äéá åðáíåéëçììÝíçò åöáñìïãÞò ìåôáó÷çìáôéóìþí ôçò ìïñöÞò i. êáé ii.,

âë. ôïí Ïñéóìü 4.1.

4.2. Èåùñïýìå ôá äéáíýóìáôá a1 := (0, 0, 1, 2, 0), a2 := (1, 3, 0, 2, 5), a3 := (2, 6, 1, 4, 5)

êáé a4 := (2, 6, 0, 4, 4). Ðñïóäéïñßóôå ôç äéÜóôáóç ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ, ôïí ïðïßï

ðáñÜãïõí ôá a1, a2, a3, a4, < a1, a2, a3, a4 >, êáèþò êáé ìßá âÜóç ôïõ.

4.3. ¸óôù a1 := (4, 3, 1, 2), a2 := (5, 7, 0, 1), a3 := (1, 5, 3, 5) êáé a4 := (0, 1, 4, 6).

ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí ôá äéáíýóìáôá a1, a2, a3, a4 åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

4.4. Èåùñïýìå n äéáíýóìáôá a1, . . . , an ôïõ Rn. Áðïäåßîôå üôé ôï óýíïëï {a1, . . . , an}
áðïôåëåß âÜóç ôïõ Rn, áí êáé ìüíï áí ï n × n ðßíáêáò ìå ãñáììÝò a1, . . . , an,













a1

a2

...

an













,

ìðïñåß ìå óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí íá ìåôáó÷çìáôéóèåß óå Ýíáí

Üíù ôñéãùíéêü ðßíáêá A, äçëáäÞ ôÝôïéïí þóôå aij = 0 ãéá i > j, i, j = 1, . . . , n, ìå

üëá ôá äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ ìç ìçäåíéêÜ.
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4.5. Ðñïóäéïñßóôå ìßá âÜóç ôïõ ÷þñïõ L(R5), üðïõ ç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L :

R5 −→ R4 ïñßæåôáé ùò åîÞò: Lx := (2x2 + 4x4, x3 + x5 − x4, x2 − x1, 3x2 − x3 + x4)

ãéá x = (x1, x2, x3, x4, x5).

[Õðüäåéîç: Ðñïöáíþò Ý÷ïõìå Lx = x1(0, 0,−1, 0) + x2(2, 0, 1, 3) + x3(0, 1, 0,−1)+

x4(4,−1, 0, 1). ÅðïìÝíùò, ï ÷þñïò L(R5) åßíáé ï < (0, 0,−1, 0), (2, 0, 1, 3), (0, 1, 0,−1),

(4,−1, 0, 1) > . Áñêåß, óõíåðþò, íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá âÜóç ôïõ ÷þñïõ, ôïí ïðïßï

ðáñÜãïõí ôá äéáíýóìáôá (0, 0,−1, 0), (2, 0, 1, 3), (0, 1, 0,−1), (4,−1, 0, 1).]

4.6. ¸íáò n × n ðßíáêáò A = (aij) ëÝãåôáé Üíù ôñéãùíéêüò, áí ôá óôïé÷åßá ôïõ êÜôù

áðü ôç äéáãþíéï åßíáé ìçäåíéêÜ, äçëáäÞ aij = 0 ãéá i > j. Áðïäåßîôå üôé ôï ãéíüìåíï

äýï Üíù ôñéãùíéêþí n × n ðéíÜêùí åßíáé åðßóçò Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò.

4.7. ¸íáò n×n ðßíáêáò A = (aij) ëÝãåôáé äéáãþíéïò, áí ôá ìç äéáãþíéá óôïé÷åßá åßíáé

ìçäåíéêÜ, äçëáäÞ aij = 0 ãéá i 6= j. ¸óôù B Ýíáò n × n ðßíáêáò. Ôé óõìâáßíåé, ðïéï

åßíáé äçëáäÞ ôï áðïôÝëåóìá, üôáí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôïí ðßíáêá B áðü áñéóôåñÜ

ìå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá A êáé ôé üôáí ôïí ðïëëáðëáóéÜóïõìå áðü äåîéÜ;
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Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìåëåôÜìå ó÷Ýóåéò ìåôáîý ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí êáé ðé-

íÜêùí. Éäéáßôåñá èá äïýìå üôé êÜèå ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ãñáììéêþí ÷þñùí

ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ìå Ýíáí ðßíáêá. Óå áõôü ôï ãåãï-

íüò ïöåßëåôáé, óå óçìáíôéêü âáèìü, ç ìåãÜëç óçìáóßá ôùí ðéíÜêùí óôç ÃñáììéêÞ

¶ëãåâñá.

5.1. Ï ðßíáêáò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò

Èåùñïýìå äýï ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò êáé äýï ôõ÷ïýóåò,

áëëÜ óôáèåñÝò, âÜóåéò ôïõò. ¼ðùò èá äïýìå óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, êÜèå ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç ìåôáîý áõôþí ôùí ÷þñùí ðåñéãñÜöåôáé áðü Ýíáí ðßíáêá, êáé, áíôßóôñï-

öá, óå êÜèå ðßíáêá, êáôÜëëçëùí äéáóôÜóåùí, áíôéóôïé÷åß ìßá ôÝôïéá áðåéêüíéóç.

Åðßóçò èá äïýìå üôé ï ðßíáêáò ôçò óýíèåóçò äýï ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí åßíáé ôï

ãéíüìåíï ôùí áíôßóôïé÷ùí ðéíÜêùí.

¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, dim X = n êáé

dim Y = m. Èåùñïýìå êáé äýï âÜóåéò B = {x1, . . . , xn} êáé B′ = {y1, . . . , ym} ôùí X

êáé Y, áíôßóôïé÷á.

¸óôù ôþñá L ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí X óôïí Y, L : X −→ Y. Ãéá

j = 1, . . . , n, Ý÷ïõìå Lxj ∈ Y, óõíåðþò

Lxj =
m
∑

i=1

aijyi

ìå ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò aij . Ï ðßíáêáò

A = (aij) i=1,...,m

j=1,...,n

ëÝãåôáé ðßíáêáò ôçò L ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B êáé B′.

Áíôßóôñïöá, îåêéíþíôáò áðü Ýíáí m × n ðßíáêá A = (aij) i=1,...,m

j=1,...,n
, êáé èÝôïíôáò

ỹj :=
∑m

i=1 aijyi, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 3.2 õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ

57
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áðåéêüíéóç ìåôáîý X êáé Y, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå LA, ôÝôïéá þóôå LAxj =

ỹj, j = 1, . . . , n, äçëáäÞ

LAxj =
m
∑

i=1

aijyi, j = 1, . . . , n.

¼ôáí ëïéðüí óå êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ãñáììéêïýò ÷þñïõò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò X

êáé Y ðñïêáèïñßóïõìå ìßá âÜóç, ôüôå óå êÜèå ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y

áíôéóôïé÷åß Ýíáò dim Y × dim X ðßíáêáò, êáé óå êÜèå dim Y × dim X ðßíáêá áíôé-

óôïé÷åß ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y.

Ãéá äéáöïñåôéêÝò âÜóåéò, óôçí ßäéá áðåéêüíéóç áíôéóôïé÷ïýí ãåíéêÜ äéáöïñåôé-

êïß ðßíáêåò.

¸óôù X,Y, Z ôñåéò ãñáììéêïß ÷þñïé, dim X = n, dim Y = m, dim Z = ℓ, êáé

B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , ym} êáé B3 = {z1, . . . , zℓ} âÜóåéò ôùí X,Y êáé Z,

áíôßóôïé÷á. ¸óôù L : X −→ Y êáé M : Y −→ Z äýï ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò,

êáé A ∈ Rm,n ï ðßíáêáò ôçò L ùò ðñïò B1,B2 êáé B ∈ Rℓ,m ï ðßíáêáò ôçò M ùò ðñïò

B2,B3. ¸óôù C ï ðßíáêáò ôçò M ◦ L ùò ðñïò B1 êáé B3. Ôüôå, ìå A = (aij), B =

(bij), C = (cij), éó÷ýåé:

Lxj =
m
∑

i=1

aijyi, j = 1, . . . , n,

Myi =
ℓ
∑

k=1

bkizk, i = 1, . . . ,m,

(M ◦ L)xj =
ℓ
∑

k=1

ckjzk, j = 1, . . . , n.

Åðéðñüóèåôá Ý÷ïõìå

(M ◦ L)xj = M(Lxj) = M
m
∑

i=1

aijyi =
m
∑

i=1

aijMyi

=
m
∑

i=1

aij

(

ℓ
∑

k=1

bkizk

)

=
ℓ
∑

k=1

(

m
∑

i=1

bkiaij

)

zk,

óõíåðþò C = BA.

ÐáñÜäåéãìá 5.1 ¸óôù L : R3 −→ R2, L(x1, x2, x3) := (x1 + x2 − x3, 2x1 + x3),

ìå x = (x1, x2, x3). Ï ðßíáêáò ôçò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò L ùò ðñïò ôéò êáíïíéêÝò
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âÜóåéò ôùí R3 êáé R2 åßíáé
(

1 1 −1

2 0 1

)

.

¸óôù ôþñá B := {(1, 0,−1), (1, 1, 1), (1, 0, 0)} êáé B′ := {(1, 0), (0, 1)} âÜóåéò ôùí R3

êáé R2, áíôßóôïé÷á. Ôüôå

L(1, 0,−1) = (2, 1) = 2(1, 0) + (0, 1)

L(1, 1, 1) = (1, 3) = (1, 0) + 3(0, 1)

L(1, 0, 0) = (1, 2) = (1, 0) + 2(0, 1)

åðïìÝíùò ï ðßíáêáò ôçò L ùò ðñïò B êáé B′ åßíáé
(

2 1 1

1 3 2

)

.

5.2. Âáèìüò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò, éóïìïñöéóìïß, áëëáãÞ âÜóåùò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ïñßóïõìå ôï âáèìü ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò, ìå

ðåäßï ïñéóìïý Ýíáí ÷þñï ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, êáé èá ìåëåôÞóïõìå éóïìïñöé-

óìïýò, äçëáäÞ áìöéìïíïóÞìáíôåò ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò, ìåôáîý ãñáììéêþí ÷þ-

ñùí. Áêüìç èá ìéëÞóïõìå ãéá áíôéóôñÝøéìïõò ðßíáêåò, êáé èá áíáöåñèïýìå óôçí

áëëÜãç âÜóåùò óå Ýíáí ÷þñï ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò.

Ïñéóìüò 5.1 ¸óôù X,Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé. Ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→
Y ëÝãåôáé éóïìïñöéóìüò, áí åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç, äçëáäÞ Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðß.

Áí ìåôáîý äýï ãñáììéêþí ÷þñùí X êáé Y õðÜñ÷åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ôüôå áõôïß

ëÝãïíôáé éóüìïñöïé.

Ïñéóìüò 5.2 ¸óôù X,Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, dim X < ∞, êáé L : X −→ Y

ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Âáèìüò ôçò L ëÝãåôáé ç äéÜóôáóç ôçò åéêüíáò ôçò L,

âáèìüò(L) = dim Ém L.

Ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ Y, dim X = dim Y < ∞, åßíáé, ðñïöáíþò,

áêñéâþò ôüôå éóïìïñöéóìüò, áí âáèìüò(L) = dim Y (= dim X).

¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé {x1, . . . , xn} ìßá âÜóç ôïõ X. Ôüôå êÜèå

x ∈ X ìðïñåß íá ãñáöåß ìïíïóÞìáíôá ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xn,

x = α1x1 + · · · + αnxn, ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò α1, . . . , αn. Ïé áñéèìïß α1, . . . , αn

ëÝãïíôáé óõíéóôþóåò Þ óõíôåôáãìÝíåò ôïõ x ùò ðñïò ôá x1, . . . , xn.
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¸óôù A = (aij) i=1,...,m

j=1,...,n
Ýíáò m × n ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò, êáé ïé ãñáììéêïß ÷þñïé

Rn êáé Rm ìå ôéò êáíïíéêÝò ôïõò âÜóåéò B = {e1, . . . , en} êáé B′ = {e′
1, . . . , e

′
m}. Áí ôá

äéáíýóìáôá ôùí Rn êáé Rm ôá ãñÜøïõìå ùò óôÞëåò, ôüôå ãéá ôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

LA ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ðßíáêá A ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B êáé B′ éó÷ýåé LAx = Ax, ãéá

êÜèå x ∈ Rn, áöïý

Aej =









a1j

...

amj









= a1j













1

0
...

0













+ · · · + amj













0
...

0

1













=
m
∑

i=1

aije
′
i, j = 1, . . . , n.

×Üñéí áðëüôçôïò ãñÜöïõìå A áíôß ãéá LA, äçëáäÞ óõìâïëßæïõìå ìå A ôüóï ôïí

m × n ðßíáêá üóï êáé ôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç LA : Rn −→ Rm, x 7→ Ax.

¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò êáé {x1, . . . , xn} ⊂ X. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí

Ðñüôáóç 3.1, õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

Rn −→ X

(α1, . . . , αn) 7→ α1x1 + · · · + αnxn.

Ç ãñáììéêÞ áõôÞ áðåéêüíéóç åßíáé, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò åýêïëá, éóïìïñöéóìüò

áêñéâþò ôüôå, áí {x1, . . . , xn} åßíáé âÜóç ôïõ X.

¸óôù X,Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, dim X = n, dim Y = m, êáé L : X −→ Y ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Óêïðüò ìáò åäþ åßíáé íá äþóïõìå ìßá ìÝèïäï ðñïóäéïñéóìïý

ìéáò âÜóçò ôçò åéêüíáò ôçò L, Ém L. Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ðñïóäéïñßæïõìå öõóéêÜ

êáé ôç äéÜóôáóç ôçò åéêüíáò ôçò L, ïðüôå, ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôýðïõ ôùí äéáóôÜóåùí,

êáé ôç äéÜóôáóç ôïõ ðõñÞíá ôçò L. ¸óôù B = {x1, . . . , xn} êáé B′ = {y1, . . . , ym}
âÜóåéò ôùí X êáé Y, áíôßóôïé÷á, êáé A ∈ Rm,n ï ðßíáêáò ôçò L ùò ðñïò B,B′. Ôüôå

ïñßæïõìå ôéò ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò,
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L1 : X −→ Rn

xi 7→ ei, i = 1, . . . , n,

A : Rn −→ Rm

x 7→ Ax,

L2 : Rm −→ Y

e′
i 7→ yi, i = 1, . . . ,m,

üðïõ {e1, . . . , en} êáé {e′
1, . . . , e

′
m} ïé êáíïíéêÝò âÜóåéò ôùí Rn êáé Rm, áíôßóôïé÷á.

Óçìåéþíïõìå üôé ìïëïíüôé ïñßóáìå ôçí áðåéêüíéóç L1 ìüíï ãéá ôá x1, . . . , xn, áõôÞ

åßíáé, óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 3.1, êáëþò ïñéóìÝíç óå üëïí ôïí X· áíôßóôïé÷á

éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí áðåéêüíéóç L2. Ôþñá Ý÷ïõìå

(L2 ◦ A ◦ L1)xj = (L2 ◦ A)(L1xj) = (L2 ◦ A)ej = L2(Aej)

= L2(a1je
′
1 + · · · + amje

′
m) = a1jL2e

′
1 + · · · + amjL2e

′
m

= a1jy1 + · · · + amjym = Lxj, j = 1, . . . , n,

åðïìÝíùò L2 ◦ A ◦ L1 = L.

ÅðåéäÞ L1(X) = Rn êáé ç L2 åßíáé éóïìïñöéóìüò, áñêåß íá õðïëïãßóïõìå ìßá

âÜóç {v1, . . . , vℓ} ôïõ A(Rm), ïðüôå ôï óýíïëï {L2v1, . . . , L2vℓ} èá áðïôåëåß âÜóç

ôïõ L1(A(Rn)), Üñá ôïõ L(X). Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï åðéôý÷áìå íá áíáãÜãïõìå ôï

ðñüâëçìÜ ìáò óôï áêüëïõèï åéäéêü ðñüâëçìá: ¸óôù A ∈ Rm,n, A : Rn −→ Rm,

x 7→ Ax. Íá ðñïóäéïñéóèåß ìßá âÜóç ôïõ A(Rn).

Ãéá ôçí áðåéêüíéóç A éó÷ýåé, ðñïöáíþò, Aej = aj , üðïõ aj åßíáé ç j−óôÞ óôÞëç

ôïõ ðßíáêá A, óõíåðþò < a1, . . . , an >⊂ Ém A. Åî Üëëïõ, áí x ∈ Rn, ôüôå x = λ1e1 +

· · · + λnen, Üñá

Ax = λ1Ae1 + · · · + λnAen = λ1a
1 + · · · + λnan,

äçëáäÞ Ax ∈< a1, . . . , an >, åðïìÝíùò Ém A ⊂< a1, . . . , an > . ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ

Ý÷ïõìå Ém A =< a1, . . . , an > . Ìßá âÜóç üìùò ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ < a1, . . . , an >

ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå åýêïëá ìå ôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò ôïõ Gauss, áí ôçí

åöáñìüóïõìå óôïí ðßíáêá AT .
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Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, ï âáèìüò ôçò ãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò A åßíáé ï

âáèìüò óôçëþí ôïõ ðßíáêá A, ÂÓ(A), âë. ôïí Ïñéóìü 4.2, ôïí ïðïßï êáëïýìå åðßóçò

âáèìü ôïõ ðßíáêá A, âáèìüò(A).

ÐáñÜäåéãìá 5.2 ¸óôù L : R4 −→ R5, L(x1, x2, x3, x4) := (0, x2−x3,−2x2+2x3, 2x1+

x2 + x3 + x4,−x1 − x3 + 2x4), ìå x = (x1, x2, x3, x4). Ï ðßíáêáò ôçò ãñáììéêÞò áðåé-

êïíßóåùò L ùò ðñïò ôéò êáíïíéêÝò âÜóåéò ôùí R4 êáé R5 åßíáé

A =

















0 0 0 0

0 1 −1 0

0 −2 2 0

2 1 1 1

−1 0 −1 2

















êáé öõóéêÜ Ý÷ïõìå

AT =













0 0 0 2 1

0 1 −2 1 0

0 −1 2 1 −1

0 0 0 1 2













.

Ï AT åßíáé ãñáììïúóïäýíáìïò ôïõ












0 1 −2 1 0

0 0 0 1 2

0 0 0 0 −5

0 0 0 0 0













,

êáé áìÝóùò óõìðåñáßíïõìå üôé ï âáèìüò ôçò L åßíáé 3, êáé üôé ôï óýíïëï

{(0, 1,−2, 1, 0), (0, 0, 0, 1, 2), (0, 0, 0, 0,−5)}

åßíáé âÜóç ôïõ L(R4).

Óôï áðïôÝëåóìá ðïõ áêïëïõèåß äåß÷íïõìå üôé ãéá íá åßíáé éóïìïñöéóìüò ìéá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ÷þñùí ôçò ßäéáò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, áñêåß áõôÞ

íá åßíáé åßôå Ýíá ðñïò Ýíá åßôå åðß. Õðåíèõìßæïõìå üôé ìåôáîý ãñáììéêþí ÷þñùí

äéáöïñåôéêÞò äéÜóôáóçò äåí õðÜñ÷ïõí öõóéêÜ éóïìïñöéóìïß. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü

ìáò äßíåé ìßá äõíáôüôçôá ãéá íá åëÝã÷ïõìå êáôÜ ðüóïí ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

åßíáé éóïìïñöéóìüò.
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ËÞììá 5.1 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé ôçò ßäéáò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, dim X =

dim Y < ∞. Áí L : X −→ Y åßíáé ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå åßíáé éóïäýíáìá:

i. Ç L åßíáé Ýíåóç, äçëáäÞ Ýíá ðñïò Ýíá.

ii. Ç L åßíáé Ýöåóç, äçëáäÞ åðß.

iii. Ç L åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç, äçëáäÞ éóïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïõ ôýðïõ ôùí äéáóôÜóåùí

dim X = dim Ém L + dim Ker L,

âë. Èåþñçìá 3.1, êáé ôçò Ðñüôáóçò 3.2, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ç L åßíáé Ýíåóç

áêñéâþò ôüôå, áí ï ðõñÞíáò ôçò ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→
Y ìåôáîý äýï ãñáììéêþí ÷þñùí X êáé Y, ìå dim X = dim Y = n, åßíáé éóïìïñöé-

óìüò, áí êáé ìüíï áí ï âáèìüò ôïõ ðßíáêá ôçò L, äçëáäÞ ï âáèìüò óôçëþí áõôïý ôïõ

ðßíáêá, åßíáé åðßóçò n.

Ðáñáäåßãìáôá 5.3

1. Ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : R6 −→ R2 äåí ìðïñåß íá åßíáé éóïìïñöéóìüò,

áöïý ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò êáé ôïõ ðåäßïõ ôéìþí ôçò åßíáé äéáöïñå-

ôéêÝò.

2. Åßíáé ç áðåéêüíéóç L : R3 −→ R3, L(x1, x2, x3) := (x1+x2, 2x1+4x3, x1−x2+x3),

éóïìïñöéóìüò;

Ç L åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç êáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý

ôçò êáé ôïõ ðåäßïõ ôéìþí ôçò åßíáé ßäéåò. Åðéðñüóèåôá, ï ðßíáêáò A ôçò L ùò ðñïò

ôçí êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ R3 åßíáé

A =







1 1 0

2 0 4

1 −1 1







êáé öõóéêÜ Ý÷ïõìå

AT =







1 2 1

1 0 −1

0 4 1






.
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Ï AT åßíáé ãñáììïúóïäýíáìïò ôùí







1 2 1

0 −2 −2

0 4 1

,













1 2 1

0 −2 −2

0 0 3






,

Üñá ï âáèìüò ôçò L åßíáé ôñßá, óõìðßðôåé äçëáäÞ ìå ôç äéÜóôáóç ôïõ R3, åðïìÝíùò

ç L åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Ïñéóìüò 5.3 ¸íáò ôåôñáãùíéêüò ðßíáêáò A ∈ Rn,n ëÝãåôáé áíôéóôñÝøéìïò, áí õðÜñ÷åé

ðßíáêáò A′ ∈ Rn,n, ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé A′A = AA′ = In.

Ç åýêïëç áðüäåéîç ôçò åðüìåíçò ðáñáôÞñçóçò áöÞíåôáé ùò ¶óêçóç, âë. ¶óêç-

óç 5.4.

ÐáñáôÞñçóç 5.1 Ôï óýíïëï GLn(R) ôùí n × n áíôéóôñÝøéìùí ðéíÜêùí, GLn(R) :=

{A ∈ Rn,n : A áíôéóôñÝøéìïò} åßíáé ìå ðñÜîç ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí ïìÜäá.

Åýêïëá ôþñá ïäçãïýìåèá óôï óõìðÝñáóìá üôé ï áíôßóôñïöïò åíüò áíôéóôñÝøé-

ìïõ ðßíáêá åßíáé ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíïò:

Ðüñéóìá 5.1 Áí A ∈ Rn,n Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò, ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò ðßíá-

êáò A′ ∈ Rn,n, ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé A′A = AA′ = In.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôçò ÐáñáôÞñçóçò 5.1 êáé ôïõ ËÞììá-

ôïò 1.1.

Ôïí, óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíï áíôß-

óôñïöï åíüò áíôéóôñÝøéìïõ ðßíáêá A èá ôïí óõìâïëßæïõìå ìå A−1.

Óôçí áêüëïõèç Ðñüôáóç äßíïõìå Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ãéá áíôéóôñÝøéìïõò ðßíá-

êåò:

Ðñüôáóç 5.1 ¸íáò ôåôñáãùíéêüò n × n ðßíáêáò A ∈ Rn,n åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, áí êáé

ìüíï áí ï âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò óôÞëåò, ÂÓ(A), åßíáé n.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáô’ áñ÷Þí üôé ï ðßíáêáò åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, êáé Ýóôù A−1

ï áíôßóôñïöüò ôïõ. Ôüôå ïé áðåéêïíßóåéò A : Rn −→ Rn, x 7→ Ax, êáé A−1 :

Rn −→ Rn, x 7→ A−1x, åßíáé ãñáììéêÝò, êáé ïé áíôßóôïé÷ïé ðßíáêÝò ôïõò ùò ðñïò
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ôçí êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Rn åßíáé A êáé A−1, áíôßóôïé÷á. Ãéá ôç óýíèåóç A−1 ◦ A

éó÷ýåé:

A−1 ◦ A : Rn −→ Rn, (A−1 ◦ A)x = A−1(Ax) = (A−1A)x = Inx = x,

óõíåðþò ç A åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá, ïðüôå, êáôÜ ôï ËÞììá 5.1, åßíáé éóïìïñöéóìüò, êáé

åðïìÝíùò Ý÷ïõìå ÂÓ(A) = n.

Áíôßóôñïöá ôþñá, áí ÂÓ(A) = n, ôüôå ç áðåéêüíéóç A åßíáé åðß, ïðüôå, îáíÜ

óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 5.1, åßíáé éóïìïñöéóìüò. ÅðïìÝíùò õðÜñ÷åé ç áíôßóôñïöç

áðåéêüíéóç ôçò A, ç A−1. Ï ðßíáêáò ôçò áðåéêüíéóçò A−1 ◦ A ùò ðñïò ôçí êáíïíéêÞ

âÜóç ôïõ Rn åßíáé A−1A, êáé åðåéäÞ ç A−1 ◦ A åßíáé ç ôáõôüôçôá óôïí Rn èá Ý÷ïõìå

A−1A = In. Áêñéâþò áíôßóôïé÷á áðïäåéêíýåôáé êáé üôé AA−1 = In.

Óôçí áêüëïõèç Ðñüôáóç äßíïõìå ìßá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé Ýíáò ôåôñáãù-

íéêüò ðßíáêáò áíôéóôñÝøéìïò. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ðáñïõóéÜæåé åíäéáöÝñïí, ãéáôß

ôÝôïéïé ðßíáêåò åìöáíßæïíôáé óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò. Ç åýêïëç áðüäåéîç áöÞíåôáé

ùò ¶óêçóç, âë. ¶óêçóç 6.2.

Ðñüôáóç 5.2 ¸óôù A Ýíáò n × n ðßíáêáò, A ∈ Rn,n. Áí éó÷ýåé

(5.1)

n
∑

j=1

j 6=i

|aij | < |aii|, i = 1, . . . , n,

ôüôå ï ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

Ðßíáêåò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí (5.1) ëÝãïíôáé äéáãþíéá õðÝñôåñïé· óõíþíõìá ëÝìå

üôé Ý÷ïõí áõóôçñÜ êõñéáñ÷éêÞ äéáãþíéï.

¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé ôçò ßäéáò äéÜóôáóçò, dim X = dim Y = n,

êáé B1 = {x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn}, âÜóåéò ôùí X êáé Y, áíôßóôïé÷á. ¸óôù

åðßóçò L : X −→ Y ìßá áìöéìïíïóÞìáíôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Áí A åßíáé ï

ðßíáêáò ôçò L, ôüôå, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò åýêïëá, ï ðßíáêáò ôçò L−1, ùò ðñïò

ôéò ßäéåò âÜóåéò, åßíáé ï áíôßóôñïöïò ôïõ A, A−1.

Ðñüôáóç 5.3 ¸óôù X êáé Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, dim X = dim Y = n, êáé B1 =

{x1, . . . , xn}, B2 = {y1, . . . , yn}, âÜóåéò ôùí X êáé Y, áíôßóôïé÷á. ¸óôù åðßóçò L :

X −→ Y ìßá áìöéìïíïóÞìáíôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Áí A åßíáé ï ðßíáêáò ôçò L, ôüôå

ï ðßíáêáò ôçò L−1, ùò ðñïò ôéò ßäéåò âÜóåéò, åßíáé A−1.
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Áðüäåéîç. ¸óôù B ï ðßíáêáò ôçò L−1. Ôüôå, ï ðßíáêáò ôçò áðåéêüíéóçò L ◦ L−1,

ç ïðïßá åßíáé öõóéêÜ ç ôáõôüôçôá óôïí X, åßíáé AB, óõíåðþò AB = In. Áêñéâþò

áíôßóôïé÷á âëÝðåé êáíåßò üôé êáé BA = In, ïðüôå B = A−1.

ÁëëáãÞ âÜóåùò. Óôç óõíÝ÷åéá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí áëëáãÞ âÜóåùò. Óõãêåêñé-

ìÝíá, èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ôï åîÞò ðñüâëçìá: ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé

{x1, . . . , xn} êáé {y1, . . . , yn} âÜóåéò ôïõ X. Áí x ∈ X, x = α1x1 + · · · + αnxn, ôüôå

ðïéåò åßíáé ïé óõíéóôþóåò ôïõ x ùò ðñïò ôç âÜóç {y1, . . . , yn};

Óôçí ðñÜîç ôá y1, . . . , yn äßíïíôáé ùò ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôùí x1, . . . , xn· ãéá

áõôüí ôï ëüãï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï áíùôÝñù ðñüâëçìá óå áõôÞ ôçí åéäéêÞ ðåñß-

ðôùóç. ¸óôù ëïéðüí

yj =
n
∑

i=1

aijxi, j = 1, . . . , n.

Áí β1, . . . , βn åßíáé ïé (Üãíùóôåò ðñïò ôï ðáñüí) óõíéóôþóåò ôïõ x ùò ðñïò y1, . . . , yn,

èá Ý÷ïõìå:

x =
n
∑

j=1

βjyj =
n
∑

j=1

βj

(

n
∑

i=1

aijxi

)

=
n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

βjaij

)

xi =
n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijβj

)

xi ,

óõíåðþò, ìå

A :=













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

an1 an2 . . . ann













Ý÷ïõìå

(5.2)









α1

...

αn









= A









β1

...

βn









.
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ÈÝôïõìå ôþñá

B =













b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

...
...

...

bn1 bn2 . . . bnn













ìå Üãíùóôïí áõôÞ ôç öïñÜ ðßíáêá B êáé

xj =

n
∑

i=1

bijyi, j = 1, . . . , n,

êáé, üðùò óôçí (5.2), èá Ý÷ïõìå

(5.3)









β1

...

βn









= B









α1

...

αn









.

Áðü ôéò (5.2) êáé (5.3) ëáìâÜíïõìå áìÝóùò

(5.4)









β1

...

βn









= BA









β1

...

βn









,









α1

...

αn









= AB









α1

...

αn









.

Ëüãù ôïõ üôé ç (5.4) éó÷ýåé ãéá ôõ÷üíôá äéáíýóìáôá (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) ∈ Rn,

óõìðåñáßíïõìå üôé B = A−1, êáé ç (5.3) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(5.5)









β1

...

βn









= A−1









α1

...

αn









.

Ãéá íá áðáíôÞóïõìå óôï áñ÷éêü ìáò ðñüâëçìá, ëïéðüí, áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå

ôïí ðßíáêá A−1. Ìå áõôü ôï èÝìá èá Ý÷ïõìå ôçí åõêáéñßá íá áó÷ïëçèïýìå óôç óõ-

íÝ÷åéá.

Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ç (5.5) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

(5.6) A









β1

...

βn









=









α1

...

αn









.

Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé ðïëý êáôáëëçëüôåñç ãéá ôçí ðñÜîç, üðùò èá äïýìå óôç óõ-

íÝ÷åéá, áöïý ï õðïëïãéóìüò ôïõ (β1, . . . , βn) áðáéôåß ôþñá ìüíï ôçí åðßëõóç åíüò
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ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò, ãéá ôçí ïðïßá ðáñáðÝìðïõìå óôï åðüìåíï ÊåöÜëáéï, áëëÜ

ü÷é ôçí áíôéóôñïöÞ åíüò ðßíáêá. Áñãüôåñá èá äïýìå üôé ç áíôéóôñïöÞ åíüò ðßíáêá

åßíáé ðïëý äáðáíçñüôåñç äéáäéêáóßá áðü ôçí åðßëõóç åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò.

5.3. ÁóêÞóåéò

5.1. ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí ç áðåéêüíéóç L : R3 −→ R4, L(x1, x2, x3) := (x1, x1 +

x2 − x3, 3x1 + 5x2, 4x2 − 2x3), åßíáé ãñáììéêÞ. Ðñïóäéïñßóôå ôïí ðßíáêá ôçò L ùò

ðñïò ôéò êáíïíéêÝò âÜóåéò ôùí R3 êáé R4, ôï âáèìü ôçò êáé ìßá âÜóç ôïõ ãñáììéêïý

÷þñïõ L(R3).

5.2. ¸óôù L ç áðåéêüíéóç L : R3 −→ R2, L(x1, x2, x3) := (x1 + 2x2 + 3x3, x2 −
2x3), êáé B := {(1, 2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)} ⊂ R3. Åßíáé ôï óýíïëï B âÜóç ôïõ R3;

Ðñïóäéïñßóôå ôïí ðßíáêá ôçò L ùò ðñïò B êáé ôçí êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ R2.

5.3. ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí ç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : R4 −→ R4, L(x1, x2, x3, x4) :=

(x1 + 2x2 + 4x3, x1 + 3x3 + 2x4, 2x1 − x2 − x3 + 4x4,−5x1 + 7x2 − 3x3 + x4), åßíáé

éóïìïñöéóìüò.

5.4. Áðïäåßîôå üôé ôï óýíïëï GLn(R) ôùí n×n áíôéóôñÝøéìùí ðéíÜêùí, GLn(R) :=

{A ∈ Rn,n : A áíôéóôñÝøéìïò} åßíáé ìå ðñÜîç ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí ïìÜäá.

5.5. ¸óôù X,Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé, êáé Ýóôù üôé ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L :

X −→ Y åßíáé éóïìïñöéóìüò. Áí x1, . . . , xn åßíáé äéáíýóìáôá ôïõ X, áðïäåßîôå üôé,

áí ôá Lx1, . . . , Lxn åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå êáé ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ

åîáñôçìÝíá.

5.6. Èåùñïýìå ôç ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : R3 −→ R3, L(x, y, z) := (x+2y−z, y+

2z, 3x + z). ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

i. Áí x1, x2 ∈ R3, êáé ôá Lx1, Lx2 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå êáé ôá x1, x2 åßíáé

ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

ii. Áí x1, x2, x3 ∈ R3, êáé ôá Lx1, Lx2, Lx3 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá, ôüôå êáé ôá

x1, x2, x3 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.



6. ÃñáììéêÜ ÓõóôÞìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìåëåôÜìå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá, äçëáäÞ ãñáììéêÝò “åîéóþ-

óåéò” ìåôáîý ÷þñùí ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. ÐÝñá áðü ôç èåùñçôéêÞ ôïõò óçìá-

óßá, ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá åìöáíßæïíôáé ðïëý óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò, ç ðñïóÝããéóç

ôçò ëýóçò ðïëýðëïêùí ðñïâëçìÜôùí áíÜãåôáé, êáôÜ êáíüíá, óôçí åðßëõóç ãñáììé-

êþí óõóôçìÜôùí.

¸óôù m êáé n äýï öõóéêïß áñéèìïß, aij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, êáé

bi ∈ R, i = 1, . . . ,m. ¸íá óýóôçìá åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò

(6.1)























a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

ëÝãåôáé ãñáììéêü óýóôçìá ìå áãíþóôïõò x1, . . . , xn. Ï ðßíáêáò A,

A =









a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn









,

ëÝãåôáé ðßíáêáò óõíôåëåóôþí Þ áðëþò ðßíáêáò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.1). Ôï

äéÜíõóìá b,

b :=









b1

...

bm









∈ Rm ,

ëÝãåôáé óôáèåñüò üñïò ôïõ óõóôÞìáôïò (6.1). Ìå

x :=









x1

...

xn









∈ Rn

69



70 6. ÃÑÁÌÌÉÊÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ

ôï óýóôçìá (6.1) ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(6.1′) Ax = b.

¸íá äéÜíõóìá x ∈ Rn ëÝãåôáé ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò (6.1), áí éó÷ýåé Ax = b.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, óçìåéþíïõìå üôé ôï

ãñáììéêü óýóôçìá (6.1) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá óôç ìïñöÞ

x1









a11

...

am1









+ · · · + xn









a1n

...

amn









=









b1

...

bm









.

Áõôü ìáò ïäçãåß áìÝóùò óå Ýíá ðïëý åýêïëï ìåí, ó÷åäüí ôáõôïëïãßá, óõìðÝñáóìá,

ôï ïðïßï üìùò óõíôåëåß ïõóéáóôéêÜ óôçí êáôáíüçóç ôïõ ðåñéå÷ïìÝíïõ áõôïý ôïõ

Êåöáëáßïõ, äçëáäÞ óôï üôé ôï ãñáììéêü óýóôçìá (6.1) Ý÷åé áêñéâþò ôüôå ëýóç, áí

ôï äéÜíõóìá b ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí óôçëþí ôïõ ðßíáêá

A ôïõ óõóôÞìáôïò.

6.1. ÏìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá

Êáô’ áñ÷Þí èá áó÷ïëçèïýìå ìå ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá, äçëáäÞ ìå ãñáì-

ìéêÜ óõóôÞìáôá ìå óôáèåñü üñï ìçäÝí,

(6.2)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0 .

×þñïò ëýóåùí ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.2) ëÝãåôáé ôï óýíïëï Λ := {x ∈ Rn :

Ax = 0}. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá äïýìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí ïìï-

ãåíþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé ï ÷þñïò ëýóåùí ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞ-

ìáôïò (6.2) åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé èá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò

äéÜóôáóÞò ôïõ êáé ôïõ âáèìïý ôïõ ðßíáêá A.

Ðñüôáóç 6.1 ¸óôù A = (aij) Ýíáò m × n ðßíáêáò. Ï ÷þñïò ëýóåùí ôïõ ïìïãåíïýò

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.2), Λ := {x ∈ Rn : Ax = 0}, åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Rn, êáé ãéá

ôç äéÜóôáóÞ ôïõ éó÷ýåé dim Λ = n − âáèìüò(A).
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Áðüäåéîç. Ï Λ åßíáé ðñïöáíþò ï ðõñÞíáò ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò A : Rn −→
Rm, x 7→ Ax. ÅðïìÝíùò ï Λ åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Rn, êáé ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç ãéá ôç

äéÜóôáóÞ ôïõ Ýðåôáé áðü ôïí ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí, âë. Èåþñçìá 3.1.

Óêïðüò ìáò ôþñá åßíáé íá äþóïõìå ìßá ìÝèïäï ðñïóäéïñéóìïý üëùí ôùí ëýóåùí

åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò. Óôçí ðåñßðôùóç åíüò ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìá-

ôïò, áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá âÜóç {u1, . . . , uℓ} ôïõ ÷þñïõ ëýóåþí ôïõ Λ, áöïý,

öõóéêÜ, ç âÜóç êáèïñßæåé ðëÞñùò ôï ãñáììéêü ÷þñï.

Âáóéêü ñüëï óôç äéáäéêáóßá åðßëõóçò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí ðáßæåé ôï áêü-

ëïõèï áðïôÝëåóìá:

ËÞììá 6.1 ¸óôù A Ýíáò m × n ðßíáêáò êáé S Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò m × m ðßíáêáò. Ôüôå

ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá Ax = 0 êáé (SA)x = 0 Ý÷ïõí ôïõò ßäéïõò ÷þñïõò ëýóåùí.

Áðüäåéîç. ¸óôù x ìßá ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = 0. Ôüôå, (SA)x =

S(Ax) = S0 = 0, äçëáäÞ ôï x åßíáé ëýóç êáé ôïõ äåýôåñïõ óõóôÞìáôïò.

Áíôßóôñïöá ôþñá, Ýóôù x ìßá ëýóç ôïõ (SA)x = 0. Ôüôå, Ax = (S−1S)Ax =

S−1(SAx) = S−10 = 0, äçëáäÞ ôï x åßíáé ëýóç êáé ôïõ ðñþôïõ óõóôÞìáôïò.

Ïñéóìüò 6.1 Äýï ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá Ax = b êáé Bx = c ëÝãïíôáé éóïäýíáìá, áí

êÜèå ëýóç ôïõ åíüò åßíáé êáé ëýóç ôïõ Üëëïõ.

Áí A Ýíáò m×n ðßíáêáò êáé S Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò m×m ðßíáêáò, ôüôå, óýìöùíá

ìå ôï ËÞììá 6.1, ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá Ax = 0 êáé SAx = 0 åßíáé éóïäýíáìá.

Èåùñïýìå ôþñá ðßíáêåò Si(λ), Qj
i ∈ Rm,m, i, j = 1, . . . ,m, j 6= i, ìå λ 6= 0, ôçò

åîÞò ìïñöÞò

(6.3) Si(λ) =





























1 0
. . .

1

λ

1
. . .

0 1





























,
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äçëáäÞ Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá ìå λ óôç èÝóç (i, i) êáé ìïíÜäåò üëá ôá Üëëá óôïé÷åßá

ôçò äéáãùíßïõ, êáé

(6.4) Qj
i =































1 0
. . .

1 1
. . .

1
. . .

0 1































,

äçëáäÞ Ýíáí ðßíáêá ìå ìïíÜäåò óôç äéáãþíéï êáé óôç èÝóç (i, j) êáé ìçäåíéêÜ üëá

ôá Üëëá óôïé÷åßá ôïõ. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé ïé ðßíáêåò áõôïß åßíáé áíôéóôñÝ-

øéìïé, êáé ïé áíôßóôñïöïß ôïõò åßíáé
(

Si(λ)
)−1

= Si(
1
λ
) êáé

(

Qj
i

)−1
=































1 0
. . .

1 −1
. . .

1
. . .

0 1































.

¼óïí áöïñÜ ôç äñÜóç ôùí ðéíÜêùí ôçò ìïñöÞò (6.3) êáé (6.4), åýêïëá âëÝðïõìå

üôé ðïëëáðëáóéáóìüò åíüò ðßíáêá A áðü áñéóôåñÜ ìå ôïí ðßíáêá Si(λ) óçìáßíåé

ðïëëáðëáóéáóìü ôçò i−óôÞò ãñáììÞò ôïõ A åðß λ, åíþ ðïëëáðëáóéáóìüò ìå ôïí

ðßíáêá Qj
i , ãéá j 6= i, óçìáßíåé ðñüóèåóç ôçò j−óôÞò ãñáììÞò ôïõ A óôçí i−óôÞ

ãñáììÞ ôïõ,

Si(λ)



















a1

...

ai

...

am



















=



















a1

...

λai

...

am



















,
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Qj
i































a1

...

ai

...

aj

...

am































=































a1

...

ai + aj

...

aj

...

am































.

Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï åêöñÜóáìå ëïéðüí ôïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáì-

ìþí ôçò ìïñöÞò i. êáé ii. ùò ðïëëáðëáóéáóìü áðü áñéóôåñÜ ìå Ýíáí êáôÜëëçëï

ðßíáêá. ÅðáíåéëçììÝíç åöáñìïãÞ ìáò äßíåé, öõóéêÜ, êáé ôïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôá-

ó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí ôçò ìïñöÞò iii. êáé iv..

Ðßíáêåò ôçò ìïñöÞò (6.3) êáé (6.4) êáèþò êáé ïé áíôßóôñïöïß ôïõò êáëïýíôáé óôïé-

÷åéþäåéò.

ÁíÜëïãá ìå ôïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí åéóÜãïõìå ôþñá êáé

ôïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò óôçëþí.

Ïñéóìüò 6.2 ¸óôù Ýíáò ðßíáêáò A ∈ Rm,n. Ïé áêüëïõèåò áíáêáôáôÜîåéò óôçëþí ôïõ

A ëÝãïíôáé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß óôçëþí ôïõ A:

i. Ãéá Ýíáí ìç ìçäåíéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü λ êáé êÜðïéï j ∈ {1, . . . ,m}, áíôéêáèé-

óôïýìå ôçí j−óôÞ óôÞëç ôïõ A,








a1j

...

amj









ìå








λa1j

...

λamj









,

óõìâïëéêÜ

(. . . aj . . . ) 7−→ (. . . λaj . . . ) .

ii. Áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ óôÞëç ôïõ A ìå ôï Üèñïéóìá ôçò i−óôÞò êáé ôçò

j−óôÞò óôÞëçò ôïõ,

(. . . ai . . . aj . . . ) 7−→ (. . . ai + aj . . . aj . . . ) .
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iii. Áíôéêáèéóôïýìå ôçí i−óôÞ óôÞëç ôïõ A ìå ôï Üèñïéóìá ôçò i−óôÞò êáé ôïõ

ðïëëáðëÜóéïõ ôçò j−óôÞò óôÞëçò ôïõ åðß Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü λ,

(. . . ai . . . aj . . . ) 7−→ (. . . ai + λaj . . . aj . . . ) .

iv. ÁíôáëëÜóóïõìå ôçí i−óôÞ êáé ôç j−óôÞ óôÞëç ôïõ A,

(. . . ai . . . aj . . . ) 7−→ (. . . aj . . . ai . . . ) .

Óçìåéþíïõìå üôé, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç óôïé÷åéùäþí ìåôáó÷çìáôéóìþí ãñáì-

ìþí, ïé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß óôçëþí iii. êáé iv. ðñïêýðôïõí ìå åðáíåéëçì-

ìÝíç åöáñìïãÞ ìåôáó÷çìáôéóìþí ôçò ìïñöÞò i. êáé ii..

Åðßóçò, îáíÜ üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç óôïé÷åéùäþí ìåôáó÷çìáôéóìþí ãñáì-

ìþí, ïé óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß óôçëþí ôçò ìïñöÞò i. êáé ii. ìðïñïýí íá

åêöñáóèïýí ùò ðïëëáðëáóéáóìüò, áõôÞ ôç öïñÜ áðü äåîéÜ, ìå Ýíáí êáôÜëëçëï ðß-

íáêá ôçò ìïñöÞò (6.3) Þ (6.4). ÐñáãìáôéêÜ, ðïëëáðëáóéáóìüò åíüò ðßíáêá A áðü äå-

îéÜ ìå ôïí ðßíáêá Si(λ) óçìáßíåé ðïëëáðëáóéáóìü ôçò i−óôÞò óôÞëçò ôïõ A åðß λ,

åíþ ðïëëáðëáóéáóìüò ìå ôïí ðßíáêá Qi
j, ãéá j 6= i, óçìáßíåé ðñüóèåóç ôçò j−óôÞò

óôÞëçò ôïõ A óôçí i−óôÞ óôÞëç ôïõ,

(a1 . . . ai . . . an)Si(λ) = (a1 . . . λai . . . an),

(a1 . . . ai . . . aj . . . an)Qi
j = (a1 . . . ai + aj . . . aj . . . an),

üðïõ óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, öõóéêÜ, Si(λ), Qi
j ∈ Rn,n, i, j = 1, . . . , n, j 6= i ðá-

ñáôçñÞóôå üôé áíáöåñüìáóôå óôïí ðïëëáðëáóéóìü áðü äåîéÜ ìå Qi
j êáé ü÷é ìå Qj

i .

ÅðáíåéëçììÝíç åöáñìïãÞ ìáò äßíåé, öõóéêÜ, êáé ôïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôé-

óìïýò óôçëþí ôçò ìïñöÞò iii. êáé iv..

Èá äïýìå ôþñá üôé ï ðïëëáðëáóéóìüò åíüò ðßíáêá ìå ðßíáêåò ôçò ìïñöÞò (6.3)

êáé (6.4), åßôå áðü áñéóôåñÜ åßôå áðü äåîéÜ, áöÞíåé ôï âáèìü ôïõ ðßíáêá ùò ðñïò ôéò

óôÞëåò áíáëëïßùôï.

Ðñüôáóç 6.2 ¸óôù A = (aij) Ýíáò m×n ðßíáêáò, êáé Si(λ), Qj
i ðßíáêåò ôçò ìïñöÞò (6.3)

êáé (6.4). Ôüôå ïé ðßíáêåò Si(λ)A,ASi(λ), Qj
iA,AQj

i Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü ùò ðñïò ôéò

óôÞëåò ìå ôïí ðßíáêá A.

Áðüäåéîç. Êáô’ áñ÷Þí, ðïëëáðëáóéáóìüò ôïõ A áðü äåîéÜ ìå Ýíáí ðßíáêá Si(λ) Þ

Qj
i Ý÷åé ùò óõíÝðåéá Ýíáí óôïé÷åéþäç ìåôáó÷çìáôéóìü óôçëþí ôïõ A. ÅðïìÝíùò ïé
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äéáíõóìáôéêïß ÷þñïé ôïõò ïðïßïõò ðáñÜãïõí ïé óôÞëåò ôùí ðéíÜêùí ASi(λ), AQj
i êáé

A óõìðßðôïõí, óõíåðþò êáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõò åßíáé ßäéåò.

ÃåíéêÜ ãéá Ýíáí áíôéóôñÝøéìï m×m ðßíáêá S, Ý÷ïõìå, ìå A = (a1 . . . an), SA =

(Sa1 . . . San), êáé, åðåéäÞ ç áðåéêüíéóç S : Rm −→ Rm åßíáé éóïìïñöéóìüò,

éó÷ýåé

dim < a1 . . . an >= dim < Sa1 . . . San >,

ãåãïíüò ðïõ áðïäåéêíýåé êáé ôï õðüëïéðï ìÝñïò ôçò Ðñüôáóçò.

Èá äïýìå ôþñá üôé ï âáèìüò åíüò ðßíáêá ùò ðñïò ôéò óôÞëåò, óõíåðþò êáé ï

âáèìüò ôïõ ðßíáêá, êáé ï âáèìüò ôïõ ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò óõìðßðôïõí, ïðüôå óôç

óõíÝ÷åéá èá ìðïñïýìå íá ìéëÜìå áðëþò ãéá ôï âáèìü åíüò ðßíáêá.

Ðñüôáóç 6.3 ¸óôù A = (aij) Ýíáò m × n ðßíáêáò. Ôüôå ï âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò

óôÞëåò éóïýôáé ìå ôï âáèìü ôïõ ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò.

Áðüäåéîç. ¸óôù B Ýíáò êëéìáêùôüò ðßíáêáò, ãñáììïúóïäýíáìïò ôïõ A. Ôüôå, ðñï-

öáíþò, ïé A êáé B Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò, êáé, åðéðñüóèåôá,

óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 6.2, Ý÷ïõí êáé ôïí ßäéï âáèìü ùò ðñïò ôéò óôÞëåò, Ýóôù

r. Ôïí B ìðïñïýìå ôüôå, ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò óôçëþí, ïé ïðïßïé âÝ-

âáéá áöÞíïõí ôïí âáèìü ôïõ ùò ðñïò ôéò óôÞëåò áíáëëïßùôï, íá ôïí ãñÜøïõìå óôç

ìïñöÞ

(

Ir 0

0 0

)

,

êáé áìÝóùò óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ï âáèìüò ôïõ B ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò åßíáé åðßóçò

r. ÅðïìÝíùò, ïé âáèìïß ôïõ A, ôüóï ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò üóï êáé ùò ðñïò ôéò óôÞëåò,

åßíáé r.

¸óôù ôþñá Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá Ax = 0 ìå A ∈ Rm,n. Ôï óýóôçìá

áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá óýóôçìá Bx = 0 ìå B Ýíáí êëéìáêùôü ðßíáêá,
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B =


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



























b1j1 ⋆ . . .

b2j2 ⋆ . . .

b3j3 . . .
. . .

brjr
. . .

0

































,

üðïõ ïé ðñþôåò r ãñáììÝò åßíáé ìç ìçäåíéêÝò, ïé õðüëïéðåò ìçäåíéêÝò, êáé ôá ðñþôá

ji − 1 óôïé÷åßá ôçò i−óôÞò ãñáììÞò åßíáé åðßóçò ìçäÝí, ãéá i = 1, . . . , r. Óýìöùíá ìå

ôéò ÐñïôÜóåéò 6.1 êáé 6.3, ç äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí Λ ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìá-

ôïò Bx = 0, ï ïðïßïò åßíáé, öõóéêÜ, êáé ÷þñïò ëýóåùí ôïõ Ax = 0, åßíáé n − r,

(6.5) dim Λ = n − r.

Ðñïò áðëïðïßçóç ôùí óõìâïëéóìþí, êáé ÷ùñßò ðåñéïñéóìü ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝ-

ôïõìå üôé j1 = 1, . . . , jr = r, áöïý áõôü ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ìå êáôÜëëçëç åíáëëáãÞ

óôçëþí, äçëáäÞ ìå êáôÜëëçëç áñßèìçóç ôùí áãíþóôùí. Ï ðßíáêáò B èá åßíáé ôüôå

ôçò ìïñöÞò

B =

































b11 ⋆ . . .

b22 ⋆ . . .

b33 . . .
. . .

brr . . .

0

































.

Ìå µ := n − r êáé λ1, . . . , λµ ∈ R, åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá

x ∈ Rn ìå x = (x1, . . . , xr, λ1, . . . , λµ) ∈ Λ. ÐñáãìáôéêÜ, ç åîßóùóç r ôïõ óõóôÞìáôïò

Bx = 0 åßíáé brrxr +br,r+1λ1 + · · ·+brnλµ = 0, êáé, áöïý brr 6= 0, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá

xr ðïõ éêáíïðïéåß áõôÞ ôç ó÷Ýóç. Áðü ôçí åîßóùóç r−1 ðñïóäéïñßæåôáé ìïíïóÞìá-

íôá ôï xr−1 êáé ïýôù êáè’ åîÞò, êáé, ôÝëïò, áðü ôçí ðñþôç åîßóùóç ðñïóäéïñßæåôáé

ìïíïóÞìáíôá ôï x1.
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¸÷ïõìå äçëáäÞ ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

G : Rµ −→ Rn

(λ1, . . . , λµ) 7→ (x1, . . . , xr, λ1, . . . , λµ)

ç ïðïßá åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé G(Rµ) ⊂ Λ. ÅðåéäÞ ç äéÜ-

óôáóç ôïõ Λ åßíáé, ðñïöáíþò, µ, óýìöùíá ìå ôïí ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí èá éó÷ýåé

dim G(Rµ) = µ, óõíåðþò G(Rµ) = Λ.

Áí ëïéðüí {e1, . . . , eµ} ç êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Rµ, ôüôå {G(e1), . . . , G(eµ)} åßíáé ìßá

âÜóç ôïõ Λ.

ÐáñÜäåéãìá 6.1 Èåùñïýìå ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá

(6.6)































x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 0

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x2 + 2x4 + x5 − 2x6 = 0

x3 − x4 + 2x6 − x7 = 0

x2 + x3 + x4 + x7 = 0 .

Ï ðßíáêáò óõíôåëåóôþí áõôïý ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò åßíáé

A =

















0 1 0 2 −1 −4 0

0 0 1 −1 −1 2 1

0 1 0 2 1 −2 0

0 0 1 −1 0 2 −1

0 1 1 1 0 0 1

















,

ï ïðïßïò åßíáé ãñáììïúóïäýíáìïò ìå ôïí êëéìáêùôü ðßíáêá

B =

















0 1 0 2 −1 −4 0

0 0 1 −1 −1 2 1

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0

















.

ÅðïìÝíùò, ç äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = 0 åßíáé

µ = 7−âáèìüò(A) = 7−âáèìüò(B) = 7 − 4 = 3. Ôï óýóôçìá åßíáé éóïäýíáìï ðñïò
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ôï óýóôçìá Bx = 0, äçëáäÞ ðñïò ôï

(6.7)























x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 0

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x5 + x6 = 0

x6 + 2x7 = 0 .

Ìå x1 = λ1, x4 = λ2 êáé x7 = λ3 (ìíçìïíéêüò êáíüíáò: óôçí ðñþôç, óôçí ôÝôáñôç

êáé óôçí Ýâäïìç óôÞëç ôïõ B äåí åìöáíßæïíôáé ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá óôéò ãùíßåò

ôçò êëßìáêáò) Ý÷ïõìå áðü áõôü ôï ãñáììéêü óýóôçìá

(6.8)































x6 = −2x7 = −2λ3

x5 = −x6 = 2λ3

x3 = x4 + x5 − 2x6 − x7 = λ2 + 5λ3

x2 = −2x4 + x5 + 4x6 = −2λ2 − 6λ3 .

Ï ÷þñïò ëýóåùí Λ åßíáé åðïìÝíùò ç åéêüíá ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò

G : R3 −→ R7

(λ1, λ2, λ3) 7→ (λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3) ,

ç ïðïßá åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá. Ìå

G(1, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) =: u1

G(0, 1, 0) = (0,−2, 1, 1, 0, 0, 0) =: u2

G(0, 0, 1) = (0,−6, 5, 0, 2,−2, 1) =: u3 ,

Ý÷ïõìå åðïìÝíùò Λ =< u1, u2, u3 > .

Ôï ãåãïíüò áõôü ìðïñåß êáíåßò íá ôï äéáôõðþóåé ìå Üëëá ëüãéá ùò åîÞò: Óýìöù-

íá ìå ôçí (6.8), ìå ôõ÷áßåò ðáñáìÝôñïõò λ1, λ2 êáé λ3, ïé ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (6.7)

ãñÜöïíôáé óôç ìïñöÞ (λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3). Ôþñá

(λ1,−2λ2 − 6λ3, λ2 + 5λ3, λ2, 2λ3,−2λ3, λ3) =

= λ1(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) + λ2(0,−2, 1, 1, 0, 0, 0) + λ3(0,−6, 5, 0, 2,−2, 1) =

= λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 ,

äçëáäÞ Λ =< u1, u2, u3 > .



6.2. ÏÌÏÐÁÑÁËËÇËÉÊÏÉ ÕÐÏ×ÙÑÏÉ ÊÁÉ ÌÇ ÏÌÏÃÅÍÇ ÃÑÁÌÌÉÊÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ 79

6.2. Ïìïðáñáëëçëéêïß õðü÷ùñïé êáé ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ìåëåôÞóïõìå ãåíéêÜ, ü÷é êáô’ áíÜãêç ïìïãåíÞ, ãñáììé-

êÜ óõóôÞìáôá êáé èá ãíùñßóïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ôùí ëýóåþí ôïõò.

¸óôù

A ∈ Rm,n, x =









x1

...

xn









, êáé b =









b1

...

bm









.

Ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b ëÝãåôáé ìç ïìïãåíÝò, áí b 6= 0. Ôï óýíïëï ëýóåùí

{x ∈ Rn : Ax = b} äåí åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Rn, áí b 6= 0.

Ïñéóìüò 6.3 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé Y Ýíá õðïóýíïëï ôïõ X. Ôï Y ëÝ-

ãåôáé ïìïðáñáëëçëéêüò õðü÷ùñïò ôïõ X, áí õðÜñ÷ïõí Ýíá y1 ∈ X êáé Ýíáò õðü÷ùñïò

Y1 ôïõ X, Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé

Y = y1 + Y1 := {y ∈ X : y = y1 + x, x ∈ Y1}.

Èá äïýìå áìÝóùò ôþñá üôé ï õðü÷ùñïò Y1, ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜðïéïí ïìïðá-

ñáëëçëéêü õðü÷ùñï üðùò óôïí áíùôÝñù ïñéóìü, ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá· áíôßèåôá

ôï y1 ìðïñåß íá åßíáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óôïé÷åßï ôïõ Y.

ËÞììá 6.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, Y1 Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X êáé y1 ∈ X. Ãéá ôïí

ïìïðáñáëëçëéêü õðü÷ùñï Y := y1 + Y1 éó÷ýïõí:

i. Ãéá êÜèå y ∈ Y, Y = y + Y1.

ii. Áí Y1, Y2 õðü÷ùñïé ôïõ X êáé y1, y2 ∈ X Ýôóé þóôå Y = y1 + Y1 = y2 + Y2, ôüôå

Y1 = Y2 êáé y1 − y2 ∈ Y1.

Áðüäåéîç.

i. Áöïý y ∈ Y, õðÜñ÷åé x′ ∈ Y1 ôÝôïéï þóôå y = y1 + x′. ¸óôù ôþñá u ∈ Y. Ôüôå ôï u

èá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ u = y1 + x, ìå x ∈ Y1, åðïìÝíùò u = y + (x − x′), êáé, áöïý

ï Y1 åßíáé ãñáììéêüò ÷þñïò, x − x′ ∈ Y1, äçëáäÞ u ∈ y + Y1 ¶ñá Y ⊂ y + Y1.

Áíôßóôñïöá, áí u ∈ y + Y1, ôüôå ôï u èá ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ u = y + x, ìå

x ∈ Y1, åðïìÝíùò u = y1 + (x + x′), äçëáäÞ u ∈ y1 + Y1 = Y, óõíåðþò y + Y1 ⊂ Y.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, y + Y1 = Y.

ii. ¸óôù Z := {u − u′ : u, u′ ∈ Y }. ÁìÝóùò äéáðéóôþíïõìå üôé Z = Y1 êáé Z = Y2.

ÅðïìÝíùò Y1 = Y2.
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Åðéðñüóèåôá, áðü ôçí éóüôçôá y1 + Y1 = y2 + Y2 óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé

õðÜñ÷åé x ∈ Y1 ôÝôïéï þóôå y2 = y1 + x, ïðüôå y2 − y1 = x ∈ Y1.

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá ìðïñïýìå ôþñá íá äþóïõìå ôïí áêü-

ëïõèï ïñéóìü:

Ïñéóìüò 6.4 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé Y, Y = y1 +Y1, Ýíáò ïìïðáñáëëçëé-

êüò õðü÷ùñïò ôïõ X. Ùò äéÜóôáóç ôïõ Y ïñßæåôáé ç äéÜóôáóç ôïõ Y1, dim Y := dim Y1.

Óôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá äßíåôáé ç ó÷Ýóç ìåôáîý ïìïðáñáëëçëéêþí õðï÷þñùí

êáé ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí ìéáò ãñáììéêÞò åîßóùóçò Lx = y, ìå L ìßá ãñáììéêÞ áðåé-

êüíéóç. ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé öõóéêÜ ôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá, ôá ïðïßá ìáò áðá-

ó÷ïëïýí åäþ.

Ðñüôáóç 6.4 ¸óôù X,Y äýï ãñáììéêïß ÷þñïé êáé L : X −→ Y ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíé-

óç. Ãéá êÜèå y ∈ Y, ôï óýíïëï
−1

L (y) åßíáé åßôå êåíü åßôå Ýíáò ïìïðáñáëëçëéêüò õðü÷ùñïò

ôïõ X. Áí x ∈
−1

L (y), ôüôå éó÷ýåé

(6.9)
−1

L (y) = x + Ker L.

Áðüäåéîç. Áí ôï óýíïëï
−1

L (y) åßíáé êåíü, äçëáäÞ ôï y åßíáé ôÝôïéï þóôå ç åîßóùóç

Lx = y íá ìçí Ý÷åé ëýóç, ôüôå äåí õðÜñ÷åé ôßðïôå ðñïò áðüäåéîç. ¸óôù ëïéðüí

üôé
−1

L (y) 6= ∅, êáé x ∈
−1

L (y). Áí u ∈
−1

L (y), ôüôå u = x + (u − x) êáé L(u − x) =

Lu − Lx = y − y = 0, Üñá u − x ∈ Ker L, äçëáäÞ u ∈ x + Ker L.

Áíôßóôñïöá, áí u = x+x′ ∈ x+ Ker L, ôüôå Lu = Lx+Lx′ = y +0 = y, óõíåðþò

u ∈
−1

L (y).

Ðüñéóìá 6.1 ¸óôù A ∈ Rm,n êáé b ∈ Rm. Èåùñïýìå ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b êáé

ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò, Ax = 0. ¸óôù Λ := {x ∈ Rn : Ax = b} ï ÷þñïò ëýóåùí ôïõ

Ax = b, êáé Λ′ := {x ∈ Rn : Ax = 0} ï ÷þñïò ëýóåùí ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò

óõóôÞìáôïò Ax = 0. Áí ôï óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç, äçëáäÞ Λ 6= ∅, êáé x ∈ Λ, ôüôå

éó÷ýåé Λ = x + Λ′, äçëáäÞ ï Λ åßíáé Ýíáò ïìïðáñáëëçëéêüò õðü÷ùñïò ôïõ Rn. Åðßóçò

éó÷ýåé dim Λ = n − âáèìüò(A).

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç L : Rn −→ Rm, x 7→ Ax. Ôüôå Ý÷ïõìå

(6.10) Λ′ = Ker L =
−1

L (0) êáé Λ =
−1

L (b)
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Ôá áðïôåëÝóìáôá ôþñá Ýðïíôáé áðü ôçí Ðñüôáóç 6.4· ç ó÷Ýóç ãéá ôç äéÜóôáóç

áðïäåß÷ôçêå óôçí Ðñüôáóç 6.1.

¸óôù Ax = b Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá, A ∈ Rm,n êáé b ∈ Rm. Ï ðßíáêáò

(A, b) =









a11 . . . a1n b1

...
...

...

am1 . . . amn bm









,

ëÝãåôáé åðáõîçìÝíïò ðßíáêáò áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò.

Èá äïýìå ôþñá üôé Ýíá ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b (ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï äéÜíõ-

óìá b) Ý÷åé ëýóç, áí êáé ìüíï áí ï ðßíáêÜò ôïõ A êáé ï åðáõîçìÝíïò ðßíáêÜò ôïõ

(A, b) Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü. Áõôü óçìáßíåé áðëþò üôé ïé óôÞëåò ôïõ A áö’ åíüò êáé

ïé óôÞëåò ôïõ A ìáæß ìå ôï äéÜíõóìá b áö’ åôÝñïõ ðáñÜãïõí ôïí ßäéï ÷þñï, ïðüôå

öõóéêÜ ôï b èá åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí óôçëþí ôïõ A, ãåãïíüò ðïõ åßíáé

éóïäýíáìï ìå ôï íá Ý÷åé ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b ëýóç.

Èåþñçìá 6.1 Ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç, áí êáé ìüíï áí âáèìüò(A) =

âáèìüò(A, b).

Áðüäåéîç. Óôïõò ðßíáêåò A êáé A′ := (A, b) áíôéóôïé÷ïýí ïé áðåéêïíßóåéò

A : Rn −→ Rm, x 7→ Ax,

êáé

A′ : Rn+1 −→ Rm, x 7→ A′x,

áíôßóôïé÷á. ¸óôù {e1, . . . , en} êáé {e′
1, . . . , e

′
n+1} ïé êáíïíéêÝò âÜóåéò ôùí Rn êáé

Rn+1. Ôüôå éó÷ýåé Ae1 = A′e′
1, . . . , Aen = A′e′

n, êáé A′en+1 = b. Áõôü óçìáßíåé üôé b ∈
Ém A′, êáé ç åñþôçóç åßíáé êáôÜ ðüóïí éó÷ýåé b ∈ Ém A. Êáô’ áñ÷Þí Ý÷ïõìå Ém A ⊂
Ém A′, Üñá âáèìüò(A) ≤ âáèìüò(A′). Óõíåðþò ç ó÷Ýóç âáèìüò(A) = âáèìüò(A′)

åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí âáèìüò(A) ≥ âáèìüò(A′), äçëáäÞ ìå ôçí Ém A′ ⊂ Ém A.

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí b ∈ Ém A,

äçëáäÞ ìå ôçí ýðáñîç ëýóçò ôïõ óõóôÞìáôïò Ax = b.

Éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá åßíáé ç ðåñßðôùóç óôçí ïðïßá ôï ãñáììéêü óýóôçìá

Ax = b, A ∈ Rm,n êáé b ∈ Rm, Ý÷åé ëýóç ãéá êÜèå b ∈ Rm, äçëáäÞ ç áðåéêüíéóç

A : Rn −→ Rm, x 7→ Ax, åßíáé Ýöåóç, äçëáäÞ åðß. Áõôü óõìâáßíåé, öõóéêÜ, üôáí

ïé óôÞëåò ôïõ A ðáñÜãïõí üëïí ôïí Rm, äçëáäÞ üôáí ï âáèìüò ôïõ A åßíáé m.
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ËÞììá 6.3 ¸óôù A Ýíáò m × n ðßíáêáò. Ôüôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç ãéá

êÜèå b ∈ Rm, áí êáé ìüíï áí ï âáèìüò ôïõ A åßíáé m, âáèìüò(A) = m.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç ãéá êÜèå

b ∈ Rm. Áõôü óçìáßíåé öõóéêÜ üôé ç áíôßóôïé÷ç áðåéêüíéóç A åßíáé åðß, ïðüôå

A(Rn) = Rm, óõíåðþò âáèìüò(A) = dim A(Rn) = dim Rm = m.

Áíôßóôñïöá, áí ï âáèìüò ôïõ A åßíáé m, ôüôå dim A(Rn) = m, äçëáäÞ dim A(Rn)

= dim Rm, ïðüôå, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôï ãåãïíüò üôé A(Rn) ⊂ Rm, óõìðåñáß-

íïõìå üôé A(Rn) = Rm, äçëáäÞ ãéá êÜèå b ∈ Rm õðÜñ÷åé x ∈ Rn ôÝôïéï þóôå Ax = b,

ïðüôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç ãéá êÜèå b ∈ Rm.

Åýêïëá ôþñá ïäçãïýìáóôå óå ìßá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá Ý÷åé Ýíá

ãñáììéêü óýóôçìá áêñéâþò ìßá ëýóç. Ãíùñßæïõìå Þäç üôé ôï óýóôçìá Ax = b Ý÷åé

ëýóç, áí êáé ìüíï áí âáèìüò(A) = âáèìüò(A, b). Ãéá íá åßíáé ç ëýóç áõôÞ ìïíáäéêÞ

ðñÝðåé ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá Ax = 0 íá Ý÷åé ìüíï ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç,

äçëáäÞ ï ðõñÞíáò ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò A : Rn −→ Rm, x 7→ Ax, íá

ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, ïðüôå áðü ôïí ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí ðáßñíïõ-

ìå dim Ém A = n, ïðüôå âáèìüò(A) = n. ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ èá Ý÷ïõìå âáèìüò(A) =

âáèìüò(A, b) = n.

ËÞììá 6.4 ¸óôù A Ýíáò m × n ðßíáêáò êáé b ∈ Rm. Ôüôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, áí êáé ìüíï áí âáèìüò(A) = âáèìüò(A, b) = n.

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 6.1, ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç,

áí êáé ìüíï áí âáèìüò(A) = âáèìüò(A, b). Åðéðñüóèåôá, ç ó÷Ýóç âáèìüò(A) = n

óçìáßíåé dim A(Rn) = n, ïðüôå ï ôýðïò ôùí äéáóôÜóåùí ìáò äßíåé dim Ker A = 0,

äçëáäÞ Ker A = {0}.

ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé âáèìüò(A) = âáèìüò(A, b) = n. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôá

ðñïçãïýìåíá, ôï óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ëýóç, êáé áí Λ åßíáé ï

÷þñïò ëýóåþí ôïõ êáé x ∈ Λ, ôüôå éó÷ýåé Λ = x + Ker A, óõíåðþò Λ = {x}, äçëáäÞ

ôï óýóôçìá Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç.

Áíôßóôñïöá, áí ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç x, ôüôå

Λ = {x}, ïðüôå ç ó÷Ýóç Λ = x+ Ker A äßíåé Ker A = {0}, óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôïí

ôýðï ôùí äéáóôÜóåùí, dim A(Rn) = n, Üñá âáèìüò(A) = n.
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Éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ óôéò åöáñìïãÝò åßíáé ç ðåñßðôùóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí

ìå ßäéï ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí. ¶ìåóç áðüññïéá ôïõ ËÞììáôïò 6.4 êáé ôçò

ÐñïôÜóåùò 5.1 åßíáé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï Ýíá ãñáììéêü

óýóôçìá Ax = b, üðïõ A Ýíáò n × n ðßíáêáò, Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ëýóç áêñéâþò ôüôå,

áí ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò.

Ðñüôáóç 6.5 ¸óôù A Ýíáò n × n ðßíáêáò êáé b ∈ Rn. Ôüôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = b

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, áí êáé ìüíï áí ï ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

6.3. Ç ìÝèïäïò áðáëïéöÞò ôïõ Gauss

Äßíïõìå ôþñá ìßá “ðñáêôéêÞ” ìÝèïäï åðßëõóçò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí. Áðï-

êáëÝóáìå ôç ìÝèïäï áõôÞ ðñáêôéêÞ, ãéáôß áõôÞ, êáé äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôçò, ïé

ïðïßåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ëüãïõò ðïõ äåí åßíáé óôïõò óêïðïýò áõôþí ôùí óç-

ìåéþóåùí íá åîçãçèïýí, ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ðïëý óôçí ðñÜîç, êõñßùò ãéá ü÷é ðïëý

ìåãÜëá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá.

¸óôù A ∈ Rm,n êáé b ∈ Rm. Ôï ðñüâëçìá ðïõ ìáò áðáó÷ïëåß åßíáé íá ðñïóäéï-

ñßóïõìå ôéò ëýóåéò, äçëáäÞ ôïí ÷þñï ëýóåùí, ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b.

Ç ìÝèïäïò áðáëïéöÞò ôïõ Gauss áðïôåëåßôáé áðü äýï óôÜäéá, ôçí ôñéãùíïðïßçóç

êáé ôçí ïðéóèïäñüìçóç. Óôï ðñþôï óôÜäéï ãñÜöïõìå ôï óýóôçìá Ax = b éóïäýíáìá

óôç ìïñöÞ

(6.11) A(ν)x = b(ν),

ìå êëéìáêùôü ðßíáêá óõíôåëåóôþí A(ν) =
(

a
(ν)
ij

)

, éäéáßôåñá ëïéðüí ôÝôïéïí þóôå

a
(ν)
ij = 0 ãéá i > j, ìå ν ≤ min(m,n), êáé óôï äåýôåñï óôÜäéï åðéëýïõìå ôï ôåëåõôáßï

áõôü óýóôçìá îåêéíþíôáò áðü ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç êáé ðñï÷ùñþíôáò ðñïò ôá

ðßóù.

6.3.1. Ôñéãùíïðïßçóç. Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áðü-

äåéîç ôçò Ðñüôáóçò 4.2, óôçí ïðïßá õëïðïéÞèçêå ôï ìÝñïò ôçò ôñéãùíïðïßçóçò ðïõ

áöïñÜ ôïí ðßíáêá A êáé ìÝíåé ôï ìÝñïò ðïõ áöïñÜ ôï äéÜíõóìá b, èÝôïõìå b(1) := b,

êáé, êáôÜ ôï âÞìá r, ïñßæïõìå ôï b(r+1) ùò åîÞò, âë. ôçí (4.4),

(6.12)
b
(r+1)
i = b

(r)
i , 1 ≤ i ≤ r,

b
(r+1)
i = b

(r)
i − miℓ̃ b(r)

r , r + 1 ≤ i ≤ m .
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Êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï, ìåôÜ áðü ôï ðïëý min(m,n) − 1 âÞìáôá, ôï óýóôçìÜ ìáò

ãñÜöåôáé óôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ (6.11).

6.3.2. Ïðéóèïäñüìçóç. Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ôïõò óõìâïëéóìïýò, ãñÜöïõìå ôï

óýóôçìá (6.11) ùò Bx = c êáé ôþñá ï åðáõîçìÝíïò ðßíáêáò (B, c) èá åßíáé ôçò ìïñ-

öÞò

(B, c) =



































b1j1 ⋆ . . . c1

b2j2 ⋆ . . . c2

b3j3 . . . c3

. . .
...

brjr
. . . cr

cr+1

...

0 cm



































,

ìå b1j1 6= 0, . . . , brjr
6= 0. Ôþñá, ï âáèìüò ôïõ A åßíáé r, êáé åðåéäÞ ïé ðßíáêåò (A, b)

êáé (B, c) Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü, óõìðåñáßíïõìå åýêïëá üôé ôï íá Ý÷ïõí ïé ðßíáêåò

(A, b) êáé A ôïí ßäéï âáèìü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï cr+1 = · · · = cm = 0.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 6.1, ï ÷þñïò ëýóåùí ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b

åßíáé óõíåðþò áêñéâþò ôüôå ìç êåíüò, áí cr+1 = · · · = cm = 0. Óôçí ðåñßðôùóç

r = m, äåí åìöáíßæïíôáé êáèüëïõ ôá cr+1, . . . , cm, êáé, üðùò åßäáìå óôï ËÞììá 6.3,

ôï óýóôçìá Ax = b Ý÷åé ëýóç ãéá êÜèå b ∈ Rm.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé cr+1 = · · · = cm = 0. ¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ïìïãå-

íþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, ïé ìåôáâëçôÝò xj ìå j 6∈ {j1, . . . , jr} åßíáé åëåýèåñåò

ðáñÜìåôñïé. Ðñïò áðëïðïßçóç ôùí óõìâïëéóìþí õðïèÝôïõìå êáé áõôÞ ôç öïñÜ üôé

j1 = 1, . . . , jr = r. Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá åéäéêÞ ëýóç ôïõ ìç ïìïãåíïýò ãñáììé-

êïý óõóôÞìáôïò Ax = b, èÝôïõìå xr+1 = · · · = xn = 0. Áðü ôçí r−óôÞ åîßóùóç ôïõ

Bx = c ëáìâÜíïõìå ôüôå brrxr = cr, êáé áðü åäþ õðïëïãßæïõìå ôï xr. Ðçãáßíïíôáò

ìåôÜ ðñïò ôá ðßóù õðïëïãßæïõìå ôá xr−1, . . . , x1, êáé ðáßñíïõìå óõíïëéêÜ ìßá åéäéêÞ

ëýóç u = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) ôïõ Bx = c. Áöïý ï ðßíáêáò (B, c) ðñïêýðôåé áðü ôïí

(A, b) ìåôÜ áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí,

õðÜñ÷åé Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò n × n ðßíáêáò S, ôÝôïéïò þóôå (B, c) = S(A, b), äçëáäÞ

(B, c) = (SA, Sb). ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

Au = S−1SAu = S−1Bu = S−1c = b,
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äçëáäÞ ôï u åßíáé åðßóçò ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b.

Ôþñá, ìå ôç ãíùóôÞ ìáò ìÝèïäï, õðïëïãßæïõìå ôï ÷þñï ëýóåùí Λ′ ôïõ ïìïãåíïýò

ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = 0, ïðüôå ï ÷þñïò ëýóåùí Λ ôïõ Ax = b åßíáé Λ = u+Λ′.

ÐáñÜäåéãìá 6.2 Èåùñïýìå ôï ìç ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá

(6.13)











x1 − 2x2 + x3 = 1

x1 − 2x2 − x4 = 2

x3 + x4 = −1 .

Åöáñìüæïíôáò óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí óôïí åðáõîçìÝíï ðßíáêá

áõôïý ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò,

(A, b) =







1 −2 1 0 1

1 −2 0 −1 2

0 0 1 1 −1






,

ëáìâÜíïõìå ôïõò ðßíáêåò







1 −2 1 0 1

0 0 −1 −1 1

0 0 1 1 −1






,







1 −2 1 0 1

0 0 −1 −1 1

0 0 0 0 0






,







1 −2 1 0 1

0 0 1 1 −1

0 0 0 0 0






=: (B, c) .

ÅðåéäÞ ïé ðßíáêåò (A, b) êáé A Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü, 2 =: r, ôï óýóôçìá Ax = b Ý÷åé

ëýóç. Ï ÷þñïò ëýóåùí Λ Ý÷åé äéÜóôáóç äýï, dim Λ = n − r = 4 − 2 = 2. Åðßóçò

Ý÷ïõìå j1 = 1, j2 = 3. Ìå x2 = x4 = 0, Ý÷ïõìå x3 = −1 êáé x1 = 1 − x3 = 2, Üñá

u = (2, 0,−1, 0) åßíáé ìßá ëýóç ôïõ Ax = b.

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï ÷þñï ëýóåùí ôïõ Ax = b, ðñïóäéïñßæïõìå ðñþôá ôï

÷þñï ëýóåùí Λ′ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = 0, Þ ôïõ

éóïäýíáìïõ ðñïò áõôü Bx = 0, äçëáäÞ ôïõ

(6.14)
x1 − 2x2 + x3 = 0

x3 + x4 = 0 .
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Ìå x2 = λ1 êáé x4 = λ2 Ý÷ïõìå x3 = −λ2 êáé x1 = 2λ1 +λ2. Ï ÷þñïò ëýóåùí Λ′ åßíáé

åðïìÝíùò ç åéêüíá ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò

G : R2 −→ R4

(λ1, λ2) 7→ (2λ1 + λ2, λ1,−λ2, λ2) ,

ç ïðïßá åßíáé Ýíá ðñïò Ýíá, äçëáäÞ Ý÷ïõìå åðïìÝíùò

Λ′ =< G(1, 0), G(0, 1) >=< (2, 1, 0, 0), (1, 0,−1, 1) > .

Óõíåðþò, ï ÷þñïò ëýóåùí Λ ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b äßíåôáé ùò åîÞò

Λ = u + Λ′ = (2, 0,−1, 0)+ < (2, 1, 0, 0), (1, 0,−1, 1) > .

Ìå Üëëá ëüãéá, ïé ëýóåéò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (6.13) åßíáé ôá äéáíýóìáôá

(2, 0,−1, 0) + λ1(2, 1, 0, 0) + λ2(1, 0,−1, 1) = (2 + 2λ1 + λ2, λ1,−1 − λ2, λ2) ,

üðïõ ïé ðáñÜìåôñïé λ1 êáé λ2 äéáôñÝ÷ïõí üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò.

6.4. ÁóêÞóåéò

6.1. Ðñïóäéïñßóôå ôïõò ÷þñïõò ëýóåùí ôùí åîÞò ïìïãåíþí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí










x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + x3 + x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0 ,











x1 + 2x2 − x3 = 0

2x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + x2 + x3 = 0 .

6.2. ¸óôù A = (aij) ∈ Rn,n Ýíáò äéáãþíéá õðÝñôåñïò ðßíáêáò, äçëáäÞ ðßíáêáò ìå

áõóôçñÜ êõñéáñ÷éêÞ äéáãþíéï, äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå

n
∑

j=1

j 6=i

|aij| < |aii|, i = 1, . . . , n.

Áðïäåßîôå üôé ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, âë. Ðñüôáóç 5.2.

[Õðüäåéîç: ÕðïèÝóôå üôé ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá Ax = 0 Ý÷åé ìßá ìç ôåôñéì-

ìÝíç ëýóç x, óõìâïëßóôå ìå xi ìßá êáô’ áðüëõôï ôéìÞ ìÝãéóôç óõíéóôþóá ôçò, êáé

ïäçãçèåßôå óå Üôïðï.]
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6.3. ¸óôù

A :=













4 2 3 5 7

3 1 3 6 5

2 0 2 3 8

7 3 6 13 13













.

¸÷åé ôï óýóôçìá Ax = b ãéá êÜèå b ∈ R4 ëýóç;

6.4. ÅîåôÜóôå, ÷ùñßò íá ôï ëýóåôå, êáôÜ ðüóïí ôï ãñáììéêü óýóôçìá






















2 3 1 5

0 2 4 1

2 3 2 8

2 5 5 6

2 4 9 7

2 5 6 9



































x1

x2

x3

x4













=























4

3

6

7

10

9























Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç.

6.5. Íá ëýóåôå, äçëáäÞ íá ðñïóäéïñßóåôå ôï ÷þñï ëýóåþí ôïõ, ôï ãñáììéêü óýóôç-

ìá






























0x1 + x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = −2

x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 2

x2 + 2x4 + x5 − 2x6 = 2

x3 − x4 + 2x6 − x7 = 1

x2 + x3 + x4 + x7 = 4 .

6.6. Ðñïóäéïñßóôå ôéò ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ λ, ãéá ôéò ïðïßåò ôï óýóôçìá

5x + 2y − z = 1

2x + 3y + 4z = 7

4x − 5y + λz = λ − 5

Ý÷åé ëýóç. Ãéá áõôÝò ôéò ôéìÝò ôïõ λ, íá ëýóåôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá, äçëáäÞ íá

ðñïóäéïñßóåôå ôï ÷þñï ëýóåþí ôïõ.

6.7. ¸óôù A Ýíáò n × n ðñáãìáôéêüò, Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò ìå ìç ìçäåíéêÜ äéá-

ãþíéá óôïé÷åßá. Áðïäåßîôå üôé ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, êáé üôé ï áíôßóôñïöüò ôïõ

åßíáé åðßóçò Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò.
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6.8. Áðïäåßîôå ôçí Ðñüôáóç 6.5.

6.9. Áðïäåßîôå üôé Ýíáò n × n ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, áí êáé ìüíï áí ôï

ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá Ax = 0 Ý÷åé ìüíï ôçí ôåôñéììÝíç ëýóç, x = 0.

6.10. ¸óôù A êáé B äýï n × n ðñáãìáôéêïß ðßíáêåò. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò AB

åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, áí êáé ìüíï áí êáé ïé äýï ðßíáêåò A êáé B åßíáé áíôéóôñÝøéìïé.

6.11. ÌåëåôÞóôå ôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò ôïõ Gauss óôçí åéäéêÞ, áëëÜ éäéáßôåñá ÷ñÞ-

óéìç óôéò åöáñìïãÝò, ðåñßðôùóç, üðïõ ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ý÷åé ôï ßäéï ðëÞèïò

åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí êáé ï ðßíáêÜò ôïõ åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

6.12. Ðñïóäéïñßóôå ôéò ëýóåéò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò






























x1 + x2 + 2x4 − x5 − 4x6 = 3

x3 − x4 − x5 + x6 + x7 = 0

x2 − 2x4 − x5 + 2x6 = 4

x3 + x4 − 2x6 − x7 = −1

x2 + x3 + x4 + x7 = 1 .

6.13. Ðüóåò ëýóåéò Ý÷åé ôï ãñáììéêü óýóôçìá


















































15x1 + 5x4 − x5 − 4x6 = 0

20x2 + x3 − x4 − x5 + 2x6 + x7 = 0

x2 − 30x3 + 10x4 + x5 − 2x6 = 0

x2 + 25x4 + x5 − 2x6 = 0

x3 − x4 + 20x5 + 7x6 − x7 = 0

x3 − x4 + 2x5 + 27x6 − x7 = 0

2x2 + 4x3 + x4 + 19x7 = 0 ;

6.14. Èåùñïýìå Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá ìå m åîéóþóåéò êáé n áãíþóôïõò.

ÕðïèÝôïõìå üôé n > m. Áðïäåßîôå üôé ç äéÜóôáóç ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí ôïõ óõóôÞìá-

ôïò åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí n − m.



7. Ïñßæïõóåò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå Ýíá Üëëï ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ôçò ÃñáììéêÞò

¶ëãåâñáò, ôçí ïñßæïõóá ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá. Ç ïñßæïõóá åßíáé ìßá áðåéêüíéóç, ç

ïðïßá áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå ðñáãìáôéêü ôåôñáãùíéêü ðßíáêá Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéè-

ìü. Èá ìåëåôÞóïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò ïñéæïõóþí, êáé èá äïýìå ðþò ìå ôç âïÞèåéÜ

ôïõò ìðïñïýìå íá äþóïõìå ìßá êïìøÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò åíüò ãñáììéêïý óõóôÞ-

ìáôïò ìå ßäéï ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí. Éäéáßôåñá óçìáíôéêü ñüëï ðáßæïõí

ïé ïñßæïõóåò óå ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí, èÝìá ôï ïðïßï èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôï Ýíá-

ôï ÊåöÜëáéï.

7.1. Ïñéóìüò, ýðáñîç êáé ìïíïóÞìáíôï ôçò ïñßæïõóáò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá äþóïõìå Ýíáí ãåíéêü ïñéóìü ôçò ïñßæïõóáò, èá äïýìå üôé

êáô’ áõôüí ôïí ôñüðï ç ïñßæïõóá åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, êáé èá ãíùñßóïõìå äéÜöïñåò

éäéüôçôåò ïñéæïõóþí.

ÊÜèå ðßíáêá A ∈ Rn,n èá ôïí óõìâïëßæïõìå êáé ùò









a1

...

an









,

üðïõ ai åßíáé ç i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ.

Ïñéóìüò 7.1 ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ìßá áðåéêüíéóç det : Rn,n −→ R

ëÝãåôáé ïñßæïõóá (determinant), áí éó÷ýïõí:

D1 Ç det åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò êÜèå ãñáììÞ. Áíáëõôéêüôåñá áõôü óçìáßíåé üôé,

ãéá A ∈ Rn,n êáé i ∈ {1, . . . , n}, éó÷ýïõí
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i. Áí ai = a′
i + a′′

i , ôüôå

det i









...

ai

...









= det









...

a′
i

...









+ det









...

a′′
i
...









.

ii. Áí ai = λa′
i, ôüôå

det









...

ai

...









= λ det









...

a′
i

...









.

D2 Áí äýï ãñáììÝò ôïõ n×n ðßíáêáò A Ý÷åé äýï ãñáììÝò ôïõ ßäéåò, ôüôå ç ïñßæïõóÜ

ôïõ åßíáé ìçäÝí, det A = 0.

D3 Ç ïñßæïõóá ôïõ n × n ìïíáäéáßïõ ðßíáêá éóïýôáé ìå ôç ìïíÜäá, det In = 1.

Ï ïñéóìüò äåí åîáóöáëßæåé, öõóéêÜ, ôçí ýðáñîç ôçò ïñßæïõóáò. Óôç óõíÝ÷åéá

èá áðïäåßîïõìå ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá, äçëáäÞ üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áðåéêü-

íéóç ìå ôéò éäéüôçôåò D1, D2 êáé D3.

Åíôåëþò áíÜëïãá ìðïñïýí íá ïñéóèïýí ïñßæïõóåò êáé ãéá ðßíáêåò áðü ôï Kn,n,

üðïõ K Ýíá óþìá. Ïé ïñßæïõóåò âñßóêïõí ôç óçìáíôéêüôåñç åöáñìïãÞ ôïõò óôá

ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí, ìå ôá ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óôï ÊåöÜëáéï 9, üðïõ êáé

èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ïñßæïõóåò ãéá ìéãáäéêïýò ôåôñáãùíéêïýò ðßíáêåò. Åðßóçò ïé

ïñßæïõóåò ìáò äéåõêïëýíïõí íá ðáñáóôÞóïõìå ìå êïìøü ôñüðï ôç ëýóç ãñáììéêþí

óõóôçìÜôùí ìå ôï ßäéï ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí, êáé áíôéóôñÝøéìï ðßíáêá

óõíôåëåóôþí.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ýðáñîçò êáé ìïíáäéêüôçôáò ãéá ïñßæïõóåò,

óçìåéþíïõìå ïñéóìÝíåò áðëÝò éäéüôçôÝò ôïõò, ïé ïðïßåò åßíáé Üìåóç áðüññïéá ôïõ

ïñéóìïý ôùí ïñéæïõóþí.

ËÞììá 7.1 ¸óôù A ∈ Rn,n,

A =









a1

...

an









.

Ôüôå éó÷ýïõí:
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i. Áí áíôáëëÜîïõìå äýï ãñáììÝò ôïõ ðßíáêá, ôüôå ç ïñßæïõóá áëëÜæåé ðñüóçìï,

det



















...

ai

...

aj

...



















= −det



















...

aj

...

ai

...



















.

ii. Áí óå ìßá ãñáììÞ ôïõ ðßíáêá ðñïóèÝóïõìå Ýíá ðïëëáðëÜóéï ìéáò Üëëçò ãñáììÞò ôïõ,

ç ïñßæïõóá ìÝíåé áíáëëïßùôç,

det



















...

ai + λaj

...

aj

...



















= det



















...

ai

...

aj

...



















.

iii. Áí ï ðßíáêáò Ý÷åé ìßá ìçäåíéêÞ ãñáììÞ, ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ åßíáé ìçäÝí, äçëáäÞ áí

ai = 0 ãéá êÜðïéï i ∈ {1, . . . , n}, ôüôå det A = 0.

iv. Áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôïí ðßíáêá åðß λ, ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ ðïëëáðëáóéÜæåôáé åðß λn,

det (λA) = λndet A.

Áðüäåéîç.

i. ¸÷ïõìå

det



















...

ai

...

aj

...



















+ det



















...

aj

...

ai

...



















= det



















...

ai

...

ai

...



















+ det



















...

ai

...

aj

...



















+ det



















...

aj

...

ai

...



















+ det



















...

aj

...

aj

...



















= det



















...

ai

...

ai + aj

...



















+ det



















...

aj

...

ai + aj

...



















= det



















...

ai + aj

...

ai + aj

...



















= 0 ,
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üðïõ óôçí ðñþôç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå äýï öïñÝò ôçí D2, óôç äåýôåñç êáé

óôçí ôñßôç ôçí D1 êáé óôçí ôåëåõôáßá îáíÜ ôçí D2.

ii. ¸÷ïõìå

det



















...

ai + λaj

...

aj

...



















= det



















...

ai

...

aj

...



















+ det



















...

λaj

...

aj

...



















= det



















...

ai

...

aj

...



















+ λ det



















...

aj

...

aj

...



















= det



















...

ai

...

aj

...



















,

üðïõ óôçí ðñþôç êáé óôç äåýôåñç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí D1 êáé óôçí ôå-

ëåõôáßá ôçí D2.

iii. Ãéá Ýíáí ìç ìçäåíéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü λ Ý÷ïõìå

det









...

0
...









= det









...

λ · 0
...









= λdet









...

0
...









,

üðïõ óôç äåýôåñç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí D1. Ôï áðïôÝëåóìá ôþñá Ýðåôáé

áìÝóùò áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç.

iv. Ãéá Ýíáí ìç ìçäåíéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü λ Ý÷ïõìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí D1,

det (λA) = det













λa1

λa2

...

λan













= λdet













a1

λa2

...

λan













= · · · = λndet













a1

a2

...

an













= λndet A .

Ïñéóìüò 7.2 ¸óôù A = (aij) ∈ Rn,n Ýíáò ðßíáêáò. Ï ðßíáêáò Aij ∈ Rn−1,n−1, ï

ïðïßïò ðñïêýðôåé áðï ôïí A áí äéáãñÜøïõìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ êáé ôçí j−óôÞ
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óôÞëç ôïõ, ëÝãåôáé åëÜóóùí ðßíáêáò ôïõ óôïé÷åßïõ aij . ôïõ óôïé÷åßïõ aij . Ï cij =

(−1)i+jdet Aij ëÝãåôáé áëãåâñéêü óõìðëÞñùìá Þ óõìðáñÜãïíôáò ôïõ aij.

Èåþñçìá 7.1 ÕðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá áðåéêüíéóç D : Rn,n −→ R, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôéò

óõíèÞêåò D1, D2 êáé D3.

Áðüäåéîç.

¾ðáñîç. Èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï, áëëÜ óôáèåñü óôç óõíÝ÷åéá, j ∈ {1, . . . , n}, êáé

ïñßæïõìå áíáäñïìéêÜ ôçí áðåéêüíéóç

det : Rn,n −→ R

A = (aik) ∈ Rn,n 7→
n
∑

i=1

aij(−1)i+j det Aij ,

ìå det (a) := a, ãéá 1 × 1 ðßíáêåò ìå óôïé÷åßï Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü a. Èá áðïäåß-

îïõìå ôþñá, åðáãùãéêÜ ùò ðñïò n, üôé ç det éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò D1, D2 êáé D3.

Ãéá n = 2,

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

,

êáé j ∈ {1, 2}, Ý÷ïõìå det A = a11a22 − a12a21, êáé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç det

Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò D1, D2 êáé D3.

Óôï åðáãùãéêü âÞìá õðïèÝôïõìå üôé ç det Ý÷åé ôéò éäéüôçôåò D1, D2 êáé D3 ãéá

n − 1, êáé èá áðïäåßîïõìå üôé Ý÷åé áõôÝò ôéò éäéüôçôåò êáé ãéá n. Ìå

A =



















a1

...

am

...

an



















êáé B =





























a1

...

am−1

λam

am+1

...

an





























,

λ óôáèåñüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, Ý÷ïõìå



94 7. ÏÑÉÆÏÕÓÅÓ

(7.1)

det B =
n
∑

i=1

bij(−1)i+j det Bij

= bmj(−1)m+j det Bmj +
n
∑

i=1

i6=m

bij(−1)i+j det Bij .

Ôþñá, bmj = λamj, det Bmj = det Amj, êáé, óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò,

det Bij = λdet Aij, i 6= m. ÅðïìÝíùò ç (7.1) äßíåé

det B = λ
[

amj(−1)m+j det Amj +
n
∑

i=1

i6=m

aij(−1)i+j det Aij

]

= λdet A .

¸óôù ôþñá

A =



















a1

...

am

...

an



















, B =





























a1

...

am−1

bm

am+1

...

an





























êáé C =





























a1

...

am−1

am + bm

am+1

...

an





























.

Ôüôå éó÷ýåé

(7.2)

det C =
n
∑

i=1

cij(−1)i+j det Cij

= cmj(−1)m+j det Cmj +
n
∑

i=1

i6=m

cij(−1)i+j det Cij .

Ôþñá, cmj = amj + bmj, det Cmj = det Amj = det Bmj, cij = aij, ãéá i 6= m, êáé,

óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò, det Cij = det Aij +det Bij . ÅðïìÝíùò ç (7.2)

äßíåé
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det C = (amj + bmj)(−1)m+j det Amj +
n
∑

i=1

i6=m

aij(−1)i+j
(

det Aij + det Bij

)

=
n
∑

i=1

aij(−1)i+j det Aij +
n
∑

i=1

bij(−1)i+j det Bij

= det A + det B .

Óõíåðþò, ìÝ÷ñé ôþñá äåßîáìå üôé ç det éêáíïðïéåß ôçí D1 êáé ãéá n.

¸óôù

A =































a1

...

aℓ

...

am

...

an































∈ Rn,n

Ýíáò ðßíáêáò ìå äýï ßäéåò ãñáììÝò, aℓ = am. Ôüôå det A =
∑n

i=1 aij(−1)i+j det Aij .

Ôþñá, ãéá i 6= ℓ,m, ïé ðßíáêåò Aij åßíáé (n−1)× (n−1) êáé Ý÷ïõí äýï ãñáììÝò ßäéåò,

Üñá, óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò, det Aij = 0 ãéá i 6= ℓ,m. ÅðïìÝíùò

Ý÷ïõìå

(7.3)
det A = aℓj(−1)ℓ+j det Aℓj + amj(−1)m+j det Amj

= aℓj(−1)ℓ+j
[

det Aℓj + (−1)m−ℓ det Amj

]

.

Ï ðßíáêáò Amj ðñïêýðôåé áðü ôïí Aℓj, áí ôç ãñáììÞ ôïõ ℓ ôçí áíôáëëÜîïõìå ðñþôá

ìå ôçí ℓ + 1, ìåôÜ ìå ôçí ℓ + 2, êáé ïýôù êáè’ åîÞò, êáé, ôÝëïò ìå ôçí m − 1, Üñá

det Amj = (−1)(m−1)−ℓdet Aℓj, êáé ç (7.3) äßíåé det A = 0. Óõíåðþò ç det éêáíïðïéåß

ôçí D2 êáé ãéá n.

ÔÝëïò, ãéá A = In Ý÷ïõìå, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé aij = 0 ãéá i 6= j

êáé åí óõíå÷åßá ôï üôé aii = 1 êáé ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç,

det In =
n
∑

i=1

aij(−1)i+j det Aij

= 1 · (−1)i+i det In−1 = 1 ,
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äçëáäÞ ç det éêáíïðïéåß êáé ôçí D3 êáé ãéá n.

Ìïíáäéêüôçôá. ¸óôù üôé ïé áðåéêïíßóåéò D,D′ : Rn,n −→ R éêáíïðïéïýí êáé

ôéò ôñåéò óõíèÞêåò D1, D2 êáé D3. Èá áðïäåßîïõìå üôé D = D′. ÈÝôïõìå ëïéðüí

∆ := D − D′ êáé áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ∆(A) = 0 ãéá êÜèå ðßíáêá A ∈ Rn,n. Áí

{e1, . . . , en} ç êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Rn, ôüôå ç i−óôÞ ãñáììÞ ai ôïõ ðßíáêá A ãñÜöåôáé

óôç ìïñöÞ

a = (ai1, . . . , ain) =
n
∑

j=1

aijej.

Ç ∆ åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò ôïõ A, ùò äéáöïñÜ ôùí D êáé D′ ãéá ôéò

ïðïßåò õðïèÝóáìå üôé Ý÷ïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá. ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå

(7.4)

∆(A) = ∆









∑n
j1=1 a1j1ej1

...
∑n

jn=1 anjn
ejn









=
n
∑

j1=1

a1j1∆













ej1
∑n

j2=1 a2j2ej2
...

∑n
jn=1 a1jn

ejn













= · · · =

=
n
∑

j1,j2,...,jn=1

a1j1a2j2 · · · anjn
∆









ej1
...

ejn









.

Ôþñá, áí äýï áðü ôïõò äåßêôåò j1, . . . , jn åßíáé ßóïé, ôüôå ðñïöáíþò

(7.5i) ∆









ej1
...

ejn









= 0 ,

áöïý ïé D,D′ Ý÷ïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá.

Áí ïé äåßêôåò j1, . . . , jn åßíáé áíÜ äýï äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõò, ôüôå, îåêéíþíôáò

áðü ôïí ðßíáêá








ej1
...

ejn









,
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ìðïñïýìå ìå m,m ≤ n, åíáëëáãÝò ãñáììþí íá ïäçãçèïýìå óôïí ìïíáäéáßï ðßíáêá

In,

In =









e1

...

en









,

ïðüôå, áöïý óå êÜèå åíáëëáãÞ ãñáììþí áëëÜæïõí ôá ðñüóçìá ôùí D êáé D′, óõíå-

ðþò êáé ôçò ∆, èá Ý÷ïõìå

(7.5ii) ∆









ej1
...

ejn









= (−1)m∆(In) = (−1)m
(

D(In) − D′(In)
)

= (−1)m
(

1 − 1
)

= 0 .

ËáìâÜíïíôáò ôþñá õð’ üøéí ôçí (7.5), ç (7.4) äßíåé áìÝóùò ∆(A) = 0, ãéá êÜèå A ∈
Rn,n, óõíåðþò D = D′.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, ëïéðüí, óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, ç ïñßæïõóá åíüò n × n

ðßíáêá A ïñßæåôáé, åðáãùãéêÜ ùò ðñïò n, ùò åîÞò: Ãéá n = 1 êáé A = (a) èÝôïõìå

det A := a, êáé ãéá n > 1, ìå Ýíá ôõ÷áßï j ∈ {1, . . . , n}, èÝôïõìå

(7.6) det A :=
n
∑

i=1

aij(−1)i+j det Aij ,

üðïõ Aij åßíáé ï åëÜóóùí ðßíáêáò ôïõ óôïé÷åßïõ aij , äçëáäÞ ï (n−1)×(n−1) ðßíáêáò

ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí A, áí äéáãñÜøïõìå ôçí i−óôÞ ãñáììÞ ôïõ êáé ôçí j−óôÞ

óôÞëç ôïõ. Ç ó÷Ýóç (7.6) ëÝãåôáé áíÜðôõãìá ôçò ïñßæïõóáò ùò ðñïò ôç óôÞëç j.

Ôï ãåãïíüò üôé ôï åîáãüìåíï åßíáé áíåîÜñôçôï ôïõ j, åßíáé Üìåóç áðüññïéá ôïõ

ÈåùñÞìáôïò 6.1.

Äßíïõìå ôþñá Ýíá âïçèçôéêü áðïôÝëåóìá, üôé êÜèå áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò ìðï-

ñåß íá áíáëõèåß óå ãéíüìåíï óôïé÷åéùäþí ðéíÜêùí, ôï ïðïßï èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå

óôçí áðüäåéîç ôçò åðüìåíçò Ðñüôáóçò.

ËÞììá 7.2 ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò

áñéèìüò r êáé óôïé÷åéþäåéò ðßíáêåò E1, . . . , Er ôÝôïéïé þóôå

(7.7) A = E1 · · · Er.

Áðüäåéîç. Ãíùñßæïõìå Þäç üôé ôïí ðßíáêá A ìðïñåß êáíåßò, ìå êáôÜëëçëïõò ìåôá-

ó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí, äçëáäÞ ìå ðïëëáðëáóéáóìü áðü áñéóôåñÜ ìå ðßíáêåò ôçò
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ìïñöÞò Si(λ), Qj
i , íá ôïí ìåôáôñÝøåé óå Üíù ôñéãùíéêü ðßíáêá ìå ìç ìçäåíéêÜ äéá-

ãþíéá óôïé÷åßá, ïðüôå

E1 · · · EsA = B =













λ1 ⋆ ⋆ . . . ⋆

λ2 ⋆ . . . ⋆
. . .

...

0 λn













.

Ôþñá,

S1(
1

λ1

) · · · Sn(
1

λn

)B = B̃ =













1 ⋆ ⋆ . . . ⋆

1 ⋆ . . . ⋆
. . .

...

0 1













.

Ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò öåñ’ åéðåßí ôçí

ôåëåõôáßá ãñáììÞ ìå êáôÜëëçëïõò áñéèìïýò êáé áöáéñþíôáò áðü êÜèå ìßá áðü ôéò

ðñïçãïýìåíåò ãñáììÝò Ýôóé þóôå íá ìçäåíéóôïýí üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ôåëåõôáßáò

óôÞëçò åêôüò áðü ôï ôåëåõôáßï êáé ðñï÷ùñþíôáò áíôßóôïé÷á ðñïò ôá ðßóù, ìðïñïý-

ìå íá ðåôý÷ïõìå ôï åîÞò

Ẽ1 · · · ẼqB̃ = In.

ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðñïçãïýìåíá êáôáëÞãïõìå óôï áðïôÝëåóìá

Ẽ1 · · · ẼqS1(
1

λ1

) · · · Sn(
1

λn

)E1 · · · EsA = In.

Ôï áðïôÝëåóìá ôþñá ðñïêýðôåé áìÝóùò ðïëëáðëáóéÜæïíôáò áðü ôá áñéóôåñÜ ðñþôá

ìå (Ẽ1)
−1, åí óõíå÷åßá ìå (Ẽ2)

−1, êáé ïýôù êáè’ åîÞò, êáé ôÝëïò ìå (Es)
−1, êáé ëáì-

âÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé üëïé ïé ðßíáêåò ìå ôïõò ïðïßïõò ðïëëáðëáóéÜóáìå

åßíáé óôïé÷åéþäåéò.

ÏñéóìÝíåò Üëëåò ÷ñÞóéìåò éäéüôçôåò ïñéæïõóþí äßíïíôáé óôçí áêüëïõèç Ðñü-

ôáóç.

Ðñüôáóç 7.1 ¸óôù A ∈ Rn,n. Ôüôå éó÷ýïõí:
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i. Áí ï A åßíáé Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò, äçëáäÞ aij = 0 ãéá i > j, ïðüôå ãñÜöåôáé óôç

ìïñöÞ

A =













λ1 ⋆ ⋆ . . . ⋆

λ2 ⋆ . . . ⋆
. . .

...

0 λn













,

ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ åßíáé ôï ãéíüìåíï ôùí äéáãþíéùí óôïé÷åßùí ôïõ A, äçëáäÞ det A =

λ1 · · · λn.

ii. Áí a1, . . . , an åßíáé ïé ãñáììÝò ôïõ A, ôüôå ç ïñßæïõóá ôïõ A åßíáé ìçäÝí, áí êáé ìüíï áí

ôá äéáíýóìáôá a1, . . . , an åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

iii. ¸íáò ôåôñáãùíéêüò ðßíáêáò åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, áí êáé ìüíï áí ç ïñßæïõóÜ ôïõ äåí

åßíáé ìçäÝí.

iv. Ç ïñßæïõóá ôïõ ãéíïìÝíïõ äýï n × n ðéíÜêùí éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ïñéæïõóþí

ôùí äýï ðéíÜêùí. Åéäéêüôåñá, áí A åßíáé Ýíáò áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò, ôüôå ç ïñßæïõóá

ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ, det A−1, éóïýôáé ìå ôïí áíôßóôñïöï ôçò ïñßæïõóáò ôïõ A, det A−1 =

1/det A.

v. Ç ïñßæïõóá ôïõ áíÜóôñïöïõ åíüò ðßíáêá éóïýôáé ìå ôçí ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá, det AT =

det A.

Áðüäåéîç.

i. Ç áðüäåéîç ãßíåôáé åðáãùãéêÜ ùò ðñïò n. Ãéá n = 2 ç ó÷Ýóç åßíáé ðñïöáíÞò

êáé, áí äå÷èïýìå üôé éó÷ýåé ãéá n − 1 êáé áíáðôýîïõìå ôçí n × n ïñßæïõóá ùò ðñïò

ôçí ðñþôç óôÞëç, ïðüôå ìüíï ï ðñþôïò üñïò åßíáé ìç ìçäåíéêüò êáé Ý÷ïõìå ìßá

(n − 1) × (n − 1) ïñßæïõóá ôçò ßäéáò ìïñöÞò, äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ç ó÷Ýóç

éó÷ýåé êáé ãéá n.

ii. Ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí ôùí ìïñöþí iii. êáé iv., âë. ôçí

Ðñüôáóç 4.2, áðü ôïí ðßíáêá A ðñïêýðôåé Ýíáò Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò B,

B =













λ1 ⋆ ⋆ . . . ⋆

λ2 ⋆ . . . ⋆
. . .

...

0 λn













.

Áí ãßíïõí m ìåôáó÷çìáôéóìïß ôçò ìïñöÞò iv., ôüôå Ý÷ïõìå det A = (−1)mdet B, åðï-

ìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï i., det A = (−1)mλ1 · · · λn. ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé ç det A åßíáé
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äéáöïñåôéêÞ ôïõ ìçäåíüò, ãåãïíüò ðïõ óçìáßíåé üôé üëá ôá λi åßíáé ìç ìçäåíéêÜ,

äçë. ï âáèìüò ôïõ B, óõíåðþò êáé ôïõ A, ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò åßíáé n, óõìðåñáßíïõ-

ìå üôé ôá äéáíýóìáôá a1, . . . , an åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá. ËïãéêÜ éóïäýíáìï ìå

áõôü åßíáé ôï ãåãïíüò üôé ç ïñßæïõóá ôïõ A ìçäåíßæåôáé, áí êáé ìüíï áí ôá a1, . . . , an

åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

iii. Óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 5.1, Ýíáò ôåôñáãùíéêüò n×n ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝ-

øéìïò, áí êáé ìüíï áí ï âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò óôÞëåò åßíáé n. Óýìöùíá ìå ôï ii.,

üìùò, ç ïñßæïõóá ôïõ A åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôïõ ìçäåíüò, áí êáé ìüíï áí ï âáèìüò

ôïõ ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò åßíáé n. ÅðåéäÞ ïé âáèìïß ôïõ A ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò êáé ùò

ðñïò ôéò óôÞëåò ôáõôßæïíôáé, óõìðåñáßíïõìå üôé ç ïñßæïõóá ôïõ A äåí åßíáé ìçäÝí,

áí êáé ìüíï áí ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

iv. Áðïäåéêíýïõìå êáô’ áñ÷Þí áõôÞ ôçí éäéüôçôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï A åßíáé

óôïé÷åéþäçò ðßíáêáò. Êáôüðéí ÷ñçóéìïðïéïýìå áõôü ôï áðïôÝëåóìá ãéá íá ïäçãç-

èïýìå óôï áðïôÝëåóìá óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.

¸óôù ëïéðüí E ∈ {Si(λ), Qj
i , (Q

j
i )

−1}, âë. ôéò (6.3) êáé (6.4) ãéá ôï óõìâïëéóìü.

Óýìöùíá ìå ôï i. éó÷ýåé ôüôå det Si(λ) = λ êáé det Qj
i = 1. Åðéðñüóèåôá

det
(

Si(λ)B
)

= det





























b1

...

bi−1

λbi

bi+1

...

bn





























= λdet





























b1

...

bi−1

bi

bi+1

...

bn





























= λdet B ,

êáé, óýìöùíá ìå ôéò D1 êáé D2,
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det
(

Qj
iB
)

= det









































b1

...

bi−1

bi + bj

bi+1

...

bj

...

bn









































= det





























b1

...

bi−1

bi

bi+1

...

bn





























= det B ·

áêñéâþò áíôßóôïé÷á áðïäåéêíýåôáé üôé

det
(

(Qj
i )

−1B
)

= det B .

Ôï ðñïêáôáñêôéêü ìáò áðïôÝëåóìá åßíáé ëïéðüí üôé

(7.8) det
(

EB
)

= det Edet B ,

üôáí ï E åßíáé óôïé÷åéþäçò ðßíáêáò. Áí ôþñá ï ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò,

ïðüôå, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 7.2, ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï óôïé÷åéùäþí ðéíÜêùí óôç

ìïñöÞ (7.7), ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñïêáôáñêôéêü ìáò áðïôÝëåóìá Ý÷ïõìå

det (AB) = det (E1 · · · Er · B)

= det E1det (E2 · · · Er · B)

= det E1det E2 · · · det Er · det B

= det (E1 · · · Er)det B = det Adet B .

ÔÝëïò, áí ï A äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí iii., det Adet B = 0.

Åðßóçò, dim A(Rn) < n, óõíåðþò, âáèìüò (AB) = dim AB(Rn) ≤ dim A(Rn) < n,

ïðüôå det (AB) = 0.

v. ¸óôù êáô’ áñ÷Þí üôé ï A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ïðüôå ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï óôïé-

÷åéùäþí ðéíÜêùí, A = E1 · · · Er. ÅðåéäÞ ðñïöáíþò éó÷ýåé det ET
i = det Ei, ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôï iv. Ý÷ïõìå

det A = det E1 · · · det Er = det ET
1 · · · det ET

r

= det (ET
r · · · ET

1 ) = det (E1 · · · Er)
T = det AT .
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Áí ï A äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ôüôå ï âáèìüò ôïõ A ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò, óõíåðþò

êáé ï âáèìüò ôïõ AT ùò ðñïò ôéò óôÞëåò, åßíáé ìéêñüôåñïò ôïõ n, óõíåðþò êáé ï AT

äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ïðüôå det A = det AT = 0.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãåãïíüò üôé ç ïñßæïõóá ôïõ áíáóôñüöïõ åíüò ðßíáêá éóïý-

ôáé ìå ôçí ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá, åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ïñßæïõóá åßíáé

ãñáììéêÞ êáé ùò ðñïò ôéò óôÞëåò åíüò ðßíáêá, âë. ôçí ¶óêçóç 7.5. ÁõôÞ ç éäéüôçôá

èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôçí åðüìåíç åíüôçôá.

7.2. Õðïëïãéóìüò ïñéæïõóþí êáé åöáñìïãÝò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ãíùñßóïõìå ôñüðïõò õðïëïãéóìïý ïñéæïõóþí, êáèþò

êáé ôïõ áíôéóôñüöïõ åíüò ðßíáêá, êáé èá äþóïõìå êïìøÝò ðáñáóôÜóåéò ôüóï ôïõ

áíôéóôñüöïõ åíüò ðßíáêá üóï êáé ôçò ëýóçò åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò, ìå ßäéï

ðëÞèïò åîéóþóåùí êáé áãíþóôùí, ìå ôç âïÞèåéá ïñéæïõóþí.

¸óôù

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

.

Ôüôå êáô’ åõèåßáí áðü ôïí ïñéóìü ôçò ïñßæïõóáò ëáìâÜíïõìå det A = a11a22−a21a12.

Ãéá

A =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33






,

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôçò ïñßæïõóáò, Ý÷ïõìå

det A = a11det

(

a22 a23

a32 a33

)

− a21det

(

a12 a13

a32 a33

)

+ a31det

(

a12 a13

a22 a23

)

,

äçëáäÞ

(7.9) det A = a11a22a33 − a11a23a32 − a11a21a33 + a13a21a33 + a31a12a23 − a31a22a13.
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Ôï áðïôÝëåóìá (7.9) ðñïêýðôåé êáé ìå ôïí ëåãüìåíï êáíüíá ôïõ Sarrus, äçëáäÞ ùò

åîÞò: ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôéò äýï ðñþôåò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá ìåôÜ ôçí ôñßôç óôÞëç,

+ + +

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − −

êáé ó÷çìáôßæïõìå ôá ãéíüìåíá ôùí ôñéþí “äéáãùíßùí” áðü ðÜíù áñéóôåñÜ ðñïò ôá

êÜôù äåîéÜ, ìå èåôéêü ðñüóçìï, êáé ôùí ôñéþí “äéáãùíßùí” áðü êÜôù áñéóôåñÜ ðñïò

ôá ðÜíù äåîéÜ, ìå áñíçôéêü ðñüóçìï, üðùò öáßíåôáé áíùôÝñù, êáé ðáßñíïõìå ôï

Üèñïéóìá ôùí Ýîé üñùí ðïõ ðñïêýðôïõí. Ç óçìáóßá ôïõ êáíüíá ôïõ Sarrus ðåñéïñß-

æåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé äåí õðÜñ÷åé ãåíßêåõóÞ ôçò ãéá ìåãáëýôåñï n, n > 3.

Ãéá ãåíéêü n, Ýíáò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ìéáò ïñßæïõóáò äßíåôáé êáô’ åõèåßáí áðü

ôïí ïñéóìü ôçò. Ï ôñüðïò áõôüò åßíáé äáðáíçñüò, áðáéôåß ðïëëÝò ðñÜîåéò. ¸íáò

Üëëïò, åõêïëüôåñïò êáé ïéêïíïìéêüôåñïò ôñüðïò, åßíáé íá ìåôáôñÝøïõìå ôïí ðß-

íáêá A, ìå êáôÜëëçëïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí ôçò ìïñöÞò iii. êáé iv., óå

Ýíáí ãñáììïúóïäýíáìü ôïõ Üíù ôñéãùíéêü ðßíáêá B, íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ó÷Ý-

óç det A = (−1)mdet B, üôáí ãßíïíôáé m ìåôáó÷çìáôéóìïß ôçò ìïñöÞò iv., êáé íá

õðïëïãßóïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïõ B ùò ãéíüìåíï ôùí äéáãþíéùí óôïé÷åßùí ôïõ. Óôçí

ïõóßá, äçëáäÞ, õëïðïéïýìå ôï ìÝñïò ôçò ôñéãùíïðïßçóçò óôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò

ôïõ Gauss ðïõ áíáöÝñåôáé óôïí ðßíáêá A êáé õðïëïãßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïõ Üíù

ôñéãùíéêïý ðßíáêá ðïõ ðñïêýðôåé.

7.2.1. Õðïëïãéóìüò ôïõ áíôéóôñüöïõ åíüò ðßíáêá. ¸óôù A Ýíáò n × n áíôéóôñÝ-

øéìïò ðßíáêáò. Áí {e1, . . . , en} åßíáé ç êáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Rn, ÷ñçóéìïðïéïýìå Üíù

äåßêôåò ãéáôß èåùñïýìå ôá äéáíýóìáôá ùò óôÞëåò, êáé

uj =









u1j

...

unj









, j = 1, . . . , n,

ïé ëýóåéò ôùí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí

(7.10) Auj = ej, j = 1, . . . , n,
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ôüôå Ý÷ïõìå

(7.11) A(u1, . . . , un) = (Au1, . . . , Aun) = (e1, . . . , en) = In,

óõíåðþò ï ðßíáêáò (u1, . . . , un) åßíáé ï áíôßóôñïöïò ôïõ A. Ôá óõóôÞìáôá (7.10) ìðï-

ñïýí íá ëõèïýí, öåñ’ åéðåßí, ìå ôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò ôïõ Gauss. ÖõóéêÜ ç ìÝèïäïò

åöáñìüæåôáé ôáõôü÷ñïíá ãéá üëá ôá óõóôÞìáôá, áöïý áõôÜ Ý÷ïõí ôïí ßäéï ðßíáêá

óõíôåëåóôþí. Áõôüò åßíáé ðñáãìáôéêÜ Ýíáò ôñüðïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôçí

ðñÜîç, ôéò åëÜ÷éóôåò öïñÝò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé üíôùò ï áíôßóôñïöïò åíüò ðßíáêá.

¸íáò Üëëïò ôñüðïò áíôéóôñïöÞò ðßíáêá, ìå ôç âïÞèåéá ïñéæïõóþí, ï ïðïßïò ìáò

äßíåé ôïí áíôßóôñïöï ðßíáêá óå êïìøÞ ìïñöÞ, êáôÜëëçëïò ìüíï ãéá èåùñçôéêïýò

óêïðïýò áöïý ôï õðåñâïëéêÜ õøçëü êüóôïò ôïõ êáèéóôÜ ôç ÷ñÞóç ôïõ áðáãïñåõôé-

êÞ ãéá ôçí ðñÜîç, åßíáé ï åîÞò: ¸óôù A = (aij) ∈ Rn,n Ýíáò ðßíáêáò êáé C = (cij) ∈
Rn,n, üðïõ cij ôï áëãåâñéêü óõìðëÞñùìá ôïõ óôïé÷åßïõ aji, cij = (−1)i+jdet Aji. Èá

áðïäåßîïõìå üôé

CA = AC = (det A)In,

ïðüôå, öõóéêÜ, èá Ý÷ïõìå

(7.12) A−1 =
1

det A
C.

ÈÝôïõìå D := CA,D = (dij). Ôüôå

dij =
n
∑

ℓ=1

ciℓaℓj =
n
∑

ℓ=1

aℓj(−1)i+ℓdet Aℓi

=
n
∑

ℓ=1

aℓjdet (a1, . . . , ai−1, eℓ, ai+1, . . . , an).

Ç ôåëåõôáßá éóüôçôá ðñïêýðôåé åýêïëá, áí áíáðôýîåé êáíåßò ôçí ôåëåõôáßá ïñßæïõ-

óá ùò ðñïò ôçí i−óôÞ ôçò óôÞëç. ÅðïìÝíùò, ëüãù ôçò ãñáììéêüôçôáò ôçò ïñßæïõóáò

ùò ðñïò ôéò óôÞëåò, Ý÷ïõìå

dij = det (a1, . . . , ai−1,
n
∑

ℓ=1

aℓje
ℓ, ai+1, . . . , an)

= det (a1, . . . , ai−1, aj , ai+1, . . . , an) = δijdet A ,

äçëáäÞ CA = (det A)In, êáé áðü åäþ ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï æçôïýìåíï.
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Ïñéóìüò 7.3 ¸óôù A = (aij) ∈ Rn,n. Ï ðßíáêáò C = (cij) ∈ Rn,n, üðïõ cij åßíáé ôï

áëãåâñéêü óõìðëÞñùìá ôïõ aji, ëÝãåôáé ðñïóáñôçìÝíïò ôïõ A, êáé óõìâïëßæåôáé ìå

adj A.

Óýìöùíá ìå ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ç (7.12) ãñÜöåôáé ôþñá óôç ìïñöÞ

(7.13) A−1 =
1

det A
adj A.

7.2.2. Åðßëõóç ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Cramer. ¸óôù A Ýíáò

n × n áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò. Ãéá ôç ëýóç x åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Ax = b,

ãéá ôçí ïðïßá, öõóéêÜ, éó÷ýåé x = A−1b, èá Ý÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôçí (7.13),








x1

...

xn









=
1

det A
adj A









b1

...

bn









,

äçëáäÞ

xi =
1

det A

n
∑

j=1

(−1)i+jdet (Aji)bj, i = 1, . . . , n,

êáé ìå Ai := (a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) áõôÞ ç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

(7.14) xi =
det Ai

det A
, i = 1, . . . , n.

Ï éäéáßôåñá êïìøüò áõôüò ôñüðïò ðáñÜóôáóçò ôçò ëýóçò åíüò ãñáììéêïý óõóôÞ-

ìáôïò ëÝãåôáé ìÝèïäïò ôïõ Cramer. Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìç ãéá èåù-

ñçôéêïýò óêïðïýò, äåí ðñÝðåé üìùò íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðïôÝ óôçí ðñÜîç ëüãù ôïõ

õðåñâïëéêÜ ìåãÜëïõ êüóôïõò õëïðïßçóÞò ôçò, ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôéò ðïëëÝò ðñÜ-

îåéò ðïõ áðáéôïýíôáé.

ÅðåéäÞ ç ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóÞ ìáò ó÷åôéêÜ ìå ôï ìåãÜëï êüóôïò õëïðïßç-

óçò ôçò ìåèüäïõ ôïõ Cramer ìðïñåß íá èåùñçèåß õðåñâïëéêÞ, áíáöÝñïõìå ôá åîÞò:

Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò ÷ñåéÜæåôáé íá åðéëýóïõìå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ìå ÷éëéÜäåò

áãíþóôïõò. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå íá ëýóïõìå Ýíá ìéêñü ãñáììéêü óýóôçìá, ìå

ìüíï åßêïóé áãíþóôïõò. Ìå ôç ìÝèïäï áðáëïéöÞò ôïõ Gauss ìðïñåß áõôü íá ãßíåé ìå

Ýíáí õðïëïãéóôÞ óå ÷éëéïóôÜ ôïõ äåõôåñïëÝðôïõ. ¼ìùò, ç õëïðïßçóç ôçò ìåèüäïõ

ôïõ Cramer, áêüìç êáé ìå ôïõò ôá÷ýôåñïõò óçìåñéíïýò õðïëïãéóôÝò, áí õðïëïãß-

óïõìå ôéò ïñßæïõóåò óôçí (7.14) ìå ôá áíáðôýãìáôá üðùò ïñßóôçêáí óôï Èåþñçìá

7.1, èá áðáéôïýóå ðïëëïýò áéþíåò ãéá Ýíá ôÝôïéï ãñáììéêü óýóôçìá!
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7.3. ÁóêÞóåéò

7.1. Ãéá ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò t êáé s, áðïäåßîôå üôé

det













1 t s 1

1 t t t

t 1 ts s

t t ts 1













= (t − 1)(t − s)(1 − ts) .

Èá ìðïñïýóáôå, ÷ùñßò íá êÜíåôå ôïõò õðïëïãéóìïýò, íá “ìáíôÝøåôå” üôé ôï åîáãü-

ìåíï ðåñéÝ÷åé êáèÝíáí áðü ôïõò äýï ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ äßíïíôáé áíùôÝñù;

7.2. Èåùñïýìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò t1, . . . , tn. Áðïäåßîôå üôé

det



















1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tn

t21 t22 . . . t2n
...

...
...

tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1
n



















=
∏

1≤i<j≤n

(tj − ti) .

Ïñßæïõóåò áõôÞò ôçò ìïñöÞò êáëïýíôáé ïñßæïõóåò ôïõ Vandermonde.

[Õðüäåéîç: ¼ôáí äýï áðü ôá t1, . . . , tn åßíáé ßóá, ç ïñßæïõóá Ý÷åé äýï ßäéåò óôÞëåò,

óõíåðþò ìçäåíßæåôáé. ¸óôù ëïéðüí üôé ôá t1, . . . , tn åßíáé áíÜ äýï äéáöïñåôéêÜ ìå-

ôáîý ôïõò. ÈÝôïõìå óôçí áíùôÝñù ïñßæïõóá tn = t êáé ïñßæïõìå ôï ðïëõþíõìï p ùò

åîÞò

(⋆) p(t) := det



















1 1 . . . 1

t1 t2 . . . t

t21 t22 . . . t2

...
...

...

tn−1
1 tn−1

2 . . . tn−1



















.

Ðñïöáíþò, ôï p åßíáé ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý n− 1 êáé ôá t1, . . . , tn−1 åßíáé ñßæåò

ôïõ p. Óõíåðþò, ôï p ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ p(t) = cn(t − t1)(t − t2) · · · (t − tn−1) êáé ï
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ìåãéóôïâÜèìéïò óõíôåëåóôÞò ôïõ cn äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

(⋆⋆) cn := det



















1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tn−1

t21 t22 . . . t2n−1
...

...
...

tn−2
1 tn−2

2 . . . tn−2
n−1



















.

Ôþñá ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ôåôñéììÝíï ãéá n = 2, êáé, õðïèÝôïíôáò üôé áëçèåýåé ãéá

n − 1, áðü ôéò (⋆) êáé (⋆⋆) óõìðåñáßíïõìå áìÝóùò üôé áëçèåýåé êáé ãéá n.]

ÅöáñìïãÞ: Õðïëïãßóôå ôéò ïñßæïõóåò ôùí ðéíÜêùí

















1 1 1 1 1

2 3 1 4 5

4 9 1 16 25

8 27 1 64 125

16 81 1 256 625

















,













1 1 1 1

x y z ω

x2 y2 z2 ω2

x3 y3 z3 ω3













.

7.3. ¸óôù a1, . . . an ìç ìçäåíéêïß ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, áíÜ äýï äéÜöïñïé ìåôáîý

ôïõò. Áðïäåßîôå üôé ç ìüíç ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò























a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0

a2
1x1 + a2

2x2 + · · · + a2
nxn = 0

...
...

...
...

an
1x1 + an

2x2 + · · · + an
nxn = 0

åßíáé ç ôåôñéììÝíç.

7.4. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí Ðñüôáóç 7.1, ãéá íá áðëïðïéÞóåôå ôçí áðüäåéîç ôçò

¶óêçóçò 6.10.

7.5. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï ãåãïíüò üôé ç ïñßæïõóá ôïõ áíáóôñüöïõ åíüò ðßíáêá éóïý-

ôáé ìå ôçí ïñßæïõóá ôïõ ðßíáêá, ãéá íá áðïäåßîåôå éäéüôçôåò ôçò ïñßæïõóáò ãéá ôéò

óôÞëåò áíÜëïãåò ìå åêåßíåò ãéá ôéò ãñáììÝò. Åéäéêüôåñá áðïäåßîôå ôá åîÞò:

i. Ç ïñßæïõóá åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò êÜèå óôÞëç.

ii. Áí Ýíáò n × n ðßíáêáò Ý÷åé äýï óôÞëåò ßóåò, ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ åßíáé ìçäÝí.
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iii. Áí áíôáëëÜîïõìå äýï óôÞëåò åíüò ðßíáêá, ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ áëëÜæåé ðñü-

óçìï.

iv. Áí óå ìßá óôÞëç åíüò ðßíáêá ðñïóèÝóïõìå Ýíá ðïëëáðëÜóéï ìßáò Üëëçò

óôÞëçò, ôüôå ç ïñßæïõóá ìÝíåé áíáëëïßùôç.

v. Áí Ýíáò n × n ðßíáêáò Ý÷åé ìßá ìçäåíéêÞ óôÞëç, ôüôå ç ïñßæïõóÜ ôïõ åßíáé

ìçäÝí.

vi. Áí a1, . . . , an åßíáé ïé óôÞëåò åíüò n×n ðßíáêá A, ôüôå ç ïñßæïõóá ôïõ A åßíáé

ìçäÝí, áí êáé ìüíïí áí ôá äéáíýóìáôá a1, . . . , an åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá.

7.6. Äþóôå ìßá ëýóç ôçò ¶óêçóçò 6.7 ìå ôç âïÞèåéá ïñéæïõóþí êáé ôçò ìåèüäïõ ôïõ

Cramer.

[Õðüäåéîç: ÐáñáôçñÞóôå üôé ï ðßíáêáò Ai := (a1, . . . , ai−1, ej , ai+1, . . . , an) åßíáé, ãéá

i > j, Üíù ôñéãùíéêüò êáé ôï óôïé÷åßï ôïõ óôç èÝóç (i, i) åßíáé ìçäÝí, óõíåðþò êáé ç

ïñßæïõóÜ ôïõ åßíáé ßóç ìå ìçäÝí.]

7.7. Ðñïóäéïñßóôå ôéò ëýóåéò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò






























x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0

x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + 16x5 = 0

x1 + 3x2 + 9x3 + 27x4 + 81x5 = 0

x1 + 4x2 + 16x3 + 64x4 + 256x5 = 0

x1 + 5x2 + 25x3 + 125x4 + 625x5 = 0

7.8. ¸óôù x, y, z, u, v êáé w ðñáãìáôéêïß áñéèìïß. Ðñïóäéïñßóôå ôçí ïñßæïõóá ôïõ

ðßíáêá

A =



























1 1 z 1 u2 v 1

x y z2 1 u4 v3 w2

x2 y2 z3 1 u6 v5 w4

x3 y3 z4 1 u8 v7 w6

x4 y4 z5 1 u10 v9 w8

x5 y5 z6 1 u12 v11 w10

x6 y6 z7 1 u14 v13 w12



























.
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Ôá ðåñéóóüôåñá áðü ôá ìÝ÷ñé ôþñá áðïôåëÝóìáôá äéáôõðþèçêáí ãéá ðñáãìáôé-

êïýò ãñáììéêïýò ÷þñïõò, ìðïñïýí üìùò åýêïëá íá ãåíéêåõèïýí ãéá ÷þñïõò ðÜíù

óå Ýíá ôõ÷üí óþìá K. Ôá áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ éó÷ýïõí, ìüíï áí ôï

óþìá åßíáé åßôå ôï óþìá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R åßôå ôï óþìá ôùí ìéãáäéêþí

áñéèìþí C. Èá óõìâïëßæïõìå ëïéðüí åäþ ôï óþìá ìå K êáé èá åííïïýìå ðÜíôá åßôå

üôé K = R åßôå üôé K = C.

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åéóáãÜãïõìå äéÜöïñåò ÷ñÞóéìåò Ýííïéåò, åíôåëþò äéá-

öïñåôéêÝò áðü áõôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìÝ÷ñé ôþñá. Êáô’ áñ÷Þí èá åéóáãÜãïõ-

ìå ôçí Ýííïéá ôçò íüñìáò, ìßá ãåíßêåõóç ôçò áðüëõôçò ôéìÞò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí

óå ãñáììéêïýò ÷þñïõò, ç ïðïßá áíôéóôïé÷ßæåé óå êÜèå äéÜíõóìá Ýíáí ìç áñíçôéêü

áñéèìü êáé ìáò åðéôñÝðåé Ýôóé íá ìåôñÜìå ôï “ìÝãåèïò” åíüò äéáíýóìáôïò. ÕðÜñ-

÷ïõí ðïëëïß ôñüðïé íá ïñßóåé êáíåßò íüñìåò· éäéáßôåñá åý÷ñçóôåò åßíáé ïé íüñìåò

ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ãéáõôü êáé óå üëï áõôü ôï êåöÜëáéï

èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôÝôïéïõò ÷þñïõò. Èá ìåëåôÞóïõìå äéÜöïñåò éäéüôçôåò áõôþí

ôùí ÷þñùí êáé èá äïýìå üôé ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò ìðïñïýí

óå ôÝôïéïõò ÷þñïõò íá ëõèïýí ðïëý åýêïëá, åíþ áõôü äåí åßíáé ãåíéêÜ óùóôü üôáí

ç íüñìá äåí ðáñÜãåôáé áðü åóùôåñéêü ãéíüìåíï.

8.1. Ç Ýííïéá ôïõ ÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï

Ìßá äõíáôüôçôá ãéá íá ìåôñÜìå “ìÞêç” äéáíõóìÜôùí ó’ Ýíáí ãñáììéêü ÷þñï ìáò

äßíåôáé ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò Ýííïéáò ôçò íüñìáò. Ç íüñìá áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò

áðüëõôçò ôéìÞò ãéá ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åéóáãÜãïõìå

ôçí Ýííïéá ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ êáé èá äïýìå ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò íïñìþí ðïõ

ðáñÜãïíôáé áðü åóùôåñéêÜ ãéíüìåíá.

Ïñéóìüò 8.1 ¸óôù X Ýíáò K−ãñáììéêüò ÷þñïò ìå K = R Þ K = C . Ìßá áðåéêüíé-

óç

109
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‖ · ‖ : X −→ R

x 7→ ‖x‖ ,

ëÝãåôáé íüñìá (óôÜèìç, norm), áí éó÷ýïõí:

(N1) x ∈ X ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(N2) ∀λ ∈ K ∀x ∈ X ‖λx‖ = |λ| ‖x‖

(N3) ∀x, y ∈ X ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá).

Áí óå Ýíáí K−ãñáììéêü ÷þñï ïñéóèåß ìßá íüñìá, ôüôå áõôüò ëÝãåôáé ÷þñïò ìå

íüñìá Þ óôáèìçôüò ÷þñïò.

Óçìåßùóç. Óôç ó÷Ýóç (N2) ÷ñçóéìïðïéïýìå, ãéá λ ∈ K, ôçí áðüëõôï ôéìÞ ôïõ λ,

Ýííïéá ðïõ ïñßæåôáé ìüíï ãéá ðñáãìáôéêïýò Þ ãéá ìéãáäéêïýò áñéèìïýò.

ÐáñáôçñÞóåéò 8.1

(i) Áðü ôá áîéþìáôá ôçò íüñìáò Ýðåôáé üôé ãéá x ∈ X éó÷ýåé ‖x‖ ≥ 0 . ÐñáãìáôéêÜ

Ý÷ïõìå

0 = ‖x − x‖ = ‖x + (−x)‖ ≤ ‖x‖ + ‖ − x‖ = ‖x‖ + ‖x‖ = 2 ‖x‖ ,

üðïõ ç áíéóüôçôá éó÷ýåé ëüãù ôçò (N3) êáé ç ðñïôåëåõôáßá éóüôçôá ëüãù ôçò (N2).

(ii) Éó÷ýåé ç ëåãüìåíç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá ðñïò ôá êÜôù, äçëáäÞ

∀ x, y ∈ X ‖x − y‖ ≥
∣

∣‖x‖ − ‖y‖
∣

∣ .

ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

‖x‖ = ‖(x − y) + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖ , äçëáäÞ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖

êáé áíôßóôïé÷á ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ , áðü ôéò ïðïßåò Ýðåôáé áìÝóùò ôï æçôïýìåíï.

Ðáñáäåßãìáôá 8.1

1.
(

R, ‖ · ‖
)

ìå ‖x‖ := |x| ∀x ∈ R .
(

C, ‖ · ‖
)

ìå ‖z‖ := |z| ∀ z ∈ C .

2.
(

Rn, ‖ · ‖1

)

ìå ‖x‖1 :=
n
∑

i=1

|xi| , x = (x1, . . . , xn) (“ℓ1 íüñìá”).

ÐñáãìáôéêÜ éó÷ýïõí:
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Ç (N1) ãéáôß ‖x‖1 = 0 ⇐⇒ ∑n
i=1 |xi| = 0 ⇐⇒ xi = 0, i = 1, . . . , n ⇐⇒ x = 0 .

Ç (N2) ãéáôß ãéá λ ∈ R , x ∈ Rn Ý÷ïõìå

‖λx‖1 =
n
∑

i=1

|λxi| =
n
∑

i=1

|λ| |xi| = |λ|
n
∑

i=1

|xi| = |λ| ‖x‖1 .

Ç (N3) ãéáôß ãéá x, y ∈ Rn

‖x + y‖1 =
n
∑

i=1

|xi + yi| ≤
n
∑

i=1

(

|xi| + |yi|
)

=
n
∑

i=1

|xi| +
n
∑

i=1

|yi| = ‖x‖1 + ‖y‖1 .

3.
(

Rn, ‖ · ‖∞

)

ìå ‖x‖∞ := max
1≤i≤n

|xi| (“ℓ∞ íüñìá”).

Ç áðüäåéîç üôé ç ‖ · ‖∞ åßíáé íüñìá óôïí Rn åßíáé ðïëý áðëÞ.

4.
(

C[a, b], ‖·‖∞

)

ìå ‖f‖∞ := max
a≤x≤b

|f(x)| (íüñìá ìåãßóôïõ), üðïõ −∞ < a < b < ∞ .

ÐñáãìáôéêÜ éó÷ýïõí:

Ç (N1) ãéáôß ãéá f ∈ C[a, b]

‖f‖∞ = 0 ⇐⇒ max
a≤x≤b

|f(x)| = 0 ⇐⇒ f = 0 .

Ç (N2) ãéáôß ãéá λ ∈ R êáé f ∈ C[a, b] Ý÷ïõìå

‖λf‖∞ = max
a≤x≤b

|λf(x)| = |λ| max
a≤x≤b

|f(x)| = |λ| ‖f‖∞ .

Ç (N3) ãéáôß ãéá f, g ∈ C[a, b]

‖f + g‖∞ = max
a≤x≤b

|f(x) + g(x)| ≤ max
a≤x≤b

[

|f(x)| + |g(x)|
]

≤ max
a≤x≤b

|f(x)| + max
a≤x≤b

|g(x)| = ‖f‖∞ + ‖g‖∞ .

Ïé ðéï åýêïëåò óôç ÷ñÞóç ôïõò íüñìåò åßíáé üóåò ðáñÜãïíôáé áðü åóùôåñéêÜ

ãéíüìåíá.

Ïñéóìüò 8.2 ¸óôù X Ýíáò K−ãñáììéêüò ÷þñïò. Ìéá áðåéêüíéóç (· , ·) : X × X −→
R ëÝãåôáé åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí X, áí åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñþôç ìåôá-

âëçôÞ ôçò, óõììåôñéêÞ, óôçí ðñáãìáôéêÞ ðåñßðôùóç, êáé ôÝôïéá þóôå ïé áñéèìïß

(x, y) êáé (y, x) íá åßíáé óõæõãåßò, óôç ìéãáäéêÞ ðåñßðôùóç, êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç,

äçëáäÞ áí éó÷ýïõí

(ÅÃ1) (x + y, z) = (x, z) + (y, z) ∀ x, y, z ∈ X
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(ÅÃ2) (λx, y) = λ (x, y) ∀ x, y ∈ X ∀ λ ∈ K

(ÅÃ3) (x, y) = (y, x) ∀ x, y ∈ X

(ÅÃ4) (x, x) > 0 ∀ x ∈ X \ {0} .

¸íáò ãñáììéêüò ÷þñïò óôïí ïðïßï Ý÷åé ïñéóèåß Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï ëÝãåôáé

÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. .

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï ÷þñïò åßíáé ðñáãìáôéêüò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíþíõìá êáé

ï üñïò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò, áíôß ôïõ ðñáãìáôéêüò ãñáììéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü

ãéíüìåíï.

Áí ãéá x, y ∈ X éó÷ýåé (x, y) = 0 , ôüôå ëÝìå üôé ôá x, y åßíáé ïñèïãþíéá, êáé

ãñÜöïõìå óõìâïëéêÜ x⊥y .

Ðáñáäåßãìáôá 8.2

1. Óõìâïëßæïõìå ìå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) óôïé÷åßá ôïõ Kn.

i. Ãéá K = R, ïñßæåôáé äéá (x, y) := x1y1+· · ·+xnyn Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí Rn,

ôï ëåãüìåíï Åõêëåßäåéï Þ êáíïíéêü åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôïõ Rn. åóùôåñéêü ãéíüìåíï

ôïõ Rn.

ii. Ãéá K = C, ïñßæåôáé äéá (x, y) := x1ȳ1 + · · · + xnȳn Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí

Cn.

2. ¸óôù −∞ < a < b < ∞, êáé X := {x : [a, b] −→ K / x óõíå÷Þò}.

i. Ãéá K = R, ïñßæåôáé äéá (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s)ds Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí X,

äçëáäÞ óôïí C[a, b].

ii. Ãéá K = C, ïñßæåôáé äéá (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s)ds Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí X.

Óå Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, (X, (·, ·)), ïñßæåôáé ìå

‖ · ‖ : X −→ R

x 7→
√

(x, x) ,

ìßá íüñìá. Ãéá ôçí áðüäåéîç ÷ñåéáæüìáóôå ôç ëåãüìåíç áíéóüôçôá ôùí Cauchy–

Schwarz. Ç áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz áíáöÝñåôáé óõ÷íÜ êáé ùò áíéóüôçôá ôïõ

Schwarz, êõñßùò óôç ÃåñìáíéêÞ âéâëéïãñáößá, Þ ùò áíéóüôçôá ôïõ Cauchy, êõñßùò

óôç ÃáëëéêÞ âéâëéïãñáößá, Þ áêüìá êáé ùò áíéóüôçôá ôïõ Bunjakowski, êõñßùò óôç

ÑùóéêÞ âéâëéïãñáößá.
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ËÞììá 8.1 (Áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz.) Óå Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï,
(

X, (·, ·)
)

, éó÷ýåé ç áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz

(8.1) ∀ x, y ∈ X |(x, y)| ≤
√

(x, x)
√

(y, y) .

Áðüäåéîç. Óôçí ðåñßðôùóç y = 0, ç (8.1) éó÷ýåé ðñïöáíþò. ¸óôù ëïéðüí y 6= 0. Ãéá

λ ∈ K éó÷ýåé, öõóéêÜ, (x − λy, x − λy) ≥ 0, êáé åðåéäÞ

(x − λy, x − λy) = (x, x − λy) − (λy, x − λy)

= (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (y, x) + λλ̄(y, y)

= (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (x, y) + λλ̄(y, y) ,

èá Ý÷ïõìå (x, x) − λ̄ (x, y) − λ (x, y) + λλ̄(y, y) ≥ 0. Åéäéêüôåñá, ãéá λ := (x,y)
(y,y)

, èá

Ý÷ïõìå

(x, x) − (x, y)

(y, y)
(x, y) − (x, y)

(y, y)
(x, y) +

(x, y) (x, y)

(y, y)
≥ 0 ,

Üñá (x, x) − (x,y) (x,y)
(y,y)

≥ 0 , äçëáäÞ (x, y)(x, y) ≤ (x, x)(y, y), ïðüôå

|(x, y)|2 ≤ (x, x) (y, y),

êáé Ýôóé ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôçí (8.1), ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôï ãåãïíüò üôé ç

åîáãùãÞ ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá óõíÜñôçóç, áöïý ç ðáñÜãùãüò

ôçò åßíáé èåôéêÞ.

Óçìåßùóç. Óôçí ðåñßðôùóç Åõêëåßäåéïõ ÷þñïõ, äçëáäÞ ðñáãìáôéêïý ãñáììéêïý

÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ç áíéóüôçôá ôùí Cauchy–Schwarz áðïäåéêíýåôáé

áðëïýóôåñá ùò åîÞò: Ãéá λ ∈ R ç ó÷Ýóç (x − λy, x − λy) ≥ 0 ãñÜöåôáé óôç

ìïñöÞ

(x, x) − 2(x, y)λ + (y, y)λ2 ≥ 0 .

Ãéá íá áëçèåýåé ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü λ ðñÝðåé ç

äéáêñßíïõóá ôïõ ôñéùíýìïõ íá åßíáé ìç èåôéêÞ, äçëáäÞ

∆ =
[

(x, y)2 − (x, x)(y, y)
]

≤ 0,

êáé áðü åäþ Ýðåôáé áìÝóùò ç æçôïýìåíç áíéóüôçôá.
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Ïé óõíçèéóìÝíåò áíéóüôçôåò ãéá áèñïßóìáôá

∣

∣

n
∑

i=1

xiȳi

∣

∣ ≤
(

n
∑

i=1

|xi|2
)1/2(

n
∑

i=1

|yi|2
)1/2

,

ãéá ìéãáäéêïýò áñéèìïýò xi, yi, i = 1, . . . , n, êáèþò êáé ãéá ïëïêëçñþìáôá

∣

∣

∫ b

a

x(s)y(s) ds
∣

∣ ≤
(

∫ b

a

|x(s)|2 ds
)1/2(

∫ b

a

|y(s)|2 ds
)1/2

,

ãéá óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ïñéóìÝíåò óôï äéÜóôçìá [a, b], áðïôåëïýí åéäéêÝò ðåñé-

ðôþóåéò ôçò áíéóüôçôáò ôùí Cauchy–Schwarz, êáé óõãêåêñéìÝíá ãéá ôïõò ÷þñïõò

(Cn, (·, ·)) ìå (x, y) :=
∑n

i=1 xiȳi ãéá x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn, êáé

(C[a, b], (·, ·)) ìå (x, y) :=
∫ b

a
x(s)y(s) ds .

Ðñüôáóç 8.1 ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Ôüôå ìå

‖x‖ :=
√

(x, x) , x ∈ X ,

ïñßæåôáé ìéá íüñìá óôïí X, ç ïðïßá ëÝìå üôé ðáñÜãåôáé áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (·, ·) .

Áðüäåéîç. Ïé (N1) êáé (N2) åßíáé ôåôñéììÝíåò. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ôñéãùíéêÞ

áíéóüôçôá, ðáñáôçñïýìå êáô’ áñ÷Þí üôé ãéá x, y ∈ X Ý÷ïõìå

‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re (x, y) + ‖y‖2,

êáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò áíéóüôçôáò ôùí Cauchy–Schwarz ëáìâÜíïõìå

‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 =
(

‖x‖ + ‖y‖
)2

,

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé áìÝóùò ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá.

¼ôáí áíáöåñüìáóôå óå ìéá íüñìá ó’ Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíïìåíï ÷ùñßò íá

ôçí ðñïóäéïñßæïõìå, åííïïýìå ðÜíôá ôç íüñìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï. Åðßóçò, üôáí ìéëÜìå ãéá âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò óå ÷þñïõò ìå åóùôåñéêü

ãéíüìåíï, åííïïýìå ðÜíôá âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò ùò ðñïò áõôÞ ôç íüñìá.

ËÞììá 8.2 Óå Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï
(

X, (·, ·)
)

éó÷ýåé ç ëåãüìåíç éóüôçôá ôïõ

ðáñáëëçëïãñÜììïõ

(8.2) ∀ x, y ∈ X ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2‖y‖2 .
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Åðßóçò, éó÷ýåé ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá

(8.3) ∀ x, y ∈ X (x, y) = 0 =⇒ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ,

êáé ãåíéêüôåñá ãéá x1, . . . , xn ∈ X

(8.4) (xi, xj) = 0 , i 6= j =⇒ ‖x1 + · · · + xn‖2 = ‖x1‖2 + · · · + ‖xn‖2 .

Áðüäåéîç. ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò ó÷Ýóåéò

(i) ‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2

(ii) ‖x − y‖2 = (x − y, x − y) = ‖x‖2 − (x, y) − (y, x) + ‖y‖2

ëáìâÜíïõìå áìÝóùò ôçí (8.2).

Ãéá (x, y) = 0, ç (i) åßíáé ç (8.3).

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá åðáãùãéêÜ ôçí (8.4). Ãéá n = 2 éó÷ýåé, óýìöùíá ìå ôçí

(8.3). ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá n = m − 1. Ôüôå ðñïöáíþò (x1 + · · · + xm−1, xm) = 0 ,

ïðüôå
‖x1 + · · · + xm−1 + xm‖2 = ‖x1 + · · · + xm−1‖2 + ‖xm‖2

= ‖x1‖2 + · · · + ‖xm‖2 ,

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá éó÷ýåé óýìöùíá ìå ôçí (8.3) êáé ç äåýôåñç óýìöùíá ìå ôçí

åðáãùãéêÞ õðüèåóç.

Óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí üëùí ôùí ðëåõñþí ôïõ

éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáãùíßùí ôïõ· óå áõôü ôï ãåãïíüò

ïöåßëåôáé ç ïíïìáóßá “éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ” ãéá ôç ó÷Ýóç (8.2).

Óçìåßùóç. ÊÜèå íüñìá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï éêáíïðïéåß,

üðùò åßäáìå, ôçí éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ. Áíôßóôñïöá, ìðïñåß íá äåé÷èåß,

üôé êÜèå íüñìá, ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí éóüôçôá ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ðáñÜãåôáé

áðü Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï, óõãêåêñéìÝíá áðü ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ðïõ ïñßæå-

ôáé áðü ôïí ôýðï

(8.5) ∀ x, y ∈ X (x, y) :=
1

4

[

‖x + y‖2 − ‖x − y‖2
]

,

óôçí ðåñßðôùóç ðñáãìáôéêïý ÷þñïõ, êáé áðü ôïí ôýðï

(8.6) ∀ x, y ∈ X (x, y) :=
1

4

[

‖x + y‖2 − ‖x − y‖2 + i‖x + iy‖2 − i‖x − iy‖2
]

,
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óôçí ðåñßðôùóç ìéãáäéêïý ÷þñïõ.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ Åõêëåßäåéïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ óôïí Rn, ìðïñïýìå ôþñá

íá ïñßóïõìå èåôéêÜ ïñéóìÝíïõò ôåôñáãùíéêïýò ðßíáêåò.

Ïñéóìüò 8.3 ¸íáò n × n ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò A ëÝãåôáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, áí ãéá

êÜèå ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá x ôïõ Rn ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï (Ax, x) åßíáé èåôéêüò

áñéèìüò, (Ax, x) > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}.

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò üôé Ýíáò èåôéêÜ ïñéóìÝíïò ðßíáêáò åßíáé áíôé-

óôñÝøéìïò, âë. ¶óêçóç 8.2

Óôç óõíÝ÷åéá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ìåôñéêÞò, êáé ìåôÜ ïñßæïõìå ìßá ìåôñéêÞ

ìå ôç âïÞèåéá ìéáò íüñìáò.

Ïñéóìüò 8.4 ¸óôù X Ýíá óýíïëï. Ìßá ìåôñéêÞ óôï X åßíáé ìßá áðåéêüíéóç

d : X × X −→ R

(x, y) 7→ d(x, y) ,

áí éó÷ýïõí:

(M1) ∀x, y ∈ X d(x, y) = d(y, x) óõììåôñßá

(M2) ∀x, y, z ∈ X d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

(M3) ∀x, y ∈ X d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

Ðïëý åýêïëá äéáðéóôþíåé êáíåßò, üôé óå Ýíáí ÷þñï ìå íüñìá, éäéáßôåñá, óõíå-

ðþò, óå Ýíáí ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, óôïí ïðïßï ç íüñìá ðáñÜãåôáé áðü ôï

åóùôåñéêü ãéíüìåíï, äéá d(x, y) := ‖x − y‖ ïñßæåôáé ìßá ìåôñéêÞ.

8.2. Ïñèïêáíïíéêïðïßçóç

Ç åíüôçôá áõôÞ áíáöÝñåôáé óôá ïñèïìïíáäéáßá óõóôÞìáôá êáé äéÜöïñåò åöáñ-

ìïãÝò ôïõò. Êáô’ áñ÷Þí èá ïñßóïõìå ôá ïñèïìïíáäéáßá óõóôÞìáôá, êáé åí óõíå÷åßá

èá ãíùñßóïõìå ìåñéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò, êáèþò êáé Ýíáí ôñüðï êáôáóêåõÞò êáôÜë-

ëçëùí ïñèïìïíáäéáßùí óõóôçìÜôùí, îåêéíþíôáò áðü ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíý-

óìáôá. Åðßóçò èá áíáöåñèïýìå åí óõíôïìßá óå âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò áðü ÷þñïõò
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ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, óå ÷þñïõò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, êáé èá äïýìå ôï ñüëï

ïñèïìïíáäéáßùí óõóôçìÜôùí óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç.

Ïñéóìüò 8.5 ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. ¸íá óýíïëï S =

{x1, . . . , xn} ⊂ X ëÝãåôáé ïñèïãþíéï (ïñèïãþíéï óýóôçìá), áí ôá óôïé÷åßá ôïõ åßíáé

ïñèïãþíéá ìåôáîý ôïõò, äçëáäÞ áí ãéá i 6= j éó÷ýåé (xi, xj) = 0 . Áí åðß ðëÝïí

êÜèå äéÜíõóìá ôïõ S åßíáé ìïíáäéáßï, äçëáäÞ ‖xi‖ = 1 , ãéá êÜèå i, ïðüôå óõíïëéêÜ

Ý÷ïõìå (xi, xj) = δij , ôüôå ôï S ëÝãåôáé ïñèïêáíïíéêü (ïñèïêáíïíéêü óýóôçìá) Þ

ïñèïìïíáäéáßï. Áí Ýíá ïñèïêáíïíéêü óýíïëï S åßíáé âÜóç ôïõ X, ôüôå ôï S ëÝãåôáé

ïñèïêáíïíéêÞ Þ ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ X.

ËÞììá 8.3. ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé S = {e1, . . . , en} Ýíá

ïñèïìïíáäéáßï óýíïëï óôïé÷åßùí ôïõ X. Ôüôå ôá e1, . . . , en åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Áðüäåéîç. ¸óôù λ1, . . . , λn ∈ K êáé λ1e1 + · · · + λnen = 0 . Ôüôå ãéá j ∈ {1, . . . , n}
Ý÷ïõìå

0 = (0, ej) = (λ1e1 + · · · + λnen, ej)

=
n
∑

i=1

λi (ei, ej) =
n
∑

i=1

λi δji = λj .

Èåþñçìá 8.1 (ÌÝèïäïò ïñèïêáíïíéêïðïßçóçò ôùí Gram–Schmidt.) ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï. Áí x1, . . . , xn ∈ X åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéá-

íýóìáôá, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá {e1, . . . , en} , ôÝôïéï þóôå êÜèå ei íá

åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí x1, . . . , xi , êáé ôá äéáíýóìáôá e1, . . . , en êáé x1, . . . , xn

íá ðáñÜãïõí ôïí ßäéï ÷þñï.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, éó÷ýåé xi 6= 0 , i =

1, . . . , n . Ïñßæïõìå ôþñá ôá äéáíýóìáôá e′
1, . . . , e

′
n ùò åîÞò:

e′
1 := x1

e′
2 := x2 − (x2, e

′
1)

(e′
1, e

′
1)

e′
1

...

e′
n := xn − (xn, e

′
n−1)

(e′
n−1, e

′
n−1)

e′
n−1 − · · · − (xn, e′

1)

(e′
1, e

′
1)

e′
1 .
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ÅðåéäÞ ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xi , i ≤ n , óõíåðþò êáé ôá äéáíýóìáôá e′
1, e

′
2, . . . , e

′
i−1,

xi , åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, éó÷ýåé ðñïöáíþò e′
i 6= 0 . ÅðïìÝíùò ôï e′

i+1 ïñßæåôáé

êáëþò, äçëáäÞ ôá e′
1, . . . , e

′
n åßíáé êáëþò ïñéóìÝíá. Åêôåëþíôáò ðñÜîåéò, äéáðéóôþ-

íïõìå åýêïëá åðáãùãéêÜ üôé, ãéá i ∈ {1, . . . , n}, (e′
i, e

′
j) = 0 , j = 1, . . . , i − 1 , áð’

üðïõ Ýðåôáé áìÝóùò üôé ôï óýóôçìá {e′
1, . . . , e

′
n} åßíáé ïñèïãþíéï. ÈÝôïõìå ôþñá

ei :=
e′

i

‖e′
i‖

, i = 1, . . . , n,

êáé ðáßñíïõìå Ýíá ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá, ôï ïðïßï éêáíïðïéåß ôïõò éó÷õñéóìïýò

ôïõ èåùñÞìáôïò.

Óçìåßùóç.

1. Ç áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ èåùñÞìáôïò åßíáé êáôáóêåõáóôéêÞ· äåí áðïäåß-

÷èçêå áðëþò ç ýðáñîç ôùí e1, . . . , en , áëëÜ äüèçêå êáé ìéá ìÝèïäïò ðñïóäéïñéóìïý

ôïõò.

2. Ôá e1, . . . , en åîáñôþíôáé ðñïöáíþò êáé áðü ôç óåéñÜ ôçò ïñèïêáíïíéêïðïßçóçò

ôùí x1, . . . , xn .

¶ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ÈåùñÞìáôïò åßíáé üôé êÜèå ÷þñïò Y ðåðåñá-

óìÝíçò äéÜóôáóçò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï Ý÷åé ìéá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç· äéáôõðþ-

íïõìå áõôü ôï áðïôÝëåóìá õðü ìïñöÞ Ðïñßóìáôïò.

Ðüñéóìá 8.1 Óå êÜèå ÷þñï X, X 6= {0} , ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï

õðÜñ÷åé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç.

Óôïí Rn ìå ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ç êáíïíéêÞ ôïõ âÜóç áðïôåëåß ïñèï-

ìïíáäéáßï óýóôçìá ôï ïðïßï ðáñÜãåé ôïí Rn, åßíáé äçëáäÞ ìßá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç

ôïõ Rn.

8.2.1. ÅöáñìïãÞ: ÂÝëôéóôç ðñïóÝããéóç. Óõ÷íÜ èÝëïõìå íá ðñïóåããßóïõìå êÜ-

ðïéï óôïé÷åßï åíüò äåäïìÝíïõ óõíüëïõ ìå ôïí “êáëýôåñï”, êáôÜ êÜðïéá Ýííïéá,

äõíáôü ôñüðï. Ôüôå ìéëÜìå ãéá âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò. Ç áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç

ôÝôïéùí ðñïâëçìÜôùí, ðïõ åßíáé êáé ç ðåñßðôùóç ìå ôçí ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå

åí óõíôïìßá åäþ, ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ï ÷þñïò óôïí ïðïßï åñãáæüìáóôå åßíáé ãñáì-

ìéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé ðñïóåããßæïõìå áðü êÜðïéïí õðü÷ùñü ôïõ

ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò.
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Ïñéóìüò 8.6 ¸óôù
(

X, ‖ · ‖
)

Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ìå íüñìá, Y Ýíá ìç êåíü õðïóý-

íïëï ôïõ X, êáé x ∈ X . ¸íá óôïé÷åßï y ∈ Y (áí õðÜñ÷åé), ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé

∀ z ∈ Y ‖x − y‖ ≤ ‖x − z‖ ,

ëÝãåôáé âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôï Y.

Óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò ðñïóåããßæïõìå ôï x ìå óôïé÷åßá õðï÷þñùí ôïõ X ðåðåñáóìÝ-

íçò äéÜóôáóçò. Ôï âáóéêü ðñüâëçìá óôéò âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò åßíáé íá áðïäåß-

îïõìå ôçí ýðáñîç ìéáò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò, íá åîåôÜóïõìå áí åßíáé ìïíáäéêÞ

êáé, ôÝëïò, íá áíáðôýîïõìå êáëÝò ìåèüäïõò õðïëïãéóìïý ôçò. Ôï ðñüâëçìá ó’ áõ-

ôÞí ôç ãåíéêüôçôá åßíáé áñêåôÜ äýóêïëï, ôïõëÜ÷éóôïí üóïí áöïñÜ ôïí õðïëïãéóìü

ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò. ÕðÜñ÷åé Ýíáò êëÜäïò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôé-

êþí, ç ëåãüìåíç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùí, ðïõ áó÷ïëåßôáé ìå ôÝôïéá èÝìáôá. Óôçí

ðåñßðôùóç, üìùò, ôùí ÷þñùí ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ìå ôçí ïðïßá êáé è’ áó÷ïëç-

èïýìå, èá áðïäåßîïõìå åýêïëá ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá, êáé èá äïýìå Ýíáí ôñüðï

ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò.

¸óôù ëïéðüí (X, (·, ·)) Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, êáé Y Ýíáò õðü÷ùñïò

ôïõ X ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. Áí x ∈ X êáé {e1, . . . , en} ìéá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç

ôïõ õðï÷þñïõ Y , ôüôå ïñßæïõìå ôï óôïé÷åßï y ôïõ Y ùò åîÞò

(8.7) y = (x, e1) e1 + · · · + (x, en) en .

Ôþñá ãéá j ∈ {1, . . . , n} Ý÷ïõìå

(x − y, ej) = (x, ej) − (y, ej) = (x, ej) − (x, e1)(e1, ej) − · · · − (x, en)(e1, en),

üðüôå, ëáìâÜíïíôáò õð’üøéí ôï ãåãïíüò üôé ôá {e1, . . . , en} áðïôåëïýí ïñèïìïíá-

äéáßï óýóôçìá,

(8.8) (x − y, ej) = 0, j = 1, . . . , n,

äçëáäÞ ôï x − y åßíáé ïñèïãþíéï ìå êáèÝíá ôùí e1, . . . , en . ÁìÝóùò ôþñá óõìðå-

ñáßíïõìå üôé ôï x − y åßíáé ïñèïãþíéï ìå êÜèå ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí e1, . . . , en ,

äçëáäÞ ìå êÜèå óôïé÷åßï ôïõ Y,

(8.8′) (x − y, z) = 0, ∀z ∈ Y.
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Ãéá áõôüí ôï ëüãï, ôï y ëÝãåôáé ïñèïãþíéá Þ ïñèÞ ðñïâïëÞ Þ áðëþò ðñïâïëÞ ôïõ x

óôïí ÷þñï Y.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé áõôü ôï y åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìßá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç

ôïõ x áðü ôïí Y êáé åí óõíå÷åßá üôé åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí

Y. ¸óôù ëïéðüí z ∈ Y. Ôüôå, öõóéêÜ, y − z ∈ Y, åðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí (8.8′),

(x − y, y − z) = 0. Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá, Ý÷ïõìå

(8.9) ‖x − z‖2 = ‖(x − y) + (y − z)‖2 = ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 ≥ ‖x − y‖2,

äçëáäÞ ôï y åßíáé üíôùò ìßá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí Y. Åðéðñüóèåôá, ãéá

z 6= y, ç (8.9) äßíåé ‖x−z‖ > ‖x−y‖, Üñá õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç

ôïõ x áðü ôïí Y.

Óçìåéþíïõìå áêüìç üôé, áí ôï óýíïëï {e1, . . . , en} åßíáé ìéá âÜóç ôïõ Y ìå ïñ-

èïãþíéá ìåôáîý ôïõò óôïé÷åßá e1, . . . , en , ôá ïðïßá äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ ìïíáäéáßá,

ôüôå ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç y ∈ Y åíüò óôïé÷åßïõ x äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

(8.7′) y =
(x, e1)

(e1, e1)
e1 + · · · +

(x, en)

(en, en)
en .

ÐáñáóôÜóåéò ôïõ åßäïõò (8.7) Þ (8.7′) ëÝãïíôáé áíáðôýãìáôá Fourier Þ ïñèïãþíéá áíá-

ðôýãìáôá. Ç ðéï ãíùóôÞ ðåñßðôùóç åßíáé ïé óåéñÝò Fourier ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí,

ìå ôçí ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå óõíïðôéêÜ óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

Áò áíáöÝñïõìå åðéðñüóèåôá üôé ôç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç åíüò óôïé÷åßïõ x áðü ôï

÷þñï ðïõ ðáñÜãïõí ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xn ìðïñïýìå íá ôçí

ðñïóäéïñßóïõìå êáé áð’ åõèåßáò ëýíïíôáò ôï ëåãüìåíï óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîé-

óþóåùí, âë. ÁóêÞóåéò 8.3 êáé 8.4, ðáñáêÜìðôïíôáò Ýôóé ôïí ðñïóäéïñéóìü ìßáò

ïñèïìïíáäéáßáò âÜóçò ôïõ ÷þñïõ ðïõ ðáñÜãïõí ôá x1, . . . , xn. Ôï ôßìçìá ôþñá èá

åßíáé üôé ç ðáñÜóôáóç ôçò âÝëôéóôçò ðñïóÝããéóçò äåí èá åßíáé ðëÝïí ôüóï êïìøÞ

üóï ç ðáñÜóôáóç (8.7).

¸íá ó÷üëéï ó÷åôéêÜ ìå ôïí ïñéóìü ôùí äéáíõóìÜôùí e′
i óôç ìÝèïäï ïñèïêáíïíéêï-

ðïßçóçò ôùí Gram–Schmidt: ËáìâÜíïíôáò õð’ üøéí ôçí (8.7′), âëÝðïõìå üôé ôï e′
i

ïñßóôçêå ùò ç äéáöïñÜ ôïõ xi ìåßïí ôç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ xi áðü ôïí ÷þñï

〈e′
1, . . . , e

′
i−1〉 . ¸ôóé ç ïñèïãùíéüôçôá ôïõ e′

i ðñïò ôá e′
1, . . . , e

′
i−1 Ýðåôáé áìÝóùò áðü

ôçí (8.8′).
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ÐáñÜäåéãìá 8.1 ¸óôù X := C2π := {x : [0, 2π] −→ R /x(0) = x(2π), x óõíå÷Þò}
ï ÷þñïò ôùí óõíå÷þí, ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí ìå ðåñßïäï 2π, ìå ôï åóùôåñéêü

ãéíüìåíï (x, y) :=
∫ 2π

0
x(s)y(s) ds . Ï ÷þñïò

Tn := {x ∈ C2π : x(s) = α0 +
n
∑

i=1

(

αi cos(is) + βi sin(is)
)

},

äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí ðïëõùíýìùí âáèìïý ôï ðïëý n, åßíáé, ðñï-

öáíþò, õðü÷ùñïò ôïõ X.

Ôï ðñüâëçìÜ ìáò ôþñá åßíáé, äåäïìÝíïõ x ∈ X, íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç âÝëôéóôç

ðñïóÝããéóÞ ôïõ y áðü ôïí Tn. Ïé óõíáñôÞóåéò

e0(s) :=
1√
2π

, e2i−1(s) :=
1√
π

sin(is), e2i :=
1√
π

cos(is), i = 1, . . . , n,

ó÷çìáôßæïõí ìßá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ Tn. Ôï ãåãïíüò üôé ôï óýóôçìá åßíáé ïñ-

èïìïíáäéáßï áðïäåéêíýåôáé ðïëý åýêïëá õðïëïãßæïíôáò ôá áíôßóôïé÷á ïëïêëçñþ-

ìáôá, êáé ìåôÜ, óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 8.3, Ý÷ïõìå êáé ôç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá

êáé ôçí éäéüôçôá ôçò âÜóåùò. ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ãåíéêüôåñï

áðïôÝëåóìá, âë. ôçí (8.7), ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìáò åßíáé y = Snx,

Snx :=
1

2π

∫ 2π

0

x(s) ds +
1√
π

2n
∑

i=1

(

∫ 2π

0

x(s)ei(s) ds
)

ei,

ôï ìåñéêü Üèñïéóìá ôçò ëåãüìåíçò óåéñÜò Fourier ôçò óõíÜñôçóçò x. Ïé óåéñÝò Fouri-

er ðáñïõóéÜæïõí ðïëý ìåãÜëï åíäéáöÝñïí, ôüóï áðü êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò

üóï êáé ëüãù ôïõ ðïëý óçìáíôéêoý ñüëïõ ðïõ áõôÝò ðáßæïõí óôá ÅöáñìïóìÝíá Ìá-

èçìáôéêÜ êáé óå Üëëåò åðéóôÞìåò. ÕðÜñ÷åé ðïëý ðëïýóéá èåùñßá ãéá óåéñÝò Fouri-

er, êáé Ýíáò ïëüêëçñïò êëÜäïò ôçò ÁíÜëõóçò, ç ÁñìïíéêÞ ÁíÜëõóç, åßíáé áöéåñùìÝ-

íïò óôç ìåëÝôç ôçò óõìðåñéöïñÜò ôùí ìåñéêþí áèñïéóìÜôùí ôÝôïéùí óåéñþí.

8.3. ÁóêÞóåéò

8.1. ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò, x ∈ X, Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X êáé

{e1, . . . , en} ìéá ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ Y . Áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç ϕ : Rn →
R ,

ϕ(α1, . . . , αn) :=
∥

∥x − (α1 e1 + · · · + αn en)
∥

∥

2
,
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Ý÷åé Ýíá ìüíï åëÜ÷éóôï óôïí Rn, êáé ìÜëéóôá ãéá

αi = (x, ei) , i = 1, . . . , n .

Áõôü áðïôåëåß ìéá Üëëç áðüäåéîç ãéá ýðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá ôçò âÝëôéóôçò ðñï-

óÝããéóçò, êáèþò êáé ãéá ôç ó÷Ýóç (8.7).

[Õðüäåéîç: Áðïäåßîôå üôé

∥

∥x − (α1 e1 + · · · + αn en)
∥

∥

2
= (x, x) +

n
∑

i=1

{

α2
i − 2(x, ei) αi

}

.]

8.2. ¸óôù A Ýíáò èåôéêÜ ïñéóìÝíïò n × n ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò. Áðïäåßîôå üôé ï A

åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

8.3. ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò, êáé x1, . . . , xn ∈ X ãñáììéêÜ áíå-

îÜñôçôá äéáíýóìáôá. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò ôïõ Gram G(x1, . . . , xn) = (gij) , ìå

gij := (xi, xj), åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

8.4. ¸óôù
(

X, (·, ·)
)

Ýíáò Åõêëåßäåéïò ÷þñïò, x ∈ X, êáé x1, . . . , xn ∈ X ãñáììéêÜ

áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá. Áí ϕ : Rn → R ,

ϕ(α1, . . . , αn) :=
∥

∥x − (α1 x1 + · · · + αn xn)
∥

∥

2
,

áðïäåßîôå üôé ôï óýóôçìá

(∇ϕ) (α1, . . . , αn) = 0

ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ






















(x1, x1)α1 + (x1, x2)α2 + · · · + (x1, xn)αn = (x, x1)

(x2, x1)α1 + (x2, x2)α2 + · · · + (x2, xn)αn = (x, x2)
...

(xn, x1)α1 + (xn, x2)α2 + · · · + (xn, xn)αn = (x, xn)

.

Ôï óýóôçìá áõôü ëÝãåôáé óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîéóþóåùí, , êáé êáé ç ëýóç ôïõ

ìáò äßíåé ôç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí 〈x1, . . . , xn〉 .

Ðïéá ìïñöÞ ëáìâÜíåé ôï óýóôçìá ôùí êáíïíéêþí åîéóþóåùí üôáí ôï óýíïëï {x1, . . . ,

xn} åßíáé ïñèïãþíéï, êáé ðïéá üôáí åßíáé ïñèïìïíáäéáßï;

[Õðüäåéîç: Ãéá y, z ∈ X êáé α ∈ R , Ý÷ïõìå

‖y − αz‖2 = (y − αz, y − αz) = (z, z) α2 − 2 (y, z) α + (y, y) .]
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8.5. ¸óôù ϕ ç óõíÜñôçóç ôçò ¶óêçóçò 8.4. Áðïäåßîôå üôé
(

∂2ϕ

∂αi ∂αj

)

i,j=1,...,n

= 2 G(x1, . . . , xn) .

ÓõíäõÜóôå ôþñá ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò ãéá íá áðïäåßîåôå üôé áí α1, . . . ,

αn åßíáé ç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò

(∇ϕ) (α1, . . . , αn) = 0 ,

ôüôå y = α1 x1 + · · · + αn xn åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí Y :=

〈x1, . . . , xn〉 .

8.6. ¸óôù (X, (·, ·)) Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X ðå-

ðåñáóìÝíçò äéáôÜóåùò, êáé L : X −→ Y ç áðåéêüíéóç ôçò ïñèïãþíéáò ðñïâïëÞò,

äçëáäÞ, ãéá x ∈ X, Lx ∈ Y åßíáé ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí ÷þñï Y.

Áðïäåßîôå üôé ç áðåéêüíéóç L åßíáé ãñáììéêÞ.

8.7. ¸óôù (X, (·, ·)) Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, Y Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ X

ðåðåñáóìÝíçò äéáôÜóåùò, x ∈ X êáé y ∈ Y ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ x áðü ôïí

÷þñï Y. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôçí (8.8′) ãéá íá áðïäåßîåôå üôé

‖y‖ ≤ ‖x‖.

ÁêñéâÝóôåñá, áðïäåßîôå üôé

‖x‖2 = ‖x − y‖2 + ‖y‖2.

8.8. Ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôçò ¶óêçóçò 8.7, áí {e1, . . . , en} åßíáé ìßá ïñèïìïíá-

äéáßá âÜóç ôïõ Y, áðïäåßîôå üôé

‖y‖2 = |(x, e1)|2 + · · · + |(x, en)|2.

8.9. (Áíéóüôçôá ôïõ Bessel.) ¸óôù (X, (·, ·)) Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï,

{e1, . . . , en} Ýíá ïñèïìïíáäéáßï óýóôçìá óôïí X, êáé x ∈ X. ÓõíäõÜóôå ôéò ÁóêÞóåéò

8.7 êáé 8.8, ãéá íá áðïäåßîåôå üôé

|(x, e1)|2 + · · · + |(x, en)|2 ≤ ‖x‖2.





9. ÉäéïôéìÝò, Éäéïäéáíýóìáôá êáé Äéáãùíéïðïßçóç

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìåëåôÜìå äýï âáóéêÝò Ýííïéåò ãéá ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò,

áõôÝò ôùí éäéïôéìþí êáé ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí. Åðßóçò èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ôï èÝìá

ôçò äéáãùíéïðïßçóçò ðéíÜêùí, ôï ïðïßï, üðùò èá äïýìå, óõíäÝåôáé óôåíÜ ìå ôéò

ðñïáíáöåñèåßóåò Ýííïéåò.

9.1. ÉäéïôéìÝò êáé éäéïäéáíýóìáôá ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åéóáãÜãïõìå ôéò Ýííïéåò ôùí éäéïôéìþí êáé éäéïäéáíõóìÜ-

ôùí ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí óå Ýíáí ãñáììéêü ÷þñï, êáèþò êáé ôåôñáãùíéêþí ðé-

íÜêùí. Åðßóçò èá ïñßóïõìå ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá, ôçí ïìïéü-

ôçôá ðéíÜêùí, êáé ôç ãåùìåôñéêÞ êáé áëãåâñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ìéáò éäéïôéìÞò åíüò

ðßíáêá.

Ïñéóìüò 9.1 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé L : X −→ X ìßá ãñáììéêÞ

áðåéêüíéóç. ËÝìå üôé ç L áöÞíåé Ýíáí õðü÷ùñï X1 ôïõ X áíáëëïßùôï, áí ï X1

áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôçò L óôïí åáõôü ôïõ, äçëáäÞ áí ï L(X1) ðåñéÝ÷åôáé óôïí X1,

L(X1) ⊂ X1.

Ðáñáäåßãìáôá 9.1

1. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò. ÊÜèå ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L : X −→ X

áöÞíåé ôïõò õðï÷þñïõò {0} êáé X áíáëëïßùôïõò.

2. ¸óôù λ Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, êáé L : R3 −→ R3, L(x1, x2, x3) :=

(λx1, 2λx1 + x2, x3). Ç L áöÞíåé, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò áìÝóùò, ôïí õðü÷ùñï

X1 := {x ∈ R3 : x = (x1, x2, 0)} áíáëëïßùôï.

3. ¸óôù λ Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, êáé L : R2 −→ R2, L(x1, x2) := (λx1, λx2).

Ãéá ôõ÷üíôá ðñáãìáôéêü áñéèìü k, ç L áöÞíåé ôïí õðü÷ùñï X1 := {x = (x1, x2) ∈
R2 : x2 = kx1} áíáëëïßùôï.

125
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¸óôù ôþñá X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, x1 Ýíá ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìÜ ôïõ, êáé

X1 ï ÷þñïò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï x1, X1 :=< x1 > . Ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

L : X −→ X áöÞíåé ôïí X1 áêñéâþò ôüôå áíáëëïßùôï, áí õðÜñ÷åé ðñáãìáôé-

êüò áñéèìüò λ ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé Lx1 = λx1, ïðüôå, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò

áìÝóùò, èá éó÷ýåé êáé Lx = λx ãéá êÜèå x ∈ X1. Áõôü ôï ãåãïíüò ìáò ïäçãåß óôçí

åéóáãùãÞ äýï ðïëý âáóéêþí åííïéþí, ïé ïðïßåò Ý÷ïõí éäéáßôåñç óçìáóßá óôéò åöáñ-

ìïãÝò ôùí Ìáèçìáôéêþí óôéò ÖõóéêÝò ÅðéóôÞìåò, áõôþí ôùí éäéïôéìþí êáé éäéïäéá-

íõóìÜôùí.

Óôç óõíÝ÷åéá ïé ãñáììéêïß ìáò ÷þñïé èá åßíáé åßôå ðñáãìáôéêïß åßôå ìéãáäéêïß,

K = R Þ K = C.

Ïñéóìüò 9.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðÜíù óôï K, êáé L : X −→ X ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. ¸íá λ ∈ K ëÝãåôáé éäéïôéìÞ (eigenvalue) ôçò L, áí õðÜñ÷åé

ìç ìçäåíéêü óôïé÷åßï x ôïõ X, x ∈ X \ {0}, ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé Lx = λx. ¸íá

x ∈ X \ {0}, ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé Lx = λx, ëÝãåôáé éäéïäéÜíõóìá (eigenvector) ôçò L ùò

ðñïò ôçí éäéïôéìÞ λ.

Áí x1 åßíáé éäéïäéÜíõóìá ìßáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò L, ôüôå, ðñïöáíþò, ç L

áöÞíåé ôïí ÷þñï < x1 > áíáëëïßùôï.

Óôï áðïôÝëåóìá ðïõ áêïëïõèåß, èá äïýìå üôé éäéïäéáíýóìáôá, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí

óå áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò, åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

ËÞììá 9.1 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, êáé x1, . . . , xm éäéïäéáíýóìáôá ìéáò ãñáììéêÞò

áðåéêüíéóçò L : X −→ X ùò ðñïò áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λm. Ôüôå ôá

x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç èá äïèåß åðáãùãéêÜ ùò ðñïò m. Ãéá m = 1 ï éó÷õñéóìüò áëç-

èåýåé, ðñïöáíþò, áöïý ôï x1, ùò ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá, åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ï éó÷õñéóìüò éó÷ýåé ãéá m − 1 êáé èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé

ãéá m. ¸óôù üôé α1x1 + · · · + αmxm = 0. Ôüôå èá Ý÷ïõìå áö’ åíüò

0 = λm · 0 = λmα1x1 + · · · + λmαmxm

êáé áö’ åôÝñïõ

0 = L(0) = α1Lx1 + · · · + αmLxm = λ1α1x1 + · · · + λmαmxm.
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ÅðïìÝíùò

(9.1) 0 = α1(λm − λ1)x1 + · · · + αm−1(λm − λm−1)xm−1.

Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç Ýðåôáé áìÝóùò, ëüãù ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí x1, . . . ,

xm−1 êáé ôïõ ãåãïíüôïò üôé ôï λm åßíáé äéáöïñåôéêü ôùí λ1, . . . , λm−1, üôé α1 = · · · =

αm−1 = 0. ÅðïìÝíùò, ç ó÷Ýóç α1x1 + · · ·+αmxm = 0 ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ αmxm = 0

êáé ìáò äßíåé αm = 0. Óõíåðþò, ôá x1, . . . , xm åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.

Èá äïýìå ôþñá ìåñéêÝò áðëÝò éäéüôçôåò éäéïäéáíõóìÜôùí.

ËÞììá 9.2 ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðÜíù óå Ýíá óþìá K, L : X −→ X ìßá

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç, êáé, ãéá λ ∈ K, ÉÄ× (L, λ) := {x ∈ X : Lx = λx}. Ôüôå éó÷ýïõí:

i. Ãéá êÜèå λ ∈ K, ôï ÉÄ× (L, λ) åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ X.

ii. ¸íá λ ∈ K åßíáé éäéïôéìÞ ôçò L áêñéâþò ôüôå, áí ôï ÉÄ× (L, λ) äåí ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï

ìçäåíéêü äéÜíõóìá, ÉÄ× (L, λ) 6= {0}.

iii. ÉÄ× (L, λ) \ {0} åßíáé ôï óýíïëï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ôçò L ùò ðñïò λ.

iv. Ôï ÉÄ× (L, λ) åßíáé ï ðõñÞíáò ôçò áðåéêüíéóçò L−λ idX , ÉÄ× (L, λ) = Ker (L−λ idX).

v. Ãéá äýï äéáöïñåôéêÜ λ1, λ2, ç ôïìÞ ôùí ÉÄ× (L, λ1) êáé ÉÄ× (L, λ2) ðåñéÝ÷åé ìüíï ôï

ìçäåíéêü äéÜíõóìá, ÉÄ× (L, λ1) ∩ ÉÄ× (L, λ2) = {0}.

Áðüäåéîç. Ôá i., ii., iii., êáé iv. åßíáé ðñïöáíÞ. Ôï v. Ýðåôáé ïõóéáóôéêÜ áðü ôï ËÞììá

9.1. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå, õðïèÝôïõìå üôé x ∈ ÉÄ× (L, λ1) ∩ ÉÄ× (L, λ2). Ôüôå èá

Ý÷ïõìå Lx = λ1x êáé Lx = λ2x, óõíåðþò λ1x = λ2x, ïðüôå (λ1 − λ2)x = 0, êáé

åðïìÝíùò, ëüãù ôïõ üôé λ1 − λ2 6= 0, x = 0.

Ïñßæïõìå ôþñá éäéïôéìÝò êáé éäéïäéáíýóìáôá ôåôñáãùíéêþí ðéíÜêùí, êáé óôç óõ-

íÝ÷åéá èá äïýìå üôé ïé éäéïôéìÝò ìéáò áðåéêüíéóçò óõìðßðôïõí ìå ôéò éäéïôéìÝò ôïõ

áíôßóôïé÷ïõ ðßíáêá ùò ðñïò ïðïéáäÞðïôå âÜóç, õðïèÝôïíôáò öõóéêÜ üôé ï ãñáììé-

êüò ÷þñïò åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò.

Ïñéóìüò 9.3 ¸óôù A Ýíáò ôåôñáãùíéêüò, n × n, ðßíáêáò ìå óôïé÷åßá áðü Ýíá óþìá

K, A ∈ Kn,n. ¸íá λ ∈ K ëÝãåôáé éäéïôéìÞ ôïõ A, áí õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá x

ôïõ Kn, x ∈ Kn \ {0}, ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé Ax = λx. ¸íá äéÜíõóìá x ∈ Kn \ {0},

ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé Ax = λx, ëÝãåôáé éäéïäéÜíõóìá ôïõ A ùò ðñïò ôçí éäéïôéìÞ λ.
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Óçìåßùóç. ¸íáò ðñáãìáôéêüò, n × n ðßíáêáò A, A ∈ Rn,n, ìðïñåß öõóéêÜ íá èåù-

ñçèåß êáé ùò óôïé÷åßï ôïõ Cn,n, óõíåðþò åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ÷ïõí êáé ìéãáäéêÝò

éäéïôéìÝò êáé ìéãáäéêÜ éäéïäéáíýóìáôá åíüò ðñáãìáôéêïý ðßíáêá.

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå Ýíá áëãåâñéêü êñéôÞñéï ãéá ôéò éäéïôéìÝò åíüò ðßíáêá.

Óýìöùíá ìå áõôü ïé éäéïôéìÝò åíüò n×n ðßíáêá åßíáé ñßæåò åíüò ðïëõùíýìïõ âáèìïý

n.

Ðñüôáóç 9.1 ¸óôù A Ýíáò ìéãáäéêüò, n × n, ðßíáêáò. ¸íáò ìéãáäéêüò áñéèìüò λ åßíáé

áêñéâþò ôüôå éäéïôéìÞ ôïõ A, áí det (A − λIn) = 0.

Áðüäåéîç. Ôï λ åßíáé éäéïôéìÞ ôïõ A, áí êáé ìüíï áí ôï ãñáììéêü óýóôçìá Ax = λx,

Þ éóïäýíáìá ôï (A−λIn)x = 0, Ý÷åé ìç ìçäåíéêÞ ëýóç. Áõôü üìùò, êáôÜ ôá ãíùóôÜ,

óõìâáßíåé áêñéâþò ôüôå, áí ï ðßíáêáò A − λIn äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, äçëáäÞ áí

ç ïñßæïõóÜ ôïõ ìçäåíßæåôáé, det (A − λIn) = 0.

Ïñéóìüò 9.4 ¸óôù A Ýíáò n×n ìéãáäéêüò ðßíáêáò, A ∈ Cn,n. Ôï ðïëõþíõìï p, p(λ) :=

det (A − λIn), ëÝãåôáé ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïõ A.

Åýêïëá ìðïñåß íá äéáðéóôþóåé êáíåßò åðáãùãéêÜ, üôé ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ

p, p(λ) := det (A − λIn), åßíáé n. ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôçò

¶ëãåâñáò, êÜèå n × n ìéãáäéêüò ðßíáêáò Ý÷åé, ìåôñþíôáò êáé ôçí ðïëëáðëüôçôÜ

ôïõò, n éäéïôéìÝò.

¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò, dim X = n, êáé L :

X −→ X ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç. Áí B1 = {x1, . . . , xn} êáé B2 = {y1, . . . , yn}
åßíáé äýï âÜóåéò ôïõ X êáé A,B ïé ðßíáêåò ôçò L ùò ðñïò B1 êáé B2, áíôßóôïé÷á,

èåùñþíôáò êÜèå öïñÜ ôçí ßäéá âÜóç óôï ðåäßï ïñéóìïý êáé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò,

ôï ðñüâëçìá ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ìßá

ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ðéíÜêùí A êáé B.

Êáô’ áñ÷Þí õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç L1 : X −→ X ãéá ôçí

ïðïßá éó÷ýåé L1xj = yj, j = 1, . . . , n. Ãéá ôçí áíôßóôñïöç L−1
1 ôçò L1 éó÷ýåé L−1

1 yj =

xj, j = 1, . . . , n. Áí S åßíáé ï ðßíáêáò ôçò L1 ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B1 êáé B2, óôï ðåäßï

ïñéóìïý êáé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò, áíôßóôïé÷á, ôüôå ï S åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé ï

S−1 åßíáé ï ðßíáêáò ôçò L−1
1 ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B2 êáé B1 óôï ðåäßï ïñéóìïý êáé

óôï ðåäßï ôéìþí ôçò, áíôßóôïé÷á, âë. ôçí Ðñüôáóç 5.3. ÅðïìÝíùò, ìå S = (sij) êáé
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S−1 = (s′
ij) Ý÷ïõìå

(9.2) yj =
n
∑

i=1

sijxi êáé xj =
n
∑

i=1

s′
ijyi, j = 1, . . . , n.

Åðßóçò ìå ôïõò ðßíáêåò A êáé B Ý÷ïõìå

(9.3) Lxj =
n
∑

i=1

aijxi êáé Lyj =
n
∑

i=1

bijyi, j = 1, . . . , n.

Ðñïóäéïñßæïõìå ôþñá ôïí ðßíáêá ôçò L ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B2 êáé B1, óôï ðåäßï

ïñéóìïý êáé óôï ðåäßï ôéìþí ôçò, áíôßóôïé÷á, ìå äýï ôñüðïõò, ãéá íá ïäçãçèïýìå

óôçí åðéèõìçôÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ðéíÜêùí A êáé B. ¸÷ïõìå, óýìöùíá ìå ôéò (9.2)

êáé (9.3),

Lyj =
n
∑

i=1

bijyi =
n
∑

i=1

bij

(

n
∑

ℓ=1

sℓixℓ

)

=
n
∑

ℓ=1

(

n
∑

i=1

sℓibij

)

xℓ,

Lyj =
n
∑

ℓ=1

sℓjLxℓ =
n
∑

ℓ=1

sℓj

(

n
∑

i=1

aiℓxi

)

=
n
∑

i=1

(

n
∑

ℓ=1

aiℓsℓj

)

xi,

j = 1, . . . , n, åðïìÝíùò Ýíáò ðßíáêáò åßíáé ï SB êáé Ýíáò ï AS, ïðüôå èá Ý÷ïõìå

SB = AS, äçëáäÞ A = SBS−1. ¸ôóé ïäçãçèÞêáìå óôç ó÷Ýóç ðïõ áíáæçôïýóáìå.

Óå ëßãï èá ìðïñÝóïõìå íá äéáôõðþóïõìå ôç ó÷Ýóç ìåôáîý A êáé B äéáöïñåôéêÜ,

ìåôÜ áðü Ýíáí êáôÜëëçëï ïñéóìü.

Ïé éäéïôéìÝò ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò äåí åîáñôþíôáé, âÝâáéá, áðü ìéá óõ-

ãêåêñéìÝíç âÜóç. Èá äåßîïõìå ôþñá üôé êáé ïé ðßíáêåò A êáé B, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí

óôçí ßäéá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç, Ý÷ïõí ôéò ßäéåò éäéïôéìÝò.

Ïñéóìüò 9.5 Äýï ðßíáêåò A,B ∈ Kn,n ëÝãïíôáé üìïéïé, áí õðÜñ÷åé áíôéóôñÝøéìïò

ðßíáêáò S ∈ Kn,n ôÝôïéïò þóôå A = SBS−1.

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, ïé ðßíáêåò A êáé B ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå ìßá ãñáì-

ìéêÞ áðåéêüíéóç ùò ðñïò äýï âÜóåéò, ôçí ßäéá êÜèå öïñÜ óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò êáé

óôï ðåäßï ôéìþí ôçò, åßíáé üìïéïé.

Èá äïýìå ôþñá üôé üìïéïé ðßíáêåò Ý÷ïõí ôéò ßäéåò éäéïôéìÝò.

Ðñüôáóç 9.2 ¸óôù A,B ∈ Kn,n äýï üìïéïé ðßíáêåò. Ôüôå ïé A êáé B Ý÷ïõí ôéò ßäéåò

éäéïôéìÝò.
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Áðüäåéîç. ¸óôù S ∈ Kn,n áíôéóôñÝøéìïò ðßíáêáò ôÝôïéïò þóôå A = SBS−1. ¸óôù

ôþñá λ éäéïôéìÞ ôïõ A. Ôüôå õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ Kn, Ýóôù x⋆, ôÝôïéï

þóôå Ax⋆ = λx⋆. ÅðïìÝíùò, èá Ý÷ïõìå, (SBS−1)x⋆ = λx⋆, ïðüôå S−1(SBS−1)x⋆ =

λS−1x⋆, äçëáäÞ B(S−1x⋆) = λ(S−1x⋆). Áöïý ï S−1 åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé ôï x⋆ ìç

ìçäåíéêü, êáé ôï S−1x⋆ åßíáé ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá ôïõ Kn, êáé áðü ôçí ôåëåõôáßá

ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå üôé ôï λ åßíáé éäéïôéìÞ ôïõ B. Ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï

äåß÷íïõìå üôé êáé êÜèå éäéïôéìÞ ôïõ B åßíáé êáé éäéïôéìÞ ôïõ A.

Áí λ åßíáé ìßá éäéïôéìÞ ôïõ ðßíáêá A, ôüôå ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ A ùò ðñïò

ôçí éäéïôéìÞ λ åßíáé ïé ìç ôåôñéììÝíåò ëýóåéò ôïõ ïìïãåíïýò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò

(A − λIn)x = 0.

Ãéá

A =









a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann









,

Ý÷ïõìå

A − λIn =













a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a1n

...
...

...

an1 an2 . . . ann − λ













.

ÐáñÜäåéãìá 9.2 Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò éäéïôéìÝò êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ ðßíáêá

A,

A =







1 −1 −1

1 −1 0

1 0 −1






.

¸÷ïõìå, áíáðôýóóïíôáò ùò ðñïò ôçí ôåëåõôáßá óôÞëç,

det (A − λI3) = det







1 − λ −1 −1

1 −1 − λ 0

1 0 −1 − λ







= −det

(

1 −1 − λ

1 0

)

− (1 + λ)det

(

1 − λ −1

1 −1 − λ

)

,
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åðïìÝíùò

det (A − λI3) = −(1 + λ) − (1 + λ)(λ2 − 1 + 1) = −(1 + λ)(λ2 + 1).

Óõíåðþò ïé éäéïôéìÝò ôïõ ðßíáêá åßíáé λ1 = −1, λ2 = i, λ3 = −i. Ãéá íá ðñïóäéï-

ñßóïõìå ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá, áñêåß íá ëýóïõìå ôá ïìïãåíÞ ãñáììéêÜ óõ-

óôÞìáôá (A − λjI3)x = 0, j = 1, 2, 3.

Óçìåßùóç. Áí óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ï ðßíáêáò A èåùñçèåß ùò áðåéêüíéóç

ôïõ R3 óôïí åáõôü ôïõ, ôüôå ç ìüíç éäïôéìÞ åßíáé ôï λ1.

Ïñéóìüò 9.6 ¸óôù λk éäéïôéìÞ ôïõ ðßíáêá A ∈ Cn,n, êáé p, p(λ) := det (A−λIn), ôï ÷á-

ñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïõ A. ÁëãåâñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ôçò éäéïôéìÞò λk ëÝãåôáé ï

öõóéêüò áñéèìüò µk, ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé p(λ) = (λ − λk)
µkq(λ), ìå q Ýíá ðïëõþíõìï

âáèìïý n − µk ôï ïðïßï äåí ìçäåíßæåôáé óôï λk, äçëáäÞ ç ðïëëáðëüôçôá ôïõ λk ùò

ñßæáò ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ ôïõ ðßíáêá A. Ç ãåùìåôñéêÞ ðïëëáðëüôçôá

ρk, ρk := dim ÉÄ× (A, λk) = dim{x ∈ Cn : Ax = λkx}, åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí ãñáììéêÜ

áíåîÜñôçôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ôïõ A ùò ðñïò λk.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé ç ãåùìåôñéêÞ ðïëëáðëüôçôá äåí õðåñâáßíåé ôçí áëãå-

âñéêÞ ðïëëáðëüôçôá.

Ðñüôáóç 9.3 ¸óôù λ′ éäéïôéìÞ åíüò ðßíáêá A ∈ Cn,n ìå áëãåâñéêÞ ðïëëáðëüôçôá µ(λ′)

êáé ãåùìåôñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ρ(λ′). Ôüôå éó÷ýåé 1 ≤ ρ(λ′) ≤ µ(λ′) ≤ n.

Áðüäåéîç. Ç ðñþôç êáé ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá åßíáé ðñïöáíåßò. Áñêåß óõíåðþò íá

äåßîïõìå üôé ρ(λ′) ≤ µ(λ′). ÈÝôïõìå ρ := ρ(λ′) êáé µ := µ(λ′). ¸óôù x1, . . . , xρ ∈ Cn

ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ A ùò ðñïò λ′, äçëáäÞ Axi = λ′xi, i =

1, . . . , ρ. Ôüôå, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, õðÜñ÷ïõí xρ+1, . . . , xn ∈ Cn ôÝôïéá þóôå {x1, . . . , xn}
íá åßíáé âÜóç ôïõ Cn. ¸óôù S ï ðßíáêáò ðïõ Ý÷åé óôÞëåò ôá äéáíýóìáôá x1, . . . , xn,

S := (x1, . . . , xn). Ôüôå éó÷ýåé det S 6= 0, âë. Ðñüôáóç 7.1, óõíåðþò ï S åßíáé áíôé-

óôñÝøéìïò. Ôþñá Ý÷ïõìå Sei = xi, i = 1, . . . , ρ, Üñá êáé ei = S−1xi, i = 1, . . . , ρ,

åðïìÝíùò

S−1ASei = S−1Axi = S−1(λ′xi) = λ′S−1xi = λ′ei.
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Óõíåðþò, ï ðßíáêáò S−1AS åßíáé ôçò ìïñöÞò

S−1AS =























λ′ 0 ⋆ ⋆ . . . ⋆
. . .

...
...

...

0 λ′ ⋆ ⋆ . . . ⋆

⋆ ⋆ . . . ⋆

0 ⋆ ⋆ . . . ⋆

⋆ ⋆ . . . ⋆























=

(

λ′Iρ B

0 C

)

.

Ãéá ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïõ A éó÷ýåé, åðïìÝíùò,

p(λ) = det (A − λIn) = det S−1det (A − λIn)det S

= det (S−1AS − λIn) = (λ′ − λ)ρdet (C − λIn−ρ),

üðïõ óôç äåýôåñç éóüôçôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò üôé det S−1 = 1/det S, óõ-

íåðþò ρ ≤ µ.

ÐáñÜäåéãìá 9.3 Ç ìüíç éäéïôéìÞ ôïõ ðßíáêá A,

A =













2 1 0 0

0 2 2 0

0 0 2 3

0 0 0 2













,

åßíáé ôï 2, ìå áëãåâñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ôÝóóåñá, µ(2) = 4. Ôï óýóôçìá (A−2I4)x =

0 Ý÷åé ÷þñï ëýóåùí < (α, 0, 0, 0) >, ìå α ðñáãìáôéêüí áñéèìü. Óõíåðþò ç ãåùìåôñé-

êÞ ðïëëáðëüôçôá ôçò éäéïôéìÞò åßíáé Ýíá, ρ(2) = 1.

9.2. Äéáãùíéïðïßçóç ðéíÜêùí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôç äéáãùíéïðïßçóç ðéíÜêùí, èá ãíù-

ñßóïõìå äéÜöïñåò óõíèÞêåò ãéá íá åßíáé Ýíáò ðßíáêáò äéáãùíéïðïéÞóéìïò êáé èá

áíáöåñèïýìå óôï ëåãüìåíï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï åíüò ôåôñáãùíéêïý ðßíáêá.

¸íáò ðßíáêá D = (dij) ∈ Cn,n ëÝãåôáé äéáãþíéïò, áí éó÷ýåé dij = 0 ãéá i 6= j,

äçëáäÞ áí Ý÷åé ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá ìüíï óôç äéáãþíéü ôïõ. Áí λ1, . . . , λn åßíáé ôá

äéáãþíéá óôïé÷åßá ôïõ D, ôüôå óõ÷íÜ ãñÜöïõìå D = diag (λ1, . . . , λn).
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Ïñéóìüò 9.7 ¸íáò ðßíáêáò A ∈ Kn,n ëÝãåôáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò, áí õðÜñ÷åé áíôé-

óôñÝøéìïò ðßíáêáò S ∈ Kn,n ôÝôïéïò þóôå ï ðßíáêáò S−1AS íá åßíáé äéáãþíéïò,

S−1AS = D ìå D äéáãþíéï ðßíáêá.

¸íá êñéôÞñéï, ãéá ôï ðüôå Ýíáò ðßíáêáò åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò, äßíåôáé óôï

áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 9.1 ¸íáò ðßíáêáò A ∈ Kn,n åßíáé áêñéâþò ôüôå äéáãùíéïðïéÞóéìïò, áí õðÜñ÷åé

Ýíá óýíïëï éäéïäéáíõóìÜôùí ôïõ A, ôá ïðïßá áðïôåëïýí âÜóç ôïõ Kn.

Áðüäåéîç. ¸óôù êáô’ áñ÷Þí üôé ï A ∈ Kn,n åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò. Ôüôå õðÜñ÷åé

ðßíáêáò S ∈ Kn,n, S = (s1, . . . , sn), ôÝôïéïò þóôå

S−1AS = diag (λ1, . . . , λn).

ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå AS = S diag (λ1, . . . , λn) = (λ1s
1, . . . , λns

n), ïðüôå Asi = λis
i, i =

1, . . . , n, äçëáäÞ ôá λ1, . . . , λn åßíáé éäéïôéìÝò ôïõ A, ìå áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá

s1, . . . , sn. Ôþñá ôá s1, . . . , sn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá, âë. ôéò ÐñïôÜóåéò 5.1 êáé

6.3, åðïìÝíùò áðïôåëïýí âÜóç ôïõ Kn.

Áíôßóôñïöá ôþñá, áí x1, . . . , xn éäéïäéáíýóìáôá ôïõ A, ùò ðñïò λ1, . . . , λn, ðïõ

áðïôåëïýí âÜóç ôïõ Kn, ôüôå ï ðßíáêáò S := (x1, . . . , xn) åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé

éó÷ýåé AS = (Ax1, . . . , Axn) = (λ1x
1, . . . , λnx

n) = S diag (λ1, . . . , λn), Üñá S−1AS =

diag (λ1, . . . , λn), äçëáäÞ ï A åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

¶ìåóç áðüññïéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 9.1 êáé ôïõ ËÞììáôïò 9.1 åßíáé ôï ãåãïíüò üôé

Ýíáò n×n ðßíáêáò ìå áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λn åßíáé äéáãùíéïðïéÞ-

óéìïò.

Ðñüôáóç 9.4 ¸óôù A ∈ Kn,n Ýíáò ðßíáêáò ìå áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λn.

Tüôå ï A åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

Áðüäåéîç. ¸óôù x1, . . . , xn éäéïäéáíýóìáôá ôïõ A ùò ðñïò ôéò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λn,

áíôßóôïé÷á. Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá 9.1 ôá x1, . . . , xn åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá,

ïðüôå ôï áðïôÝëåóìá Ýðåôáé áðü ôï Èåþñçìá 9.1.

¸óôù A Ýíáò n × n ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò. Èåùñïýìå óôïí Rn, ìå ôçí êáíïíéêÞ

ôïõ âÜóç, ôçí áðåéêüíéóç LA : Rn −→ Rn, x 7→ Ax. Ï ðßíáêáò, ðïõ áíôéóôïé÷åß

óå áõôÞ ôçí áðåéêüíéóç, åßíáé, öõóéêÜ, ï A. Ôï åñþôçìá åßíáé ôþñá, êáôÜ ðüóïí
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ìðïñåß ç áðåéêüíéóç íá ðáñáóôáèåß ìå Ýíáí ðßíáêá áðëïýóôåñçò ìïñöÞò, áí åðéëÝ-

îïõìå Üëëç, êáôÜëëçëç âÜóç ôïõ Rn. ÕðïèÝôïõìå üôé ï A åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò,

S−1AS = D = diag (d1, . . . , dn) = (dij). Èåùñïýìå ôç âÜóç {Se1, . . . , Sen} ôïõ Rn,

üðïõ öõóéêÜ Sei = si åßíáé ç i−óôÞ óôÞëç ôïõ S. Èá äåßîïõìå áìÝóùò ôþñá üôé ï

ðßíáêáò, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí LA ùò ðñïò áõôÞ ôç âÜóç, äåí åßíáé Üëëïò áðü ôïí

äéáãþíéï ðßíáêá D, ãåãïíüò óôï ïðïßï ïöåßëåôáé, êáôÜ ìåãÜëï ìÝñïò, ç óçìáóßá

ôùí äéáãùíéïðïéÞóéìùí ðéíÜêùí. ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

LAsj = Asj = ASej = SS−1ASej

= SDej = S(dje
j) = djSej = djs

j

(=
n
∑

i=1

dijs
j), j = 1, . . . , n,

ó÷Ýóç ç ïðïßá, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, ìáò ïäçãåß óôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.

Ïñéóìüò 9.8 ¸íáò ðßíáêá A ∈ Cn,n ëÝãåôáé

i. åñìçôéáíüò, áí A⋆ = A, üðïõ A⋆ := ĀT ,

ii. óõììåôñéêüò, áí åßíáé ðñáãìáôéêüò êáé óõìðßðôåé ìå ôïí áíÜóôñïöü ôïõ, A ∈ Rn,n

êáé AT = A,

iii. ïñèïãþíéïò, áí åßíáé ðñáãìáôéêüò êáé ï áíÜóôñïöüò ôïõ åßíáé áíôßóôñïöüò ôïõ,

A ∈ Rn,n êáé AT A = In.

Óçìåßùóç. ÊÜèå óõììåôñéêüò ðßíáêáò åßíáé, ðñïöáíþò, êáé åñìçôéáíüò. Ãéá Ýíáí

ïñèïãþíéï ðßíáêá A,A = (a1, . . . , an) éó÷ýåé (ai, aj) = δij , i, j = 1, . . . , n, éäéáßôåñá

ïé óôÞëåò ôïõ åßíáé ïñèïãþíéåò ìåôáîý ôùí, ãåãïíüò óôï ïðïßï áõôïß ïé ðßíáêåò

ïöåßëïõí ôçí ïíïìáóßá ôïõò.

Ðñüôáóç 9.5 Áí A ∈ Cn,n åßíáé Ýíáò åñìçôéáíüò ðßíáêáò, ôüôå ïé éäéïôéìÝò ôïõ åßíáé ðñáã-

ìáôéêïß áñéèìïß.

Áðüäåéîç. ¸óôù λ ìßá éäéïôéìÞ ôïõ A êáé x ∈ Cn Ýíá éäéïäéÜíõóìá ôïõ A ùò ðñïò λ,

äçëáäÞ x 6= 0 êáé Ax = λx. Ôüôå èá éó÷ýåé êáé Ax = λx, Üñá Āx̄ = λ̄x̄. ÅðïìÝíùò

(Āx̄)T = (λ̄x̄)T , ïðüôå x̄T ĀT = λ̄x̄T . Óõíåðþò Ý÷ïõìå x̄T ĀT x = λ̄x̄T x Þ x̄TAx = λ̄x̄T x

Þ x̄T (λx) = λ̄x̄T x, Üñá (λ − λ̄)x̄Tx = 0. Ôþñá, x̄Tx 6= 0, áöïý x 6= 0, ïðüôå λ − λ̄ = 0,

äçëáäÞ ï λ åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò.
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Óôç óõíÝ÷åéá, óôï Èåþñçìá 9.2, èá äåßîïõìå üôé ïé óõììåôñéêïß ðßíáêåò åßíáé

äéáãùíéïðïéÞóéìïé. ÌÜëéóôá èá äïýìå üôé, áí A ∈ Rn,n åßíáé Ýíáò óõììåôñéêüò

ðßíáêáò, ôüôå õðÜñ÷åé ïñèïãþíéïò ðßíáêáò S, äçëáäÞ ôÝôïéïò þóôå ST = S−1, ãéá

ôïí ïðïßï éó÷ýåé S−1AS = diag (λ1, . . . , λn). Ðñéí ìðïñÝóïõìå íá ïäçãçèïýìå óå

áõôü ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá, èá äþóïõìå ïñéóìÝíá ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá

ãéá óõììåôñéêïýò ðßíáêåò.

Ïñéóìüò 9.9 Äýï ðßíáêåò A,B ∈ Rn,n ëÝãïíôáé ïñèïãþíéá üìïéïé, áí õðÜñ÷åé ïñèï-

ãþíéïò ðßíáêáò S ∈ Rn,n ôÝôïéïò þóôå B = ST AS. ¸íáò ðßíáêáò A ∈ Rn,n ëÝãåôáé

ïñèïãþíéá äéáãùíéïðïéÞóéìïò, áí åßíáé ïñèïãþíéá üìïéïò ìå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá.

Óçìåßùóç. Áöïý, ãéá êÜèå ïñèïãþíéï ðßíáêá S, o áíÜóôñïöüò ôïõ åßíáé êáé áíôß-

óôñïöüò ôïõ, äýï ïñèïãþíéá üìïéïé ðßíáêåò, åßíáé üìïéïé.

Óýìöùíá ìå ôï áêüëïõèï, ðñþôï ðñïêáôáñêôéêü, áðïôÝëåóìá, éäéïäéáíýóìáôá

óõììåôñéêþí ðéíÜêùí, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò, åßíáé ïñèïãþ-

íéá ìåôáîý ôïõò.

ËÞììá 9.3 ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò, λ, µ äýï éäéïôéìÝò ôïõ êáé x, y

áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá. Áí λ 6= µ, ôüôå ôá x, y åßíáé ïñèïãþíéá.

Áðüäåéîç. Áöïý ï A åßíáé óõììåôñéêüò, Ý÷ïõìå AT = A. Ôþñá Ax = λx, Üñá

(Ax)T = (λx)T , ïðüôå xT A = λxT , åðïìÝíùò xT Ay = (λxT )y = λ(xT y) = λ(x, y).

Åðéðñüóèåôá, xT Ay = xT (µy) = µ(xT y) = µ(x, y). Áðü ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò óõìðå-

ñáßíïõìå üôé (λ − µ)(x, y) = 0, ïðüôå (x, y) = 0, áöïý λ 6= µ.

Óýìöùíá ìå ôï äåýôåñï ðñïêáôáñêôéêü áðïôÝëåóìá, óõììåôñéêïß ðßíáêåò ìå áíÜ

äýï äéáöïñåôéêÝò éäéïôéìÝò åßíáé ïñèïãþíéá äéáãùíéïðïéÞóéìïé.

Ðñüôáóç 9.6 ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò, ìå áíÜ äýï äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý

ôïõò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λn. Ôüôå ï A åßíáé ïñèïãþíéá äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

Áðüäåéîç. ¸óôù x1, . . . , xn éäéïäéáíýóìáôá ôïõ A ùò ðñïò ôéò éäéïôéìÝò λ1, . . . , λn,

áíôßóôïé÷á. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå üôé ôá x1, . . . , xn

åßíáé ìïíáäéáßá, äçëáäÞ ‖xi‖ = 1, i = 1, . . . , n. Åðéðñüóèåôá, óýìöùíá ìå ôï ðñïç-

ãïýìåíï ËÞììá, ôá x1, . . . , xn åßíáé áíÜ äýï ïñèïãþíéá ìåôáîý ôïõò, óõíåðþò éó÷ýåé
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(xi, xj) = δij, i, j = 1, . . . , n. Ôþñá, ï ðßíáêáò S, S := (x1, . . . , xn), åßíáé ïñèïãþ-

íéïò êáé éó÷ýåé ST AS = ST (Ax1, . . . , Axn) = ST (λ1x
1, . . . , λnxn) = ST Sdiag (λ1, . . . ,

λn) = diag (λ1, . . . , λn).

ÌåôÜ áðü ôá ðñïçãïýìåíá äýï ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åßìáóôå ôþñá óå

èÝóç íá äþóïõìå êáé ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá. Óçìåéþíïõìå üôé éó÷ýåé êáé ôï áíôß-

óôñïöï áõôïý ôïõ áðïôåëÝóìáôïò, ç áðüäåéîç ôïõ ïðïßïõ åßíáé ìÜëéóôá ðïëý åõêï-

ëüôåñç, âë. ôçí ¶óêçóç 9.15.

Èåþñçìá 9.2 ÊÜèå n × n óõììåôñéêüò ðßíáêáò åßíáé ïñèïãþíéá äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç èá äïèåß åðáãùãéêÜ ùò ðñïò n. Ãéá n = 1 ôï áðïôÝëåóìá

åßíáé ðñïöáíÝò. Óôü åðáãùãéêü âÞìá, õðïèÝôïõìå üôé ï éó÷õñéóìüò ìáò éó÷ýåé ãéá

(n − 1) × (n − 1) ðßíáêåò êáé èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé êáé ãéá n × n ðßíáêåò.

¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíáêáò, λ1 ìßá éäéïôéìÞ ôïõ êáé x1 Ýíá áíôß-

óôïé÷ï ìïíáäéáßï éäéïäéÜíõóìá. Ôüôå õðÜñ÷ïõí x2, . . . , xn ∈ Rn ôÝôïéá þóôå ôï

óýíïëï {x1, . . . , xn} íá áðïôåëåß ïñèïìïíáäéáßá âÜóç ôïõ Rn. Ï ðßíáêáò S, S :=

(x1, . . . , xn), åßíáé ïñèïãþíéïò êáé éó÷ýåé

ST AS = ST (λ1x
1, Ax2, . . . , Axn) =













λ1(x
1, x1) ⋆ . . . ⋆

λ1(x
2, x1)
... B

λ1(x
n, x1)













=













λ1 ⋆ . . . ⋆

0
... B

0













,

üðïõ B Ýíáò (n − 1) × (n − 1) ðñáãìáôéêüò ðßíáêáò, B ∈ Rn−1,n−1. Áöïý ï ðßíáêáò

A åßíáé óõììåôñéêüò, èá Ý÷ïõìå (STAS)T = ST AT (ST )T = ST AS, äçëáäÞ ï ST AS

åßíáé óõììåôñéêüò, ïðüôå, óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

ST AS =













λ1 0 . . . 0

0
... B

0













,
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êáé ï B åßíáé åðßóçò óõììåôñéêüò. Ôþñá, óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôçò åðáãùãÞò,

õðÜñ÷åé Ýíáò ïñèïãþíéïò ðßíáêáò T ∈ Rn−1,n−1 ôÝôïéïò þóôå T T BT = diag (λ2, . . . ,

λn). ÈÝôïõìå ôþñá

T1 :=













1 0 . . . 0

0
... T

0













êáé Ý÷ïõìå

(ST1)
T A(ST1) = T T

1 (ST AS)T1 = T T
1













λ1 0 . . . 0

0
... B

0













T1 = diag (λ1, . . . , λn).

Ôþñá, ï ðßíáêáò ST1 åßíáé ïñèïãþíéïò, êáé Ýôóé óõìðåñáßíïõìå üôé ï éó÷õñéóìüò

ìáò éó÷ýåé êáé ãéá n × n óõììåôñéêïýò ðßíáêåò.

9.2.1. Ôï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá. ¸óôù A ∈ Kn,n Ýíáò ðßíáêáò. Åðåé-

äÞ ç äéÜóôáóç ôïõ ãñáììéêïý ÷þñïõ Kn,n åßíáé n2 êáé ïé äõíÜìåéò Ai, i = 0, . . . , n2,

åßíáé óôïé÷åßá ôïõ Kn,n, ôá In, A, . . . , An2

åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá. ÅðïìÝíùò

õðÜñ÷ïõí α0, . . . , αn2, ü÷é üëá ìçäÝí, ôÝôïéá þóôå α0In + α1A + · · · + αn2An2

= 0,

0 ∈ Kn,n, äçëáäÞ õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêü ðïëõþíõìï âáèìïý ôï ðïëý n2, ôïõ ïðïßïõ ï

ðßíáêáò A åßíáé “ñßæá”. Ôï èÝìá ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé êáôÜ

ðüóïí õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêü ðïëõþíõìï P, âáèìïý ìéêñüôåñïõ ôïõ n2, ôÝôïéï þóôå ï

A íá åßíáé “ñßæá” ôïõ, P (A) = 0. Ôï âáóéêü áðïôÝëåóìá åäþ åßíáé ôï Èåþñçìá ôùí

Caley–Hamilton, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá,

âáèìïý n, Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá.

Ïñéóìüò 9.10 ¸óôù A Ýíáò n × n ðßíáêáò, A ∈ Kn,n. Ôï ðïëõþíõìï p ôïõ åëÜ÷é-

óôïõ äõíáôïý âáèìïý ìå ìåãéóôïâÜèìéï óõíôåëåóôÞ, äçëáäÞ óõíôåëåóôÞ ôçò ìåãá-

ëýôåñçò äýíáìÞò ôïõ, ôç ìïíÜäá, ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé p(A) = 0, ëÝãåôáé åëÜ÷éóôï

ðïëõþíõìï ôïõ A.

Ôï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá åßíáé ðñïöáíþò ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíï.

ÐñáãìáôéêÜ, áí õðÞñ÷áí äýï äéáöïñåôéêÜ åëÜ÷éóôá ðïëõþíõìá p êáé q åíüò ðßíáêá
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A, ôüôå ç äéáöïñÜ ôïõò èá Þôáí ìéêñüôåñïõ âáèìïý êáé èá éêáíïðïéïýóå ôç ó÷Ýóç

(p − q)(A) = 0, äçëáäÞ ôá p êáé q äåí èá Þôáí åëÜ÷éóôá ðïëõþíõìá, Üôïðï.

ËÞììá 9.4 ¸óôù A ∈ Kn,n, p ôï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìü ôïõ, êáé P Ýíá ðïëõþíõìï ãéá ôï

ïðïßï éó÷ýåé P (A) = 0. Ôüôå ôï p äéáéñåß ôï P.

Áðüäåéîç. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ p Ýðåôáé üôé ï âáèìüò ôïõ åßíáé ôï ðïëý üóïò êáé

ï âáèìüò ôïõ P. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé P = pq + r, ìå ðïëõþíõìá q êáé r ôÝôïéá þóôå

ï âáèìüò ôïõ r íá åßíáé ìéêñüôåñïò ôïõ âáèìïý ôïõ p. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé ôï

r åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï. Áí õðïèÝóïõìå, ðñïò óôéãìÞí, üôé áõôü äåí åßíáé

áëçèÝò, èá åß÷áìå áö’ åíüò r(A) = P (A) − p(A)q(A) = 0 êáé áö’ åôÝñïõ ï âáèìüò

ôïõ r èá Þôáí ìéêñüôåñïò ôïõ âáèìïý ôïõ p, Üôïðï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äïýìå üôé üìïéïé ðßíáêåò Ý÷ïõí ôï ßäéï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï.

ËÞììá 9.5 ¼ìïéïé ðßíáêåò Ý÷ïõí ôï ßäéï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï.

Áðüäåéîç. ¸óôù A,B ∈ Kn,n üìïéïé ðßíáêåò, äçëáäÞ B = S−1AS ìå S ∈ Kn,n. Áí i

åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò Þ ôï ìçäÝí, ôüôå Bi = (S−1AS)i = S−1AS · · · S−1AS =

S−1AiS, êáé, áêñéâþò áíôßóôïé÷á, Ai = SBiS−1. ÅðïìÝíùò, áí ãéá êÜðïéï ðïëõþíõ-

ìï p éó÷ýåé p(A) = 0, èá Ý÷ïõìå åðßóçò p(B) = S−1p(A)S = S−10S = 0. Áíôßóôñïöá,

áí ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï q éó÷ýåé q(B) = 0, èá Ý÷ïõìå åðßóçò q(A) = Sq(B)S−1 =

S0S−1 = 0. Áðü ôá áíùôÝñù Ýðåôáé åýêïëá, áí ëÜâïõìå õð’ üøéí ìáò êáé ôï ãåãïíüò

üôé ôï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá ïñßæåôáé ìïíïóÞìáíôá, üôé ïé ðßíáêåò A êáé

B Ý÷ïõí ôï ßäéï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï.

Óýìöùíá ìå ôï áêüëïõèï âáóéêü áðïôÝëåóìá, ôùí Caley–Hamilton, Ýíáò ðßíá-

êáò åßíáé “ñßæá”, ìå Ýííïéá ðïõ ãßíåôáé óáöÞò óôï Èåþñçìá, ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý

ôçò ðïëõùíýìïõ. Åíþ ëïéðüí ìÝ÷ñé ôþñá îÝñáìå üôé ï âáèìüò ôïõ åëá÷ßóôïõ ðïëõù-

íýìïõ åíüò n × n ðßíáêá åßíáé ôï ðïëý n2, ôþñá èá äïýìå üôé áõôüò ï âáèìüò åßíáé

ôï ðïëý n.

Èåþñçìá 9.3 (ôùí Caley–Hamilton) Áí p åßíáé ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï åíüò ðß-

íáêá A ∈ Kn,n, ôüôå éó÷ýåé p(A) = 0.

Áðüäåéîç. ¸óôù p(t) = (−1)n(tn + αn−1t
n−1 + · · · + α0), ìå αi ∈ K, i = 0, . . . , n − 1.

ÅðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôçí (7.11), éó÷ýåé (A − λIn) adj (A − λIn) = det (A − λIn)In,
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Ý÷ïõìå, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí êáé ôïí ïñéóìü ôïõ ÷áñáêôçñéóôéêïý ðïëõùíýìïõ,

(9.4) (A − λIn) adj (A − λIn) = p(λ)In.

Ôþñá ï adj (A − λIn) Ý÷åé óôïé÷åßá ðïëõþíõìá ùò ðñïò λ âáèìïý ôï ðïëý n − 1,

ìðïñåß óõíåðþò íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

(9.5) adj (A − λIn) = B0 + B1λ + · · · + Bn−1λ
n−1.

Áðü ôéò (9.4) êáé (9.5) ëáìâÜíïõìå

(9.6) (A − λIn)(B0 + B1λ + · · · + Bn−1λ
n−1) = (−1)n(λn + αn−1λ

n−1 + · · · + α0)In.

Óýãêñéóç óõíôåëåóôþí óôá äýï ìÝëç ôçò (9.6), äçëáäÞ óýãêñéóç ôùí óõíôåëåóôþí

ßäéùí äõíÜìåùí ôïõ λ, ìáò äßíåé

AB0 = (−1)nα0In

−B0 + AB1 = (−1)nα1In

...

−Bn−2 + ABn−1 = (−1)nαn−1In

−Bn−1 = (−1)nIn .

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò ìå In, A, . . . , An, áíôßóôïé÷á, êáé ðñïóèÝôï-

íôáò êáôÜ ìÝëç ëáìâÜíïõìå

0 = (−1)n(α0In + · · · + αn−1A
n−1 + An),

äçëáäÞ p(A) = 0.

ÓõíäõÜæïíôáò ôï ËÞììá 9.4 ìå ôï Èåþñçìá 9.3 ïäçãïýìáóôå áìÝóùò óôï áêü-

ëïõèï áðïôÝëåóìá.

Ðüñéóìá 9.1 Ôï åëÜ÷éóôï ðïëõþíõìï åíüò ðßíáêá äéáéñåß ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ ðïëõþ-

íõìï.
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9.3. ÁóêÞóåéò

9.1. Ðñïóäéïñßóôå ôéò éäéïôéìÝò êáé ôá áíôßóôïé÷á éäéïäéáíýóìáôá ôçò áðåéêüíéóçò

L : R3 −→ R3, L(x) := Ax, üðïõ

A :=







1 0 −1

1 2 1

−1 −1 1






.

9.2. ¸óôù X Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò, L : X −→ X Ýíáò éóïìïñöéóìüò, λ ìßá

éäéïôéìÞ ôçò L, êáé x Ýíá éäéïäéÜíõóìá ôçò L ùò ðñïò ôçí éäéïôéìÞ λ. Áðïäåßîôå

üôé ôï λ åßíáé äéÜöïñï ôïõ ìçäåíüò. Ðñïóäéïñßóôå ìßá éäéïôéìÞ ôçò L−1 êáé Ýíá

éäéïäéÜíõóìÜ ôçò ùò ðñïò áõôÞ ôçí éäéïôéìÞ.

9.3. ¸óôù L : X −→ X ìßá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç, êáé x Ýíá éäéïäéÜíõóìá ôçò L ùò

ðñïò ôçí éäéïôéìÞ λ. Ðñïóäéïñßóôå ìßá éäéïôéìÞ êáé Ýíá áíôßóôïé÷ï éäéïäéÜíõóìá

ôçò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóçò L2 := L ◦ L.

9.4. ¸óôù L,M : X −→ X ãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò. Áí ç M åßíáé Ýíåóç, äçëáäÞ

Ýíá ðñïò Ýíá, êáé x Ýíá éäéïäéÜíõóìá ôçò L◦M ùò ðñïò ôçí éäéïôéìÞ λ, ðñïóäéïñßóôå

ìßá éäéïôéìÞ êáé Ýíá áíôßóôïé÷ï éäéïäéÜíõóìá ôçò áðåéêüíéóçò M ◦ L.

9.5. Áðïäåßîôå üôé Ýíáò ðßíáêáò A ∈ Rn,n åßíáé áêñéâþò ôüôå áíôéóôñÝøéìïò, áí ôï

ìçäÝí äåí åßíáé éäéïôéìÞ ôïõ.

9.6. ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò Üíù ôñéãùíéêüò ðßíáêáò A ∈ Rn,n. Ðñïóäéïñßóôå ôéò

éäéïôéìÝò ôïõ.

9.7. Ðñïóäéïñßóôå ôéò éäéïôéìÝò êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ôïõ ðßíáêá

A :=







3 2 4

2 0 2

4 2 3






.
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9.8. Ðñïóäéïñßóôå ôçí áëãåâñéêÞ êáé ôç ãåùìåôñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ôùí ðñáãìá-

ôéêþí éäéïôéìþí ôïõ ðßíáêá

A :=







7 −1 −2

−1 7 2

−2 2 10






.

9.9. ¸óôù

A :=













3 6 6 −2

−2 −5 −6 2

2 4 5 −2

4 6 6 3













.

Ðñïóäéïñßóôå, áí õðÜñ÷åé, Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá üìïéï ôïõ A.

9.10. ¸óôù n ∈ N êáé A ∈ R2n+1,2n+1. Áðïäåßîôå üôé ï ðßíáêáò A Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí

ìßá ðñáãìáôéêÞ éäéïôéìÞ.

9.11. ¸óôù

A :=
1

15







10 5 10

5 −14 2

10 2 −11






.

Ðñïóäéïñßóôå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá üìïéï ôïõ A.

9.12. ÅîåôÜóôå êáôÜ ðüóïí ïé ðßíáêåò

A :=







1 0 −4

0 5 4

−4 4 3






, B :=







1 −1 −1

0 3 2

0 −1 0






, êáé C :=













3 −4 0 5

1 −1 0 1

2 −3 1 4

0 0 0 1













åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïé.

9.13. (Áíéóüôçôá ôïõ Gerschgorin.) ¸óôù A = (aij) Ýíáò n × n ðßíáêáò êáé λ ìßá

éäéïôéìÞ ôïõ. Áðïäåßîôå üôé, ãéá êÜðïéï i ∈ {1, . . . , n}, éó÷ýåé

|aii − λ| ≤
n
∑

j=1

j 6=i

|aij |,
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äçëáäÞ êÜèå éäéïôéìÞ λ âñßóêåôáé óå êÜðïéïí êýêëï óôï ìéãáäéêü åðßðåäï, ìå êÝ-

íôñï aii êáé áêôßíá
∑n

j=1

j 6=i

|aij |. Ïé êýêëïé áõôïß ëÝãïíôáé êýêëïé ôïõ Gerschgorin. Ìå

áõôüí ôïí ôñüðï äåí ðñïóäéïñßæïõìå öõóéêÜ ôéò éäéïôéìÝò åíüò ðßíáêá, áëëÜ Ý÷ïõìå

óôç äéÜèåóÞ ìáò ìßá ìÝèïäï åíôïðéóìïý ôùí.

[Õðüäåéîç: ¸óôù x Ýíá áíôßóôïé÷ï éäéïäéÜíõóìá. Áí xi åßíáé ìßá êáô’ áðüëõôï ôéìÞ

ìÝãéóôç óõíéóôþóá ôïõ x, ôüôå èá Ý÷ïõìå

(aii − λ)xi =
n
∑

j=1

j 6=i

aijxj.]

9.14. ÓõíäõÜóôå ôéò ÁóêÞóåéò 9.5 êáé 9.13, ãéá íá áðïäåßîåôå üôé Ýíáò ðßíáêáò,

ìå áõóôçñÜ êõñéáñ÷éêÞ äéáãþíéï, åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, íá áðïäåßîåôå äçëáäÞ ôçí

¶óêçóç 6.2.

9.15. ¸óôù A ∈ Rn,n Ýíáò ïñèïãþíéá äéáãùíéïðïéÞóéìïò ðßíáêáò. Áðïäåßîôå üôé ï

A åßíáé óõììåôñéêüò.
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