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Προλεγόμενα 
 
Οιαδήποτε ακουομένη κυματομορφή χαρακτηρίζεται ως ήχος. Ακολούθως, ο ήχος μετατρέπεται 
εις φθόγγους. Οι φθόγγοι, ομαδοποιούμενοι, δομούν είτε μουσικές γραμμές (μελωδίες), είτε 
μουσικές επιφάνειες (εναρμονισμένες μελωδίες) ρέουσες εν χρόνω. Εις την πρώτην περίπτωσιν 
έχομεν μουσικήν εν οριζοντίω εξελίξει και εις την δευτέραν έχομεν μουσικήν εν οριζοντίω και 
εν κατακορύφω εξελίξει.  
Αμφότερες οι περιπτώσεις υπακούν εις μελωδικούς και αντιστικτικούς κανόνες, εξαρτωμένους 
εκ των διαφόρων χρονικών περιόδων της μουσικής διαδικασίας και ικανοποιούντες την αισθητι-
κήν του μουσικού πολιτισμού συγκεκριμένης ομάδος ανθρώπων εν συγκεκριμένω τόπω. 
  
Πάντα ταύτα σχετίζονται με την τέχνην και την επιστήμην της Μουσικής. Εις την εποχήν της 
Πληροφορικής, εις την εποχήν του bit, κατά την οποίαν διαβιούμεν, εχρησιμοποιήθη ο ηλεκτρο-
νικός υπολογιστής προκειμένου αφ’ ενός να συνθέσει μελωδίες, αφ’ ετέρου να τις εναρμονίσει 
επί τη βάσει ενός συνόλου μουσικομαθηματικών κανόνων –ενός αλγοριθμικού προγράμματος- 
το οποίον εδόμησεν ο χρήστης (user). 
Εις τον Ελλαδικόν χώρον τυγχάνει να είμαι ο πρώτος ασχοληθείς με το εν λόγω πρόβλημα εκπο-
νών την δεκαετίαν του 1970 την Διδακτορικήν μου διατριβήν επί των δημοτικών καλαματιανών 
τραγουδιών, δομήσας δυναμικά Μαρκοβιανά μοντέλλα εις γλώσσαν FORTRAN IV, εις έναν εκ 
των δύο μοναδικών υπαρχόντων εν Ελλάδι τότε ΗΥ, του UNIVAC 1100 του Αριστοτελείου Πα-
νεπιστημίου Θεσσαλονίκης. 
Επειδή κατά τον Ηράκλειτον, τον σκοτεινόν Εφέσιον προσωκρατικόν φιλόσοφον, «τὰ πάντα 
ῥεῖ» έκτοτε εκύλησεν μεγίστη ποσότης ύδατος εις τον ποταμόν της επιστήμης της δια των ΗΥ 
συνθέσεως μουσικής με αξιοθαύμαστα αισθητικά αποτελέσματα. 
Εις την παρούσαν εισήγησίν μου θα σας ομιλήσω περί εναρμονίσεως δοθείσης μουσικής μελω-
δίας -μακράν και πέραν των ωδειακών αρμονικών κανόνων- επί τη βάσει της Θεωρίας της Συμ-
μετρίας και μόνον, ήτοι της επιστήμης του κάλλους, επηρεασθείς σφόδρα υπό του Ολλανδού 
ζωγράφου M. C. Escher (1898-1972), όστις εφιλοτέχνησεν τους πίνακές του δια δικασιών συμ-
μετρίας, καθιερώσας τοιουτοτρόπως μίαν εντόνως μαθηματικήν τεχνοτροπίαν. 
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Η Συμμετρία εις την Φύσιν 
 
Η συμμετρία, απαντωμένη και εις την έμβιον και εις την άβιον φύσιν, αποτελεί μίαν λίαν σημα-
ντικήν έννοιαν των Μαθηματικών, της Φυσικής, της Χημείας, της Βιολογίας και των Καλών Τε-
χνών, ως η Μουσική, η Ζωγραφική, η Αρχιτεκτονική, η Γλυπτική. Εν άλλοις λόγοις, η συμμε-
τρία  αποτελεί το αχανές πεδίον ένθα δραστηριοποιούνται αμιλλώμενες η φύσις (ανόργανος και 
οργανική) και η τέχνη. Δι’ αυτής της φιλοσοφικής1 και μαθηματικής σπουδαιότητος εννοίας, της 
Συμμετρίας, και μόνον θα επιχειρήσω για πρώτην φοράν εις τα χρονικά να δημιουργήσω μουσι-
κήν τάξιν, κάλλος και τελειότητα εναρμονίζων μελωδίες. 
Σπουδάζων την Επιστήμην της Φυσικής εις το Φυσικόν Τμήμα της Φυσικομαθηματικής Σχολής 
του Αριστοτελείου Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης, εδιδάχθην την Κρυσταλλογραφίαν ως μέρος 
της Επιστήμης της Ορυκτολογίας υπό του αειμνήστου καθηγητού Κωνσταντίνου Σολδάτου και 
την Επιστήμην της Κρυσταλλοδομής υπό του καθηγητού κ. Παναγιώτου Ρεντζεπέρη. Δια των 
μαθημάτων αυτών κατενόησα πλήρως τις γενεσιουργούς αιτίες της συμμετρίας των κρυστάλ-
λων, δια των οποίων η φύσις αυτοκοσμείται.  
Σημειωτέον ότι οι ίδιες γενεσιουργές αιτίες εις τα κείμενα δημιουργούν τα αριστουργήματα της 
λογοτεχνίας, εις την ζωγραφικήν τους θαυμασίους πίνακες του  M. C. Escher και εις την μουσι-
κήν τα του «ηρμοσμένου» κάλλη. 
Ως Πανεπιστημιακός διδάσκαλος μυώ εις τα περί την «Μουσικήν Συμμετρίαν» θέματα τους φοι-
τητές μου διδάσκων το μάθημα «Συμμετρία & Μουσική», έχων μάλιστα συγγράψει και σχετικόν 
διδακτικόν σύγγραμμα, συνοδευόμενον υπό επί τούτοις συγγραφέν λογισμικόν, ως διδακτικόν 
εργαλείον, δια του οποίου οι φοιτητές μου επιτυγχάνουν: 
 την δόμησιν δια της κυκλικής συμμετρίας διατονικών και χρωματικών κλιμάκων μετά των 

απλών ή/και εξαιρετικώς πολυπλόκων οπλισμών των (key-signatures) και  
 δια των ποικίλων μονοδιαστάτων και δισδιαστάτων διαδικασιών συμμετρίας την ιδιαζούσης 

εναρμονίσεως σύνθεσιν μουσικής.  
Κατά τον μαθηματικόν Hermann Weyl, τον μελετήσαντα εξαντλητικώς την Συμμετρίαν, ένα α-
ντικείμενον είναι συμμετρικόν, εάν υπάρχει μία διαδικασία καταλείπουσα αναλλοίωτον την 
μορφήν αυτού.  
 
Εις την Γεωμετρίαν δια της συμμετρίας αντιστοιχίζονται σημεία μέσω είτε σημείου/ων, είτε 
γραμμής/ών, είτε επιπέδου/ων, τα οποία, κατ’ αντιστοιχίαν, ονομάζονται κέντρον/α συμμετρίας, 
άξων/ονες συμμετρίας, επίπεδον/α συμμετρίας. 
 
Δια των συμμετριών ως προς τα προαναφερθέντα στοιχεία συμμετρίας εκτός της αμφιπλεύρου 
συμμετρίας  
 

                                                 
1 «Καὶ τῶν σχημάτων τὸ κάλλιστιν σφαῖραν εἶναι ταῶν στερεῶν, ταῶν δ’ ἐπιπέδων κύκλον» ρήσις της Δαμούς δια-
σωθείσα υπό του Διογένους του Λαερτίου (Βίος Φιλοσόφων, 8, 35, 5-6). Δια τούτο και ο Πλάτων (Επινομίς) και ο 
Αριστοτέλης αποδίδουν σφαιρικόν σχήμα εις τα ουράνια σώματα, θεωρούντες ότι οιονδήποτε έτερον σχήμα θα ε-
μείωνε την ουράνιον τελειότητά των. 
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προκύπτουν και έτερα είδη γεωμετρικής συμμετρίας, ως  
η Μεταφορά ή ολίσθησις 

 

 
Σχήμα 1: Ένα μοτίβο, η τούμπα, εν μεταφορά ή εν ολισθήσει. 

 
ο Κατοπτρισμός ως προς κατακόρυφον άξονα ή επίπεδον κατοπτρισμού  
 

 
Σχήμα 2: Ένα μοτίβο, η τούμπα, εν γραμμικώ κατοπτρισμώ. 

 
Η γραμμική μεταφορά εν συνδυασμώ μετά της διαδικασίας του κατοπτρισμού ως προς οριζόντι-
ον επίπεδον κατοπτρισμού 
 

 

 
 

 

 
 
η περιστροφή πέριξ σημείου ή περί άξονα και άπαντες οι συνδυασμοί αυτών.  
 
Ένα μονοδιάστατον αντικείμενον σχεδιάζεται δια δύο συμμετρικών διαδικασιών επί γραμμής, 
ήτοι δια Μεταφοράς ή ολισθήσεως και δια Κατοπτρισμού ως προς κάθετον άξονα ή επίπεδον 
κατοπτρισμού.  
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Εις τον μονοδιάστατον χρόνον οι προαναφερθείσες δύο διαδικασίες συμμετρίας δομούν τους 
μουσικούς ρυθμούς. 
Εις τον δισδιάστατον χώρον η συμμετρία υλοποιείται μέσω 17 διαδικασιών, οι οποίες προκύ-
πτουν εκ της συνδυαστικής δράσεως των διαδικασιών συμμετρίας της μεταφοράς, του κατο-
πτρισμού και της περιστροφής.  
7 εκ των 17 αυτών δισδιαστάτων διαδικασιών συμμετρίας, οι ανήκουσες εις το ορθογώνιον σύ-
στημα συμμετρίας, δύνανται να εύρουν εφαρμογήν εις την διαδικασίαν της μουσικής συνθέσεως 
εις τον δισδιάστατον χώρον, όστις ορίζεται υπό του μουσικού ύψους και του χρόνου.  
Το εγχείρημα αυτό εις μίαν μόνον περίπτωσιν εκ των 7 και υπό όρους το τολμά με εξαιρετικήν 
επιτυχίαν ο J. S. Bach εις το έργον του «Η Τέχνη της Φούγκας (Die künst der füge), BWV 1080», 
γράφων τις τέσσερις κατοπτρικές φούγκες (mirror fugues) του. 
Εις τον τρισδιάστατον χώρον, οι κρύσταλλοι2, τα πλέον εντυπωσιακά παραδείγματα συμμετρίας, 
ανήκοντα εις τον ανόργανον κόσμον, δομούνται υπό 230 τρισδιαστάτων διαδικασιών συμμετρί-
ας και κατανέμονται εις 32 δυνατά γεωμετρικά συστήματα κρυσταλλικής συμμετρίας. 
 
Πρέπει να τονισθεί μετ’ επιτάσεως ότι η μελέτη της Συμμετρίας πραγματοποιείται δια των «Ο-
μάδων» εκ του μαθηματικού χώρου της Θεωρίας Ομάδων (Group Theory), οι οποίες είναι δύ-
σκολα, αλλά χρησιμότατα μαθηματικά εργαλεία. 
Η μαθηματική μελέτη των συμμετριών εις τον χώρον της Μουσικής ανοίγει νέους δρόμους ι-
διαίτατα όσον αφορά εις την μουσικήν σύνθεσιν, διότι αφ’ ενός αναδύεται ένας πολυπληθέστα-
τος κόσμος διατονικών και χρωματικών μουσικών κλιμάκων –πέραν των «πεπαλαιωμένων» 
πλέον μειζόνων και ελασσόνων-, πρωτογνώρων «ηθών ή ηθικών χαρακτήρων» με τους συνο-
δεύοντες αυτές μουσικούς οπλισμούς (key-signatures)  
και αφ’ ετέρου επεκτείνεται απεριορίστως η μουσική συνθετική διαδικασία δια πλειόνων και 
πολυπλοκοτέρων διαδικασιών δισδιαστάτων συμμετριών από αυτήν του απλού κατοπτρισμού, 
την οποίαν, ως προανεφέρθη, εφήρμοσεν ο J. S. Bach εις το έργον του «Η Τέχνη της Φούγκας 
(Die künst der füge), BWV 1080», συνθέτων τις τέσσερις κατοπτρικές φούγκες (mirror fugues). 
 
Ζώμεν πλέον εις τον κα΄ αιώνα. Επαύσαμεν να είμεθα θαμμένοι εντός του πλέον περιπλόκου 
μουσικού οικοδομήματος, την αντιστικτικήν πολυφωνίαν. Τα αισθητήρια όργανα της ακοής μας 
έχουν ακούσει το 12φθογγον. έχουν ακούσει Ξενάκειες συνθέσεις! Οι σύγχρονες μουσικές συν-
θέσεις βρίθουν ηυξημένων τεταρτών (diabolus in musica). Δοθείσης μιας μελωδίας, η όποια ε-
ναρμόνισις αυτής προκύψει δια των ποικίλων μονοδιαστάτων και δισδιαστάτων διαδικασιών 
συμμετρίας θα είναι ένα ακουστέον μουσικόν έργον τέχνης της «σήμερον», διαθέτον μίαν σύγ-
χρονον προσωπικότητα και έναν πρωτόφαντον χαρακτήρα. 
                                                 
2 Κρύσταλλοι και Συμμετρία  
Από αρχαιοτάτων χρόνων το βλέμμα του ανθρώπου προσείλκυσαν τα καλώς ανεπτυγμένα και σχεδόν κανονικά 
πολύεδρα δια των οποίων εμφανίζονται εις την φύσιν πάμπολλα ορυκτά. Σύνηθες παράδειγμα αποτελεί ο χαλαζίας 
( )2SiO  με τα ωραία, διαυγή και καλοανεπτυγμένα πολύεδρα αυτού, τα οποία οι αρχαίοι Έλληνες τα εθεώρουν ως 
κρύσταλλον, δηλαδή ως πάγον, εξ αιτίας της εντόνου ψύξεως εις τα όρη και τον ωνόμαζον «ορείαν κρύσταλλον». 
Με την πάροδον των ετών ο όρος κρύσταλλος επεξετάθη επί παντός στερεού εμφανίζοντος κρυσταλλικήν δομήν. Η 
έννοια της κρυσταλλικής δομής συνδέεται αμέσως μετά του συμμετρικού τρόπου διευθετήσεως των δομικών μονά-
δων αυτού, η οποία και αντανακλάται εις την μορφήν ή τις μορφές ενός κρυστάλλου. Η μελέτη των κρυσταλλικών 
μορφών αποκαλύπτει ότι οι ιδιότητες της εξωτερικής συμμετρίας δύνανται να εκφραστούν μέσω τριών βασικών 
στοιχείων συμμετρίας: το επίπεδον συμμετρίας (κατοπτρισμός), το κέντρον συμμετρίας (αναστροφή) και τον άξονα 
συμμετρίας (περιστροφή).  
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Δυνατότητες περιοδικών επαναλήψεων 
 
Η επιστήμη της Κρυσταλλοδομής, η οποία ασχολείται με την έρευναν της δομής των κρυστάλ-
λων, αποδίδει την κανονικότητα της δομής των κρυστάλλων εις την κατά τις τρεις διαστάσεις 
του χώρου περιοδικήν επανάληψιν ενός βασικού συγκροτήματος δομικών στοιχείων της ύλης 
των. 
Η συστηματική διερεύνησις των διαφόρων δυνατοτήτων περιοδικών επαναλήψεων άγει εις το 
συμπέρασμα ότι υπάρχουν 2 είδη μονοδιαστάτων, 17 είδη δισδιαστάτων και 230 είδη τρισδια-
στάτων περιοδικών επαναλήψεων. 
Κατωτέρω δίδονται τα 17 είδη των δισδιαστάτων περιοδικών διατάξεων εξ επαναλήψεων ενός 
ασυμμέτρου αντιπροσωπευτικού σχήματος, ήτοι μιας παλάμης. 
 
Δια των 17 επιπέδων διεργασιών συμμετρίας κατασκευάζονται μοτίβα ταπετσαρίας, υφαντά, 
διακοσμήσεις κ.α.  
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Σχήμα 24: Τα 17 είδη των δισδιαστάτων περιοδικών διατάξεων εξ επαναλήψεων  

ενός ασυμμέτρου αντιπροσωπευτικού σχήματος, ήτοι μιας παλάμης. 
 

Λαμβάνοντες τα μοναδιαία διανύσματα μετατοπίσεως εις δύο εκ των απεριορίστων διευθύνσεων 
εφ’ ενός επιπέδου, ορίζομεν ένα παραλληλόγραμμον, ονομαζόμενον στοιχειώδες πλέγμα ή επίπε-
δος κυψελίς ή βρόχος του πλέγματος ή της ταπετσαρίας ή της επιπέδου συμμετρικής δομής.  
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Τα μήκη |𝑎�| και |𝑏�| των μοναδιαίων διανυσμάτων μετατοπίσεως και το μέγεθος της μεταξύ αυ-
τών γωνίας φ αποτελούν τις παραμέτρους της κυψελίδος. Επί τη βάσει αυτών των παραμέτρων 
της επιπέδου κυψελίδος ορίζονται τα κάτωθι τέσσερα είδη απλών δισδιαστάτων πλεγμάτων: 

1. |a�|≠|𝑏�|, φ≠90ο. Πλαγιογώνιον σύστημα συντεταγμένων με σχήμα βρόχου τυχαίον πα-
ραλληλόγραμμον. 

2. |a�|≠|𝑏�|, φ=90ο. Ορθογώνιον σύστημα συντεταγμένων με σχήμα βρόχου ορθογώνιον πα-
ραλληλόγραμμον. 

3. |a�|=|𝑏�|, φ=90ο. Τετραγωνικόν σύστημα συντεταγμένων με σχήμα βρόχου τετράγωνον. 
4. |a�|=|𝑏�|, φ=120ο. Εξαγωνικόν σύστημα συντεταγμένων με σχήμα βρόχου ρόμβον γωνίας 

120ο. 
 
Η μουσική είναι μια εν χρόνω εξελισσομένη αλληλουχία ηχητικών γεγονότων, ήτοι μία αλλη-
λουχία μουσικών υψών (pitches), τα οποία καταγράφομεν επί του άξονος y ενός συστήματος 
συντεταγμένων (y, t).  
 
Το εν λόγω σύστημα δυνατόν να είναι πλαγιογώνιον, δυνατόν να είναι ορθογώνιον.  
Η αναγκαιότης του συγχρονισμού όλων των μουσικών οργάνων κατά την έναρξιν της εκτελέσε-
ως μιας πολυοργανικής μουσικής συνθέσεως επιβάλλει ορθογώνιον σύστημα αξόνων και, συνε-
πώς, απορρίπτει το πλαγιογώνιον σύστημα αξόνων.  
Η απόρριψις του πλαγιογωνίου συστήματος αναφοράς έχει σημαντικότατον κόστος εις τον εν 
δυνάμει πλούτον της μουσικής δημιουργίας, δεδομένου ότι περιορίζει τον πληθικόν αριθμόν των 
δισδιαστάτων διαδικασιών συμμετρίας από 17 εις τις αναφερθείσες 7. 
Δοθείσης μιας επιπέδου κυψελίδος, ένα σημείον αυτής με συντεταγμένες x,y επαναλαμβανόμε-
νον υπό των στοιχείων συμμετρίας της επιπέδου ομάδος συμμετρίας, παρέχει τελικώς πεπερα-
σμένον σύνολον ισοδυνάμων σημείων λόγω συμμετρίας. Το σύνολον τούτο των σημείων καλεί-
ται σύνολον ισοδυνάμων θέσεων ή, απλώς, ισοδύναμος θέσις. Ο αριθμός των ομολόγων σημείων, 
των αποτελούντων την ισοδύναμον θέσιν, καλείται βαθμός πολλαπλότητος αυτής. 
 
 
Οι τέσσερις διαδικασίες συμμετρίας του ορθογωνίου συστήματος (P, R, I, RI) 
 
Έστω δοθείσα δομή. Αυτήν την ονομάζομεν Ευθείαν ή Primus (P).  
Δια κατοπτρισμού της Primus επί κατακορύφου επιπέδου κατοπτρισμού, τιθεμένου εις κατάλλη-
λον θέσιν, λαμβάνεται η Ανάστροφος αυτής δομή, η ονομαζομένη Rectus (R).  
Δια κατοπτρισμού της Primus επί οριζοντίου επιπέδου κατοπτρισμού λαμβάνεται η Αντίστροφος 
αυτής δομή, η ονομαζομένη Inversus (I).  
Δια κατοπτρισμού της Rectus επί οριζοντίου επιπέδου κατοπτρισμού λαμβάνεται η Αντίστροφος 
αυτής δομή, η ονομαζομένη Inversus Rectus (IR).  
 
Εφαρμόζοντες τις ανωτέρω τέσσερις διαδικασίες συμμετρίας εις το κοινόν μουσικόν θέμα των 
δεκατεσσάρων φουγκών και των τεσσάρων κανόνων εκ του έργου του J. S. Bach «Η Τέχνη της 
φούγκας (Die künst der füge, BWV 1080)» εις δομήν P, R, I, RI, καταλήγομεν εις την κάτωθι 
μουσικήν καταγραφήν. 
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Να μην λανθάνει της προσοχής μας ότι δια κατοπτρισμού μιας μελωδίας ή συνθέσεως επί κατα-
κορύφου άξονος ή επιπέδου κατοπτρισμού τιθεμένου εις το τέλος αυτής, η μελωδία καθίσταται 
καρκινική, ήτοι δύναται να εκτελείται «ομοιοτρόπως» εκ της αρχής προς το τέλος και εκ του τέ-
λους προς την αρχήν. 
 
 
Συμμετρίες ενυπάρχουσες εις έργα διαφόρων συνθετών 
 
«Νίξεις» συμμετρίας, υπό την έννοιαν ότι η συμμετρία απαντάται σποραδικώς - εντός περιορι-
σμένου αριθμού μουσικών μέτρων - και υπό διαφόρους μορφές –περιστροφική, μεταφορική, κα-
τοπτρική κ.α.- συμπεριέλαβον κατά καιρούς αρκετοί συνθέτες εις το έργον των. Το γεγονός καθ’ 
εαυτό αποδεικνύει ότι οι διαδικασίες της Συμμετρίας ήσαν τουλάχιστον «στοιχειωδώς» γνωστές 
εις τους συνθέτες ως ένα εργαλείον διανθίσεως της μουσικής πλοκής του/των έργου/ων των.  
 
 
Οι επτά (7) δισδιάστατες ορθογώνιες διαδικασίες της μουσικής συμμετρίας 
 
Οι εν συνεχεία αναλυόμενες επτά (7) δισδιάστατες ορθογώνιες διαδικασίες της μουσικής συμμε-
τρίας, αποτελούν «θεωρητικώς» πολυσυνδυασμόν όλων ή μέρους των προηγουμένως αναφερ-
θεισών διαδικασιών συμμετρίας. Λέγω «θεωρητικώς», διότι κατ’ αυτές συνηχούν ανάστροφες 
ή/και αντίστροφες δομές δοθείσης ευθείας δομής με όλα τα ήδη αναλυθέντα αρμονικά προβλή-
ματα. Το γεγονός τούτο δεν πρέπει να μας πτοεί και να μας αποτρέπει από την χρησιμοποίησίν 
των.  
 
Ζώμεν εις τον 21ον αιώνα και τα ώτα μας έχουν ακούσει ακούσματα μυρίων όσων αντιφάσεων, 
όσον αφορά εις την κλασικήν αρμονίαν. Επιπροσθέτως, πειραματιζόμενοι, ας αναζητήσωμεν να 
εύρωμεν εκείνους τους αντιστικτικούς κανόνες δια των οποίων θα καταστούν αρμονικώς αποδε-
κτά ένια ή άπαντα τα εκ κατοπτρισμών αναφυόμενα μελωδικά και αρμονικά ηχητικά γεγονότα.  
 
 
Διαδικασία υπ’ αριθμόν 1: pm  
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ δύο κατοπτρισμών και μιας μεταφοράς κατά διάστημα ίσον 
προς το μήκος της κυψελίδος.  
Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d. Προκειμένου οι μελωδίες εκ δια-
δοχικών κυψελίδων κατά την οριζόντιον διεύθυνσιν να παρουσιάζουν μουσικήν συνέχειαν, απο-
φασίζομεν το μήκος της ορθογωνίου κυψελίδος pm εις μονάδες χρόνου να ληφθεί ίσον προς d. 
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Εις το μέσον του πλάτους της κυψελίδος εμφανίζεται ένα αυτοδημιουργούμενον επίπεδον κατο-
πτρισμού m, λόγω των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος, ισαπέχον εκ των υ-
παρχόντων δύο επιπέδων κατοπτρισμού m. 
 
Eντός της ορθογωνίου κυψελίδος pm δημιουργούνται δύο μελωδίες (δύο τούμπες). 
 
Η ορθογώνιος κυψελίς pm κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 
Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας pm προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 
Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας pm δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη και 
Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστανται 
δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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Διαδικασία υπ’ αριθμόν 2: pg  
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ δύο κατοπτρισμών μετ’ ολισθήσεως κατά διάστημα d/2, έν-
θα d το χρονικόν διάστημα, κατά το οποίον διαρκεί η δεδομένη μελωδία. 
 
Προκειμένου οι μελωδίες εκ διαδοχικών κυψελίδων κατά την οριζόντιον διεύθυνσιν να παρου-
σιάζουν μουσικήν συνέχειαν, αποφασίζομεν το μήκος της ορθογωνίου κυψελίδος pg εις μονάδες 
χρόνου να ληφθεί ίσον προς 𝑑 + 1

2
𝑑. 

 
Εις το μέσον του πλάτους της κυψελίδος εμφανίζεται ένα αυτοδημιουργούμενον επίπεδον κατο-
πτρισμού ολισθήσεως g, λόγω των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος, ισαπέχον 
εκ των υπαρχόντων δύο επιπέδων κατοπτρισμού g. 
 
Εντός της ορθογωνίου κυψελίδος pg δημιουργούνται δύο μελωδίες (δύο τούμπες) Η δεύτερη 
μελωδία, η Inversus, η μετατοπισμένη, αρχίζει μετά χρόνον 1

2
𝑑 από της ενάρξεως της πρώτης 

μελωδίας, της Primus, συνηχεί μετ’ αυτής επί χρόνον 1
2
𝑑 και μετά επί χρόνον 1

2
𝑑 ακούγεται μό-

νη της. 
 
Η ορθογώνιος κυψελίς pg κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 
Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας pg προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 
Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
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γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας pg δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη και 
Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστανται 
δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
 

 
 

 
 

Διαδικασία υπ’ αριθμόν 3: p2mm ή pmm 

Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ κατοπτρισμών επί κατόπτρων m ευρισκομένων κατά μήκος 
των τεσσάρων πλευρών της ορθογωνίου κυψελίδος.  
Βαθμός πολλαπλότητος 4, ήτοι το σύνολον των ισοδυνάμων θέσεων λόγω συμμετρίας είναι τέσ-
σερα. 
 
Λόγω των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος, ήτοι των δύο καθέτων μεταξύ των 
επιπέδων κατοπτρισμού, αυτοδημιουργούνται νέα στοιχεία συμμετρίας, όπως δύο μεσοκάθετα 
επίπεδα κατοπτρισμού προς τις πλευρές της κυψελίδος και εννέα άξονες περιστροφής δευτέρας 
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τάξεως, κάθετοι προς το επίπεδον της κυψελίδος και εις τις ανά δύο τομές των επιπέδων κατο-
πτρισμού m. 
Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d (σχήμα 7α).  
Εντός της ορθογωνίου κυψελίδος p2mm δημιουργούνται τέσσερις μελωδίες (τέσσερις τούμπες). 
 
Προκειμένου οι μελωδίες εκ της αυτής κυψελίδος και εκ των διαδοχικών κυψελίδων κατά την 
οριζόντιον διεύθυνσιν να παρουσιάζουν μουσικήν συνέχειαν, αποφασίζομεν το μήκος της ορθο-
γωνίου κυψελίδος p2mm εις μονάδες χρόνου να ληφθεί ίσον προς 2d. 
Το ζεύγος των δύο επάνω μελωδιών, ακουόμενες εν συνεχεία, λόγω του επιλεγέντος μήκους της 
κυψελίδος, δημιουργεί μίαν καρκινικήν μελωδίαν διαρκείας 2d.  
Ομοίως, ίσης διαρκείας καρκινικήν μελωδίαν δημιουργούν και οι δύο κάτω μελωδίες, ακουόμε-
νες εν συνεχεία.  
Εν άλλοις λόγοις, έχομεν συνήχησιν δύο μελωδιών διαρκείας 2d. 
Η ορθογώνιος κυψελίς p2mm κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 

Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας p2mm προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 

Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας p2mm δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη 
και Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστα-
νται δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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15 

 

 

 
Διαδικασία υπ’ αριθμόν 4: p2mg ή pmg 
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ κατοπτρισμών μετά συγχρόνων ολισθήσεων επί κατόπτρων 
ολισθήσεως g, ευρισκομένων κατά το πλάτος της κυψελίδος και εκ κατοπτρισμών επί δύο επιπέ-
δων κατοπτρισμού m, καθέτων προς τα επίπεδα ολισθήσεως g.  
Εκ της συλλειτουργίας των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος αυτοδημιουργού-
νται και νέα στοιχεία συμμετρίας ούτως, ώστε τελικώς να υφίστανται εντός της κυψελίδος τρία 
επίπεδα κατοπτρισμού-ολισθήσεως g, τρεις τριάδες αξόνων περιστροφής δευτέρας τάξεως και 
δύο επίπεδα κατοπτρισμού m. Συγκεκριμένως: 
Το τρίτον επίπεδον κατοπτρισμού-ολισθήσεως g είναι μεσοκάθετον επί το μήκος της κυψελίδος. 
Επί των τριών επιπέδων κατοπτρισμού-ολισθήσεως g  ευρίσκονται οι τριάδες των αξόνων περι-
στροφής κατ’ ίσες αποστάσεις.  
Τα δύο επίπεδα κατοπτρισμού m είναι παράλληλα προς το μήκος της κυψελίδος και διχοτομούν 
τις αποστάσεις των διαδοχικών αξόνων περιστροφής.  
Ο βαθμός πολλαπλότητος είναι 4.  
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Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d.  
Προκειμένου οι μελωδίες εκ της αυτής κυψελίδος και εκ των διαδοχικών κυψελίδων κατά την 
οριζόντιον διεύθυνσιν να παρουσιάζουν μουσικήν συνέχειαν, αποφασίζομεν το μήκος της ορθο-
γωνίου κυψελίδος p2mg εις μονάδες χρόνου να ληφθεί ίσον προς 2d. 
 
Εντός της ορθογωνίου κυψελίδος p2mg δημιουργούνται τέσσερις μελωδίες (τέσσερις τούμπες).  
Οι δύο αριστερές μελωδίες συνηχούν, αρχίζουσες και καταλήγουσες συγχρόνως και ευθύς αμέ-
σως αρχίζουν συνηχούσες οι δύο δεξιές μελωδίες. 
 
Επί τη βάσει των παραγομένων μελωδιών δυνάμεθα να συνθέσωμεν μίαν δίφωνον μελωδίαν, 
την οποίαν διαδέχεται, άμα τη λήξει της, ετέρα δίφωνος μελωδία κατά τις προαναφερθείσες αρ-
μονικές σχέσεις. 
Η ορθογώνιος κυψελίς p2mg κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 

Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας p2mg προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 
Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας p2mg δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη 
και Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστα-
νται δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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Διαδικασία υπ’ αριθμόν 5: p2gg ή pgg  
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ δύο καθέτων κατοπτρισμών μετ’ ολισθήσεων g. Τα δύο ορι-
ζόντια επίπεδα κατοπτρισμού-ολισθήσεως g απέχουν εκ της γειτονικής των μεγάλης πλευράς της 
κυψελίδος απόστασιν ίσην προς το ¼ του πλάτους της κυψελίδος και τα δύο κατακόρυφα επίπε-
δα κατοπτρισμού-ολισθήσεως g απέχουν εκ της γειτονικής των μικρής πλευράς της κυψελίδος 
απόστασιν ίσην προς το ¼ του μήκους της κυψελίδος. 
Εκ της συλλειτουργίας των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος αυτοδημιουργού-
νται ως νέα στοιχεία συμμετρίας εννέα άξονες περιστροφής δευτέρας τάξεως, διατεταγμένοι εις 
τρεις ισαπέχουσες τριάδες και κατά το μήκος και κατά το πλάτος της κυψελίδος.  
Ο βαθμός πολλαπλότητος είναι 4. 
 
Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d. Προκειμένου οι μελωδίες εκ της 
αυτής κυψελίδος και εκ των διαδοχικών κυψελίδων κατά την οριζόντιον διεύθυνσιν να παρου-
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σιάζουν μουσικήν συνέχειαν, αποφασίζομεν το μήκος της ορθογωνίου κυψελίδος p2gg εις μο-
νάδες χρόνου να ληφθεί ίσον προς 2d.  
 
Η επάνω αριστερά και η κάτω δεξιά τούμπες εντός της ορθογωνίου κυψελίδος p2gg συνιστούν 
δύο μελωδίες ηχούσες η μία εν συνεχεία της άλλης και επί χρόνον d μονάδων εκάστη.  
Οι δύο εις το κέντρον της ορθογωνίου κυψελίδος p2gg ευρισκόμενες τούμπες συνηχούν επί χρό-
νον d μονάδων. Η συγκεκριμένη συνήχησις, λόγω της διαδικασίας ολισθήσεως g, αρχίζει να λει-
τουργεί, όταν η πρώτη μελωδία φθάσει στο 1

2
𝑑 της διαρκείας της και συνηχεί και μετ’ αυτής επί 

χρόνον  1
2
𝑑.  Αμέσως παύει ηχούσα η μελωδία της άνω αριστερής τούμπας και αρχίζει να ηχεί η 

μελωδία της κάτω δεξιάς τούμπας και, μάλιστα, εν συνηχήσει επί χρόνον 1
2
𝑑 μετά της διφωνίας 

των δύο μεσαίων τουμπών. Κατά το τελευταίον χρονικόν διάστημα των 1
2
𝑑 μονάδων χρόνου η-

χεί μόνη της η μελωδία της κάτω δεξιάς τούμπας. 
 
Εντός της ορθογωνίου κυψελίδος p2gg δημιουργούνται τέσσερις μελωδίες (τέσσερις τούμπες).  
 
Η ορθογώνιος κυψελίς p2gg κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 

Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας p2gg προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 

Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας p2gg δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη 
και Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστα-
νται δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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Διαδικασία υπ’ αριθμόν 6: cm  
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ κατοπτρισμού m και εκ παραλλήλου κατοπτρισμού μετ’ ο-
λισθήσεως g κατά διάστημα d/2, ένθα d το χρονικόν διάστημα d, κατά το οποίον διαρκεί η δεδο-
μένη μελωδία. 
Εκ της συλλειτουργίας των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος αυτοδημιουργείται 
μεσοκάθετον κατά το πλάτος της κυψελίδος νέον επίπεδον κατοπτρισμού m. 
Εκ των πέντε παραλλήλων επιπέδων κατοπτρισμού (τρία απλού κατοπτρισμού m και δύο κατο-
πτρισμού μετ’ ολισθήσεως g) το πλάτος της κυψελίδος χωρίζεται εις τέσσερα ίσα τμήματα. Συ-
νεπώς, ανά δύο γειτονικά τα πέντε επίπεδα κατοπτρισμού απέχουν κατά το ¼ του πλάτους της 
κυψελίδος. 
Ο βαθμός πολλαπλότητος είναι 4. 
Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d.  



 
22 

 

Προκειμένου οι μελωδίες εκ της αυτής κυψελίδος και εκ των διαδοχικών κυψελίδων κατά την 
οριζόντιον διεύθυνσιν να παρουσιάζουν μουσικήν συνέχειαν, αποφασίζομεν το μήκος της ορθο-
γωνίου κυψελίδος cm εις μονάδες χρόνου να ληφθεί ίσον προς 𝑑 + 1

2
𝑑.  

 
Εντός της ορθογωνίου κυψελίδος cm δημιουργούνται τέσσερις μελωδίες.  
Η ορθογώνιος κυψελίς cm κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 
 

 
 

Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας cm προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 

Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας cm δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη και 
Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστανται 
δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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Διαδικασία υπ’ αριθμόν 7: c2mm ή cmm 
 
Σύνθετος διαδικασία συμμετρίας εκ περιστροφών περίξ αξόνων δευτέρας τάξεως εις τις κορυφές 
της ορθογωνίου κυψελίδος και κατοπτρισμών μετά συγχρόνων ολισθήσεων επί κατόπτρων ολι-
σθήσεως g καθέτων μεταξύ των. Τα δύο οριζόντια επίπεδα κατοπτρισμού-ολισθήσεως g απέ-
χουν εκ της γειτονικής των μεγάλης πλευράς της κυψελίδος απόστασιν ίσην προς το ¼ του πλά-
τους της κυψελίδος και τα δύο κατακόρυφα επίπεδα κατοπτρισμού-ολισθήσεως g απέχουν εκ 
της γειτονικής των μικρής πλευράς της κυψελίδος απόστασιν ίσην προς το ¼ του μήκους της 
κυψελίδος.  
Εκ της συλλειτουργίας των υπαρχόντων στοιχείων συμμετρίας της κυψελίδος αυτοδημιουργού-
νται ως νέα στοιχεία συμμετρίας δεκατρείς άξονες περιστροφής δευτέρας τάξεως κάθετοι προς 
το επίπεδον της κυψελίδος. Οι οκτώ εξ αυτών, ανά τρεις ευρίσκονται εις τις τέσσερις πλευρές 
της κυψελίδος, ένας ευρίσκεται εις το κέντρον της κυψελίδος και οι τέσσερις απομείναντες ευρί-
σκονται εις τις τομές των επιπέδων κατοπτρισμού-ολισθήσεως g. 
Ο βαθμός πολλαπλότητος είναι 8.  
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Έστω ότι η τούμπα, το αντιπροσωπευτικόν σημείον μιας ισοδυνάμου θέσεως, παριστά μίαν με-
λωδίαν, η εκτέλεσις της οποίας διαρκεί χρονικόν διάστημα d. Το μήκος της ορθογωνίου κυψελί-
δος c2mm εκλαμβάνεται –κατά τα προηγούμενα- ίσον προς 2𝑑 εις μονάδες χρόνου, λόγω της 
υπάρξεως των επιπέδων ολισθήσεως g.  
 
Εντός της επιπέδου ορθογωνίου κυψελίδος εμπεριέχονται οκτώ μελωδίες (οκτώ τούμπες).  
Η ορθογώνιος κυψελίς c2mm κατά την Θεωρίαν της Συμμετρίας είναι η 

 

 
 

Αντιπροσωπευτικόν επίστρωμα υπό του ζωγράφου M. C. Escher κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν συμμετρίας c2mm προς κατανόησιν του τρόπου λειτουργίας αυτής. 
 

 
 

Το δεύτερον εκ των τεσσάρων θεμάτων, των εμφανιζομένων εις την τελευταίαν σωζομένην ανο-
λοκλήρωτον (;) φούγκα, την 19ην, ζωγραφισθέν και εναρμονισθέν κατά την δισδιάστατον ορθο-
γώνιον διαδικασίαν της μουσικής συμμετρίας c2mm δια του  Λογισμικού των Μ. Γ. Χουρδάκη 
και Χ. Χ. Σπυρίδη. Κατά τους κατοπτρισμούς ως προς τα οριζόντια επίπεδα οι τονικές καθίστα-
νται δεσπόζουσες και οι εκ του κατοπτρισμών δημιουργηθείσες ηυξημένες τρίτες ηλαττώθησαν. 
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Εν κατακληΐδι, δυνάμεθα εφαρμόζοντες απλώς τους νόμους της Γεωμετρικής Οπτικής κατά την 
Κρυσταλλοδομήν, να εναρμονίσωμεν εντυπωσιακώς και κατά την αισθητικήν αποδεκτώς οιαν-
δήποτε μελωδίαν, μη μεριμνούντες ρητώς περί συγχορδιών παρά μόνον περί των διαστάσεων 
της δισδιαστάτου κυψελίδος. 
 
Σας Ευχαριστώ. 
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