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 1 

 

0 Πρόλογος 
 
 

Στην παρούσα εργασία µελετώνται οι εξισώσεις που περιγράφουν τη δοµή και τη δυναµική 
ενός Αστέρα στα πλαίσια της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Συγκεκριµένα αρχικά 
µελετώνται οι εξισώσεις που περιγράφουν την κατάσταση υδροστατικής ισορροπίας και γίνεται 
αναλυτική και αριθµητική επίλυσή τους (για το µοντέλο της σταθερής πυκνότητας έχουµε 
αναλυτική λύση ενώ για το µοντέλο της πολυτροπικής καταστατικής εξίσωσης η λύση δίνεται 
αριθµητικά) µε εφαρµογή στους Λευκούς Νάνους και τους Αστέρες Νετρονίων. Επίσης γίνεται 
µια συνοπτική µελέτη των τροχιών σε καµπυλωµένο χωρόχρονο µε µετρική Schwarzschild. Στη 
συνέχεια µελετώνται οι διαταραχές του Αστέρα από την κατάσταση της υδροστατικής ισορροπίας 
όπου εξάγονται οι εξισώσεις που διέπουν τις διαταραχές και βγαίνουν συµπεράσµατα για την 
ευστάθεια των λύσεων της ισορροπίας. Τέλος  µελετάται η διαδικασία της βαρυτικής 
κατάρρευσης νέφους σκόνης στα πλαίσια της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Τα παραπάνω 
αποτελέσµατα εφαρµόζονται στους Αστέρες Νετρονίων και στους Λευκούς Νάνους.   
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1 Νευτώνεια βαρυτική κατάρρευση νέφους χωρίς την επίδραση 
εσωτερικής πίεσης 

 
 

Θεωρούµε σφαιρικό νέφος σκόνης οµογενούς  αριθµητικής πυκνότητας 0N . Η µάζα του 
νέφους ως συνάρτηση της απόστασης από το κέντρο θα είναι 

2 3
0 00

4( ) 4
3

r
M r N m r dr N m rπ π= =∫ (1.1) 

όπου m είναι η µάζα κάθε σωµατιδίου σκόνης του νέφους. Η δύναµη που ασκείται πάνω σε µια 
µάζα m που βρίσκεται σε απόσταση r από το κέντρο είναι 

2
02

( ) 4( )
3

M r mF r G GN m r
r

π= = (1.2) 

Από τη µορφή της δύναµης συµπεραίνουµε ότι όλες οι µάζες φτάνουν στο κέντρο ταυτόχρονα, 
δηλαδή τα κελύφη διατηρούν την διάταξή τους. Το συµπέρασµα αυτό το βγάζουµε γιατί η δύναµη 
έχει την µορφή αρµονικού ταλαντωτή που σηµαίνει ότι αν οι µάζες εκτελούσαν ταλαντώσεις θα 
ήταν όλες ισόχρονες και ανεξάρτητες του αρχικού πλάτους r0. Αυτό σηµαίνει ότι παρόλο που η 
αριθµητική πυκνότητα αυξάνει µε το χρόνο, παραµένει η ίδια σε όλο τον όγκο του αερίου. 
∆ηλαδή η µάζα που περικλείεται σε ένα κέλυφος είναι σταθερή. Τελικά η εξίσωση κίνησης ενός 
κελύφους είναι 

2
3

02 2 2

4 1
3 o

d r MG GN m r
dt r r

π= − = − (1.3) 

Η ταχύτητα κατάρρευσης του νέφους είναι dru
dt

=  και η επιτάχυνση του νέφους θα δίνεται από τη 

σχέση 
2

2

d r du du dr duu
dt dt dr dt dr

= = =  . Άρα η εξίσωση κίνησης ενός κελύφους  παίρνει τη µορφή 

3
0 0 2

4 1
3

duu GN m r
dr r

π= − (1.4) 

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση έχουµε 

0

3
0 0 2

32
0 0 2

32
0 0

0

3
0 0

0

4
3

1 4
2 3

8 1 1( )
3

8 1 1( )
3

r

r

drudu GN m r
r

dru GN m r
r

u GN m r
r r

dr GN m r
dt r r

π

π

π

π

= − ⇒

= − ⇒

= − ⇒

= ± −

∫
 

Στην τελευταία εξίσωση επιλέγουµε το αρνητικό πρόσηµο θεωρώντας ως θετική κατεύθυνση την 
κατεύθυνση προς τα έξω. Άρα έχουµε την εξίσωση 

3
0 0

0

8 1 1( )
3

dr GN m r
dt r r

π= − − (1.5) 

την οποία µπορούµε να την ολοκληρώσουµε oπότε και έχουµε 
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0

0 2
00

3
0 0

0

02
20

2
0 0 2

2
02

0
2

0 0

, sin
8 1 1( )
3

2 sin cos
8 1 sin( )
3 sin

2 sin
8
3

Kt

r

K

K

dr dt r r
GN m r

r r

r dt
GN m r

r dt
GN m r

π

π

θ
π

θ θ θ
θπ

θ
θ θ

π

−
= = ⇒

−

= ⇒
−

= ⇒

∫ ∫

∫

∫

 

0 0

3 3
32 32Kt GmN G

π π
ρ

= = (1.6) 

Παρατηρούµε ότι ο χρόνος κατάρρευσης δεν εξαρτάται από το κέλυφος από το οποίο ξεκινήσαµε, 
δηλαδή από το 0r , πράγµα το οποίο το περιµέναµε από την αρχική µας υπόθεση ότι όλα τα 
κελύφη καταρρέουν ταυτόχρονα. Επίσης ο χρόνος εξαρτάται µόνο από την αρχική πυκνότητα 0ρ . 
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2 Τανυστής ενέργειας ορµής και αρχές διατήρησης 
 
 

Για ένα νέφος αερίου, και γενικά για ένα ιδανικό ρευστό, στο οποίο δεν θεωρούµε σηµαντική 
ενεργειακή ροή στο εσωτερικό του και θεωρούµε ότι δεν υπάρχει ιξώδες ο τανυστής ενέργειας 
ορµής σε τυχαίο σύστηµα συντεταγµένων έχει την ανεξάρτητη µετρικής µορφή 

( )ij i j ijT P u u Pgρ= + + (2.1) 
όπου ρ είναι η πυκνότητα ύλης και ενέργειας και P είναι η πίεση του αερίου. Σε καρτεσιανές 
συντεταγµένες και στο αδρανειακό σύστηµα του αερίου ο τανυστής ενέργειας ορµής έχει τη 
µορφή 

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

P
P

P

ρ 
 
 =
 
  
 

Τ (2.2) 

Αν θεωρήσουµε ότι έχουµε ένα κινούµενο στοιχειώδη όγκο ρευστού για να υπολογίσουµε τον 
τανυστή ενέργειας ορµής του εφαρµόζουµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz. Έτσι αν για παράδειγµα 
η κίνηση είναι στον x άξονα τότε ο τανυστής ενέργειας ορµής για το στοιχειώδη όγκο θα είναι 

2 2 2

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 ( ) ( ) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ( ) ( ) 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

P P
P P P

P P
P P

γ γβ ρ γ γβ γ ρ β γ β ρ
βγ γ βγ γ γ β ρ γ β ρ

Τ=

− −  + − +   
    − − − + − +    = =     
              

�

�

Τ ΛΤΛ

Τ

 
Αντίστοιχα σε σφαιρικές συντεταγµένες ο τανυστής ενέργειας ορµής για ένα νέφος αερίου έχει 
την µορφή 

2

2 2

0 0 0
0 0 0
0 0 Pr 0
0 0 0 Pr sin

P
ρ

θ

 
 
 =
 
  
 

Τ (2.3) 

και γενικά για τυχαία στατική σφαιρικά συµµετρική µετρική ο τανυστής ενέργειας ορµής θα είναι 
0 0 00

11

22

33

( ) 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

P u u Pg
Pg

Pg
Pg

ρ + + 
 
 =
 
  
 

Τ (2.4) 

Αν στο ρευστό µας έχουµε µια αριθµητική πυκνότητα σωµατιδίων n που εξαρτάται µόνο από τη 
θέση και την χρονική στιγµή που βρισκόµαστε µέσα στο ρευστό, τότε ορίζεται το τετραδιάνυσµα 
ροής σωµατιδίων 

N nuα α= (2.5) 
που είναι το γινόµενο της τετραταχύτητας µε την αριθµητική πυκνότητα σωµατιδίων. Η 
αριθµητική πυκνότητα είναι βαθµωτό µέγεθος. 



 5 

Η διατήρηση της ενέργειας και της ορµής εκφράζεται µέσω του τανυστή ενέργειας ορµής ως   
; 0Tα

β α = (2.6) 
και δηλώνει ουσιαστικά ότι αν θεωρήσουµε µια περιοχή στον τετραδιάστο χωρόχρονο που έχει 
όγκο  V , τότε η συνολική ροή ύλης, ενέργειας και ορµής από το σύνορο της περιοχής θα είναι 
µηδέν και η πυκνότητα ύλης και ενέργειας θα παραµένει σταθερή µέσα στην περιοχή.  
Αν µέσα στο ρευστό ο αριθµός των σωµατιδίων διατηρείται τότε έχουµε και την σχέση 
διατήρησης 

; 0Nα
α = (2.7) 

που στα φυσικά προβλήµατα εκφράζει την διατήρηση του αριθµού των βαρυονίων. 
Είναι ενδιαφέρον να αναφέρουµε ότι η εξίσωση (2.6) οδηγεί σε µια γενίκευση των εξισώσεων 
Navier - Stokes που έχει την µορφή  

, ,( ) i iP u u Pβ
βρ + = − (2.8) 

όπου ο δείκτης i παίρνει τις τιµές που αντιστοιχούν στις χωρικές συντεταγµένες και η ποσότητα 
,iu uβ
β  είναι η τετραεπιτάχυνση. 
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3 Εξισώσεις δοµής Σφαιρικών Αστέρων 
 
 

Για την µελέτη σφαιρικά συµµετρικών αστέρων χρειαζόµαστε την εισαγωγή µιας σφαιρικά 
συµµετρικής µετρικής. Η πιο απλή µορφή σφαιρικά συµµετρικής µετρικής είναι η επίπεδη 
µετρική σε σφαιρικές συντεταγµένες 

2 2 2 2 2 2 2( sin )ds dt dr r d dθ θ φ= − + + + (3.1) 
όπου κάθε επιφάνεια σταθερών  r  και  t   είναι µια διδιάστατη σφαίρα. Από τις απαιτήσεις που 
έχουµε για σφαιρική συµµετρία προκύπτει ότι για µια γενική µετρική θα έχουµε 

2 2 2 2 2 2 2
00 02 ( sin )r rrds g dt g drdt g dr r d dθ θ φ= + + + + (3.2) 

Αν επιπλέον επιβάλουµε ο χωρόχρονός µας να είναι στατικός, δηλαδή όλες οι συνιστώσες της 
µετρικής να είναι ανεξάρτητες του  t  και η γεωµετρία να διατηρείται µε τις χρονικές αναστροφές 
έχουµε 

2 2 2 2 2 2 2
00 ( sin )rrds g dt g dr r d dθ θ φ= + + + (3.3) 

Στην θέση των συναρτήσεων 00 ( )g r  και ( )rrg r  είναι πιο βολικό να χρησιµοποιούµε τις 
συναρτήσεις ( )rΛ  και ( )rΦ  ώστε η µετρική να έχει την µορφή 

2 2 2 2 2 2 2 2 2( sin )ds e dt e dr r d dθ θ φΦ Λ= − + + + (3.4) 
Η επιλογή αυτή δεν παρουσιάζει προβλήµατα για το εσωτερικό των άστρων γιατί ισχύει 

2
00 0g e Φ= − <  και 2 0rrg e Λ= >  παντού µέσα στο άστρο. Για την περίπτωση των αστέρων 

έχουµε και την συνοριακή συνθήκη στο άπειρο  lim ( ) lim ( ) 0
r r

r r
→∞ →∞

Φ = Λ =  που σηµαίνει ότι ο χώρος 

θέλουµε να είναι επίπεδος πολύ µακριά από τον αστέρα. Για το εσωτερικό του άστρου οι 
εξισώσεις πεδίου θα είναι 

1 8
2

R g R GTαβ αβ αβπ− = (3.5) 

ή για συντοµία 
8G GTαβ αβπ= (3.6)1 

Οι συνιστώσες του τανυστή του Einstein για την µετρική (3.4) είναι 
2

2
00 2 (1 )e dG r e

r dr

Φ
− Λ = −  (3.7) 

2
2

2

2(1 )rr
e dG e
r r dr

Λ
− Λ Φ

= − − + (3.8) 

2
2 2 2

2

1 1( )d d d d d dG r e
dr dr r dr dr dr r drθθ

− Λ  Φ Φ Φ Φ Λ Λ
= + + − − 

 
(3.9) 

2sinG Gφφ θθθ= (3.10) 
και όλες οι άλλες συνιστώσες του τανυστή του Einstein είναι µηδέν. Ο τανυστής ενέργειας ορµής 
για την περίπτωση των στατικών αστέρων παίρνει την µορφή  

                                                           
1 Παρακάτω θα χρησιµοποιούµε το φυσικό σύστηµα µονάδων όπου G=c=1. 
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2

2

2

2 2

0 0 0
0 0 0
0 0 Pr 0
0 0 0 Pr sin

e
Pe

ρ

θ

Φ

Λ

 
 
 =
 
  
 

Τ (3.11) 

όπου έχουµε συνυπολογίσει ότι στην περίπτωση των στατικών αστέρων η τετραταχύτητα έχει 
µοναδική µη µηδενική συνιστώσα την χρονική, η οποία έχει την µορφή 0U e−Φ= και από την 
συνθήκη 1a

aU U = −  συνεπάγεται ότι  0U eΦ= − . Εκτός από τις εξισώσεις πεδίου έχουµε και τις 
εξισώσεις συνέχειας (2.6) οι οποίες έχουν την µορφή 

; 0Tα
β α =  

και για όλες τις τιµές του δείκτη β εκτός από r και t είναι ταυτοτικά µηδέν. Για  β = r  έχουµε 

0
r

r t t r r
r r r rr r r rt rt r

T T T T T T T T T
r

α α α α θ α α θ φ α α φ
α α α αα α α αθ φθ φ

∂
+ Γ −Γ +Γ −Γ +Γ −Γ +Γ −Γ =

∂
(3.12)2 

και για  β = t  έχουµε  

0
t
t t t r r

t t t tt t t tt t r r
T T T T T T T T T
t

α α α α θ α α θ φ α α φ
α α α αα α α αθ θ φ φ

∂
+ Γ −Γ +Γ −Γ +Γ −Γ +Γ −Γ =

∂
(3.13) 

Αν αντικαταστήσουµε τα σύµβολα Christoffel και τις συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορµής 
έχουµε τελικά τις εξισώσεις  

( )dP dP
dr dr

ρ Φ
= − + (3.14) 

0d
dt
ρ
= (3.15) 

Η εξίσωση (3.14) περιγράφει την κατάσταση υδροστατικής ισορροπίας στο εσωτερικό του 
άστρου και η εξίσωση (3.15) µας λέει ότι έχουµε στατική κατάσταση και άρα η πυκνότητα 
ενέργειας και ύλης είναι σταθερή. Επιστρέφοντας στις εξισώσεις πεδίου ορίζουµε την συνάρτηση 

21( ) (1 )
2

m r r e− Λ≡ − (3.16) 

και άρα θα ισχύει  
2 1

2 ( )1
rrg e m r

r

Λ= =
−

(3.17) 

Από τις σχέσεις  (3.6),(3.7),(3.11) και (3.16) έχουµε τελικά τη σχέση 
2( ) 4dm r r

dr
π ρ= (3.18) 

Η σχέση (3.18) έχει την ίδια µορφή µε τη σχέση που δίνει την µάζα στη Νευτώνεια θεωρία και για 
αυτό θα την λέµε συνάρτηση µάζας, χωρίς να σηµαίνει αυτό ότι υπάρχει απόλυτη αναλογία µε την 
µάζα της Νευτώνειας φυσικής. Από τις σχέσεις  (3.6),(3.8),(3.11) και (3.16) έχουµε τη σχέση  

3( ) 4
( 2 ( ))

d m r r P
dr r r m r

πΦ +
=

−
(3.19) 

Μας περισσεύουν ακόµα οι δύο εξισώσεις  

                                                           
2 Στις εξισώσεις (3.12) και (3.13) γίνεται άθροιση µόνο ως προς τον δείκτη  α και όχι ως προς τους δείκτες  r , t , φ , θ. 
Επίσης έχουν παραληφθεί οι παράγωγοι των µη διαγώνιων όρων. 
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8
8

G T
G T

θθ θθ

φφ φφ

π
π

=
=

 

Παρατηρούµε ότι αυτές οι δύο εξισώσεις είναι ουσιαστικά µια εξίσωση και επιπλέον είναι 
ταυτοτικές αν συνυπολογίσουµε τα δεδοµένα από τις εξισώσεις 

00 008
8rr rr

G T
G T

π
π

=
=

  

Άρα έχουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων  
2

3

( ) 4

( ) 4
( 2 ( ))

( )

dm r r
dr

d m r r P
dr r r m r
dP dP
dr dr

π ρ

π

ρ

=

Φ +
=

−
Φ

= − +

 

για το σύνολο των αγνώστων ποσοτήτων  P, m, ρ και Φ. Χρειαζόµαστε ακόµα µια καταστατική 
εξίσωση ώστε να έχουµε ένα πλήρες σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων για τους τέσσερις 
αγνώστους. Στην επιλογή της καταστατικής εξίσωσης παίζει ρόλο η κατάσταση του ρευστού του 
αστέρα. Γενικά θεωρούµε ότι έχουµε κατάσταση Τοπικής Θερµοδυναµικής Ισορροπίας σε ένα 
αστέρα πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι η καταστατική εξίσωση µπορεί να έχει την µορφή 

( , )P P Sρ= (3.20) 
Αν οι συνθήκες του ρευστού είναι τέτοιες ώστε η εντροπία  S  να µπορεί να θεωρηθεί σταθερή 
τότε η καταστατική εξίσωση µπορεί να έχει την µορφή 

( )P P ρ= (3.21) 
Άρα έχουµε τελικά το σύστηµα των τεσσάρων εξισώσεων  

2

3

( ) 4

( ) 4
( 2 ( ))

( )

( )

dm r r
dr

d m r r P
dr r r m r
dP dP
dr dr
P P

π ρ

π

ρ

ρ

=

Φ +
=

−
Φ

= − +

=

(3.22) 

για τις ποσότητες  P, m, ρ και Φ  το οποίο µπορούµε να το λύσουµε αναλυτικά, όπου είναι 
δυνατό, ή αριθµητικά. Οι συνθήκες ότι στο εξωτερικό του άστρου πρέπει να είναι P = 0 και ρ = 0 
και ότι όταν το  r  πηγαίνει στο άπειρο πρέπει να έχουµε  Φ = 0  οδηγούν στη µετρική του  
Schwarzschild που έχει τη µορφή 

2 2 2 2 2 2 22 1(1 ) ( sin )2(1 )

Mds dt dr r d dMr
r

θ θ φ= − − + + +
−

(3.23) 

όπου Μ είναι µια σταθερά ολοκλήρωσης. Από την απαίτηση που έχουµε η εξωτερική λύση της 
µετρικής να ‘κολλάει’ µε την εσωτερική προκύπτει ότι η σταθερά Μ είναι η µάζα του αστέρα 
όπως την µετρά παρατηρητής που βρίσκεται σε µεγάλη απόσταση από τον αστέρα, δηλαδή  

( )M m R≡  όπου R είναι η ακτίνα του αστέρα. Στο εσωτερικό του αστέρα µπορούµε να κάνουµε 
απαλειφή του  Φ  από το σύστηµα των εξισώσεων (3.22) και να πάρουµε τελικά την εξίσωση 
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3( )( ( ) 4 )
( 2 ( ))

dP P m r r P
dr r r m r

ρ π+ +
= −

−
 (3.24) 

που ονοµάζεται εξίσωση Oppenheimer-Volkov, και αντί για το σύστηµα (3.22) να έχουµε το 
σύστηµα  

2

3

( ) 4

( )( ( ) 4 )
( 2 ( ))

( )

dm r r
dr

dP P m r r P
dr r r m r
P P

π ρ

ρ π

ρ

=

+ +
= −

−
=

(3.25) 

 
Αν το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων το εκφράσουµε σε σύστηµα µονάδων στο οποίο δεν έχουµε 
G=c=1 τότε θα πάρουµε το σύστηµα των εξισώσεων 

2

3
2

2

2

( ) 4

( ) 4
( ) 2 ( )( )

( )

dm r r
dr

PGm r GrdP P c
Gm rdr c r r

c
P P

π ρ

π
ρ

ρ

=

+
= − +

−

=

 

το οποίο µπορεί να γραφεί και σε µια πιο χρήσιµη µορφή ως 
 

2

3 1
2 2 2 2

( ) 4

( ) 2 ( )(1 )(1 4 )(1 )
( )

( )

dm r r
dr

dP Gm r P P Gm rr
dr r c m r c rc
P P

π ρ

ρ π
ρ

ρ

−

=

= − + + −

=

(3.26) 

 
όπου βλέπουµε την εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας στην Νευτώνεια προσέγγιση 
πολλαπλασιασµένη µε σχετικιστικούς διορθωτικούς όρους που στο όριο c→∞ δίνουν µονάδα.   
Επίσης η εξίσωση (3.19) γράφεται ως  

3
2

2
2

( ) 4

2 ( )( )

PGm r Grd c
Gm rdr r r c

c

π+Φ
=

−
 

ή στην πιο εύχρηστη µορφή  
3 1

2 2 2 2

( ) 2 ( )(1 4 )(1 )
( )

d Gm r P Gm rr
dr r c m r c rc

π −Φ
= − + − (3.27) 

όπου και πάλι βλέπουµε πως στο όριο c→∞ η ποσότητα γίνεται µηδέν και άρα το Φ παραµένει 
σταθερό, και λόγω της ελευθερίας που έχουµε να του προσθέσουµε ή να του αφαιρέσουµε µια 
σταθερά µπορούµε να θεωρήσουµε ότι είναι µηδέν. 
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4 Μοντέλα και λύσεις Σφαιρικών Αστέρων 
 
 

4.1 Μοντέλο σταθερής πυκνότητας 
 

Μια απλή περίπτωση αστρικού µοντέλου που έχει αναλυτική λύση είναι το µοντέλο 
σταθερής πυκνότητας. Στο µοντέλο αυτό η καταστατική εξίσωση είναι  ρ = σταθ. Άρα από το 
σύστηµα των εξισώσεων (3.23) έχουµε 

24dm r
dr

π ρ= ⇒  

34( ) ..........
3

m r r r Rπ ρ= ≤ (4.1) 

και αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση Oppenheimer-Volkov θα έχουµε 

2

2

4 ( )( 3 )
83 1
3

4
( )( 3 ) 3 8

dP P Pr
dr r

dP r dr
P P r

ρ ρπ
π ρ

π
ρ ρ π ρ

+ +
= − ⇒

−

= −
+ + −

 

Η παραπάνω εξίσωση ολοκληρώνεται εύκολα και µας δίνει την εξίσωση (4.2) 
33 1 2 ( )ln( ) ln( ) ln(1 )

2
C

C

PP m r
P P r

ρρ
ρ ρ

++
= + −

+ +
(4.2) 

όπου CP  είναι η κεντρική πίεση του άστρου. Η εξίσωση (4.2) µπορεί να γραφεί και ως 
1
233 2 ( )(1 )C

C

PP m r
P P r

ρρ
ρ ρ

++
= −

+ +
(4.3) 

Από την παραπάνω σχέση µπορούµε να υπολογίσουµε την ακτίνα του άστρου οπότε και θα 
έχουµε για   r = R 

1
23 2 ( )1 (1 )C

C

P m r
P r

ρ
ρ
+

= − ⇒
+

 

2 2( ) 1
3

C

C

P M
P R

ρ
ρ
+

= − ⇒
+

 

2 23 1 ( )
8 3

C

C

PR
P

ρ
πρ ρ

 +
= − + 

(4.4) 

που µας δίνει την ακτίνα συναρτήσει της κεντρικής πίεσης και της πυκνότητας. Με τον ίδιο τρόπο 
από τη σχέση (4.3) µπορούµε να έχουµε την κεντρική πίεση ως συνάρτηση της ακτίνας και της 
µάζας του άστρου  

1
2

1
2

21 1

23 1 1

C

M
RP

M
R

ρ

 − − 
 =

 − − 
 

(4.5) 
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καθώς και την πίεση ως συνάρτηση του r  
1 1
2 2

1 1
2 2

2 2 ( )1 1 1

2 2 ( )3 1 1

M m r
R rP

M m r
R r

ρ

−

−

   − − −   
   =

   − − −   
   

(4.6) 

Τέλος από την εξίσωση (3.13) έχουµε για το  Φ  

[ ] [ ]( ) 0

( )

ln( )R

P

dPd
P

P

ρ

ρΦ

Φ

Φ = ⇒
+

Φ = − +

 

και επειδή 2 ( ) 21R Me
R

Φ = −  έχουµε τελικά για το eΦ  
1
22(1 )Me

R P
ρ

ρ
Φ = − ⇒

+
 

1 1
2 2

1
2

2 2 ( )3 1 1
2(1 )

2

M m r
M R re
R

−

Φ

   − − −   
   = − (4.7) 

Το µοντέλο της σταθερής πυκνότητας αν και δεν έχει φυσικό νόηµα παρουσιάζει κάποιο 
αστροφυσικό ενδιαφέρον για τους συµπαγείς αστέρες όπου στο εσωτερικό τους έχουµε στην 
κεντρική περιοχή σχεδόν σταθερή πυκνότητα. 

 
 

4.2 Μοντέλο πολυτροπικής πίεσης 
 

Ένα πιο ρεαλιστικό µοντέλο είναι το µοντέλο που ακολουθεί την πολυτροπική καταστατική 
εξίσωση. Όταν λέµε πολυτροπική καταστατική εξίσωση εννοούµε µια καταστατική της µορφής 

P KρΓ= (4.8) 
όπου τα  Κ  και  Γ  είναι σταθερές. Με πολυτροπική καταστατική εξίσωση µπορεί να περιγραφεί 
ένας σχηµατισµός στον οποίο δεν θα έχουµε σηµαντική µεταφορά εντροπίας καθώς επίσης δεν θα 
έχουµε και παραγωγή ενέργειας στο εσωτερικό του. Τέτοιοι σχηµατισµοί µπορούν να θεωρηθούν 
µε πολύ καλή προσέγγιση οι Λευκοί Νάνοι και οι Αστέρες Νετρονίων. Έτσι βλέπουµε ότι η 
πολυτροπική καταστατική εξίσωση έχει πολύ µεγάλο αστροφυσικό ενδιαφέρον3. Στη Νευτώνεια 
προσέγγιση του βαρυτικού πεδίου οι εξισώσεις που προκύπτουν έχουν σχετικά απλή µορφή και 
λέγονται εξισώσεις Lane-Emden4. Στη Σχετικιστική προσέγγιση του βαρυτικού πεδίου δυστυχώς 
οι εξισώσεις είναι πιο περίπλοκες. Σε οποιαδήποτε περίπτωση η λύση δίνεται αριθµητικά.  
 
 
 

                                                           
3 Η πολυτροπική καταστατική εξίσωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί ακόµα και σε περιπτώσεις όπου έχουµε 
µηχανισµούς παραγωγής ενέργειας ως ανιχνευτικό εργαλείο ελέγχου των µηχανισµών αυτών.   
4 Μια σύντοµη παρουσίαση των εξισώσεων Lane-Emden γίνεται στο Παράρτηµα Ι. 
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Έτσι για την πολυτροπική καταστατική εξίσωση έχουµε το σύστηµα των εξισώσεων που 
περιγράφουν την δοµή του Άστρου  

2

3

3

( ) 4

( )( ( ) 4 )
( 2 ( ))
( ) 4
( 2 ( ))

1 2 ( )ln(1 )
2

dm r r
dr

dP P m r r P
dr r r m r

d m r r P
dr r r m r

P K
m r
r

π ρ

ρ π

π

ρΓ

=

+ +
= −

−

Φ +
=

−

=

Λ = − −

(4.9) 

Για την αριθµητική ολοκλήρωση του συστήµατος  (4.9)  θα ήταν χρήσιµο να κάνουµε απαλοιφή 
της πίεσης από τις διαφορικές εξισώσεις και να χρησιµοποιήσουµε την πυκνότητα στη θέση της, 
καθώς και να φύγουµε από το φυσικό σύστηµα µονάδων και να πάµε στο σύστηµα cgs. Άρα θα 
έχουµε από το σύστηµα  (4.9)  και µε την βοήθεια των  (3.26)  και  (3.27) 

2

3 1 1 1
2 2 2 2

3 1
2 2 2 2

2

( ) 4

( ) 2 ( )(1 )(1 4 )(1 ) ( )
( )

( ) 2 ( )(1 4 )(1 )
( )

1 2 ( )ln(1 )
2

dm r r
dr

d Gm r K K Gm rr K
dr r c m r c rc

d Gm r K Gm rr
dr r c m r c rc

P K
Gm r
rc

π ρ

ρ ρ ρ ρπ ρ
ρ

ρπ

ρ

Γ Γ
− Γ− −

Γ
−

Γ

=

= − + + − Γ

Φ
= − + −

=

Λ = − −

(4.10) 

Μια ακόµα χρήσιµη σύµβαση είναι να µετράµε την µάζα σε ηλιακές µάζες καθώς και η 
πυκνότητα να υπολογίζεται συναρτήσει της κεντρικής πυκνότητας. Άρα θα έχουµε 

2

1 3
1 1 1 1

2 2 2 2

3
1

2 2 2 2

2

( ) ( )
( ) ( )

4

4 2(1 )(1 )(1 ) ( )

4 2(1 )(1 )

21 ln(1 )
2

c

c

c c c

c

c

c

m r M x r
r y r

dx r y
dr M

GM K K GMdy xy r y xy y
dr r c M c x c rK

GM K GMd x r y x
dr c r M c x c r

P K y
GM x
c r

ρ ρ
πρ

ρ ρ π ρ
ρ

π ρ

ρ

Θ

Θ

Γ− Γ Γ
Γ− − Γ− −Θ Θ

Γ
Θ

Γ Γ
−Θ Θ

Θ

Γ Γ

Θ

=
=

=

= − + + −

Φ
= − + −

=

Λ = − −

 

Στις παραπάνω εξισώσεις έχουµε 0x >  και 1 0y≥ ≥  µε αρχικές τιµές τις  x = 0 και  y = 1. 
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Για να κάνουµε αδιάστατες όλες τις παραµέτρους που υπάρχουν στις διαφορικές εξισώσεις 
κάνουµε τον µετασχηµατισµό  r aξ= , όπου το  α  έχει µονάδες µήκους και το  ξ  είναι η 
ελεύθερη παράµετρος. Άρα τελικά έχουµε  

3
2

1 3 3
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3
1

2 2 2 2

2

4

4 2(1 )(1 )(1 ) ( )

4 2(1 )(1 )

21 ln(1 )
2

c

c

c c c

c

c

c

r a
m M x

y

adx y
d M

GM K K a GMdy xy y xy y
d c M c x acK a

GM K a GMd x y x
d ac M c x ac

P K y
GM x
ac

ξ

ρ ρ

πρ ξ
ξ

ρ ρ π ρ ξ
ξ ξ ξρ

π ρ ξ
ξ ξ ξ

ρ

ξ

Θ

Θ

Γ− Γ Γ
Γ− − Γ− −Θ Θ

Γ
Θ

Γ Γ
−Θ Θ

Θ

Γ Γ

Θ

=
=
=

=

= − + + −

Φ
= − + −

=

Λ = − −

(4.11) 

Το σύστηµα των εξισώσεων  (4.11)  περιγράφει πλήρως την εσωτερική δοµή ενός άστρου που 
περιγράφεται από µια πολυτροπική καταστατική εξίσωση. Η κεντρική πυκνότητα του άστρου  
προσδιορίζει την κατάσταση στην οποία θα βρίσκεται η ύλη στο εσωτερικό του και άρα  η 
καταστατική εξίσωση εξαρτάται από την κεντρική πυκνότητα. Άρα οι λύσεις που παίρνουµε από 
την ολοκλήρωση των εξισώσεων εξαρτώνται αποκλειστικά από την κεντρική πυκνότητα.  
Οι βασικές καταστάσεις της ύλης που θα µας απασχολήσουν στην περιγραφή των αστέρων µε 
πολυτροπική καταστατική εξίσωση είναι η κατάσταση µη σχετικιστικών και σχετικιστικών 
εκφυλισµένων ηλεκτρονίων καθώς και η κατάσταση µη σχετικιστικών και σχετικιστικών 
εκφυλισµένων νετρονίων. Οι Λευκοί Νάνοι περιγράφονται από τις καταστατικές των 
εκφυλισµένων ηλεκτρονίων και οι Αστέρες Νετρονίων περιγράφονται από τις καταστατικές των 
εκφυλισµένων νετρονίων. 
Για να µιλήσουµε για εκφυλισµένα ηλεκτρόνια µέσα σε ένα Λευκό Νάνο πρέπει να επιβάλουµε 
κάποια συνθήκη εκφυλισµού. Μια ικανή συνθήκη είναι η µέση θερµική κινητική ενέργεια των 
ηλεκτρονίων να είναι µικρότερη από την ενέργεια  Fermi . ∆ηλαδή πρέπει να έχουµε Th FE E<<  
που συνεπάγεται ότι  

22 2 3
2

2
2 2 3 25 2 3

2
3

3 3
2 2 2

3 1.3 10
3

F

e e e B

e e B

pkT
m m m

T K cm g
m k m

ρπ
µ

π
µρ

−

 
< = ⇒ 

 

 
< = × ⋅ ⋅ 

 

=

=
 

όπου  mB  είναι η µέση µάζα βαρυονίου και  µe  είναι το µέσο µοριακό βάρος ανά ηλεκτρόνιο.  
Άρα άµα θεωρήσουµε ότι µια τυπική θερµοκρασία στο εσωτερικό ενός Λευκού Νάνου είναι η 

76 10 K×  τότε βλέπουµε ότι για κεντρικές πυκνότητες µεγαλύτερες από 4 310 gr cm−⋅  έχουµε 
κατάσταση εκφυλισµένων ηλεκτρονίων.  
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Τα παραπάνω ηλεκτρόνια είναι µη σχετικιστικά και η καταστατική τους εξίσωση είναι  

2 4 2 133 3

5 5 5
3 3 3

5 3 1.0036 10, ( )
3 5

e B e e

P K

K cgs
m m

ρ

π

µ µ

Γ=

×
Γ = = =

= (4.12) 

Αν η πυκνότητα γίνει µεγαλύτερη από 6 310 gr cm−⋅ τότε τα ηλεκτρόνια γίνονται σχετικιστικά και η 
καταστατική εξίσωση παίρνει την µορφή  

21 1532

4 4 4
3 3 3

4 3 1.2435 10, ( )
3 4

B e e

P K

cK cgs
m

ρ

π
µ µ

Γ=

×
Γ = = =

= (4.13) 

 
Όσο µεγαλώνει η πυκνότητα οι διαδικασίες στο εσωτερικό των άστρων γίνονται ακόµα πιο 
περίπλοκες. Παρακάτω παρουσιάζεται ένας πίνακας µε µια σύντοµη περιγραφή των διαδικασιών 
όσο αυξάνεται η πυκνότητα. 
 

Πίνακας 4.2.15 
Πυκνότητα 3( )gr cm−⋅  Σύσταση 
 Ατοµικοί πυρήνες & µη σχετικιστικά ηλεκτρόνια 
106 Σχετικιστικά ηλεκτρόνια 
 Ατοµικοί πυρήνες & σχετικιστικά ηλεκτρόνια 
109 Ουδετεροποίηση 
 Πυρήνες πλούσιοι σε νετρόνια & σχετικιστικά ηλεκτρόνια 
4x1011  Εκροή νετρονίων από τους πυρήνες (neutron drip)  
 Πυρήνες πλούσιοι σε νετρόνια & σχετικιστικά ηλεκτρόνια & νετρόνια 
4x1012 Πίεση από εκφυλισµένα νετρόνια 
 Πυρήνες πλούσιοι σε νετρόνια & σχετικιστικά ηλεκτρόνια & 

υπέρρευστα νετρόνια 
2x1014 Αποσύνθεση πυρήνων 
 Υπεραγώγιµα πρωτόνια & υπέρρευστα νετρόνια & σχετικιστικά 

ηλεκτρόνια 
4x1014 Παραγωγή πιονίων 
 Υπεραγώγιµα πρωτόνια & υπέρρευστα νετρόνια & σχετικιστικά 

ηλεκτρόνια & άλλα στοιχειώδη σωµάτια (πιόνια, ...) 
6x1015 Πίεση από σχετικιστικά νετρόνια 

 
Οι παραπάνω διαδικασίες δεν θα µας απασχολήσουν στην παρούσα εργασία µε τόση λεπτοµέρεια. 
Θα ασχοληθούµε µόνο µε την πίεση των εκφυλισµένων νετρονίων, µη σχετικιστικών και 
σχετικιστικών.  
 
 
 
                                                           
5 Ο πίνακας αυτός προέρχεται από τις σηµειώσεις του Αναπληρωτή Καθηγητή Απόστολου Μαστιχιάδη για το 
µάθηµα της Αστροφυσικής Ι. 
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Άρα η καταστατική που περιγράφει τα µη σχετικιστικά εκφυλισµένα νετρόνια είναι  

2 4 23 3
9

8
3

5 3, 5.3802 10 ( )
3 5

n

P K

K cgs
m

ρ

π

Γ=

Γ = = = ×
= (4.14) 

και η καταστατική των σχετικιστικών εκφυλισµένων νετρονίων είναι 

1 2
3 3

15
4

3

4 3, 1.2293 10 ( )
3 4

n

P K

cK cgs
m

ρ

π

Γ=

Γ = = = ×
= (4.15) 

Ας θεωρήσουµε αρχικά ένα αστρικό µοντέλο µε κεντρική πυκνότητα  5 31.1 10c gr cmρ −= × ⋅ . Τα 
στοιχεία που παίρνουµε από την αριθµητική ολοκλήρωση παρουσιάζονται στον πίνακα 4.2.2 .  
 

Πίνακας 4.2.2 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅ P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 51.1 10×  211.32 10×  0.99994 1 
r=R 92 10×  326.6 10×  0.332 0 0 0.99998 1.00002 

 
Πιο αναλυτικά τα στοιχεία της ολοκλήρωσης παρουσιάζονται στο Σχήµα 1 όπου έχουµε  

 

Σχήµα 1 
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κανονικοποιήσει τα αποτελέσµατα ως προς τα µεγέθη στην επιφάνεια ή στο κέντρο του άστρου, 
ανάλογα µε το µέγεθος που µας ενδιαφέρει. Το άστρο που µελετάµε µε την συγκεκριµένη 
κεντρική πυκνότητα είναι Λευκός Νάνος6 και αυτό που το συγκρατεί από την κατάρρευση είναι η 
πίεση των εκφυλισµένων µη σχετικιστικών ηλεκτρονίων που δίνεται από την σχέση (4.12). 
Παρατηρούµε ότι οι σχετικιστικοί παράγοντες eΦ και eΛ  είναι πολύ κοντά στην µονάδα και δεν 
µπορούµε να διακρίνουµε από το συγκεκριµένο σχήµα τις τιµές που παίρνουν. Τους παράγοντες 
αυτούς τους παρουσιάζουµε στο Σχήµα 2  
 

 

Σχήµα 2 

 
όπου διακρίνεται η δοµή που έχουν ως συναρτήσεις της ακτίνας. Αυτό που συµπεραίνουµε είναι 
ότι για αυτή την κεντρική πυκνότητα το άστρο συµπεριφέρεται ως Νευτώνειο.  
Αν αυξήσουµε την κεντρική πυκνότητα του άστρου και πάµε στην 5 37 10c gr cmρ −= × ⋅  το άστρο 
εξακολουθεί να είναι Λευκός Νάνος και συγκρατείται στην ισορροπία από την πίεση των 
εκφυλισµένων ηλεκτρονίων. Η αριθµητική ολοκλήρωση µας δίνει τον πίνακα 4.2.3 . 

 
Πίνακας 4.2.3 

 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅ P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 57 10×  222.8 10×  0.99981 1 
r=R 91.5 10×  331.6 10×  0.8 0 0 0.99992 1.00008 

                                                           
6 Στην µελέτη των αστέρων που η πίεση οφείλεται στα εκφυλισµένα ηλεκτρόνια έχουµε θεωρήσει ότι 2eµ = , 

δηλαδή αναφερόµαστε σε Λευκούς Νάνους που αποτελούνται από άνθρακα ( 12C ) ή ήλιο ( 4 He ).  
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Πιο αναλυτικά από την ολοκλήρωση έχουµε το σχήµα 3 
 

 
Σχήµα 3 

 
όπου και πάλι βλέπουµε ότι το άστρο συµπεριφέρεται ως Νευτώνειο µε τους παράγοντες eΦ και 
eΛ  να είναι πολύ κοντά στην µονάδα.  
Αν αυξήσουµε και άλλο την κεντρική πυκνότητα και πάµε στην 6 37 10c gr cmρ −= × ⋅  τότε 
περνάµε στην περιοχή των πυκνοτήτων όπου το αέριο των ηλεκτρονίων στο εσωτερικό του 
Λευκού Νάνου γίνεται σχετικιστικό και η καταστατική εξίσωση που το περιγράφει είναι η σχέση 
(4.13). Από την αριθµητική ολοκλήρωση θα έχουµε τον πίνακα 4.2.4  
 

Πίνακας 4.2.4 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅ P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 67 10×  238.3 10×  0.99932 1 
r=R 91.9 10×  334 10×  2 0 0 0.99984 1.00016 

 
και πιο αναλυτικά έχουµε το σχήµα 4 όπου βλέπουµε ότι το άστρο παραµένει Νευτώνειο. 
Παρατηρούµε όµως µια διαφοροποίηση. Το άστρο αυτό είναι πιο συµπαγές στο εσωτερικό του µε 
έντονη συγκέντρωση ύλης κοντά στον πυρήνα.   
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Σχήµα 4 

 
 
Αν αυξήσουµε την κεντρική πυκνότητα στην τιµή 10 37 10c gr cmρ −= × ⋅  πάµε σε µια περιοχή 
πυκνοτήτων όπου κυριαρχεί η πίεση των εκφυλισµένων ηλεκτρονίων, αλλά βρισκόµαστε στην 
φάση όπου έχει αρχίσει να πραγµατοποιείται η ουδετεροποίηση στο εσωτερικό των πυρήνων και 
είµαστε κοντά στην φάση όπου θα αρχίσει η διαδικασία της εκροής νετρονίων από τους πυρήνες. 
Υπό αυτή την έννοια η περιοχή αυτή των πυκνοτήτων είναι επικίνδυνη για µελέτη και 
συµπεράσµατα. Για αυτό θα θεωρήσουµε αυτή την πυκνότητα ως το όριο των πυκνοτήτων για τις 
οποίες µπορούµε να εφαρµόσουµε την καταστατική των σχετικιστικών εκφυλισµένων 
ηλεκτρονίων. Έτσι από την αριθµητική ολοκλήρωση των εξισώσεων έχουµε τον πίνακα 4.2.5  
 

Πίνακας 4.2.5 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅ P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 107 10×  291.8 10×  0.98543 1 
r=R 79 10×  334 10×  2 0 0 0.9967 1.00332 

 
και πιο αναλυτικά έχουµε το σχήµα 5 όπου βλέπουµε ότι ακόµα και για τόσο µεγάλες κεντρικές 
πυκνότητες το άστρο παραµένει σχεδόν Νευτώνειο, αν και έχουµε µια µικρή απόκλιση των 
παραµέτρων eΦ και eΛ  από την µονάδα. Επίσης παρατηρούµε ότι το άστρο έχει πολύ συµπαγές 
εσωτερικό όπως και στην προηγούµενη περίπτωση.  
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Σχήµα 5 

 
Για την περιοχή των πυκνοτήτων 11 3 13 310 10cgr cm gr cmρ− −⋅ < < ⋅  όπως αναφέραµε και 
παραπάνω η κατάσταση που επικρατεί στο εσωτερικό των αστέρων είναι αρκετά περίπλοκη για 
να περιγραφεί από µια απλή καταστατική εξίσωση λόγω της εκροής νετρονίων. Για πυκνότητα 
µεγαλύτερη από 12 34 10 gr cm−× ⋅  επικρατούν τα νετρόνια στο εσωτερικό του άστρου και 
κυριαρχεί η πίεση των µη σχετικιστικών εκφυλισµένων νετρονίων που περιγράφεται από την 
καταστατική εξίσωση (4.14). Έτσι το άστρο µπορεί να θεωρηθεί Αστέρας Νετρονίων. 
Έτσι για κεντρική πυκνότητα 14 34.45 10c gr cmρ −= × ⋅ από την αριθµητική ολοκλήρωση έχουµε 
τον πίνακα 4.2.6 
 

Πίνακας 4.2.6 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅  P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 144.45 10×  341.4 10×  0.86586 1 
r=R 61.5 10×  331.15 10×  0.58 0 0 0.94331 1.06011 

 
και πιο αναλυτικά έχουµε το σχήµα 6 όπου βλέπουµε ότι το άστρο είναι σχετικιστικό καθώς οι 
παράγοντες eΦ και eΛ  διαφέρουν σηµαντικά από την µονάδα και έτσι περιµένουµε και όλα τα 
άστρα µε µεγαλύτερη κεντρική πυκνότητα να είναι και αυτά σχετικιστικά.. Άρα βγάζουµε το 
συµπέρασµα ότι ενώ όλοι οι Λευκοί Νάνοι είναι Νευτώνεια άστρα οι Αστέρες Νετρονίων είναι  
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Σχήµα 6 

 
σχετικιστικά άστρα. Βλέπουµε ακόµα ότι η κατανοµή της µάζας στο εσωτερικό του άστρου έχει 
το ίδιο προφίλ µε την κατανοµή της µάζας στο εσωτερικό των Λευκών Νάνων µε µη σχετικιστικά 
εκφυλισµένα ηλεκτρόνια ενώ διαφέρει από την περίπτωση των Λευκών Νάνων µε σχετικιστικά 
εκφυλισµένα ηλεκτρόνια. Αυτό πρέπει να οφείλεται στην µορφή που έχει η καταστατική εξίσωση. 
Για 15 32.23 10c gr cmρ −= × ⋅ από την αριθµητική ολοκλήρωση έχουµε τον πίνακα 4.2.7 
 

Πίνακας 4.2.7 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅  P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 152.23 10×  352 10×  0.68052 1 
r=R 610  331.77 10×  0.89 0 0 0.86712 1.1534 

 
και για 15 34.45 10c gr cmρ −= × ⋅ από την αριθµητική ολοκλήρωση έχουµε τον πίνακα 4.2.8 
 

Πίνακας 4.2.8 
 R(cm) M(gr) Μ(ΜΘ) ρ 3( )gr cm−⋅  P(dyn/cm2) eΦ  eΛ  
r=0 0 0 0 154.45 10×  356.5 10×  0.56577 1 
r=R 58.7 10×  331.9 10×  0.95 0 0 0.82284 1.21548 

 
και πιο αναλυτικά έχουµε το σχήµα 7 και σχήµα 8 αντίστοιχα όπου βλέπουµε πόσο έντονα  
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Σχήµα 7 

 

Σχήµα 8 
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σχετικιστικά είναι αυτά τα άστρα. Ένα ενδιαφέρον σχήµα είναι το σχήµα 9 που µας δείχνει  
 

 
Σχήµα 9 

 
πως εξελίσσεται η µάζα και η ακτίνα των άστρων στην κατάσταση της ισορροπίας µε την αύξηση 
της κεντρικής πυκνότητας. Στο σχήµα 9 βλέπουµε τρεις περιοχές που διαχωρίζονται από την 
καταστατική εξίσωση που χρησιµοποιήσαµε. ∆ύο περιοχές για τους Λευκούς Νάνους που 
περιγράφουν τις περιπτώσεις µη σχετικιστικού και σχετικιστικού εκφυλισµένου αερίου 
ηλεκτρονίων και µια περιοχή για τους Αστέρες Νετρονίων που περιγράφει την περίπτωση µη 
σχετικιστικού εκφυλισµένου αερίου νετρονίων. Τα σηµεία του σχήµατος αποτελούν µια καµπύλη 
παραµετρικοποιηµένη ως προς την κεντρική πυκνότητα των άστρων. Βλέπουµε λοιπόν ότι 
ανάλογα µε την επιλογή που θα κάνουµε στην καταστατική εξίσωση7, δηλαδή για µια οικογένεια 
καταστατικών εξισώσεων που θα περιγράφει τα άστρα σε κάθε περίπτωση, θα έχουµε µια 
οικογένεια καµπυλών µε µοναδική παράµετρο την κεντρική πυκνότητα. Στο σχήµα 9 βλέπουµε 
ότι έχουµε ένα άνω όριο στην µάζα των Λεύκων Νάνων όταν αυτοί φτάνουν στην κατάσταση των 
σχετικιστικών εκφυλισµένων ηλεκτρονίων. Το όριο αυτό είναι το όριο Chandrasekhar και 
βλέπουµε ότι για την καταστατική που έχουµε επιλέξει είναι περίπου δύο ηλιακές µάζες. Η τιµή 
                                                           
7 Όταν λέµε καταστατική εξίσωση εννοούµε το σύνολο των καταστατικών εξισώσεων που θα εφαρµόσουµε για κάθε 
περιοχή πυκνοτήτων για να περιγράψουµε την συµπεριφορά της ύλης στο εσωτερικό των άστρων.  
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του ορίου Chandrasekhar εξαρτάται από την καταστατική εξίσωση που επιλέγουµε και έτσι 
µπορεί να διαφέρει αρκετά ανάλογα µε την κάθε περίπτωση. Κάτι ανάλογο παρατηρούµε και 
στους Αστέρες Νετρονίων. Βλέπουµε ότι έχουµε και εκεί άνω όριο στην µάζα που είναι περίπου 
µία ηλιακή µάζα για το µοντέλο µας. Το όριο αυτό λέγεται όριο Oppenheimer -Volkoff και είναι 
ένα καθαρά σχετικιστικό φαινόµενο και δεν οφείλεται στην αλλαγή της καταστατικής εξίσωσης 
όπως στην περίπτωση του ορίου Chandrasekhar. Μια ποιοτική εξήγηση του φαινοµένου είναι ότι 
καθώς αυξάνεται η κεντρική πυκνότητα του άστρου και το άστρο γίνεται πιο σχετικιστικό αρχίζει 
να συνεισφέρει στην µάζα του άστρου η πυκνότητα ενέργειας και η πίεση της ύλης στο εσωτερικό 
του άστρου µε αποτέλεσµα να χρειάζεται λιγότερη µάζα το άστρο για να εξισορροπήσει την 
βαρύτητά του και να φτάσει σε κατάσταση υδροστατικής ισορροπίας. Τα στοιχεία αυτά 
ολοκληρώνουν την µελέτη της υδροστατικής ισορροπίας των σχετικιστικών συµπαγών αστέρων.       
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5 Κίνηση σε χώρο Schwarzschild 
 
 

Σε αυτό το σηµείο είναι χρήσιµο να µελετήσουµε την κίνηση ενός σωµατιδίου που κινείται 
σε καµπυλωµένο χωρόχρονο Schwarzschild. Η µετρική που περιγράφει την γεωµετρία ενός 
χωρόχρονου Schwarzschild δίνεται από την εξίσωση (3.23) και είναι η µετρική  

2 2 2 2 2 2 22 1(1 ) ( sin )2(1 )

Mds dt dr r d dMr
r

θ θ φ= − − + + +
−

 

Οι τροχιές που ακολουθούν τα σωµατίδια είναι οι γεωδαισιακές καµπύλες του χωρόχρονου και 
γενικά περιγράφονται από την εξίσωση των γεωδαισιακών  

2

2 0d x dx dx
d d d

α µ β
α
µβλ λ λ

+ Γ = (5.1) 

Μπορούµε λοιπόν να πάρουµε τις τροχιές µε απευθείας ολοκλήρωση της εξίσωσης (5.1) αλλά έχει 
ενδιαφέρον να ακολουθήσουµε µια άλλη διαδικασία. Την εξίσωση των γεωδαισιακών (5.1) την 
ικανοποιεί και η τετραταχύτητα και η τετραορµή υπό την µορφή 

; , 0U U U U U Uβ α β α α µ β
β β µβ= + Γ = (5.2) 

; , 0p p p p p pβ α β α α µ β
β β µβ= + Γ = (5.3) 

Η εξίσωση (5.3) µπορεί να πάρει επίσης την µορφή  
( ) ; ,;

0p g p p p p p p pβ µ β β µ β
αµ α β α β αβ µβ

= = −Γ = (5.4) 

από την οποία παίρνουµε µετά από πράξεις την εξίσωση  adpm p p
d

µ β
αβ µτ

= Γ  που τελικά από τον 

ορισµό των συµβολών Christoffel µας οδηγεί στην εξίσωση  

,
1
2

adpm g p p
d

β µ
βµ ατ

= (5.5) 

Η εξίσωση (5.5) µας λέει ότι αν οι συνιστώσες της µετρικής είναι ανεξάρτητες του ix  για κάποια 
τιµή του i τότε η αντίστοιχη ορµή διατηρείται κατά µήκος της τροχιάς του σωµατιδίου. Έτσι 
µπορούµε να εισαγάγουµε για την µετρική Schwarzschild, λόγω της ανεξαρτησίας της από το 
χρόνο και την αζιµουθιακή γωνία φ , τις σταθερές  

για σωµατίδιο tpE
m

≡ −  και για φωτόνιο tE p≡ −  

για σωµατίδιο 
p

L
m
φ≡  και για φωτόνιο L pφ≡  

Επίσης λόγω της διατήρησης της στροφορµής η κίνηση θα παραµένει σε ένα επίπεδο και άρα 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η κίνηση γίνεται στο επίπεδο 
2
πθ =  και άρα 0 0d p

d
θθ

λ
= ⇒ = . 

Άρα οι συνιστώσες της τετραορµής θα είναι  
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για τα σωµατίδια  
0

t tt
t

r

p g p
drp m
d

p
p g p

θ

φ φφ
φ

τ

=

=

=

=

 και για τα φωτόνια 
0

t tt
t

r

p g p
drp m
d

p
p g p

θ

φ φφ
φ

λ

=

=

=

=

 

όπου  τ  είναι ο ίδιος χρόνος του σωµατιδίου και  λ  είναι µια παράµετρος που περιγράφει την 
τροχιά του φωτονίου. Έτσι από την εξίσωση 2a

ap p m= −  έχουµε τελικά τις εξισώσεις που 
περιγράφουν τις κινήσεις των σωµατιδίων και των φωτονίων σε χώρο Schwarzschild 

σωµατίδια : 
2 2

2
2

21 1dr M LE
d r rτ

    = − − +    
    

(5.6) 

φωτόνια : 
2 2

2
2

21dr M LE
d r rλ

   = − −   
   

(5.7) 

Από τις εξισώσεις αυτές µπορούµε να ορίσουµε τα γενικευµένα δυναµικά 

σωµατίδια : 
2

2
2

2( ) 1 1M LV r
r r

  = − +  
  

(5.8) 

φωτόνια : 
2

2
2

2( ) 1 M LV r
r r

 = − 
 

(5.9) 

των οποίων τις γραφικές παραστάσεις βλέπουµε στο σχήµα 10 
 

 
Σχήµα 10 
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Τα δυναµικά και στις δύο περιπτώσεις µηδενίζονται στην ακτίνα 2r M= . Η ακτίνα αυτή είναι η 
ακτίνα Schwarzschild. Τα δυναµικά (5.8) και (5.9) όταν η στροφορµή είναι µηδέν έχουν µόνο 
τροχιές που οδηγούν στο εσωτερικό της ακτίνας Schwarzschild. Όταν η στροφορµή δεν είναι 
µηδέν τότε υπάρχουν τροχιές που δεν οδηγούν στο εσωτερικό της ακτίνας Schwarzschild και 
µπορούµε να έχουµε και κλειστές τροχιές γύρω από το κεντρικό σώµα. Τα φωτόνια έχουν µόνο 
µια ασταθή κυκλική τροχιά στο µέγιστο του δυναµικού ενώ τα σωµατίδια έχουν µια ασταθή 
κυκλική τροχιά στο µέγιστο του δυναµικού και µια ευσταθή στο ελάχιστο. Τις τροχιές αυτές 

µπορούµε να τις προσδιορίσουµε από την παράγωγο του δυναµικού. Έτσι από την ( )2 ( ) 0d V r
dr

=  

έχουµε  

σωµατίδια : 
2 2

2

121 1
2
L Mr
M L

 
= ± −  

 
(5.10) 

φωτόνια : 3r M= (5.11) 
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6 ∆ιαταραχές Αστέρα γύρω από την κατάσταση ισορροπίας 
 
 

Μέχρι τώρα έχουµε µελετήσει τους αστέρες στην κατάσταση της υδροστατικής ισορροπίας 
σε διάφορες περιοχές κεντρικών πυκνοτήτων. Η µελέτη της υδροστατικής ισορροπίας δεν είναι 
όµως αρκετή για να µας δώσει µια πλήρη εικόνα. Είναι σηµαντικό να ξέρουµε αν ένα άστρο είναι 
σε κατάσταση ευσταθούς ή ασταθούς ισορροπίας. Για να προσδιορίσουµε την ευστάθεια ενός 
άστρου λοιπόν πρέπει να µελετήσουµε τις διαταραχές από την κατάσταση ισορροπίας. Αν οι 
διαταραχές οδηγούν σε ταλαντώσεις τότε το άστρο είναι ευσταθές ενώ αν οι διαταραχές οδηγούν 
σε εκθετική αύξηση ή ελάττωση του πλάτους τους τότε το άστρο είναι ασταθές και το 
αποτέλεσµα είναι έκρηξη ή κατάρρευση ανάλογα µε την περίπτωση. Άρα γνωρίζοντας ποια άστρα 
είναι ασταθή περιµένουµε να µην παρατηρούµε τέτοια άστρα. Στην παρούσα εργασία θα 
ασχοληθούµε µόνο µε τις ακτινικές ταλαντώσεις των άστρων.   
Μια πρώτη ποιοτική ανάλυση των ακτινικών ταλαντώσεων µπορεί να γίνει µε τα µέσα µεγέθη 
που περιγράφουν το άστρο. Έτσι έχουµε τα µεγέθη  
Μ = ολική µάζα του άστρου 
R = ακτίνα του άστρου 

3

3
4

M
R

ρ
π

= = µέση πυκνότητα του άστρου 

P = µέση πίεση στο εσωτερικό του άστρου 
P

P
ρ

ρ
∂

Γ = Γ =
∂

= µέσος αδιαβατικός εκθέτης 

Στο εσωτερικό του άστρου στην κατάσταση ισορροπίας έχουµε δύο δυνάµεις που 
αλληλοεξουδετερώνονται. Οι δυνάµεις αυτές είναι η µέση άνωση και το µέσο βάρος που είναι   

3 1
2 2 2 2

2(1 )(1 4 )(1 )

PF
R
GM P P GMF R

R c Mc Rc

ανωση

βαρος
ρ π

ρ
−

=

= + + −

�

�

 

Το µέσο βάρος σε πρώτη προσέγγιση µπορεί να πάρει την µορφή  
2 2

2 2 2 3 2 2

2
2 3 3

2

2 4

4 4 44
3 3 3

GM GMP G M GR PF
R R c R c c

G GG R R P R
c c

βαρος
ρ ρ π ρ

π ππρ ρ ρ

= + + + =

 = + +  
 

�

 

Αν τώρα θεωρήσουµε µια ακτινική διαταραχή στην οποία η επιφάνεια του άστρου από την ακτίνα 
R  έχει πάει στην ακτίνα  R+δR  τότε θα έχουµε διαταραχή στην µέση πυκνότητα και στην µέση 
πίεση που θα είναι  

4

33 3
4

3

M R R
R R

P PP P P P R
R

ρρ δρ ρ δ ρ δ
π

δ δρ δ
ρ

+ = − = −

Γ
+ = + Γ = −

 

Έτσι η αντίστοιχη αλλαγή στις δυνάµεις θα είναι  
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2

2
2

(3 1)

4 4( 5 ) 4 ( 2 3 )
3 3

P P RF R F
R R R

GF G R P R
c

ανωση ανωση

βαρος

δ δδ δ

πδ πρ δ ρ δ

 = − = − Γ +  
 

= − + − − Γ

� �

�

 

Η δύναµη επαναφοράς της διαταραχής µε βάση τα παραπάνω είναι  
2

2

4 4( 5 ) 4 ( 2 3 ) (3 1)
3 3

G RF F F G R P R F
c Rβαρος ανωση ανωση
π δδ δ πρ δ ρ δ  = − = − + − − Γ + Γ +  

 
� � �  

και έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία επιτάχυνσης που θα είναι  
F Rρδ= − ��  

Από τη σχέση αυτή και αν πάρουµε υπόψη µας ότι F Fανωση βαρος=� �   έχουµε τελικά την σχέση 

( )2

4 4 43 2 3
3 3

MR G R
Rc

δ π ρδ  = − Γ − − + Γ    
�� (6.1) 

Η σχέση αυτή ορίζει την συχνότητα του βασικού κανονικού τρόπου ταλάντωσης του άστρου   

( )2
2

4 4 43 2 3
3 3

M G
Rc

ω π ρ  = Γ − − + Γ    
(6.2) 

όπου βλέπουµε ότι αν θεωρήσουµε πως το άστρο είναι Νευτώνειο, δηλαδή στο όριο όπου c →∞ , 

τότε όσο ο µέσος αδιαβατικός εκθέτης είναι µεγαλύτερος από 4
3

 τότε το άστρο είναι ευσταθές και 

οι διαταραχές οδηγούν σε αρµονικές ταλαντώσεις ενώ αν ο µέσος αδιαβατικός εκθέτης γίνει 

µικρότερος από  4
3

 τότε το άστρο είναι ασταθές σε διαταραχές µε αποτέλεσµα οι διαταραχές να 

αυξάνουν εκθετικά. Στην σχετικιστική περίπτωση τα συµπεράσµατα είναι τα ίδια µε µοναδική 
διαφορά ότι ο επιπλέον όρος έχει ως αποτέλεσµα η κρίσιµη τιµή του Γ για την οποία έχουµε 

αστάθεια να είναι µεγαλύτερη του 4
3

. Άρα βλέπουµε ότι οι σχετικιστικές διορθώσεις εισαγάγουν 

επιπλέον αστάθειες. Τα παραπάνω ποιοτικά αποτελέσµατα προκύπτουν και από πιο αυστηρή 
διερεύνηση των ακτινικών ταλαντώσεων. 
Για την αυστηρή µελέτη του προβλήµατος των ακτινικών ταλαντώσεων ενός αστέρα θα 
θεωρήσουµε µια σφαιρική κατανοµή ιδανικού ρευστού που του επιβάλουµε κάποια ακτινική 
διαταραχή. Τα µεγέθη που περιγράφουν το άστρο στην κατάσταση της ισορροπίας τα έχουµε 
υπολογίσει στο κεφάλαιο 3 και αυτό που θα κάνουµε εδώ είναι να εισαγάγουµε τις διαταραχές 
αυτών των µεγεθών και να εξάγουµε την διαφορική εξίσωση που θα περιγράφει την µεταβολή 
τους.  
Οι εξισώσεις8 των µεγεθών που περιγράφουν το άστρο στην ισορροπία, όπως είδαµε στο 
κεφάλαιο 3, είναι    

                                                           
8 Παρακάτω θα χρησιµοποιούµε το φυσικό σύστηµα µονάδων όπου G=c=1. 
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0 0

0 0

0 0

2 22 2 2 2 2 2 2

2 2
0 0

0 0 0 0

2 2
0 0

( sin )
1 (1 ) 4
2
( )

1 (1 ) 4
2

ds e dt e dr r d d

e r e
r

P P

e rP e
r

θ θ φ

π ρ

ρ

π

Φ Λ

Λ Λ

Λ Λ

= − + + +

′Λ = − +

′ ′= − + Φ

′Φ = − − +

(6.3) 

όπου µε δείκτη 0 συµβολίζουµε τα µεγέθη στην κατάσταση της ισορροπίας. Μετά από την 
διαταραχή η µετρική θα πάρει την διαταραγµένη µορφή  

2 2 2 2 2 2 2 2 2( sin )ds e dt e dr r d dθ θ φΦ Λ= − + + + (6.4) 
όπου έχουµε 0( , ) ( ) ( , )t r r t rδΦ = Φ = Φ + Φ  και 0( , ) ( ) ( , )t r r t rδΛ = Λ = Λ + Λ  ενώ παράλληλα και 
τα υπόλοιπα µεγέθη θα είναι στην διαταραγµένη µορφή 

0

0

( , ) ( ) ( , )
( , ) ( ) ( , )

P P t r P r P t r
t r r t r

δ
ρ ρ ρ δρ
= = +
= = +

 

Ορίζουµε επίσης την αλλαγή στην ακτινική συντεταγµένη µιας στοιχειώδους µάζας του ρευστού 
που οφείλεται στην διαταραχή ως την ποσότητα ( , )t rξ ξ= για την οποία ισχύει  

0 ( , )r r t rξ= +  
όπου r0 είναι η θέση της στοιχειώδους µάζας πριν από την διαταραχή. Με βάση τα παραπάνω και 
κρατώντας όρους πρώτης τάξης ως προς τις διαταραχές µπορούµε να υπολογίσουµε τα στοιχεία 
του τανυστή ενέργειας ορµής. Για να υπολογίσουµε τον τανυστή ενέργειας ορµής χρειαζόµαστε 
την τετραταχύτητα µιας στοιχειώδους µάζας. Η τετραταχύτητα θα έχει µη µηδενικές µόνο τις 
συνιστώσες tU και rU . Από την σχέση 1a

aU U = −  έχουµε 

( ) ( )2 22 2 1t rU e U eΦ Λ− + = − (6.5) 

αλλά επειδή 
r

t

drU drd
dtU dtd

τ ξ
τ

= = = �  η σχέση (6.5) θα γίνει  

( ) ( )2 22 2 2 1t tU e U eξΦ Λ− + = −�  
αλλά επειδή κρατάµε µόνο όρους πρώτης τάξης ως προς τις διαταραχές έχουµε  

0 (1 )tU e e δ−Φ−Φ= = − Φ (6.6) 
και επειδή r tU Uξ= �  έχουµε              0rU eξ −Φ= � (6.7) 
Έτσι µε βάση τις σχέσεις (6.6), (6.7) και την σχέση  

( )T P U U Pα α α
β β βρ δ= + +  

τα µη µηδενικά στοιχεία του τανυστή ενέργειας ορµής είναι  

( )
( )

0 02 2
0 0

0 0

t
t
r

r

t
r

r
t

T

T T T P

T P e

T P

θ φ
θ φ

ρ

ρ ξ

ρ ξ

Λ − Φ

= −

= = =

= +

= − +

�

�

(6.8) 
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Μας χρειάζονται ακόµα τα στοιχεία του τανυστή του Einstein για να µπορέσουµε να γράψουµε τις 
εξισώσεις πεδίου. Τα στοιχεία του τανυστή του Einstein που µας ενδιαφέρουν για την µετρική 
(6.4) είναι    

2
2

2 2
2

2

2

1 (1 )

1 2(1 )

2

2

t
t

r
r

t
r

r
t

dG r e
r dr

G e e
r r
eG

r
eG

r

− Λ

− Λ − Λ

− Φ

− Λ

 = − − 

′Φ
= − − +

Λ
= −

Λ
=

�

�

(6.9) 

Από τις σχέσεις (6.9), (6.8) και 8G Tα α
β βπ=  έχουµε τις εξισώσεις  

2
2

1 (1 ) 8d r e
r dr

πρ− Λ − =  (6.10) 

2 2
2

1 2(1 ) 8e e P
r r

π− Λ − Λ′Φ
− − + = (6.11) 

( ) 0 0

2
2 2

0 0
2 8e P e

r
π ρ ξ

− Φ
Λ − ΦΛ

− = +
� � (6.12) 

Εκτός από τις εξισώσεις (6.10) ως (6.12) έχουµε δύο ακόµα εξισώσεις από την εξίσωση συνέχειας 
(2.6). Η εξίσωση ; 0rTα

α = µας δίνει την σχέση  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 2 2 2
0 0 0 0 0PP e P P e

r
ρ ξ ρ ρ ξΛ − Φ Λ − Φ∂′+ + + Φ + + + Λ +Φ =

∂
�� � � � (6.13) 

και η εξίσωση ; 0tTα
α = µας δίνει την σχέση  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
2 0P P P P P

t r r
ρ ρ ξ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ξ∂ ∂  ′ ′− − + Φ − + − + Λ − + Λ − + = ∂ ∂

� � � �� (6.14) 

Οι σχέσεις (6.10) ως (6.14) και η πολυτροπική καταστατική εξίσωση αρκούν για να περιγράψουν 
πλήρως το πρόβληµα των αδιαβατικών ακτινικών ταλαντώσεων ενός άστρου. 
Μέχρι τώρα οι µεταβολές των µεγεθών που έχουµε χρησιµοποιήσει είναι µεταβολές τύπου Euler, 
δηλαδή είναι µεταβολές που µετρά ένας παρατηρητής ακίνητος ως προς το σύστηµα 
συντεταγµένων και παρακολουθεί την κίνηση του ρευστού. Μπορούµε να ορίσουµε τις µεταβολές 
που θα µετρούσε ένας παρατηρητής που θα ακολουθούσε την κίνηση του ρευστού. Οι µεταβολές 
αυτές είναι µεταβολές τύπου Lagrange και η σχέση που τις συνδέει µε τις µεταβολές τύπου Euler 
είναι 0 0 0( , ) ( , ( , )) ( ) ( , )P t r P t r t r P r P t r Pξ δ ξ′∆ = + − ≈ + . Με την βοήθεια των µεταβολών τύπου 
Lagrange εκφράζουµε την πολυτροπική καταστατική εξίσωση ως  

P
P
ρ

ρ
∆

= Γ
∆

(6.15) 

και άρα έχουµε µια σχέση που συνδέει την µεταβολή της πίεσης µε την µεταβολή της πυκνότητας. 
Η µεταβολή της πυκνότητας προκύπτει από την σχέση (6.14) από την οποία έχουµε µε 
προσέγγιση πρώτης τάξης ως προς τους όρους των διαταραχών  

( ) ( )0 02 2
0 0 0( , ) ( , )t r P e r r e t rδρ ρ ξ δ ξρ−Λ −Λ− ′ ′= − + + Λ −  

(6.16) 
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Η µεταβολή της πίεσης προκύπτει από την σχέση (6.15) και την (6.16) και είναι  

( )0
0 0

0

( , ) PP t r Pδ δρ ρ ξ ξ
ρ

′ ′= Γ + − (6.17) 

Κρατώντας όρους πρώτης τάξης ως προς τις διαταραχές οι εξισώσεις (6.10), (6.11), (6.12) και 
(6.14) γίνονται  

02
2

1 2 8d re
r dr

δ πδρ− Λ Λ =  (6.18) 

0 0
0

2 2
20

2

42 2 8e ee P
r r r

δ δ δ πδ
− Λ − Λ

− Λ′Φ ′− Λ − Λ + Φ = (6.19) 

( ) 02
0 04 r P eδ π ρ ξ ΛΛ = − + (6.20) 

( ) ( ) ( )0 02 2
0 0 0 0 0 0P e P P Pρ ξ ρ δ δ δρ δΛ − Φ ′ ′ ′+ + + Φ + + + Φ =�� (6.21) 

Από τις σχέσεις (6.16) ως (6.21) µετά από πράξεις και θέτοντας 02 ( , )r e t rζ ξ−Φ≡  καταλήγουµε 
στην εξίσωση που περιγράφει τις ακτινικές ταλαντώσεις ενός αστέρα 

( )W P Qζ ζ ζ′′= +�� (6.22) 
όπου οι συναρτήσεις W, P και Q δίνονται από τις εξισώσεις  

( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0 0

32
0 0

32
0

2
03 22 3 2

0 0 0 0
0 0

4 8

W P r e

P P r e

P
Q e r P r P P r e

P

ρ

π ρ
ρ

Λ +Φ−

Λ + Φ−

Λ + Φ Λ− − −

= +

= Γ

 ′
′= − − + 

+  

(6.23) 

Οι λύσεις της εξίσωσης (6.22) πρέπει να ικανοποιούν και τις συνοριακές συνθήκες  
3rζ ∼  όταν 0r →  

02
0 0P P r e ζΦ− ′∆ = −Γ →  όταν r R→  

που σηµαίνουν ότι οι λύσεις δεν προκαλούν απειρισµούς της πίεσης και της πυκνότητας στο 
κέντρο του άστρου και ότι η πίεση στην επιφάνεια του άστρου είναι µηδέν. 
Μπορούµε να επιλέξουµε οι λύσεις µας να έχουν την µορφή ( ) i tr e ωζ ζ −=  οπότε η εξίσωση (6.22) 
θα πάρει την µορφή  

( ) 2 0P Q Wζ ζ ω ζ′′ + + = (6.24) 
που είναι ένα πρόβληµα ιδιοτιµών Sturm - Liouville. Η θεωρία των προβληµάτων  
Sturm - Liouville προβλέπει ότι οι ιδιοτιµές 2ω αποτελούν αύξουσα ακολουθία µε την ιδιοτιµή 
του πρώτου κανονικού τρόπου ταλάντωσης να παίρνει την µικρότερη τιµή. Άρα αν από την λύση 
του προβλήµατος ιδιοτιµών για ένα άστρο βγάλουµε την συχνότητα του πρώτου κανονικού 
τρόπου ταλάντωσης θετική τότε όλες οι υπόλοιπες ιδιοτιµές θα είναι θετικές και άρα το άστρο θα 
είναι ευσταθές υπό την επίδραση διαταραχών. Αν πάλι κάποιοι από τους πρώτους κανονικούς 
τρόπους ταλάντωσης είναι αρνητικοί τότε το άστρο θα είναι ασταθές υπό την επίδραση 
διαταραχών. Για την λύση της διαφορικής εξίσωσης (6.24) µε τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες 
µπορούµε να εφαρµόσουµε την µέθοδο  Rayleigh - Ritz  η οποία µας δίνει ότι οι ιδιοτιµές θα είναι 
οι ακρότατες τιµές της έκφρασης  
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( )2 2
2 0

2

0

R

R

P Q dr
extrem

W dr

ζ ζ
ω

ζ

 ′ − =   
 

∫
∫

(6.25) 

όπου η δοκιµαστική συνάρτηση  ζ  παίρνει όλες τις µορφές που ικανοποιούν την εξίσωση (6.24) 
και ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες. Οι συναρτήσεις που θα δίνουν τις ακρότατες τιµές θα 
είναι οι ιδιοσυναρτήσεις και οι αντίστοιχες τιµές του 2ω  θα είναι οι ιδιοτιµές του προβλήµατος. 
Αν εφαρµόσουµε την παραπάνω µέθοδο στην περίπτωση ενός Νευτώνειου άστρου µε 

καταστατική εξίσωση πολυτροπικού εκθέτη κοντά στην τιµή 4
3

 και δοκιµαστική συνάρτηση 

rξ ε= , όπου ε είναι σταθερά, τότε η εξίσωση (6.25) θα έχει την µορφή 
2

02 20

4
00

3
(3 4) (3 4)

R

R

P r dr
O

r dr
ω

ρ
 = Γ − + Γ − 

∫
∫

 

όπου 
2

00

2
00

4

4

R

R

P r dr

P r dr

π

π

Γ
Γ = ∫

∫
 η µέση τιµή του πολυτροπικού εκθέτη. Παρατηρούµε ότι αν η τιµή του 

µέσου πολυτροπικού εκθέτη είναι µεγαλύτερη από 4
3
τότε η συχνότητα του πρώτου κανονικού 

τρόπου ταλάντωσης είναι θετική και άρα το άστρο είναι ευσταθές. Αν η τιµή του Γ  είναι 4
3

 τότε 

η συχνότητα είναι µηδέν και άρα το άστρο βρίσκεται σε κατάσταση ουδέτερης ισορροπίας. Αν η 

τιµή του Γ  είναι µικρότερη από 4
3

 τότε το 2ω  είναι αρνητικό και το άστρο είναι ασταθές. Τα 

συµπεράσµατα αυτά τα βγάλαµε και µε την ποιοτική διερεύνηση που κάναµε στην αρχή αυτού 
του κεφαλαίου.  
Σε µια πιο γενική περίπτωση από την περίπτωση του Νευτώνειου αστέρα µε πολυτροπικό εκθέτη 

κοντά στο 4
3

 η επίλυση του προβλήµατος ιδιοτιµών πρέπει να γίνει αριθµητικά.  

Οι βασικές µέθοδοι για την αριθµητική λύση είναι δύο.  
Η πρώτη είναι µε την µέθοδο  Rayleigh - Ritz . Στην µέθοδο αυτή επιλέγουµε  Ν  δοκιµαστικές 
συναρτήσεις ( )iy r  που να ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες και να είναι ορθογώνιες µεταξύ 
τους µε βάση το εσωτερικό γινόµενο  

0

R

i j ijy y Wdr δ=∫  

Υπολογίζουµε τον πίνακα    
0

( )
R ji

ij i j

dydyA P Qy y dr
dr dr

= −∫   και οι  Ν  µικρότερες ιδιοτιµές του 

είναι πολύ κοντά στις  Ν  πρώτες ιδιοτιµές 2ω  του προβλήµατος.  
Η δεύτερη µέθοδος είναι µε απευθείας αριθµητική ολοκλήρωση της διαφορικής εξίσωσης (6.24), 
στην οποία επιβάλουµε την µία συνοριακή συνθήκη και βάζοντας τυχαίες τιµές του 2ω  ψάχνουµε 
να βρούµε τις τιµές που δίνουν λύσεις που ικανοποιούν την δεύτερη συνοριακή συνθήκη. Στην 
διαδικασία επιλογής των τυχαίων τιµών του 2ω  χρησιµοποιούµε το ταλαντωτικό θεώρηµα του 
Sturm που µας λέει ότι αν για µια τιµή του 2ω  η λύση της διαφορικής εξίσωσης έχει  ν  κόµβους 
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τότε η τιµή αυτή είναι µεγαλύτερη από την ιδιοσυχνότητα του ν-οστού κανονικού τρόπου 
ταλάντωσης (ο θεµελιώδης κανονικός τρόπος ταλάντωσης θεωρείται ο µηδενικός) και µικρότερη 
από του  ν+1 .    
Στην παρούσα εργασία θα χρησιµοποιήσουµε την δεύτερη µέθοδο για την αριθµητική επίλυση 
του προβλήµατος ιδιοτιµών.  
Η εξίσωση (6.24) µετά από πράξεις θα πάρει την µορφή του συστήµατος  

2

2

1

d y
dr

dy P y Q W
dr P c

ζ

ω ζ

=

  
′= − + +  

  

(6.26) 

όπου έχουµε τις συναρτήσεις  
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0
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84

PW r e
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c

P P PP r e r e r e
c c c
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P PGcQ e r r P r eP c c c

c

ρ

π ρ
ρ

Λ +Φ−

Λ + Φ−

Λ + Φ Λ + Φ Λ + Φ− − −

Λ + Φ Λ− − −

 = + 
 

= Γ

′
′ ′ ′= Γ − Γ +Γ Λ + Φ

 ′ 
   ′    = − − +   + 
 

 

στις οποίες έχουµε χρησιµοποιήσει το cgs σύστηµα µονάδων. Οι συναρτήσεις αυτές είναι 
συναρτήσεις του r  για τις οποίες ξέρουµε από την λύση στην ισορροπία τις τιµές που παίρνουν 
σε κάθε θέση, χωρίς να ξέρουµε την αναλυτική µορφή τους.   
Την αριθµητική ολοκλήρωση την ξεκινάµε από το κέντρο του άστρου όπου πρέπει να επιβάλουµε 
την συνοριακή συνθήκη 3rζ ∼  όταν 0r → . Για να επιβάλουµε την συνθήκη αυτή επιλέγουµε 
στα πρώτα βήµατα της αριθµητικής ολοκλήρωσης (από 0r =  µέχρι r x= ) η συνάρτηση ζ να 
είναι 3rζ = και ολοκληρώνουµε από εκεί και πέρα τις εξισώσεις µε τις αρχικές συνθήκες 

3( )x xζ =  και 2( ) 3y x x= . Ξεκινάµε τις δοκιµαστικές τιµές του 2ω  µε πολύ αρνητικές τιµές και 
µε βάση το ταλαντωτικό θεώρηµα του Sturm ψάχνουµε την περιοχή των τιµών του 2ω  όπου 
έχουµε την παρουσία νέων κόµβων στις λύσεις. Έτσι στην περιοχή των τιµών του 2ω  όπου 
παρουσιάζεται ο πρώτος κόµβος έχουµε την πρώτη ιδιοτιµή και την πρώτη ιδιοσυνάρτηση, στην 
περιοχή όπου παρουσιάζεται ο δεύτερος κόµβος έχουµε την δεύτερη ιδιοτιµή και την δεύτερη 
ιδιοσυνάρτηση και ακολουθώντας αυτόν τον αλγόριθµο προσδιορίζουµε το σύνολο των ιδιοτιµών 
και των ιδιοσυναρτήσεων του προβλήµατος. Με βάση τα παραπάνω έχουµε τον πίνακα 6.1 και 
 

Πίνακας 6.1 
cρ  51.1 10×  57 10×  67 10×  107 10×  144.45 10×  152.23 10×  154.45 10×  164.45 10×  

(ω0)2 0.01512 0.09097 0.34447 3341.05 3.41193E7 3.62801E7 -6.86836E7 -2.75586E9 
(ω1)2 0.07355 0.43101 0.63728 6177.16 2.14006E8 7.79319E8 1.19204E9 1.63934E9 
(ω2)2 0.16178 0.93264 1.08421 10499.4 4.67889E8 1.7939E9 2.84334E9 5.63079E9 
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το σχήµα 11 όπου έχουµε αντιπαραβάλει την εξέλιξη της µάζας συναρτήσει της κεντρικής 
πυκνότητας του άστρου µε τις συχνότητες των τριών πρώτων κανονικών τρόπων ταλάντωσης 
συναρτήσει της κεντρικής πυκνότητας.  
 

 
Σχήµα 11 

 
Στο σχήµα 11 βλέπουµε ότι για την καταστατική εξίσωση που έχουµε χρησιµοποιήσει και στις 
περιοχές των κεντρικών πυκνοτήτων που έχουµε δουλέψει οι Λευκοί Νάνοι είναι ευσταθείς σε 
διαταραχές και οι Αστέρες Νετρονίων είναι ευσταθείς µέχρι το όριο Oppenheimer -Volkoff όπου 
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και έχουµε αλλαγή της ευστάθειας και γίνονται ασταθείς σε διαταραχές. Βλέπουµε λοιπόν ότι η 
µελέτη των ταλαντώσεων και της ευσταθείας εισαγάγουν επιπλέον περιορισµούς από τους 
περιορισµούς που εισαγάγει η µελέτη της ισορροπίας. Έτσι ενώ από την µελέτη της ισορροπίας 
έχουµε περιορισµούς στην µάζα των Λευκών Νάνων και των Αστέρων Νετρονίων, από την 
µελέτη της ευστάθειας των διαταραχών ενός αστέρα έχουµε περιορισµούς στην κεντρική 
πυκνότητα των άστρων που µπορούν να επιβιώσουν µετά από κάποια διαταραχή. Πρέπει να 
επισηµάνουµε εδώ ότι αυτοί οι περιορισµοί στην ευστάθεια είναι σχετικιστικής φύσεως.  
Στην εργασία αυτή έχουµε µελετήσει περιορισµένη περιοχή κεντρικών πυκνοτήτων και η 
καταστατική εξίσωση που έχουµε χρησιµοποιήσει δεν είναι αρκετά αυστηρή, για αυτό τα 
συµπεράσµατα που βγάζουµε είναι περιορισµένα. Θεωρητική µελέτη οδηγεί στο συµπέρασµα ότι 
υπάρχει και για τους Λευκούς Νάνους, που περιγράφονται από την καταστατική εξίσωση των 
σχετικιστικών εκφυλισµένων ηλεκτρονίων, αντίστοιχος περιορισµός της κεντρικής πυκνότητας 
που δίνει ευσταθή άστρα. 
Με τα παραπάνω συµπεράσµατα ολοκληρώνεται η µελέτη των ακτινικών ταλαντώσεων και της 
ευστάθειας ενός αστέρα.    
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7 Βαρυτική κατάρρευση σφαιρικού νέφους σκόνης 
 
 

Για την µελέτη της κατάρρευσης του νέφους σκόνης είναι πιο βολικό να δουλέψουµε σε ένα 
σύστηµα συντεταγµένων το οποίο να ακολουθεί µια στοιχειώδη µάζα του νέφους στην κίνησή της 
και να υπάρχει η δυνατότητα να συγχρονίσουµε όλα τα σηµεία του νέφους. Η υπόθεση για την 
δυνατότητα συγχρονισµού µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι  0tag = 9 και από την απαίτηση που 
έχουµε το σύστηµα να ακολουθεί την κίνηση µιας στοιχειώδους µάζας συµπεραίνουµε ότι ο 
συντεταγµένος χρόνος συµπίπτει µε τον ίδιο χρόνο και άρα  2

ttg c= − . Από τα παραπάνω και από 
την σφαιρική συµµετρία έχουµε τελικά την µετρική 

( )2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) sinds c dt a r t dr b r t d dθ θ φ= − + + + (7.1) 
Σε αυτό το σύστηµα η χωρική τετραταχύτητα µιας στοιχειώδους µάζας είναι πάντα µηδέν και άρα 

η τετραταχύτητα θα έχει µοναδική µη µηδενική συνιστώσα την 2

1tU
c

=  όπως προκύπτει από τη 

συνθήκη 1i
iU U = − . Από την τετραταχύτητα και την σχέση  (2.1) έχουµε ότι ο τανυστής 

ενέργειας ορµής θα έχει όλα τα στοιχεία µηδέν εκτός από το 2
t
tT

c
ρ

= − . Από την εξίσωση 

συνέχειας έχουµε την σχέση  

0
t r
t t t tt t r r

t t t tt t t tt t r r
T T T TT T T T T T T T
t r

θ φ
α α α α θ α α θ φ α α φ

α α α αα α α αθ θ φ φθ φ
∂ ∂ ∂ ∂

+ Γ −Γ + +Γ −Γ + +Γ −Γ + +Γ −Γ =
∂ ∂ ∂ ∂

που µετά από τις αθροίσεις και την αντικατάσταση των συµβόλων Christoffel έχουµε την σχέση 
1 ( , ) 1 ( , )( ) 0

2 ( , )
a r t b r t

t a r t t b t
ρ ρ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
(7.2) 

Για συντοµία θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό  a a
t

∂
=

∂
�  και  a a

r
∂ ′=
∂

. Η σχέση (7.2) µετά 

από πράξεις οδηγεί στην σχέση διατήρησης 

( )( , ) ( , ) 0b r t a r t
t

ρ∂
=

∂
(7.3) 

Έχουµε ακόµα τέσσερις εξισώσεις που προκύπτουν από τις εξισώσεις πεδίου  
8G GTα α

β βπ= (7.4) 
Από τη σχέση 8t t

t tG GTπ=  παίρνουµε τη σχέση  
2 2

2 2 2 2 2 2

1 8
4 2 4 2

b a b b ab b G
b c b a b ab c ab ab c

π ρ
′ ′ ′ ′′

+ + + + − =
� ��

(7.5) 

Από τη σχέση 0r
rG =  παίρνουµε τη σχέση  

2 2

2 2 2 2

1 0
4 4

b b b
c b b c b ab

′
− − + =

� ��
(7.6) 

Από τη σχέση 0Gθ
θ =  παίρνουµε τη σχέση  

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 0
4 2 4 4 4 4 2 2

a a b b a b ab b b
c a c a c b ab a b c ab c b ab

′ ′ ′ ′′
− + − − − − + =

� � ��� �� �
(7.7) 

                                                           
9 Ο δείκτης  α  παίρνει τιµές  r,θ,φ. 
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Από τη σχέση 0r
tG =  παίρνουµε τη σχέση  

2 2

( ) 0
2 2
ab bb b
a b ab ab
′ ′ ′
+ − =
� ��

(7.8) 

Έχουµε ακόµα την σχέση 0t
rG =  που µας δίνει ισοδύναµη σχέση µε την (7.8) και τη σχέση 

0Gφ
φ =  που µας δίνει ισοδύναµη σχέση µε την (7.7). Εδώ θα επισηµάνουµε ότι θεωρούµε πως 

έχουµε αρχικά στατικό αέριο σκόνης µε οµογενή πυκνότητα ύλης και άρα η πυκνότητα θα είναι 
µόνο συνάρτηση του χρόνου ( )tρ ρ= . Επίσης θα δοκιµάσουµε να χωρίσουµε τις µεταβλητές 
θεωρώντας τις συναρτήσεις  

2( , ) ( ) ( )a r t R t f r=  , 2( , ) ( ) ( )b r t H t g r= (7.9) 
Από τις σχέσεις (7.9) και τη σχέση (7.8) έχουµε µετά από πράξεις τη σχέση  

R H
R H
=
� �

 

που µετά από την ολοκλήρωση µας οδηγεί στη σχέση ( ) ( ) .H t R t const= +  από την οποία 
µπορούµε να βγάλουµε την σταθερά µε κανονικοποίηση των σχέσεων ( )f r και ( )g r . Επίσης 
κάνουµε τον µετασχηµατισµό 2( )g r r= � και µετασχηµατίζουµε κατάλληλα την ( )f r ώστε αν 
βγάλουµε τις παύλες να  έχουµε τις σχέσεις  

2( , ) ( ) ( )a r t R t f r=  , 2 2( , ) ( )b r t R t r=  (7.10) 
Από τις σχέσεις (7.10) και την σχέση (7.6) έχουµε µετά από πράξεις  

2
2

2 2 2 2 2

2 1 11
( )

R RR
c R c R r f r

   
+ = −   

  

� ��
(7.11) 

Παρατηρούµε ότι οι όροι στο αριστερό µέρος της σχέσης (7.11) είναι συναρτήσεις µόνο του 
χρόνου και οι όροι στα δεξιά είναι συναρτήσεις µόνο του r . Άρα η µοναδική περίπτωση να είναι 
ίσοι οι δύο όροι είναι να είναι ίσοι µε µια σταθερά. Αν η σταθερά είναι k  τότε θα έχουµε  

2
2

2 2 2 2 2

2 1 11
( )

R RR k
c R c R r f r

   
− + = − =   

  

� ��
(7.12) 

Από το δεύτερο µέρος της σχέσης έχουµε τελικά  

2

1( )
1

f r
kr

=
−

(7.13) 

Από την σχέση (7.10) και την σχέση (7.5) έχουµε µετά από πράξεις 
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 3 8( ) ( )f R G t
f R r R r R fr c R c

π ρ
′

+ − + =
�

(7.14) 

Ο όρος µέσα στην παρένθεση από τη σχέση (7.12) είναι ίσος µε 2

k
R

. ∆εν έχουµε ακόµα 

χρησιµοποιήσει τη σχέση (7.7). Από την (7.7) και την (7.10) έχουµε τελικά την σχέση 
2

2 2 2 2 2 2

1 2
2

f R R
f R r c R c R

′  
= − + 

 

� ��
(7.15) 

Από την (7.15), την (7.12) και την (7.14) έχουµε τελικά την σχέση 
2

2 2 2 2

3 3 8 ( )k R G t
R c R c

π ρ+ =
�

(7.16) 

Η οποία µπορεί να λυθεί ως προς την χρονική παράγωγο του R και να πάρει την µορφή 
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2 2 28 ( ) ( )
3
GR t R t c kπ ρ= −� (7.17) 

Από την εξίσωση συνέχειας (7.3) και τις εξισώσεις (7.10) έχουµε µετά από πράξεις την σχέση 

( )3( ) ( ) 0R t t
t

ρ∂
=

∂
 

η οποία µας λέει ότι το γινόµενο 3( ) ( )R t tρ  είναι σταθερό. Άρα µπορούµε να πούµε ότι  
3 3( ) ( ) ( 0) ( 0)R t t R t tρ ρ= = =  

όπου µπορούµε µε κατάλληλη επιλογή κλίµακας στο r να έχουµε ( 0) 1R t = =  και τελικά να 
πάρουµε την σχέση που µας δίνει την πυκνότητα ως συνάρτηση της αρχικής πυκνότητας 

3( ) (0) ( )t R tρ ρ −= (7.18) 
Έτσι αν αντικαταστήσουµε την σχέση (7.18) στην σχέση (7.17) έχουµε την διαφορική εξίσωση 

2 1 28 (0) ( )
3

GR R t c kπ ρ −= −�  

η οποία αν πάρουµε υπόψη µας ότι την στιγµή t = 0 έχουµε ( 0) 0R t = =�  παίρνει την µορφή 

( )2 18 (0) ( ) 1
3

GR R tπ ρ −= −� (7.19) 

Η εξίσωση (7.19) είναι µια απλή διαχωρίσιµη διαφορική εξίσωση που έχει ως λύση τις εξισώσεις 

( )

( )

sin
,0

1 1 cos
2

KTt

R

ω ω
π ω π

ω

 = + ≤ ≤
 = +


(7.20) 

µε 
3

2 8 (0)KT
G

π
π ρ

=  τον χρόνο που χρειάζεται το νέφος για να καταρρεύσει. Βλέπουµε πως οι 

εξισώσεις είναι παραµετρικοποιηµένες ως προς την γωνία  ω . Οι εξισώσεις περιγράφουν 
κυκλοειδή κίνηση και για 0ω = έχουµε t = 0 και R = 1 ενώ για ω π=  έχουµε  t = TK  και R = 0. 
∆ηλαδή βλέπουµε ότι το νέφος θα καταρρεύσει σε πεπερασµένο χρόνο στο σύστηµα που 
ακολουθεί την κίνηση µιας στοιχειώδους µάζας του νέφους.  
Για να ολοκληρωθεί η µελέτη της κατάρρευσης µένει να δούµε τι θα βλέπει ένας αδρανειακός 
παρατηρητής µακριά από το νέφος που καταρρέει. Η µετρική έξω από το νέφος θα πρέπει να είναι 
µετρική Schwarzschild και άρα θα έχει την µορφή  

2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 1(1 ) ( sin )2(1 )

GMds dt dr r d dGMc r
c r

θ θ φ= − − + + +
−

� � �� � �
�

�

 

Η µετρική του συστήµατος συντεταγµένων που καταρρέει µαζί µε το νέφος είναι  

( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

( ) ( ) sin
1
R tds c dt dr R t r d d

kr
θ θ φ= − + + +

−
 

Για να πάµε από το ένα σύστηµα συντεταγµένων στο άλλο πρέπει να κάνουµε κάποιους 
µετασχηµατισµούς. Μια επιλογή µετασχηµατισµών είναι οι µετασχηµατισµοί   

θ θ=� , φ φ=� , ( )r R t r=� , ( , )t f r t=�  
Για να πάρει η νέα µετρική την µορφή της µετρικής Schwarzschild θα πρέπει ο µετασχηµατισµός 

( , )t f r t=�  να έχει ως αποτέλεσµα οι όροι trg και rtg  της νέας µετρικής να είναι µηδέν. Αυτός ο  



 39 

περιορισµός είναι αρκετός για να προσδιορίσει µε ακρίβεια τον µετασχηµατισµό  ( , )t f r t=� . 
Μετά από τους µετασχηµατισµούς αυτούς η µετρική στην επιφάνεια του νέφους θα είναι  

2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 1(1 ) ( sin )2( ) (1 )
( )

GMds dt dr r d dGMc R t a
c R t a

θ θ φ= − − + + +
−

� � �� � �  

όπου a  είναι η ακτίνα του νέφους στο σύστηµα που ακολουθεί την κατάρρευση και  t  είναι ο 
χρόνος στο σύστηµα που ακολουθεί την κατάρρευση. Αυτό που βλέπουµε από την µετρική είναι 
ότι όταν η ακτίνα του νέφους προσεγγίζει την ακτίνα Schwarzschild, δηλαδή όταν   

2

2( ) GMR t a
c

→  , τότε ο χρόνος που θα µετρά ένας εξωτερικός παρατηρητής θα πηγαίνει στο 

µηδέν, δηλαδή για τον εξωτερικό παρατηρητή ο χρόνος σταµατάει να κυλάει στην επιφάνεια του 
νέφους, και άρα χρειάζεται άπειρος χρόνος για να περάσει την ακτίνα Schwarzschild η επιφάνεια 
του νέφους. Ένας εξωτερικός παρατηρητής όµως δεν θα βλέπει για άπειρο χρόνο την επιφάνεια 
του νέφους. Ένα φωτόνιο που φεύγει από την επιφάνεια του νέφους παθαίνει µετατόπιση προς το 
ερυθρό. Την µετατόπιση προς το ερυθρό την χαρακτηρίζει ο παράγοντας  z  που δίνει το ποσοστό 
της µεταβολής του µήκους κύµατος του φωτονίου  

1z α α

α

λ λ ν
λ ν

∞

∞

−
= = − (7.21) 

όπου µε δείκτη ∞  είναι τα µεγέθη που µετρά ένας παρατηρητής στο άπειρο και µε δείκτη α  είναι 
τα µεγέθη του φωτονίου που εκπέµπεται από την επιφάνεια του νέφους. Η ενέργεια του φωτονίου 
που µετρά ένας παρατηρητής στο άπειρο είναι 

( ( ) )ttE E g R t aα∞ =  
και επειδή η ενέργεια ενός φωτονίου είναι E hν=  έχουµε την σχέση  

2

21
( )

GM
c R t aαν ν∞ = − (7.22) 

άρα η µετατόπιση προς το ερυθρό ενός φωτονίου που εκπέµπεται από την επιφάνεια του νέφους 
είναι  

1
2

2

21 1
( )

GMz
c R t a

−
 

= − − 
 

(7.23) 

Αυτό που βλέπουµε είναι ότι όταν η ακτίνα του νέφους είναι πολύ µεγάλη και άρα έχουµε 

2

2( ) GMR t a
c

�   η µετατόπιση στο ερυθρό είναι 2 1
( )

GMz
c R t a

≈ � , ενώ όταν η ακτίνα πλησιάζει 

την ακτίνα Schwarzschild και έχουµε 2

2 1
( )

GM
c R t a

→  η µετατόπιση στο ερυθρό είναι 

1
2

2

21
( )

GMz
c R t a

−
 

≈ − 
 

, δηλαδή γίνεται παρά πολύ µεγάλη και ουσιαστικά τα φωτόνια που φτάνουν 

στο άπειρο έχουν πολύ µεγάλο µήκος κύµατος. Άρα ένας αδρανειακός παρατηρητής θα βλέπει 
αρχικά το νέφος χωρίς να παρατηρεί καµία µεταβολή στο φάσµα του, ενώ µόλις το νέφος φτάσει 
σχεδόν στο τέλος της κατάρρευσής του θα αρχίσει να το βλέπει να κοκκινίζει µέχρι να 
σταµατήσει να φαίνεται στο ορατό φάσµα.    
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Παράρτηµα I : Εξίσωση Lane - Emden 
 
 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν τη δοµή ενός νευτώνειου άστρου είναι η εξίσωση της µάζας  
2( ) 4dm r r

dr
π ρ=  (Ι.1) 

η εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας 

2

( )dP Gm r
dr r

ρ
= −  (Ι.2) 

και η πολυτροπική καταστατική εξίσωση 
P KρΓ=  (Ι.3) 

Από τις εξισώσεις (Ι.1) και (Ι.2) µε απαλειφή της µάζας καταλήγουµε στην εξίσωση  
2

2

1 4d r dP G
r dr dr

π ρ
ρ

 
= − 

 
 (Ι.4) 

Αν θέσουµε 11
n

Γ = +  και ορίσουµε τις αδιάστατες παραµέτρους  
n

c

r a
ρ ρ θ

ξ
=
=

 

όπου ο συντελεστής  α  έχει µονάδες µήκους και είναι  ( )
1

1 2
11

4
ncn K

a
G
ρ

π
−

 + =
 
 

, τότε η σχέση (Ι.4) 

γίνεται  
2

2

1 nd d
d d

θξ θ
ξ ξ ξ

 
= − 

 
 (Ι.5) 

Η σχέση (Ι.5) είναι η εξίσωση Lane - Emden και περιγράφει την δοµή ενός αστέρα µε πολυτροπικό 
δείκτη n και έχει αρχικές συνθήκες στο κέντρο του άστρου  

(0) 1
(0) 0

θ
θ

=
′ =

 

Από την εξίσωση (Ι.5) προκύπτει ότι για  n<5  η συνάρτηση ( )θ ξ  είναι µονότονα φθίνουσα και 
µηδενίζεται σε κάποια τιµή 1ξ ξ= . Στην τιµή αυτή του ξ  αντιστοιχεί η επιφάνεια του άστρου το 
οποίο θα έχει ακτίνα  

( )
1

1 2
1

1 1

1
4

ncn K
R a

G
ρ

ξ ξ
π

−
 + = =
 
 

 (Ι.6) 

και η µάζα του άστρου θα είναι  

( )
3
2 3 22 2 1 10

1
4 4 ( )

4

nR
nc

n K
M r dr

G
π ρ π ρ ξ θ ξ

π

−+ 
′= =  

 
∫  (Ι.7) 
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Από τις εξισώσεις (Ι.6) και (Ι.7) έχουµε την σχέση που δίνει τη µάζα ως συνάρτηση της ακτίνας 

( )3 1 3 21 11 1 1

1
4 ( )

4

n
n n n
n n
n K

M R
G

π ξ ξ θ ξ
π

− − −
− −

+ 
′=  

 
 (Ι.8) 
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Παράρτηµα II : Καταστατική Εξίσωση εκφυλισµένων ηλεκτρονίων και 
εκφυλισµένων νετρονίων στο σχετικιστικό και µη 
σχετικιστικό όριο 

 
 

Από τη στατιστική φυσική γνωρίζουµε ότι η αριθµητική πυκνότητα σωµατιδίων στο χώρο 
των φάσεων δίνεται από τη σχέση  

3 3 3 ( )dN g f E
dx dp h

=   

όπου 2 1g s= +  είναι το στατιστικό βάρος και s είναι το σπιν των σωµατιδίων, ενώ ( )f E  είναι ο 
αριθµός κατάληψης. Η αριθµητική πυκνότητα των σωµατιδίων στον φυσικό χώρο, η ενεργειακή 
πυκνότητα και η πίεση θα είναι  

3
3 3

dNn dp
dx dp

= ∫  

3
3 3

dNE dp
dx dp

ε = ∫  όπου 2 2 2 2 4E p c m c= +  

3
3 3

1
3

dNP pu dp
dx dp

= ∫  όπου 
2pcu
E

=  

Ο αριθµός κατάληψης για ένα κβαντικό αέριο δίνεται από τη σχέση  
1( )

1
E
kT

f E
e

µ−=
±

 

όπου το θετικό πρόσηµο αντιστοιχεί σε φερµιόνια και το αρνητικό πρόσηµο αντιστοιχεί σε 
µποζόνια. Αν για ένα αέριο φερµιονίων η θερµοκρασία πλησιάζει το µηδέν, δηλαδή το αέριο είναι 
πλήρως εκφυλισµένο, ο αριθµός κατάληψης γίνεται 

,1
( )

,0
F

F

E E
f E

E E
≤

=  >
 (ΙΙ.1) 

όπου FEµ = είναι η ενέργεια Fermi.  
 
• Για τον αριθµό κατάληψης (ΙΙ.1) και στην περίπτωση που το αέριο αποτελείται από ηλεκτρόνια, 
η αριθµητική πυκνότητα θα είναι  

32
3 30

2 84
3

Fp

e Fn p dp p
h h

ππ= =∫  (ΙΙ.2) 

όπου Fp  είναι η ορµή Fermi. Αν ορίσουµε τον παράγοντα  F

e

p
m c

χ =  τότε η σχέση (ΙΙ.2) γίνεται  

3
32

1
3e

e

n χ
π λ

=  (ΙΙ.3) 

όπου e
em c

λ =  είναι το µήκος κύµατος Compton. Με βάση τη σχέση (ΙΙ.1) η πίεση είναι 
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( )

4 5 22 2 4
2

1 33 30 0
2 2

82 4 ( )
3 3 1

Fp e e

e

m c m cp c xP p dp dx
h E h x

χππ χ
λ

= = = Φ
+

∫ ∫  (ΙΙ.4) 

όπου έχουµε                ( ) ( )
1 12

2 22 2
2

1 2( ) 1 1 ln 1
8 3

χχ χ χ χ χ
π

    Φ = + − + + +    
     

 (ΙΙ.5) 

Η πυκνότητα µάζας µε βάση την αριθµητική πυκνότητα ορίζεται ως  
i i

i
n mρ =∑  

όπου αθροίζουµε ως προς τα ιόντα  i . Αν ορίσουµε τη µέση µάζα βαρυονίου ως 1
B i i

i
m n m

n
= ∑ , η 

σχέση αυτή µπορεί να πάρει την απλή µορφή Bnmρ = . Αν επιπλέον ορίσουµε το µέσο µοριακό 

βάρος ανά ηλεκτρόνιο ως  e
A
Z

µ =  η πυκνότητα µπορεί να γραφεί ως συνάρτηση της αριθµητικής 

πυκνότητας των ηλεκτρονίων  
e B em nρ µ=  (ΙΙ.6) 

Από την σχέση (ΙΙ.6) και τη σχέση (ΙΙ.3) έχουµε για την πυκνότητα  
3 6 3 3

32
0.973 10

3
e B

e
e

m gr cmµρ χ µ χ
π λ

−= = × ⋅  (ΙΙ.7) 

όπου βλέπουµε ότι αν τα ηλεκτρόνια είναι µη σχετικιστικά, δηλαδή 1χ , έχουµε πυκνότητα πολύ 
µικρότερη από 6 310 gr cm−⋅ , ενώ αν τα ηλεκτρόνια είναι σχετικιστικά, δηλαδή 1χ , έχουµε 
πυκνότητα µεγαλύτερη από 6 310 gr cm−⋅ .  
Στο µη σχετικιστικό όριο από τη σχέση (ΙΙ.5) έχουµε ότι  

5

21 ( )
15
χχ χ
π

⇒Φ →  

και από τις σχέσεις (ΙΙ.7) και (ΙΙ.4) έχουµε ότι η πίεση των µη σχετικιστικών εκφυλισµένων 
ηλεκτρονίων είναι  

2 4 2 133 3

5 5 5
3 3 3

5 3 1.0036 10, ( )
3 5

e B e e

P K

K cgs
m m

ρ

π

µ µ

Γ=

×
Γ = = =

 

Στο σχετικιστικό όριο θα έχουµε  
4

21 ( )
12
χχ χ
π

⇒Φ →  

και από τις σχέσεις (ΙΙ.7) και (ΙΙ.4) έχουµε ότι η πίεση των σχετικιστικών εκφυλισµένων 
ηλεκτρονίων είναι  

21 1532

4 4 4
3 3 3

4 3 1.2435 10, ( )
3 4

B e e

P K

cK cgs
m

ρ

π
µ µ

Γ=

×
Γ = = =
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• Για την περίπτωση όπου έχουµε αέριο νετρονίων η αριθµητική πυκνότητα είναι  

3

8
3n Fn p
h
π

=  (ΙΙ.8) 

και αν ορίσουµε τον παράγοντα  F
n

n

p
m c

χ =  και το µήκος κύµατος Compton  n
nm c

λ =  η 

αριθµητική πυκνότητα των νετρονίων παίρνει την µορφή  
3

32

1
3n n

n

n χ
π λ

=  (ΙΙ.9) 

Η πίεση ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε την οποία βγάλαµε τη σχέση (ΙΙ.4) είναι  
2

3 ( )n
n

n

m cP χ
λ

= Φ  (ΙΙ.10) 

και η πυκνότητα µάζας, θεωρώντας ότι έχουµε αστέρα νετρονίων που αποτελείται κυρίως από 
νετρόνια, είναι  

3 315 3
32

6.1 10
3

n
n n n n

n

mm n gr cmρ χ χ
π λ

−= = = × ⋅  (ΙΙ.11) 

όπου βλέπουµε ότι αν τα νετρόνια είναι µη σχετικιστικά, δηλαδή 1nχ , έχουµε πυκνότητα πολύ 
µικρότερη από 15 36 10 gr cm−× ⋅ , ενώ αν τα ηλεκτρόνια είναι σχετικιστικά, δηλαδή 1nχ , έχουµε 
πυκνότητα µεγαλύτερη από 15 36 10 gr cm−× ⋅ .  
Στο µη σχετικιστικό όριο από τη σχέση (ΙΙ.5) έχουµε ότι  

5

21 ( )
15

n
n n

χχ χ
π

⇒Φ →  

και από τις σχέσεις (ΙΙ.10) και (ΙΙ.11) έχουµε ότι η πίεση των µη σχετικιστικών εκφυλισµένων 
ηλεκτρονίων είναι  

2 4 23 3
9

8
3

5 3, 5.3802 10 ( )
3 5

n

P K

K cgs
m

ρ

π

Γ=

Γ = = = ×
 

Στο σχετικιστικό όριο θα έχουµε  
4

21 ( )
12

n
n n

χχ χ
π

⇒Φ →  

και από τις σχέσεις (ΙΙ.10) και (ΙΙ.11) έχουµε ότι η πίεση των σχετικιστικών εκφυλισµένων 
ηλεκτρονίων είναι  

21
32

15
4

3

4 3, 1.2293 10 ( )
3 4

n

P K

cK cgs
m

ρ

π

Γ=

Γ = = = ×
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Παράρτηµα III : Σύµβολα Christoffel και στοιχεία του τανυστής του  
Einstein που χρησιµοποιήθηκαν 

 
 
 

Μετρική Schwarzschild: 2 2 2 2 2 2 22 1(1 ) ( sin )2(1 )

Mds dt dr r d dMr
r

θ θ φ= − − + + +
−

 

 
 
σύµβολα  Christoffel:  
 

( )2
1

1

r
rr

r

r

M
M r r

r

r

θ
θ

φ
φ

Γ =
−

Γ =

Γ =

 

( )2

2

cot

t
rt

r

M
M r r

M rθθ

φ
θφ θ

Γ = −
−

Γ = −

Γ =

 

( )

( )
3

2

2

2 sin

cos sin

r
tt

r

M M r
r

M rφφ

θ
φφ

θ

θ θ

−
Γ = −

Γ = −

Γ = −

 

 
 
Μετρική στο εσωτερικό του Άστρου:  2 2 ( ) 2 2 ( ) 2 2 2 2 2( sin )r rds e dt e dr r d dθ θ φΦ Λ= − + + +  
 
 
σύµβολα Christoffel:   
 

( )

1

1

r
rr

r

r

d r
dr

r

r

θ
θ

φ
φ

Λ
Γ =

Γ =

Γ =

  2 ( )

( )

cot

t
rt

r r

d r
dr
reθθ

φ
θφ θ

− Λ

Φ
Γ =

Γ = −

Γ =

  

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2

( )

sin

cos sin

r r r
tt

r r

d re
dr

reφφ

θ
φφ

θ

θ θ

Φ − Λ

− Λ

Φ
Γ =

Γ = −

Γ = −

 

 
τανυστής Einstein:  
 

2 ( )
2 ( )

2

2 ( )
2 ( )

2

2
2 2 ( ) 2

2

2

(1 )

2 ( )(1 )

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )( )

sin

r
r

tt

r
r

rr

r

e dG r e
r dr
e d rG e
r r dr

d r d r d r d r d r d rG r e
dr dr r dr dr dr r dr

G G

θθ

φφ θθθ

Φ
− Λ

Λ
− Λ

− Λ

 = − 

Φ
= − − +

 Φ Φ Φ Φ Λ Λ
= + + − − 

 
=
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∆ιαταραγµένη µετρική  
στο εσωτερικό του Άστρου:   2 2 ( , ) 2 2 ( , ) 2 2 2 2 2( sin )t r t rds e dt e dr r d dθ θ φΦ Λ= − + + +  
 
 
σύµβολα Christoffel:   
 
 

2 ( , ) 2 ( , )

( , )

( , )

1

r
rr

t t r t r
rr

r

d t r
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d t re
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r
θ
θ
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Λ
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Λ
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r
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t
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r
d t r
dt
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φ
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Λ
Γ =

Φ
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2 ( , )

2 ( , ) 2
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r t r

r t r
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θθ

φ
θφ

φφ

θ

θ
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Γ = −

Γ =
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  2 ( , ) 2 ( , )

( , )

( , )

cos sin

t
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r t r t r
tt

d t r
dt

d t re
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θ
φφ θ θ

Φ − Λ

Φ
Γ =

Φ
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τανυστής του Einstein:   
 
 

( )( ) ( )( )( )( )

2 ( , )
2

2 ( , ) 2 ( , )
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2 ( , )

2 ( , )

2( ( , ) ( , )) 2 ( , ) 2 ( , )
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r
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Μετρική που ακολουθεί  
την κατάρρευση νέφους σκόνης:    ( )2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) sinds c dt a r t dr b r t d dθ θ φ= − + + +  
 
 
σύµβολα Christoffel:  
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τανυστής Einstein:  
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