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Εισαγωγή. 
 
 
 
Το 1595 ένας ιερέας και ερασιτέχνης αστρονόµος, ο David Fabricius, παρατηρώντας το άστρο ο 
Ceti για ένα χρονικό διάστηµα αρκετών µηνών διαπίστωσε ότι η λαµπρότητα του άστρου 
εξασθενούσε µέχρι που εξαφανίστηκε τελείως και έµεινε αόρατο για αρκετούς µήνες µέχρι να 
ξαναεµφανιστεί και να επανέλθει στην αρχική του λαµπρότητα. Το άστρο το ονόµασε Mira για 
να τονίσει αυτό το θαυµαστό φαινόµενο και ήταν ο πρώτος παλλόµενος µεταβλητός αστέρας που 
ανακαλύφθηκε. Το 1784 ο John Goodricke του York ανακάλυψε έναν άλλον µεταβλητό αστέρα, 
τον δ Cephei µε σηµαντικά µικρότερη περίοδο µεταβολής της λαµπρότητάς του, 5 µέρες 8 ώρες 
και 48 λεπτά. Αυτού του τύπου τους παλλόµενους αστέρες τους ονοµάζουµε κλασσικούς 
Κηφείδες (classical Cepheids). Από τότε έχουν ανακαλυφθεί χιλιάδες παλλόµενοι µεταβλητοί 
αστέρες. Τους µεταβλητούς αστέρες τους χωρίζουµε σε διάφορες κατηγορίες ανάλογα µε τα 
χαρακτηριστικά τους. 
 
Κλασσικοί Κηφείδες (δ Cephei). Αυτού του τύπου οι αστέρες πρώτο παρατηρήθηκαν το 1784 
όπως είπαµε και παραπάνω, αλλά τους δόθηκε ιδιαίτερο βάρος µετά την παρατήρηση της 
Henrietta Swan Leavitt ότι υπάρχει µια σχέση ανάµεσα στην λαµπρότητά τους και την περίοδο 
τους. Συγκεκριµένα παρατήρησε ότι όσο πιο λαµπροί ήταν οι αστέρες τόσο µεγαλύτερη ήταν η 
περίοδος τους. Στο αποτέλεσµα αυτό έφτασε από την παρατήρηση άστρων αυτού του τύπου που 
βρίσκονταν στο Μικρό Νέφος του Μαγγελάνου. Αυτό σήµαινε ότι επειδή οι αστέρες βρίσκονταν 
χονδρικά στην ίδια απόσταση, η σχέση που συνέδεε τα φαινόµενα µεγέθη τους θα έπρεπε να 
συνδέει και τα απόλυτα µεγέθη και άρα η σχέση λαµπρότητας-περιόδου ήταν στην 
πραγµατικότητα σχέση απόλυτης λαµπρότητας-περιόδου. Με άλλα λόγια αν µπορούσαµε να 
µετρήσουµε την περίοδο ενός τέτοιου άστρου θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε το απόλυτο 
µέγεθος και µετρώντας το φαινόµενο µέγεθος θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε την απόστασή 
του. Όλα αυτά µε την προϋπόθεση ότι θα µπορούσε να µετρηθεί µε ανεξάρτητη µέθοδο η 
απόσταση ενός κλασσικού Κηφείδα για να µπορέσουµε να βαθµονοµήσουµε την σχέση 
λαµπρότητας περιόδου. Τελικά η σχέση που προέκυψε είναι  
 

10 10log 1,15log 2,47dL
L

= Π +  (0.1) 

ή 

102,80log 1,43dM = − Π −  (0.2) 
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όπου L  είναι η µέση λαµπρότητα του αστέρα, M  είναι το µέσο απόλυτο µέγεθος στο ορατό 

και dΠ  η περίοδος της ανάπλασης σε µέρες. Με τις παραπάνω σχέσεις και την σχέση  
 

105 5logM m r− = −  (0.3) 
  
µπορούµε να υπολογίσουµε την απόσταση του αστέρα σε parsec. Τα παραπάνω αποτελέσµατα 
µας έδωσαν την δυνατότητα να µετράµε µεγάλες αποστάσεις γιατί οι αστέρες αυτού του τύπου 
είναι ιδιαίτερα λαµπροί και µπορούν να παρατηρηθούν σε µεγάλες αποστάσεις.  
Ποια είναι όµως γενικά τα φυσικά χαρακτηριστικά των κλασσικών Κηφείδων; Οι κλασσικοί 
Κηφείδες ή Κηφείδες πληθυσµού Ι είναι µεταβλητοί αστέρες µε περιόδους από 1 ως 50 ηµέρες 
που εκτελούν ακτινική ταλάντωση. Η µεταβολή του φαινόµενου µεγέθους τους κυµαίνεται από 
0.1 ως 2 µεγέθη. Είναι αστέρες µε µάζες 5M M> , µε µεγάλη λαµπρότητα και φασµατικό τύπο 
που κυµαίνεται από F στο µέγιστο µέχρι  G  και  K  στο ελάχιστο. Η µεταβολή της λαµπρότητάς 
τους οφείλεται κυρίως στην µεταβολή της επιφανειακής τους θερµοκρασίας που έχει πλάτος της 
τάξης των 1000-1500 Κ. Γιατί όµως ξεκινάνε τις ταλαντώσεις αυτοί οι αστέρες; Από το πλήθος 
των παλλόµενων αστέρων που υπολογίζουµε ότι υπάρχουν σε σχέση µε το πλήθος των άστρων 
του Γαλαξία φαίνεται ότι το φαινόµενο της ανάπλασης είναι µεταβατικό φαινόµενο. Η θέση που 
καταλαµβάνουν οι κλασσικοί Κηφείδες στο διάγραµµα Hertzsprung-Russell είναι έξω από την 
κύρια ακολουθία σε µια περιοχή που λέγεται ζώνη αστάθειας. Υπάρχουν διάφορες περιοχές 
αστάθειας από τις οποίες περνάνε οι αστέρες διαφόρων µαζών κατά την διάρκεια της εξέλιξής 
τους. Καθώς εξελίσσεται ένας αστέρας φεύγει από την κύρια ακολουθία. Στην τροχιά που 
ακολουθεί στο διάγραµµα H-R µπορεί να συναντήσει κάποια περιοχή αστάθειας. Μπαίνοντας 
στην περιοχή αστάθειας ο αστέρας αρχίζει να ταλαντώνεται και η ταλάντωση τροφοδοτείτε µέχρι 
ο αστέρας να βγει από την περιοχή της αστάθειας. Οι κλασσικοί Κηφείδες όπως είπαµε 
παραπάνω παρατηρούνται στην ζώνη αστάθειας. Η ζώνη αστάθειας είναι µια περιοχή µικρού 
σχετικά πλάτους που είναι σχεδόν παράλληλη µε τον άξονα της λαµπρότητας, δηλαδή κατά 
µήκος της ζώνης αστάθειας η θερµοκρασία των αστέρων είναι σχεδόν σταθερή, ενώ η 
λαµπρότητα αυξάνεται. Γνωρίζουµε ότι όσο µεγαλύτερη είναι η µάζα ενός άστρου τόσο 
µεγαλύτερη είναι και η λαµπρότητά του όταν περνάει από την ζώνη αστάθειας και επειδή τα 
άστρα φεύγουν από την κύρια ακολουθία ακολουθώντας σχεδόν οριζόντιες τροχιές µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι η σχέση µάζας λαµπρότητας που υπάρχει στην κύρια ακολουθία παραµένει. Τα 
παραπάνω µπορούµε να τα συνοψίσουµε χονδρικά στις παρακάτω σχέσεις    
 

4 2 4
* * * *, 4 , .eff effL M L R T T constπ σ∝ =  

 
Από τις σχέσεις αυτές µπορούµε να βγάλουµε το συµπέρασµα ότι η µέση πυκνότητα ενός άστρου 
σε σχέση µε την λαµπρότητά του είναι  
 

5 4*
* *3

*

M L
R

ρ −∝ ∝  

 
και όπως θα δείξουµε παρακάτω η µέση πυκνότητα συνδέεται µε την περίοδο της ταλάντωσης 
µέσω της σχέσης  
 

.constρΠ =  (0.4) 
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Από τις δύο τελευταίες σχέσεις φαίνεται ότι υπάρχει σχέση που συνδέει την περίοδο µε την 
λαµπρότητα ενός παλλόµενου αστέρα που διέρχεται από την  ζώνη αστάθειας η οποία είναι της 
µορφής  
 

10 10
8log log
5

L ∝ Π  (0.5) 

 
που είναι η ίδια µορφή µε την σχέση που έχουµε για τους κλασσικούς Κηφείδες.  
Υπάρχουν ακόµα δύο τύποι Κηφείδων, οι Κηφείδες πληθυσµού ΙΙ (ή αστέρες τύπου W Virginis) 
και οι νάνοι Κηφείδες (ή αστέρες τύπου δ Scuti).  
 
Οι W Virginis είναι όπως είπαµε άστρα πληθυσµού ΙΙ που βρίσκονται στην ζώνη αστάθειας. 
Εκτελούν ακτινικές ταλαντώσεις µε περιόδους από 2 ως 45 ηµέρες. Η διακύµανση στην 
λαµπρότητά τους είναι της ίδιας τάξης µε αυτή των κλασσικών Κηφείδων και γενικά οι καµπύλες 
φωτός τους µοιάζουν µε αυτές των κλασσικών Κηφείδων. Η διαφορά τους είναι ότι οι W Virginis 
είναι από εξελικτική άποψη µεγαλύτερης ηλικίας αστέρες που έχουν φύγει από το οριζόντιο 
κοµµάτι της εξελικτικής τους διαδροµής. Έτσι ενώ έχουν την ίδια λαµπρότητα µε τους 
κλασσικούς Κηφείδες, έχουν µικρότερη µάζα και άρα µικρότερη πυκνότητα. Αυτό έχει ως 
αποτέλεσµα για την ίδια περίοδο ανάπαλσης οι W Virginis να είναι τέσσερις φορές λιγότερο 
λαµπροί. Αυτή τους η οµοιότητα είχε µπερδέψει αρχικά τους αστρονόµους µε αποτέλεσµα να 
υπολογίζονται λάθος οι αποστάσεις των γαλαξιών. Η διόρθωση του λάθους είχε ως αποτέλεσµα 
την αναθεώρηση αυτών των αποστάσεων κατά ένα παράγοντα της τάξης του 2 (οι αποστάσεις 
διπλασιάστηκαν περίπου). 
 
Οι δ Scuti είναι άστρα µικρής µάζας που βρίσκονται χαµηλά στην ζώνη αστάθειας των Κηφείδων 
και κοντά στην κύρια ακολουθία. Είναι φασµατικού τύπου  F  και εκτελούν ακτινικές και µη 
ακτινικές ταλαντώσεις µε περιόδους που κυµαίνονται από 1 ως 3 ώρες. 
 
Οι αστέρες τύπου RR Lyrae είναι άλλος ένας σηµαντικός τύπος παλλόµενων αστέρων. Είναι 
άστρα πληθυσµού ΙΙ µε µικρή µάζα και εκτελούν ακτινικές ταλαντώσεις µε περίοδο από 1,5 ως 
24 ώρες. Βρίσκονται και αυτά στην περιοχή της ζώνης αστάθειας των Κηφείδων και 
συγκεκριµένα βρίσκονται λίγο πάνω από την περιοχή των δ Scuti και κάτω από την περιοχή των 
δ Cepheids καταλαµβάνοντας µια οριζόντια περιοχή σχεδόν σταθερής λαµπρότητας. Έχουν 
φασµατικό τύπο από  A  ως  F  µε απόλυτο µέγεθος περίπου +0,8 και το πλάτος της διακύµανσης 
τους είναι από 0,2 ως 2 µεγέθη. Έχει παρατηρηθεί κάποια από αυτά να ταλαντώνονται µε 2 
συχνότητες, την θεµελιώδη και την πρώτη αρµονική όπως θα δούµε παρακάτω, µε λόγο 
περιόδων 1 0 0,745P P ≈ . Τα άστρα αυτά παρατηρούνται στα σφαιρωτά σµήνη και βοήθησαν 
στον προσδιορισµό των αποστάσεων τους, λόγω της ιδιότητας που έχουν να έχουν σχεδόν 
σταθερή µέση λαµπρότητα. Γνωρίζοντας λοιπόν το φαινόµενο µέγεθος ενός άστρου RR Lyrae 
από την  
 

105 5logM m r− = −  
 
µπορούµε να υπολογίσουµε την απόστασή του και άρα την απόσταση του σφαιρωτού σµήνους. 
 
Χαµηλά στην ζώνη αστάθειας και κάτω από την κύρια ακολουθία στην περιοχή των λευκών 
Νάνων βρίσκονται οι µεταβλητοί αστέρες τύπου ZZ Ceti. Αυτοί οι αστέρες είναι λευκοί νάνοι 
που εκτελούν µη ακτινικές ταλαντώσεις µε πολύ µικρές περιόδους από 100 ως 1000 
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δευτερόλεπτα και µεταβολές στην λαµπρότητα από 0,001 µέχρι 0,2 µεγέθη στο ορατό. Αυτοί οι 
αστέρες αποτελούν τα πιο χαρακτηριστικά παραδείγµατα µη ακτινικά παλλόµενων αστέρων. 
Τα άστρα που έχουµε αναφέρει µέχρι τώρα βρίσκονται πάνω στην ζώνη αστάθειας και οι 
µηχανισµοί που ενεργοποιούν τις ταλαντώσεις τους σχετίζονται. Υπάρχουν όµως και παλλόµενοι 
µεταβλητοί αστέρες που βρίσκονται εκτός της ζώνης αστάθειας και παρακάτω θα αναφέρουµε 
τους βασικότερους. 
 
Οι αστέρες του τύπου β Cephei είναι µια ενδιαφέρουσα κατηγορία τέτοιων αστέρων. 
Χαρακτηριστικό άστρο αυτής της κατηγόριας είναι το β Canis Majoris. Τα άστρα αυτά είναι 
φασµατικού τύπου  O  µε  B  και βρίσκονται σε µια λεπτή ζώνη στο πάνω άκρο της κύριας 
ακολουθίας στην περιοχή των άστρων µε µάζες 10 20M− . Εκτελούν ακτινικές και µη 
ακτινικές ταλαντώσεις µε περίοδο από 3 ως 7 ώρες και πλάτος από 0,01 ως 0,3 µεγέθη στο 
ορατό. Ο ακριβής µηχανισµός που οδηγεί τις ταλαντώσεις αυτών των αστέρων δεν είναι 
γνωστός. 
 
Οι αστέρες τύπου Mira είναι και γνωστοί ως µακροπερίοδοι µεταβλητοί. Είναι ερυθροί Γίγαντες 
που εκτελούν ακτινικές ταλαντώσεις µε περιόδους από 80 ως 1000 µέρες και διακύµανση της 
λαµπρότητας από 2,5 ως 11 µεγέθη. Έχουν φασµατικούς τύπους  M, C και S και είναι άστρα µε 
µάζα µερικών ηλιακών µαζών. Συνήθως οι αστέρες πληθυσµού Ι έχουν περιόδους µεγαλύτερες 
των 200 ηµερών, ενώ οι αστέρες πληθυσµού ΙΙ έχουν περιόδους µικρότερες των 200 ηµερών. Τα 
άστρα αυτά µπορούµε να θεωρήσουµε ότι έχουν έναν σχεδόν συµπαγή πυρήνα και ένα τεράστιο 
εξωτερικό κέλυφος που κάνει την ταλάντωση. Η τόσο µεγάλη τους περίοδος οφείλεται στην πολύ 
µικρότερή τους µέση πυκνότητα, αφού είναι ουσιαστικά άστρα τα οποία έχουν αυξήσει µέχρι και 
100 φορές την ακτίνα τους. Μερικές φορές παρατηρούνται ενδείξεις µη κανονικότητας στην 
µεταβολή της λαµπρότητάς τους και υπάρχουν µοντέλα που προτείνουν την ύπαρξη 
ντετερµινιστικού χάους. 
 
Οι αστέρες τύπου RV Tauri είναι η τελευταία βασική κατηγορία παλλόµενων µεταβλητών 
αστέρων. Είναι παλλόµενοι Γίγαντες φασµατικού τύπου από  G  ως  K  µε σχετικά µεγάλη 
λαµπρότητα. Είναι κυρίως άστρα πληθυσµού ΙΙ. Εκτελούν ακτινικές ταλαντώσεις και έχουν 
χαρακτηριστική διακύµανση λαµπρότητας. Οι περίοδοί τους κυµαίνονται από 30 ως 150 ηµέρες 
και η µεταβολή της λαµπρότητάς τους φτάνει µέχρι και τα 3 µε 4 µεγέθη. Η θέση τους στο 
διάγραµµα H-R είναι κάπου ανάµεσα στους Κηφείδες και τους αστέρες τύπου Mira. Κάποιοι 
πιστεύουν ότι αυτού του τύπου τα άστρα είναι η µικρής µάζας συνιστώσα των άστρων τύπου 
Mira στο µεταβατικό στάδιο από τον κλάδο των Γιγάντων στους λευκούς Νάνους. 
 
Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι διάφορες περιοχές των µεταβλητών αστέρων καθώς και η 
ζώνη αστάθειας που διασχίζει το διάγραµµα H-R. Το σχήµα δείχνει και διάφορα άστρα τυπικά 
των διαφόρων περιοχών. 
 
Στην συνέχεια θα µελετήσουµε τους µηχανισµούς των ακτινικών ταλαντώσεων που θα µας 
δώσουν το φυσικό υπόβαθρο για το φαινόµενο των µεταβλητών αστέρων που περιγράψαµε 
παραπάνω. Έτσι θα δούµε γιατί και πως πάλλεται ένα άστρο, από τι εξαρτάται η συχνότητα της 
ταλάντωσης του και αν είναι ευσταθής αυτή η ταλάντωση. 
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1ο Κεφάλαιο. 
 
 
 
Πριν αρχίσουµε να µιλάµε για τις ταλαντώσεις ενός άστρου πρέπει πρώτα να δούµε τι χρειάζεται 
για την περιγραφή της δοµής του. Η περιγραφή της δοµής ενός άστρου θα γίνει µε την βοήθεια 
κάποιον µεγεθών όπως είναι η µάζα, η ακτίνα, η πυκνότητα, η πίεση κ.α., τα οποία θα είναι 
γενικά κάποιες συναρτήσεις. Οι συναρτήσεις αυτές θα σχετίζονται µεταξύ τους µέσο κάποιον 
εξισώσεων που θα λέγονται και εξισώσεις δοµής του αστέρα. Άρα λύνοντας τις εξισώσεις δοµής 
θα έχουµε την περιγραφή ενός αστέρα. 
 
Αρχικά θεωρούµε ότι τα άστρα είναι κατανοµές αερίων µαζών που δεν περιστρέφονται και στις 
οποίες οι µόνες δυνάµεις που επιδρούν είναι η βαρύτητα και η πίεση. Αύτη η αέρια κατανοµή θα 
είναι µια σφαιρικά συµµετρική κατανοµή. Λόγω της συµµετρίας θα χρειαστούµε µόνο µία 
χωρική µεταβλητή καθώς και µία χρονική µεταβλητή. Αν ως χορική µεταβλητή επιλέξουµε την 
απόσταση από το κέντρο του αστέρα, τότε θα έχουµε µια Eulerian περιγραφή του ρευστού µας.  
Αρχικά µας ενδιαφέρει να δούµε ποια θα είναι η κατανοµή της µάζας µέσα στο άστρο. Η µάζα θα 
είναι µια συνάρτηση της µορφής ( , )m r t  και θα µας χρειαστεί και η συνάρτηση της πυκνότητας 

( , )r tρ . Αν θεωρήσουµε έναν φλοιό µε πάχος dr  και εσωτερική ακτίνα r , τότε σε αυτόν θα 
περιέχετε µάζα  
 

2 24 4dm r dr r udtπ ρ π ρ= − (1.1) 
 
όπου ο πρώτος όρος είναι η µάζα που περιέχετε µέσα στον φλοιό την στιγµή t και ο δεύτερος 
όρος είναι η µάζα που µπαίνει ή βγαίνει από τον φλοιό λόγω της κίνησης του ρευστού. Από αυτή 
την εξίσωση έχουµε ότι  
 

24m r
r

π ρ∂
=

∂
 και 24m r u

t
π ρ∂

= −
∂

 

 
Βλέπουµε λοιπόν ότι για την περιγραφή µας πρέπει να πάρουµε υπόψη µας και τις κινήσεις του 
ρευστού. Προκειµένου να αποφύγουµε περίπλοκες εκφράσεις, λόγω της σφαιρικής συµµετρίας 
υπάρχει η δυνατότητα να χρησιµοποιήσουµε την µάζα ως ανεξάρτητη µεταβλητή πηγαίνοντας 
έτσι σε µια περιγραφή όπου το σύστηµα συντεταγµένων µας ακολουθεί την κίνηση του ρευστού. 
Αυτή η περιγραφή λέγεται Lagrangian περιγραφή του ρευστού. Θεωρώντας λοιπόν σφαίρες 
σταθερής µάζας, η εξίσωση που θα µας δίνει την ακτίνα ( , )r m t  θα είναι  
 

2

1
4

r
m rπ ρ
∂

=
∂

 (1.2) 

 
και αυτή ακριβός η διαφορική εξίσωση µας δίνει και τον µετασχηµατισµό από το ένα σύστηµα 
συντεταγµένων στο άλλο. 
 
Ας εξετάσουµε τώρα την εξίσωση της κίνησης του ρευστού µέσα στο άστρο. Αρχικά µπορούµε 
να θεωρήσουµε ότι ένα άστρο είναι µια κατανοµή ύλης σε ισορροπία και άρα δεν υπάρχουν 
επιταχύνσεις στο εσωτερικό του. ∆ηλαδή έχουµε ισορροπία δυνάµεων, οι οποίες όπως είπαµε και 
παραπάνω µπορούν να οφείλονται µόνο στην πίεση και την βαρύτητα. Αν θεωρήσουµε έναν 
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σφαιρικό φλοιό πάχους dr , τότε στο εσωτερικό του θα υπάρχει πίεση iP  και στο εξωτερικό του 
θα υπάρχει πίεση eP . Η µεταβολή της πίεσης θα είναι  
 

i e
PP P dr
r

∂
− = −

∂
 

 
και αυτή η διαφορά θα πρέπει να οφείλεται στο βάρος του σφαιρικού φλοιού και άρα θα έχουµε  
 

2 2

1
4

P Gmdmdr
r r rπ

∂
− =
∂

 

 

από όπου καταλήγουµε στην σχέση  2

P Gm
r r

ρ∂
= −

∂
 για την Eulerian περιγραφή και στην σχέση 

 

44
P Gm
m rπ
∂

= −
∂

 (1.3) 

 
για την Lagrangian περιγραφή. Οι παραπάνω εξισώσεις περιγράφουν το άστρο στην κατάσταση 
της υδροστατικής ισορροπίας., όπου δεν έχουµε καθόλου κινήσεις και οι δυνάµεις της πίεσης και 
του βάρους εξουδετερώνονται πλήρως. Αν θεωρήσουµε ότι οι δυνάµεις που ασκούνται σε ένα 
φλοιό δεν εξουδετερώνονται πλήρως, τότε θα έχουµε µια συνισταµένη δύναµη ανά µονάδα 
επιφάνειας που θα έχει ως αποτέλεσµα την επιτάχυνση του φλοιού. Θα έχουµε δηλαδή 
 

2

2 2 4

1
4 4

r P Gmdm dm dm
r t m rπ π

∂ ∂
= − −

∂ ∂
 

 
και άρα η εξίσωση που θα περιγράφει την κίνηση ενός σφαιρικού φλοιού θα είναι  
 

2

4 2 2

1
4 4

P Gm r
m r r tπ π
∂ ∂

= − −
∂ ∂

 (1.4) 

 
Από την εξίσωση αυτή µπορεί να οριστεί µια χρονική κλίµακα που να σχετίζεται µε τις κινήσεις 
του ρευστού που µπορεί να οφείλονται σε αποκλίσεις από την υδροστατική ισορροπία. Έτσι 

παίρνουµε την υδροστατική χρονική κλίµακα που είναι 
1 23

hydr
R

GM
τ

 
≈  
 

 και για την περίπτωση 

του Ήλιου είναι περίπου 27 λεπτά, ένας χρόνος αρκετά µικρός. 
Αυτές οι εξισώσεις περιγράφουν την δυναµική και κινηµατική κατάσταση του άστρου. Για την 
περιγραφή του άστρου χρειαζόµαστε ακόµα να ξέρουµε το ισοζύγιο της ενέργειας στο εσωτερικό 
του. Θεωρούµε έναν σφαιρικό φλοιό µάζας dm  και πάχους dr  και θεωρούµε ότι η ενέργεια ανά 
δευτερόλεπτο που µπαίνει στον φλοιό από το εσωτερικό είναι ( )l r  ενώ η ενέργεια που βγαίνει 
είναι l dl+ . Η επιπλέον ενέργεια µπορεί να οφείλεται στην παραγωγή ενέργειας από τις 
πυρηνικές αντιδράσεις µέσα στο άστρο ή λόγω συµπίεσης, εκτόνωσης, ψύξης ή άλλων 
θερµοδυναµικών διαδικασιών του φλοιού. Αν θεωρήσουµε ότι ο ρυθµός παραγωγής πυρηνικής 
ενέργειας ανά µονάδα µάζας είναι ε  τότε θα έχουµε για το κέλυφος 
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l dq
m dt

ε∂
= −

∂
 (1.5) 

 
όπου dq  είναι η θερµότητα ανά µονάδα µάζας που προστίθεται στο κέλυφος από τα γειτονικά 
στον χρόνο dt . Η παραπάνω σχέση από τον 1ο θερµοδυναµικό νόµο µπορεί να γραφτεί ως  

l u P
m t t

υε∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
 (1.6) 

 
όπου οι ποσότητες u  και υ  αντίστοιχα είναι οι εσωτερική ενέργεια και ο όγκος ανά µονάδα 
µάζας. Η παραπάνω εξίσωση χρησιµοποιώντας σχέσεις από την θερµοδυναµική µπορεί να 
εκφραστεί συναρτήσει της θερµοκρασίας και της πίεσης ως 
 

P
l T Pc
m t t

δε
ρ

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
 (1.7) 

 

όπου 
ln:
ln PT
ρδ ∂ = − ∂ 

 και ρ  η πυκνότητα. Αυτή η εξίσωση περιγράφει την διατήρηση της 

ενέργειας στο εσωτερικό του άστρου. Υπάρχει ακόµα ένας παράγοντας που πρέπει να 
συµπεριλάβουµε στην εξίσωση της διατήρησης της ενέργειας και αυτός είναι η ενέργεια που 
µεταφέρεται από τα νετρίνα. Έτσι αν είναι vε  ο ρυθµός µεταφοράς ενέργειας ανά µονάδα µάζας 
από τα νετρίνα, η εξίσωση θα πάρει την µορφή 
 

v P
l T Pc
m t t

δε ε
ρ

∂ ∂ ∂
= − − +

∂ ∂ ∂
 (1.8) 

 
Σε αυτό το σηµείο πρέπει να αναφέρουµε ακόµα δύο χαρακτηριστικές χρονικές κλίµακες. Η 
πρώτη χρονική κλίµακα περιγράφει τον χρόνο που θα χρειαζόταν ένα άστρο για να 

ακτινοβολήσει όλη του την βαρυτική ενέργεια και είναι g
KH

E
L

τ =  και λέγεται χρονική κλίµακα 

Kelvin-Helmholtz και η άλλη χρονική κλίµακα περιγράφει τον χρόνο που θα χρειαζόταν ένα 

άστρο για να ακτινοβολήσει όλη του την πυρηνική ενέργεια και είναι n
n

E
L

τ =  και λέγετε 

πυρηνική χρονική κλίµακα. Η χρονική κλίµακα Kelvin-Helmholtz µπορεί να εκφραστεί και 

συναρτήσει των µεγεθών του αστέρα οπότε και παίρνει την µορφή 
2

KHτ
2
GM

RL
≈ . Για τον Ήλιο οι 

δύο χρονικές κλίµακες είναι 71,6 10KHτ ≈ ⋅  χρόνια και 1110nτ ≈  χρόνια. Παρατηρούµε λοιπόν 

ότι ισχύει n KH hydrτ τ τ . Αυτό µας λεει ότι ανάλογα µε την διαδικασία που µελετάµε 
µπορούµε να απλοποιήσουµε τις εξισώσεις µας αγνοώντας όρους που εξελίσσονται σε χρονικές 
κλίµακες πολύ µεγαλύτερες από αυτές που µας ενδιαφέρουν.  
Μας χρειάζεται ακόµα να ξέρουµε και πως ακριβός µεταφέρεται η ενέργεια από την µία περιοχή 
του άστρου στην άλλη. Η ενέργεια στο εσωτερικό του άστρου µπορεί να µεταφερθεί µε δύο 
διαδικασίες, µε ακτινοβολία και µε µεταφορά. Για τη µεταφορά της ενέργειας µε ακτινοβολία, 
επειδή στο εσωτερικό του άστρου η µέση ελεύθερη διαδροµή των φωτονίων είναι πάρα πολύ 
µικρή (η 1ph κρ=  για την περίπτωση του Ήλιου είναι περίπου 2 cm), µπορούµε να 
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θεωρήσουµε ότι περιγράφετε από µια εξίσωση διάχυσης. Άρα η ροή της ενέργειας των φωτονίων 
θα προκύπτει από την γενική εξίσωση διάχυσης j D n= − ∇  όπου ο συντελεστής διάχυσης θα 

είναι 
1
3 phD c= , η πυκνότητα ενέργειας θα είναι 4n aT=  και η ροή της ενέργειας των 

φωτονίων θα είναι j F=  και λαµβάνοντας υπόψη µας και την σφαιρική συµµετρία θα έχουµε  
 

34
3
ac T TF

rκρ
∂

= −
∂

 (1.9) 

 
όπου κ  είναι ο συντελεστής απορρόφησης και a  η σταθερά ακτινοβολίας που συνδέεται µε την 
σταθερά των Stefan-Boltzmann µε την σχέση 4caσ = . Αν αντικαταστήσουµε µε την 

λαµπρότητα 24l r Fπ=  και παµε στις συντεταγµένες της µάζας η εξίσωση θα πάρει την τελική 
µορφή 
 

2 4 3

3
64

T l
m ac r T

κ
π

∂
= −

∂
 (1.10) 

 

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση 
34

3
ac T TF

rκρ
∂

= −
∂

 που περιγράφει την ροή της ενέργειας για τον 

µηχανισµό της ακτινοβολίας είναι της ίδιας µορφής µε την εξίσωση που περιγράφει την ροή 
ενέργειας λόγο αγωγής της θερµότητας, είναι δηλαδή της µορφής F k T= − ∇ . Έτσι µπορούµε 
να γράψουµε την ροή της ενέργειας και για τους δύο µηχανισµούς ως 
 

34 1 1
3 rad cd

ac TF T
ρ κ κ
 

= − + ∇ 
 

 (1.11) 

 
και ορίζοντας έναν γενικευµένο συντελεστή απορρόφησης κ µπορούµε να περιγράψουµε µε την 
εξίσωση (1.10) και τα δύο φαινόµενα. Αν επιπλέον ορίσουµε την βαθµίδα  
 

4

ln 3
ln 16rad

rad

T lP
P acG mT

κ
π

∂ ∇ = = ∂ 
 

 
τότε µπορούµε να γράψουµε την (1.10) ως  
 

44 rad
T GmT
m r Pπ
∂

= − ∇
∂

 (1.12) 

 
Η εξίσωση (1.12) µπορεί να περιγράψει την διάδοση της ενέργειας ακόµα και αν αυτή γίνεται µε 
µεταφορά απλά επιλέγοντας αντί για την rad∇  την κατάλληλη βαθµίδα ∇ που θα προέκυπτε από 
την κατάλληλη θεωρία µεταφοράς. Και σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να ορίσουµε µια 
χρονική κλίµακα adjτ , η οποία λέγεται χρονική κλίµακα της θερµοκρασιακής προσαρµογής και 
περιγράφει πόσο γρήγορα θα έχουµε µεταβολές σε ένα θερµοκρασιακό προφίλ. 
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Τελικά οι εξισώσεις που µας χρειάζονται για την περιγραφή ενός αστρικού µοντέλου, οι 
εξισώσεις δοµής δηλαδή, είναι οι εξισώσεις 
 

2

2

4 2 2

4

1
4

1
4 4

4

v P

r
m r

P Gm r
m r r t

l T Pc
m t t

T GmT
m r P

π ρ

π π
δε ε
ρ

π

∂
=

∂

∂ ∂
= − −

∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − − +
∂ ∂ ∂

∂
= − ∇

∂

 (1.13) 

 
και συµπληρώνονται από µια καταστατική εξίσωση και µια εξίσωση που περιγράφει την χρονική 
εξέλιξη της συγκέντρωσης των διαφόρων στοιχείων µέσα στο άστρο. 
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2ο Κεφάλαιο 
 
 
 
Στο προηγούµενο κεφάλαιο παρουσιάσαµε τις εξισώσεις που περιγράφουν την δοµή ενός άστρου 
στην κατάσταση της ισορροπίας. Για να µελετήσουµε τις ταλαντώσεις ενός άστρου όµως δεν 
αρκεί η µελέτη της ισορροπίας. Για την µελέτη των ταλαντώσεων θα πρέπει να µελετήσουµε 
διαταραχές γύρω από την ισορροπία. Θα θεωρήσουµε δηλαδή διαταραχές των µεγεθών που 
περιγράφουν την κατάσταση του άστρου και θα προσπαθήσουµε να µελετήσουµε τα 
χαρακτηριστικά των διαταραχών. 
 
Πριν µπούµε στην διαδικασία να µελετήσουµε µε αυστηρότητα τις διαταραχές από την 
ισορροπία ενός αστρικού µοντέλου, µπορούµε να βγάλουµε κάποια ποιοτικά συµπεράσµατα για 
τις αστρικές ταλαντώσεις από µια ποιοτική ανάλυση των µέσων τιµών των µεγεθών που 
περιγράφουν την δοµή ενός άστρου. Θεωρούµε λοιπόν ότι το άστρο µας χαρακτηρίζεται από τα 
µεγέθη 
 
Μ = ολική µάζα του άστρου 
R = ακτίνα του άστρου 

3

3
4

M
R

ρ
π

= = µέση πυκνότητα του άστρου 

P = µέση πίεση στο εσωτερικό του άστρου 

ad
P

P
ργ

ρ
∂

= Γ =
∂

= µέσος αδιαβατικός εκθέτης 

Έτσι στο εσωτερικό του άστρου στην κατάσταση ισορροπίας έχουµε δύο δυνάµεις που 
αλληλοεξουδετερώνονται. Οι δυνάµεις αυτές είναι η µέση άνωση και το µέσο βάρος που είναι   
 

2
2

4
3

PF
R

GMF G R
R

ανωση

βαρος
ρ πρ

=

= =
 

 
Αν τώρα θεωρήσουµε µια ακτινική διαταραχή στην οποία η επιφάνεια του άστρου από την 
ακτίνα R  έχει πάει στην ακτίνα  R+δR  τότε θα έχουµε διαταραχή στην µέση πυκνότητα και στην 
µέση πίεση που θα είναι  
 

4

33 3
4

3

M R R
R R

P PP P P P R
R

ρρ δρ ρ δ ρ δ
π

δ δρ δ
ρ

+ = − = −

Γ
+ = + Γ = −

 

 
Έτσι η αντίστοιχη αλλαγή στις δυνάµεις θα είναι  
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2

2

(3 1)

4 ( 5 ) 5
3

P P RF R F
R R R

RF G R F
R

ανωση ανωση

βαρος βαρος

δ δδ δ

δδ πρ δ

 = − = − Γ +  
 

 = − = −  
 

 

 
Η δύναµη επαναφοράς της διαταραχής µε βάση τα παραπάνω είναι  
 

5 (3 1)R RF F F F F
R Rβαρος ανωση βαρος ανωση
δ δδ δ    = − = − + Γ +   
   

 

 
και έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία επιτάχυνσης που θα είναι F Rρδ= − . Από τη σχέση 
αυτή και αν πάρουµε υπόψη µας ότι F Fανωση βαρος=   έχουµε τελικά την σχέση 
 

4 43
3 3

R G Rδ π ρ δ  = − Γ −  
  

 (2.1) 

 
Η σχέση αυτή ορίζει την συχνότητα του βασικού κανονικού τρόπου ταλάντωσης του άστρου   
 

2 44
3

Gω π ρ = Γ − 
 

 (2.2) 

 
Η σχέση για την συχνότητα των ακτινικών ταλαντώσεων στην οποία καταλήξαµε βλέπουµε ότι 
έχει κάποια ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά. Βλέπουµε λοιπόν ότι µας δίνει µια σχέση περιόδου-
πυκνότητας της µορφής .constρΠ =  (πράγµα το οποίο χρησιµοποιήσαµε για να βγάλουµε 
την σχέση περιόδου-λαµπρότητας των Κηφείδων) και επιπλέον µας δίνει µια συγκεκριµένης 
µορφής εξάρτηση της συχνότητας από τον µέσο αδιαβατικό εκθέτη. Βλέπουµε λοιπόν ότι όσο ο 

µέσος αδιαβατικός εκθέτης είναι µεγαλύτερος από 
4
3

 τότε το άστρο είναι δυναµικά ευσταθές και 

οι διαταραχές οδηγούν σε αρµονικές ταλαντώσεις ενώ αν ο µέσος αδιαβατικός εκθέτης γίνει 

µικρότερος από  
4
3

 τότε το άστρο είναι δυναµικά ασταθές σε διαταραχές µε αποτέλεσµα οι 

διαταραχές να αυξάνουν εκθετικά. Αν ο µέσος αδιαβατικός εκθέτης είναι 
4
3

 τότε το άστρο 

βρίσκεται σε αδιάφορη ισορροπία. Αυτά τα δύο βασικά χαρακτηριστικά που παρήγαγε αυτό το 
ποιοτικό µοντέλο παραµένουν και στις πιο αυστηρές αναλύσεις των ακτινικών ταλαντώσεων 
όπως θα δούµε στη συνέχεια.  
 
Προχωράµε λοιπόν στην αυστηρή µελέτη των διαταραχών. Θεωρούµε την λύση των εξισώσεων 
δοµής 0 0 0( ), ( ), ( )P m r m mρ  που περιγράφει ένα άστρο στην κατάσταση της υδροστατικής 
ισορροπίας. Αν για κάποιο λόγο διαταραχθεί η υδροστατική ισορροπία, τότε οι νέες συναρτήσεις 
που θα περιγράφουν το άστρο µας θα είναι οι  ( , ), ( , ), ( , )P m t r m t m tρ .  
Στην παρακάτω µελέτη µας θα θεωρήσουµε ότι οι διαταραχές από την ισορροπία θα είναι µικρές 
και µόνο στην ακτινική διεύθυνση και θα έχουν την ίδια τιµή παντού στην επιφάνεια κάθε 
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οµόκεντρης σφαίρας. Αυτές οι διαταραχές θα µας οδηγήσουν στην µελέτη και περιγραφή καθαρά 
ακτινικών ταλαντώσεων. Στο σηµείο αυτό να υπενθυµίσω ότι η περιγραφή της δοµής του άστρου 
γίνεται ως συνάρτηση της µάζας γιατί αυτό µας το επιτρέπει κατ' αρχήν η σφαιρική συµµετρία 
και γιατί απλοποιεί τις εξισώσεις µας καθώς στην περιγραφή µας ακολουθούµε τις κινήσεις του 
ρευστού κινούµενοι πάνω σε σφαίρες σταθερής µάζας, δηλαδή ακολουθούµε την Lagrangian 
περιγραφή του ρευστού.  
Μα βάση τα παραπάνω θεωρούµε για τις διαταραγµένες συναρτήσεις την µορφή 
 

0 1 0

0 1 0

0 1 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) 1 ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) 1 ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) 1 ( )

i t

i t

i t

P m t P m P m t P m p m e

r m t r m r m t r m x m e

m t m m t m d m e

ω

ω

ωρ ρ ρ ρ

 = + = + 
 = + = + 

 = + = + 

 

 
όπου οι διαταραχές έχουµε θεωρήσει ότι έχουν χρονική εξάρτηση της µορφής i te ω  και οι 
συναρτήσεις , ,p x d  είναι πολύ µικρές ( 1). 
Αν τώρα βάλουµε τις παραπάνω εκφράσεις στην εξίσωση κίνησης του ρευστού και κρατήσουµε 
µόνο όρους πρώτης τάξης ως προς τις διαταραχές θα έχουµε  
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει και την σχέση 0
4

04
P Gm
m rπ
∂

= −
∂

 που ικανοποιούν τα µεγέθη στην 

ισορροπία. Χρησιµοποιώντας και πάλι την σχέση της υδροστατικής ισορροπίας και την σχέση 
0

2 2
00 0 0 0

1 1
4 4

r
m m rr rπ ρ π ρ
∂ ∂ ∂

= ⇒ =
∂ ∂ ∂

 που ισχύει στην ισορροπία, η παραπάνω εξίσωση θα 

πάρει την µορφή 
 

2
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Με την παραπάνω διαδικασία οδηγηθήκαµε σε µια έκφραση που ικανοποιούν οι διαταραχές, 
χρησιµοποιώντας µία από τις εξισώσεις δοµής (συγκεκριµένα την εξίσωση κίνησης του 
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ρευστού), τις διαταραγµένες εκφράσεις των µεγεθών και τις εξισώσεις που ικανοποιούν τα 
µεγέθη στην υδροστατική ισορροπία. Επιπλέον έχουµε εκφράσει την διαφορική µας εξίσωση 
συναρτήσει της µεταβλητής 0r  της ισορροπίας. Αυτό είναι απόλυτα νόµιµο και µέσα στα πλαίσια 

της Lagrangian περιγραφής του ρευστού, αφού για το µέγεθος 0r  της ισορροπίας υπάρχει σαφής 
συναρτησιακή σχέση που το συνδέει µε τη µάζα m . Αν τώρα βάλουµε τις διαταραγµένες 

εκφράσεις µας στην εξίσωση δοµής  2

1
4

r
m rπ ρ
∂

=
∂

 θα πάρουµε  
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Αρα οι εξισώσεις που περιγράφουν τις διαταραχές µας είναι οι εξισώσεις  
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όπου έχουµε δύο διαφορικές εξισώσεις και τρεις άγνωστες συναρτήσεις , ,p x d . 
Θα θεωρήσουµε επιπλέον ότι οι διαταραχές µας εξελίσσονται τόσο γρήγορα ώστε δεν 
προλαβαίνουµε να έχουµε µεταφορά θερµότητας και άρα οι διαταραχές είναι αδιαβατικές. Αυτό 
σηµαίνει ότι θα έχουµε µια σχέση που θα συνδέει την διαταραχή στην πίεση µε την διαταραχή 
στην πυκνότητα και προκύπτει να είναι 
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και αυτή η εξίσωση κλίνει το σύστηµα των εξισώσεων που περιγράφουν τις διαταραχές. 
Συνολικά λοιπόν οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν την εξέλιξη των διαταραχών είναι  
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 (2.3) 

 
Παραγωγίζοντας την δεύτερη εξίσωση ως προς 0r και χρησιµοποιώντας τις άλλες δύο εξισώσεις 
έχουµε  
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Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει το πλάτος µιας διαταραχής ως συνάρτηση του βάθους 0r  
στον αστέρα και συγκεκριµένα περιγράφει το πλάτος µια ταλάντωσης µε συχνότητα ω . Για να 
ολοκληρωθεί η περιγραφή της ταλάντωσης χρειαζόµαστε ακόµα συνοριακές συνθήκες στο 
κέντρο και την επιφάνεια του αστέρα. Παρατηρούµε ότι στο κέντρο του άστρου ο συντελεστής 

µπροστά από τον όρο 
0

x
r
∂
∂

 απειρίζετε ενώ ο συντελεστής µπροστά από τον όρο x  παραµένει 

πεπερασµένος. Επειδή δεν θέλουµε η λύση µας να απειρίζετε στο κέντρο του αστέρα πρέπει να 

απαιτήσουµε την συνοριακή συνθήκη 
00 0

0
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x
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=

∂
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∂
. Συγκεκριµένα αν θεωρήσουµε ότι η λύση µας 

έχει την µορφή 2
0 1 0 2 0 ...x a a r a r= + + + , τότε για να έχει καλή συµπεριφορά η λύση πρέπει να 

είναι 1 0a =  και ( )2
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1 44 3
10 3

c
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P

ρ πω γ ρ
γ

 = − + −  
. Η συνοριακή συνθήκη για την 

επιφάνεια του αστέρα δεν είναι άλλη από την απαίτηση να µηδενίζετε η πίεση στην επιφάνεια, 

δηλαδή 0p =  που µεταφράζεται για το x  στη συνθήκη 
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. Τέλος αν 

πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση ( )
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µε 4
0 0r P  και χρησιµοποιώντας την εξίσωση της υδροστατικής ισορροπίας έχουµε τελικά 
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Αυτή η διαφορική εξίσωση µαζί µε τις γραµµικές και οµογενής συνοριακές συνθήκες που 
αναφέραµε παραπάνω αποτελούν ένα πρόβληµα ιδιοτιµών Sturm - Liouville. Οι ιδιότητες και οι 
ιδιοσυναρτήσεις των προβληµάτων Sturm-Liouville έχουν τις ιδιότητες : 
 
1. Υπάρχει µια άπειρη ακολουθία ιδιοτιµών 2

nω . 

2. Οι ιδιοτιµές 2
nω  είναι πραγµατικές και αποτελούν µια αύξουσα ακολουθία 

2 2 2
0 1 ..., nω ω ω →∞< < →∞ . 

3. Οι ιδιοσυνάρτηση 0x  της µικρότερης (θεµελιώδης) ιδιοτιµής 0ω  δεν έχει κανένα κοµβικό 
σηµείο στο διάστηµα 0 00 r R< < . Οι ιδιοσυναρτήσεις των ανώτερων ιδιοτιµών nω  (νιοστή 
αρµονική) έχουν αντίστοιχα n  κοµβικά σηµεία στο ίδιο διάστηµα. 

4. Οι κανονικοποιηµένες ιδιοτιµές nx  αποτελούν πλήρη βάση και είναι ορθογώνιες µεταξύ τους 

σύµφωνα µε την σχέση   
0 4

0 0 00

R

m n mnr x x drρ δ=∫ . 

 
Επειδή οι ιδιοσυναρτήσεις είναι πλήρης βάση, έχουµε την δυνατότητα να µελετήσουµε 
οποιαδήποτε διαταραχή αρκεί να την αναπτύξουµε στην βάση των ιδιοσυναρτήσεων και να 
µελετήσουµε την εξέλιξη της κάθε συνιστώσας.  
Τα παραπάνω αποτελέσµατα µας ανοίγουν τον δρόµο για την µελέτη της δυναµικής ευστάθειας 
ενός αστέρα. Αν η ιδιοτιµή 2

nω  είναι θετική, τότε η συχνότητα nω  θα είναι πραγµατική. Αυτό 

σηµαίνει ότι οι διαταραχές θα εξελίσσονται ως ni te ω  και άρα θα εκτελούν ταλάντωση µε σταθερό 
πλάτος. ∆ηλαδή θα έχουµε ένα δυναµικά ευσταθή αστέρα για τον δεδοµένο κανονικό τρόπο 
ταλάντωσης. Αν η ιδιοτιµή 2

nω  είναι αρνητική, τότε η συχνότητα nω  θα είναι φανταστική. 
Συγκεκριµένα µπορούµε να θεωρήσουµε ότι n iω χ± = ±  και οι διαταραχές θα εξελίσσονται ως 

te χ∓ . Αυτό σηµαίνει ότι θα υπάρχει µία συνιστώσα της διαταραχής που θα αυξάνει το πλάτος της 
εκθετικά µε τον χρόνο κυριαρχώντας στην εξέλιξη του συστήµατος. Σε αυτή την περίπτωση το 
σύστηµά µας είναι δυναµικά ασταθές. Τα δύο ενδεχόµενα που παρουσιάσαµε παραπάνω ορίζουν 
δύο περιοχές, την περιοχή της δυναµικής ευστάθειας και την περιοχή της δυναµικής αστάθειας. 
Οι δύο αυτές περιοχές χωρίζονται από την περίπτωση του 2

0 0ω =  που περιγράφει την περίπτωση 

της αδιάφορης ισορροπίας. Γιατί όµως επιλέγουµε την ιδιοτιµή 0ω  για να κάνουµε τον 
διαχωρισµό; Σύµφωνα µε τις ιδιότητες των προβληµάτων Sturm-Liouville οι ιδιοτηµές 

2 2
1 2, ,...ω ω  είναι µεγαλύτερες από την ιδιοτιµή 2

0ω , έτσι αν η 2
0ω  είναι θετική τότε όλες οι 

επόµενες ιδιοτηµές θα είναι και αυτές θετικές και αρα θα έχουµε δυναµική ευστάθεια σε κάθε 
περίπτωση. Αν η ιδιοτιµή 2

0ω  είναι αρνητική τότε είναι πιθανό να υπάρχει κάποιος 

πεπερασµένος αριθµός αρνητικών ιδιοτιµών εκτός της 2
0ω  για τις οποίες το άστρο θα είναι 

δυναµικά ασταθές. Άρα το πρόσηµο της ιδιοτιµής 2
0ω  διαχωρίζει τις δύο περιοχές. Από τι 

εξαρτάτε όµως το πρόσηµο της 2
0ω ; Ολοκληρώνοντας την παραπάνω διαφορική εξίσωση έχουµε  
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όπου ο συνοριακός όρος είναι µηδέν. Έτσι έχουµε τελικά για την 2

0ω  την σχέση  
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Όπως φαίνεται από την παραπάνω σχέση το πρόσηµο της ιδιοτιµής 2

0ω  εξαρτάται µόνο από την 
τιµή του αδιαβατικού εκθέτη. Αυτό οφείλεται στο ότι οι συναρτήσεις όπως η πυκνότητα και η 
µάζα που είναι µέσα στα ολοκληρώµατα είναι παντού θετικές, ενώ η ιδιοσυνάρτηση 0x  δεν έχει 
κόµβους όπως έχουµε αναφέρει και άρα κρατάει σταθερό το πρόσηµό της στο διάστηµα 

0 00 r R< < . Άρα θα έχουµε ( )2
0 3 4adsign signω γ= − , που σηµαίνει ότι για 4 3adγ >  

βρισκόµαστε σε κατάσταση δυναµικής ευστάθειας, ενώ για 4 3adγ <  βρισκόµαστε σε 
κατάσταση δυναµικής αστάθειας. Η σχέση για την θεµελιώδη συχνότητα µας δίνει άλλη µία 
πληροφορία που έχουµε συναντήσει και παραπάνω. Η ποσότητα  
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ρ
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µπορεί να θεωρηθεί ως ένα µέτρο της µέσης πυκνότητας και η σχέση που δίνει την θεµελιώδη 
συχνότητα µπορεί να πάρει την µορφή  
 

( )2
0

4 3 4
3 adGω π γ µρ= −  (2.6) 

 
όπου µ  είναι µια θετική σταθερά. Βλέπουµε λοιπόν ότι η γενική και αυστηρή ανάλυση που 
έχουµε κάνει για τις ακτινικές ταλαντώσεις παράγει την περίφηµη σχέση περιόδου-πυκνότητας 
που έχουµε ξανασυναντήσει.  
 
Έτσι ο αστέρας δ Cephei έχει µέση πυκνότητα 4 35,6 10 gr cmρ − −= ⋅ ⋅  και περίοδο περίπου 129 

ώρες ή 5,4 ηµέρες. Αυτό σηµαίνει ότι η σχέση .constρΠ =  µας δίνει την τιµή 0,128  για τη 

σταθερά, όπου η περίοδος µετριέται σε ηµέρες και η πυκνότητα σε 3gr cm−⋅ . Αν θεωρήσουµε 
έναν ερυθρό γίγαντα µε µάζα 1M  και ακτίνα 300R  τότε η περίοδος είναι 560 ηµέρες ενώ για 

έναν αστέρα νετρονίων µε µέση πυκνότητα 6 310 gr cmρ −= ⋅  η περίοδος είναι περίπου 11 
δευτερόλεπτα. Βλέπουµε λοιπόν ότι η παραπάνω περιγραφή αναπαράγει τις παρατηρούµενες 
περιόδους ανάπαλσης των µεταβλητών τύπου Mira και τύπου ZZ Ceti που θεωρείται ότι ανήκουν 
στην κατηγορία των αστέρων που πάλλονται µε αυτόν τον µηχανισµό. 
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 3ο Κεφάλαιο 
 
 
 
Στην παραπάνω περιγραφή επειδή θεωρήσαµε αδιαβατικές διαταραχές, δεν χρειάστηκε να 
πάρουµε υπόψη µας στην µελέτη τον µηχανικών ταλαντώσεων τις άλλες δυο εξισώσεις δοµής 
που αφορούν την λαµπρότητα και την θερµοκρασία. Στην πραγµατικότητα όµως οι µεταβολές 
στο άστρο δεν είναι αδιαβατικές αφού από τις ταλαντώσεις επηρεάζονται ο ρυθµός µε τον οποίο 
ρέει η θερµότητα και ο ρυθµός παραγωγής πυρηνικής ενέργειας. Επειδή όµως η ταλάντωση 
εξελίσσεται στην υδροστατική χρονική κλίµακα οι διαδικασίες είναι µε καλή ακρίβεια σχεδόν 
αδιαβατικές.  
 
Έτσι για τις αδιαβατικές ταλαντώσεις που θεωρήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο θα έχουµε από 
την εξίσωση ιδιοτιµών (2.4) τις ιδιοσυναρτήσεις ( )n

adx  από τις οποίες µπορούµε απευθείας να 

υπολογίσουµε τις ( )n
add  και ( )n

adp  από τις εξισώσεις 0
0

3xr x d
r
∂

= − −
∂

 και  adp dγ= . Αν επιπλέον 

θεωρήσουµε ότι οι διαταραχές στην θερµοκρασία και την λαµπρότητα είναι της µορφής  
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η αδιαβατική θερµοβαθµίδα που ορίζεται µέσω της σχέσης  
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lnad

S

T
P

∂ ∇ =  ∂ 
 

 
θα µας δώσει την µεταβολή στην θερµοκρασία ως ( ) ( )n n

ad ad adpθ = ∇  γιατί θα έχουµε  
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και η διαταραχή της λαµπρότητας θα είναι µηδέν λόγω αδιαβατικότητας.  
 
Για την πλήρη ανάλυση του µη αδιαβατικού προβλήµατος θα πρέπει να υπολογίσουµε και τις 
διαταραγµένες εξισώσεις για την διατήρηση της ενέργειας και την µεταφορά της θερµότητας. 
Έτσι αν στην (1.8) εισάγουµε τις διαταραγµένες ποσότητες και επιπλέον θεωρήσουµε ότι ο 
διαταραγµένος ρυθµός παραγωγής πυρηνικής ενέργειας είναι από το ανάπτυγµα Taylor  
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θα πάρουµε την εξίσωση 
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από όπου κρατώντας µόνο τους όρους πρώτης τάξης ως προς τις διαταραχές έχουµε  
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 ∂ ∂ ∂  = − − − − − ⇒   ∂ ∂ ∂         

 

( )0 0

0 0 0

0 0

T P

P

Pp i p
m l P

c T

ε δλ θλ ε θ ε ω
ρ δ

ρ

 
 

∂  = − − − − − ∂  
     

 (3.1) 

 

όπου έχουµε ορίσει τις ποσότητες 
0

ln
lnT T
εε ∂

=
∂

 και 
0

ln
lnP P
εε ∂

=
∂

. Η (3.1) είναι η διαταραγµένη 

εξίσωση διατήρησης της ενέργειας και συνοδεύεται από την συνοριακή συνθήκη η λαµπρότητα 
στο κέντρο να είναι µηδέν, δηλαδή 0 0

0
m

l λ
=
= , και την συνοριακή συνθήκη η λαµπρότητα στην 

επιφάνεια να είναι 2 44L R Tπ σ=  που µας δίνει την σχέση 
0 0 0 0 0 0

2 4
r R r R r R

xλ θ
= = =

= + . Μας 

µένει ακόµα η εξίσωση (1.10) από την οποία εισάγοντας τις διαταραγµένες ποσότητες έχουµε  
 

0 0
0 00

4 32 4 3
0 0

(1 )
(1 ) 3

64 (1 ) (1 )

i t
i t

i t i t

T P l e
T PT e

m ac r xe T e

ω
ω

ω ω

κ κκ λ
θ

π θ

 ∂ ∂
+ ∆ + ∆ + ∂ ∂∂ +  = −

∂ + +
 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το ανάπτυγµα 0
0 0

( , )T P T P
T P
κ κκ κ ∂ ∂

= + ∆ + ∆
∂ ∂

 για τον συντελεστή 

απορρόφησης όπως είχαµε κάνει και για τον ρυθµό παραγωγής πυρηνικής ενέργειας. Κρατώντας 
όρους πρώτης τάξης η εξίσωση θα γίνει  
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0T
m

∂
∂

0 0 0
0 4 32

0 0

3 1
64

i t i tT le T e
m m ac r T

ω ω κθθ
π

∂ ∂
+ + = −
∂ ∂

0

0 0

0

0 0

0 0
4 42

00 0

0

4 3

3 ln
64 ln

ln 4 4
ln

i t

i t i t i t i t

T e
T

P pe e xe e
P

l
m ac Tr T

p x
P

ω

ω ω ω ω

κ θ
κ

κ λ θ
κ

κθ κ θ
π

κ λ θ

 ∂
+ ∂

∂
+ + − − ∂ 

∂ ∂
= − ∂ ∂

∂
+ + − − ∂ 

 

 
και την σχέση αυτή µετά από πράξεις την φέρνουµε στην µορφή  
 

( )0 0
4 42

0 0

3 4 4
64 P T

l p x
m ac r T

κθ κ κ θ λ
π

∂
= − + − + −  ∂

 (3.2) 

 

όπου έχουµε ορίσει τις ποσότητες 
0

ln
lnT T
κκ ∂

=
∂

 και 
0

ln
lnP P
κκ ∂

=
∂

. Έτσι οι εξισώσεις (3.1) και 

(3.2) ολοκληρώνουν το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τις µη 
αδιαβατικές ταλαντώσεις. Η επίλυση αυτού του συστήµατος είναι πολύ δύσκολη και για αυτό το 
λόγο προκειµένου να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατα για τις µη αδιαβατικές ταλαντώσεις θα 
κάνουµε την προσέγγιση της ηµι-αδιαβατικότητας. ∆ηλαδή θα θεωρήσουµε ότι οι ταλαντώσεις 
είναι σχεδόν αδιαβατικές και άρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις ιδιοσυναρτήσεις ( )n

adx , 
( )n
adp  και ( ) ( )n n

ad ad adpθ = ∇  αλλά οι αποκλίσεις από την αδιαβατικότητα θα έχουν αποτέλεσµα 
µεταβολές της λαµπρότητας που θα δίνονται από τη σχέση  
 

( )
4 42

0 0

0 0

64 4 4
3

ad
ad P ad T ad

acr T x p
l m

π θλ κ κ θ
κ

∂
= − + − + −

∂
 (3.3) 

 
Στην µελέτη των αδιαβατικών ταλαντώσεων επειδή δεν είχαµε µεταφορά ενέργειας προς και από 
την ταλάντωση του άστρου, το πλάτος παρέµενε σταθερό. Σε αυτή την περίπτωση η µη 
αδιαβατικότητα δίνει την δυνατότητα στην ταλάντωση να κερδίζει ή να χάνει ενέργεια και άρα 
να αυξάνεται ή να ελαττώνεται το πλάτος της. Αυτό σηµαίνει ότι αν σε κάποια φάση της εξέλιξής 
του ένα άστρο αναγκαστεί να κάνει κάποια ταλάντωση, τότε ανάλογα µε το αν θα µπορεί να την 
τροφοδοτήσει µε ενέργεια ή όχι, η ταλάντωση θα ενισχύεται ή θα αποσβένεται. Αυτό εισάγει την 
έννοια της ταλαντωτικής ευστάθειας. Αν δηλαδή σε ένα άστρο που κάνει αρµονική ταλάντωση, 
προκειµένου να µην ελαττωθεί το πλάτος της ταλάντωσης πρέπει να του εισάγουµε ενέργεια (το 
έργο W  που παράγεται είναι αρνητικό) τότε λέµε ότι το άστρο είναι ταλαντωτικά ευσταθές. Αν 
προκειµένου να µην αυξηθεί το πλάτος πρέπει να του αφαιρέσουµε ενέργεια (το έργο W  που 
παράγεται είναι θετικό) τότε το άστρο είναι ταλαντωτικά ασταθές. Για να µελετήσουµε την 
ταλαντωτική ευστάθεια θεωρούµε λοιπόν ένα φλοιό µάζας dm  που κερδίζει στην µονάδα του 

χρόνου και ανά µονάδα µάζας ενέργεια 
dq
dt

. Αν επιπλέον θεωρήσουµε ότι η λαµπρότητα 

µεταβάλετε ως 0 (1 cos )l l tλ ω= + , από την (1.5) θα έχουµε  
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0
dq l
dt m

ε ε∂
= − =

∂
0l

m
δε ∂

+ −
∂

0 cosl t
m
λ ω∂

−  

 
όπου οι όροι της ισορροπίας απλοποιούνται και µας δίνουν ότι η ενέργεια που προσφέρεται 
τελικά είναι   

0 cosldq t
dt m

λδε ω∂
= −  

 
Για να υπολογίσουµε το έργο θα χρησιµοποιήσουµε τον πρώτο θερµοδυναµικό νόµο για το 

χρονικό διάστηµα µίας περιόδου 
dqdW dm dt
dt

= ∫  όπου πρέπει να υπολογίσουµε το 

ολοκλήρωµα 
dq dt
dt∫ . Επειδή η όλη διαδικασία θεωρούµε ότι είναι κυκλική η µεταβολή της 

εντροπίας θα πρέπει να είναι µηδέν. Έτσι αν θεωρήσουµε 0 (1 cos )adT T tθ ω= +  θα έχουµε 
 

0

0

1 0
(1 cos )

1
ad

ds dqds dt dt
dt T t dt

T

θ ω
= = = ⇒

+∫ ∫ ∫

0

1dq dt
dt T

−∫ cos 0ad
dqt dt
dt

θ ω =∫
 

 
που µας δίνει για το έργο την σχέση  
 

0
0 0

0

cos cos cos

cos

M M

ad ad

M

ad

ldqW dm t dt dm t t dt
dt m

W dm tdt

λθ ω θ ω δε ω

θ δε ω

∂ = = − ⇒ ∂ 

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ 20
0

cos
M

ad
ldm tdt
m
λθ ω∂

− ⇒
∂∫ ∫

 

20
0 00 0

cos
M M

ad ad
lW dm tdt l dm
m m
λ π λθ ω θ λε

ω
∂ ∂ = − = − + ⇒ ∂ ∂ ∫ ∫ ∫  

0 00

M

adW l dm
m

π λθ λε
ω

∂ = − + ∂ ∫  (3.4) 

 
όπου το ολοκλήρωµα ως προς το cos tω  σε µία περίοδο έχει µηδενική συνεισφορά. Όταν το 
έργο που υπολογίζεται από τη σχέση (3.4) είναι 0W >  τότε οι ταλαντώσεις διεγείρονται και 
αυξάνει το πλάτος τους και όταν 0W <  οι ταλαντώσεις αποσβένονται και το πλάτος τους 
ελαττώνεται. Η εξίσωση (3.4) µπορεί να µας οδηγήσει σε δύο µηχανισµούς διέγερσης και 
συντήρησης των ταλαντώσεων. 
 
Αν θεωρήσουµε ότι βρισκόµαστε σε περιοχή του άστρου όπου δεν έχουµε παραγωγή ενέργειας, 
τότε ο όρος µε το 0ε  δεν συνεισφέρει στο έργο και άρα το ολοκλήρωµα θα είναι  
 

00

M

adW l dm
m

π λθ
ω

∂
= −

∂∫  (3.5) 
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Αυτό µας λέει ότι από τη συµπεριφορά του 
m
λ∂
∂

 θα εξαρτάτε η ευστάθεια της ταλάντωσης. Έτσι 

θεωρώντας µια περιοχή του άστρου κοντά στην επιφάνεια όπου προφανώς δεν θα έχουµε 
παραγωγή πυρηνικής ενέργειας, η ταλάντωση θα έχει την µορφή 0 (1 cos )adr r x tω= +  όπου θα 
είναι 0adx >  καθώς θεωρούµε ότι αρχικά το άστρο έχει εκτονωθεί. Αυτό σηµαίνει ότι η 

διαταραχή στην θερµοκρασία και την πίεση θα είναι , 0ad adpθ <  στην περιοχή που µελετάµε.  
Αν επιπλέον θεωρήσουµε ότι το άστρο εκτελεί ταλάντωση µε τον θεµελιώδη κανονικό τρόπο 
ταλάντωσης, τότε η διαταραχή της θερµοκρασίας δεν θα αλλάζει πουθενά πρόσηµο. Αυτό 

σηµαίνει ότι αφού 0adθ <  παντού η σχέση (3.5) θα δίνει θετικό έργο 0W >  για 0
m
λ∂
>

∂
 και 

αρνητικό έργο 0W <  για 0
m
λ∂
<

∂
. Για να δούµε από ποιους παράγοντες εξαρτάτε το 

m
λ∂
∂

 θα 

χρησιµοποιήσουµε την σχέση (3.3) από την οποία θα πάρουµε  
 

( )
4 42

0 0

0 0

64 4 4
3

ad
ad ad P ad T ad

acr T x p
m m l m m

π θλ θ κ κ
κ

 ∂∂ ∂ ∂
= − + + − +∇    ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (3.6) 

 
όπου βλέπουµε ότι ο πρώτος παράγοντας στα δεξιά της εξίσωσης έχει συµπεριφορά που 
εξαρτάτε µόνο από τα χαρακτηριστικά της ταλάντωσης, ενώ ο δεύτερος παράγοντας έχει 
συµπεριφορά που εξαρτάτε και από τον συντελεστή απορρόφησης της ατµόσφαιρας, δηλαδή την 
αδιαφάνειά της. Έτσι αν η διαµόρφωση της αδιαφάνειας είναι κατάλληλη τότε µπορεί µε αυτό 
τον µηχανισµό να έχουµε τροφοδότηση των ταλαντώσεων και ενίσχυση του πλάτους τους. Για 
παράδειγµα κοντά στην επιφάνεια ενός άστρου όπου έχουµε µεγάλο πλάτος ταλάντωσης και άρα 
µεγάλη εκτόνωση, θα έχουµε κατά απόλυτη τιµή µεγάλο πλάτος για την διαταραχή της πίεσης, το 
οποίο καθώς θα πηγαίνουµε προς το εσωτερικό του άστρου θα ελαττώνεται. Αλλά επειδή θα 

έχουµε και 0adp <  λόγω εκτόνωσης θα είναι 0adp
m

∂
<

∂
. Αν επιπλέον θεωρήσουµε για απλότητα 

ότι οι ποσότητες , ,P ad Tκ κ∇  είναι σταθερές τότε φαίνεται από την (3.6) ότι θετικό 

( )P ad Tκ κ+∇  οδηγεί σε θετική συνεισφορά για το λ  και άρα ενίσχυση της ταλάντωσης. Πρέπει 
να επισηµάνουµε ότι την σηµαντικότερη συνεισφορά στην εξίσωση (3.6) την έχουν οι όροι µε τις 
πρώτες παραγώγους της πίεσης και της θερµοκρασίας, δηλαδή  
 

( )4 ad ad
ad P ad T

p p
m m m
λ κ κ∂ ∂∂

∇ − +∇
∂ ∂ ∂
∼  

 
όπου βλέπουµε πως σύµφωνα µε αυτά που είπαµε παραπάνω ο δεύτερος όρος είναι θετικός και 
είναι αποσταθεροποιητικός παράγοντας ενώ ο πρώτος όρος είναι αρνητικός και έχει την τάση να 
προκαλεί απόσβεση των ταλαντώσεων. Σηµαντικός παράγοντας που µπορεί να ενεργοποιήσει 
αυτόν τον µηχανισµό για την τροφοδότηση των ταλαντώσεων είναι ο ιονισµός του αστρικού 
υλικού, γιατί από τον ιονισµό εξαρτάτε η αδιαβατική θερµοβαθµίδα. Έτσι σε µια ζώνη ιονισµού 
η ελάττωση του ad∇  µπορεί να προκαλέσει ενίσχυση του δεύτερου όρου έναντι του πρώτου και 
άρα αστάθεια.  
Ο παραπάνω µηχανισµός είναι ο µηχανισµός στον οποίο οφείλεται η ζώνη αστάθειας που είδαµε 
πως υπάρχει στο διάγραµµα H-R και στην οποία βρίσκονται οι Κηφείδες, οι W Virginis, οι δ 
Scuti, οι RR Lyrae και οι ZZ Ceti. 
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Ο πρώτος µηχανισµός διέγερσης των ταλαντώσεων στηριζόταν στην αδιαφάνεια κάποιων 
στρωµάτων του αστέρα. Ο δεύτερος µηχανισµός στηρίζεται στον ρυθµό παραγωγής της 
πυρηνικής ενέργειας. Θεωρούµε λοιπόν ότι βρισκόµαστε σε µια περιοχή στο εσωτερικό του 
άστρου όπου κυριαρχεί η παραγωγή πυρηνικής ενέργειας. Σε αυτή την περιοχή θα θεωρήσουµε 
ότι η διαταραχή στην λαµπρότητα οφείλεται µόνο στην διαταραχή του ρυθµού παραγωγής 

ενέργειας, δηλαδή 0 0 ( )p ad T adl p
m
λ ε ε ε θ∂
= +

∂
, και η εξίσωση (3.4) που δίνει το έργο θα πάρει 

την µορφή 
 

( )

( )

0 00

00

( )

( )

M

ad p ad T ad

M

ad p ad T ad

W p dm

W p dm

π θ λε ε ε ε θ
ω
π θ ε λ ε ε
ω

= − + + ⇒

= − + +∇

∫

∫
 

 
όπου βλέπουµε πως το έργο εξαρτάται από τον παράγοντα p ad Tε ε+∇ , δηλαδή εξαρτάτε από το 
πως µεταβάλλεται ο ρυθµός παραγωγής της πυρηνικής ενέργειας. Φυσικά τα παραπάνω ισχύουν 
µόνο στην περιοχή όπου 0 0ε ≠ . Το πρόβληµα αυτού του µηχανισµού είναι ότι δρα κοντά στο 
κέντρο του άστρου, όπου παράγεται η πυρηνική ενέργεια, και εκεί τα πλάτη των διαταραχών 
είναι πολύ µικρότερα από ότι στην επιφάνεια µε αποτέλεσµα το έργο να είναι µικρό και να µην 
µπορεί αυτός ο µηχανισµός να υπερνικήσει τις αποσβέσεις συνολικά στο άστρο. Όταν όµως για 
κάποιο µοντέλο η πίεση της ακτινοβολίας έχει σηµαντική συνεισφορά ή ακόµα και την 
σηµαντικότερη τότε παρατηρείται ότι το πλάτος της ταλάντωσης στο εσωτερικό είναι συγκρίσιµο 
µε το πλάτος στην επιφάνεια µε αποτέλεσµα ο µηχανισµός να υπερισχύει των αποσβέσεων. 
Αυτές τις συνθήκες τις συναντάµε σε άστρα µεγάλης µάζας που βρίσκονται στο άνω άκρο της 
κύριας ακολουθίας.  
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4ο Κεφάλαιο 
 
 
 
Σε αυτό το σηµείο θα αναφέρουµε κάποια στοιχεία για τις ακτινικές ταλαντώσεις των 
σχετικιστικών αστέρων. Επειδή µια αυστηρή περιγραφή θα ξέφευγε από τα πλαίσια αυτής της 
εργασίας θα δούµε κάποια βασικά στοιχεία µέσα από το ποιοτικό µοντέλο που χρησιµοποιήσαµε 
και στην αρχή της περιγραφής των Νευτώνειων ακτινικών ταλαντώσεων. Έτσι ορίζουµε και πάλι 
τις ποσότητες 
Μ = ολική µάζα του άστρου 
R = ακτίνα του άστρου 

3

3
4

M
R

ρ
π

= = µέση πυκνότητα του άστρου 

P = µέση πίεση στο εσωτερικό του άστρου 

ad
P

P
ργ

ρ
∂

= Γ =
∂

= µέσος αδιαβατικός εκθέτης 

Στο εσωτερικό του άστρου πάλι θα  έχουµε τις δύο δυνάµεις της µέσης άνωσης και του µέσου 
βάρους να αλληλοεξουδετερώνονται. Η διαφορά όµως από την Νευτώνεια περίπτωση είναι ότι η 
δύναµη του βάρους στην σχετικότητα θα έχει πιο περίπλοκη µορφή η οποία προκύπτει από την 
εξίσωση Oppenheimer-Volkov 
 

3( )( ( ) 4 )
( 2 ( ))

dP P m r r P
dr r r m r

ρ π+ +
= −

−
 (4.1) 

 
και µπορεί να γραφτεί υπό µορφή αναπτύγµατος ως  
 

3 1
2 2 2 2

( ) 2 ( )(1 )(1 4 )(1 )
( )

dP Gm r P P Gm rr
dr r c m r c rc

ρ π
ρ

−= − + + −  (4.2) 

 
Έτσι οι µέσες δυνάµεις θα είναι  
 

3 1
2 2 2 2

2(1 )(1 4 )(1 )

PF
R

GM P P GMF R
R c Mc Rc

ανωση

βαρος
ρ π

ρ
−

=

= + + −
 

 
Το µέσο βάρος σε πρώτη προσέγγιση µπορεί να πάρει την µορφή  
 

2 2

2 2 2 3 2 2

2
2 3 3

2

2 4

4 4 44
3 3 3

GM GMP G M GR PF
R R c R c c

G GG R R P R
c c

βαρος
ρ ρ π ρ

π ππρ ρ ρ

= + + + =

 = + +  
 

 

 



 25

Αν τώρα θεωρήσουµε πάλι µια ακτινική διαταραχή στην οποία η επιφάνεια του άστρου από την 
ακτίνα R  έχει πάει στην ακτίνα  R+δR  τότε θα έχουµε διαταραχή στην µέση πυκνότητα και στην 
µέση πίεση που θα είναι  
 

4

33 3
4

3

M R R
R R

P PP P P P R
R

ρρ δρ ρ δ ρ δ
π

δ δρ δ
ρ

+ = − = −

Γ
+ = + Γ = −

 

 
Έτσι η αντίστοιχη αλλαγή στις δυνάµεις θα είναι  
 

2

2
2

(3 1)

4 4( 5 ) 4 ( 2 3 )
3 3

P P RF R F
R R R

GF G R P R
c

ανωση ανωση

βαρος

δ δδ δ

πδ πρ δ ρ δ

 = − = − Γ +  
 

= − + − − Γ

 

 
Η δύναµη επαναφοράς της διαταραχής µε βάση τα παραπάνω είναι  
 

2
2

4 4( 5 ) 4 ( 2 3 ) (3 1)
3 3

G RF F F G R P R F
c Rβαρος ανωση ανωση
π δδ δ πρ δ ρ δ  = − = − + − − Γ + Γ +  

 
 

 
και έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία επιτάχυνσης που θα είναι F Rρδ= − . Από τη σχέση 
αυτή και αν πάρουµε υπόψη µας ότι F Fανωση βαρος=   έχουµε τελικά την σχέση 
 

( )2

4 4 43 2 3
3 3

MR G R
Rc

δ π ρδ  = − Γ − − + Γ    
 (4.3) 

 
Η σχέση αυτή ορίζει την συχνότητα του βασικού κανονικού τρόπου ταλάντωσης του άστρου   
 

( )2
2

4 4 43 2 3
3 3

M G
Rc

ω π ρ  = Γ − − + Γ    
 (4.4) 

 
όπου βλέπουµε ότι αν θεωρήσουµε πως το άστρο είναι Νευτώνειο, δηλαδή στο όριο όπου 
c →∞ , τότε καταλήγουµε στο αποτέλεσµα που είχαµε βγάλει και παραπάνω που λέει ότι όσο ο 

µέσος αδιαβατικός εκθέτης είναι µεγαλύτερος από 
4
3

 τότε το άστρο είναι ευσταθές και οι 

διαταραχές οδηγούν σε αρµονικές ταλαντώσεις ενώ αν ο µέσος αδιαβατικός εκθέτης γίνει 

µικρότερος από  
4
3

 τότε το άστρο είναι ασταθές σε διαταραχές µε αποτέλεσµα οι διαταραχές να 

αυξάνουν εκθετικά. Η διαφοροποίηση στην σχετικιστική περίπτωση είναι ότι ο επιπλέον όρος 
που προκύπτει από τις σχετικιστικές διορθώσεις έχει ως αποτέλεσµα η κρίσιµη τιµή του 

αδιαβατικού εκθέτη για την οποία έχουµε αστάθεια να είναι µεγαλύτερη του 
4
3

. Άρα βλέπουµε 
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ότι οι σχετικιστικές διορθώσεις εισαγάγουν επιπλέον αστάθειες. Τα παραπάνω ποιοτικά 
αποτελέσµατα προκύπτουν και από πιο αυστηρή διερεύνηση των ακτινικών ταλαντώσεων. 
Συγκεκριµένα µια πιο αυστηρή µελέτη θα µας έδινε πάλι ένα πρόβληµα ιδιοτηµών Sturm-
Liouville όπως προέκυψε µε τις Νευτώνειες ακτινικές ταλαντώσεις που θα έχει ακριβός τις ίδιες 
ιδιότητες όσων αφορά τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιοσυναρτήσεις.  
 
Η χρήση ενός σχετικιστικού µοντέλου για την περιγραφή των ακτινικών ταλαντώσεων 
αποδεικνύεται πως έχει νόηµα µόνο για Αστέρες Νετρονίων και για άστρα πολύ µεγάλης µάζας 
(µάζες της τάξης των 100M ) τα οποία είναι πλήρως σχετικιστικά, ενώ ακόµα και για λευκούς 
Νάνους τα σχετικιστικά φαινόµενα δεν είναι αρκετά σηµαντικά για να έχουν αισθητό 
αποτέλεσµα. 
 
Ένα ενδιαφέρον αποτέλεσµα της µελέτης της ευστάθειας των Αστέρων Νετρονίων µέσω των 
ακτινικών τους ταλαντώσεων είναι ότι εµφανίζεται άνω όριο στην κεντρική πυκνότητα που 
µπορεί να έχει ένα τέτοιο άστρο. Αυτό οφείλεται στο ότι από κάποια τιµή της κεντρικής 
πυκνότητας1 και πάνω, ο θεµελιώδης κανονικός τρόπος ταλάντωσης είναι ασταθής και αυτό έχει 
ως αποτέλεσµα να εµφανίζεται άνω όριο στην µάζα των Αστέρων Νετρονίων. Το όριο αυτό 
λέγεται όριο Oppenheimer -Volkoff. 
 

                                                           
1 Πρέπει να επισηµάνουµε ότι για την µελέτη των Αστέρων Νετρονίων στα µοντέλα χρησιµοποιούνται 
πολυτροπικές καταστατικές εξισώσεις, αφού οι ιδιότητες της ύλη στο εσωτερικό τους µπορούν να 
περιγραφούν γενικά παντού µε αυτή τη µορφή. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τα µοντέλα µας να διατηρούν τις 
γενικές ιδιότητες των µοντέλων που προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης Lane-Emden. Αυτό µε την 
σειρά του έχει ως αποτέλεσµα τα µοντέλα µας για δεδοµένη επιλογή της καταστατικής εξίσωσης να 
αποτελούν µια µονοπαραµετρική οικογένεια λύσεων που προσδιορίζονται απόλυτα από την κεντρική τους 
πυκνότητα. ∆ηλαδή η κεντρική πυκνότητα προσδιορίζει την µάζα και την ακτίνα του Αστέρα Νετρονίων. 



 27

Βιβλιογραφία 
 
 
 
1. KIPPENHAHN, R.  WEIGERT, A.  (1991) STELLAR STRUCTURE AND EVOLUTION 

(SPRINGER-VERLAG) 
2. MISNER, C.W.  THORNE, K.S.  WHEELER, J.A. (1998) GRAVITATION  (W.H. 

FREEMAN AND COMPANY) 
3. ZEL'DOVICH, YA.B.  NOVIKOV, I.D.  (1996) STARS AND RELATIVITY  (DOVER 

PUBLICATIONS) 
4. SHAPIRO, S.L.  TEUKOLSKY, S.A.  (1983) BLACK HOLES, WHITE DWARFS AND 

NEUTRON STARS  (JHON WILEY & SONS) 
5. BRADLEY W. CARROLL,  DALE A. OSTLIE  (1996) MODERN ASTROPHYSICS  

(ADDISON-WESLEY) 
6. FRANK SHU  ΑΣΤΡΟΦΥΣΙΚΗ ΤΟΜΟΣ Ι  (ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΑΚΕΣ ΕΚ∆ΟΣΕΙΣ 

ΚΡΗΤΗΣ) 
7. ΛΑΣΚΑΡΙ∆ΗΣ ΠΑΥΛΟΣ  ∆ΟΜΗ ΚΑΙ ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΩΝ ΑΣΤΕΡΩΝ  (ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΓΙΑ 

ΤΟΥΣ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΟΥΣ ΦΟΙΤΗΤΕΣ) 
8. MUNTEANU, A., GARCIA-BERRO, E., JOSE, J. arXiv:astro-ph/0301538v1 


