
∆ιπλωµατική εργασία στα πλαίσια του µεταπτυχιακού διπλώµατος
ειδίκευσης του τοµέα Αστρονοµίας, Αστροφυσικής και Θεωρητικής
Μηχανικής του τµήµατος Φυσικής του Εθνικού και Καποδιστριακού

Πανεπιστηµίου Αθηνών 

Μέθοδοι παραγωγής λύσεων των εξισώσεων
πεδίου του Einstein

Παππάς Γεώργιος
200127



i

Περιεχόµενα

Εισαγωγή

1ο Κεφάλαιο
Μέθοδος του Ernst για την 
παραγωγή  λύσεων των εξισώσεων πεδίου του Einstein.

2ο Κεφάλαιο
Μέθοδος του Geroch για την παραγωγή λύσεων των 
εξισώσεων πεδίου του Einstein µε τη βοήθεια µετασχηµατισµών.

3ο Κεφάλαιο
Ορισµός των πολυπολικών ροπών 
στα πλαίσια της  Γενικής θεωρίας της Σχετικότητας.

4ο Κεφάλαιο
Μέθοδος Sibgatullin για την κατασκευή στατικών και 
αξονικά συµµετρικών λύσεων των εξισώσεων πεδίου του Einstein.

Παράρτηµα

Βιβλιογραφία

σελ.   1

σελ.   3

σελ. 17

σελ. 33

σελ. 40

σελ. 51

σελ. 57



ii



iii

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντά µου Θεοχάρη Αποστολάτο για την υποµονή του και
τις χρήσιµες συµβουλές του, καθώς και τους συνάδελφούς µου για τις χρήσιµες συζητήσεις που
κάναµε. Ευχαριστώ επίσης τα µέλη της τριµελούς µου επιτροπής για τα ενδιαφέροντα σχόλια
τους τόσο πάνω στο κείµενο αυτής της εργασίας όσο και κατά την διάρκεια της εξέτασής της.



iv



Εισαγωγή

1

Εισαγωγή

Το πρόβληµα της περιγραφής της γεωµετρίας γύρω από ένα σώµα συνίσταται στο να
καταστρώσουµε αρχικά τις εξισώσεις πεδίου της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας και στη
συνέχεια να επιχειρήσουµε να τις λύσουµε. Αυτή η διαδικασία αν και εκ πρώτης όψεως φαίνεται
µάλλον απλή, στην πράξη αποδεικνύεται ακριβώς το αντίθετο, αφού δεν υπάρχει µέχρι και
σήµερα κάποια γενική διαδικασία που να παράγει γενικές λύσεις των εξισώσεων πεδίου. Για
αυτό το λόγο προκειµένου να βρούµε κάποιες λύσεις των εξισώσεων πεδίου, αναγκαζόµαστε να
καταφεύγουµε σε διάφορες τεχνικές. Μία από αυτές είναι η εισαγωγή νέων φορµαλισµών
(επαναδιατύπωση των εξισώσεων πεδίου) που διευκολύνουν την διαδικασία εύρεσης λύσεων.
Άλλες τεχνικές είναι η παραγωγή λύσεων µέσω µετασχηµατισµών από ήδη γνωστές λύσεις ή
ακόµα και η κατασκευή προσεγγιστικών λύσεων. Κατά την ανάπτυξη αυτών των τεχνικών συχνά
προσπαθούµε να εκµεταλλευτούµε τις συµµετρίες των διαφόρων προβληµάτων οι οποίες
εκδηλώνονται µε την ύπαρξη πεδίων Killing. Στην εργασία αυτή αρχικά θα ασχοληθούµε µε τον
φορµαλισµό του Ernst, που αποτελεί επαναδιατύπωση των εξισώσεων πεδίου του Einstein για
χωρόχρονους που είναι στάσιµοι και διαθέτουν αξονική συµµετρία και τον οποίο θα
αναπτύξουµε στο πρώτο κεφάλαιο. Στη συνέχεια, στο δεύτερο κεφάλαιο, θα ασχοληθούµε µε την
µέθοδο του Geroch για την παραγωγή νέων λύσεων των εξισώσεων πεδίου µέσο
µετασχηµατισµών γνωστών λύσεων που διαθέτουν ένα ή δύο πεδία Killing. Γενικά το ζητούµενο
όµως είναι η κατασκευή λύσεων που να έχουν κάποια συγκεκριµένα φυσικά χαρακτηριστικά. Ως
κριτήριο επιλογής των φυσικών χαρακτηριστικών των χωρόχρονων θα χρησιµοποιήσουµε τις
πολυπολικές ροπές τους, τις οποίες απλά θα ορίσουµε στο τρίτο κεφάλαιο. Τέλος στο τέταρτο
κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε την µέθοδο του Sibgatullin µε την οποία µπορούµε να
κατασκευάσουµε στάσιµες και αξονικά συµµετρικές λύσεις, οι οποίες επιπλέον θα διαθέτουν
καθορισµένο φάσµα πολυπολικών ροπών και άρα θα µπορούµε να τις αντιστοιχήσουµε σε
συγκεκριµένο φυσικό πρόβληµα. Το τέταρτο κεφάλαιο θα κλείσει µε την εφαρµογή αυτής της
µεθόδου σε ένα πρόβληµα αστροφυσικού ενδιαφέροντος. Συγκεκριµένα θα συζητήσουµε την
εφαρµογή της µεθόδου του Sibgatullin στο πρόβληµα της περιγραφής του χωρόχρονου γύρο από
έναν περιστρεφόµενο συµπαγή αστέρα.
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1ο Κεφάλαιο

Μέθοδος του Ernst για την παραγωγή λύσεων των
εξισώσεων πεδίου του Einstein.

Τα προβλήµατα αστροφυσικού ενδιαφέροντος της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας, είναι
προβλήµατα που εν γένει παρουσιάζουν κάποιες συµµετρίες. Αν το σύστηµα που µελετάµε δεν
παρουσιάζει δυναµική εξέλιξη, πρόκειται για παράδειγµα για έναν αστέρα σε κατάσταση
δυναµικής ισορροπίας, τότε θα έχει συµµετρία ως προς τις µεταθέσεις στο χρόνο. Αν το σύστηµά
µας έχει κάποια γεωµετρική συµµετρία τότε το πρόβληµά µας θα παρουσιάζει την αντίστοιχη
συµµετρία, π.χ. αν έχουµε έναν σφαιρικό αστέρα τότε το πρόβληµα θα έχει σφαιρική συµµετρία
ή αν µελετάµε έναν αστροφυσικό δίσκο τότε θα έχει αξονική συµµετρία. Είναι λοιπόν εύκολο να
αντιληφθεί κανείς ότι η πιο συνηθισµένη, αλλά και η πιο γενική συµµετρία που παρουσιάζεται
στα αστροφυσικά προβλήµατα, είναι η συµµετρία στις χρονικές µεταθέσεις και η αξονική
συµµετρία, δηλαδή  τα περισσότερα προβλήµατα είναι στάσιµα και αξονικά συµµετρικά. Αυτό
όσον αφορά το πρώτο σκέλος οφείλεται στο ότι οι φάσεις της δυναµικής εξέλιξης ενός
συστήµατος είναι πολύ πιο σύντοµες από τις φάσεις που το σύστηµα βρίσκεται σε κατάσταση
ισορροπίας και όσον αφορά το δεύτερο σκέλος η περιστροφή των σωµάτων, που αν και
καταστρέφει την σφαιρική συµµετρία διατηρεί την αξονική, είναι µία γενικά αναπόφευκτη
ιδιότητα των αστροφυσικών αντικειµένων λόγω της διατήρησης της στροφορµής. Ένα
µεσοαστρικό νέφος για παράδειγµα ενώ µπορεί να έχει αρχικά ασήµαντη περιστροφή θα
καταλήξει λόγω βαρυτικής κατάρρευσης σε έναν περιστρεφόµενο αστέρα. Έτσι λοιπόν,
προκειµένου να λύσουµε το πρόβληµά µας πρέπει να µεταφράσουµε αυτές τις συµµετρίες σε
συµµετρίες του χωροχρόνου. 

Ο χωροχρόνος µας θα είναι στάσιµος αν υπάρχει µία µονοπαραµετρική οµάδα ισοµετριών που
οι τροχιές της να είναι χρονοειδείς καµπύλες, πράγµα το οποίο σηµαίνει πως θα υπάρχει ένα
χρονοειδές διανυσµατικό πεδίο Killing αξ . Αντίστοιχα ο χωροχρόνος µας θα έχει αξονική
συµµετρία, δηλαδή συµµετρία ως προς τις στροφές, αν υπάρχει µία µονοπαραµετρική οµάδα
ισοµετριών που οι τροχιές της να είναι κλειστές χωροειδείς καµπύλες, που συνεπάγεται την
ύπαρξη ενός χωροειδούς διανυσµατικού πεδίου Killing αψ  µε κλειστές ολοκληρωτικές
καµπύλες. Ο χωροχρόνος µας θα έχει και τις δύο συµµετρίες, δηλαδή θα είναι στάσιµος και
αξονικά συµµετρικός, αν υπάρχουν και οι δύο οµάδες των ισοµετριών και αν επιπλέον οι δράσεις
τους µετατίθενται, ή ισοδύναµα, αν µετατίθενται τα διανυσµατικά πεδία Killing

[ ], 0ξ ψ = , 
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δηλαδή µε απλά λόγια αν µετατίθενται οι στροφές µε τις χρονικές µεταθέσεις1. Η ύπαρξη αυτών
των πεδίων Killing συνεπάγεται ότι µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο σύστηµα

συντεταγµένων 2 3( , , , )t x xφ , όπου a

t
ξ

∂ =  ∂ 
 και aψ

φ
 ∂

=  ∂ 
, ώστε η µετρική να µπορεί να

εκφραστεί ανεξάρτητα από τον χρόνο t  και την γωνία φ  και να έχει την µορφή 

2 2 3( , )ds g x x dx dxµ ν
µν=

Η παραπάνω µετρική µπορεί να απλοποιηθεί ακόµα περισσότερο αν επιβάλουµε δύο επιπλέον
υποθέσεις, δηλαδή αν υποθέσουµε κατά πρώτον ότι ο χωροχρόνος µας είναι ασυµπτωτικά
επίπεδος και κατά δεύτερον µας ενδιαφέρουν µόνο λύσεις του κενού. Οι υποθέσεις αυτές είναι
λογικές αφού περιγράφουµε τον χωροχρόνο έξω από τον αστέρα µας ή το αστροφυσικό µας
αντικείµενο και επιπλέον θέλουµε «µακριά» από την πηγή του βαρυτικού πεδίου, µακριά από τον
αστέρα µας δηλαδή, να  ανακτούµε τον επίπεδο χωρόχρονο της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας
και άρα η µετρική µας να έχει την µορφή της µετρικής Minkowski. Από αυτές τις υποθέσεις
προκύπτει ότι θα υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο όπου το aψ  θα µηδενίζεται2 ενώ ο τανυστής
του Ricci θα είναι παντού µηδέν, 0abR = . Με αυτά τα κριτήρια να ικανοποιούνται, υπάρχει
θεώρηµα που αποδεικνύει ότι θα υπάρχουν δισδιάστατες επιφάνειες που θα είναι ορθογώνιες και
στα δύο διανυσµατικά πεδία Killing3. Έτσι µπορούµε να επιλέξουµε συντεταγµένες 2 3,x x  σε µία
από τις ορθογώνιες δισδιάστατες επιφάνειες και να τις µεταφέρουµε σε ολόκληρο τον χωροχρόνο
ακολουθώντας τις ολοκληρωτικές καµπύλες των aξ  και aψ . Άρα η µετρική µας, σύµφωνα µε τα
παραπάνω, µπορεί να πάρει την απλοποιηµένη µορφή 

22 23

23 33

0 0
0 0

0 0
0 0

f W
W X

g
g g
g g

µν

− 
 
 =
 
  
 

όπου έχουµε ορίσει τις συναρτήσεις , ,a a a
a a af W Xξ ξ ξ ψ ψ ψ= − = = . Μπορούµε ακόµα να

ελαττώσουµε τις µη µηδενικές συνιστώσες της µετρικής επιλέγοντας κατάλληλα τις
συντεταγµένες 2 3,x x . Έτσι µπορούµε να επιλέξουµε ως συντεταγµένη 2x  την συνάρτηση ρ
που ορίζεται από την σχέση 2 2f X Wρ = +  και ως συντεταγµένη 3x  την συνάρτηση z  που
ορίζεται από την απαίτηση η κλίση της συνάρτησης z  να είναι ορθογώνια στην κλίση της
συνάρτησης ρ  ή µε άλλα λόγια οι καµπύλες σταθερού ρ  να είναι κάθετες στις καµπύλες
σταθερού z . Στις νέες συντεταγµένες , , ,t zφ ρ  η µετρική θα πάρει την µορφή 

( ) ( )22 1 2 2 2 2 2ds f dt d f d d dzω φ ρ φ ρ−= − − + +Ω + Λ

                                                          
1 Αυτή είναι µια καθαρά φυσική απαίτηση. Μαθηµατικά δεν θα είχαµε κανένα λόγο να περιοριστούµε σε
µία τέτοια επιλογή µεταθέτη.
2 Συγκεκριµένα το σηµείο αυτό θα είναι πάνω στον άξονα συµµετρίας.
3 Robert M. Wald, GENERAL RELATIVITY, (1984) The University of Chicago Press, 
Θεώρηµα 7.1.1, σελίδα 163.
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όπου έχουµε θέσει W fω =  και έχουµε χρησιµοποιήσει και την σχέση 2 2f X Wρ = +  για να
εξαλείψουµε τη συνάρτηση X . Επιπλέον αποδεικνύεται ότι στο κενό, δηλαδή για 0abR = , η
συνάρτηση ρ  είναι αρµονική συνάρτηση4 και η συνάρτηση Λ  είναι συνάρτηση µόνο της

µεταβλητής z , µε αποτέλεσµα να µπορούµε να κάνουµε τον µετασχηµατισµό 
1

2z dz→ Λ∫  και η

νέα συντεταγµένη z  να είναι η αρµονική συζυγής της ρ . Τελικά δηλαδή, αφού έχουµε
εξαντλήσει όλη την ελευθερία µας για την επιλογή του συστήµατος συντεταγµένων, η µετρική
παίρνει τη µορφή  

( ) ( )22 1 2 2 2 2 2ds f dt d f e d dz dγω φ ρ ρ φ−  = − − + + + 

όπου έχουµε θέσει ως γ  τη συνάρτηση 21 ln( )
2

fΩ . Η µετρική αυτή είναι η απλούστερη µορφή

που µπορεί να έχει η µετρική ενός στατικού και αξονικά συµµετρικού χωρόχρονου και λέγεται
µετρική Παπαπέτρου. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι συντεταγµένες ( ), , zφ ρ  αντιστοιχούν στις
κυλινδρικές συντεταγµένες µόνο στην περίπτωση του επίπεδου χωρόχρονου.

Ας θεωρήσουµε τώρα τη µετρική Παπαπέτρου και ας προσπαθήσουµε να βρούµε τη µορφή
που θα έχουν οι εξισώσεις πεδίου του Einstein για τις συναρτήσεις της µετρικής. Οι εξισώσεις
πεδίου στο κενό είναι  8 0G Tαβ αβπ= = , όπου ο τανυστής Gαβ  είναι ο τανυστής του Einstein και

ορίζεται ως 1
2

G R Rgαβ αβ αβ≡ − . Υπολογίζοντας τις µη ταυτοτικά µηδενικές συνιστώσες του

τανυστή του Einstein για την παραπάνω µετρική έχουµε το ακόλουθο σύστηµα των εξισώσεων
που πρέπει να ικανοποιούν οι συναρτήσεις ( , ), ( , ), ( , )f z z zρ ω ρ γ ρ  της µετρικής

2 22 2
2 4 2 2 40 4 0f fG f f f

z zρρ
ω γ ω

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = ⇒ − + − + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
(1.1)

2 2 2 2
2 4 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 4 2 2 2

2 2

5 3 4 4 4
0

5 3 4 4 0
tt

f f ff f f f
z z z z

G
f ff f f

ω γ
ρ ρ ρ ρ

ρ

ω γ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= ⇒

   ∂ ∂ ∂ ∂
− − + =   ∂ ∂ ∂ ∂   

(1.2)

                                                          
4 ∆ηλαδή αποτελεί λύση της 0a

aρ∇ ∇ = .
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γ ω
ρ ω ρ

ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂
− − + + ∂ ∂ ∂ ∂ = ⇒

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂

− =
∂ ∂

(1.3)
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ρ ω

∂ ∂ ∂ ∂   − + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂   + + +   ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂

− + +
∂ ∂ ∂

= ⇒
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ − − +   ∂ ∂ ∂ ∂   
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ff f f f
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ρ ω
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γ γ ω
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   ∂ ∂ ∂ ∂
+ + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂ ∂

(1.4)

2 2 40 2 0z
f fG f f

z z zρ
γ ω ω

ρ ρ
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⇒ − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(1.5)

0zzG Gρρ= − = (1.6)

Αν χρησιµοποιήσουµε τους παρακάτω ορισµούς για τη βαθµίδα, τη Λαπλασιανή και την
απόκλιση σε επίπεδες κυλινδρικές συντεταγµένες5  

( )

1 2 3

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2

32
1

1

1 1 1 1

1 1

e e e
z

z z

z

ρ ρ φ

ρ
ρ ρ ρ ρ φ ρ ρ ρ ρ φ

ρ
ρ ρ ρ φ

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ
∇Ψ = + +

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
∇ Ψ = + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂Α∂Α∂
∇ ⋅Α = Α + +

∂ ∂ ∂

                                                          
5 Εδώ απλά εκφράζουµε τις παραγώγους των συναρτήσεων της µετρικής, ως βαθµίδες, αποκλίσεις και
Λαπλασιανές, σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, όπου απλά θεωρούµε ότι τον ρολο της συνάρτησης
Ψ  τον παίζουν οι συναρτήσεις f και ω .
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µετά από αλγεβρικές πράξεις από το σύστηµα των εξισώσεων (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) και (1.5) θα
πάρουµε το σύστηµα 

 
2 22 2

2 4 2 2 44 0f ff f f
z z

ω γ ω
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − + − + =      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

(1.1)

( ) 2 2 2 4 2 2 2 21.2 4 5 3 4 4 0f f f f f f f γ
ρ ρ ω ω ρ γ ρ

ρ
∂

⇒ ∇ − ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ − ∇ + =
∂

(1.7)

( )
2 2 2 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2

4 5 3 4 2
1.3

4 4 4 0

f f f f f f f f

f f f

ρ ω ρ ω ω ω ω ρ ω ρ ω
γ ω

ρ ω γ ρ ω ρ
ρ ρ

− ∇ + ∇ ⋅∇ − ∇ ⋅∇ − ∇ ⋅∇ − ∇ +
⇒ ∂ ∂

∇ − + =
∂ ∂

(1.8)

( )

4 2 2 2 2 4 6 2

2 3 2 2 2 4 2 4 2 3

4 2 2 4 2 2 4 2 3 2

( 5 ) ( 3 )

1.4 4 4 8 8

(4 4 ) (4 4 ) 0

f f f f f

f f f f f f

f f f f

ρ ρ ω ρ ω ω ω
ω

ρ ω ρ ω ω ρ ω ρ ω ω
ρ

γ
ρ ρ ω γ ρ ω ρ

ρ

− ∇ ⋅∇ + + ∇ ⋅∇ +
∂

⇒ ∇ + ∇ − + ∇ ⋅∇ +
∂

∂
− ∇ + − =

∂

(1.9)

2 2 42 0f ff f
z z z
γ ω ω

ρ ρ
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(1.5)

Αν συνδυάσουµε τις (1.7), (1.8) και (1.9) θα πάρουµε τη σχέση 

4 2 4 2 4

2 2
2 3 2 4 2 4

4 4 4
(1.7) (1.8) (1.9)

4 2 4 0

f f f f f
f

f f f f

ρ ρ ρ ω ω
ρ ω ω

ρ ω ω ρ ω ω ρ ω
ρ

∇ − ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ +
× + × + ⇒ ∂

∇ ⋅∇ + ∇ − =
∂

(1.10)

Αν τώρα συνδυάσουµε τις εξισώσεις (1.7) και (1.8) θα πάρουµε την εξίσωση

2 2 2 2 2(1.7) (1.8) 4 4 2 0f f f fω
ω ρ ρ ω ρ ω

ρ
∂

× + ⇒ − ∇ ⋅∇ − ∇ =
∂

(1.11)

η οποία σε συνδυασµό µε την εξίσωση (1.10) θα µας δώσει τις εξισώσεις

4 2 4 2 4

4 2 3 2 4 2

4 4 4 0

4 4 2 0

f f f f f

f f f f

ρ ρ ρ ω ω
ω

ρ ω ρ ω ω ρ ω ω
ρ

∇ − ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ =
∂

− + ∇ ⋅∇ + ∇ =
∂

 (1.12)

και επειδή ( )2 2 3 2 2 2 2 22 2f f f f fρ ω ρ ρ ω ρ ω ρ ω− − − −∇ ⋅ ∇ = − ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + ∇  και ω
ρ ω

ρ
∂

∇ ⋅∇ =
∂

 οι

εξισώσεις απλοποιούνται ως εξής:
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( )
2 2 4

2 2 0

f f f f f

f

ρ ω ω

ρ ω

−

−

∇ = ∇ ⋅∇ − ∇ ⋅∇

∇ ⋅ ∇ =
(1.13)

Το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται από τις εξισώσεις (1.1) και (1.5) που καθορίζουν
την συνάρτηση ( , )zγ ρ  και είναι οι εξισώσεις  

2 2 2 22 2

2 2

2

2

1
4

1
2

f f f f
f f z z

f f f
z f z z

γ ρ ω ρ ω
ρ ρ ρ ρ ρ

γ ρ ω ω
ρ ρ ρ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − − +        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

(1.14)

Η απλούστατη µορφή των εξισώσεων (1.13) δικαιολογεί την επιλογή µας να εκφράσουµε τις
παραγώγους στις εξισώσεις µέσω της βαθµίδας, της Λαπλασιανής και της απόκλισης σε επίπεδες
κυλινδρικές συντεταγµένες. Αν τώρα θεωρήσουµε µια συνάρτηση ϕ  που να είναι ανεξάρτητη
από την αζιµουθιακή γωνία και ένα µοναδιαίο διάνυσµα n̂  στην αζιµουθιακή διεύθυνση, τότε
µπορούµε εύκολα να δούµε ότι ικανοποιείται ταυτοτικά η εξίσωση

( )1 ˆ 0nρ ϕ−∇ ⋅ ×∇ =

και έτσι µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση ϕ  από την εξίσωση
 

1 2 ˆf nρ ω ϕ− ∇ = ×∇ (1.15)

ή εναλλακτικά την ισοδύναµη εξίσωση

2 1 ˆf nϕ ρ ω− −∇ = − ×∇ (1.16)

Οι παραπάνω εξισώσεις θα µας δώσουν τελικά το σύστηµα των εξισώσεων 

 ( )
2

2 0

f f f f

f

ϕ ϕ

ϕ−

∇ = ∇ ⋅∇ −∇ ⋅∇

∇ ⋅ ∇ =
(1.17)

που είναι ουσιαστικά ισοδύναµες µε τις αρχικές εξισώσεις πεδίου που είχαµε και προσδιορίζουν
απόλυτα τη µετρική του χωροχρόνου, αφού οι συναρτήσεις f  και ϕ  προσδιορίζουν τις
συναρτήσεις ω  και γ µέσω των σχέσεων (1.15) και (1.14).

Αν επιπλέον ορίσουµε τη µιγαδική συνάρτηση f iϕ= +E , τότε βλέπουµε ότι η συνάρτηση
αυτή θα ικανοποιεί την εξίσωση

2(Re )∇ =∇ ⋅∇E E E E  (1.18)
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Η συνάρτηση E  ονοµάζεται δυναµικό του Ernst6. Το δυναµικό του Ernst µπορεί να γραφεί
εναλλακτικά µέσω του παρακάτω µετασχηµατισµού

1
1

ξ
ξ
−

=
+

E (1.19)

όπου έχουµε ορίσει πλέον µια νέα µιγαδική συνάρτηση ξ  η οποία θα ικανοποιεί τώρα τη
διαφορική εξίσωση

( )* 2 *1 2ξξ ξ ξ ξ ξ− ∇ = ∇ ⋅∇ (1.20)

που είναι µια νέα ισοδύναµη µορφή για την γραφή των αρχικών εξισώσεων πεδίου. Από την
εξίσωση (1.20) βλέπουµε ότι αν έχουµε µια λύση ξ  τότε και η συνάρτηση iae ξ , όπου η a  είναι
τυχαία πραγµατική σταθερά, θα είναι λύση των εξισώσεων πεδίου και έτσι µπορούµε να
αναζητήσουµε µια λύση σταθερής φάσης που θα έχει τη µορφή

cothiaeξ = − Ψ (1.21)

όπου η συνάρτηση Ψ  είναι µια πραγµατική συνάρτηση. Σε αυτή την περίπτωση η συνάρτηση
Ψ θα ικανοποιεί την εξίσωση Laplace 

2 0∇ Ψ = (1.22)

και µπορεί να εκφραστεί ως πολυπολικό ανάπτυγµα. Με αυτό τον τρόπο έχουµε καταφέρει να
εκφράσουµε το συγκεκριµένο βαρυτικό µας πρόβληµα µέσω µίας αναλογίας µε κάποιο
ηλεκτροστατικό πρόβληµα, δηλαδή µίας λύσης της εξίσωσης Laplace. Η λύσεις που βρίσκουµε
µε αυτή τη µεθοδολογία είναι για 0a =  οι στατικές7 λύσεις του Weyl8 και για 2a π=  οι λύσεις

Παπαπέτρου9. Συγκεκριµένα η οικογένεια των λύσεων του Weyl είναι µάλλον η πιο πλούσια
οικογένεια λύσεων των εξισώσεων πεδίου του Einstein που γνωρίζουµε. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι ο φορµαλισµός του Ernst µας δίνει την δυνατότητα να παράγουµε λύσεις
λύνοντας τις φορµαλιστικά πιο εύκολες διαφορικές εξισώσεις (1.18) ή (1.20), σε σχέση µε τις
αρχικές εξισώσεις πεδίου του Einstein. Παρ' όλη την απλοποίηση των εξισώσεων όµως, οι
εξισώσεις (1.18) και (1.20) παραµένουν αρκετά δύσκολες για να αντιµετωπισθούν κατά µέτωπο.
Για αυτό το λόγο καταφύγαµε στον µετασχηµατισµό (1.21) προκειµένου οι εξισώσεις µας να
αναχθούν σε µία εξίσωση Laplace της οποίας είναι γνωστές όλες οι οικογένειες λύσεων. Φυσικά
η επιλογή (1.21) για το ξ  δεν είναι δεσµευτική αν το a  δεν είναι σταθερό, απλά αυτή η επιλογή
µας δίνει την δυνατότητα να εκφράσουµε σε απλή µορφή όλες τις στατικές λύσεις. 

Μία άλλη πολύ βολική επιλογή που µπορούµε να κάνουµε είναι να γράψουµε τις εκφράσεις
µας στις επιµήκεις σφαιροειδείς συντεταγµένες, έναντι των συντεταγµένων Weyl, µέσω του
µετασχηµατισµού
                                                          
6 F. J. Ernst, Phys. Rev. 167, 1175 (1968)
7 Οι λύσεις αυτές είναι στατικές γιατί επιλέγοντας α=0 ουσιαστικά επιλέγουµε πραγµατική συνάρτηση ξ
και άρα πραγµατικό δυναµικό του Ernst, που σηµαίνει ότι η συνάρτηση φ και άρα η συνάρτηση ω θα είναι
µηδενικές καταλήγοντας έτσι σε µια στατική µετρική. 
8 H. Weyl, Ann. Physik 54, 117 (1917)
9 A. Papapetrou, Ann. Physik 12, 309 (1953)
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2 21 1x y
z xy
ρ = − −

=
(1.23)

όπου πλέον οι συναρτήσεις , , , ,fξ ϕΨ E  εκφράζονται ως συναρτήσεις των συντεταγµένων ,x y
και οι διαφορικοί τελεστές έχουν την µορφή 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
2 2

2 2
2 2

1 1 1

1 1 1

x y
x y x x y y

A B A BA B x y
x y x x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ⋅∇ = − + − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

(1.24)

Έτσι προκείµενου να εκφράσουµε τις εξισώσεις (1.14) συναρτήσει των ,x y  συντεταγµένων και

των παραγώγων ,
x y
γ γ∂ ∂
∂ ∂

 θα πρέπει να βρούµε τις παραγώγους του αντίστροφου του

µετασχηµατισµού (1.23). Αυτό γίνεται µε την παρακάτω διαδικασία. Γενικά αν έχουµε ένα
µετασχηµατισµό από ένα σύστηµα συντεταγµένων σε  ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων που
µπορεί να γραφτεί στην µορφή  

( ( ))i i j kx f y x=

όπου ,i jx y  είναι οι συντεταγµένες για τα δύο διαφορετικά συστήµατα, τότε µπορούµε να
ορίσουµε τις συναρτήσεις

( , ) ( ( )) 0i j k j j k lF x y x f y x= − =

που περιέχουν τις συντεταγµένες ,i jx y  σε πεπλεγµένη µορφή. Τότε οι παράγωγοι i

j

y
x
∂
∂

 θα

υπάρχουν αν η παρακάτω Ιακωβιανή ορίζουσα είναι µη µηδενική 

( )
( )

1 1 1

1 2

2 2 2
1 2

1 2
1 2

1 2

...

..., ,... ,...
0

, ,..., ,...

...

n

i
n

j

n n n

n

F F F
y y y
F F F

D F F F
y y y

D y y y

F F F
y y y

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂= ≠ 
 
 
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
  
Αν η παραπάνω συνθήκη ικανοποιείται τότε οι παράγωγοι δίνονται από την έκφραση  

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2 1 1

1 2

1 2

, ,... ,...
, ,..., , , ,...

, ,... ,...
, ,..., ,...

i

j k jj

ik

j

D F F F
D y y y x yy

D F F Fx
D y y y

− +∂
= −

∂
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω στην περίπτωση των επιµηκών σφαιροειδών έχουµε

2 2
1

2

( , , , ) 1 1 0
( , , , ) 0

F z x y x y
F z x y z xy

ρ ρ

ρ

= − − − =

= − =
(1.25)

και η Ιακωβιανή ορίζουσα είναι

( )
( )

1 1
2 2

1 2 1 2 2 1
2 2

2 2

,
0

, 1 1

F F
D F F x y F F F F x y

F FD x y x y x y x y
x y

∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = = − = ≠
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − −
 ∂ ∂ 

και άρα οι παράγωγοι είναι 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
,

1 1
,

x x y y x yx y
x y x y

y x x yx y
z x y z x y

ρ ρ
− − − −∂ ∂

= = −
∂ − ∂ −

− −∂ ∂
= =

∂ − ∂ −

(1.26)

Από τις παραγώγους (1.26) και τις εξισώσεις (1.14) έχουµε τελικά το σύστηµα των εξισώσεων

2 2

2

2 22

2

1
4

1
4

1
2

x y
x y

f x f y f x f y
f x y x z y z

f x y x y
x y x z y z

x y
x z y z

f x f y f x
f x z y z x

γ γ
ρ ρ

ρ
ρ ρ

ω ω ω ω
ρ ρ ρ

γ γ

ρ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
∂ ∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

21
2

f y
y

f x y x y
x z y z x y

ρ

ω ω ω ω
ρ ρ ρ

 ∂
− ∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

(1.27)

το οποίο µπορούµε να λύσουµε ως προς τις παραγώγους 
x
γ∂
∂

 και 
y
γ∂
∂

. Από την στιγµή που

γνωρίζουµε αυτές τις παραγώγους µπορούµε να τις ολοκληρώσουµε και να προσδιορίσουµε την
συνάρτηση ( ),x yγ  της µετρικής του Παπαπέτρου.

Η µέθοδος θα γίνει προφανής µε µία απλή εφαρµογή. Ας θεωρήσουµε τη λύση της εξίσωσης
Laplace που είναι το ηλεκτροστατικό ανάλογο µίας γραµµικής πυκνότητας φορτίου εντοπισµένης
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στον z άξονα στην περιοχή από l−  µέχρι l  και µε συνολικό φορτίο M− . Το δυναµικό Ψ  αυτής
της "πυκνότητας φορτίου" είναι 

2 2

2 2 2 2 2

( )2( , ) ln
22 ( )

l

l

M l z l zMlz dx
lz x xz l z l z

ρ
ρ

ρ ρ−

− − + − +
Ψ = = −

+ + − − − + + +
∫

και στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε την µορφή των ισοδυναµικών καµπύλων  

Σχήµα 1 Ισοδυναµικές καµπύλες.

Για την περιγραφή του προβλήµατός µας οι κατάλληλες επιµήκεις σφαιροειδής συντεταγµένες
δίνονται από τον µετασχηµατισµό

2 21 1l x y
z lxy
ρ = − −

=

Οι συντεταγµένες αυτές είναι κατάλληλες µε την έννοια ότι µπορούµε να εκµεταλλευτούµε τα
γεωµετρικά χαρακτηριστικά του προβλήµατος και έτσι να απλοποιήσουµε τις εξισώσεις µας και
τους υπολογισµούς µας. Αν επιλέξουµε τη φάση του µετασχηµατισµού (1.21) του δυναµικού του
Ernst να είναι µηδέν 0a = , τότε θα έχουµε το παρακάτω αντίστοιχο στο ηλεκτροστατικό
πρόβληµα δυναµικό του Ernst 

1
1

M
lx

x
− =  + 

E  από το οποίο θα έχουµε 1
1

M
lxf

x
− =  + 

 και 0ω ϕ= =  µε µοναδική άγνωστη

συνάρτηση την συνάρτηση ( , )x yγ  η οποία και θα προσδιορισθεί από τις εξισώσεις (1.27) και
(1.26) που αντιστοιχούν στη µορφή του µετασχηµατισµού των επιµηκών σφαιροειδών που
έχουµε χρησιµοποιήσει στην συγκεκριµένη περίπτωση. Το σύστηµα των εξισώσεων (1.27) θα
πάρει λοιπόν την µορφή
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2

1 1 2 1
0

1( )

2 1 1 1
0

( )

y l x x y x y M y x y
x y

l x x y

M xy y l x y y x x y
x y

l x y

γ γ

γ γ

  ∂ ∂
− − − − + − + −  ∂ ∂   =

− −

 ∂ ∂
− + − − + − ∂ ∂  =

−

του οποίου η λύση ως προς τις παραγώγους 
x
γ∂
∂

 και 
y
γ∂
∂

 είναι

( )
( )

2 2 2

2 2 22 2 2 2

1
,

( )1 ( )

M x y M y
x y l x yl x x y
γ γ−∂ ∂
= =

∂ ∂ −− −

Αυτό το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων για την συνάρτηση  γ  µπορεί να ολοκληρωθεί και

τελικά δίνει την συνάρτηση 
2 2

2 2 2

1( , ) ln
2
M xx y
l x y

γ
−

=
−

. Αν αντικαταστήσουµε τις συναρτήσεις

( , )f x y  και ( , )x yγ  στη µετρική του Παπαπέτρου θα πάρουµε τη µετρική

( )
2

12
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2

1 ( 1) (1 )
1 1 ( 1)(1 )
1 1 1

M
l

M M
l l

x x dy y dx
x yx xds dt l x y d

x x y
φ

  − 
 

−

 
 − − + −  −− −      = − + − − +   + + −    

 
  

Αν στην έκφραση της µετρικής θέσουµε l M= , πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι υποθέτουµε
σταθερή πυκνότητα φορτίου 1

2σ = , η µετρική θα πάρει τη µορφή

  
1 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 ( 1)( 1) (1 )
1 1 1

x x x dyds dt M dx x y d
x x y

φ
− − − +   = − + + + − +    + + −     

όπου είναι σαφές πως αν κάνουµε τον µετασχηµατισµό 1x r= − , cosy θ=  και r Mr=  θα
πάρουµε την µετρική

1
2 2 2 2 2 2 2 22 2 sinr M r Mds dt dr r d r d

r r
θ φ θ

−− −   = − + + +   
   
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που είναι η µετρική του Schwarzschild µε µάζα M . Βλέπουµε λοιπόν ότι µια γραµµική
οµογενής πυκνότητα φορτίου 1

2σ =  µε συνολικό φορτίο M  αντιστοιχεί σε σφαιρικό σώµα

µάζας M . 

Στην παραπάνω µάλλον απλή και κάπως τετριµµένη  εφαρµογή, αφού δεν µας ενδιέφερε η

συνάρτηση ω , χρησιµοποιήσαµε το δυναµικό 
2 2

2 2

( )
ln

2 ( )

l z l zM
l l z l z

ρ

ρ

− + − +
Ψ = −

− − + + +
 που στις

επιµήκεις σφαιροειδής συντεταγµένες έχει την µορφή 1ln
2 1
M x
l x

+
Ψ = −

−
 και αντιστοιχεί στην

επιλογή coth xξ = − Ψ = . Παρατηρώντας την εξίσωση (1.20) και την µορφή των διαφορικών
τελεστών (1.24) στις επιµήκεις σφαιροειδής, βλέπουµε ότι λόγω του ότι οι εξισώσεις δεν
αλλάζουν µε την αντικατάσταση x y↔ , η επιλογή yξ =  είναι και αυτή λύση της εξίσωσης
(1.20). Γνωρίζοντας ότι οι xξ =  και yξ =  είναι λύσεις της (1.20) µπορούµε να βρούµε ένα
γραµµικό συνδυασµό των λύσεων που να είναι και αυτός λύση της (1.20) και συγκεκριµένα ο
κατάλληλος γραµµικός συνδυασµός θα είναι ο 

cos sinx i yξ λ λ= + (1.28)

όπου η παράµετρος λ  είναι ελεύθερη να πάρει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή. Η λύση που
αντιστοιχεί στο δυναµικό (1.28) αποδεικνύεται πως είναι η λύση Kerr. Συγκεκριµένα αν

επιλέξουµε sin a
M

λ =  και 
2 2

cos M a
M

λ
−

=  τότε θα πάρουµε το δυναµικό 

2 2

21 M
M iay x M a

= −
+ + −

E

που θα µας δώσει τις συναρτήσεις 

2 2

2 2 2 2 2

2 ( )( , ) 1
( )

M M x M af x y
a y M x M a

+ −
= −

+ + −
 και  

2 2 2 2 2

2( , )
( )

aMyx y
a y M x M a

ϕ =
+ + −

όπου για την περιγραφή του προβλήµατός οι κατάλληλες επιµήκεις σφαιροειδής συντεταγµένες
δίνονται σε αυτή την περίπτωση από τον µετασχηµατισµό

2 2 2 2

2 2

1 1M a x y

z M a xy

ρ = − − −

= −

Από την συνάρτηση ϕ  υπολογίζουµε την συνάρτηση ω  ολοκληρώνοντας τις σχέσεις 
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2

2

f z

z f

ω ρ ϕ
ρ
ω ρ ϕ

ρ

∂ ∂
=

∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂

(1.29)

οι οποίες ουσιαστικά είναι ισοδύναµες µε την σχέση ορισµού της ϕ , δηλαδή την σχέση (1.15).
Έτσι στις επιµήκεις σφαιροειδής θα έχουµε για τις παραγώγους της ω  τις σχέσεις

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 ( 1) 2 (1 ) ( )

( 1) ( )

4 ( 1) )

( 1) ( )

aM M a y M M a x M x a x y

x M x a y x

aM M a x y M M a a x M x

y M x a y x

ω

ω

− − − + + − +∂
= −

∂ − + −

− − − − +∂
=

∂ − + −

οι οποίες µετά από την ολοκλήρωση θα µας δώσουν την συνάρτηση 

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 ( 1)
( , )

( 1) ( )

aM y M M a M x a x
x y

M a M x a y x
ω

− − + −
=

− − + −
 

Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση, η µοναδική άγνωστη συνάρτηση πλέον είναι η
συνάρτηση ( , )x yγ  της οποίας οι παράγωγοι υπολογίζονται και δίνονται από τις σχέσεις

( )
( )( )

( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1

( ) 1 ( )

( 1)
( ) 1 ( )

M x y
x x y M x a y x

M x y
y x y M x a y x

γ

γ

−∂
=

∂ − − + −

∂ −
=

∂ − − + −

Αυτό το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων για την συνάρτηση  γ  µπορεί να ολοκληρωθεί και

τελικά δίνει την συνάρτηση 
2 2 2 2 2

2 2

1 ( 1) ( )( , ) ln
2

M x a y xx y
x y

γ σταθερα
− + −

= +
−

. Αν

αντικαταστήσουµε τις συναρτήσεις  ( , )f x y , ( , )x yω  και ( , )x yγ  στην µετρική του Παπαπέτρου
και επιπλέον κάνουµε και τον µετασχηµατισµό 

2 2

cos

r Mx
M a

y θ

−
=

−
=

θα πάρουµε τη µετρική
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( )
( )

( )
( )( )

2
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2

2

2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2

2 2 2

2 4 sin1
cos cos

( )( ) 2 cos(2 )

2 ( 2 )

1 ( )( ) 2 cos(2 )
2

2 (2 3 ) ( 2 cos(2 ) sin

2 cos

Mr aMrds dt d dt
r a r a

e a M a M a r a
dr

a r r M

e a M a M a r a d

a r a r M r a a r r M

a r a

σταθερα

σταθερα

θ
φ

θ θ

θ

θ θ

θ θ

 = − − − + + 

− + + +
−

+ −

− − + + +

+ + + + + −
+

+ +
2

(2 )
dφ

θ
η οποία, αν επιλέξουµε την σταθερά ολοκλήρωσης της συνάρτησης  ( , )x yγ  να είναι

2 21 ln( )
2

M aσταθερα = − −  θα πάρει την µορφή 

( )
( ) ( )

( )( )

2
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

2

4 4 2 2 2 2
2

2 2 2

2 4 sin1
cos cos

2 cos(2 ) 1 2 cos(2 )
22 ( 2 )

2 (2 3 ) ( 2 cos(2 ) sin

2 cos(2 )

Mr aMrds dt d dt
r a r a

a r a
dr a r a d

a r r M

a r a r M r a a r r M
d

a r a

θ
φ

θ θ

θ
θ θ

θ θ
φ

θ

 = − − − + + 

+ +
+ + + +

+ −

+ + + + + −
+

+ +

που είναι η µετρική Kerr στις συντεταγµένες Boyer-Lindquist. 

Βλέπουµε λοιπόν ότι η µέθοδος µπορεί να παράγει µία µεγάλη ποικιλία λύσεων µεταξύ των
οποίων και τις ήδη γνωστές λύσεις που έχουν ενδιαφέρον. Αυτό που φαίνεται όµως τόσο από την
διαδικασία παραγωγής της λύσης Kerr όσο και από την διαδικασία παραγωγής της λύσης
Schwarzschild είναι ότι δεν είναι πάντα προφανής ο τρόπος µε τον οποίο οδηγούµαστε σε µία
λύση µε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Αυτό που βλέπουµε λοιπόν είναι ότι χρειαζόµαστε ένα
κριτήριο που να µας κατευθύνει προς τις λύσεις που θα έχουν τα χαρακτηριστικά που µας
ενδιαφέρουν. Το κριτήριο αυτό θα είναι οι πολυπολικές ροπές του επιθυµητού χωρόχρονου. 
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2ο Κεφάλαιο

Μέθοδος του Geroch για την παραγωγή λύσεων των
εξισώσεων πεδίου του Einstein µε τη βοήθεια
µετασχηµατισµών.

Όπως είπαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, τα Αστροφυσικά προβλήµατα που µας
ενδιαφέρουν παρουσιάζουν κάποιες συµµετρίες που εκφράζονται στα πλαίσια της σχετικότητας
µε την ύπαρξη κάποιων πεδίων Killing. Όταν λοιπόν ο χωροχρόνος µας έχει τέτοια πεδία Killing
τότε έχει κάποιες ιδιότητες που µπορούν να µας βοηθήσουν να βρούµε νέες λύσεις των
εξισώσεων πεδίου. Συγκεκριµένα ο Geroch έδειξε ότι αν έχουµε ένα χωροχρόνο µε µετρική gαβ
που έχει ένα πεδίο Killing αξ  τότε υπάρχει ένας µετασχηµατισµός που µας πάει σε µία µετρική

gαβ′  που ικανοποιεί τις εξισώσεις πεδίου του Einstein και ταυτόχρονα διατηρεί το πεδίο αξ  ως
πεδίο Killing. Προκειµένου όµως να εφαρµόσουµε τη διαδικασία αυτού του µετασχηµατισµού,
θα πρέπει πρώτα να ξεχωρίσουµε από τον χωροχρόνο µας τη δράση του πεδίου Killing. Την
ανάλυση αυτή του Geroch θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια.

Ας θεωρήσουµε λοιπόν ότι έχουµε ένα χωροχρόνο ( , abM g ) ο οποίος έχει ένα διανυσµατικό
πεδίο Killing aξ 1. Για ευκολία θα υποθέσουµε ότι το πεδίο Killing είναι ή παντού χρονοειδές ή
παντού χωροειδές χωρίς απώλεια της γενικότητας. Όπως έχουµε αναφέρει και στο 1ο κεφάλαιο
το πεδίο αυτό θα συνδέεται µε ένα σύνολο ολοκληρωτικών καµπύλων. Αν ονοµάσουµε το
σύνολο αυτό  S , τότε τα στοιχεία του  S  θα είναι καµπύλες (τροχιές) στο  M  που θα έχουν
παντού ως εφαπτόµενο διάνυσµα το διάνυσµα  αξ . Μπορούµε τώρα να ορίσουµε µια απεικόνιση
ψ  από το  Μ  στο  S  έτσι ώστε για κάθε σηµείο  p  του  Μ , το ( )pψ  να είναι µια ολοκληρωτική
τροχιά του αξ  που διέρχεται από το  p (και άρα είναι ένα στοιχείο του  S ). Τέλος µπορούµε να
υποθέσουµε ότι το  S  µπορεί να έχει την δοµή µίας διαφορίσιµης πολλαπλότητας τριών
διαστάσεων, έτσι ώστε η απεικόνιση  ψ  να είναι C∞ . Η ιδέα που βρίσκεται πίσω από την
παραπάνω κατασκευή είναι, χρησιµοποιώντας την συµµετρία, να µπορέσουµε να ανάγουµε το
πρόβληµα από πρόβληµα τεσσάρων διαστάσεων σε πρόβληµα τριών διαστάσεων. Ποία είναι
όµως η εικόνα που έχουµε κατασκευάσει; Αν είχαµε για παράδειγµα έναν στατικό χωρόχρονο,
τότε θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι το  S  είναι µία από τις υπερεπιφάνειες του  Μ  που είναι
                                                          
1 J. Ehlers, in Les theories relativistes de la gravitation (CNRS, Paris, 1959)
  R. Geroch, J. Math. Phys. 12, 918 (1971)
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παντού ορθογώνια στο πεδίο αξ . Έτσι κάθε τροχιά του αξ  θα "έκοβε" το  S  κάθετα και ακριβώς
µία φορά. Γενικά όµως αν ο χωροχρόνος δεν είναι στατικός δεν είναι καθορισµένο ποίες θα είναι
οι επιφάνειες  S  και το µόνο που µπορούµε να πούµε είναι ότι θα είναι επιφάνειες που κάθε
τροχιά του αξ  τις "κόβει" µόνο µία φορά.

Το επόµενο βήµα είναι να δούµε πως συσχετίζονται τα τανυστικά πεδία στο  S  µε τα
τανυστικά πεδία στο  Μ . Ας θεωρήσουµε ένα βαθµωτό πεδίο 'λ  στο  S . Το πεδίο αυτό
αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο του  S  έναν πραγµατικό αριθµό και άρα κατ' επέκταση έναν
πραγµατικό αριθµό σε κάθε ολοκληρωτική τροχιά του αξ  στο  Μ . Με άλλα λόγια αν έχουµε ένα
βαθµωτό πεδίο λ  στο  Μ  που παραµένει σταθερό κατά µήκος των τροχιών του αξ , τότε υπάρχει
µία αντιστοιχία ανάµεσα στο βαθµωτό πεδίο λ  στο  Μ  και στο βαθµωτό πεδίο 'λ  στο  S . Η
συνθήκη το πεδίο να παραµένει σταθερό κατά µήκος των τροχιών του αξ  δεν είναι άλλη από την
συνθήκη η Lie παράγωγος να είναι µηδέν  0ξ λ =L . Αν τώρα θεωρήσουµε την βαθµίδα του

πεδίου 'λ  στο  S , 'aD λ , είναι εύκολο να δούµε σύµφωνα µε την παραπάνω λογική ότι αυτή
αντιστοιχεί στην βαθµίδα του πεδίου λ  στο  Μ , aλ∇ , και επιπλέον η βαθµίδα aλ∇ θα
ικανοποιεί την συνθήκη µηδενισµού της παραγώγου Lie καθώς και την συνθήκη 0α

αξ λ∇ = (που
είναι φυσικά η 0ξ λ =L ). Το αποτέλεσµα είναι ότι επειδή µπορούµε να γράψουµε οποιοδήποτε
συναλλοίωτο διάνυσµα στο  S  σαν γραµµικό συνδυασµό βαθµίδων βαθµωτών πεδίων σύµφωνα
µε τον ορισµό  ' ' ' 'a a aA a D Dβ µ ν′ = + + , θα υπάρχει πάντα ένα αντίστοιχο συναλλοίωτο
διάνυσµα στο  Μ  που θα είναι το a a aA a β µ ν= ∇ + + ∇  και θα ικανοποιεί τις σχέσεις

0Aα αξ =  και 0aAξ =L  (όπως µπορεί εύκολα να αποδειχθεί από τις συνθήκες που ικανοποιούν
τα βαθµωτά πεδία). Άρα αντιστρόφως κάθε συναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο στο  Μ  που
ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις θα αντιστοιχεί σε ένα συναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο στο  S .
Από τα παραπάνω µπορούµε να βγάλουµε το ίδιο συµπέρασµα και για τα ανταλλοίωτα
διανύσµατα µέσω της απεικόνισής τους από τα συναλλοίωτα διανύσµατα στους πραγµατικούς
αριθµούς (και κατ' επέκταση σε βαθµωτά πεδία). Τα ίδια συµπεράσµατα µπορούν να επεκταθούν
και σε τανυστές οποιασδήποτε τάξης αφού αυτοί µπορούν να ορισθούν µέσω τανυστικών
γινοµένων συναλλοίωτων και ανταλλοίωτων διανυσµάτων. Γενικά λοιπόν αν ένα τανυστικό
πεδίο ...

...
a b
c dT  στο  Μ  ικανοποιεί τις σχέσεις 

... ... ...
... ... ...0, , 0, 0c d c d c d
a b d a b a bT T Tα

ξξ ξ= = =L (2.1)

τότε µπορούµε να πούµε ότι υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία ανάµεσα στα τανυστικά πεδία
...

...
a b
c dT  και ...

...
a b
c dT ′  στο  Μ  και  S   αντίστοιχα. Επιπλέον οι πράξεις της πρόσθεσης, του τανυστικού

γινοµένου και της συστολής των δεικτών µετατίθενται µε την µετάβαση από το  Μ  στο  S . Άρα
το  S  κληρονοµεί υπό µία έννοια την αλγεβρική και διαφορική δοµή του  Μ . Έτσι µπορούµε
πλέον να ξεχάσουµε το διαχωρισµό ανάµεσα στα πεδία στο   S  και το  Μ  και ουσιαστικά όταν
θα µιλάµε για τανυστικά πεδία στο  S  θα είναι σαν να µιλάµε για τανυστικά πεδία στο  Μ  που
ικανοποιούν τις συνθήκες (2.1).

Έτσι µπορούµε να ορίσουµε τα τανυστικά πεδία 

( ) 1

ab ab a bh g µ
µξ ξ ξ ξ

−
= − (2.2)
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( ) 1ab ab a bh g µ
µξ ξ ξ ξ

−
= − (2.3)

( ) 1a a a
b b bh µ

µδ ξ ξ ξ ξ
−

= − (2.4)
1/ 2 d

abc abcd
µ

µε ξ ξ ε ξ
−

= (2.5)

τα οποία µπορούµε να διαπιστώσουµε εύκολα ότι ικανοποιούν τις συνθήκες (2.1) και άρα
θεωρούµε ότι είναι πεδία ορισµένα στο  S . Συγκεκριµένα οι σχέσεις (2.2) και (2.3) ορίζουν την
µετρική στο  S , η σχέση (2.4) ορίζει το σύµβολο του Kronecker στο  S  και η σχέση (2.5) ορίζει
το πλήρως αντισυµµετρικό σύµβολο στο  S . Το τανυστικό πεδίο a

bh  όπως έχει ορισθεί από την
σχέση (2.4) µπορεί να θεωρηθεί και ως ο προβολικός τελεστής. ∆ηλαδή αν ένα τανυστικό πεδίο
έχει παράγωγο Lie ίση µε µηδέν, τότε η προβολή του µέσω του a

bh  ικανοποιεί τις συνθήκες (2.1)
και άρα είναι ένα τανυστικό πεδίο στο  S . Τώρα µπορούµε να ορίσουµε την συναλλοίωτη
παράγωγο στο  S  από την συναλλοίωτη παράγωγο στο  Μ  και τον προβολικό τελεστή. Αν
έχουµε λοιπόν ένα τανυστικό πεδίο b d

a cT  το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες (2.1), είναι δηλαδή
τανυστής στο  S ,  τότε µπορούµε να δείξουµε ότι η παράγωγος Lie της συναλλοίωτης
παραγώγου του  b d

a cT  στο  Μ  είναι µηδέν ( ) 0b d
p a cTξ ∇ =L 2 και άρα µπορούµε, όπως αναφέραµε

και παραπάνω, να ορίσουµε µέσω του a
bh  το τανυστικό πεδίο b d

e a cD T  στο  S  από τη σχέση 

b d p m n b d r s
e a c e a c r s p m nD T h h h h h T= ∇ (2.6)

Ο τελεστής παραγώγισης eD  έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

1. Ικανοποιεί τον κανόνα του Leibnitz για τις παραγώγους.
2. Η συστολή της παραγώγου µέσω του eD  ενός τανυστικού πεδίου στο  S  ισούται µε την

παράγωγο της συστολής.
3. Αν έχουµε ένα βαθµωτό πεδίο µ  στο  S , τότε το eD µ  είναι η βαθµίδα του µ  και ισχύει

[ ] 0a bD D µ = .
4. Η παράγωγος του αθροίσµατος δύο τανυστικών πεδίων είναι ίση µε το άθροισµα των

παραγώγων τους.
5. Η παράγωγος της µετρικής είναι µηδέν.

Ακριβώς οι παραπάνω ιδιότητες του τελεστή παραγώγισης eD  είναι οι ιδιότητες της
συναλλοίωτης παραγώγου σε πολλαπλότητα εφοδιασµένη µε µετρική και άρα από την
µοναδικότητα3 συµπεραίνουµε ότι η παράγωγος eD  είναι η συναλλοίωτη παράγωγος στο  S . Με
τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου µπορούµε να υπολογίσουµε τον τανυστή του Riemann
στο  S . Αν θεωρήσουµε ένα τυχαίο διάνυσµα ck  στο  S  και το παραγωγίσουµε δύο φορές θα
πάρουµε4 τη σχέση 

( ) ( )1 1
( ) ( )p s t m p q r s m p q r t

a b c a b c p s t m a b c p q s r m a b c p r q tD D k h h h k h h h k h h h kξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
− −

= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇ (2.7)

                                                          
2 Βλέπε παράρτηµα.
3 Robert M. Wald, GENERAL RELATIVITY, (1984) The University of Chicago Press,
Θεώρηµα 3.1.1, σελίδα 35.
4 Βλέπε παράρτηµα.
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Αν τώρα τη σχέση (2.7) την αντισυµµετροποιήσουµε ως προς τους δείκτες a  και b 5 και
χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό του τανυστή του Riemann6 θα πάρουµε τη σχέση 

( ) ( )1 1

[ ] [ ] 2 ( )( ) 2 ( )( )p q r s m m
abcd a b c d pqrs m p q r s m p r q sh h h h R ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− − = + ∇ ∇ + ∇ ∇  
R (2.8)

που συνδέει τον τανυστή του Riemann abcdR  στο  S  µε τον τανυστή του Riemann abcdR  στο  Μ 7.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, αποδεικνύεται ότι τελικά οι βασικές εξισώσεις που περιγράφουν
έναν χωρόχρονο που διαθέτει ένα διανυσµατικό πεδίο Killing, είναι ένα σύστηµα διαφορικών
εξισώσεων τριών µεγεθών. Τα µεγέθη αυτά είναι η µετρική abh , το µέτρο λ  του διανύσµατος
Killing αξ  που ορίζεται ως 

α
αλ ξ ξ= (2.9)

και η "συστροφή" (twist) aω  του διανύσµατος Killing που ορίζεται ως 

b c d
a abcdω ε ξ ξ= ∇ (2.10)

και είναι ένα µέτρο του κατά πόσο απέχει το διάνυσµα Killing από το να µπορούµε να ορίσουµε
µια υπερεπιφάνεια στην οποία να είναι παντού ορθογώνιο. Από τις εξισώσεις (2.9) και (2.10)
προκύπτει ότι µπορούµε να εκφράσουµε τις συναλλοίωτες παραγώγους του πεδίου Killing που
εµφανίζονται στη σχέση (2.8) συναρτήσει των  λ  και aω  µέσω της σχέσης 

1 1
[ ]

1
2

c d
a b abcd b aDξ λ ε ξ ω λ ξ λ− −∇ = + (2.11)

Από τις σχέσεις (2.9), (2.10) και (2.8) θα πάρουµε τελικά το σύστηµα των εξισώσεων που
περιγράφουν τη γεωµετρία του χωροχρόνου µας, το οποίο είναι8:

2 1 2

2 1 1

1

[ ]

1 1 1 ( )( )
2 2 4

1 ( )( ) 2
2

3
2

m m n
ab a b ab m a b a b a b mn

a m m m n
a m m mn

a m
a m

m n p
a b abmn p

h D D D D h h R

D D D D D R

D D

D R

λ ω ω ω ω λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ ω ω ξ ξ

ω λ ω λ

ω ε ξ ξ

− − −

− −

−

 = − + − + 

= = − −

=

= −

R

(2.12)

                                                          
5 Βλέπε παράρτηµα.
6 d

a b c b a c abcdk k R k∇ ∇ −∇ ∇ = .
7 Η εξίσωση (2.8) είναι γνωστή ως εξίσωση Gauss-Codazzi. Βλέπε S. W. Hawking, G. F. R. Ellis, The
large scale structure of space-time, (1993) Cambridge University Press, Ενότητα 2.7 Hypersurfaces, σελίδα
44.
8 Οι εξισώσεις (2.12) έχουν προκύψει µε χρήση της εξίσωσης (2.11) και της εξίσωσης d

a b c dabcRξ ξ∇ ∇ =

που αποδεικνύεται στο παράρτηµα. Ο τανυστής του Ricci ορίζεται ως m
ab ambR R= .
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Οι εξισώσεις αυτές στην περίπτωση του κενού όπου 0abR =  παίρνουν την µορφή 

2 1 2

2 1 1

2 1

1 1 1( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 4

1 ( )( ) ( )( )
2
3 ( )( )
2

m
ab a b ab m a b a b

m m
m m

m
m

D D h D D D D D D

D D D D D

D D D

λ ω ω ω ω λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ ω ω

ω λ ω λ

− − −

− −

−

 = − + − 

= −

=

R

(2.13)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι όταν ο τανυστής του Ricci µηδενίζεται, τότε
µηδενίζεται και ο στροβιλισµός του aω , [ ]a bD ω , και τότε η συστροφή του aξ µπορεί να γραφτεί

ως η απόκλιση ενός βαθµωτού πεδίου a aDω ω= . Έτσι καταλήξαµε σε έναν φορµαλισµό που
περιγράφει τον χωροχρόνο συναρτήσει µόνο της τρισδιάστατης µετρικής abh  και των πεδίων λ
και ω .

Το ερώτηµα τώρα είναι, αν µας δώσουν µια πολλαπλότητα  S  µε µετρική abh  και δύο πεδία
λ  και ω  που να ικανοποιούν κάποιες προϋποθέσεις, τότε µπορεί να βρεθεί κάποια
πολλαπλότητα  M   µε µετρική abg  και ένα πεδίο Killing aξ  που να αναπαράγει τον χωροχρόνο
S , abh  και τα πεδία αυτά; Η απάντηση είναι πως µπορούµε και συγκεκριµένα ο χωροχρόνος που
θα βρούµε είναι µοναδικός. Αποδεικνύεται ότι αν θεωρήσουµε ένα διανυσµατικό πεδίο aη  στο
Μ  που να ικανοποιεί τις εξισώσεις 

3/ 2
[ ]

1
2

1

c
a b abc

a
a

Dη λ ε ω

ξ η

−∇ = −

=
(2.14)

όπου το σύµβολο abcε  είναι ορισµένο σύµφωνα µε την σχέση (2.5), τότε η µετρική abg  στο  Μ
θα δίνεται ως συνάρτηση της µετρικής abh  από την σχέση 

ab ab a bg h λη η= + (2.15)

Ας επιστρέψουµε στο αρχικό µας ζητούµενο. Έχουµε έναν χωροχρόνο  Μ , abg  που διαθέτει
ένα διανυσµατικό πεδίο Killing aξ . Επιπλέον θεωρούµε ότι είµαστε στο κενό, δηλαδή ο
τανυστής του Ricci είναι µηδέν. Για το πεδίο aξ  µπορούµε να ορίσουµε τα λ  και ω  σύµφωνα
µε τις σχέσεις (2.9) και (2.10) όπου όπως αναφέραµε και παραπάνω ισχύει a aDω ω= . Επιπλέον
µπορούµε να ορίσουµε τα πεδία aα  και aβ  από τις σχέσεις9 

[ ]

2 2
[ ]

1 ,
2
2 , 1

c d a
a b abcd a

c d a
a b a b abcd a

α ε ξ ξ α ω

β λ ξ ωε ξ ξ β ω λ

∇ = ∇ =

∇ = ∇ + ∇ = + −
(2.16)

                                                          
9 Robert M. Wald, GENERAL RELATIVITY, (1984) The University of Chicago Press, σελίδα 181.



2ο Κεφάλαιο. Μέθοδος του Geroch για την παραγωγή λύσεων των εξισώσεων πεδίου του Einstein µε τη
βοήθεια µετασχηµατισµών.

22

 
όπου έχουµε εκµεταλλευτεί την ελευθερία βαθµίδας10 που έχουµε στην επιλογή των πεδίων aα
και aβ  ώστε να είναι κανονικοποιηµένα όπως φαίνεται παραπάνω. Όπως είδαµε οι εξισώσεις που
περιγράφουν τον χωροχρόνο µας µπορούν να πάρουν την µορφή (2.13). Αν επιπλέον κάνουµε
την αντικατάσταση ab abh hλ= και iτ ω λ= + , τότε οι εξισώσεις (2.13) θα γίνουν

( )
( )

2* *
( )

12 *

2 ( )( )

2 ( )( )

ab a b

mn
m n

D D

D D D h

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

−

−

= − −

= −

R
(2.17)

 
όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τις εκφράσεις b b

a a b a bD h hλ= ∇ = ∇ , και 2 ab
a bD h D D=  και ο

τανυστής abR  είναι ο τανυστής του Ricci για την µετρική abh . Έστω τώρα ότι έχουµε µία λύση

{ },abh τ  των εξισώσεων (2.17) και θέλουµε να βρούµε µία νέα λύση τους { },abh τ′ ′ . Αν

επιλέξουµε η νέα λύση να είναι της µορφής  , ' '( )ab abh h τ τ τ′ = =  και αντικαταστήσουµε τις
εκφράσεις αυτές στις εξισώσεις (2.17), τότε θα πάρουµε για το ' '( )τ τ τ= 11 το σύστηµα των
εξισώσεων12 

22
* *

2

2* *

* *

' ' '2( ' ' ) 2( )

' ' ' '

d d d
d d d

d d
d d

τ τ ττ τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

   = − − −   
   

   −  =     −    

(2.18)

το οποίο µπορούµε να δούµε ότι έχει λύση της µορφής  ' a b
c d
ττ
τ
+

=
+

, όπου οι σταθερές , , ,a b c d

είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αν τώρα αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις iτ ω λ= +  και
' ' 'iτ ω λ= +  θα πάρουµε τις εκφράσεις 

2

2 2 2 2 2 2

( )( ) ( )' '
( ) ( )

a ia b a b c d ac ad bci i
c ic d c d c c d c
ω λ ω ω λ λω λ
ω λ ω λ ω λ
+ + + + + −

+ = = + ⇒
+ + + + + +

2

2 2 2

2 2 2

( )( )'
( )
( )'

( )

a b c d ac
c d c
ad bc

c d c

ω ω λω
ω λ

λλ
ω λ

+ + +
=

+ +
−

=
+ +

(2.19)

και για την µετρική θα έχουµε την έκφραση 

                                                          
10 Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι υπάρχει η ελευθερία βαθµίδας στα διανύσµατα, αφού

[ ] [ ] [ ] [ ]( )a b a b b a bαα φ α φ α∇ +∇ = ∇ +∇ ∇ = ∇ .
11 Επειδή έχουµε ' '( )τ τ τ=  θα ισχύει και * * *' ' ( )τ τ τ= .
12 Ο τανυστής abR  δεν επηρεάζεται από την αλλαγή που κάναµε, αφού δεν αλλάξαµε την µετρική.
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1' ( ')ab abh hλ λ −= (2.20)

Οι εκφράσεις (2.20) και (2.19) ικανοποιούν τις εξισώσεις (2.17) και κατ' επέκταση τις εξισώσεις
(2.13) και άρα αποτελούν λύση των εξισώσεων πεδίου του Einstein στο κενό. Στην δεύτερη από
τις σχέσεις (2.19) βλέπουµε ότι η ποσότητα ad bc−  αποτελεί απλά έναν πολλαπλασιαστικό
παράγοντα στο µέτρο του διανύσµατος Killing και έναν σύµµορφο παράγοντα στην µετρική 'abh
και άρα µπορούµε να την κανονικοποιήσουµε στην µονάδα13 χωρίς να επηρεάζεται η γεωµετρία
του χωροχρόνου14. Έτσι βλέπουµε ότι µπορούµε να εκφράσουµε τον µετασχηµατισµό που
παράγει τις καινούριες λύσεις των εξισώσεων πεδίου ως έναν πραγµατικό πίνακα 2 2×  µε

ορίζουσα ίση µε µονάδα ο οποίος έχει την µορφή a b
c d
 
 
 

. Οι πίνακες που έχουν τις παραπάνω

ιδιότητες αποτελούν στοιχεία της οµάδας (2, )SL R  και όπως είδαµε κάθε δυνατός µη τετριµµένος
µετασχηµατισµός θα µπορεί να αναχθεί σε ένα µετασχηµατισµό που να είναι στοιχείο αυτής της
οµάδας. Επιπλέον βλέπουµε ότι αν εφαρµόσουµε δύο διαδοχικούς µετασχηµατισµούς, τον

µετασχηµατισµό ' a b
c d
ττ
τ
+

=
+

 και µετά τον µετασχηµατισµό '''
'

e f
g h
ττ
τ
+

=
+

, το αποτέλεσµα θα είναι

ο µετασχηµατισµός ( ) ( )''
( ) ( )
ea fc eb df
ga hc bg dh

ττ
τ

+ + +
=

+ + +
 που είναι ουσιαστικά το γινόµενο e f a b

g h c d
   

⋅   
   

των επιµέρους µετασχηµατισµών. Άρα ο µετασχηµατισµός έχει την δοµή οµάδας και είναι
συγκεκριµένα η οµάδα Lie (2, )SL R . Μία κατηγορία πινάκων που ανήκουν στην οµάδα (2, )SL R

είναι οι πίνακες που έχουν την µορφή 10
a b
a−

 
 
 

. Αυτοί οι µετασχηµατισµοί δίνουν για την µετρική

και τα πεδία λ  και ω  τις εξισώσεις 

2

2

2

'

'
'

ab abh a h

a
a ab

λ λ

ω ω

−=

=

= +

(2.21)

 
που είναι απλά µία αλλαγή κλίµακας για το διάνυσµα Killing και ένας σύµµορφος
µετασχηµατισµός για την µετρική που όπως έχουµε συζητήσει και παραπάνω δεν αλλάζει την
γεωµετρία του χωροχρόνου15. Άρα αυτού του τύπου οι µετασχηµατισµοί δεν παράγουν νέες
λύσεις των εξισώσεων πεδίου. Βλέπουµε λοιπόν ότι υπάρχουν ακόµα και στοιχεία της οµάδας

(2, )SL R  που δίνουν τετριµµένους µετασχηµατισµούς. Συγκεκριµένα το σύνολο αυτών των
µετασχηµατισµών, που µπορούν να θεωρηθούν ως µετασχηµατισµοί βαθµίδας, αποτελεί
υποοµάδα της (2, )SL R . Αποδεικνύεται ότι αν αφαιρέσουµε από την (2, )SL R  την υποοµάδα των
µετασχηµατισµών βαθµίδας, τότε αυτό που µένει δεν είναι οµάδα. Γενικά θα µας βόλευε όµως το
σύνολο των µετασχηµατισµών που θα επιλέξουµε να έχει δοµή οµάδας. Για αυτό το λόγο
επιλέγουµε ένα υποσύνολο της (2, )SL R  που να έχει µόνο ένα στοιχείο που να αποτελεί

                                                          
13 1ad bc− =
14 Το να επιτρέψουµε η ορίζουσα να είναι διαφορετική από την µονάδα, θα ήταν ισοδύναµο µε το να
πολλαπλασιάσουµε για παράδειγµα µία γραµµή ή µία στήλη του πίνακα µε κάποια σταθερά, που θα ήταν
ισοδύναµο µε το να θεωρήσουµε ότι ο µετασχηµατισµός είναι ο συνδυασµός του πολλαπλασιασµού µε
έναν παράγοντα µπροστά από τις νέες εκφράσεις για την µετρική και για τα λ  και ω  και της εφαρµογής
ενός µετασχηµατισµού µε ορίζουσα µονάδα. 
15 Το ω  έχει ούτως ή άλλως από τον ορισµό του αυθαιρεσία ως προς την πρόσθεση µίας σταθεράς.
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µετασχηµατισµό βαθµίδας, αλλά να διατηρεί την δοµή οµάδας. Η υποοµάδα αυτή δίνεται από
τον πίνακα της µορφής.

cos sin
sin cos

a b
c d

θ θ
θ θ

   
=   −   

(2.22)

και άρα οι εκφράσεις για την µετρική και τα ,λ ω  παίρνουν τη µορφή

1

2 2 2

2

2 2 2

' ( ')

'
(cos sin ) sin
(cos sin )(cos sin ) sin cos'

(cos sin ) sin

ab abh hλ λ
λλ

θ θ ω θ λ

θ ω θ θ θ ω θ θ λω
θ θ ω θ λ

−=

=
− +

+ − −
=

− +

(2.23)

όπου έχουµε πλέον παραµετροποιήσει τον µετασχηµατισµό µε την γωνία θ . Από την έκφραση
αυτή βλέπουµε ότι για γωνίες µεγαλύτερες από π  αρχίζουµε να µην παίρνουµε καινούριες
λύσεις.
  

Έτσι έχουµε πλέον υπολογίσει µία καινούρια λύση των εξισώσεων πεδίου, αλλά την έχουµε
υπολογίσει στον τρισδιάστατο φορµαλισµό. Για να επιστρέψουµε στην τετραδιάστατη µετρική
πρέπει να υπολογίσουµε το διάνυσµα aη  από τις εξισώσεις (2.14) οι οποίες στην συγκεκριµένη
περίπτωση θα γίνουν

2
[ ]

1 ( ) ' '
2

1

c dm
a b abcd m

a
a

hη λ ε ξ ω

ξ η

−′∇ = ∇

=
(2.24)

και µε την βοήθεια του aη  θα πάρουµε από την σχέση (2.15) την καινούρια µετρική 

1 1( ') ( ) 'ab ab a b a bg gλ λ λ ξ ξ λ η η− −′ = − + (2.25)

Από τις σχέσεις (2.24) και (2.23), το aη  υπολογίζεται συναρτήσει των διανυσµάτων aξ , aα  και

aβ  και δίνεται από την σχέση 

1 2( ') 2 cos sin sina a a aη λ ξ α θ θ θ β−= + − (2.26)

Η καινούρια µετρική abg′  έχει ως διάνυσµα Killing το διάνυσµα aξ  και το µέτρο και η συστροφή
του aξ  ως προς αυτή την µετρική δίνονται από τις σχέσεις (2.23). 

Πρακτικά η µέθοδος, όσον αφορά την εφαρµογή της, θα γίνει πιο σαφής µε ένα παράδειγµα.
Ας θεωρήσουµε ως αρχικό χωροχρόνο τον επίπεδο χωροχρόνο Minkowski, µε µετρική την
γνωστή ( 1,1,1,1)ab diagη = − . Ο χωροχρόνος Minkowski διαθέτει δέκα διανυσµατικά πεδία
Killing, τέσσερα για τις µεταθέσεις και έξι για τις χωροχρονικές στροφές. Επειδή το ενδεχόµενο
να χρησιµοποιήσουµε κάποιο από τα πεδία Killing που περιγράφει την συµµετρία των
µεταθέσεων φαίνεται τετριµµένο, θα χρησιµοποιήσουµε κάποιο από τα πεδία που περιγράφουν
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στροφές. Συγκεκριµένα θα χρησιµοποιήσουµε το διανυσµατικό πεδίο Killing που γεννάει τις
προωθήσεις (boosts) κατά τον άξονα x. Το διανυσµατικό πεδίο λοιπόν θα είναι το ( , ,0,0)a x tξ =

και θα έχει µέτρο 2 2t xλ = − , όπως δίνεται από την σχέση (2.9). Αντίστοιχα από την σχέση
(2.10) θα πάρουµε ότι 0a aω ω=∇ = , που σηµαίνει ότι το ω  είναι σταθερό. Όπως έχουµε
αναφέρει το ω  έχει αυθαιρεσία ως προς την πρόσθεση µίας σταθεράς και εν γένει κάποια
διαφορετική αρχική επιλογή του ω  θα έχει ως αποτέλεσµα µία διαφορετική τελική µετρική για
έναν δεδοµένο µετασχηµατισµό. Αλλά σύµφωνα µε τα παραπάνω ο µετασχηµατισµός που
εφαρµόζουµε οδηγεί σε έναν κλειστό κύκλο λύσεων που καλύπτονται από όλες τις δυνατές
επιλογές της παραµέτρου θ . Άρα η αυθαιρεσία στην επιλογή του ω  ανάγεται σε µία
διαφορετική παραµετροποίηση του µετασχηµατισµού και άρα δεν προκαλεί κάποια ουσιαστική
αλλοίωση στην οικογένεια των λύσεων που θα πάρουµε. Για αυτό επιλέγουµε 0ω = . 

Το επόµενο βήµα είναι να υπολογίσουµε τα διανύσµατα aα  και aβ . Από τις εξισώσεις (2.16)
θα πάρουµε για το aα

[ ] [ ] 1 2y z
z y y z z y

α αα α
∂ ∂

∂ = −∂ = ⇒ − =
∂ ∂

Επιπλέον για το διάνυσµα aα  έχουµε και την συνθήκη a
aξ α ω= . Άρα η κατάλληλη επιλογή

είναι το διάνυσµα (0,0, , )a z yα = − . Για το διάνυσµα aβ  θα πάρουµε 

2 2 2 2
[ ] [ ] 2( ) 4( )x t
t x x t t x t x

t x
β β

β β
∂ ∂

∂ = −∂ = − ⇒ − = −
∂ ∂

 

και από την συνθήκη 2 2 1a
aξ β ω λ= + −  θα πάρουµε την εξίσωση 2 2 2( ) 1t xx t t xβ β+ = − − . Από

αυτές τις δύο εξισώσεις µπορούµε να βρούµε µία λύση για τις συναρτήσεις ( , )t t xβ  και ( , )x t xβ .
Εν γένει αρκεί να βρούµε µία λύση που να ικανοποιεί την πρώτη εξίσωση. Η δεύτερη µπορεί να
ικανοποιηθεί εκ των υστέρων αφού γνωρίζουµε ότι το aβ  από τον ορισµό του έχει ελευθερία
βαθµίδας, δηλαδή αν κάποιο aβ  ικανοποιεί την εξίσωση (2.16) τότε και το a aβ +∇ Φ  θα την
ικανοποιεί. Έτσι αν 'aβ  είναι η λύση που έχουµε βρει, τότε από την συνθήκη  

2 2 2 2 2 2( ' ) ( ) 1 ( ) 1 'a a a
a a a at x t xξ β ξ ξ β+∇ Φ = − − ⇒ ∇ Φ = − − −

µπορούµε να υπολογίσουµε το δυναµικό Φ  και άρα να βρούµε το πεδίο aβ . Τελικά το διάνυσµα

που ικανοποιεί τις συνθήκες (2.16) είναι το ( )2 2 2 21 1( ) , ( ) ,0,0a x x t t t xt x t xβ = − − − −+ + . 

Στη συνέχεια, από τις σχέσεις (2.23) παίρνουµε τα µετασχηµατισµένα λ  και ω

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

'
cos ( ) sin
sin cos (1 ( ) )'
cos ( ) sin

t x
t x

t x
t x

λ
θ θ

θ θω
θ θ

−
=

+ −

− −
=

+ −
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και το διάνυσµα aη  όπως δίνεται από την σχέση (2.26) είναι το

2 2 2 2

2 cos2 2 cos 2, , sin 2 , sin 2
2( ) 2( )a

t x t t x x z y
t x t x

θ θη θ θ
 − − − −

= − − − 

Το µόνο που αποµένει είναι να υπολογίσουµε τη µετρική από τη σχέση  

1 1( ') ( ) 'ab ab a b a bg gλ λ λ ξ ξ λ η η− −′ = − +

Η µετρική abg′  δεν είναι τετριµµένη. Ο τανυστής του Ricci µηδενίζεται, όπως περιµέναµε
άλλωστε αφού πρέπει να περιγράφει λύσεις στο κενό, αλλά ο τανυστής του Weyl16 είναι µη
µηδενικός. Άρα αυτή η µετρική περιγράφει έναν τελείως διαφορετικό χωρόχρονο από αυτόν του
Minkowski διατηρώντας όµως το διανυσµατικό πεδίο Killing ( , ,0,0)a x tξ = . Αξίζει να
επισηµάνουµε σ' αυτό το σηµείο δύο πράγµατα. Το πρώτο είναι ότι δεν µας απασχόλησε
καθόλου στην διαδικασία εφαρµογής της µεθόδου του µετασχηµατισµού, το αν το διανυσµατικό
πεδίο Killing είναι χωροειδές ή χρονοειδές. Η µεθοδολογία δηλαδή δουλεύει χωρίς να χρειαστεί
να κάνουµε την οποιαδήποτε υπόθεση για το aξ . Το δεύτερο είναι ότι το διάνυσµα aξ  γίνεται
φωτοειδές (null) στις επιφάνειες x t= ±  και άρα οι επιφάνειες αυτές είναι ορίζοντες Killing του
χωροχρόνου Minkowski. Αν και γενικά το γεγονός της ύπαρξης ενός ορίζοντα Killing δεν
υποδεικνύει και την ύπαρξη κάποιας ανωµαλίας ή κάποιου ορίζοντα γεγονότων στην αρχική
µετρική, αυτό µπορεί να σηµαίνει ότι  η τελική µετρική µπορεί να έχει τέτοιες ανωµαλίες, όπως
και έχει στην συγκεκριµένη περίπτωση. Γενικά οι καινούριες µετρικές που προκύπτουν από τον
µετασχηµατισµό δεν διατηρούν τις "καλές" ιδιότητες της αρχικής µετρικής µε αποτέλεσµα
κάποιες καινούριες λύσεις να µην είναι για παράδειγµα ασυµπτωτικά επίπεδες (όπως θα θέλαµε
να είναι για να περιγράφουν έναν φυσικό χωρόχρονο). 

Η παραπάνω µέθοδος εφαρµόζεται όπως έχουµε πει, όταν ο χωρόχρονος έχει ένα πεδίο
Killing. Οι χωρόχρονοι που µας ενδιαφέρουν γενικά όµως µπορούν να έχουν και περισσότερα
από ένα πεδία Killing, όπως για παράδειγµα οι χωρόχρονοι που έχουν αξονική συµµετρία. Η
ύπαρξη των δύο µετατιθέµενων πεδίων Killing οδηγεί στην ανάπτυξη ενός φορµαλισµού που
προσφέρει τη δυνατότητα κατασκευής λύσεων που να καλύπτουν ένα µεγάλο φάσµα των λύσεων
των εξισώσεων πεδίου του Einstein. Συγκεκριµένα η εφαρµογή της  παραπάνω µεθόδου, όπως
διαµορφώνεται για την περίπτωση των δύο µετατιθέµενων διανυσµατικών πεδίων Killing,
αποδεικνύεται ότι µπορεί να παράγει όλους τους ασυµπτωτικά επίπεδους, αξονικά συµµετρικούς
χωρόχρονους17. Παρακάτω θα υποδείξουµε εν συντοµία µερικά σηµεία της λογικής της µεθόδου
του Geroch18 που αποτελούν την ουσία που βρίσκεται πίσω από την µέθοδο υπολογισµού λύσεων
που αναπτύχθηκε από τον Sibgatullin, την οποία θα παρουσιάσουµε σε επόµενο κεφάλαιο. Πριν
όµως προχωρήσουµε στην διατύπωση των µετασχηµατισµών, είναι χρήσιµο να αναφερθούν
µερικά πράγµατα για τις ιδιότητες των χώρων µε δύο διανυσµατικά πεδία Killing.

Ας θεωρήσουµε λοιπόν, ότι έχουµε µία λύση των εξισώσεων πεδίου του Einstein η οποία
διαθέτει δύο πεδία Killing τα οποία µετατίθενται. Ας τα ονοµάσουµε 0

αξ  και 1
αξ . Τότε

µπορούµε να εφαρµόσουµε µία όµοια διαδικασία µε αυτή που εφαρµόσαµε και στην περίπτωση
του ενός πεδίου Killing και να µετατρέψουµε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein σε ένα σύστηµα
                                                          
16 ∆ηλαδή ο καινούριος χωρόχρονος δεν είναι σύµµορφα επίπεδος σε αντίθεση µε τον χωρόχρονο
Minkowski.
17 J. Hauser, F. J. Ernst, J. Math. Phys. 22, 1051 (1981)
18 Robert Geroch, J. Mat. Phys. 13, 394 (1972)
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εξισώσεων για κάποια βαθµωτά πεδία πάνω σε µία πολλαπλότητα  S  η οποία θα είναι δύο
διαστάσεων σε αυτή την περίπτωση και θα έχει µετρική abh . Τα βαθµωτά πεδία που µας
ενδιαφέρουν δίνονται από τους ορισµούς 

00 0 0 01 10 0 1 11 1 1, ,a a a
a a aλ ξ ξ λ λ ξ ξ λ ξ ξ= = = = (2.27)

και προκύπτει µε παρόµοια ανάλυση µε αυτή που ακολουθήσαµε για το ένα πεδίο Killing, ότι τα
πεδία αυτά θα ικανοποιούν τις εξισώσεις 

( )
( )
( )

1 3
00 00 00 11 01 01

1 3
01 01 00 11 01 01

1 3
11 11 00 11 01 01

2
00 11 01 01

2 ( )( ) ( )( )

2 ( )( ) ( )( )

2 ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

a a a
a a a

a a a
a a a

a a a
a a a

a a
a a

D D D D D D

D D D D D D

D D D D D D

D D D D

τ λ τ λ λ λ λ λ

τ λ τ λ λ λ λ λ

τ λ τ λ λ λ λ λ

τ λ λ λ λ

− −

− −

− −

−

 = − 
 = − 
 = − 

 = − R=

(2.28)

όπου R  είναι η βαθµωτή καµπυλότητα και aD  η παράγωγος στο  S  ενώ η παράµετρος τ

ορίζεται από τη σχέση  ( )22
01 00 112τ λ λ λ = −  . Σε αυτό το σηµείο αξίζει να επισηµάνουµε ότι

στην περίπτωση του αξονικά συµµετρικού χωρόχρονου, που µελετήσαµε στο πρώτο κεφάλαιο µε
την µετρική Παπαπέτρου, το σύστηµα των εξισώσεων (2.28) ανάγεται ακριβώς στις τέσσερις
εξισώσεις (1.13) και (1.14). Συγκεκριµένα οι ποσότητες που αντιστοιχούν στα πεδία λ  είναι οι

00 ( , )f zλ ρ= − , 01 ( , ) ( , )f z zλ ρ ω ρ= , 
2

2
11 ( , ) ( , )

( , )
f z z

f z
ρλ ρ ω ρ
ρ

= −  και είναι πλέον σαφές ότι

η παράµετρος τ  αντιστοιχεί στη συντεταγµένη ρ  της µετρικής Παπαπέτρου. Επιπλέον
µπορούµε να πούµε ότι όλη την πληροφορία για τη γεωµετρία κρύβεται στις τρεις πρώτες από τις
εξισώσεις (2.28), ενώ η τέταρτη περιέχει πληροφορίες για τον υπολογισµό της συνάρτησης

( , )zγ ρ . Ο συµβολισµός µπορεί να γίνει λίγο πιο συµπαγής αν αρχικά παρατηρήσουµε ότι τα
πεδία λ  συµπεριφέρονται σαν συµµετρικοί τανυστές ως προς τους δείκτες που υποδεικνύουν τα
πεδία Killing. Έτσι οι εξισώσεις (2.28) µπορούν να πάρουν τη µορφή

( )1 3

2

( )( )

1 ( )( )
2

a a MN
a AB AB MN a

a MN
MN a

D D D D

D D

τ λ τ λ λ λ

τ λ λ

− −

−

 =  

 =  R=
(2.29)

όπου οι δείκτες των πεδίων λ  ανεβαίνουν και κατεβαίνουν µε το πλήρως αντισυµµετρικό
σύµβολο στις δύο διαστάσεις, δηλαδή MN

AB AM BNλ ε ε λ= . Τις εξισώσεις (2.29) µπορούµε να τις
γράψουµε σε µία ακόµα πιο χρήσιµη µορφή, όπου τα πεδία λ  θα τα αναπαραστήσουµε ως τις
τρεις συνιστώσες ενός διανύσµατος. Θεωρούµε λοιπόν το διάνυσµα 00 01 11( , , )iλ λ λ λ=  του οποίου
µπορούµε να ανεβάζουµε και να κατεβάζουµε δείκτες µε τη µετρική 

0 0 1
0 1/ 2 0
1 0 0

ijG
− 

 =  
 − 

.
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Σ' αυτό το χώρο θεωρούµε και το πλήρως αντισυµµετρικό σύµβολο ijkε . Άρα οι εξισώσεις µε την
καινούρια σύµβαση γράφονται

( )1 3

2

( )( )

1 ( )( )
2

a a j
a i i j a

a j
j a

D D D D

D D

τ λ τ λ λ λ

τ λ λ

− −

−

 =  

 =  R=
(2.30)

Από την πρώτη εκ των εξισώσεων (2.30) και µε συστολή µε το διάνυσµα iλ  θα πάρουµε την
εξίσωση 0a

aD D τ = 19 που µας λέει ότι η παράµετρος τ  είναι αρµονική συνάρτηση και άρα
υπάρχει η αρµονική συζυγής της που ορίζεται από την σχέση b

a a bD Dσ ε τ= 20. Αυτό το
περιµέναµε από την σύγκριση που κάναµε παραπάνω µε τους αξονικά συµµετρικούς
χωρόχρονους και συγκεκριµένα περιµένουµε η παράµετρος σ  να είναι η αντίστοιχη της
συντεταγµένης z . Από την πρώτη εκ των εξισώσεων (2.30) µπορούµε ακόµα να δούµε ότι ισχύει 

1
[ ]( ) 0j c k
a ijk b cD Dτ ε λ ε λ− =  και άρα µπορεί να ορισθεί το βαθµωτό πεδίο ω  από την σχέση

1 j b k
a i ijk a bD Dω τ ε λ ε λ−= (2.31)

όπου πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι δείκτες ,a b  είναι δείκτες που σχετίζονται µε το  S , ενώ οι
δείκτες , ,i j k  σχετίζονται µε τον τρισδιάστατο χώρο των πεδίων λ . Έτσι για την παραγώγιση
στο  S  οι ποσότητες iω  είναι βαθµωτές. Οι ποσότητες ιω  είναι ουσιαστικά οι συστροφές των
διανυσµάτων Killing που ορίζονται από τις εξισώσεις

( )
00 0 0

01 0 1 1 0

11 1 1

1
2

b c d
a abcd

b c d b c d
a abcd

b c d
a abcd

ω ε ξ ξ

ω ε ξ ξ ξ ξ

ω ε ξ ξ

∇ = ∇

∇ = ∇ + ∇

∇ = ∇

(2.32)

Αυτό που βλέπουµε σ' αυτή την περίπτωση είναι ότι οι συστροφές δεν περιέχουν επιπλέον
πληροφορία για τον χωροχρόνο, αφού προκύπτουν από τις εξισώσεις (2.30). Αν ορίσουµε τώρα
το µιγαδικό δυναµικό 

0

k k kA iω λ= + (2.33)

από τις εξισώσεις (2.30) και (2.31) προκύπτει ότι ικανοποιεί την εξίσωση 

0 00
11 ( )( )

2
a a j b k

a i ijk a bD D A D A D Aτ ε ε−= − (2.34)

                                                          
19 Πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι δείκτες στον διανυσµατικό χώρο που έχουµε κατασκευάσει για τα λ
συµβολίζονται µε , ,i j k  ενώ οι δείκτες στο  S  όπως αυτοί που υπάρχουν στις παραγωγίσεις
συµβολίζονται µε , , ,a b c d
20 Η σχέση αυτή είναι το γνωστό σύστηµα 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2 1( , ) ( , ), ( , ) ( , )x x x x x x x xσ τ σ τ∂ = ∂ ∂ = −∂
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Το δυναµικό 
0

kA  είναι µία ποσότητα σαν το δυναµικό του Ernst για τους αξονικά συµµετρικούς
χωρόχρονους. Συγκεκριµένα για αξονικά συµµετρικό χωρόχρονο που περιγράφεται από την

µετρική Παπαπέτρου, η πρώτη συνιστώσα του δυναµικού (2.33) είναι 
0

1A i i fϕ= − = −E αφού σε
αυτή την περίπτωση έχουµε 1 00 fλ λ= = −  και 1 00ω ω ϕ= = . Από την εξίσωση b

a a bD Dσ ε τ=  και
την εξίσωση (2.34) προκύπτει ότι 

0 0 0

[ ] ]( 2( ) ) 0j k c
a ijk b b c iD A D A D Aε σ τ ε− + + =

και άρα ορίζεται το δυναµικό 

0 01 0
2( )j k c

a i ijk a a c iD A A D A D Aε σ τ ε= − + +

Με την ίδια επαναληπτική διαδικασία µπορούµε να ορίσουµε µία ακολουθία δυναµικών 
n

iA  ως

συνάρτηση των 
1n

iA
−

 προηγούµενων δυναµικών. Τα δυναµικά αυτά δεν περιέχουν κάποια νέα
πληροφορία για την γεωµετρία του χωροχρόνου µας. Όλη η πληροφορία βρίσκεται στα πεδία iλ

και στη µετρική abh  που περιγράφονται από τις εξισώσεις (2.30). Τα δυναµικά 
n

iA  όµως τελικά
θα χρειαστούν στον υπολογισµό του µετασχηµατισµού που θα µας δώσει τις καινούριες
οικογένειες λύσεων. 

Ας θεωρήσουµε τώρα ότι έχουµε µία µετρική abg η οποία έχει δύο µετατιθέµενα πεδία
Killing, τα 1

αξ  και 2
αξ . Αν εφαρµόσουµε έναν µετασχηµατισµό της µορφής (2.25) ως προς το

ένα από τα δύο πεδία Killing, τότε η καινούρια µετρική (2.25) θα έχει ως πεδία Killing και το
1

αξ  και το 2
αξ  και τα πεδία θα εξακολουθούν να µετατίθονται. Το ίδιο ισχύει για οποιονδήποτε

γραµµικό συνδυασµό των πεδίων 1
αξ  και 2

αξ  και αν επιλέξουµε. Αυτό σηµαίνει ότι µε τον
µετασχηµατισµό (2.25) µπορούµε να παράγουµε ένα µεγάλο πλήθος από οικογένειες λύσεων µε
δεδοµένα πεδία Killing. Αν τώρα εφαρµόσουµε έναν µετασχηµατισµό πρώτα ως προς το 1

αξ  και
µετά ως προς το 2

αξ , προκύπτει ότι η µετρική που θα πάρουµε θα είναι διαφορετική από ότι αν
εφαρµόζαµε έναν µετασχηµατισµό πρώτα ως προς το 2

αξ  και µετά ως προς το 1
αξ . Αυτό το

αποτέλεσµα προσφέρει τη δυνατότητα ξεκινώντας από µία λύση να κατασκευαστεί µια
οικογένεια λύσεων που θα µπορεί να περιγραφεί από τόσες παραµέτρους όσοι και οι
διαφορετικοί µετασχηµατισµοί που θα εφαρµόσουµε. Ας θεωρήσουµε ότι εφαρµόζουµε έναν
απειροστό µετασχηµατισµό (δηλαδή 1θ ) χρησιµοποιώντας έναν γραµµικό συνδυασµό των
πεδίων Killing. Στην καινούρια µετρική εφαρµόζουµε πάλι έναν απειροστό µετασχηµατισµό
χρησιµοποιώντας έναν ελαφρώς διαφορετικό γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων Killing. Με
διαδοχικές εφαρµογές αυτής της διαδικασίας το αποτέλεσµα θα είναι να εφαρµόζω
µετασχηµατισµούς (2.25) διαγράφοντας παράλληλα µία τροχιά στον χώρο των διανυσµάτων
Killing. Η τροχιά αυτή θα τείνει να γίνει οµαλή όσο πιο απειροστοί ( 0θ → ) είναι οι
µετασχηµατισµοί. Άρα ξεκινώντας από ένα σηµείο στον χώρο των πεδίων Killing και
διαγράφοντας µια τροχιά ( )tγ  θα πάρουµε µία νέα µετρική που δεν θα εξαρτάται µόνο από τα
άκρα της τροχιάς, αλλά και από την ίδια την τροχιά που ακολουθήσαµε. Το ζητούµενο είναι να
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βρούµε τις εξισώσεις που θα µας δίνουν την εξέλιξη των παραµέτρων που περιγράφουν την
µετρική, δηλαδή να βρούµε τις ( )i tλ  και ( )abh t .

Έχουµε λοιπόν την µετρική abg  και τα 0
αξ  και 1

αξ . Ο απειροστός µετασχηµατισµός (2.25)
ως προς το πεδίο 0

αξ  σε πρώτη τάξη ως προς την παράµετρο θ  θα έχει τη µορφή 

00 0 ( )2 4ab ab ab a bg g gθω θ ξ α′ = − + (2.35)

όπου το διάνυσµα aα  είναι το διάνυσµα που προκύπτει από το πεδίο 0
αξ  σύµφωνα µε την σχέση

(2.16). Από το γεγονός ότι η καινούρια µετρική έχει ως πεδίο Killing και το 1
αξ  παίρνουµε την

σχέση21  1/ 2
1 012b

bξ α σ ω−= − + . Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε τη µορφή που θα έχουν και οι
υπόλοιπες παράµετροι. Μετά τον µετασχηµατισµό θα έχουµε λοιπόν 

00 00 00 00

1/ 2
01 01 01 00 00

3/ 2
11 11 00 11 01 01 00

00

2

2 2

2 4 2
2ab ab abh h h

λ λ θω λ

λ λ θω λ θ σ λ

λ λ θω λ θω λ θ σ λ
θω

→ +

→ + −

→ − + −
→ −

(2.36)

Οι παραπάνω εξισώσεις είναι ουσιαστικά ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων. Αν ορίσουµε τον
τελεστή iT  ο οποίος να δρα στην διανυσµατική µορφή των iλ  και iω  αλλά και στην µετρική ως

( )k k
i j i j ji k ijk

i ab ab

G

h hι

λ λω ω λ σε λ

ω

= − +

= −

T

T
(2.37)

τότε οι εξισώσεις (2.36) παίρνουν την µορφή

2

2

k
i k i

k
ab ab k ab

K

h h K h
ιλ λ θ λ

θ

→ +

→ +

T

T
(2.38)

όπου το διάνυσµα iK  εξαρτάται από τον γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων Killing. Έτσι
στην περίπτωση που έχουµε έναν µετασχηµατισµό κατά µήκος µίας καµπύλης ( )tγ  στον χώρο
των διανυσµάτων Killing µε εφαπτόµενο διάνυσµα το διάνυσµα ( )iK t , τότε η µονοπαραµετρική
οικογένεια των λύσεων των εξισώσεων πεδίου που χαρακτηρίζεται από τα ( ), ( )i abt h tλ  θα
ικανοποιεί τις διαφορικές εξισώσεις

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ki
k i

kab
k ab

d t K t t
dt

dh t K t h t
dt

λ
λ=

=

T

T

(2.39)

Το ζητούµενο είναι λοιπόν για δεδοµένες αρχικές συνθήκες (0), (0)i abhλ  να ολοκληρώσουµε τις
εξισώσεις (2.39) και να βρούµε τις τελικές ποσότητες ( ), ( )i abt h tλ  που θα περιγράφουν τον
                                                          
21 Η σχέση προκύπτει από τον ορισµό (2.16) του aα  και από το γεγονός ότι 

1 1 1
0, 0, 0a aξ ξ ξω α β= = =L L L .
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τελικό χωροχρόνο. Προκειµένου να ολοκληρώσουµε τις εξισώσεις (2.39) πρέπει πρώτα να
βρούµε την εξίσωση που θα περιγράφει την εξέλιξη του ( )i tω , αφού η ποσότητα αυτή

εµπεριέχεται στον τελεστή iT . Σ' αυτόν τον υπολογισµό συνεισφέρουν και τα δυναµικά 
n

iA .
Συγκεκριµένα διαπιστώνουµε ότι προκειµένου να υπολογίσουµε το ( )i tω  πρέπει να

υπολογίσουµε και το 
1

( )iA t
22. Με τον ίδιο τρόπο διαπιστώνουµε ότι η συµπεριφορά του

δυναµικού ( )
n

iA t  εξαρτάτε από το δυναµικό 
1
( )

n

iA t
+

. ∆ηλαδή ο µόνος τρόπος για να βρούµε µία
λύση του προβλήµατος είναι να υπολογίσουµε όλα τα δυναµικά µαζί. Το σύστηµα των
διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα παίρνει τελικά την µορφή

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
n

ki
k i

kab
k ab

d A t K t A t
dt

dh t K t h t
dt

=

=

T

T

(2.40)

Γενικά η λύση αυτού του συστήµατος δεν είναι εύκολη και εξαρτάται από την επιλογή της
καµπύλης ( )tγ . Για ειδικές επιλογές όµως της καµπύλης ( )tγ  οι εξισώσεις µπορούν να λυθούν
δίνοντας οικογένειες λύσεων που δεν θα ήταν καθόλου προφανείς από τις ίδιες τις εξισώσεις
πεδίου του Einstein. Η ανάπτυξη αυτής της µεθόδου οδήγησε στην διερεύνηση του κατά πόσο
µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλα την τροχιά ( )tγ  ώστε η τελική µετρική που θα πάρουµε να
έχει "καλές" ιδιότητες ή να διατηρεί τις καλές ιδιότητες της αρχικής µετρικής, πράγµα που δεν
µπορούσαµε να κάνουµε για την µέθοδο µε το ένα πεδίο Killing. Συγκεκριµένα η ιδιότητα που θα
µας ενδιέφερε να διατηρεί η καινούρια λύση είναι αυτή της ασυµπτωτικής επιπεδότητας.
Άλλωστε το να είναι ο χωρόχρονος που θα πάρουµε τελικά ασυµπτωτικά επίπεδος είναι κριτήριο
για την φυσικότητά του. Απάντηση σε αυτό το ερώτηµα δόθηκε αρχικά µε την εξέλιξη της
µεθόδου από τους Kinnersley και Chitre23 και στη συνέχεια από τους Hoenselaers, Kinnersley και
Ξανθόπουλος24. Για να εξηγήσουµε λίγο τη λογική της απάντησης που δόθηκε θα εφαρµόσουµε
ένα διαισθητικό επιχείρηµα. Ας δούµε πάλι το παράδειγµα που παρουσιάσαµε παραπάνω µε τον
µετασχηµατισµό του χώρου Minkowski ως προς το διάνυσµα Killing που παράγει τους
µετασχηµατισµούς προώθησης στην διεύθυνση του άξονα x, δηλαδή το διάνυσµα ( , ,0,0)a x tξ = .
Αυτή τη φορά όµως θα ενδιαφερθούµε για τον απειροστό µετασχηµατισµό του Geroch, δηλαδή
για τον µετασχηµατισµό όπου 1θ . Από την δράση του απειροστού µετασχηµατισµού η
µετρική (2.25) θα πάρει την µορφή 

2

1 0 2 2
0 1 2 2

( )
2 2 1 0

2 2 0 1

ab

xz xy
tz ty

g O
xz tz
xy ty

θ θ
θ θ

θ
θ θ
θ θ

− − 
 − ′ = +
 −
  − 

και το στοιχείο µήκους για αυτή την µετρική έχει την µορφή
                                                          
22 Αυτό προκύπτει από την εφαρµογή του τελεστή iT  στην σχέση (2.31).
23 Symmetries of the stationary Einstein-Maxwell field equations I-IV, J. Math. Phys. vol.18-19 (1978-
1979).
24 C. Hoenselaers, W. Kinnersley, C. Xanthopoulos, Phys. Rev. Lett. 42, 481 (1979).
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( )[ ] ( )[ ]
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 ( ) 4 ( ) 4 ( )

1 ( ) ( )

ds O dt x O ydz zdy dt t O zdy ydz dx

O dx dy dz

θ θ θ θ θ

θ

 = − + + + − + + − 

+ + + +

Για σύγκριση θα παραθέσουµε και την µετρική µακριά25 από κάποιο σώµα που έχει µάζα και
στροφορµή και δίνεται από το ανάπτυγµα26 

2 2 2 3
3

2

21 (1/ ) 4 (1/ )

21 (1/ ) (1/ )

l
k j

jkl

i j
ij

M xds O r dt S O r dtdx
r r

M O r O r dx dx
r

ε

βαρυτικη
δ

ακτινοβολια

  = − − + − +     
   + + + +   
    

Η µετρική αυτή όµως είναι γραµµένη σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων µε κέντρο κοντά στο
σώµα. Για να πάµε στο κατάλληλο για την σύγκριση σύστηµα συντεταγµένων, ένα σύστηµα
δηλαδή στην περιοχή του απείρου27, θα κάνουµε τον µετασχηµατισµό 1r r r−→ =  και η µετρική
θα πάρει την µορφή 

2 2 2 4 3 3 21 2 ( ) 4 ( ) 1 2 ( )k l j i j
jkl ijds Mr O r dt r S x r O r dtdx Mr O r dx dxε δ−       = − − + + − + + + +      

Ο λόγος που µεταφερθήκαµε σε ένα σύστηµα µακριά από το κεντρικό σώµα έχει να κάνει µε το
νόηµα που µπορούµε να αποδώσουµε στην µετρική που υπολογίσαµε από τον απειροστό
µετασχηµατισµό του Geroch. Βλέπουµε στην παραπάνω µετρική ότι οι ιδιότητες του κεντρικού
σώµατος, όπως η µάζα και η στροφορµή, περνάνε στην µορφή της µετρικής. Κάνοντας την
σύγκριση αυτής της µετρικής και της µετρικής που προέκυψε από τον µετασχηµατισµό του
Geroch µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η δράση του µετασχηµατισµού συνίσταται στο να
παίρνει έναν επίπεδο χωρόχρονο και να του εισάγει κάποια πεδία, και συγκεκριµένα κάποια
πολύπολα, που οφείλονται σε κάποια πηγή που βρίσκεται πολύ µακριά. Η συγκεκριµένη µετρική
που κατασκευάσαµε όµως φαίνεται να είναι µάλλον περίεργη28, αλλά θα µπορούσε να υπάρχει
µία καταλληλότερη επιλογή µετασχηµατισµού που να φτιάχνει τον σωστό συνδυασµό
πολυπόλων. Από αυτή την παρατήρηση οι Kinnersley και Chitre οδηγήθηκαν τελικά στον
µετασχηµατισµό που διατηρεί την ασυµπτωτική επιπεδότητα, ενώ οι Hoenselaers, Kinnersley και
Ξανθόπουλος έδωσαν τον µετασχηµατισµό που µπορεί να παράγει ασυµπτωτικά επίπεδους
χωρόχρονους µε άπειρες παραµέτρους. Οι Hauser και Ernst στη συνέχεια εισήγαγαν τον
ολοκληρωτικό φορµαλισµό της µεθόδου του οποίου η τελική µορφή δόθηκε από τους Sibgatullin
και Manko, ο φορµαλισµός των οποίων θα µας απασχολήσει σε επόµενο κεφάλαιο.

                                                          
25 Εδώ το µακριά έχει την έννοια ότι βρισκόµαστε σε κάποια περιοχή όπου το πεδίο δεν είναι ισχυρό και
άρα µπορούµε να γράψουµε ένα τέτοιο ανάπτυγµα.
26 Misner, Thorne, Wheeler, GRAVITATION, (1998) W. H. Freeman and Company,
Ενότητα 19.3, σελίδα 452.
27 Τα θέµατα όπως το τι εννοούµε όταν λέµε "στην περιοχή του απείρου" , τι σηµαίνει ασυµπτωτικά
επίπεδος χωρόχρονος και τι είναι οι πολυπολικές ροπές ενός χωρόχρονου θα συζητηθούν στο επόµενο
κεφάλαιο.
28 Συγκεκριµένα ο τανυστής του Weyl για αυτή τη µετρική έχει µη µηδενικές συνιστώσες ανάλογες του θ ,
πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι ο χωροχρόνος που περιγράφει η µετρική αυτή δεν είναι σύµµορφα επίπεδος.
Άρα δεν µπορούν να εφαρµοστούν τα κριτήρια ασυµπτωτικής επιπεδότητας που αναφέρονται στον Robert
M. Wald, GENERAL RELATIVITY, (1984) The University of Chicago Press, κεφάλαιο 11. Asymptotic
Flatness, σελίδα 276, 2η §.
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3ο Κεφάλαιο

Ορισµός των πολυπολικών ροπών στα πλαίσια της Γενικής
Θεωρίας της Σχετικότητας.

Όταν µελετάµε το χωρόχρονο γύρω από ένα αστροφυσικό αντικείµενο, θα θέλαµε να
µπορούµε να συσχετίσουµε τις ιδιότητες του χωρόχρονου, µε τις ιδιότητες του κεντρικού
αντικειµένου. Ο καλύτερος τρόπος για να επιτευχθεί αυτό είναι να εισάγουµε στη µελέτη µας την
έννοια των πολυπολικών ροπών του χωρόχρονου οι οποίες θα αποτελούν ουσιαστικά µια
γενίκευση των πολυπολικών ροπών του Νευτώνειου βαρυτικού πεδίου. Η λογική της εισαγωγής
των πολυπολικών ροπών είναι ότι, όπως στην περίπτωση του Νευτώνειου βαρυτικού πεδίου, οι
ροπές µας δίνουν πληροφορίες για τα χαρακτηριστικά του σώµατος που παράγει το πεδίο. Έτσι
και η Σχετικιστική τους γενίκευση περιµένουµε να µας προσφέρει κάποια παρόµοια συσχέτιση.
Πριν προχωρήσουµε όµως στην εισαγωγή των σχετικιστικών πολυπολικών ροπών, προκειµένου
να µπορέσουµε να δηµιουργήσουµε την αναλογία µε τις Νευτώνειες πολυπολικές ροπές, θα
πρέπει πρώτα να επανερµηνεύσουµε  τις τελευταίες µε κατάλληλο τρόπο. ∆ηλαδή θα πρέπει να
αναδείξουµε το γεωµετρικό χαρακτήρα των πολυπολικών ροπών προκειµένου να τις
γενικεύσουµε και να ενταχθούν στην θεωρία της σχετικότητας.

Στη Νευτώνεια βαρύτητα τις πολυπολικές ροπές µπορούµε να τις ερµηνεύσουµε µε
διάφορους τρόπους. Για παράδειγµα µπορούµε να τις θεωρήσουµε ως τους συντελεστές του
πολυπολικού αναπτύγµατος του δυναµικού 

3 5

1( )
2

a a b
a abQ x Q x xQr

r r r
Φ = + + + (3.1)

ή ως τις ροπές της κατανοµής µάζας της πηγής

3 3 2 3, , (3 ) ,a a ab a b abQ d x Q x d x Q x x r d xρ ρ δ ρ= = = −∫ ∫ ∫ (3.2)

Αυτοί οι τρόποι ερµηνείας των πολυπολικών ροπών είναι ισοδύναµοι και στα πλαίσια της
Νευτώνειας βαρύτητας δεν χρειαζόµαστε κάποια άλλη εναλλακτική ερµηνεία. Προκειµένου
όµως να κάνουµε την γενίκευση τον ροπών στην Γενική Σχετικότητα θα πρέπει να εισάγουµε µία
εναλλακτική ερµηνεία. Θεωρούµε λοιπόν ότι έχουµε ένα δυναµικό Φ  το οποίο είναι λύση της
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εξίσωσης Laplace, 2 0∇ Φ = . Η εξίσωση αυτή είναι σύµµορφα αναλλοίωτη1, πράγµα το οποίο
φαίνεται αν την γράψουµε στην µορφή 1/ 2 1/ 2

,( ) 0ab
a bh h h− ∂ Φ = , όπου ( )det abh h= . Επιπλέον

θεωρούµε ότι το πεδίο αυτό είναι ορισµένο σε µία τρισδιάστατη επίπεδη πολλαπλότητα µε θετικά
ορισµένη µετρική abh , δηλαδή έναν τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο. Αυτός ο χώρος δέχεται την
ύπαρξη δέκα σύµµορφων διανυσµάτων Killing2, τα οποία αποτελούν τη βάση για ένα
διανυσµατικό χώρο δέκα διαστάσεων. Ορίζουµε ως πολυπολικές ροπές τις πολυγραµµικές
απεικονίσεις 

1... sa aQ από το διανυσµατικό χώρο των σύµµορφων διανυσµάτων Killing στους
πραγµατικούς αριθµούς3. Ο ορισµός αυτός προκύπτει από τα παρακάτω. Εφόσον η Φ  είναι λύση
της Laplace και τα aξ  είναι σύµµορφα διανύσµατα Killing, τότε η απόκλιση της ποσότητας

1

1

s

s

aa
m a aξ ξ ∇ ∇ ∇ Φ  θα είναι µηδέν. Αν θεωρήσουµε µια διδιάστατη επιφάνεια K  στο χώρο

που να περικλείει την πηγή του πεδίου, τότε το ολοκλήρωµα 

1

1

1(4 ) ( )s

s

aa m
m a aK

dSπ ξ ξ− ∇ ∇ ∇ Φ∫     

θα είναι ανεξάρτητο από την συγκεκριµένη επιλογή της K . Με αυτή την έννοια οι ποσότητες 

1 1... s sa a a aQ = ∇ ∇ Φ (3.3)

ορίζουν τις πολυγραµµικές απεικονίσεις που αναφέραµε παραπάνω και αποτελούν τις
πολυπολικές ροπές του πεδίου Φ . Οι πολυπολικές ροπές όπως τις ορίσαµε παραπάνω είναι ένα
σύνολο από τανυστικά πεδία, συγκεκριµένα είναι σύµµορφα τανυστικά πεδία Killing, που έχουν
όλες τις ιδιότητες των κλασσικών πολυπολικών ροπών. ∆ηλαδή, είναι συµµετρικοί τανυστές και
έχουν ίχνος µηδέν, η γνώση όλων των τανυστικών πεδίων Q  µέχρι τάξη 1s − , δηλαδή η γνώση
όλων των ροπών µέχρι τάξη 1s − , καθορίζει το τανυστικό πεδίο τάξης s  και τέλος η γνώση του
τανυστικού πεδίου τάξεως s  µπορεί να καθορίσει όλα τα τανυστικά πεδία µικρότερης τάξης.

Με την ίδια λογική µε την οποία ορίσαµε τις Νευτώνειες πολυπολικές ροπές τώρα µπορούµε
να ορίσουµε και τις ροπές στη Σχετικότητα και σε έναν γενικά καµπύλο χωρόχρονο. ∆εν
µπορούµε όµως να το κάνουµε αυτό απευθείας όπως το κάναµε παραπάνω. Υπάρχουν κάποια
προβλήµατα που περιπλέκουν κάπως την κατάσταση, όπως για παράδειγµα υπάρχει το πρόβληµα
της καµπυλότητας που έχει ως αποτέλεσµα οι διάφορες ροπές να µπλέκονται µεταξύ τους ή το
πρόβληµα της ύπαρξης και της δυνατότητας ορισµού σύµµορφων διανυσµατικών πεδίων Killing.
Για αυτό το λόγο θα προχωρήσουµε σταδιακά στον ορισµό των πολυπολικών ροπών ξεκινώντας
από τους στατικούς χωρόχρονους.

Θεωρούµε ότι έχουµε έναν στατικό χωρόχρονο. Αυτός ο χωρόχρονος διαθέτει ένα χρονοειδές
διάνυσµα Killing, για το οποίο µπορούµε να ορίσουµε µία τρισδιάστατη επιφάνεια που να του
είναι παντού ορθογώνια. Ο τρισδιάστατος αυτός χώρος V  θα έχει θετικά ορισµένη µετρική abh
και συναλλοίωτη παράγωγο aD . Όπως είδαµε και στο προηγούµενο κεφάλαιο το πρόβληµα της
επίλυσης των εξισώσεων πεδίου του Einstein ανάγεται στην επίλυση των εξισώσεων (2.13) για
τον χώρο V . Με άλλα λόγια αυτές οι εξισώσεις στο V  περιγράφουν µία συγκεκριµένη

                                                          
1 Είναι δηλαδή αναλλοίωτη κάτω από σύµµορφους µετασχηµατισµούς της µετρικής.
2 Ικανοποιούν δηλαδή την εξίσωση ( )

1 ( )
3

m
a b ab mhξ ξ∇ = ∇

3 R. Geroch, J. Math. Phys. 11, 1955 (1970)
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γεωµετρία ενός συγκεκριµένου χωρόχρονου. Αν επιπλέον ορίσουµε το πεδίο 1λΨ = − − 4 και
δεδοµένου ότι η στρέψη του διανύσµατος Killing είναι µηδέν, οι εξισώσεις (2.13) θα πάρουν την
µορφή 

1

0

(1 )

a
a

ab a b

D D
D D−

Ψ =

= + Ψ ΨR
(3.4)

όπου το δυναµικό Ψ  παίζει τον ρόλο του Νευτώνειου δυναµικού ορισµένο πλέον σε έναν
καµπύλο χώρο. Οι ροπές αυτού του δυναµικού θα είναι οι ροπές του στατικού χωρόχρονου που
έχουµε θεωρήσει. Υπάρχουν όµως ακόµα τα προβλήµατα που αναφέραµε παραπάνω. Η λύση
αυτών των προβληµάτων θα είναι τελικά ο υπολογισµός των ροπών στο άπειρο. Προκειµένου
δηλαδή να υπολογίσουµε τις ροπές του δυναµικού Ψ , θα πάµε στο άπειρο και θα ζητήσουµε
εκεί ο χώρος µας να είναι ασυµπτωτικά επίπεδος έτσι ώστε να είµαστε σίγουροι ότι οι ροπές
µπορούν να υπολογιστούν ξεχωριστά και να µπορέσουµε να ορίσουµε τους σύµµορφους
τανυστές Killing που θα µας δώσουν τις ροπές. Άρα το επόµενο βήµα είναι ένας κατάλληλος
ορισµός της ασυµπτωτικής επιπεδότητας, που να εξυπηρετεί τους σκοπούς µας. 

Ένα σηµαντικό σηµείο που θα πρέπει να προσέξουµε στον ορισµό της ασυµπτωτικής
επιπεδότητας είναι ότι αυτή θα πρέπει να ορισθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι ανεξάρτητη από
την οποιαδήποτε επιλογή του συστήµατος συντεταγµένων. Επιπλέον θα ήταν χρήσιµο αν είναι
δυνατόν να αποφύγουµε τελείως τη χρήση ορίων στο άπειρο. Τα δύο παραπάνω µπορούν να
ικανοποιηθούν µε το να ορίσουµε µία επέκταση του V , το V , που να περιέχει ένα επιπλέον
σηµείο Λ , που να αντιστοιχεί στο άπειρο. Έτσι οι ασυµπτωτικές ιδιότητες οποιουδήποτε πεδίου
στο άπειρο περιγράφονται ως τοπικές ιδιότητες του πεδίου στο Λ . Επιπλέον ορίζουµε στο V
την µετρική 2

ab abh h= Ω  έτσι ώστε να είναι οµαλή και θετικά ορισµένη παντού στο V . Και τέλος
ζητάµε από τον σύµµορφο παράγοντα Ω  να είναι 2C  παντού στο V  και συγκεκριµένα στο Λ
να ισχύει 0, 0aDΩ = Ω =  και 2a b abD D hΩ = . Άρα τα κριτήρια για να είναι ένας χώρος V
ασυµπτωτικά επίπεδος είναι:

Ο χώρος ( ), abV h  είναι ασυµπτωτικά επίπεδος αν υπάρχει µια πολλαπλότητα V  µε

C∞ και θετικά ορισµένη µετρική abh  τέτοια ώστε:
1. Ο V  να αποτελείται από τον V  και ένα ακόµα σηµείο Λ (το άπειρο).
2. Να ορίζεται στον V  η µετρική 2

ab abh h= Ω , όπου το Ω  είναι ένα 2C  βαθµωτό πεδίο
στο V .

3. Στο Λ  να έχουµε 0, 0aDΩ = Ω =  και 2a b abD D hΩ = .
Τα παραπάνω κριτήρια ορίζουν µε µοναδικό τρόπο τον V  και άρα οι όποιες ιδιότητες του V
αντικατοπτρίζονται στον V .

Τώρα που ορίσαµε την έννοια τη ασυµπτωτικής επιπεδότητας το επόµενο βήµα είναι να
ορίσουµε τις ροπές. Αλλά τις ροπές πλέον θα τις ορίσουµε στο άπειρο. Προκειµένου να τις
ορίσουµε στο άπειρο θα πρέπει να τις ορίσουµε συναρτήσει ποσοτήτων στο άπειρο. Για την
περίπτωση του επίπεδου χώρου προκύπτει ότι οι ροπές ορίζονται µε τον ίδιο τρόπο που τις
ορίσαµε και παραπάνω µε την σχέση (3.3) µε την διαφορά ότι το δυναµικό που θα
χρησιµοποιήσουµε είναι το 1/ 2−Ψ = Ω Ψ  και οι παράγωγοι είναι οι aD  στον V . Έτσι οι ροπές για
τον επίπεδο χώρο ορισµένες στο άπειρο είναι 

                                                          
4 a

aλ ξ ξ=
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1 1s sa a a aP D D= Ψ (3.5)

Τα παραπάνω µπορούµε να τα ξεκαθαρίσουµε µε ένα παράδειγµα. Ας θεωρήσουµε το Νευτώνειο
βαρυτικό δυναµικό στον Ευκλείδειο τρισδιάστατο χώρο µε τη µορφή που έχει στην εξίσωση
(3.1). Αν κάνουµε τον µετασχηµατισµό 2a ax r x−=  τότε οι συντεταγµένες ax  έχουν ως κέντρο το
άπειρο. Η µετρική του Ευκλείδειου χώρου στις καινούριες συντεταγµένες θα έχει την µορφή

2 4 2 2 2( )ds r dx dy dz−= + + . Ορίζοντας τον σύµµορφο παράγοντα ως 2rΩ =  βλέπουµε ότι η
µετρική 2

ab abh h= Ω  είναι καλά ορισµένη στο 0r =  και ότι ο Ευκλείδειος χώρος ικανοποιεί τα
τρία παραπάνω κριτήρια και άρα είναι ασυµπτωτικά επίπεδος, όπως το περιµέναµε άλλωστε.
Μετά τον µετασχηµατισµό, η εξίσωση (3.1) θα πάρει την µορφή 

1( ) ( )
2

a a b
a abr r Q Q x Q x xΦ = + + +

και άρα από την σχέση 1/ 2−Φ = Ω Φ  θα πάρουµε    

1( )
2

a a b
a abr Q Q x Q x xΦ = + + +

όπου βλέπουµε ότι οι ροπές του Νευτώνειου δυναµικού στον Ευκλείδειο χώρο αντιστοιχούν στις
ροπές όπως τις ορίσαµε στο άπειρο από την σχέση (3.5).

Στη µέχρι τώρα συζήτηση έχουµε ασχοληθεί µε µία συγκεκριµένη επιλογή του σύµµορφου
παράγοντα. Αυτό αντιστοιχεί στην επιλογή κάποιου συγκεκριµένου συστήµατος συντεταγµένων
ως προς το οποίο εκφράζουµε τις πολυπολικές ροπές. Αν επιλέγαµε να αλλάξουµε σύστηµα
συντεταγµένων, δηλαδή να αλλάξουµε κέντρο ως προς το οποίο υπολογίζουµε τις ροπές, αυτό θα
ήταν ισοδύναµο µε το να θεωρήσουµε κάποια αλλαγή του σύµµορφου παράγοντα. Αν κάνουµε
λοιπόν την αλλαγή ' ωΩ =Ω  όπου το ω  είναι απειροστά κοντά στη µονάδα, αυτό θα αντιστοιχεί
σε µια απειροστή µετατόπιση του κέντρου ως προς το οποίο µετράµε τις ροπές. Κάτω από αυτόν
τον σύµµορφο µετασχηµατισµό λοιπόν οι Νευτώνειες ροπές µετασχηµατίζονται ως 

1 1 1 1

1 (2 1)
2s s s sa a a a a a aP P s s P D ω

−
 ′ = − −  ℘ (3.6)

όπου ο τελεστής ℘ συµµετροποιεί και αφαιρεί το ίχνος του τανυστή που ακολουθεί.

Έχοντας ολοκληρώσει την διερεύνηση των Νευτώνειων πολυπολικών ροπών στα πλαίσια
αυτού του φορµαλισµού, θεωρούµε τώρα ότι έχουµε έναν καµπύλο χώρο. Η ισοδύναµη
σύµµορφα αναλλοίωτη εξίσωση που θα ικανοποιεί το πεδίο Ψ  θα είναι η 

1 0
8

a
aD D Ψ − Ψ =R (3.7)

και η αντίστοιχη της (3.6) συνθήκης που θα πρέπει να ικανοποιούν οι ροπές υπό την επίδραση
ενός σύµµορφου µετασχηµατισµού ' ωΩ =Ω είναι 
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1 1 1 1

1/ 2 3/ 21 (2 1)
2s s s sa a a a a a aP P s s P Dω ω ω

−

− −  ′ = − −  ℘ (3.8)

Η πρώτη µας επιλογή για τις ροπές σύµφωνα µε τα παραπάνω είναι οι παράγωγοι 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 2 1
, , , ,

s sa a a a a a a a a a a aP P D D P P D P P D P
+ +

= Ψ = Ψ = = =℘ ℘
(3.9)

αλλά βλέπουµε ότι αυτές οι ροπές δεν ικανοποιούν την εξίσωση (3.8). Η κατάσταση σώζεται αν
αντί να επιλέξουµε απλά τις ποσότητες (3.9) ως ροπές, προσθέσουµε κάποιους όρους που να
περιλαµβάνουν τον τανυστή του Ricci. Έτσι ορίζουµε ως πολυπολικές ροπές για τον καµπύλο
χώρο  τις ποσότητες 

1 1 1 2 1 1 2 3 1

1 (2 1)
2s s sa a a a a a a a aP D P s s P

+ + +

 = − −  
℘ R (3.10)

όπου η αναδροµική σχέση ξεκινάει µε τις ροπές , a aP P D= Ψ = Ψ . Αυτές οι ποσότητες
αποτελούν τη γενίκευση των Νευτώνειων πολυπολικών ροπών σε στατικούς χωρόχρονους.

Τις ροπές όπως τις ορίσαµε για τον στατικό χωρόχρονο, µπορούµε να τις γενικεύσουµε και
για τον στάσιµο χωρόχρονο. Σε αυτήν την περίπτωση την θέση του V  θα την πάρει η
τρισδιάστατη πολλαπλότητα  S  που ορίσαµε στο δεύτερο κεφάλαιο. Η µετρική σε αυτόν τον
χώρο θα δίνεται από την σχέση5 

ab ab a bh gλ ξ ξ= + (3.11)

όπου τώρα έχουµε ορίσει το µέτρο και την στρέψη του διανύσµατος Killing ως 

a
a

b c d
a abcd

λ ξ ξ

ω ε ξ ξ

= −

∇ = ∇
(3.12)

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein σε αυτή την περίπτωση θα είναι ακριβώς οι εξισώσεις (2.13)
και σε αυτό το σηµείο δηµιουργείται ένα πρόβληµα. Ποια είναι η κατάλληλη επιλογή για τα
δυναµικά που θα µας περιγράφουν τις πολυπολικές ροπές; Μία επιλογή για τα δυναµικά της
µορφής που επιλέξαµε για τον στατικό χωρόχρονο δεν θα µας έκανε αφού θέλουµε τα δυναµικά
που θα επιλέξουµε να ικανοποιούν µια εξίσωση της µορφής της (3.7) που να είναι σύµµορφα
αναλλοίωτη. Ούτε τα ω  και λ  από µόνα τους είναι καλή επιλογή. Τελικά αυτή η επιλογή
υπάρχει και είναι τα δυναµικά που ορίζονται από τις σχέσεις 

                                                          
5 Η µετρική (3.11) συνδέεται µε τη µετρική που ορίσαµε στο δεύτερο κεφάλαιο µε έναν πολλαπλασιαστικό
παράγοντα λ  που έχει να κάνει µε το γεγονός ότι η µετρική εδώ είναι ορισµένη ως προς παρατηρητές στο
άπειρο. Το λ  είναι άλλωστε ο παράγοντας ερυθροµετατόπισης ως προς το άπειρο. 
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1 2 2

1

1 ( 1)
4
1
2

M

J

λ λ ω

λ ω

−

−

Φ = + −

Φ =
(3.13)

και οι αντίστοιχες εξισώσεις πεδίου είναι οι εξισώσεις 

[ ]

4

4

2 2 1/ 2 2 2 1/ 2

1 15
8 8
1 15
8 8

2 ( )( ) ( )( )
1 (1 4 4 ) (1 4 4 )
2

a
a M M

a
a J J

a M b M a J b J

a M J b M J

D D

D D

D D D D

D D

κ

κ

 − Φ = Φ 
 
 − Φ = Φ 
 

= Φ Φ + Φ Φ

   − + Φ + Φ + Φ + Φ   

ab

R

R

R

(3.14)

όπου 4 21 ( )( ) ( )( )
2

m m
m mD D D Dκ λ λ λ ω ω−  = +  . Οι ροπές και σε αυτήν την περίπτωση ορίζοντα

από την αναδροµική σχέση (3.10) και τα δυναµικά (3.13). Βλέπουµε ότι στους στάσιµους
χωρόχρονους παίρνουµε δύο ακολουθίες πολυπολικών ροπών. Μία για τις ροπές της µάζας και
µία για τις ροπές της στροφορµής όπου οι ροπές της στροφορµής δεν έχουν Νευτώνειο ανάλογο.
Τις ροπές της µάζας θα τις συµβολίζουµε ως 

1 sa aM  και τις ροπές της στροφορµής θα τις
συµβολίζουµε ως 

1 sa aJ . 

Τέλος οι ροπές µπορούν να οριστούν και στην περίπτωση του στάσιµου και αξονικά
συµµετρικού χωρόχρονου. Συγκεκριµένα σ' αυτήν την περίπτωση τα πράγµατα απλοποιούνται
σηµαντικά. Στους στάσιµους και αξονικά συµµετρικούς χωρόχρονους, όλη η πληροφορία
περιέχεται στο δυναµικό του Ernst που είχαµε ορίσει στο πρώτο κεφάλαιο. Συγκεκριµένα το
δυναµικό του Ernst για την µετρική 

2 2 1 2 2 2 2 2( ) ( ( ) )ds f dt d f e d dz dγω φ ρ ρ φ−= − − + + + (3.15)

ορίζεται ως η µιγαδική συνάρτηση f iψ= +E  όπου οι ποσότητες f  και ψ  δίνονται από τις
σχέσεις

a
a

b c d
a abcd

f ξ ξ

ψ ε ξ ξ

= −

∇ = ∇
(3.16)

όπου βλέπουµε ότι  f λ=  και ψ ω= 6. Από το δυναµικό του Ernst µπορούµε να ορίσουµε το

δυναµικό 1
1

ξ −
=

+
E

E
7 το οποίο µπορούµε να το συνδέσουµε µε τα δυναµικά που παράγουν τις

πολυπολικές ροπές. ∆ηλαδή µπορούµε να ορίσουµε το ξ  ως 

                                                          
6 Το ψ  ταυτίζεται µε το ω  όπως ορίζεται από την σχέση (3.12) . ∆εν θα πρέπει να συγχέεται µε το ω  της
µετρικής αν και συνδέεται µε την σχέση (1.16) του πρώτου κεφαλαίου.
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M Jiξ = Φ + Φ

Έτσι η αναδροµική σχέση (3.10) που δίνει τις ροπές θα πάρει ως προς το ξ  τη µορφή 

1 1

1 1 1 2 1 1 2 3 1

,

1 (2 1)
2s s s

a a

a a a a a a a a a

P
P

P D P s s P

ξ

ξ

+ + +

=

=

 = − −  
℘ R

(3.17)

όπου το δυναµικό είναι 1/ 2ξ ξ−= Ω  και µε αυτή την περιεκτική έκφραση έχουµε γράψει τις
αναδροµικές σχέσεις και για τις ροπές µάζας και για τις ροπές στροφορµής. Οι αξονικά
συµµετρικοί χωρόχρονοι όµως διαθέτουν επιπλέον συµµετρία εξαιτίας του αζιµουθιακού
διανύσµατος Killing. Έτσι σ' αυτή την περίπτωση µπορούν να ορισθούν βαθµωτές πολυπολικές
ροπές οι οποίες θα αποτελούν ουσιαστικά τις προβολές των πολυπολικών ροπών στον άξονα
συµµετρίας. Έτσι όλη η πληροφορία θα κρύβεται στις βαθµωτές ροπές.

1

1

1
!

n

n

aa
n a aP P z z
n Λ

=

όπου az  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην διεύθυνση του άξονα συµµετρίας και 1 naaz z  το
συµµετρικό και χωρίς ίχνος τανυστικό γινόµενο του µοναδιαίου διανύσµατος µε τον εαυτό του.
Ένα ακόµα αποτέλεσµα της συµµετρίας είναι ότι το δυναµικό ξ , το οποίο είναι µια µιγαδική
συνάρτηση των συντεταγµένων , zρ , µπορεί να προσδιορισθεί µε µοναδικό τρόπο από την τιµή
του στον άξονα συµµετρίας. Επιπλέον µπορούµε να το ορίσουµε στον άξονα z  ως 

0

( 0) n
n

n
m zξ ρ

∞

=

= =∑ (3.18)

και από τις ποσότητες nm µπορούµε να προσδιορίσουµε όλες τις βαθµωτές ροπές. Άρα στους
στάσιµους αξονικά συµµετρικούς χωρόχρονους αντί να µιλάµε για τις βαθµωτές πολυπολικές
ροπές, µπορούµε να µιλάµε για τους συντελεστές του αναπτύγµατος (3.18).

Το γεγονός ότι µπορεί να προσδιοριστεί απόλυτα µία λύση των εξισώσεων πεδίου του
Einstein που να περιγράφει έναν στάσιµο αξονικά συµµετρικό χωρόχρονο, µόνο από τα δεδοµένα
στον άξονα συµµετρίας, θα µας απασχολήσει στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα εξετάσουµε την
µέθοδο του Sibgatullin για την παραγωγή αξονικά συµµετρικών λύσεων. Έτσι θα συνδεθούν οι
ποσότητες nm  που χαρακτηρίζουν τις ροπές απευθείας µε την διαδικασία παραγωγής λύσεων και
µε τις ιδιότητες των λύσεων αυτών. Συγκεκριµένα θα αποτελέσουν κριτήριο για την επιλογή
φυσικών λύσεων ή την απόρριψή αφύσικων λύσεων.   
  

                                                                                                                                                                            
7 Αυτό το δυναµικό ξ  είναι το αντίστροφο του δυναµικού που ορίσαµε στην εξίσωση (1.19) στο πρώτο
κεφάλαιο.
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4ο Κεφάλαιο

Μέθοδος Sibgatullin για την κατασκευή στατικών και
αξονικά συµµετρικών λύσεων των εξισώσεων πεδίου του
Einstein.

Κλείνοντας το προηγούµενο κεφάλαιο είπαµε ότι ένας στάσιµος και αξονικά συµµετρικός
χωρόχρονος µπορεί να περιγραφεί απόλυτα από τα δεδοµένα στον άξονα συµµετρίας. Αυτό το
αποτέλεσµα προκύπτει από την µετατροπή του αρχικού προβλήµατος επίλυσης ενός συστήµατος
ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων, σε ένα οµογενές πρόβληµα Hilbert για τον προσδιορισµό
µίας γεννήτριας συνάρτησης1. Η λογική αυτής της µεθόδου διαφοροποιείται λίγο από την λογική
της µεθόδου Geroch. Όπως είδαµε και στο δεύτερο κεφάλαιο, µπορούµε µε την βοήθεια ενός
µετασχηµατισµού του Geroch να πάµε από µία λύση των εξισώσεων πεδίου σε µία άλλη λύση
των εξισώσεων πεδίου. Η κάθε λύση των εξισώσεων όµως χαρακτηρίζεται από µια ακολουθία
δυναµικών, τα οποία πρέπει να προσδιοριστούν. Και έτσι είχαµε καταλήξει σε ένα σύστηµα
εξισώσεων που µας περιέγραφαν πώς αλλάζουν τα δυναµικά κατά τον µετασχηµατισµό. Σ' αυτή
την περίπτωση, προκειµένου να προσδιορίσουµε τα δυναµικά, εισάγουµε µία γεννήτρια
συνάρτηση. Έτσι η γνώση της ακολουθίας των δυναµικών ανάγεται στη γνώση της γεννήτριας
συνάρτησης και κατ' επέκταση η γεννήτρια συνάρτηση κληρονοµεί όλη την πληροφορία που
κρύβουν τα δυναµικά για τον χωρόχρονο. Με τον ίδιο τρόπο η διαδικασία του µετασχηµατισµού
των δυναµικών ανάγεται σε µία διαδικασία µετάβασης από µία αρχική γεννήτρια συνάρτηση
(που είναι η γεννήτρια συνάρτηση του αρχικού χωρόχρονου) σε µία τελική γεννήτρια
συνάρτηση. Η αρχική γεννήτρια συνάρτηση2 προσδιορίζεται από τον αρχικό χωρόχρονο και η
τελική γεννήτρια συνάρτηση προσδιορίζει τον τελικό χωρόχρονο. Τελικά η διαδικασία καταλήγει
σε ένα σύστηµα ολοκληρωτικών εξισώσεων. ∆εν θα µπούµε στις λεπτοµέρειες αυτής της
διαδικασίας. Θα παρουσιάσουµε όµως την διαδικασία επίλυσης αυτών των εξισώσεων. Τελικά
θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο σε ένα ενδιαφέρον αστροφυσικό πρόβληµα.

Όπως αναφέραµε και παραπάνω το πρόβληµα της επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων
πεδίου του Einstein τελικά ανάγεται στο πρόβληµα της επίλυσης µίας ολοκληρωτικής εξίσωσης.
Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να προσδιορίσουµε κάποιον χωρόχρονο, ο οποίος θέλουµε να έχει

                                                          
1 V. S. Manko, N. R. Sibgatullin, Class. Quantum Grav. 10 (1993), 1383-1404.
2 Ως αρχική γεννήτρια συνάρτηση µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την γεννήτρια συνάρτηση
οποιουδήποτε γνωστού χωρόχρονου. Πρακτικά στον φορµαλισµό του προβλήµατος µε τις ολοκληρωτικές
εξισώσεις χρησιµοποιείται η γεννήτρια συνάρτηση του χωρόχρονου Minkowski. Στην παρουσίαση που θα
κάνουµε όµως αυτό δεν φαίνεται πουθενά, αφού θα πάρουµε έτοιµες τις ολοκληρωτικές εξισώσεις.
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κάποιες συγκεκριµένες ιδιότητες, για παράδειγµα θέλουµε να περιγράφει τη γεωµετρία γύρω από
έναν περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων. Η ολοκληρωτική εξίσωση που πρέπει να επιλύσουµε
είναι η εξίσωση 

( )1

1 2

( ) ( ) ( )
P 0

( ) 1

e e
d

µ σ ξ η
σ

σ τ σ−

+
=

− −
∫

�
(4.1)

την οποία πρέπει να την επιλύσουµε ως προς την συνάρτηση ( )µ σ . Στην εξίσωση (4.1) έχουµε
ορίσει τις ποσότητες z iη τρ= +  και z iξ σρ= +  όπου τα ,z ρ  είναι οι συντεταγµένες του Weyl
και οι παράµετροι ,σ τ  παίρνουν τιµές στο διάστηµα [ 1,1]− . Η συνάρτηση ( )e ξ  είναι το
δυναµικό του Ernst στον άξονα συµµετρίας που αντιστοιχεί στον χωρόχρονο που θέλουµε να
υπολογίσουµε, δηλαδή είναι το δυναµικό του Ernst στο 0ρ =  όπου στη θέση του z  έχουµε την
παράµετρο ξ  και η συνάρτηση ( )e η�  είναι η συνάρτηση * *( ( ))e η 3. Τέλος το σύµβολο P
µπροστά από το ολοκλήρωµα δηλώνει την κύρια τιµή του ολοκληρώµατος. Για να είναι
µοναδική η λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (4.1), πρέπει να ικανοποιείται επιπλέον η
συνθήκη νορµαλισµού:
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1 2

( )
1
dµ σ σ π
σ−

=
−

∫ (4.2)

 
 Έτσι οι εξισώσεις (4.1) και (4.2) προσδιορίζουν την συνάρτηση ( )µ σ  µε τη βοήθεια της οποίας
µπορούµε να προσδιορίσουµε το δυναµικό του Ernst παντού και κατ' επέκταση τις συναρτήσεις

,f ω  και γ  της µετρικής Παπαπέτρου. Συγκεκριµένα το δυναµικό του Ernst θα δίνεται από την
εξίσωση 

1

1 2

1 ( ) ( )( , )
1
e dz µ σ ξ σρ

π σ−
=

−
∫E (4.3)

και η συνάρτηση ω  της µετρικής Παπαπέτρου θα δίνεται από την εξίσωση

1

1 2

2 ( )Im
1

df ξµ σ σω
π σ−

 
=  

− 
∫ (4.4)

Η συνάρτηση γ , αφού είναι πλέον γνωστές οι συναρτήσεις f  και ω , προσδιορίζεται από τις
εξισώσεις (1.14).

Βλέπουµε λοιπόν ότι το αρχικό πρόβληµα της επίλυσης των εξισώσεων πεδίου του Einstein
έχει αναχθεί στον υπολογισµό της συνάρτησης ( )µ σ  για τον προσδιορισµό της οποίας
χρειαζόµαστε µόνο την µορφή του επιθυµητού δυναµικού του Ernst στον άξονα συµµετρίας,
δηλαδή τη συνάρτηση ( ) ( 0, )e z zρ= =E . Άρα, αν γνωρίζουµε τη µορφή του δυναµικού του
Ernst στον άξονα συµµετρίας, µπορούµε να βρούµε τη µορφή που θα έχει παντού και κατ'
επέκταση να προσδιορίσουµε απόλυτα τον συγκεκριµένο χωρόχρονο που ψάχνουµε. Τον τρόπο
µε τον οποίο θα γίνει η σύνδεση των επιθυµητών ιδιοτήτων του χωρόχρονου µε το δυναµικό στον
άξονα συµµετρίας θα τον δούµε παρακάτω. Σ' αυτό το σηµείο θα παρουσιάσουµε τη µεθοδολογία
                                                          
3 Το * δηλώνει το µιγαδικό συζυγές.
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που εισήγαγε ο Sibgatullin για την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων (4.1) και (4.2) καθώς
και τον υπολογισµό του χωρόχρονου από τις εξισώσεις (4.3) και (4.4).

Γενικά µπορούµε να επιλέξουµε το δυναµικό του Ernst στον άξονα συµµετρίας να είναι µία
ρητή συνάρτηση. ∆ηλαδή µπορούµε να το επιλέξουµε να δίνεται από το λόγο δύο πολυωνύµων

( )( , 0) ( )
( )
P zz e z
Q z

ρ = = =E( , όπου τα πολυώνυµα θα είναι ίδιας τάξης. Αυτή η µορφή του

δυναµικού του Ernst µπορεί να γραφεί ισοδύναµα ως ανάπτυγµα απλών κλασµάτων της µορφής

1

( ) 1
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j

j j

e
e z

z a=

= +
−∑ (4.5)

όπου τα ja  είναι οι n  ρίζες του πολυωνύµου ( )Q z  που είναι γενικά µιγαδικοί αριθµοί4, ενώ τα

je  είναι µιγαδικοί εν γένει συντελεστές. Έχοντας διαλέξει την µορφή του δυναµικού του Ernst,
το επόµενο βήµα είναι να βρούµε τις ρίζες του πολυωνύµου ( ) ( )e z e z+ � . Έχοντας τις ρίζες kξ του
πολυωνύµου ( ) ( )e z e z+ � , θα ζητήσουµε η µορφή της συνάρτησης ( )µ σ  να είναι 
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Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι το πολυώνυµο ( ) ( )e z e z+ �  είναι βαθµού 2n  και άρα έχει 2n

ρίζες, αφού είναι 
* *

*

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

P z Q z P z Q ze z e z
Q z Q z

+
+ =� . Αν τώρα αντικαταστήσουµε τις εξισώσεις

(4.5) και (4.6) στο ολοκλήρωµα (4.1), θα πάρουµε µετά την ολοκλήρωση ένα σύστηµα από 2n
αλγεβρικές εξισώσεις ως προς τα A 5. Το σύστηµα αυτό θα είναι το

2 2
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Επιπλέον από την αντικατάσταση της εξίσωσης (4.6) στο ολοκλήρωµα (4.2) θα πάρουµε την
εξίσωση 
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k k
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4 Συγκεκριµένα θα είναι ή πραγµατικοί αριθµοί ή ζευγάρια µιγαδικών συζυγών. 
5 Η ολοκλήρωση γίνεται µε την βοήθεια των ολοκληρωµάτων 
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∫ . Μετά την ολοκλήρωση θα

προκύψει ένα πολυώνυµο ως προς την παράµετρο η . Εξισώνοντας τους συντελεστές αυτού του
πολυωνύµου µε το µηδέν προκύπτει το σύστηµα (4.7). Περισσότερες λεπτοµέρειες στο Παράρτηµα.
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Έτσι έχουµε τις εξισώσεις (4.7) και (4.8) που αποτελούν ένα σύστηµα από 2 1n +  εξισώσεις µε
2 1n +  αγνώστους, τις ποσότητες 0 1 2, ,..., nA A A . Αν τώρα αντικαταστήσουµε τις εξισώσεις (4.5)
και (4.6) στο ολοκλήρωµα (4.3) θα πάρουµε το δυναµικό του Ernst συναρτήσει των A
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1 1

( , ) 1
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ρ
ξ= =

= +
−∑ ∑E (4.9)

ενώ αν αντικαταστήσουµε την (4.6) στο ολοκλήρωµα (4.4) θα πάρουµε τη σχέση 
2

1

2Im 1
n

k
k

k k

zf A
R

ξ
ω

=

  −
= − +     

∑ (4.10)

από την οποία µπορούµε να υπολογίσουµε την συνάρτηση ( , )zω ρ . Έτσι το πρόβληµα της
επίλυσης των εξισώσεων πεδίου του Einstein έχει αναχθεί τελικά στο πρόβληµα της εύρεσης των
ριζών κάποιων πολυωνύµων και στη λύση ενός αλγεβρικού συστήµατος. Η παραπάνω µορφή του
προβλήµατος είναι η πιο απλή, γιατί δεν εξετάσαµε το ενδεχόµενο πολλαπλών ριζών των
πολυωνύµων. Ακόµα και αυτό το ενδεχόµενο όµως, δεν αλλάζει τη φύση του προβλήµατος.
Απλά θα πρέπει να κάνουµε κάποιες αλλαγές. Για παράδειγµα, αν το πολυώνυµο ( )Q z  έχει
κάποιες πολλαπλές ρίζες, τότε το ανάπτυγµα σε απλά κλάσµατα του δυναµικού ( )e z  θα πρέπει
να πάρει την µορφή
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όπου l  είναι το πλήθος των ανεξάρτητων ριζών και jm  είναι η πολλαπλότητα της κάθε µίας από

αυτές, έτσι ώστε 
1
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j
j
m n

=

=∑ . Αντίστοιχα, αν το πολυώνυµο ( ) ( )e z e z+ �  έχει πολλαπλές ρίζες τότε

η συνάρτηση ( )µ σ  θα έχει την µορφή
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όπου τώρα 
1

2
l

k
k
m n

=

=∑ . Και σ' αυτή την περίπτωση η διαδικασία είναι η ίδια µε παραπάνω.

Αντικαθιστούµε τις εξισώσεις για τις συναρτήσεις ( )µ σ  και ( )e z  στα ολοκληρώµατα (4.1) ως
(4.4) και παίρνουµε παρόµοιες εξισώσεις µε τις εξισώσεις (4.7) ως (4.10) από τις οποίες
προσδιορίζουµε το δυναµικό του Ernst και τις συναρτήσεις ( , )f zρ  και ( , )zω ρ  της µετρικής.

Για να δείξουµε τον τρόπο µε τον οποίο δουλεύει η µέθοδος θα κάνουµε ένα παράδειγµα. Θα
θεωρήσουµε το δυναµικό του Ernst στον άξονα συµµετρίας που έχει την µορφή

( ) z M iae z
z M ia
− +

=
+ +

. Το πολυώνυµο του παρανοµαστή έχει µία µιγαδική ρίζα που είναι η

1 ( )a M ia= − + . Το δυναµικό τώρα µπορούµε να το αναπτύξουµε στη µορφή (4.5) οπότε και θα
έχουµε 
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όπου έχουµε 1 2e M= − . Το επόµενο βήµα είναι να βρούµε τις ρίζες του πολυωνύµου ( ) ( )e z e z+ � .

Στην συγκεκριµένη περίπτωση οι δύο ρίζες θα είναι οι 2 2
1 M aξ = − −  και 2 2

2 M aξ = − . Έτσι
µπορούµε να εκφράσουµε τη συνάρτηση ( )µ σ  στην µορφή (4.6) και τελικά να πάρουµε το
παρακάτω σύστηµα για τα A
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Το σύστηµα αυτό επιλύεται και χρησιµοποιώντας την εξίσωση (4.9) παίρνουµε το δυναµικό του
Ernst. Στις συντεταγµένες Weyl οι εκφράσεις που παίρνουµε είναι κάπως δύσχρηστες. Γι' αυτό
είναι προτιµότερο να δουλέψουµε στις επιµήκεις σφαιροειδείς. Οι κατάλληλες επιµήκεις
σφαιροειδείς για την περίσταση είναι οι 

2 2 2 2

2 2

1 1M a x y

z M a xy

ρ = − − −

= −

Μετά από αυτόν τον µετασχηµατισµό το δυναµικό του Ernst παίρνει την απλούστερη µορφή 
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− + − +

=
+ − +

E

Αν συγκρίνουµε αυτό το δυναµικό µε το δυναµικό που υπολογίσαµε για την µετρική Kerr στο
πρώτο κεφάλαιο, θα δούµε ότι είναι ακριβώς ίδια. Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε και την
συνάρτηση ω  από την εξίσωση (4.10) και βλέπουµε, όπως περιµέναµε, ότι είναι η συνάρτηση

( , )x yω  που είχαµε υπολογίσει στο πρώτο κεφάλαιο. Φυσικά η επιλογή ( ) z M iae z
z M ia
− +

=
+ +

 του

δυναµικού στον άξονα συµµετρίας δεν ήταν τυχαία. Γνωρίζαµε από πριν ότι θα µας έδινε τον
χωρόχρονο Kerr. Παρακάτω θα δούµε πως µπορούµε να επιλέξουµε συγκεκριµένες φυσικές
ιδιότητες για τη λύση που κατασκευάζουµε.

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι µπορούµε να συνδέσουµε τις ιδιότητες ενός
χωρόχρονου γύρω από ένα αστροφυσικό σώµα µε τις ιδιότητες του σώµατος. Η σύνδεση έγινε
µέσω των πολλυπολικών ροπών. Ακόµα είδαµε ότι στην περίπτωση των στάσιµων και αξονικά
συµµετρικών χωρόχρονων όλη η πληροφορία των ροπών κρύβεται στους συντελεστές του
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αναπτύγµατος  
0

( 0) n
n

n
m zξ ρ

∞

=

= =∑� � 6. Το ανάπτυγµα αυτό µπορούµε να το συνδέσουµε µε το

δυναµικό του Ernst στον άξονα συµµετρίας. Συγκεκριµένα για το δυναµικό ξ� , όπως είδαµε στο
τέλος του τρίτου κεφαλαίου, έχουµε ότι 

1/ 2 1/ 2 1 ( , )
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z
z
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ρ

− − −
= Ω = Ω
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E
(4.11)  

όπου ο σύµµορφος παράγοντας Ω  στις συντεταγµένες Weyl είναι ( ) 12 2zρ
−

Ω = + . Έτσι η σχέση

(4.11) µπορεί να γραφεί ως προς το δυναµικό του Ernst ως 
1/ 2
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1

z ξρ
ξ

−Ω
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+Ω

�
�E  και στον άξονα

συµµετρίας να πάρει την τελική µορφή 
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E (4.12)

όπου αντικαταστήσαµε το 
0 0

( 0) n n
n n

n n
m z m zξ ρ

∞ ∞
−

= =

= = =∑ ∑� � . Έτσι προσδιορίζοντας τις ροπές nm
7

διαλέγουµε τις ιδιότητες που θέλουµε να έχει ο χωρόχρονος που θα κατασκευάσουµε. Για

παράδειγµα αν πάρουµε το δυναµικό ( ) z M iae z
z M ia
− +

=
+ +

 και το βάλουµε στην σχέση (4.11) και

κάνουµε τον κατάλληλο µετασχηµατισµό για να εκφράσουµε όλες τις ποσότητες στις "~"
συντεταγµένες θα έχουµε 

2 2 3 3 4 4

0

( 0) ...
1

n
n

n

Mm z M iMaz Ma z iMa z Ma z
iaz

ξ ρ
∞

=

= = = = − − + + +
+∑� � � � � �

�

όπου βλέπουµε ότι το δυναµικό που επιλέξαµε έχει το ανάπτυγµα των ροπών της Kerr µε τις
ροπές της µάζας να δίνονται από τους πραγµατικούς (ζυγούς) όρους του αναπτύγµατος και τις
ροπές της στροφορµής να δίνονται από τους φανταστικούς (µονούς) όρους του αναπτύγµατος.
Συγκεκριµένα οι ροπές της Kerr είναι 

2 2 1
2 2 1( 1) , ( 1) , 0,1,2,3,...n n n n
n nM Ma J Ma n+

+= − = − = (4.13)

Παρατηρούµε µόνο µία διαφοροποίηση στα πρόσηµα, αλλά αυτό οφείλεται στο ότι έχουµε
διαλέξει αντίθετη φορά περιστροφής για την λύση Kerr που περιγράφουµε. Έτσι αν στην σχέση
(4.12) δίναµε τις ροπές της Kerr, θα παίρναµε το κατάλληλο δυναµικό του Ernst στον άξονα

                                                          
6 Θυµίζουµε ότι µε "~" συµβολίζουµε τις συντεταγµένες µε κέντρο το σηµείο Λ  που αντιστοιχεί στο
άπειρο.
7 Ο αριθµός των ροπών µπορεί να είναι άπειρος, αλλά µπορεί να είναι και φραγµένος. Το πλήθος των
ροπών που θα χρησιµοποιήσουµε εξαρτάται µόνο από τις ιδιότητες που θέλουµε να δώσουµε στον
χωρόχρονό µας.
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συµµετρίας. Το δυναµικό αυτό είναι φυσικά το δυναµικό που χρησιµοποιήσαµε, από το οποίο
δείξαµε πως µπορεί να κατασκευαστεί η µετρική ακολουθώντας την µέθοδο του Sibgatullin.

Η µέθοδος του Sibgatullin που αναπτύξαµε µπορεί να παρουσιαστεί µε έναν ακόµα πιο
συµπαγή φορµαλισµό, τον οποίο εισήγαγε ο Manko. Αυτό που έκανε ο Manko ήταν να εκφράσει
όλα τα αποτελέσµατα υπό µορφή οριζουσών. Το πλεονέκτηµα που προσφέρει ο φορµαλισµός
του Manko είναι ότι µπορούµε να υπολογίσουµε κατευθείαν τις συναρτήσεις της µετρικής. Έτσι
για ένα δυναµικό του Ernst που δίνεται από την σχέση (4.5) στον άξονα συµµετρίας, µπορούµε
να ορίσουµε τις ορίζουσες 

21

1 1 2 1

21

1 2

* *
1 1 2 1

* *
1 2

1 1 1

1

1

1 10

1 10

n

n

n

n n n

n

n n n

RR
a a

RR
E a a

a a

a a

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

±

±
− −

±
= − −

− −

− −

"

"

# # % #

"

"

# # % #

"

  (4.14)

από τις οποίες µπορούµε να υπολογίσουµε το δυναµικό του Ernst και την συνάρτηση ( , )f zρ  της
µετρικής. Συγκεκριµένα το δυναµικό του Ernst θα είναι 

( , ) Ez
E

ρ +

−

=E (4.15)

και η συνάρτηση f  θα είναι το πραγµατικό µέρος του E , δηλαδή θα είναι 

( ) ( )
( )

* *

*( , )
2

E E E E
f z

E E
ρ + − + −

− −

+
= (4.16)

όπου το *E  είναι το µιγαδικό συζυγές του E . Στις παραπάνω εκφράσεις οι ποσότητες ,j ka ξ  και

kR  είναι ακριβώς οι ποσότητες που ορίσαµε και στην αρχική µέθοδο του Sibgatullin. Στην
συνέχεια ορίζουµε την ορίζουσα 
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µε την βοήθεια της οποίας υπολογίζουµε την συνάρτηση 2 ( , )ze γ ρ  της µετρικής από την σχέση 
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(4.18)

Η τελευταία συνάρτηση που µένει για να υπολογιστεί, είναι η συνάρτηση ( , )zω ρ  για τον
υπολογισµό της οποίας χρησιµοποιούµε τις ορίζουσες 
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(4.19)

Έτσι η συνάρτηση ( , )zω ρ  θα δίνεται από τη σχέση 

( ) ( )
( ) ( )

* *

* *

2Im
( , )

E H E G
z

E E E E
ω ρ

− −

+ − + −

 − =
+

 (4.20)

Έτσι βλέπουµε ότι πράγµατι ο φορµαλισµός µε τις ορίζουσες µας δίνει απευθείας όλες τις
συναρτήσεις της µετρικής, ακόµα και τη συνάρτηση 2 ( , )ze γ ρ , χωρίς να χρειάζεται να
καταφύγουµε σε ολοκληρώσεις διαφορικών εξισώσεων. Επιπλέον ο φορµαλισµός αυτός έχει το
πλεονέκτηµα ότι είναι ανεξάρτητος της πολλαπλότητας των ριζών. Έτσι χρησιµοποιώντας τις
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ορίζουσες, εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία ανεξάρτητα του αν έχει διπλές ή τριπλές ρίζες το
( )Q z  ή το ( ) ( )e z e z+ � .

Με τα παραπάνω ολοκληρώνεται η συλλογή µας από εργαλεία κατασκευής λύσεων των
εξισώσεων πεδίου του Einstein. Σ' αυτό το σηµείο θα στραφούµε σε ένα αρκετά ενδιαφέρον
αστροφυσικό πρόβληµα, την περιγραφή της γεωµετρίας του χωροχρόνου στην περιοχή ενός
περιστρεφόµενου συµπαγούς αστέρα. Η εύρεση λύσεων των εξισώσεων πεδίου του Einstein που
να µπορούν να περιγράφουν τον χωροχρόνο στο εξωτερικό ενός συµπαγούς αστέρα παραµένει
ένα ανοιχτό θέµα της Αστροφυσικής. ∆ιεργασίες, όπως η πρόσπτωση ύλης από δίσκους
προσαύξησης ή η εκποµπή βαρυτικών κυµάτων, που συµβαίνουν στην γειτονιά των Αστέρων
Νετρονίων, θα µπορούσαν να µελετηθούν πιο εύκολα αν µπορούσαµε να έχουµε µία αναλυτική
έκφραση για τη στάσιµη µετρική του χωρόχρονου στην περιοχή έξω από τον αστέρα. Οι
παραδοσιακά γνωστές λύσεις που περιγράφουν την γεωµετρία ενός στατικού ή ενός στάσιµου
χωρόχρονου, δηλαδή η µετρική Schwarzschild και η µετρική Kerr, αν και συχνά
χρησιµοποιούνται ως προσεγγίσεις πρώτης τάξης, δεν είναι αρκετές για να περιγράψουν µε
ακρίβεια το πρόβληµα. Από την µία µεριά η µετρική Schwarzschild αποτυγχάνει να προσεγγίσει
την περιστροφή, αφού οι περισσότεροι αστέρες νετρονίων είναι ταχέως περιστρεφόµενα σώµατα
µε αποτέλεσµα η στροφορµή να έχει σηµαντική συνεισφορά στην γεωµετρία. Από την άλλη η
µετρική Kerr δεν καταφέρνει να περιγράψει τη συµπεριφορά της τετραπολικής ροπής, αφού
γενικά λόγω της περιστροφής η επιφάνεια του αστέρα θα είναι παραµορφωµένη µε τρόπο
διαφορετικό από αυτόν που θα αντιστοιχούσε στο τετράπολο της Kerr. Όπως έχουν δείξει για
παράδειγµα οι Shibata και Sasaki8 το τετράπολο παίζει σηµαντικό ρόλο στον υπολογισµό της
τελευταίας ευσταθούς κυκλικής τροχιάς (innermost stable circular orbit - ISCO) και άρα κατ'
επέκταση στον υπολογισµό των παραµέτρων που σχετίζονται µε την πρόσπτωση ύλης από
δίσκους. Έτσι γίνεται σαφές ότι θα ήταν πολύ χρήσιµο να έχουµε µία αναλυτική λύση, στην
οποία να µπορούµε να ρυθµίσουµε τις σηµαντικές παραµέτρους, δηλαδή τη µάζα, τη στροφορµή
και την τετραπολική ροπή της µάζας. Και όταν αναφερόµαστε σε σηµαντικές παραµέτρους,
εννοούµε σηµαντικές για τους υπολογισµούς µεγεθών όπως το ISCO ή οτιδήποτε άλλο µπορεί να
σχετίζεται µε το συγκεκριµένο αστροφυσικό πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε. 

Με την ανάπτυξη της µεθόδου του Sibgatullin, που παρουσιάσαµε παραπάνω, προσφέρεται
πλέον η δυνατότητα να κατασκευαστούν λύσεις που να έχουν προκαθορισµένες ιδιότητες,
πράγµα το οποίο ήταν σχεδόν αδύνατο στο παρελθόν. Σχετικά πρόσφατα οι Manko, Mielke και
Sanabria-Gomez9 παρουσίασαν µία µετρική µε στόχο να δώσουν µία προσεγγιστική λύση στο
πρόβληµα της περιγραφής της γεωµετρίας γύρω από έναν περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων. Η
λύση τους εκφράζεται από δυναµικό του Ernst στον άξονα συµµετρίας της µορφής 

( )( )
( )( )

( )
z M ia z ib d ab

e z
z M ia z ib d ab

δ
δ

− − + + − −
=

+ − + + − −
(4.21)

όπου οι παράµετροι ,M a  είναι η µάζα και η στροφορµή ανά µονάδα µάζας αντίστοιχα, η
παράµετρος b  σχετίζεται µε το τετράπολο της µάζας και οι παράµετροι , dδ  ορίζονται από τις
σχέσεις 

2 2
2 2

2 2

1, ( )
( ) 4
M b d M a b

M a b
δ −  = = − − − −

.

                                                          
8 M. Shibata, M. Sasaki, Phys. Rev. D 58, 104011 (1998)
9 V. S. Manko, E. W. Mielke, J. D. Sanabria-Gomez, Phys. Rev. D 61, 081501(R) (2000)
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Για αυτή την έκφραση του δυναµικού στον άξονα, οι συναρτήσεις της µετρικής υπολογίζονται
σύµφωνα µε την διαδικασία που παρουσιάσαµε παραπάνω. Η λύση αυτή, όπως πρότειναν οι
εµπνευστές της αρχικά, έχει ως οριακές περιπτώσεις τις δύο κλασσικές λύσεις, την λύση του Kerr
για 2 2 2b a M= −  και την λύση του Schwarzschild για 0,a b iM= = . Όµως προκειµένου η λύση
να έχει κατοπτρική συµµετρία ως προς το ισηµερινό επίπεδο, πράγµα το οποίο περιµένουµε για
έναν Αστέρα Νετρονίων, θα πρέπει οι παράµετροι ,M a  και b  να είναι πραγµατικοί αριθµοί10.
Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η λύση (4.21) να µην έχει ως όριο µηδενικής περιστροφής την λύση
Schwarzschild, αλλά µία λύση που διατηρεί ένα αφύσικο τετράπολο 

( )
( )

22 2

22 2
( 0)

4
M bMQ a
M b

+
= = −

−
.

Όπως έδειξαν οι Berti και Stergioulas, εξ' αιτίας αυτού του τετράπολου η λύση (4.21)
αποτυγχάνει να περιγράψει αστέρες νετρονίων µε χαµηλή περιστροφή. Συγκεκριµένα έδειξαν ότι
περιγράφει ικανοποιητικά αστέρες που περιστρέφονται αρκετά γρήγορα ώστε η περιστροφή τους
να εισάγει τετραπολική ροπή µεγαλύτερη από την ελάχιστη τετραπολική ροπή της λύσης χωρίς
περιστροφή. Αναλυτικότερα για διάφορες επιλογές καταστατικών εξισώσεων και για µάζες στην
περιοχή των 1.4M: , η λύση (4.21) µπορούσε να περιγράψει µόνο αστέρες που περιστρέφονταν
µε τιµές του KeplerΩ Ω  µεγαλύτερες από 0.4  για κάποιες καταστατικές και 0.7  για κάποιες
άλλες καταστατικές, ενώ για µεγαλύτερες µάζες το όριο ανέβαινε στο 0.9 . Άρα πρακτικά το
µοντέλο δεν επαρκεί για την περιγραφή πιο ρεαλιστικών αστέρων νετρονίων όπου έχουµε

310Kepler
−Ω Ω ∼ .

Μια εναλλακτική πρόταση προς την κατεύθυνση της δυνατότητας περιγραφής όλου του
φάσµατος των αστέρων νετρονίων, από χαµηλή µέχρι ακραία περιστροφή, βρίσκεται υπό
προετοιµασία11. Η ιδέα ξεκίνησε από την προσπάθεια επιλογής κατάλληλου ( )e z  έτσι ώστε να
µπορούµε να εισάγουµε περισσότερες ελεύθερες παραµέτρους µε µικρότερο αντίκτυπο στην
διαδικασία επίλυσης των πολυωνύµων ( )Q z  και ( ) ( )e z e z+ �  και από συλλογισµούς πάνω στον
συσχετισµό των παραµέτρων έτσι ώστε η λύση να είναι πιο "φυσική", δηλαδή να έχει κατοπτρική
συµµετρία. Το δυναµικό που προτείνουµε έχει την µορφή

2
2

2
2

( )( )
( )

z Mz i a c z a iMce z
z Mz i a c z a iMc
− − + + +

=
+ − + + −

(4.22)

και µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι έχει αρκετές ενδιαφέρουσες ιδιότητες.  Κατ' αρχήν όλες οι
παράµετροι είναι πραγµατικές. Επιπλέον είναι επιλεγµένες µε τέτοιο τρόπο ώστε κρατώντας
σταθερές τις παραµέτρους M  και a  να έχουµε λύσεις σταθερής µάζας M  και σταθερής
στροφορµής J M a= . Αυτή η επιλογή µας αφήνει την δυνατότητα να κινηθούµε ελεύθερα στον
χώρο των παραµέτρων ( )2,c a . Η λύση (4.22) έχει ως όριο και τη λύση Kerr και τη λύση
Schwarzschild για κατάλληλη επιλογή των ( )2,c a . Περιµένουµε λοιπόν να έχει την δυνατότητα

                                                          
10 M. Stute, M. Camenzind, Mon. Not. R. Astron. Soc. 336, 831-840 (2002), E. Berti, N. Stergioulas, Mon.
Not. R. Astron. Soc. 350, 1416-1430 (2004).
11 G. Pappas, T. Sotiriou, T. Apostolatos, in preparation.
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να περιγράψει αρκετά καλά όλο το φάσµα των περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων. Ενδεικτικά
παραθέτουµε τις πρώτες ροπές της (4.22)

( )
( ) ( ) ( )( )

0

1
2

2 2

3 2 2
3 2 2

4 3 2 2 2 3
4 2 2 2 2

( )

2 2

4 3 4

m M
m iMa
m a a ac

m i a a c a c aa ac M

m a a c a a c a a c a a c c M

=
=

= − + +

= − + + + +

= + + + + + + +

(4.23)

Η λύση (4.22) έχει ακόµα ένα ενδιαφέρον χαρακτηριστικό. Αν επιλέξουµε για την παράµετρο 2a
την τιµή 2a ac= − , τότε βλέπουµε ότι η εξίσωση (4.22) περιγράφει µία λύση Kerr για

διαφορετική επιλογή του δυναµικού Ernst από την κλασσική ( ) z M iae z
z M ia
− −

=
+ −

12. ∆ηλαδή στον

χώρο των παραµέτρων ( )2,c a  µία δεδοµένη λύση Kerr αντιστοιχεί σε µία ολόκληρη ευθεία αντί
για ένα σηµείο. Αυτό ενδεχοµένως να έχει ενδιαφέρουσες προεκτάσεις όσον αφορά στην
συµπεριφορά των λύσεων κατά προσέγγιση Kerr αν κάνουµε διαταραχές σε διαφορετικές
περιοχές πάνω στην ευθεία. Αυτό που µπορούµε να διαπιστώσουµε εύκολα είναι ότι το φάσµα
των πολυπολικών ροπών µίας διαταραγµένης Kerr διαφοροποιείται δραµατικά ανάλογα µε το
πόσο µακριά από το σηµείο ( )20, 0c a= =  θα την επιλέξουµε. 

Αυτή την στιγµή είναι σε εξέλιξη η εργασία της διερεύνησης της συµπεριφοράς της λύσης (4.22)
και η σύγκρισή της µε αριθµητικά αποτελέσµατα περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων
προκειµένου να προσδιορίσουµε ποσοτικά την καταλληλότητά της για αστροφυσικές εφαρµογές.
Παράλληλα χρήζει ενδιαφέροντος και µελέτης το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της λύσης (4.22) να
απεικονίζει τις λύσεις Kerr σε µία ευθεία του χώρου των παραµέτρων ( )2,c a  και ενδεχοµένως να
ασχοληθούµε µε αυτό στο µέλλον. Αυτό που πρέπει να επισηµάνουµε είναι ότι η µέθοδος
Sibgatullin είναι ένα σπουδαίο εργαλείο που µας έδωσε την δυνατότητα να επεκτείνουµε τις
λύσεις των εξισώσεων πεδίου του Einstein σε περιοχές µε µεγαλύτερο φυσικό ενδιαφέρον που
ουσιαστικά ήταν απρόσιτες. Έτσι η δυνατότητα κατασκευής περισσότερων λύσεων και µε
συγκεκριµένες επιλογές φυσικών χαρακτηριστικών ίσως βοηθήσουν στην βαθύτερη κατανόηση
της φύσης της θεωρίας του Einstein.

                                                          
12 Συγκεκριµένα η κλασσική Kerr αντιστοιχεί στην επιλογή 2 0c a= = .
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Παράρτηµα. 

Απόδειξη ότι 0aAξ =L .

Όπως είδαµε στο δεύτερο κεφάλαιο, µπορούµε να ορίσουµε τα συναλλοίωτα διανυσµατικά
πεδία στο  S  ως γραµµικούς συνδυασµούς βαθµίδων βαθµωτών πεδίων στο  S  και έτσι να
ορίσουµε µία αντιστοιχία από τα πεδία στο  S  στα πεδία στο  Μ . Συγκεκριµένα ορίζουµε το
συναλλοίωτο διάνυσµα  ' ' ' 'a a aA a D Dβ µ ν′ = + +   στο  S  να αντιστοιχεί στο συναλλοίωτο
διάνυσµα  a a aA a β µ ν= ∇ + + ∇   στο  Μ .  Προκειµένου να ορίζεται αυτή η αντιστοιχία
πρέπει η προβολή του διανύσµατος aA  στις τροχιές του διανυσµατικού πεδίου Killing να
είναι µηδέν και πρέπει η παράγωγος Lie του διανύσµατος aA  να είναι και αυτή µηδέν. Η
πρώτη απαίτηση ικανοποιείται αυτοµάτως αφού τα βαθµωτά πεδία είναι στο  S  και άρα θα
ισχύει  0a a a

a a aA a a ξξ ξ β µξ ν β= ∇ + + ∇ = + =L  αφού οι παράγωγοι Lie των βαθµωτών
πεδίων είναι µηδέν. Για την παράγωγο Lie του συναλλοίωτου διανύσµατος θα έχουµε 

( )a aA a aξ ξ ξβ= ∇ + =L L L ( ) ( )

( ) ( )( )
a a

c c c c c
c a c a c a a c a c

c
c a

a

a a

a

ξβ β

ξ β β ξ ξ β ξ β ξ β

ξ β

∇ + ∇ + =

= ∇ ∇ +∇ ∇ + = ∇ ∇ +∇ ∇ − ∇ ∇ + =

= ∇ ∇

L

a ξ β+∇ L( ) c
a cξ β− ∇ ∇( ) 0.+ =

Άρα αποδεικνύεται ότι το διάνυσµα aA  ικανοποιεί τις απαιτήσεις που θέσαµε. Τι σηµαίνει
τώρα ότι υπάρχει αντιστοιχία ανάµεσα στα πεδία στο  Μ  και στο  S ; Για τα βαθµωτά πεδία
είδαµε ακριβώς τι σηµαίνει στην συζήτησή µας στο δεύτερο κεφάλαιο. Για τα διανυσµατικά
πεδία aA  και aA′  όµως δεν το συζητήσαµε εκτενώς. Ας πάρουµε για παράδειγµα το πεδίο στο
S , aD β ′ . Από τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου στο  S  θα έχουµε 

1( )b b b b
a a b a b a b a bD h h µ

µβ β β δ β ξ ξ ξ ξ β−′ ′= ∇ = ∇ = ∇ − ∇( ) aβ= ∇

όπου βλέπουµε πως το πεδίο στο  Μ  που ικανοποιεί του περιορισµούς που βάλαµε ταυτίζεται
ουσιαστικά µε το πεδίο στο  S . Τα παραπάνω γενικεύονται για όλα τα τανυστικά πεδία
οποιασδήποτε τάξης. Γι' αυτό το λόγο δεν διαχωρίζουµε πλέον τα πεδία στο  S  από τα πεδία
στο  Μ  που ικανοποιούν τις συνθήκες (2.1). 
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Απόδειξη ότι d
a b c dabcRξ ξ∇ ∇ = .

Γνωρίζουµε ότι για ένα διάνυσµα αξ , ο µεταθέτης των συναλλοίωτων παραγώγων είναι µη
µηδενικός. Συγκεκριµένα από τον µεταθέτη των συναλλοίωτων παραγώγων µπορούµε να
ορίσουµε τον τανυστή καµπυλότητας ως  R ν

α β µ β α µ µ βα νξ ξ ξ∇ ∇ −∇ ∇ = − . Αν επιπλέον το αξ

είναι ένα διάνυσµα Killing, τότε θα έχουµε για την δεύτερη παράγωγο του αξ  την εξίσωση

,

a b c c ba b a c c ba b c a c ba a cb c b a

c ba a cb c a b c ba a cb b ac a c b

c ba a cb b ac a b c

R R R R

R R R R R

R R R

ν ν ν ν
ν ν ν ν

ν ν ν ν ν
ν ν ν ν ν

ν ν ν
ν ν ν

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

∇ ∇ = − +∇ ∇ = − −∇ ∇ = − + −∇ ∇ =

= − + +∇ ∇ = − + − +∇ ∇ =

= − + − −∇ ∇
όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τον ορισµό του τανυστή καµπυλότητας και την εξίσωση του
Killing. Από την τελική µορφή της παραπάνω εξίσωσης και µε εφαρµογή της ταυτότητας

0bac cba acbR R Rν ν ν+ + =  θα πάρουµε τελικά την εξίσωση a b c abcR ν
νξ ξ∇ ∇ = .

Απόδειξη ότι ( ) 0b d
p a cTξ ∇ =L .

Αν έχουµε έναν τανυστή r s
m nT  στο  S , δηλαδή έχουµε έναν τανυστή που ικανοποιεί τις

εξισώσεις (2.1), µας ενδιαφέρει να δείξουµε ότι η παράγωγος Lie της συναλλοίωτης
παραγώγου του r s

m nT  είναι µηδέν ώστε να µπορέσουµε να ορίσουµε την παράγωγο r s
a m nD T

στο  S . Η παράγωγος Lie του r s
p m nT∇  θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

r s r s r s r s r s
p m n p m n p m n p m n m p n

r s r s r s
p m n p m n p m n

r s r s r s r s
p m n p m n p m n p m n

T T T T T

T T T

T T T T

σ λ λ λ
ξ σ λ λ λ

σ λ λ
σ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

∇ = ∇ ∇ − ∇ ∇ − + ∇ ∇ + ∇ ∇ + =

 = ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇ −  
  + ∇ ∇ − ∇ ∇ + ∇ ∇ − ∇ ∇ +      

L

Στην παραπάνω σχέση βλέπουµε ότι οι υπογραµµισµένοι όροι µας φτιάχνουν την
συναλλοίωτη παράγωγο της παραγώγου Lie του r s

m nT , που είναι µηδέν. Έτσι η παραπάνω
σχέση θα πάρει την µορφή

( ) ( ) ( )r s r s r s r s r s
p m n p m n p m n p m n p m nT T T T Tλ λ λ

ξ λ λ λ λξ ξ ξ ∇ = ∇ ∇ −∇ ∇ + ∇ ∇ + − ∇ ∇ − L

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε την σχέση a b c abcR ν
νξ ξ∇ ∇ =  και την σχέση 

1 1 1 11 2

1 1 1 1 2 1
, k k k k k

l l l l l
X R X R X R X R Xµ µ λ µ µ λ µ µ µ µ µµ µ λ λ

ρ σ ν ν λρσ ν ν λρσ ν ν ν ρσ λ ν ν ρσ ν λ ν ∇ ∇ = + + − − − 
βλέπουµε ότι αυτοµάτως έχουµε ( ) 0r s

p m nTξ ∇ =L .
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Υπολογισµός της δεύτερης παραγώγου a b cD D k .

Από τον ορισµό της παραγώγου στο  S , που δίνεται από την σχέση (2.6), θα έχουµε
( ) ( ) ( )p q r s t p q r s t s t s t

a b c a b c p q r s t a b c p q r s t q p r s t q r p s tD D k h h h h h k h h h h h k h h k h h k = ∇ ∇ = ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇  .

Αν υπολογίσουµε τις παραγώγους στους δύο πρώτους όρους θα πάρουµε τις εκφράσεις 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

s t s t m s
p q r s t q p r s t s r q m p q s r

m t
q t r m p r q t

s t q r r q

h h k h h k k k

k k

k

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

−

∇ ∇ + ∇ ∇ =∇ − ∇ ∇ +

+∇ − ∇ ∇ +

 +∇ + + 
Επειδή όµως 0q r

b q c rh hξ ξ= =  οι όροι που είναι πολλαπλασιασµένοι µε qξ  και rξ  δεν θα
συνεισφέρουν και άρα θα έχουµε τελικά 

( ) ( ) ( ) ( )1 1p s t m p q r s m p q r t
a b c a b c p s t m a b c p q s r m a b c p r q tD D k h h h k h h h k h h h kξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− −
= ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇ .

Υπολογισµός του τανυστή του Riemann στο  S .

Ο τανυστής του Riemann στο  S  θα δίνεται από τον ορισµό d
a b c b a cD D k D D k k− = abcdR . Άρα

θα έχουµε 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

p s t p s t
a b c b a c a b c p s t b a c p s t

m p q r s p q r s
m a b c p q s r b a c p q s r

m p q r t p q r t
m a b c p r q t b a c p r q t

D D k D D k h h h k h h h k

h h h k h h h k

h h h k h h h k

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

−

−

− = ∇ ∇ − ∇ ∇ −

 − ∇ ∇ − ∇ ∇ − 

 − ∇ ∇ − ∇ ∇ 
Αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση του Killing και το γεγονός ότι για το rk  ισχύουν οι
σχέσεις 0t

tkξ = 1 και 0s s
s r s rk kξ ξ∇ + ∇ = , η παραπάνω εξίσωση θα πάρει τη µορφή 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

[ ] [ ] [ ]

1

[ ]

p s t m p q r s
a b c a b c p s t m a b c p q r s

m p q r t
m a b c p r q t

D D k h h h k h h h k

h h h k

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

−

= ∇ ∇ + ∇ ∇ +

+ ∇ ∇

και από αυτή τη σχέση και τον ορισµό του τανυστή του Riemann θα πάρουµε τελικά 

( ) ( )1 1

[ ] [ ] 2 ( )( ) 2 ( )( )p q r s m m
abcd a b c d pqrs m p q r s m p r q sh h h h R ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− − = + ∇ ∇ + ∇ ∇  
R .

                                                          
1 Αυτή η σχέση συνεπάγεται ότι θα ισχύει ( )t t

q t q tk kξ ξ∇ = − ∇ .
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Στοιχεία της µετρικής 1 1( ') ( ) 'ab ab a b a bg gλ λ λ ξ ξ λ η η− −′ = − +  για το παράδειγµα του
πεπερασµένου µετασχηµατισµού του Geroch.

( )
( ) ( )( )

( )( )
( )

2 2 2 2 22

2 22 2 2 2 2 2

cos sin2 cos2

4 cos sin
tt

t t xt x t
g

t xt x t x
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θ θ

+ −− −
= −

−− + −
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22 2 2 2

2 2 2 2 2 2
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θ θ

− − − + + + −
=

− + −

( )
( )( )2 2 2 2

2 cos2 sin 2

2 cos sin
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z t x t
g

t x

θ θ

θ θ

− −
=

+ −
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( )( )2 2 2 2

2 cos2 cos sin

cos sin
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y t x t
g
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θ θ θ

θ θ

− −
= −

+ −

( )
( ) ( )( )

( )( )
( )

2 2 2 2 22

2 22 2 2 2 2 2

cos sin2 cos2

4 cos sin
xx

x t xt x x
g

t xt x t x

θ θθ

θ θ

+ −− +
= −

−− + −

( )
( )( )2 2 2 2

2 cos2 sin 2

2 cos sin
xy

z t x x
g

t x

θ θ

θ θ

− +
=

+ −

( )
( )( )2 2 2 2

2 cos2 cos sin

cos sin
xz

y t x x
g

t x

θ θ θ

θ θ

− +
= −

+ −

( ) ( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

sin 2cos sin
cos sin

yy
zg t x t x
t x

θ
θ θ

θ θ

 
 = + − − +
 + − 

( )
( )( )

2 2 2

2 2 2 2

sin 2

cos sin
yz

t x yz
g

t x

θ

θ θ

−
= −

+ −

( ) ( ) ( )( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

4 cos sincos sin
cos sin
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yg t x t x

t x
θ θ
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 
 = + − − +
 + − 
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Εφαρµογή της µεθόδου του Sibgatullin.

Προκειµένου να γίνει λίγο πιο διαφανής ο τρόπος µε τον οποίο εφαρµόζουµε την µέθοδο του
Sibgatullin, παρακάτω θα κάνουµε ένα απλό παράδειγµα Έστω ότι έχουµε το δυναµικό 

1

1

( ) 1 ee z
z a

= +
−

. Η µορφή που θα επιλέξουµε για την συνάρτηση ( )µ σ  είναι 

1 2
0

1 2

( ) A AAµ σ
ξ ξ ξ ξ

= + +
− −

. Αν αντικαταστήσουµε αυτές τις δύο συναρτήσεις στο

ολοκλήρωµα ( )1

1 2

( ) ( ) ( )
P 0

( ) 1

e e
d

µ σ ξ η
σ

σ τ σ−

+
=

− −
∫ , θα πάρουµε την έκφραση 

*
1 2 1 1

0 *
1 1 2 1 1

1 2

2
P 0

( ) 1

A A e eA
a a

d
ξ ξ ξ ξ ξ η

σ
ξ η σ−

  
+ + + +  − − − −   =

− −
∫ . 

Μετά από τις πράξεις θα δηµιουργηθούν όροι που θα έχουν κάποια από τις παρακάτω µορφές

( )

( )( ) ( )( )

1 10 1
1 2 1 2

1

*
1 11 1 1 1

*1 2 1 2
1 1 1 1

2 2P , P ,
( ) 1 ( ) 1

P , P
( ) 1 ( ) 1

A Ad d

Ae Aed d
a a

σ σ
ξ η σ ξ ξ ξ η σ

σ σ
ξ ξ ξ ξ η σ ξ ξ η ξ η σ

− −

− −

− − − − −

− − − − − − − −

∫ ∫

∫ ∫

Τα ολοκληρώµατα αυτά µπορούµε να τα υπολογίσουµε µε την βοήθεια των ολοκληρωµάτων 

1 1

1 2 2 2 1 2 2 2

1

1 2

, P
( ) 1 ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )

0
( ) 1

d d
a z a a a z a
d

σ π σ π

ξ σ ρ ξ η ξ σ η ρ

σ

ξ η σ

− −

−

= =
− − + − − − − − + −

=
− −

∫ ∫

∫

Κάποια από τα παραπάνω ολοκληρώµατα υπολογίζονται απευθείας, ενώ κάποια άλλα όπως το

ολοκλήρωµα 
( )( )

1 1 1
1 2

1 1

P
( ) 1

Ae d
a

σ
ξ ξ ξ ξ η σ− − − − −

∫  προκειµένου να το υπολογίσουµε πρέπει

να το αναπτύξουµε σύµφωνα µε τον αλγόριθµο
  

( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1
2 2

1 1 1

2 2
1 1 1

( ) 1 ( ) 1

( ) 1 1

Ae
a a

a

ξ ξ ξ ξ η σ ξ ξ η σ

ξ ξ ξ η σ ξ ξ ξ σ

Α
= +

− − − − − − −

Β Γ
+ +

− − − − − −

όπου οι συντελεστές ,Α Β  και Γ  υπολογίζονται εύκολα. Έτσι καταλήγουµε σε µία εξίσωση
που περιέχει κλάσµατα µε παρανοµαστές της µορφής 
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( ) ( )( ) ( )( )*
1 1 1 1 1 1 1 1 1, , ,R R Rξ η ξ α ξ η η α ξ η− − − − − όπου 2 2

1 1( )R zρ ξ= + − .

Από αυτά τα κλάσµατα θα πάρουµε τελικά ένα πολυώνυµο ως προς την παράµετρο η .
Θέτοντας τους συντελεστές αυτού του πολυωνύµου ίσους µε µηδέν καταλήγουµε σε ένα
σύστηµα εξισώσεων για τα kA . Αν επιπλέον χρησιµοποιήσουµε και την εξίσωση που θα

πάρουµε από το ολοκλήρωµα 
1

1 2

( )
1
dµ σ σ

π
σ−

=
−

∫ ,

1 2
0

1 1 2

1 21

A AA dσ
ξ ξ ξ ξ

π
σ−

 
+ + − −  =

−
∫ ,

τότε το σύστηµα λύνεται και µπορούµε να προσδιορίσουµε όλα τα kA . Τα υπόλοιπα

ολοκληρώµατα, όπως το ολοκλήρωµα 
1

1 2

1 ( ) ( )( , )
1
e dz µ σ ξ σ

ρ
π σ−

=
−

∫E , υπολογίζονται µε τον ίδιο

τρόπο.



57

Βιβλιογραφία 

[1] Robert M. Wald, GENERAL RELATIVITY, (1984) The University of Chicago Press.
[2] S. W. Hawking, G. F. R. Ellis, The large scale structure of space-time, (1993)

Cambridge University Press.
[3] Misner, Thorne, Wheeler, GRAVITATION, (1998) W. H. Freeman and Company.
[4] N. R. Sibgatullin, Oscillations and Waves in Strong Gravitational and Electromagnetic

Fields, (1984) Nauka Moscow (English translation: Springer-Verlang, Berlin, 1991).
[5] D. Lovelock, H. Rund, Tensors, Differential Forms and Variational Principles, (1989)

Dover Publications.
[6] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, (1998) Institute of Physics Publishing.
[7] Γ. Ν. Παντελίδης, Μαθηµατική Ανάλυση Τόµος ΙΙΙ, (1994) Εκδόσεις Ζήτη.
[8] F. J. Ernst, Phys. Rev. 167, 1175 (1968).
[9] H. Weyl, Ann. Physik 54, 117 (1917).
[10] A. Papapetrou, Ann. Physik 12, 309 (1953).
[11] R. Geroch, J. Math. Phys. 12, 918 (1971). 
[12] R. Geroch, J. Math. Phys. 13, 394 (1972).
[13] W. Kinnersley, J. Math. Phys. 18, 1529 (1977).
[14] W. Kinnersley,D. M. Chitre, J. Math. Phys. 18, 1538 (1977).
[15] W. Kinnersley,D. M. Chitre, J. Math. Phys. 19, 1926 (1978).
[16] W. Kinnersley,D. M. Chitre, J. Math. Phys. 19, 2037 (1978).
[17] I. Hauser, F. J. Ernst, J. Math. Phys. 19, 1316 (1978).
[18] C. Hoenselaers, W. Kinnersley, C. Xanthopoulos, Phys. Rev. Lett. 42, 481 (1979).
[19] I. Hauser, F. J. Ernst, Phys. Rev. D 20, 362 (1979).
[20] I. Hauser, F. J. Ernst, Phys. Rev. D 20, 1783 (1979).
[21] I. Hauser, F. J. Ernst, J. Math. Phys. 21, 1126 (1980).
[22] I. Hauser, F. J. Ernst, J. Math. Phys. 22, 1051 (1981).
[23] R. Geroch, J. Math. Phys. 11, 1955 (1970).
[24] R. Geroch, J. Math. Phys. 11, 2580 (1970).
[25] R. O. Hansen, J. Math. Phys. 15,  46 (1974).
[26] B. C. Xanthopoulos, J. Phys. A: Math. Gen. 12, 1025 (1979).
[27] G. Fodor, C. Hoenselaers, Z. Perjes, J. Math. Phys. 30,  2252 (1989).
[28] N. R. Sibgatullin, R. A. Sunyaev, Astronomy Letters 24, 894 (1988).
[29] V. S. Manko, N. R. Sibgatullin, Class. Quantum Grav. 10 (1993).
[30] V. S. Manko, J. Martin, E. Ruiz, Phys. Rev. D 51, 4187 (1995).
[31] E. Ruiz, V. S. Manko, J. Martin, Phys. Rev. D 51, 4192 (1995).
[32] V. S. Manko, E. W. Mielke, J. D. Sanabria-Gomez, Phys. Rev. D 61, 081501(R) (2000).



58

[33] V. S. Manko, J. D. Sanabria-Gomez, O. V. Manko, Phys. Rev. D 62, 044048 (2000).
[34] M. Shibata, M. Sasaki, Phys. Rev. D 58, 104011 (1998).
[35] M. Stute, M. Camenzind, Mon. Not. R. Astron. Soc. 336, 831-840 (2002). 
[36] E. Berti, N. Stergioulas, Mon. Not. R. Astron. Soc. 350, 1416-1430 (2004).
[37] T. P. Sotiriou, G. Pappas, Journal of Physics: Conference Series 8, 23 (2005).
[38] G. Pappas, T. Sotiriou, T. Apostolatos, in preparation.



59


