
Εισαγωγή στη στατιστική ανάλυση δεδοµένων 

 

 

Α. Η στατιστική περιγραφή της µέτρησης φυσικών µεγεθών  

 
1. Ο στοχαστικός χαρακτήρας της µέτρησης 

Στη διαδικασία µέτρησης ενός φυσικού µεγέθους η πραγµατική του τιµή είναι 

άγνωστη. Μόνο µετά από εκτέλεση µεγάλου αριθµού µετρήσεων και µε την 

προϋπόθεση ότι η κατάσταση του αντίστοιχου συστήµατος παραµένει κατά 

προσέγγιση ίδια περιµένουµε η µέση τιµή των µετρήσεων να συγκλίνει στη 

πραγµατική τιµή του παρατηρούµενου µεγέθους. Αυτή η µορφή άγνοιας που είναι 

θεµελιώδης αρχή για τη Πειραµατική Φυσική έχει τις ρίζες της στην έλλειψη 

πληροφορίας ενός παρατηρητή για το σύστηµα που µελετά και πηγάζει από δυο 

κυρίως παράγοντες:  

− Το υπό µελέτη σύστηµα είναι κατά κανόνα ανοικτό, δηλ. αλληλεπιδρά, έστω και 

πολύ ασθενικά, µε το περιβάλλον του (η µετρητική συσκευή αποτελεί µέρος του 

περιβάλλοντος). Μια πλήρης γνώση αυτής της αλληλεπίδρασης είναι αδύνατη 

καθώς απαιτεί τη διαχείριση απείρου πλήθους βαθµών ελευθερίας που 

αντιστοιχούν στο περιβάλλον. 

− Οι αλληλεπιδράσεις  µεταξύ των βαθµών ελευθερίας που απαρτίζουν το σύστηµα 

είναι συνήθως µη αρµονικές και έχουν σαν αποτέλεσµα την εξαιρετικά ευαίσθητη  

εξάρτηση της χρονικής εξέλιξής του από τις αρχικές συνθήκες. Η πλήρης γνώση 

των αρχικών συνθηκών είναι επίσης πρακτικά αδύνατη καθώς απαιτεί τη 

διαχείριση απείρου πλήθους αριθµητικών ψηφίων.  

Έτσι η έλλειψη πληροφορίας, που εµφανίζεται σαν απροσπέλαστη αδυναµία του 

παρατηρητή, εισάγει την έννοια του τυχαίου στη διαδικασία της µέτρησης φυσικών 

µεγεθών και επιδέχεται µαθηµατική περιγραφή µε τη χρήση στατιστικών µεθόδων. Οι 

δύο παράγοντες που προαναφέρθηκαν αφορούν την εµφάνιση στοχαστικής 

συµπεριφοράς κυρίως σε κλασικά µακροσκοπικά συστήµατα. Θα µπορούσε κανείς να 

ισχυριστεί ότι στο µικρόκοσµο οι δύο παράγοντες που αναφέρθηκαν πιο πάνω είναι 

δυνατόν να τεθούν υπό έλεγχο και εποµένως δεν έχουν επίπτωση στη διαδικασία 

µέτρησης. Όµως στα µικροσκοπικά συστήµατα η εµφάνιση στοχαστικών 

χαρακτηριστικών έχει ακόµη πιο θεµελιώδη προέλευση καθώς επάγεται από τη 



πιθανοκρατική περιγραφή που επιβάλλει η κβαντική τους υπόσταση. Έτσι, σύµφωνα 

µε τη κβαντική θεωρία τα περισσότερα φυσικά φαινόµενα έχουν στοχαστικό 

χαρακτήρα. Ένα τυπικό παράδειγµα είναι η διάσπαση ραδιενεργών πυρήνων. Τα 

ραδιενεργά υλικά διασπώνται σε χρόνους που εµφανίζονται ως τυχαίοι. Για κάθε  

ραδιενεργή ουσία όµως υπάρχει καθορισµένη πιθανότητα κάποιος πυρήνας να 

διασπασθεί σε δεδοµένο χρονικό διάστηµα. Αυτή η πιθανότητα προσδιορίζεται στα 

πλαίσια της Κβαντικής Μηχανικής και εξαρτάται µόνο από το είδος του πυρήνα 

δηλαδή είναι η ίδια για όλους τους πυρήνες αυτού του είδους. ∆εν υπάρχει τρόπος να 

προβλέψει κανείς το χρόνο στον οποίο θα διασπαστεί ένας ραδιενεργός πυρήνας 

καθώς η διαδικασία αυτή είναι καθαρά στοχαστική,  Όταν όµως διασπασθεί ένα 

µεγάλο πλήθος από όµοιους πυρήνες τότε µπορεί να καθορισθεί µε ακρίβεια ένας 

µέσος ρυθµός διάσπασης που χαρακτηρίζει µονοσήµαντα το είδος τους. Αν επιλέξει 

κανείς να µετρήσει το ρυθµό διάσπασης παρατηρώντας τον αριθµό διασπάσεων σε 

προκαθορισµένο µικρό χρονικό διάστηµα εύρους ∆t αυτός θα παρουσιάζει 

διακυµάνσεις γύρω από τη µέση τιµή. Η πειραµατική µελέτη των πυρηνικών 

διασπάσεων µιας ραδιενεργού πηγής εστιάζεται στη στατιστική περιγραφή των 

διακυµάνσεων αυτών. Για να εξοικειωθεί µε τη µεθοδολογία που απαιτείται για 

µελέτη τέτοιου τύπου ο ασκούµενος φοιτητής, καλείται στην άσκηση 5 να 

προσδιορίσει την κατανοµή του αριθµού διασπάσεων µιας ραδιενεργού πηγής όπως 

την καταγράφει ένας ανιχνευτής Geiger-Mueller.  

 

2. Τρόπος περιγραφής και πειραµατικής µελέτης στοχαστικών διακυµάνσεων 

 
Όπως προαναφέραµε λοιπόν συχνά στην εργαστηριακή µελέτη φυσικών µεγεθών και 

διαδικασιών µε στοχαστικά χαρακτηριστικά το ζητούµενο είναι ο προσδιορισµός 

κατάλληλα ορισµένων κατανοµών. Έστω Α ένα παρατηρήσιµο µέγεθος (π.χ. ο 

αριθµός διασπάσεων που καταγράφει ένας ανιχνευτής παρουσία µιας ραδιενεργού 

πηγής) που σε µια µέτρηση µπορεί να πάρει κάποιο φάσµα τιµών. Οι τιµές αυτές 

ονοµάζονται ενδεχόµενα και σε µια πειραµατική µελέτη αυτό που µπορεί να 

προσδιορίσει κανείς είναι η συχνότητα εµφάνισης κάθε ενδεχοµένου. Αν θεωρήσουµε 

για απλότητα ότι το φυσικό µέγεθος Α παίρνει διακριτό και πεπερασµένο πλήθος 

τιµών: α1, α2, …, αM  και ότι κατά την εκτέλεση ενός πειράµατος µέτρησης του Α 

βρίσκουµε το ενδεχόµενο i (i=1, 2,...,M), δηλ. την τιµή αi,  Oi  φορές, τότε αν το 

σύνολο των µετρήσεων µας είναι Ν η πιθανότητα εµφάνισης της τιµής αi εκτιµάται 



από το πηλίκο i
O

N
που τείνει στην ακριβή τιµή της πιθανότητας pi για N →∞ . Αν η 

φυσική διαδικασία που µελετάµε στο πείραµα είναι στοχαστική τότε µια θεωρητική 

πρόβλεψη θα πρέπει να προκαθορίζει την τιµή των πιθανοτήτων αυτών. Αυτή τη 

πληροφορία θα µπορούσε π.χ. να παρέχει ένας υπολογισµός από πρώτες αρχές στα 

πλαίσια της Κβαντικής Μηχανικής. Εναλλακτικά, µπορεί κανείς, βασιζόµενος στις 

προσεγγίσεις των πιθανοτήτων pi µέσω των µετρήσεων, να διατυπώσει ένα απλό 

µαθηµατικό πρότυπο για να αναπαράγει τις τιµές αυτές µε ανεκτή ακρίβεια. Σε 

οποιαδήποτε περίπτωση, ο πειραµατικός φυσικός, κάνοντας την υπόθεση ότι το 

µαθηµατικό αυτό πρότυπο (ή το αποτέλεσµα του κβαντικού υπολογισµού) ισχύει, 

καλείται να ελέγξει αν η υπόθεση αυτή είναι αποδεκτή ή όχι συγκρίνοντας µε τις 

µετρήσεις του. Επειδή όµως οι µετρήσεις έχουν στατιστικές διακυµάνσεις αλλά και 

συστηµατικά σφάλµατα η αποδοχή  ή όχι της υπόθεσης του δεν είναι απόλυτη αλλά 

γίνεται µε κάποιο επίπεδο εµπιστοσύνης. Εποµένως έρχεται αντιµέτωπος µε τον 

ορισµό εννοιών που αρχικά εµφανίζονται να έχουν υποκειµενικό χαρακτήρα όπως π.χ. 

ικανοποιητική ακρίβεια ή επίπεδο εµπιστοσύνης. Για τον αυστηρό προσδιορισµό των 

εννοιών αυτών έχουν αναπτυχθεί τα κατάλληλα µεθοδολογικά εργαλεία που 

περιγράφονται στην επόµενη ενότητα. 

 
3. Το κριτήριο χ

2  
και η µέθοδος προσαρµογής 

Το κύριο στατιστικό εργαλείο για τον πειραµατικό έλεγχο µιας θεωρητικής 

πρόβλεψης/υπόθεσης είναι το κριτήριο χ
2
. Οι ακόλουθες σκέψεις µας βοηθούν να 

κατανοήσουµε τον ορισµό του.  Ας υποθέσουµε αρχικά ότι µε βάση µια θεωρητική 

υπόθεση µπορούµε  να υπολογίσουµε τις αναµενόµενες συχνότητες e1, e2, …, eM 

κάποιων πιθανών  ενδεχοµένων Ε1, Ε2, …, ΕM. Εάν τις συχνότητες αυτές 

προσπαθήσουµε να τις προσδιορίσουµε πειραµατικά, οι τιµές O1, O2, …, OM που θα 

προκύψουν (µε αντίστοιχα σφάλµατα δΟi), συνήθως διαφέρουν απ' αυτές που 

περιµέναµε. Έτσι µας ενδιαφέρει να κρίνουµε εάν η διαφορά αυτή είναι σηµαντική. 

 Για να γίνει αυτό θεωρούµε ως µέτρο της διαφοράς ανάµεσα στη θεωρία και το 

πείραµα την τυχαία µεταβλητή 
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όπου Μ είναι το σύνολο των διαφορετικών ενδεχοµένων. Προφανώς θα ισχύει: 
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όπου Nολ είναι το άθροισµα των συχνοτήτων, δηλαδή ο συνολικός αριθµός των 

µετρήσεων. 

 Η µεταβλητή (1), όταν είναι Νολ >> Οk,   ek >> 1, ακολουθεί την λεγόµενη 

κατανοµή χ
2
 µε ν βαθµούς ελευθερίας: 
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Οι βαθµοί ελευθερίας της κατανοµής είναι όσοι και οι ανεξάρτητοι όροι του 

αθροίσµατος (1): M – (1+k) όπου k είναι το πλήθος των παραµέτρων (αν υπάρχουν) 

της θεωρητικής κατανοµής που προσδιορίζονται πειραµατικά. 

 To κριτήριο χ
2
, το κριτήριο, δηλαδή, µε βάση το οποίο θα αποφασίσουµε εάν 

είναι σηµαντική η διαφορά ανάµεσα στη θεωρία και το πείραµα, τίθεται ως εξής: 

Εάν, πραγµατοποιώντας το πείραµα, υπολογίσουµε τιµή της χ
2
 µεγαλύτερη από 

κάποια κρίσιµη τιµή (έστω 2

pχ ) τότε απορρίπτουµε την υπόθεσή µας (στην αντίθετη 

περίπτωση η υπόθεση δεν απορρίπτεται). Η πιθανότητα να υπερβούµε αυτήν την 

κρίσιµη τιµή: 
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ορίζει και την πιθανότητα να κάνουµε λάθος απορρίπτοντας την υπόθεσή µας ή, 

ισοδύναµα, αντιπροσωπεύει το σφάλµα που δεχόµαστε να κάνουµε προκειµένου να 

την απορρίψουµε. Λέγεται επίπεδο σηµαντικότητας ενώ το επίπεδο εµπιστοσύνης 

εκφράζει την εµπιστοσύνη που έχουµε στην απόρριψη που κάνουµε. Αν 

θεωρήσουµε ότι | |k k kO e e− ≈  (στατιστικό σφάλµα στην ιδανική περίπτωση 

άπειρων µετρήσεων) τότε είναι προφανές ότι 2 Mχ ≈ και το 2χ  ανά βαθµό 

ελευθερίας θα είναι 2 / 1dofχ ≈ . Από το κατωτέρω διάγραµµα προκύπτει σε αυτή 

τη περίπτωση ότι το επίπεδο εµπιστοσύνης απόρριψης είναι 50%≈ . Αυτό είναι ένα 

πολύ συνηθισµένο σενάριο για τη τιµή του 2χ . Για να απορρίψει ένας πειραµατικός 

µια θεωρητική υπόθεση θα πρέπει το αντίστοιχο επίπεδο εµπιστοσύνης απόρριψης 

να είναι µεγαλύτερο ή ίσο από 95%. Να σηµειωθεί ότι τόσο οι πολύ µεγάλες όσο 



και οι πολύ µικρές τιµές του 2χ  έχουν µικρή πιθανότητα εµφάνισης γι’ αυτό και το 

κριτήριο είναι καλό να εφαρµόζεται αµφίπλευρα. 

 Το κριτήριο 2χ  µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την εκτίµηση παραµέτρων 

προσαρµογής. Ο ορισµός (1) σε αυτή τη περίπτωση δεν είναι ο καταλληλότερος  

και είναι δόκιµο να γραφεί ως: 
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όπου 
k

Oδ είναι τα σφάλµατα στη µέτρηση των 
k

O . Στην περίπτωση της 

προσαρµογής οι παράµετροι που καθορίζουν τις θεωρητικές συχνότητες ek δεν 

υπολογίζονται από τις πειραµατικές µετρήσεις αλλά προσδιορίζονται έτσι ώστε για 

δεδοµένα Ok  και δOk να ελαχιστοποιείται το άθροισµα (4). 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β.  Η προσοµοίωση στοχαστικών διαδικασιών 

 

1. Η µέθοδος προσοµοίωσης Monte-Carlo 

 

Η πρόοδος της επιστήµης της πληροφορίας και η τεχνολογική της εξέλιξη µέσω της 

δηµιουργίας υπολογιστικών διατάξεων άνοιξε το δρόµο για ένα εναλλακτικό τρόπο 

ελέγχου µιας θεωρητικής υπόθεσης µέσω της λεγοµένης διαδικασίας προσοµοίωσης. 

Στη διαδικασία αυτή δηµιουργείται αλγόριθµος που περιέχει όλες τις θεωρητικές 

παραδοχές που αφορούν τη µελέτη ιδιοτήτων ενός πολύπλοκου φυσικού συστήµατος.  

Εφαρµόζεται όταν η µελέτη αυτή δεν επιδέχεται αναλυτικό ή αριθµητικό χειρισµό 

λόγω έλλειψης πληροφορίας και εποµένως ύπαρξης στοχαστικών χαρακτηριστικών 

(όπως αναφέραµε στην εισαγωγή). Με τον αλγόριθµο προσοµοίωσης γίνεται ο 

υπολογισµός ενός σχετικά µεγάλου αριθµού περιπτώσεων που αφορούν διαφορετικές 

υλοποιήσεις των στοχαστικών χαρακτηριστικών, από τις οποίες, µε στατιστικές 

µεθόδους, εξάγονται οι ζητούµενες πληροφορίες για τις ιδιότητες του συστήµατος. 

Στην εποχή µας η µέθοδος προσοµοίωσης είναι το βασικό εργαλείο κάθε ερευνητή. 

Κυριαρχούν δύο κατηγορίες αλγορίθµων προσοµοίωσης: (i) η µοριακή δυναµική 

που ενδείκνυται για τη µελέτη προβληµάτων που αφορούν τη δυναµική δηλ. τη 

χρονική εξέλιξη  µετρήσιµων ιδιοτήτων ενός πολύπλοκου συστήµατος και (ii) η 

µέθοδος  Monte Carlo που εφαρµόζεται για τη µελέτη στατιστικών ιδιοτήτων 

Παρατήρηση: Άλλη µια χρήση του κριτηρίου χ
2
 είναι ο έλεγχος (δηλ. προσδιορισµός 

συστηµατικού σφάλµατος) µετρητικών συσκευών. Έστω ότι µια θεωρητική υπόθεση 

έχει ήδη ελεγχθεί πειραµατικά από µια σειρά πειραµάτων µεγάλης ακρίβειας έτσι ώστε 

να θεωρείται ότι ισχύει µε σχεδόν µηδενικό επίπεδο εµπιστοσύνης απόρριψης. 

Φαντασθείτε τώρα ότι εκτελείτε στο εργαστήριο σας ένα πείραµα ελέγχου αυτής της 

θεωρητικής υπόθεσης χρησιµοποιώντας το κριτήριο χ
2
. Είναι φανερό ότι η εύρεση 

µεγάλης τιµής του χ
2
 θα πρέπει να αναχθεί σε δυσλειτουργία της µετρητικής συσκευής 

αν φυσικά έχει κανείς εξασφαλίσει τη σωστή εκτέλεση του πειράµατος και την 

φυσιολογική κατάσταση της ραδιενεργού πηγής.   



πολύπλοκων συστηµάτων. Στη παρούσα άσκηση θα εξοικειωθούµε µε τη µέθοδο 

Monte Carlo. 

Η µέθοδος Monte Carlo αναπτύχθηκε από τους von Neuman, Ulam και 

Metropolis στο τέλος του Β’ Παγκοσµίου Πολέµου για τη µελέτη της διάχυσης 

νετρονίων σε ύλη που µπορεί να υποστεί σχάση [1]. Το όνοµα “Monte Carlo” 

προέρχεται από το ότι αυτή η µέθοδος χρησιµοποιεί τυχαίους αριθµούς, όµοιους µε 

αυτούς που προκύπτουν στη διάρκεια ενός παιχνιδιού ρουλέτας. Για µια αξιόπιστη 

περιγραφή των χαρακτηριστικών ενός φυσικού συστήµατος χρειάζεται µεγάλο 

πλήθος (τυπικά ~10
10

 ) από τυχαίους αριθµούς και η παραγωγή τους µε φυσικές 

διαδικασίες είναι χρονοβόρα και ακριβή. Έτσι επιστρατεύονται οι ηλεκτρονικοί 

υπολογιστές για αυτό το σκοπό. Όµως σε ένα ηλεκτρονικό υπολογιστή η παραγωγή 

των τυχαίων αριθµών θα γίνει µέσω ενός αλγορίθµου και εποµένως οι παραγόµενοι 

αριθµοί δεν µπορεί να είναι πραγµατικά τυχαίοι. Ο σωστός όρος για τον 

χαρακτηρισµό αυτών των αριθµών είναι ο όρος: “ψευδοτυχαίοι αριθµοί”. Καθώς 

όµως στις προσοµοιώσεις χρησιµοποιούνται σχεδόν αποκλειστικά τέτοιου τύπου 

αριθµοί έχει επικρατήσει η ονοµασία “τυχαίοι” και για τους αριθµούς που παράγονται 

µέσω κατάλληλων αλγορίθµων. Εκτενέστερη συζήτηση για τον τρόπο υλοποίησης 

τυχαίων αριθµών σε ένα σύγχρονο ψηφιακό υπολογιστικό σύστηµα καθώς και 

παρουσίαση κάποιων ποιοτικών χαρακτηριστικών τους γίνεται στο Παράρτηµα Α.  

Ο ακριβής αλγόριθµος εφαρµογής της µεθόδου Monte Carlo  σε προσοµοίωση 

πολύπλοκων φυσικών διαδικασιών εξαρτάται από το υπό µελέτη πρόβληµα [2]. 

 

2. Η Monte-Carlo (ή στοχαστική) ολοκλήρωση 

Συχνά στη µελέτη πολύπλοκων συστηµάτων δεν αρκεί η προσοµοίωση µιας 

κατανοµής αλλά χρειάζεται και ο ακριβής υπολογισµός µέσων τιµών. Έτσι στην 

ουσία πρέπει κανείς να επινοήσει µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης, εν γένει σε 

πολυδιάστατους χώρους, µε χρήση τυχαίων αριθµών. Ο τρόπος αυτός υπολογισµού 

ολοκληρωµάτων καλείται στοχαστική ολοκλήρωση και στη συνέχεια δίνουµε µια 

πολύ συνοπτική περιγραφή της.   

Ας θεωρήσουµε για απλότητα το ολοκλήρωµα: 

                                                               , 



µίας συνάρτησης  στο διάστηµα [0,1].  Εάν το x  θεωρηθεί τυχαία µεταβλητή  

που ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή τότε το ολοκλήρωµα είναι απλά η µέση 

τιµή της συνάρτησης της τυχαίας µεταβλητής: 

                                                                .  

Εποµένως  είναι δυνατόν να γίνει στατιστικός υπολογισµός  της µέσης τιµής, άρα 

και του ολοκληρώµατος. Για αυτό το σκοπό λαµβάνεται ένα δείγµα   στοιχείων της 

τυχαίας µεταβλητής,  οπότε η στατιστική εκτίµηση του ολοκληρώµατος δίνεται από 

την έκφραση: 

1 1

1 1
( ) ( ) ( )

N k

i j j

i j

f x f x n f x
N N= =

= =∑ ∑                                                                     (5) 

Όπου    (µε 
1

k

j

j

n N
=

=∑ ) η συχνότητα εµφάνισης της κάθε τιµής της στοχαστικής 

µεταβλητής x . Επειδή  τα στοιχεία του δείγµατος πρέπει να είναι τυχαία, ανεξάρτητα 

µεταξύ τους και ισοπίθανα, το δείγµα αποτελείται από  τυχαίους αριθµούς  οι οποίοι 

ακολουθούν την οµοιόµορφη κατανοµή.   

     Με βάση τον νόµο των µεγάλων αριθµών πράγµατι,  όταν  

 .   Επί πλέον εάν θεωρήσουµε  την    ως τυχαία µεταβλητή, σύµφωνα µε 

το κεντρικό οριακό θεώρηµα (βλέπε Παράρτηµα Β) αυτή  ακολουθεί  κανονική 

κατανοµή µε µέση τιµή την µέση τιµή της συνάρτησης,  ,  και διασπορά   ,  

όπου   η διασπορά της συνάρτησης .  Επίσης από το ίδιο θεώρηµα 

συνάγεται ότι  

                         (6) 

Από την ανωτέρω σχέση προκύπτει και το σφάλµα του υπολογισµού του 

ολοκληρώµατος.  Ας  σηµειωθεί ότι το σφάλµα αυτό είναι στατιστικό.  Τα 

πολλαπλάσια της διασποράς δεν αποτελούν άνω η κάτω φράγµα του ολοκληρώµατος 

αλλά χρησιµοποιούνται για τον καθορισµό της πιθανότητας να απέχει η στατιστική 

εκτίµηση από την πραγµατική τιµή  το αντίστοιχο πολλαπλάσιο της διασποράς. Για 

παράδειγµα εάν  ,  η  τιµή του ολοκληρώµατος είναι  .  ∆ηλαδή  η 

στατιστική εκτίµηση απέχει από την πραγµατική τιµή  λιγότερο από  ,  µε 

πιθανότητα  . 



Βέβαια ο υπολογισµός της διασποράς της συνάρτησης    είναι το ίδιο 

δύσκολος  µε τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος. Για τον λόγο  χρησιµοποιείται  η  

Monte – Carlo εκτίµηση της διασποράς:  

                   (7) 

οπότε   το  σφάλµα καθορίζεται από την  έκφραση:                               

                                                              

2 /
N

s Nε =
                  

          .
 

 

Παράδειγµα 1: Το ολοκλήρωµα 

  ( )dxxfI
1

0∫=  

µπορεί να προσεγγιστεί από την τιµή 

  ( )∑
=

=
N

1i
iN

NxfI  

µε τις τιµές xi να ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0, 1). Το 

ολοκλήρωµα  π.χ.: 

                                                 
2

1

0

x
I e dx

−= ∫  

το οποίο δεν επιδέχεται εύκολο αναλυτικό υπολογισµό µπορεί να προσεγγιστεί από 

το άθροισµα: 
2

1

1
i

N
x

i

e
N

−

=
∑ όπου τα 

i
x  είναι τυχαίοι αριθµοί οµοιόµορφα κατανεµηµένοι 

στο [0,1). Μπορείτε να το επιβεβαιώσετε αυτό χρησιµοποιώντας τους 10 αριθµούς: 

0.0000, 0.0085, 0.6014, 0.8916, 0.9680, 0.1897, 0.5150, 0.3980, 0.2629, 0.7435   

Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι Ι=0.747. 

 

Παράδειγµα 2: Το ολοκλήρωµα:  ( )

b

ab

a

I f x dx= ∫   µπορεί να υπολογιστεί µε 

παρόµοιο τρόπο αρκεί να κάνει κανείς τον γραµµικό µετασχηµατισµό: 

                                                              

                                                   ( )x a b a t= + −                                                      (8α) 



οπότε θα γίνει: 

 

                                           

1

0

( ) ( ( ) )
ab

I b a f a b a t dt= − + −∫                                     (8β) 

και το t θα είναι τυχαία µεταβλητή οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [0,1).  

  

 

Παράδειγµα 3: Το πλεονέκτηµα της στοχαστικής ολοκλήρωσης είναι ότι γενικεύεται 

µε πολύ απλό τρόπο σε πολυδιάστατους χώρους. Αρκεί να ορίσει κανείς τυχαία 

σηµεία που κατανέµονται οµοιόµορφα σε ένα µοναδιαίο υπερκύβο της αντίστοιχης 

διάστασης.  

Έτσι για παράδειγµα το πολυδιάστατο ολοκλήρωµα της µορφής: 

                                       

1 1 1

1 2 1 2

0 0 0

.... ( , ,..., )
n n

I dx dx dx f x x x= ∫ ∫ ∫  

µπορεί να εκτιµηθεί από το άθροισµα: 

                                              ( ) ( ) ( )

1 2

1

1
( , ,..., )

N
i i i

N n

i

S f r r r
N =

= ∑  

όπου τα ( )m

jr  ( 1,2,..,m N=  και  1,2,...,j n= )  είναι τυχαίοι αριθµοί οµοιόµορφα 

κατανεµηµένοι στο [0,1). Με άλλα λόγια ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος γίνεται 

χρησιµοποιώντας  n-άδες  τυχαίων αριθµών µε οµοιόµορφη κατανοµή στον υπερκύβο 

n διαστάσεων µε πλευρά 1 και πρώτη κορυφή στο (0,0,...,0).  Είναι σχετικά απλό να 

δείξει κανείς ότι το σφάλµα του υπολογισµού αυτού είναι ανάλογο του 
1

N
 

ανεξάρτητα της διάστασης n του ολοκληρώµατος. Εν γένει σε ένα πολλαπλό 

ολοκλήρωµα, αν γίνουν αναλυτικά µερικές ολοκληρώσεις, αυτό θα έχει σαν 

αποτέλεσµα την αύξηση της ακρίβειας της προσέγγισης. Σε άλλες περιπτώσεις, 

ιδιαίτερα αν το διάστηµα [a, b] δεν είναι φραγµένο, άλλοι µετασχηµατισµοί είναι πιο 

κατάλληλοι για τη µετατροπή σε ένα ολοκλήρωµα της µορφής (8β). 

 

 

 

 

 

 



Παράρτηµα Α 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Συνήθως στις προσοµοιώσεις χρησιµοποιεί κανείς ψευδοτυχαίους αριθµούς 

οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο [0,1). Θα συζητήσουµε λίγο αργότερα για το πως 

µπορεί κανείς από µια ακολουθία τέτοιων αριθµών να παράγει ένα σύνολο 

ψευδοτυχαίων αριθµών που περιγράφονται από άλλη κατανοµή. Φυσικά υπάρχουν 

πολλοί αλγόριθµοι που µπορούν να παράγουν ψευδοτυχαίους οµοιόµορφα 

κατανεµηµένους στο [0,1). Για να αποφανθεί κανείς ποιος από αυτούς τους 

αλγόριθµους είναι καλύτερος χρειάζονται κάποια τεστ δηλ. κριτήρια ελέγχου της 

ποιότητάς τους. Το απλούστερο ίσως από αυτά τα τεστ είναι να επιχειρήσει κανείς µε 

τους ψευδοτυχαίους αριθµούς που παράγονται από µια γεννήτρια να γεµίσει ένα απλό 

κυβικό πλέγµα µε L
3
 κορυφές.  Για το σκοπό αυτό πρέπει να υπολογιστεί το ποσοστό 

κατάληψης του πλέγµατος. Ορίζουµε λοιπόν σε κάθε κορυφή τον αριθµό n(k1, k2, k3) 

µε ki=1, 2, ..., L και i=1, 2, 3 που έχει αρχικά µηδενική τιµή (n=0) για όλες τις 

Παράδειγµα αλγορίθµου γέννησης τυχαίων αριθµών: 

 Η επαναληπτική σχέση: 

  1x px q Modν ν+ = + ⋅ Γ                                                    (12) 

παρέχει µε κατάλληλη εκλογή των p, q, Γ τυχαίους αριθµούς µε οµοιόµορφη 

κατανοµή στο διάστηµα [0, Γ-1]. Με διαίρεση δια του Γ  τα xν δίνουν τυχαίους 

αριθµούς µε οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0, 1).  

Οι τιµές των παραµέτρων p, q και Γ επιλέγονται έτσι ώστε να εξασφαλίσει κανείς 

ότι τα διαδοχικά xν βρίσκονται στο [0, Γ-1], δεν είναι συσχετισµένα µεταξύ τους 

και δεν ακολουθούν κάποια περιοδική δοµή. Εµπειρικά µια καλή επιλογή είναι η 

ακόλουθη:  

− p ακέραιος τέτοιος ώστε p Mod 8 = 5 και pΓ < < Γ − Γ . 

− q περιττός ακέραιος τέτοιος ώστε q/Γ=0.211.  

− Γ = 2
m-1

 όπου m ο µέγιστος αριθµός bits µιας “λέξης” που αποθηκεύεται στη 

µνήµη του επεξεργαστή. Για Intel 386 και κάτω m=16 ενώ για Intel 486 και 

πάνω m=32.  



κορυφές του πλέγµατος. Χρησιµοποιώντας τρεις ψευδοτυχαίους x1, x2, x3 οµοιόµορφα 

κατανεµηµένους στο [0,1) υπολογίζουµε τις συντεταγµένες της κορυφής του 

πλέγµατος που θα καταληφθεί, από τις σχέσεις: ki = 1 + xi L µε ki = 1, 2, ..., L και i=1, 

2, 3. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία t L
3
 φορές µε t της τάξης του 10 και 

καταµετρούµε τον αριθµό των κορυφών µε µη µηδενική τιµή του n(k1, k2, k3). 

Θεωρητικά περιµένουµε ο αριθµός των άδειων κορυφών να µειώνεται µε εκθετικό 

τρόπο ~ exp(-t). Έτσι ένας καλός αλγόριθµος θα πρέπει να µην αφήνει άδειες 

κορυφές για L=20. Αν εφαρµόσει κανείς τον αλγόριθµο που προτάθηκε 

προηγουµένως για L=20 και 10t =  θα βρει ότι οι άδειες κορυφές είναι περίπου 2000 

(από σύνολο 8000) κάτι που υποδεικνύει ότι σ’ αυτόν τον αλγόριθµο υπάρχουν 

συσχετίσεις και χρειάζεται περαιτέρω βελτίωση.         

Ας δούµε στη συνέχεια πως µπορεί να παράγει κανείς τυχαίους αριθµούς που 

ακολουθούν µια αυθαίρετη κατανοµή p(x). Θα παρουσιάσουµε δύο µεθόδους που 

είναι και οι πλέον διαδεδοµένες.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μέθοδοι παραγωγής τυχαίων αριθµών µε κατανοµή p(x), x στο [a,b) 

 

(i) Μέθοδος αντιστροφής: αν είναι δυνατόν να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ( ) ( )

x

a

F x p z dz= ∫   

αναλυτικά τότε αποδεικνύεται εύκολα ότι η µεταβλητή 1 ( )x F ξ−= ακολουθεί την p(x) υπό την 

προϋπόθεση ότι  η ξ ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1). 

 

(ii) Μέθοδος απόρριψης: έστω w η µέγιστη τιµή της p(x) στο [a,b).Επιλέγουµε δύο τυχαίους 

αριθµούς r1 και r2 οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο [0,1). Μετασχηµατίζουµε τον r1 σύµφωνα 

µε τη σχέση: x = a + (b-a) r1 έτσι ώστε ο τυχαίος αριθµός x να είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένος 

στο [a,b). Υπολογίζουµε κατόπιν τον λόγο p(x)/w. Αν ισχύει 2

( )p x
r

w
<  τότε η τιµή x γίνεται 

αποδεκτή ενώ στην αντίθετη περίπτωση απορρίπτεται.  Το σύνολο των αποδεκτών τιµών του x 

σε ένα µεγάλο πλήθος επαναλήψεων της διαδικασίας αυτής, ακολουθεί την κατανοµή p(x).         



Παράρτηµα Β 

 

Έστω Ν τυχαίες µεταβλητές Χ1, Χ2, …, ΧΝ που περιγράφονται όλες από την ίδια 

κατανοµή. Για την κατανοµή αυτή υποθέτουµε µόνο ότι χαρακτηρίζεται από 

πεπερασµένη µέση τιµή µ και διασπορά σ
2
. Το κεντρικό οριακό θεώρηµα αφορά την 

κατανοµή του αθροίσµατος αυτών των Ν µεταβλητών και αποτελεί το δεύτερο 

θεµελιώδες θεώρηµα της θεωρίας πιθανοτήτων (µετά από το θεώρηµα των µεγάλων 

αριθµών). Πιο συγκεκριµένα προβλέπει ότι το άθροισµα 
1

N

N i

i

S X
=

=∑ ορίζει µια νέα 

στοχαστική µεταβλητή N

N

S N
Z

N

µ

σ

−
= η οποία στο όριο N →∞ ακολουθεί τη 

καθιερωµένη κανονική κατανοµή N(0,1) δηλαδή µια κατανοµή Gauss µε µέση τιµή 0 

και διασπορά 1. Σύµφωνα µε το θεώρηµα αυτό λοιπόν το άθροισµα 
N

S  θα ακολουθεί 

προσεγγιστικά και αυτό µια κατανοµή Gauss µε µέση τιµή Nµ  και διασπορά Nσ . 

Μια γενίκευση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος που διατυπώθηκε από τον 

Lyapunov προβλέπει ότι ακόµη και αν κάθε µεταβλητή 
i

X  στο άθροισµα ακολουθεί 

διαφορετική κατανοµή µε µέση τιµή 
i

µ  και διασπορά 2

i
σ τότε η κανονικοποιηµένη 

µεταβλητή N N

N

N

S m
Z

s

−
=  όπου 

1

N

N i

i

m µ
=

=∑   και  2 2

1

N

N i

i

s σ
=

=∑  στο όριο 

N →∞ ακολουθεί και αυτή τη καθιερωµένη κανονική κατανοµή N(0,1)! 
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Στατιστική µελέτη ραδιενεργών διασπάσεων και εφαρµογή της 

µεθόδου προσοµοίωσης Monte Carlo 
 

Σκοπός της άσκησης:   Μελέτη των στατιστικών διακυµάνσεων του ρυθµού 

διάσπασης µιας σταθερής ραδιενεργού πηγής και εξοικείωση µε τη µέθοδο 

προσοµοίωσης Monte Carlo.  

1. Εισαγωγή 

Η παρούσα άσκηση έχει σαν αντικείµενο αρχικά τη πειραµατική καταγραφή 

των διακυµάνσεων του ρυθµού διάσπασης µιας ραδιενεργού πηγής και στη συνέχεια 

τη στατιστική τους µελέτη.  

 

2. Θεωρητικό υπόβαθρο 

2.1  Ραδιενεργές διασπάσεις 

Έστω ότι η πιθανότητα διάσπασης ενός ραδιενεργού πυρήνα συγκεκριµένου είδους 

σε χρονικό διάστηµα ∆t είναι γνωστή και ίση µε λ ∆t όπου λ είναι ο µέσος ρυθµός 

διάσπασης που χαρακτηρίζει αυτό το είδος των πυρήνων και καλείται σταθερά 

διάσπασης. Αντίστοιχα η πιθανότητα να µην διασπαστεί ένας πυρήνας στο διάστηµα 

∆t θα είναι 1-λ ∆t. Αν θεωρήσουµε ότι σε µια συλλογή από Ν πυρήνες κάθε πυρήνας 

διασπάται ανεξάρτητα από τους άλλους τότε περιµένει κανείς η πιθανότητα να έχουν 

διασπασθεί n πυρήνες στο διάστηµα ∆t να δίνεται από την διωνυµική κατανοµή: 

                                       
!

( , ) ( ) (1 )
( )! !

n N nN
P n t t t

N n n
λ λ −∆ = ∆ − ∆

−
                    (1) 

Όταν 1N ≫  και 1tλ∆ ≪  µε N tλ∆ =σταθερό η κατανοµή αυτή τείνει στη κατανοµή 

Poisson: 

                                                       ( , )
!

n

P n t e
n

µµ −∆ =                                               (2) 

όπου µ=λ Ν ∆t είναι ο µέσος αριθµός διασπάσεων στο διάστηµα ∆t. Όταν επιπλέον 

ισχύει 1µ ≫ η κατανοµή αυτή τείνει στη κανονική (Gaussian): 
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P n t e
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πσ

− −

∆ =                                     (3) 

µε διασπορά 2σ µ= . 

Ας θεωρήσουµε τώρα τη µεταβολή του πληθυσµού των ραδιενεργών πυρήνων στο 

χρονικό διάστηµα [t, t + ∆t]. Έστω N(t) το πλήθος των αδιάσπαστων πυρήνων τη 

χρονική στιγµή  t. Ο αριθµός των αδιάσπαστων πυρήνων τη χρονική στιγµή t + ∆t θα 

δίνεται από τη σχέση: N(t + ∆t)=N(t)-µ όπου, όπως προαναφέραµε, µ=λΝ(t)∆t είναι ο 

µέσος αριθµός πυρήνων που διασπάστηκαν στο διάστηµα [t, t + ∆t]. Θα ισχύει λοιπόν: 

                                                
( ) ( )

( )
N t t N t

N t
t

λ
+ ∆ −

= −
∆

                                  (4) 

και παίρνοντας το όριο 0t∆ → καταλήγουµε στη σχέση: 

                                                         
dN

N
dt

λ− =                                                   (5) 

όπου λΝ είναι η ενεργότητα της πηγής. Η (5) αποτελεί µια συνήθη διαφορική 

εξίσωση για το Ν(t) µε λύση την: 

                                                    ( ) (0) tN t N e λ−=                                                    (6) 

Συνήθως αντί της σταθεράς διάσπασης λ χρησιµοποιείται ο χρόνος ηµιζωής Τ1/2  ως η 

φυσική παράµετρος που χαρακτηρίζει την διαδικασία διάσπασης. Ορίζεται σαν το 

χρόνο υποδιπλασιασµού ενός αρχικού πληθυσµού πυρήνων: 

                                                              1/2

ln 2
T

λ
=   

Είναι φανερό ότι η µελέτη των διακυµάνσεων του ρυθµού διάσπασης ραδιενεργών 

πυρήνων µπορεί να υλοποιηθεί µε δυο τρόπους  

1. Είτε κρατώντας το διάστηµα ∆t σταθερό να προσδιορίσει κανείς τις 

διακυµάνσεις του αριθµού διασπάσεων σε αυτό το διάστηµα  

2. Είτε βρίσκοντας τις διακυµάνσεις των χρονικών διαστηµάτων στα οποία 

υλοποιείται προκαθορισµένος αριθµός διασπάσεων. 



Στη παρούσα άσκηση θα επιλεγεί ο πρώτος τρόπος δηλ. θα µετρηθεί ο αριθµός 

διασπάσεων σε προκαθορισµένο σταθερό διάστηµα ∆t.  

 

2.2 Εφαρµόζοντας το κριτήριο χ
2
 για έλεγχο της θεωρητικής υπόθεσης 

Από την ανωτέρω περιγραφή προκύπτει ότι αν θεωρηθεί ότι η πιθανότητα διάσπασης 

ενός ραδιενεργού πυρήνα συγκεκριµένου είδους είναι πολύ µικρή και ότι σε µια 

συλλογή µε πολύ µεγάλο αριθµό πυρήνων (αντιστρόφως ανάλογο της πιθανότητας 

διάσπασης) αυτού του είδους κάθε πυρήνας διασπάται ανεξάρτητα από τους  άλλους 

µε την ίδια πιθανότητα, τότε ο αριθµός διασπάσεων σε προκαθορισµένο χρονικό 

διάστηµα θα είναι µια τυχαία µεταβλητή που θα κατανέµεται σύµφωνα µε τη 

κατανοµή Poisson (2).  Αυτή η θεωρητική πρόβλεψη µπορεί να ελεγχθεί πειραµατικά 

µε µέτρηση των συχνοτήτων εµφάνισης  των διαφόρων δυνατών τιµών του αριθµού 

διασπάσεων σε προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα ∆t (διακυµάνσεις του αριθµού 

διασπάσεων) και χρήση του κριτηρίου χ
2
.    

 Όπως ήδη είπαµε, ο αριθµός διασπάσεων σε προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα 

∆t που θα καταγράφει η πειραµατική µετρητική συσκευή (ανιχνευτής), αν ισχύουν 

οι θεωρητικές υποθέσεις µας,  θα ακολουθεί την κατανοµή (2) µε µέσο αριθµό 

διασπάσεων µ. (Εδώ αγνοούµε το «νεκρό χρόνο» του συστήµατος ή άλλως το t είναι 

«ζωντανός χρόνος» που ισούται µε τον «πραγµατικό χρόνο» µείον τον «νεκρό 

χρόνο» (βλέπε άσκηση για ανιχνευτή ακτινοβολιών). 

 Κατά συνέπεια αν ληφθούν Νολ καταγραφές ίσων χρονικών διαστηµάτων, ∆t, η 

σχέση: 

  ( ) !k

ke N P k N e k
µ

ολ ολ µ−= =  (7) 

θα παρέχει την αναµενόµενη συχνότητα καταγραφής k διασπάσεων. Έστω ότι οι 

αντίστοιχες συχνότητες που παρατηρήθηκαν είναι Ok. Για τον υπολογισµό του χ
2
 να 

σηµειώσουµε ότι: 

 •  H τιµή του µ δεν είναι συνήθως γνωστή και θα πρέπει. να προσδιοριστεί 

πειραµατικά. Αυτό θα γίνει είτε µε ανεξάρτητη µέτρηση είτε από τη σχέση: 



  
1

k

k

O k
Nολ

µ = ⋅∑  (8) 

Στη δεύτερη περίπτωση εισάγεται µία ακόµη δεσµευτική σχέση µεταξύ των 

παραµέτρων της χ
2
. Να σηµειώσουµε ότι στον υπολογισµό του µ υπεισέρχεται ένα 

σφάλµα σµ το οποίο είναι της τάξεως   ολΝσ  όπου σ η τυπική απόκλιση της 

κατανοµής (2). 

 •   Είπαµε ότι για να ακολουθεί το χ
2
 την κατανοµή που περιγράφηκε στην 

εισαγωγή θα πρέπει οι συχνότητες να είναι αρκετά µεγάλοι αριθµοί. Πρακτικά 

αρκεί να είναι ek , Ok > 5. Αν δε συµβαίνει αυτό πρέπει να συµπτύξουµε 

(αθροίζοντας) γειτονικές συχνότητες ώστε να προκύψουν νέες τιµές > 5. Φυσικά, το 

πλήθος των τιµών k και, βέβαια, οι βαθµοί ελευθερίας περιορίζονται ανάλογα. 

 

2.2 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο προσοµοίωσης Monte-Carlo 

Στην παρούσα άσκηση επιχειρείται η προσοµοίωση της διαδικασίας διάσπασης 

ραδιενεργών πυρήνων. Σ’ αυτό το πρόβληµα ο αλγόριθµος προσοµοίωσης είναι 

πολύ απλός: έστω ένα σύνολο από Ν ίδιους ραδιενεργούς πυρήνες. Όπως αναφέραµε 

στην ενότητα 2.1 η πιθανότητα διάσπασης ενός πυρήνα αυτού του είδους σε χρονικό 

διάστηµα ∆t είναι λ ∆t όπου το λ χαρακτηρίζει το είδος του πυρήνα και το ∆t 

προκαθορίζεται. Για να προσοµοιώσουµε τη διαδικασία διάσπασης θεωρούµε Ν 

τυχαίους αριθµούς οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο [0,1). Κάθε τυχαίος αριθµός 

αντιστοιχεί σε έναν πυρήνα. Συγκρίνουµε κάθε έναν από τους Ν αριθµούς µε τη 

πιθανότητα λ ∆t. Αν ο τυχαίος αριθµός είναι µικρότερος από λ ∆t τότε θεωρούµε ότι ο 

αντίστοιχος πυρήνας διασπάστηκε στο διάστηµα ∆t (γιατί;). Έτσι βρίσκουµε το 

συνολικό αριθµό διασπασµένων πυρήνων στο διάστηµα ∆t. Επαναλαµβάνουµε την 

ίδια διαδικασία χρησιµοποιώντας Ν διαφορετικούς τυχαίους αριθµούς οµοιόµορφα 

κατανεµηµένους στο [0,1). Καταλήγουµε έτσι σε ένα νέο αριθµό διασπασµένων 

πυρήνων. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται Μ φορές µε Μ ≫ 1. Μετά το πέρας της 

διαδικασίας κατασκευάζουµε ιστόγραµµα µε τους παρατηρηµένους αριθµούς 

διασπασµένων πυρήνων. Κανονικοποιώντας τις συχνότητες εµφάνισης των διαφόρων 

αριθµών διασπάσεων έτσι ώστε το εµβαδόν του ιστογράµµατος να είναι 1 παίρνουµε 

τη κατανοµή του αριθµού διασπάσεων η οποία για Μ →∞ θα τείνει προς τη 



κατανοµή Poisson  εάν οι θεωρητικές µας υποθέσεις για ανεξαρτησία των πυρήνων 

και σταθερή πιθανότητα διάσπασης ισχύουν.  

 

 

3.  Όργανα 

1. Ανιχνευτής 

2. Καταµετρητής µε προρρύθµιση χρόνου/αριθµού διασπάσεων 

3. Ραδιενεργός πηγή 

4.    Ηλεκτρονικός υπολογιστής 

 

4. Εκτέλεση της άσκησης 

1. Αναγνωρίστε τα όργανα που θα χρησιµοποιήσετε. Προσοχή στη χρήση της 

ραδιενεργής πηγής. 

2. Ρυθµίστε το προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα καταγραφής διασπάσεων στη 

τιµή ∆t=2 sec. Καθορίστε τη θέση της πηγής έτσι ώστε σε αυτό το χρονικό 

διάστηµα να καταγράφονται κατά µέσο όρο λιγότερες από 10 διασπάσεις 

(γιατί;). 

3. Πάρτε 100 µετρήσεις του αριθµού διασπάσεων για τον έλεγχο χ
2
. Προσέξτε να µην 

µεταβάλλετε τη θέση της πηγής κατά τη διάρκεια των µετρήσεων (γιατί;). Γράψτε τις 

µετρήσεις σας απευθείας σε αρχείο απλού κειµένου και ονοµάστε το lowmean.dat. 

       Προσοχή: Όλες οι διαδικασίες να εκτελούνται στο φάκελο: PAW_nuclear που 

βρίσκεται στην επιφάνεια εργασίας. 

4.   Μετακινείστε τη πηγή έτσι ώστε να καταγράφετε σε διάστηµα 2 sec περισσότερες από 

30 διασπάσεις κατά µέσο όρο. Πάρτε εκ νέου 100 µετρήσεις του αριθµού 

διασπάσεων προσέχοντας να µην µετακινηθεί η πηγή. Γράψτε τις µετρήσεις σας 

απευθείας σε αρχείο απλού κειµένου και ονοµάστε το highmean.dat. 

5.  Με διπλό κλικ στο εικονίδιο του αρχείου “pawNT.exe” εισέρχεστε στο 

περιβάλλον επεξεργασίας δεδοµένων “paw”. Εκτελέστε το αρχείο 

“experiment.kumac” για τα δεδοµένα lowmean.dat γράφοντας στην είσοδο 

εντολών “exe experiment 1” και πατώντας ακολούθως το πλήκτρο “Enter”. 



Στην οθόνη του υπολογιστή σας θα εµφανισθεί το ιστόγραµµα των δεδοµένων 

σας για µικρή τιµή του µέσου αριθµού διασπάσεων καθώς και οι µετρήσεις σας. 

Εικόνα των παραθύρων που ανοίγει το PAW κατά την εκτέλεσή του. Το δεξιό 

παράθυρο είναι το παράθυρο που δίνονται οι εντολές και το αριστερό είναι το 

παράθυρο γραφικών. Κατά την εκτέλεση των προγραµµάτων, το παράθυρο 

γραφικών δεν πρέπει να επικαλύπτεται από κανένα άλλο παράθυρο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για παράδειγµα η εντολή για την εκτέλεση του προγράµµατος experiment δίνεται στο 

παράθυρο εντολών όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Επακόλουθα στο ίδιο παράθυρο τυπώνονται τα δεδοµένα από τη συγκεκριµένη 

µέτρηση. 

Κατά την εκτέλεση του προγράµµατος αυτού στο παράθυρο γραφικών εµφανίζεται η 

εικόνα που φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       Επιβεβαιώστε µε απ’ ευθείας καταµέτρηση τις τιµές των διαφόρων συχνοτήτων 

εµφάνισης καθώς και τα αντίστοιχα σφάλµατα. 

6.  Συγκρίνατε τη µέση τιµή του ιστογράµµατος (είναι η τιµή της µεταβλητής 

“mean” στο εµφανιζόµενο πλαίσιο) µε τη πειραµατική τιµή του µ που βρίσκετε 

χρησιµοποιώντας τη σχέση (8). 

∆εδοµένα από την 

προσαρµογή 

Τιµές παραµέτρων 

Στατιστικά 

δεδοµένα 

Παρουσίαση 

δεδοµένων  

Παρουσίαση 

καµπύλης 

προσαρµογής 



7. Ξαναπατήστε το πλήκτρο “Enter” για να προσαρµόσετε τη κατανοµή Poisson 

στα δεδοµένα σας. Βρείτε τη µέση τιµή της κατανοµής Poisson που 

προσαρµόσατε και συγκρίνετέ την µε τις τιµές του µ που βρήκατε στο 6. 

Σχολιάστε τα αποτελέσµατά σας και προσδιορίστε το επίπεδο εµπιστοσύνης 

απόρριψης της θεωρητικής πρότασης. 

8.  Στο περιβάλλον “paw” εκτελέστε το αρχείο προσοµοίωσης της διαδικασίας 

διάσπασης “simulation.kumac” γράφοντας:  

                “exe simulation argument1 argument2” 

        όπου argument1 είναι ο µέσος αριθµός κρούσεων (πραγµατικός αριθµός) και 

argument2 είναι ο αριθµός δοκιµών (προσοχή πρέπει να είναι ακέραιος). 

Επιλέξτε 100 δοκιµές µε µέσο αριθµό κρούσεων αυτόν που προκύπτει από την 

εξίσωση (8) για τη περίπτωση µικρού µέσου αριθµού διασπάσεων. Συγκρίνατε τα 

αποτελέσµατά σας µε τα αντίστοιχα πειραµατικά δεδοµένα, πατώντας κάθε φορά 

το πλήκτρο “Enter”. Ξαναπατώντας το πλήκτρο “Enter” προσαρµόζετε σε µια 

κατανοµή Poisson στα αντίστοιχα δεδοµένα προσοµοίωσης. Καταγράψτε επίσης 

το σφάλµα για το µέσο αριθµό κρούσεων όπως αυτό προκύπτει από την 

προσαρµογή. 

9. Ξαναεκτελέστε το αρχείο προσοµοίωσης επιλέγοντας τώρα 10.000 δοκιµές. 

Πατώντας “Enter” προσαρµόστε στα δεδοµένα της προσοµοίωσης αρχικά µια 

κατανοµή Poisson και κατόπιν ξαναπατώντας “Enter” µια κατανοµή Gauss. 

Σηµειώστε τη τιµή της µεταβλητής χ
2
 σε κάθε προσαρµογή που επιχειρείτε. 

Τελειώνοντας τη διαδικασία θα έχετε καταγεγραµµένες 2 τιµές του χ
2
. 

Συγκρίνατε τις τιµές χ
2
Poisson µε χ

2
Gauss και σχολιάστε τα αποτελέσµατά σας 

προσδιορίζοντας τα επίπεδα εµπιστοσύνης απόρριψης σε κάθε περίπτωση. 

Επίσης καταγράψτε το σφάλµα του µέσου αριθµού κρούσεων για την 

προσαρµογή των δεδοµένων προσοµοίωσης µε κατανοµή Poisson. Συγκρίνατε τα 

σφάλµατα που βρήκατε στη παρούσα προσαρµογή µε αυτά που βρήκατε στο 

βήµα 8. Εξηγείστε τη διαφορά που βρίσκετε.  

10. Επαναλάβατε τη διαδικασία που περιγράφεται στα σηµεία 5-9 πιο πάνω για τα 

δεδοµένα του αρχείου “highmean.dat”. Για να το κάνετε αυτό εκτελέστε το 

αρχείο “experiment.kumac” γράφοντας στην είσοδο εντολών “exe experiment 



2” και πατώντας ακολούθως το πλήκτρο “Enter”. Στην οθόνη του υπολογιστή 

σας θα εµφανισθεί το ιστόγραµµα των δεδοµένων σας για µεγάλη τιµή του 

µέσου αριθµού διασπάσεων καθώς και οι µετρήσεις σας. Επιβεβαιώστε µε απ’ 

ευθείας καταµέτρηση τις τιµές των διαφόρων συχνοτήτων εµφάνισης καθώς και 

τα αντίστοιχα σφάλµατα. Κατόπιν ακολουθείστε την ανάλογη διαδικασία µε 

αυτή που περιγράφεται στα βήµατα 5-9 για τα δεδοµένα που αφορούσαν το 

µικρό µέσο αριθµό διασπάσεων. Τι παρατηρείτε για τις τιµές χ
2

Poisson  και χ
2

Gauss 

που προκύπτουν από τη προσαρµογή των δεδοµένων προσοµοίωσης για 10000 

δoκιµές στη  περίπτωση µεγάλου µέσου αριθµού διασπάσεων; Συγκρίνατε 

αυτές τις τιµές µε τις αντίστοιχες τιµές που βρήκατε στο βήµα 9 για τα 

δεδοµένα µε µικρό µέσο αριθµό διασπάσεων.  

11. Παραµένοντας στο περιβάλλον “paw” εκτελέστε το αρχείο “central_limit.kumac” 

(“exe central”). Στην οθόνη του υπολογιστή εµφανίζονται 9 ιστογράµµατα που 

περιγράφουν την κατανοµή των τιµών 9 τυχαίων µεταβλητών Χ1, Χ2, Χ3,…, Χ9 µε 

οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1). (Τα ιστογράµµατα έχουν προκύψει από 

δειγµατοληψία 10000 τιµών για κάθε µεταβλητή επιλέγοντας εύρος ιστού 0.01). 

Κάντε µια πρόβλεψη για τη µορφή που θα έχει η κατανοµή του αθροίσµατος 

Χ1+Χ2. Πατώντας το πλήκτρο “Enter” θα εµφανιστεί στην οθόνη σας το 

ιστόγραµµα της τυχαίας µεταβλητής που αντιστοιχεί στο άθροισµα Χ1+Χ2. Στη 

συνέχεια σκεφτείτε πως περιµένετε να µοιάζει η κατανοµή του αθροίσµατος: 

3

1

i

i

X
=
∑ και ελέγξτε τη πρόβλεψή σας πατώντας πάλι το πλήκτρο “Enter”. 

Πατώντας εκ νέου το ίδιο πλήκτρο εµφανίζεται στην οθόνη σας η κατανοµή του 

αθροίσµατος: 
5

1

i

i

X
=
∑ . Τέλος πατώντας ακόµη µια φορά το “Enter” εµφανίζεται 

στην οθόνη η κατανοµή του αθροίσµατος: 
9

1

i

i

X
=
∑ . Αν έχετε εκπλαγεί από το 

αποτέλεσµα, θα βρείτε στο παράρτηµα Β της εισαγωγής την εξήγηση για το τι 

συµβαίνει.  Για περισσότερες εκπλήξεις µπορείτε να ξαναπατήσετε το πλήκτρο 

“Enter”. Τώρα εµφανίζονται στην οθόνη   9 ιστογράµµατα που περιγράφουν την 

κατανοµή των τιµών 9 τυχαίων µεταβλητών Χ1, Χ2, Χ3,…, Χ9 . Όπως βλέπετε, 

κάθε µεταβλητή ακολουθεί τώρα διαφορετική κατανοµή στο [0,1). Ποια είναι 



άραγε η κατανοµή της µεταβλητής 
9

1

i

i

Y X
=

=∑ ;  Την απάντηση θα την δείτε 

πατώντας µια τελευταία φορά το “Enter” και την εξήγηση και πάλι στο 

παράρτηµα Β της εισαγωγής. 

 

 

5. Ερωτήσεις (πρέπει να απαντηθούν στις συνοδευτικές κόλλες κατά τη διάρκεια 

της άσκησης) 

 

1.  Περιγράψτε σύντοµα πως λειτουργεί ο ανιχνευτής που χρησιµοποιείτε. Γιατί 

νοµίζετε ότι οι διαδοχικές µετρήσεις σας µπορούν να θεωρηθούν ανεξάρτητες 

µεταξύ τους; 

 

2. ∆είξτε ότι για 1N ≫  και 1tλ∆ ≪  µε N tλ∆ =σταθερό η κατανοµή (1) τείνει στη 

κατανοµή (2). Θεωρείστε γνωστό το όριο: 

1

lim(1 ) x

x
x e

→∞
+ = . 

3.   Υπολογίστε για τη κατανοµή Poisson ( )
!

n
e

P n
n

µ

µ

µ −

=  τα µεγέθη:  <n>, <n
2
> και 

<(n-µ)
2
> 

 

4. Έστω ότι ο µέσος ρυθµός καταγραφής ενός ανιχνευτή τυχαίων γεγονότων είναι 

2.5 καταγραφές ανά δευτερόλεπτο. Ποια είναι η πιθανότητα να µην έχει 

παρατηρηθεί καταγραφή σε διάστηµα ενός δευτερολέπτου; Ποιο είναι το 

πιθανότερο χρονικό διάστηµα µεταξύ διαδοχικών καταγραφών; 

 

5. Προσπαθήστε να εξηγήσετε τον αλγόριθµο αντιστροφής για την παραγωγή 

ψευδοτυχαίων αριθµών που ακολουθούν µια οποιαδήποτε κατανοµή p(x). 

Εφαρµογή: Έστω Χ τυχαία µεταβλητή µε οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1). 

Βρείτε µετασχηµατισµό Υ=f(X) τέτοιον ώστε  η µεταβλητή Υ να κατανέµεται 

εκθετικά στο [0, ∞ ) εφαρµόζοντας τη µέθοδο αντιστροφής. 

 

6. Εξηγείστε τον αλγόριθµο απόρριψης για την παραγωγή ψευδοτυχαίων αριθµών   

που ακολουθούν µια οποιαδήποτε κατανοµή p(x).  

Εφαρµογή: Έστω Ν ζεύγη τυχαίων αριθµών (xi,yi) οµοιόµορφα κατανεµηµένων 

στο [0,1) x [0,1). Από αυτά n ζεύγη πληρούν τη συνθήκη: 2 2 1
i i

x y+ ≤ . 



Προσδιορίστε τη τιµή του π συναρτήσει των n, N. Βρείτε και το αντίστοιχο 

σφάλµα. Μπορείτε να διατυπώσετε τον υπολογισµό αυτό σαν ένα δισδιάστατο 

ολοκλήρωµα στο επίπεδο (x,y). Ποια είναι η αντίστοιχη γεωµετρική ερµηνεία;  

Πως σχετίζεται η διαδικασία που ακολουθήσατε µε τον αλγόριθµο απόρριψης; 

 

 


