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Πρόλογος

Αλλά πόσο σφρίγος, Ϲωτικής σηµασίας

για τη µαθηµατική επιστήµη, ϑα χάνον-

ταν µε το ξερίζωµα της γεωµετρίας και της

µαθηµατικής ϕυσικής.

Από την οµιλία του D. Hilbert στο 2o ∆ιε-

ϑνές Συνέδριο Μαθηµατικών, Παρίσι 1900

(ϐλ. C. Reid [16, σελ. 170])

Οι σηµειώσεις αυτές προορίζονται να καλύψουν τις άµεσες διδακτικές α-

νάγκες του µαθήµατος της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας των Καµπυλών και Επι-

ϕανειών, η οποία διδάσκεται στο Τµήµα Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου

Αθηνών στο Στ΄ εξάµηνο σπουδών.

Λόγω της απόφασης του Τµήµατος να περιοριστεί η διδασκαλία του υ-

ποχρεωτικού (προπτυχιακού) µαθήµατος της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας σε ένα

µόνον εξάµηνο, η ύλη έχει κι αυτή περιοριστεί, κατ᾿ ανάγκην, στην παρουσί-

αση αποκλειστικά στοιχειωδών ϑεµάτων της τοπικής ϑεωρίας των καµπυλών

και επιφανειών. ΄Ετσι, ακόµη και τα απλούστερα αποτελέσµατα της λεγόµενης

Ολικής ∆ιαφορικής Γεωµετρίας έχουν παραλειφθεί. Παρ᾿ όλ᾿ αυτά, η παρού-

σα επιλογή της ύλης επιτρέπει στους ϕοιτητές µας να αποκτήσουν µία πρώτη

γνωριµία µε µερικές ϑεµελιώδεις έννοιες αυτού του σηµαντικού κλάδου των

µαθηµατικών, και να διαπιστώσουν µε πόσο γόνιµο τρόπο η ∆ιαφορική Γεω-

µετρία συνδέεται µε την Ανάλυση και την ΄Αλγεβρα.

Τα σχήµατα των σηµειώσεων είχε την ευγενή καλοσύνη να ϕιλοτεχνήσει,

µε ιδιαίτερη δεξιοτεχνία και υποµονή ο ϕοιτητής του Τµήµατος Μαθηµατικών

Κώστας Θρασυβ. Παπαδόπουλος. Τον ευχαριστούµε ϑερµά και από τη ϑέση

αυτή για την εξαιρετική επιµέλειά που έδειξε σ᾿ αυτήν την επίπονη εργασία.
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vi ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Ελπίζουµε ότι τα σχήµατα αυτά ϑα συµβάλουν στην καλλίτερη κατανόηση του

κειµένου.

Για τη διευκόλυνση του αναγνώστη, στο τέλος κάθε κεφαλαίου παραθέτου-

µε µία σειρά χαρακτηριστικών ασκήσεων µε λεπτοµερείς λύσεις. Θα ωφεληθεί

πολύ αν επιχειρήσει να τις λύσει µόνος του, και κατόπιν να συµβουλευτεί τις

προτεινόµενες λύσεις. Επίσης, σε σχετικο παράρτηµα, υπενθυµίζουµε µερικές

ϐασικές έννοιες και αποτελέσµατα από τον ∆ιαφορικό Λογισµό διανυσµατικών

συναρτήσεων πολλών µεταβλητών. Τονίζουµε κυρίως τη γραµµικότητα του

(σηµειακού) διαφορικού, η οποία παρέχει έναν ουσιώδη µηχανισµό για την

κατανόηση πολλών εννοιών, ιδιαιτέρως της ϑεωρίας των Επιφανειών.

Από µια εξαιρετικά εκτεταµένη ϐιβλιογραφία αναφέρουµε µόνον λίγες πη-

γές, οι οποίες µπορούν να ϕανούν χρήσιµες κυρίως στους ϕοιτητές, που έρ-

χονται για πρώτη ϕορά σε επαφή µε το περιεχόµενο των σηµειώσεων, αλλά και

επιθυµούν να επεκταθούν σε µερικά πιο προχωρηµένα ϑέµατα. Τα ϐιβλία [2],

[16], [17] έχουν ιστορικό περιεχόµενο.

Οι σηµειώσεις, όπως είναι ϕυσικό, υπόκεινται σε αλλαγές και διορθώσεις.

Θα είµαστε εκ των προτέρων υποχρεωµένοι σε όλους τους αναγνώστες µας, οι

οποίοι ϑα ϑέσουν υπ᾿ όψιν µας κάθε υπόδειξη που ϑα µπορούσε να ϐοηθήσει

στην περαιτέρω ϐελτίωσή τους και στη διόρθωση λαθών.

Ε.Β. – Μ.Π. Αθήνα, Ιανουάριος 2009.
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Κεφάλαιο 1

∆ιαφορίσιµες Καµπύλες

1.0 Εισαγωγή

Καµπύλες όπως ο κύκλος, οι κωνικές τοµές, οι έλικες και οι σπείρες είχαν α-

πασχολήσει τους αρχαίους ΄Ελληνες. Με σχετικά προβλήµατα είχαν ασχοληθεί

ο Πλάτωνας, ο Μέναιχµος, ο Απολλώνιος, ο Αρχιµήδης, κ.α. Επίσης για την

αντιµετώπιση των περίφηµων άλυτων (µε κανόνα και διαβήτη) προβληµάτων

είχαν ανακαλυφθεί και µελετηθεί η κισσοειδής του ∆ιοκλέους, η κογχοειδής

του Νικοµήδους και η τετραγωνίζουσα του ∆εινοστράτου.

Ενα σηµαντικό πρόβληµα που απασχόλησε τους Μαθηµατικούς από την

εποχή της αρχαιότητας, ήταν και η χάραξη της εφαπτοµένης σε ένα σηµείο

µίας καµπύλης. Το πρόβληµα αντιµετωπίστηκε ϕυσικά στο πλαίσιο της γνω-

στής τότε (συνθετικής) Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Οι απαντήσεις που δόθηκαν

ήσαν µόνον µερικές και αφορούσαν συγκεκριµένες καµπύλες. Μια καλλίτε-

ϱη προσέγγιση έγινε δυνατή στο πλαίσιο της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Παρά

τις σηµαντικές προόδους που σηµειώθηκαν στην κατεύθυνση αυτή από τους

R. Descartes, P. Fermat και C. Huygens, και πάλι η γενική µέϑοδος επίλυσης

του προβλήµατος σταµατούσε όταν επρόκειτο να αντιµετωπιστούν εξισώσεις

ϐαθµού ανωτέρου του 3.

Το πρόβληµα του προσδιορισµού της εφαπτοµένης επιλύθηκε στη γενικό-

τητά του µε την χρήση του ∆ιαφορικού Λογισµού, που µαζί µε τον Ολοκλη-

ϱωτικό Λογισµό άσκησαν τεράστια επίδραση στην εξέλιξη της µαθηµατικής

επιστήµης.

Η χρήση του ∆ιαφορικού Λογισµού στη µελέτη της Γεωµετρίας οδήγησε

στην δηµιουργία ενός νέου κλάδου, της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας. Στην ανά-

1
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πτυξη της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας των καµπυλών είχαν ϑεµελιώδη συµβολή οι

I. Newton, G. W. Leibniz, L. Euler, G. Monge, J. Bernoulli, A. C. Clairaut,

F. Frenet, J. A. Serret, J. Bertrand, Ch. Dupin, και πολλοί άλλοι. Μερικά

άλλα σηµαντικά ονόµατα ϑα αναφερθούν στη ϑεωρία των επιφανειών.

Η µελέτη των καµπυλών, εκτός από το καθ᾿ αυτό µαθηµατικό ενδιαφέρον

της, έχει σηµαντικές εφαρµογές στη µηχανική, στη ναυσιπλοΐα, στον προσδιο-

ϱισµό των τροχιών ουρανίων σωµάτων ή συστηµάτων δορυφόρων, κ.α.

Εδώ ϑα γνωρίσουµε µερικές ϐασικές έννοιες και συµπεράσµατα της λεγό-

µενης "τοπικής" ϑεωρίας των καµπυλών.

1.1 ∆ιαφορίσιµες καµπύλες

Στην Αναλυτική Γεωµετρία λέγοντας καµπύλη εννοούµε ένα σύνολο X σηµεί-

ων (του χώρου ή του επιπέδου) που ικανοποιούν ορισµένες συνθήκες. Για πα-

ϱάδειγµα, µπορεί να είναι ο γεωµετρικός τόπος σηµείων που ικανοποιούν µια

συγκεκριµένη ιδιότητα (κύκλος, έλλειψη, κλπ.), το γράφηµα µιας συνάρτησης

f : R → R, η τροχιά ενός κινητού, κ.ο.κ. Σκοπός µας είναι να εφαρµόσουµε

µεθόδους του ∆ιαφορικού Λογισµού στην µελέτη του X, και για να γίνει αυτό

ϑα πρέπει να δούµε τις καµπύλες ως εικόνες κατάλληλων συναρτήσεων. Ετσι,

δίνουµε τον επόµενο ορισµό :

Μια παραµετρηµένη καµπύλη στο χώρο (parametrized curve), ή απλώς

καµπύλη στο χώρο (space curve) είναι µια συνεχής απεικόνιση α : I → R3,

όπου I ⊆ R είναι ένα διάστηµα.

Ο όρος "παραµετρηµένη" (που συνήθως ϑα παραλείπεται στη συνέχεια)

σηµαίνει ότι η καµπύλη περιγράφεται µε την ϐοήθεια µιας µεταβλητής (πα-

ϱαµέτρου) t ∈ I.

Επειδή, για κάθε t ∈ I, είναι α(t) ∈ R3, η α είναι µία τριάδα της µορφής

(1.1.1) α = (α1, α2, α3).

Κάθε συνιστώσα (ή συντεταγµένη)

αi : = ui ◦ α; i = 1, 2, 3,

όπου η ui : R
3 → R συµβολίζει την κανονική προβολή στην i-συντεταγµένη,

είναι µια πραγµατική συνάρτηση µιας πραγµατικής µεταβλητής. Η συνέχεια

της α ισοδυναµεί µε την συνέχεια κάθε µιας από τις αi.

Αν η εικόνα α(I) µιάς καµπύλης περιέχεται σε ένα επίπεδο του R3, λέµε

ότι η α είναι επίπεδη καµπύλη (plane curve). Σ᾿ αυτήν την περίπτωση, µε µια

αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων µπορούµε να ϑεωρούµε ότι α(I) ⊂ R2.

Ενδιαφερόµαστε όχι για την απεικόνιση α (παραµετρηµένη καµπύλη), αλλά

για τις γεωµετρικές ιδιότητες της εικόνας, δηλαδή του συνόλου X = α(I). Η

απεικόνιση α είναι απλώς το εργαλείο για την µελέτη του α(I).
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Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι οι καµπύλες

α : R −→ R
2 : t 7→ (

√
2

2
t,

√
2

2
t),

β : R −→ R
2 : t 7→ (t, t)

γ : R −→ R
2 : t 7→ (t3, t3)

δ : R −→ R
2 : t 7→

{

(t, t) : t ≤ 0

(t2, t2) : t > 0,

έχουν την ίδια εικόνα α(R) = β(R) = γ(R) = δ(R) = ∆R, δηλαδή την

διαγώνιο του R2 (ϐλ. και το επόµενο σχήµα).

x

D
¡

y

Σχήµα 1.1

Απ᾿ αυτές,

– η α είναι διαφορίσιµη, µε ‖α′(t)‖ = 1, για κάθε t ∈ R,

– η β είναι διαφορίσιµη, µε β′(t) 6= 0, για κάθε t ∈ R,

– η γ είναι διαφορίσιµη και υπάρχει ένα σηµείο, το 0, όπου γ′(0) = (0, 0),

– ενώ η δ δεν είναι διαφορίσιµη.

Από τα προηγούµενα παραδείγµατα προκύπτει ότι : (1) η ίδια καµπύλη ∆R

µπορεί να περιγραφεί ως εικόνα διαφορετικών (παραµετρηµένων) καµπυλών

και (2) η ανυπαρξία παραγώγου ή ο µηδενισµός της (για µια παραµέτρηση)

δεν συνδέονται κατ᾿ ανάγκην µε κάποια ανωµαλία στο σχήµα της εικόνας ∆R.

∆ηµιουργούν όµως τεχνικές δυσκολίες, γι᾿ αυτό ϑα ϑεωρήσουµε καµπύλες που

διαγράφουν την εικόνα µε τον καλλίτερο δυνατό τρόπο, έτσι ώστε να δίνουν

αµεσώτερα τα Ϲητούµενα συµπεράσµατα.
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΄Εστω α : I → R3 µια διαφορίσιµη καµπύλη και έστω ότι σε ένα σηµείο to
είναι α′(to) 6= 0. Τότε υπάρχει η εφαπτοµένη ευθεία (tangent line) της α
στο σηµείο α(to), που δίνεται από την εξίσωση

(1.1.2) ε(s) = α(to) + sα′(to) , s ∈ R.

x

y

( )ota

( )ota¢ εφαπτομένη

Σχήµα 1.2

Η ανυπαρξία ή ο µηδενισµός της παραγώγου α′(to) στο σηµείο to δεν επι-

τρέπουν την προηγούµενη έκφραση της εφαπτοµένης. Γι᾿ αυτό στα επόµενα

ϑεωρούµε µόνο διαφορίσιµες καµπύλες, των οποίων η παράγωγος δεν µηδε-

νίζεται πουθενά. Μια καµπύλη µ᾿ αυτήν την ιδιότητα ονοµάζεται κανονική ή

οµαλή (regular), ενώ σε µια καµπύλη α που δεν είναι οµαλή, κάθε σηµείο

όπου µηδενίζεται η παράγωγος λέγεται σηµείο ανωµαλίας (της α).

Στη συνέχεια ϑα υποθέτουµε ότι οι καµπύλες µας έχουν τάξη διαφορισι-

µότητας αρκετά µεγάλη (συνήθως ≥ 3), ώστε να εξασφαλίζεται η ύπαρξη όσων

παραγώγων χρειάζονται. Επίσης, ϑα υποθέτουµε ότι οι καµπύλες µας είναι

και απλές, δηλαδή είναι απεικονίσεις 1–1. Εποµένως, για να αποφύγουµε τις

περιττές επαναλήψεις, µε τον όρο "κανονική καµπύλη" ϑα εννοούµε µια απλή

κανονική καµπύλη, Cr-διαφορίσιµη, µε r ≥ 3.

Για µια διαφορίσιµη καµπύλη α, η παράγωγος

(1.1.3) α′(t) = (α′
1(t), α

′
2(t), α

′
3(t))



1.1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ 5

ονοµάζεται εφαπτόµενο διάνυσµα (tangent vector) ή διάνυσµα ταχύτητας

(velocity) της α στο α(t), ενώ το µήκος του ανωτέρω διανύσµατος

v(t) := ‖α′(t)‖ =
(

α′
1(t)

2 + α′
2(t)

2 + α′
3(t)

2
)1/2

ονοµάζεται µέτρο της ταχύτητας (speed) της α στο t.
Αν και η α′ είναι διαφορίσιµη, τότε η δεύτερη παράγωγος

(1.1.4) α′′(t) = (α′′
1(t), α

′′
2(t), α

′′
3(t))

ονοµάζεται επιτάχυνση (acceleration) της α στο t.

Για µια διαφορίσιµη καµπύλη α : I → R3, ονοµάζουµε µήκος (length)

της α το ολοκλήρωµα

(1.1.5) L(α) :=

∫

I
‖α′(t)‖dt.

Για δύο καµπύλες α, β : I → R3, συµβολίζουµε µε < α, β > την διαφορί-

σιµη συνάρτηση

(1.1.6) < α, β > : I −→ R : t 7→< α(t), β(t) >

και µε α× β την διαφορίσιµη καµπύλη

(1.1.7) α× β : I −→ R
3 : t 7→ α(t) × β(t).

Από την διγραµµικότητα του εσωτερικού και του εξωτερικού γινοµένου προ-

κύπτουν οι παρακάτω κανόνες παραγώγισης

< α, β >′ (t) =< α′(t), β(t) > + < α(t), β′(t) >,(1.1.8)

(α× β)′(t) = (α′(t)× β(t)) + (α(t) × β′(t)).(1.1.9)

Η απόδειξη των τύπων αυτών προκύπτει επίσης στοιχειωδώς : αν γράψουµε

τις καµπύλες µε τις συνιστώσες τους [ϐλ. σχέση (1.1.1)] και εφαρµόσουµε

τον ορισµό του εσωτερικού και εξωτερικού γινοµένου, έχουµε τις αντίστοιχες

σχέσεις

< α(t), β(t) >= α1(t)β1(t) + α2(t)β2(t) + α3(t)β3(t),

α(t)× β(t) =
(

α2(t)β3(t)− α3(t)β2(t), α3(t)β1(t)− α1(t)β3(t), α1(t)β2(t)− α2(t)β1(t)
)

,

οπότε παραγωγίζουµε τις τελευταίες µε το συνήθη τρόπο.

Οι παράγωγοι και το µήκος της α µας δίνουν πολλές πληροφορίες για την

α(I), όπως γίνεται ϕανερό από τα επόµενα
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1.1.1 Παραδείγµατα. (1) ΄Εστω α : I → R3 µια διαφορίσιµη καµπύλη. Αν

α′′(t) = 0, για κάθε t ∈ I, η α είναι ευθεία.

Πράγµατι,

α′′(t) = 0 ⇒ α′(t) = λ ⇒ α(t) = λt+ µ.

Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο.

(2) ΄Εστω α µια διαφορίσιµη καµπύλη που δεν περνά από το 0. Αν α(to)
είναι το σηµείο της εικόνας το πλησιέστερο στο 0 και α′(to) 6= 0, τότε το α(to)
είναι κάθετο στο α′(to).

Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση που σε κάθε t ∈ I αντιστοιχεί

το τετράγωνο της απόστασης του α(t) από το 0, δηλαδή την

δ : I −→ R : t 7→ ‖α(t)‖2 = α1(t)
2 + α2(t)

2 + α3(t)
2 =< α(t), α(t) > .

Αφού η δ παρουσιάζει ελάχιστο στο to, ϑα είναι δ′(to) = 0, άρα, ϐάσει της

(1.1.8), έχουµε ότι

0 = δ′(to) =< α(to), α
′(to) > + < α′(to), α(to) >= 2 < α(to), α

′(to) >,

απ᾿ όπου συνάγεται ότι α(to) ⊥ α′(to).

(3) ΄Εστω α : I → R2 µια διαφορίσιµη καµπύλη, µε α′(t) 6= 0, για κάθε

t ∈ I. Τότε η εικόνα α(I) είναι τόξο ενός κύκλου µε κέντρο 0, εάν και µόνον

εάν το α(t) είναι κάθετο στο α′(t), για κάθε t ∈ I.

΄Οπως προηγουµένως, ϑεωρούµε το τετράγωνο της απόστασης του α(t) από

το 0
δ : I −→ R : t 7→< α(t), α(t) > .

Η δ είναι σταθερή, εάν και µόνον εάν δ′ = 0. Αλλά

δ′(t) =< α,α >′ (t) =< α′(t), α(t) > + < α(t), α′(t) >= 2 < α′(t), α(t) > .

Εποµένως δ′ = 0 ισοδυναµεί µε α(t) ⊥ α′(t), για κάθε t ∈ I, οπότε έχουµε

το αποτέλεσµα.

(4) Η καµπύλη ελάχιστου µήκους που ενώνει δύο σηµεία P και Q είναι το

ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα P , Q.

Αν p και q είναι τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων P και Q αντιστοίχως,

το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα P , Q είναι η καµπύλη

ε : [0, 1] −→ R
3 : t 7→ ε(t) := p+ t(q − p)

και έχει µήκος [ϐλ. σχέση (1.1.5)]

L(ε) =

∫ 1

0
‖ε′(t)‖dt =

∫ 1

0
‖q − p‖dt = ‖q − p‖.
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΄Εστω α : [x, y] → R3 µια διαφορίσιµη καµπύλη µε α(x) = p και α(y) = q.
Για ένα τυχόν σταθερό u ∈ R3 µε ‖u‖ = 1, είναι

< a, u >′ (t) = < α′(t), u > + < α(t), u′ > = < α′(t), u >

≤ ‖α′(t)‖‖u‖ = ‖α′(t)‖,

εποµένως

L(α) =

∫ y

x
‖α′(t)‖dt ≥

∫ y

x
< α(t), u >′ dt = < α(t), u > |y

x

= < q, u > − < p, u > = < q − p, u >,

για κάθε u ∈ R3 µε ‖u‖ = 1. Παίρνοντας τώρα u = (q − p)/‖q − p‖, καταλή-

γουµε στη σχέση

L(α) ≥<q − p, q − p>/ ‖q − p‖ = ‖q − p‖ = L(ε).

1.2 Αναπαραµέτρηση καµπύλης

Αν α : I → R3 είναι µια καµπύλη, τότε µια καµπύλη β : J → R3 λέγεται

αναπαραµέτρηση (reparametrization) της α, αν υπάρχει µια αµφιδιαφόριση

h : J → I, µε β = α ◦ h (ϐλ. και το επόµενο σχετικό διάγραµµα).

I
α - X ⊆ R

3

J

h

6

β

-

∆ιάγραµµα 1.1

Υπενθυµίζουµε ότι η έκφραση "η h είναι αµφιδιαφόριση" σηµαίνει ότι η h
είναι διαφορίσιµη απεικόνιση 1 – 1 και επί µε διαφορίσιµη αντίστροφη. Κατά

το Θεώρηµα της Αντίστροφης Συνάρτησης, η h είναι αµφιδιαφόριση τότε και

µόνον τότε αν είναι 1 – 1 και επί µε h′(s) 6= 0, για κάθε s ∈ J .

Είναι ϕανερό ότι κάθε αναπαραµέτρηση της α έχει την ίδια εικόνα µε την α.

Είναι επίσης ϕανερό ότι αν η α είναι κανονική, τότε και κάθε αναπαραµέτρησή

της είναι κανονική.

Θα αναζητήσουµε εκείνες τις ιδιότητες της εικόνας X := α(I) = β(J) που

δεν εξαρτώνται από την καµπύλη µε την οποία διατρέχουµε το X. Μια τέτοια

ιδιότητα µας δίνει το επόµενο
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1.2.1 Θεώρηµα. Αν β είναι µια αναπαραµέτρηση της α, τότε L(β) = L(α).

Απόδειξη. ΄Εστω α : [a, b] → R3 και β : [a′, b′] → R3 αναπαραµέτρησή της α
µε β = α ◦ h, όπου h : [a′, b′] → [a, b] αµφιδιαφόριση. Είναι

L(β) =

∫ b′

a′
‖β′(s)‖ds =

∫ b′

a′
‖(α ◦ h)′(s)‖ds

=

∫ b′

a′
‖α′(h(s))‖ · |h′(s)|ds.

Για h′ > 0, δηλαδή για h γνησίως αύξουσα, έχουµε

L(β) =

∫ b′

a′
‖α′(h(s))‖h′(s)ds =

∫ h(b′)

h(a′)
‖α′(h(s))‖dh(s)

=

∫ b

a
‖α′(t)‖dt = L(α).

Για h′ < 0, δηλαδή για h γνησίως ϕθίνουσα, έχουµε

L(β) = −
∫ b′

a′
‖α′(h(s))‖h′(s)ds = −

∫ h(b′)

h(a′)
‖α′(h(s))‖dh(s)

= −
∫ a

b
‖α′(t)‖dt = L(α),

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Αξίζει να παρατηρήσουµε εδώ ότι η α′′ µας δείχνει πώς αλλάζει η α′. Η

αλλαγή αυτή µπορεί να αφορά σε αλλαγή του µέτρου της α′, ή σε αλλαγή της

διεύθυνσης. Σταθεροποιώντας το µέτρο, παίρνουµε επιτάχυνση που δείχνει

µόνο την αλλαγή της διεύθυνσης, άρα την καµπύλωση του χώρου X = α(I).
Ετσι, ανάµεσα σε όλες τις καµπύλες που έχουν την ίδια εικόνα, αυτή που µας

δίνει ευκολότερα τα Ϲητούµενα συµπεράσµατα για την κοινή εικόνα είναι η

καµπύλη που έχει ταχύτητα µε σταθερό µέτρο, ίσο µε 1.

Ισχύει το επόµενο ϐασικό

1.2.2 Θεώρηµα. Κάθε κανονική καµπύλη α : I → R3 δέχεται αναπαραµέτρη-

ση β : J → R3 µε ‖β′(s)‖ = 1, για κάθε s ∈ J .

Απόδειξη. ΄Εστω I := [a, b]. Θεωρούµε την απεικόνιση

s : [a, b] −→ [0, L(α)] : t 7→
∫ t

a
‖α′(u)‖du.
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Αυτή είναι γνησίως αύξουσα και διαφορίσιµη, µε

s′(t) = ‖α′(t)‖ = v(t) > 0,

άρα (ϐλ. Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης), έχει διαφορίσιµη αντίστροφη

h : [0, L(α)] −→ [a, b]

της οποίας η παράγωγος δίνεται από την σχέση

(1.2.1) h′(s) = 1/s′(h(s)), ∀ s ∈ [0, L(α)].

Θέτοντας β := α ◦ h, έχουµε ότι

‖β′(s)‖ = ‖α′(h(s))‖ · |h′(s)| = ‖α′(h(s))‖/|s′(h(s))| = 1,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Μια καµπύλη β : J → R3 µε ‖β′(s)‖ = 1, για κάθε s ∈ J , ονοµάζεται

καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Αν α είναι µια τυχαία κανονική καµπύ-

λη, λέµε ότι η αναπαραµέτρηση β που κατασκευάστηκε στο προηγούµενο

ϑεώρηµα, είναι η αναπαραµέτρηση µέσω (του) µήκους τόξου ή ότι έχει

παράµετρο το µήκος τόξου. Επίσης το µήκος τόξου λέγεται και ϕυσική

παράµετρος.

1.3 Καµπυλότητα και στρέψη

Σκοπός µας είναι να ορίσουµε κάποια αριθµητικά µεγέθη που χαρακτηρίζουν

το σύνολο X = α(I), όπου α είναι µια κανονική καµπύλη. Οπως σηµειώσαµε

και νωρίτερα, τα Ϲητούµενα συµπεράσµατα για το X τα παίρνουµε ευκολότερα

αν η καµπύλη έχει µοναδιαία ταχύτητα. Γι΄ αυτό, αν η αρχική α δεν έχει µονα-

διαία ταχύτητα, ϑεωρούµε την αντίστοιχη αναπαραµέτρηση µέσω του µήκους

τόξου.

΄Εστω λοιπόν β(s), s ∈ J , µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Θέτουµε

(1.3.1) T (s) := β′(s) ∀ s ∈ J.

Εποµένως, το T (s) είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα ή διάνυσµα ταχύτητας

της β στο σηµείο β(s). Εφ᾿ όσον ‖T (s)‖ = 1, για κάθε s ∈ J , τα εφαπτόµενα

διανύσµατα T (s) είναι στοιχεία της µοναδιαίας σφαίρας του R3.

Μεταβάλλοντας το s στο J παίρνουµε µία διαφορίµη συνάρτηση

(1.3.1′) T : J ∋ s 7−→ T (s) = β′(s) ∈ R
3.

Ισχύει το επόµενο
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1.3.1 Λήµµα. Αν β(s), s ∈ J , είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, τότε

T ′ ⊥ T,

δηλαδή

T ′(s) ⊥ T (s), ∀ s ∈ J.

Απόδειξη. Το µήκος του διανύσµατος T (s) είναι σταθερό, άρα και η συνάρτη-

ση ‖T (s)‖2 =< T (s), T (s) > είναι σταθερή, δηλαδή έχει µηδενική παράγωγο

< T, T >′ (s) = 2 < T ′(s), T (s) >= 0, ∀ s ∈ J,

απ᾿ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Επειδή το µήκος του T (s) = β′(s) (ταχύτητα) είναι σταθερά 1, η παράγωγος

T ′(s) = β′′(s) (επιτάχυνση) δείχνει την αλλαγή της διεύθυνσης του διανύσµα-

τος T (s).
Το µήκος του διανύσµατος T ′(s) συµβολίζεται µε

(1.3.2) k(s) := ‖T ′(s)‖

και ονοµάζεται καµπυλότητα της β στο β(s). Η k(s) είναι ένας µη αρνητικός

πραγµατικός αριθµός. Αν k(s) = 0, λέµε ότι το σηµείο s είναι ιδιάζον σηµείο

τάξης 1. Προφανώς ορίζεται και η διαφορίσιµη συνάρτηση (καµπυλότητας)

(1.3.2′) k : J ∋ s 7−→ k(s) ∈ [0, ∞).

΄Οπως ϑα δούµε στο Θεώρηµα 1.3.4, η καµπυλότητα µετράει το κατά πόσον η

καµπύλη διαφέρει από την ευθεία.

Για τα επόµενα χρειάζεται η β να µην έχει ιδιάζοντα σηµεία τάξης 1, άρα

έχει παντού µη µηδενική καµπυλότητα. Για k(s) 6= 0, το αντίστροφο της

καµπυλότητας, δηλαδή ο αριθµός

(1.3.3) ρ(s) :=
1

k(s)

καλείται ακτίνα καµπυλότητας. Μέσω της τελευταίας, για κάθε s ∈ J ,

ορίζουµε το διάνυσµα

(1.3.4) N(s) :=
1

k(s)
T ′(s)

που ονοµάζεται πρώτο κάθετο ή πρωτεύον κάθετο διάνυσµα (normal ve­

ctor) της β στο β(s). Το διάνυσµα αυτό είναι ένα µοναδιαίο και (σύµφωνα
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µε το Λήµµα 1.3.1) κάθετο στο εφαπτόµενο διάνυσµα. Ορίζεται επίσης και η

αντίστοιχη διαφορίσιµη απεικόνιση

(1.3.4′) N : J ∋ s 7−→ N(s) ∈ R
3.

Τέλος, για κάθε s ∈ J , ορίζουµε και το διάνυσµα

(1.3.5) B(s) := T (s)×N(s)

και την αντίστοιχη διαφορίσιµη απεικόνιση

(1.3.5′) B : J ∋ s 7−→ B(s) ∈ R
3.

Το B(s) καλείται δεύτερο κάθετο διάνυσµα (binormal vector) της β στο

β(s). Προφανώς είναι κάθετο στα T (s), N(s) και µοναδιαίο.

Από τα προηγούµενα συνάγεται ότι, γιά κάθε s ∈ J , η τριάδα

{T (s), N(s), B(s)}

αποτελεί µία ορθοκανονική ϐάση του R3, και ονοµάζεται συνοδεύον τρίεδρο

(moving frame) ή τρίεδρο Frenet (Frenet frame) στο σηµείο β(s) της β.

x

y

z

( )T s

( )B s

( )N s

( )T s

( )B s

( )N s

( )sb

Σχήµα 1.3

Αντιστοίχως, η τριάδα των συναρτήσεων

{T,N,B}
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καλείται συνοδεύον τρίεδρο ή τρίεδρο Frenet κατά µήκος της β.

Πολλές ϕορές, για διευκόλυνση αλλά και για την παραστατικότερη απει-

κόνιση των πραγµάτων, ϑεωρούµε ότι τα τρία προηγούµενα διανύσµατα έχουν

µεταφερθεί παραλλήλως κατά το διάνυσµα β(s), οπότε έχουν ως αρχήν το

σηµείο β(s) της καµπύλης. ΄Ετσι σχηµατίζεται η εικόνα ενός τριέδρου, που

συνοδεύει τα σηµεία της καµπύλης. Αυτό δικαιολογεί και την παραπάνω ορο-

λογία. Σχετικώς παραθέτουµε το Σχήµα 1.3.

Μέσω των παραπάνω ϐασικών διανυσµάτων, ορίζουµε τρία χαρακτηριστικά

επίπεδα, που επίσης συνοδεύουν την καµπύλη. Ακριβέστερα, για κάθε σηµείο

s ∈ J , τα κάθετα µεταξύ τους διανύσµατα T (s) και N(s) ορίζουν ένα επίπεδο

E. Το (µοναδικό) επίπεδο που περνά από το σηµείο β(s) και είναι παράλληλο

προς το E (άρα και προς τα διάνύσµατα T (s), N(s)) ονοµάζεται εγγύτατο

επίπεδο (osculating plane) της β στο β(s). Το επίπεδο, που διέρχεται από το

β(s) και είναι παράλληλο προς το επίπεδο των N(s) και B(s) καλείται κάθετο

επίπεδο (normal plane) της β στο σηµείο β(s), ενώ το επίπεδο που διέρχεται

από το β(s) και είναι παράλληλο προς το επίπεδο των T (s) και B(s) καλείται

ευθειοποιούν επίπεδο (rectifying plane) της β στο σηµείο β(s).

( )T s

( )B s

( )N s

Κάθετο

επίπεδο

Εγγύτατο
επίπεδο

Ευθειοποιούν
επίπεδο

Σχήµα 1.4

Προφανώς, το εγγύτατο επίπεδο (στο β(s)) είναι κάθετο στο διάνυσµα B(s),
το κάθετο επίπεδο είναι κάθετο στο T (s) και το ευθειοποιούν επίπεδο είναι κά-

ϑετο στο N(s). Οι τελευταίες ιδιότητες χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό

των αντιστοίχων εξισώσεων των επιπέδων αυτών, όπως εξηγούµε στις ασκήσεις

του παρόντος κεφαλαίου.



1.3. ΚΑΜΠΥΛ�ΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΣΤΡ�ΕΨΗ 13

Στα Σχήµατα 1.3 και 1.4 απεικονίζονται τα προηγούµενα επίπεδα. Ση-

µειώνουµε ότι και στα δύο έχουµε µεταθέσει τα διανύσµατα {T (s), N(s), B(s)}
στο σηµείο β(s), οπότε το εγγύτατο επίπεδο ταυτίζεται µε το επίπεδο των T (s),
N(s)) κ.ο.κ.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε και ένα άλλο ϐασικό, για την µελέτη µιας καµ-

πύλης, µέγεθος. Επειδή < N(s), B(s) >= 0, για κάθε s ∈ J , παραγωγίζον-

τας τη συνάρτηση < N,B >= 0 [ϐλ. και τις ανάλογες σχέσεις (1.1.6), (1.1.8)]

ϐρίσκουµε ότι

< N ′(s), B(s) > + < N(s), B′(s) >= 0.

Τον πραγµατικό αριθµό

(1.3.6) τ(s) := − < N(s), B′(s) >=< N ′(s), B(s) >

ονοµάζουµε στρέψη (torsion) της καµπύλης β στο σηµείο β(s). Προφανώς

ορίζεται και η διαφορίσιµη συνάρτηση

(1.3.6′) τ : J ∋ s 7−→ τ(s) ∈ R.

Από την (1.3.6) προκύπτει ότι η στρέψη, αφού περιέχει την παράγωγο

B′(s), µετρά κατά κάποιον τρόπο την µεταβολή του δευτέρου καθέτου δια-

νύσµατος, άρα και τη µεταβολή του εγγυτάτου επιπέδου. Η µεταβολή του

τελευταίου ουσιαστικά καθορίζει τη ϑέση της καµπύλης στο χώρο, δηλαδή το

κατά πόσον η καµπύλη αποµακρίνεται από το επίπεδο, άρα διαφέρει από µια

επίπεδη καµπύλη. Την ακριβή σηµασία της στρέψης (όπως και της καµπυλό-

τητας) ϑα δούµε στο Θεώρηµα 1.3.5.

Πριν συνδέσουµε τα διανύσµατα του τριέδρου Frenet και τις παραγώγους

τους µε την καµπυλότητα και την στρέψη, αποδεικνύουµε το επόµενο ϐοηθη-

τικό συµπέρασµα.

1.3.2 Λήµµα. Αν u, v ∈ R3 µε ‖u‖ = 1 και u ⊥ v, τοτε

(u× v)× u = v.

Απόδειξη. ΄Εστω u = (a, b, c) και v = (x, y, z). Τότε

u× v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
a b c
x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (bz − cy)e1 − (az − cx)e2 + (ay − bx)e3

= (bz − cy, cx− az, ay − bx).



14 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ

Εποµένως,

(u× v)× u =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
bz − cy cx− az ay − bx
a b c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= [c(cx− az)− b(ay − bx)]e1 − [c(bz − cy)− a(ay − bx)]e2+

+ [b(bz − cy)− a(cx− az)]

= (c2x− acz − aby + b2x)e1 − (cbz − c2y − a2y + abx)e2+

+ (b2z − bcy − acx+ a2z)e3 =

= ((1− a2)x− acz − aby, (1− b2)y − abx− cbz,

(1− c2)z − bcy − acx)

= (x− a(ax+ by + cz), y − b(ax+ by + cz),

z − c(ax+ by + cz))

= (x− a < u, v >, y − b < u, v >, z − c < u, v >)

= (x, y, z) = v,

που είναι η Ϲητούµενη ισότητα.

1.3.3 Πόρισµα. Ισχύουν οι σχέσεις :

T (s)×N(s) = B(s),

N(s)×B(s) = T (s),

B(s)× T (s) = N(s).

Απόδειξη. Η πρώτη σχέση είναι ακριβώς η (1.3.5), δηλαδή ο ορισµός του B(s).
Για την τρίτη παρατηρούµε ότι

B(s)× T (s) = (T (s)×N(s))× T (s) = N(s).

Τέλος, για την δεύτερη σχέση εχουµε:

N(s)×B(s) = N(s)× (T (S)×N(s)) =

= −(T (S)×N(s))×N(s) = (N(S)× T (s))×N(s) = T (s).

Ερχόµαστε τώρα στην απόδειξη των τύπων (εξισώσεων) Frenet­Serret, οι

οποίοι εκφράζουν τις παραγώγους T ′(s), N ′(s), B′(s) ως γραµµικούς συνδυα-

σµούς των ϐασικών διανυσµάτων µε συντελεστές την καµπυλότητα και στρέ-

ψης. Αποδείχτηκαν (ανεξαρτητα) από τους F. Frenet και J. Serret.
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1.3.4 Θεώρηµα. ΄Εστω β : J → R3 µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, µε

k > 0 και {T,N,B} το αντίστοιχο τρίεδρο του Frenet κατά µήκος της β. Τότε

ισχύουν οι σχέσεις (τύποι Frenet­Serret):

(F . 1) T ′ = kN

(F . 2) N ′ = −kT + τB

(F . 3) B′ = −τN .

Απόδειξη. Η (F. 1) προκύπτει από τον ορισµό του N(s) [ϐλ. σχέση (1.3.4)].

Για την (F. 2) προχωρούµε ως εξής : Επειδή, για κάθε s ∈ J , τα διανύσµατα

T (s), N(s) και B(s) αποτελούν ορθοκανονική ϐάση, υπάρχουν µονοσήµαντα

ορισµένες συναρτήσεις a, b, c : J → R, έτσι ώστε

(1.3.7) N ′(s) = a(s)T (s) + b(s)N(s) + c(s)B(s), ∀ s ∈ J.

Για να προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις a, b, c ϑα σχηµατίσουµε το εσωτερι-

κό γινόµενο της (1.3.7) διαδοχικά µε τα διανύσµατα T (s), N(s), B(s). Στην

πρώτη περίπτωση έχουµε ότι

< N ′(s), T (s) > = a(s)< T (s), T (s) > + b(s)< N(s), T (s) >

+ c(s)< B(s), T (s) >

= a(s)1 + b(s)0 + c(s)0 = a(s).

Απ᾿ το άλλο µέρος, η παραγώγιση της σχέσης < T,N >= 0 δίνει ότι

< T,N >′=< T ′, N > + < T,N ′ >= 0,

άρα, µαζί µε την (F. 1),

< T,N ′ >= − < T ′, N >= − < kN,N >= −k · 1 = −k.

Εποµένως καταλήγουµε στη σχέση

a(s) = −k(s),

οπότε η (1.3.7) παίρνει την µορφή

(1.3.8) N ′(s) = −k(s)T (s) + b(s)N(s) + c(s)B(s), ∀ s ∈ J.

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία "εσωτερικά" µε N(s) έχουµε

< N ′(s), N(s) > = −k(s)< T (s), N(s) > + b(s)< N(s), N(s) >

+ c(s)< B(s), N(s) >

= −k(s)0 + b(s)1 + c(s)0 = b(s).
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Η σχέση < N,N >= 1 οδηγεί στην

< N,N >′= 2 < N,N ′ >= 0,

άρα

b(s) = 0,

µέσω της οποίας η (1.3.8) µετασχηµατίζεται στην

(1.3.9) N ′(s) = −k(s)T (s) + 0N(s) + c(s)B(s), ∀ s ∈ J.

Τέλος, από την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι

< N ′(s), B(s) > = −k(s)< T (s), B(s) > + 0< N(s), B(s) >

+ c(s)< B(s), B(s) >

= −k(s)0 + 0 + c(s)1 = c(s).

Αλλά η < B,N >= 0 δίνει ότι

< B,N >′=< B′, N > + < B,N ′ >= 0,

άρα, σύµφωνα µε την (1.3.6),

< B(s), N ′(s) >= − < B′(s), N(s) >= τ(s),

οπότε

c(s) = τ(s),

και η (1.3.9) µετασχηµατίζεται στην

N ′(s) = −k(s)T (s) + τ(s)B(s); ∀ s ∈ J,

δηλαδή καταλήγουµε στην (F. 2).

Για την (F. 3) αρκεί να παραγωγίσουµε την B = T × N , λαµβάνοντας

υπόψιν τις (F. 1), (F. 2) και τις σχέσεις του Πορίσµατος 1.3.3. Πράγµατι,

B′ = T ′ ×N + T ×N ′

= kN ×N + T × (−kT + τB)

= k · 0 + (−kT × T + τT ×B)

= −k · 0 + τT ×B

= −τN.
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Οι τύποι Frenet­Serret συνοψίζονται και στην επόµενη µορφή:

(1.3.10)





T ′

N ′

B′



 =





0 k 0
−k 0 τ
0 −τ 0



 .





T
N
B



.

Απο εδώ ϕαίνεται και ο µνηµονοτεχνικός κανόνας, µέσω του οποίου ϐρίσκουµε

αµέσως τους συντελεστές των (F. 1)–(F. 3): εµφανίζονται µόνον η καµπυλότη-

τα και η στρέψη (κατά σειράν), στην 2η γραµµή και την 2η στήλη, µε την

σηµειούµενη εναλλαγή προσήµων.

Το επόµενα αποτελέσµατα διαφωτίζουν το ϱόλο της καµπυλότητας και της

στρέψης µιας καµπύλης.

1.3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω β : J → R3 µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε

ισχύουν οι επόµενοι χαρακτηρισµοί :

(i) k = 0 εάν και µόνον εάν η β είναι ευθεία.

(ii) Αν k > 0, τότε τ = 0 εάν και µόνον εάν η β είναι επίπεδη.

Απόδειξη. (i) k = 0 ⇔ T ′ = β′′ = 0 ⇔ β′(s) = λ ⇔ β(s) = λs + µ [ϐλ.

και Παράδειγµα 1.1.1(1)]. Προφανώς, για να είναι η καµπύλη µοναδιαίας

ταχύτητας, ϑα πρέπει ‖λ‖ = 1.

(ii) Από τις σχέσεις B′ = −τN και τ = − < N,B′ > συνάγεται ότι

τ = 0 εάν και µόνον εάν B′ = 0, που µε τη σειρά του ισοδυναµεί µε το ότι η

απεικόνιση B = T ×N είναι σταθερή, δηλαδή για ένα so ∈ J ,

B(s) = B(so), ∀ s ∈ J.

Ετσι έχουµε

τ = 0 ⇒ B(s) = B(so) ∀ s ∈ J

⇒ T (s) ⊥ B(so), ∀ s ∈ J

⇒ < T (s), B(so) >=< β′(s), B(so) >= 0, ∀ s ∈ J

⇒ < β(s), B(so) >
′= 0, ∀ s ∈ J

⇒ < β(s), B(so) >= σταθερό, ∀ s ∈ J

⇒ < β(s), B(so) >=< β(so), B(so) >, ∀ s ∈ J

⇒ < β(s)− β(so), B(so) >= 0, ∀ s ∈ J

⇒ β(s)− β(so) ⊥ B(so), ∀ s ∈ J.

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι β(s)−β(so) ανήκει στο επίπεδο Eo των T (so)
και N(so), δηλαδή το β(s) ανήκει στο εγγύτατο επίπεδο Eo + β(so), για κάθε

s ∈ J .
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Αντιστρόφως, έστω ότι β(s) ∈ E, για κάποιο επίπεδο E, και έστω Eo το

επίπεδο (υπόχωρος του R2, διάστασης 2) που είναι παράλληλο µε το E και

περιέχει το 0. Τότε,

E = β(s) + Eo, ∀ s ∈ J.

Σταθεροποιώντας ένα so ∈ J , παίρνουµε ότι

β(s) ∈ β(so) + Eo, ∀ s ∈ J.

Αν το Eo παράγεται από µία ορθοκανονική ϐάση {u, v}, τότε

(1.3.11) β(s) = β(so) + λ(s)u+ µ(s)v; ∀ s ∈ J,

όπου λ, µ : J → R είναι διαφορίσιµες συναρτήσεις. Πραγµατικά, η διαφορισι-

µότητα της λ ελέγχεται ως εξής : Από την (1.3.11) έχουµε ότι

β(s)− β(so) = λ(s)u+ µ(s)v; ∀ s ∈ J,

οπότε, παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της τελευταίας µε

το u ϐρίσκουµε την

< β(s)− β(so), u > = < λ(s)u, u > + < µ(s)v, u >

= λ(s)1 + µ(s)0 = λ(s),

δηλαδή λ =< β − β(so), u >, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Παρόµοια

αποδεικνύεται και η διαφορισιµότητα της µ.

Παραγωγίζοντας τώρα την σχέση (1.3.11) έχουµε ότι

T (s) = β′(s) = λ′(s)u+ µ′(s)v ∈ Eo; ∀ s ∈ J,

η παραγώγιση της οποίας οδηγεί στην

N(s) =
1

k(s)
T ′(s) =

1

k(s)
(λ′′(s)u+ µ′′(s)v) ∈ Eo, ∀ s ∈ J.

΄Αρα, το επίπεδο των T (s) και N(s) είναι σταθερά το Eo και το διάνυσµα B(s)
είναι σταθερά το ένα από τα δύο µοναδιαία διανύσµατα που είναι κάθετα στο

Eo. Εποµένως, λόγω της σταθερότητας του B(s) και της (1.3.6), προκύπτει

ότι τ = 0.

1.3.6 Θεώρηµα. ΄Εστω β : J → R3 µια επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτη-

τας. Τότε η β είναι τµήµα κύκλου εάν και µόνον εάν έχει σταθερή καµπυλότητα

k > 0.
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Απόδειξη. Αν η β είναι τµήµα κύκλου κέντρου (xo, yo) και ακτίνας r, τότε

δίνεται από τον τύπο

β(s) = r
(

cos
s

r
, sin

s

r

)

+ (xo, yo); s ∈ J ⊆ [0, 2π],

απ᾿ όπου παίρνουµε τις σχέσεις

T (s) = β′(s) =
(

− sin
s

r
, cos

s

r

)

,

T ′(s) = β′′(s) =
1

r

(

− cos
s

r
, − sin

s

r

)

και

k(s) = ‖T ′(s)‖ =
1

r
.

Αντιστρόφως, έστω ότι η β έχει σταθερή καµπυλότητα k > 0 και µηδενική

στρέψη. Θεωρούµε την απεικόνιση

γ(s) := β(s) +
1

k
N(s).

Η γ είναι προφανώς διαφορίσιµη και

γ′(s) = β′(s) +
1

k
N ′(s)

= T (s) +
1

k
(−kT (s) + τB(s))

= T (s)− T (s) + 0 = 0,

δηλαδή η γ είναι σταθερή. Αν a := γ(s) ∈ R3 είναι η σταθερή τιµή της γ, τότε

‖β(s)− a‖ =
1

k
‖N(s)‖ =

1

k
= r,

δηλ. τα σηµεία β(s) ανήκουν στην σφαίρα µε κέντρο a και ακτίνα r. Επειδή

η β είναι επίπεδη, ολοκληρώνεται η απόδειξη.

1.3.7 Παρατηρήσεις. 1) Από την προηγούµενη απόδειξη ϕαίνεται ότι η ακτί-

να του κύκλου είναι ακριβώς η ακτίνα καµπυλότητας της β [ϐλ. σχέση (1.3.3)],

ενώ το κέντρο είναι το σηµείο β(s) + 1
kN(s).

2) Από τα Θεωρηµατα 1.3.5 και 1.3.6 συνάγεται ότι η καµπυλότητα µετρά

το πόσο αποκλίνει η καµπύλη από το να είναι ευθεία, ενώ η στρέψη µετρά την

απόκλιση από το να είναι η καµπύλη επίπεδη.



20 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ

1.4 Καµπυλότητα και στρέψη τυχαίας κανονικής καµ-

πύλης

Το τρίεδρο Frenet καθώς η καµπυλότητα και η στρέψη µιας καµπύλης β ορί-

στηκαν προηγουµένως µε την προϋπόθεση ότι η β είναι καµπύλη µοναδιαίας

ταχύτητας. Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε µια τυχαία κανονική καµπύλη

α : I → R3. Σύµφωνα µε όσα είπαµε στην προηγούµενη παράγραφο, τα πα-

ϱαπάνω µεγέθη αναφέρονται σε ιδιότητες του συνόλου X = α(I) και όχι της

παραµέτρησης (απεικόνισης) α. Εποµένως, ο επόµενος ορισµός είναι εντελώς

ϕυσιολογικός.

1.4.1 Ορισµός. ΄Εστω α µια τυχαία κανονική καµπύλη και ᾱ η παραµέτρησή

της µέσω του µήκους τόξου (ϐλ. Θεώρηµα 1.2.2). Αν T̄ , N̄ , B̄, k̄, τ̄ είναι το τρί-

εδρο Frenet, η καµπυλότητα και η στρέψη της ᾱ, τότε ορίζουµε τα αντίστοιχα

µεγέθη T,N,B, k, τ της α µέσω των τύπων

T (t) := T̄ (s(t)),( i )

N(t) := N̄(s(t)),( ii )

B(t) := B̄(s(t)),( iii )

k(t) := k̄(s(t)),( iv )

τ(t) := τ̄(s(t)).( v )

1.4.2 Θεώρηµα. Αν α : I → R3 είναι µια (τυχαία) κανονική καµπύλη, τότε

k =
‖α′ × α′′‖
‖α′‖3

.

Απόδειξη. ΄Εστω α µια κανονική καµπύλη και ᾱ = α ◦ h η αναπαραµέτρησή

της µέσω του µήκους τόξου, όπου h = s−1 και s το µήκος τόξου. Τότε

α = ᾱ ◦ s, οπότε, για κάθε t ∈ I, έχουµε τις σχέσεις

α′(t) = (ᾱ ◦ s)′(t) = s′(t)ᾱ′(s(t)) = s′(t)T̄ (s(t)),(1.4.1)

α′′(t) = s′′(t)T̄ (s(t)) + s′(t)2(T̄ ′(s(t))

= s′′(t)T̄ (s(t)) + s′(t)2k̄(s(t))N̄ (s(t))
(1.4.2)

οπότε

α′(t)× α′′(t) = s′(t)T̄ (s(t))× [s′′(t)T̄ (s(t))+

+ s′(t)2k̄(s(t))N̄ (s(t))],
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ή

(1.4.3)

α′(t)× α′′(t) = s′(t)s′′(t)[T̄ (s(t))× T̄ (s(t))]+

+ s′(t)3k̄(s(t))[T̄ (s(t))× N̄(s(t))]

= 0 + s′(t)3k̄(s(t))B̄(s(t))

= ‖α′(t)‖3k̄(s(t))B̄(s(t)).

΄Αρα

‖α′(t)× α′′(t)‖ = ‖α′(t)‖3k̄(s(t)),

απ᾿ όπου προκύπτει η

k(t) := k̄(s(t)) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖3
,

δηλαδή η Ϲητούµενη σχέση.

1.4.3 Θεώρηµα. Αν η α είναι µια κανονική καµπύλη µε k > 0, τότε

τ =
< α′ × α′′, α′′′ >

‖α′ × α′′‖2 =
[α′α′′α′′′]

‖α′ × α′′‖2
.

Απόδειξη. Οπως προηγουµένως, ϑεωρούµε την αναπαραµέτρηση ᾱ της α µέ-

σω του µήκους τόξου. Από την σχέση (1.4.2) ϐρίσκουµε ότι

α′′′(t) = s′′′(t)T̄ (s(t)) + s′(t)s′′(t)T̄ ′(s(t)) +

+[s′(t)2k̄(s(t))]′N̄(s(t)) + s′(t)3k̄(s(t))N̄ ′(s(t))

= s′′′(t)T̄ (s(t)) + s′(t)s′′(t)k̄(s(t))N̄ (s(t)) +

+[s′(t)2k̄(s(t))]′N̄(s(t))− s′(t)3k̄(s(t))2T̄ (s(t)) +

+s′(t)3k̄(s(t))τ̄ (s(t))B̄(s(t))

= X(t)T̄ (s(t)) + Y (t)N̄(s(t)) + Z(t)B̄(s(t)),

όπου ϑέσαµε

X(t) = s′′′(t)− s′(t)3k̄(s(t))2,

Y (t) = s′(t)s′′(t)k̄(s(t)) + [s′(t)2k̄(s(t))]′,

Z(t) = s′(t)3k̄(s(t))τ̄ (s(t)).
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Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν την (1.4.3) και ότι το B̄(s(t)) είναι κάθετο προς τα

T̄ (s(t)) και N̄(s(t)), έχουµε:

< α′(t)× α′′(t) , α′′′(t) > = s′(t)3k̄(s(t)) < B̄(s(t)), α′′′(t) >

= s′(t)3k̄(s(t))X(t) < B̄(s(t)), T̄ (s(t)) > +

+ s′(t)3k̄(s(t))Y (t) < B̄(s(t)), N̄ (s(t)) > +

+ s′(t)3k̄(s(t))Z(t) < B̄(s(t)), B̄(s(t)) >

= 0 + 0 + s′(t)6k̄(s(t))2τ̄(s(t))

= ‖α′(t)× α′′(t)‖2τ̄(s(t)),

απ᾿ όπου παίρνουµε την

τ(t) := τ̄(s(t)) =
< α′(t)× α′′(t), α′′′(t) >

‖α′(t)× α′′(t)‖2
,

µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη.

1.5 Το τρίεδρο Frenet µιας τυχαίας καµπύλης

Θα υπολογίσουµε τώρα τα διανύσµατα T (t), N(t) και B(t) (ϐλ. Ορισµό 1.4.1),

για µία τυχαία κανονική καµπύλη α, µε µη µηδενική καµπυλότητα.

1.5.1 Θεώρηµα. ΄Εστω α : I → R3 µια κανονική καµπύλη, όχι κατ᾿ ανάγκη

µοναδιαίας ταχύτητας, µε µη µηδενική καµπυλότητα, και {T (t), N(t), B(t)} το

αντίστοιχο τρίεδρο Frenet. Τότε

T (t) =
α′(t)

‖α′(t)‖
,(1.5.1)

N(t) =

(

α′(t)× α′′(t)
)

× α′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖ · ‖α′(t)‖
,(1.5.2)

B(t) =
α′(t)× α′′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖
.(1.5.3)

Απόδειξη. ΄Εστω ᾱ = α ◦ h η αντίστοιχη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας (ϐλ.

Θεώρηµα 1.2.2), όπου h = s−1 και s το µήκος τόξου. Τότε

T (t) = T̄ (s(t)) = ᾱ′(s(t)) = (α ◦ h)′(s(t))

= α′(h(s(t)))h′(s(t)) = α′(t) · 1

s′(t)

=
α′(t)

‖α′(t)‖
.
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Ανάλογα, από την σχέση T = T̄ ◦ s, παίρνουµε την T̄ = T ◦ h, εποµένως

N(t) = N̄(s(t)) =
T̄ ′(s(t))

k̄(s(t))
=

(T ◦ h)′(s(t))
k(t)

=
T ′(h(s(t)))h′(s(t))

k(t)
=

T ′(t)

k(t)s′(t)

=
T ′(t)

s′(t)
· ‖α′(t)‖3
‖α′(t)× α′′(t)‖

= T ′(t)
‖α′(t)‖2

‖α′(t)× α′′(t)‖
.

Από την παραπάνω ισότητα, έχουµε ότι T ′(t) και N(t) είναι συγγραµµικά.

Επειδή T (t) ⊥ N(t), είναι και T (t) ⊥ T ′(t). Επίσης προφανώς ‖T (t)‖ = 1.

΄Αρα, εφαρµόζοντας το Λήµµα 1.3.2 για u = T (t) και v = T ′(t), παίρνουµε

T ′(t) = (T (t)× T ′(t))× T (t).

Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι T (t) =
α′(t)

s′(t)
[ϐλ. σχέση (1.5.1)] και

T ′(t) =
α′′(t)s′(t)− α′(t)s′′(t)

s′(t)2
,

ϐρίσκουµε ότι

T ′(t) =

(

α′(t)

s′(t)
× α′′(t)s′(t)− α′(t)s′′(t)

s′(t)2

)

× α′(t)

s′(t)

=
1

s′(t)4
[(α′(t)× α′′(t)s′(t)− α′(t)× α′(t)s′′(t)]× α′(t)

=
1

s′(t)3
[(α′(t)× α′′(t))× α′(t)],

απ᾿ όπου προκύπτει η

N(t) =

(

α′(t)× α′′(t)
)

× α′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖ · ‖α′(t)‖
.

Τέλος,

B(t) = B̄(s(t)) = T̄ (s(t))× N̄(s(t)) = T (t)×N(t)

=
α′(t)

‖α′(t)‖ × (α′(t)× α′′(t)) × α′(t)

‖α′(t)‖ · ‖α′(t)× α′′(t)‖

=
α′(t)

‖α′(t)‖ ×
(

α′(t)× α′′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖ × α′(t)

‖α′(t)‖

)

=
α′(t)× α′′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖
,



24 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ

όπου στην τελευταία ισότητα, έχει πάλι χρησιµοποιηθεί το Λήµµα 1.3.2, για

u =
α′(t)

‖α′(t)‖ και v =
α′(t)× α′′(t)

‖α′(t)× α′′(t)‖
.

1.5.2 Θεώρηµα. ΄Εστω α : I → R3 µια κανονική καµπύλη, όχι κατ΄ ανάγκη

µοναδιαίας ταχύτητας, µε µη µηδενική καµπυλότητα, και {T,N,B} το αντί-

στοιχο τρίεδρο Frenet (κατά µήκος της α). Τότε ισχύουν οι (γενικευµένοι) τύποι

Frenet­Serret:

(F ′. 1) T ′ = kvN ,

(F ′. 2) N ′ = −kvT + τvB,

(F ′. 3) B′ = −τvN ,

όπου v(t) := ‖α′(t)‖ το µέτρο της ταχύτητας της α στο t ∈ I.

Απόδειξη. Θεωρούµε την αναπαραµέτρηση ᾱ : J → R3 της α µέσω του µή-

κους τόξου και το τρίεδρο Frenet {T̄ , N̄ , B̄} κατά µήκος της ᾱ. Για κάθε t ∈ I,

είναι

T ′(t) = (T̄ ◦ s)′(t) = T̄ ′(s(t))s′(t) = k̄(s(t))N̄ (s(t))s′(t)

= k(t)v(t)N(t),

N ′(t) = (N̄ ◦ s)′(t) = N̄ ′(s(t))s′(t)

= −k̄(s(t))s′(t)T̄ (s(t)) + τ̄(s(t))s′(t)B̄(s(t))

= −k(t)v(t)T (t) + τ(t)v(t)B(t),

B′(t) = (B̄ ◦ s)′(t) = B̄′(s(t))s′(t) = −τ̄(s(t))N̄ (s(t))s′(t)

= −τ(t)v(t)N(t),

οπότε η απόδειξη των τύπων είναι πλήρης.

1.6 Προσανατολισµός

Ας ϑεωρήσουµε δύο διατεταγµένες ϐάσεις (u1, u2, u3) και (v1, v2, v3) του R3.

Λέµε ότι οι ανωτέρω ϐάσεις έχουν τον ίδιο προσανατολισµό, αν ο αντίστοιχος

πίνακας αλλαγής ϐάσης έχει ϑετική ορίζουσα.

Η προηγούµενη σχέση είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο των δια-

τεταγµένων ϐάσεων του R3, που τις χωρίζει σε δύο κλάσεις ισοδυναµίας. Οι

ϐάσεις που έχουν ίδιο προσανατολισµό µε την συνήθη (ορθοκανονική) ϐάση

(e1, e2, e3) λέγονται ϑετικά προσανατολισµένες και οι υπόλοιπες αρνητικά

προσανατολισµένες.

1.6.1 Λήµµα. Αν a, b είναι δύο γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα του R3, τότε

η τριάδα (a, b, a × b) είναι µια ϑετικά προσανατολισµένη ϐάση.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι a = (a1, a2, a3) και b = (b1, b2, b3). Τότε

a× b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1),

και ο πίνακας αλλαγής ϐάσης εχει ορίζουσα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 a2b3 − a3b2
a2 b2 a3b1 − a1b3
a3 b3 a1b2 − a2b1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a1b2 − a2b1)
2 + (a2b3 − a3b2)

2 + (a3b1 − a1b3)
2,

που είναι γνήσια ϑετική. Εποµένως, η τριάδα (a, b, a×b) είναι πράγµατι ϐάση,

ϑετικά ορισµένη.

1.6.2 Πόρισµα. Αν α : I → R3 είναι µια κανονική καµπύλη, το τρίεδρο Frenet

σε κάθε σηµείο t ∈ I είναι µια ϑετικά προσανατολισµένη ϐάση του R3.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια καµπύλη α : I → R3 και µια τυχαία αναπα-

ϱαµέτρησή της β := α ◦ h : J → R3. Λέµε ότι οι α και β έχουν τον ίδιο

προσανατολισµό, αν h′(t) > 0, για κάθε t ∈ J . ∆ιαφορετικά, αν h′(t) < 0,

για κάθε t ∈ J , λέµε ότι έχουν αντίθετο προσανατολισµό.

1.6.3 Πρόταση. Αν α : I = [a, b] → R3 είναι µια κανονική καµπύλη και

β := α ◦h : [0, L(α)] → R3 η αναπαραµέτρησή της µέσω του µήκους τόξου, τότε

α και β έχουν τον ίδιο προσανατολισµό.

Επίσης, η καµπύλη γ : [0, L(α)] → R3 µε γ(s) := β(L(α)− s) είναι αναπα-

ϱαµέτρηση της α, µοναδιαίας ταχύτητας και αντίθετου προσανατολισµού.

Απόδειξη. Για την β, λόγω της (1.2.1), έχουµε ότι

h′(s(t)) =
1

s′(t)
=

1

‖α′(t)‖ > 0,

για κάθε t ∈ I. Αντιστοίχως για την γ, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

γ = α ◦ h ◦ λ,

όπου η λ είναι η αµφιδιαφόριση µε λ(s) = L(α)− s και λ′(s) = −1, για κάθε

s ∈ [0, L(α)]. ΄Αρα (h ◦ λ)′(s) = h′(λ(s)) · λ′(s) < 0.

1.6.4 Εφαρµογή. Να ϐρεθεί πώς σχετίζεται το τρίεδρο Frenet, η καµπυλότητα

και η στρέψη µιας αναπαραµέτρησης µε τον προσανατολισµό της.
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΄Εστω β = α ◦ h µια τυχαία αναπαραµέτρηση της α. Τότε

β′(t) = (α ◦ h)′(t) = α′(h(t))h′(t),

β′′(t) = (α′(h(t))h′(t))′ = α′′(h(t))h′(t)2 + α′(h(t))h′′(t),

β′′′(t) = [α′′(h(t))h′(t)2 + α′(h(t))h′′(t)]′

= h′(t)3α′′′(h(t)) + 3h′(t)h′′(t)α′′(h(t)) + h′′′(t)α′(h(t)),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

β′(t)× β′′(t) = h′(t)3(α′(h(t)) × α′′(h(t))),

(β′(t)× β′′(t))× β′(t) = h′(t)4((α′(h(t))× α′′(h(t))) × α′(h(t)))

και

< β′(t)× β′′(t),β′′′(t) >= h′(t)6 < α′(h(t)) × α′′(h(t)), α′′′(h(t)) > +

+ 3h′(t)4h′′(t) < α′(h(t)) × α′′(h(t)), α′′(h(t)) > +

+ h′′′(t)h′(t)3 < α′(h(t)) × α′′(h(t)), α′(h(t)) >

= h′(t)6 < α′(h(t)) × α′′(h(t)), α′′′(h(t)) >.

Εποµένως, το εφαπτόµενο διάνυσµα Tβ(t) της β στο β(t) είναι

Tβ(t) =
β′(t)

‖β′(t)‖ =
(α ◦ h)′(t)

‖(α ◦ h)′(t)‖ =
α′(h(t)) · h′(t)

‖α′(h(t))‖ · |h′(t)| = Tα(h(t)) ·
h′(t)

|h′(t)|
,

δηλαδή, αν η β έχει ίδιο προσανατολισµό µε την α, τότε η β διατηρεί την

κατεύθυνση της ταχύτητας της α (: την ευθεία πάνω στην οποία κείται το διά-

νυσµα της ταχύτητας) και την ϕορά, ενώ αν έχει τον αντίθετο προσανατολισµό,

τότε αντιστρέφει την ϕορά.

Για το πρώτο κάθετο διάνυσµα Nβ(t) έχουµε:

Nβ(t) =
(β′(t)× β′′(t))× β′(t)

‖β′(t)× β′′(t)‖ · ‖β′(t)‖

=
h′(t)4

|h′(t)|4 · (α′(h(t)) × α′′(h(t))) × α′(h(t))

‖α′(h(t)) × α′′(h(t))‖ · ‖α′(h(t))‖
= Nα(h(t)),

δηλαδή η β αφήνει το πρώτο κάθετο διάνυσµα αναλλοίωτο, ανεξαρτήτως του

προσανατολισµού της.

Η διγραµµικότητα του εξωτερικού γινοµένου µας δίνει για το δεύτερο κά-

ϑετο διάνυσµα:

Bβ(t) = Tβ(t)×Nβ(t) =
h′(t)

|h′(t)| · Tα(h(t)) ×Nα(h(t)) =
h′(t)

|h′(t)| ·Bα(h(t)),
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δηλαδή, αν η β έχει ίδιο προσανατολισµό µε την α, τότε η β διατηρεί το

δεύτερο κάθετο διάνυσµα, ενώ αν έχει τον αντίθετο προσανατολισµό, τότε το

αντιστρέφει.

Ακόµη, για την καµπυλότητα kβ της β ϐρίσκουµε ότι

kβ(t) =
‖β′(t)× β′′(t)‖

‖β′(t)‖3 =
|h′(t)|3‖α′(h(t)) × α′′(h(t))‖

|h′(t)|3‖α′(h(t))‖ = kα(h(t)),

δηλαδή, η καµπυλότητα µένει αναλλοίωτη από τις αναπαραµετρήσεις. Τέλος,

για την στρέψη, παρατηρούµε ότι

τβ(t) =
< β′(t)× β′′(t), β′′′(t) >

‖β′(t)× β′′(t)‖2

=
h′(t)6

|h′(t)|6 · < α′(h(t)) × α′′(h(t)), α′′′(h(t)) >

‖α′(h(t)) × α′′(h(t))‖2

= τα(h(t)),

δηλαδή και η στέψη µένει αναλλοίωτη.

Από τα προηγούµενα συνάγεται ότι τα µεγέθη N , k και τ δεν εξαρτώνται από

τον τρόπο µε τον οποίο διατρέχεται η καµπύλη, δηλαδή είναι "εσωτερικά"

( intrinsic) µεγέθη της καµπύλης.

1.7 Κανονική µορφή καµπύλης

΄Εστω α : J → R3 µια διαφορίσιµη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και so ∈ J .

Επιλέγουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων, τέτοιο ώστε το α(so) να συµπίπτει

µε την αρχή των αξόνων, δηλαδή α(so) = 0, και εφαρµόζουµε την στροφή που

κάνει το T (so) να συµπέσει µε το e1 και το N(so) να συµπέσει µε το e2. Τότε

κατ᾿ ανάγκην B(so) = e3.
Γνωρίζουµε ότι, για ένα τυχαίο s ∈ J , είναι

α′(s) = T (s),

α′′(s) = T ′(s) = k(s)N(s),

α′′′(s) = (k(s)N(s))′ = k′(s)N(s) + k(s)N ′(s)

= −k(s)2T (s) + k′(s)N(s) + k(s)τ(s)B(s).

΄Αρα, ιδιαιτέρως για το σηµείο so, έχουµε

α(so) = 0,

α′(so) = T (so) = e1,

α′′(so) = k(so)N(so) = k(so)e2,

α′′′(so) = −k(so)
2e1 + k′(so)e2 + k(so)τ(so)e3.
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Απ᾿ το άλλο µέρος, λόγω του Θεωρήµατος του Taylor, είναι

α(s) = α(so) +
α′(so)

1!
(s− so) +

α′′(so)

2!
(s− so)

2+

+
α′′′(so)

3!
(s− so)

3 +O(s3).

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω δεδοµένα στο προηγούµενο αναπτυγµα, κατα-

λήγουµε στη σχέση

α(s) = 0 + (s− so)e1 +
k(so)

2
(s− so)

2e2+

+
1

6
[−k(so)

2e1 + k′(so)e2 + k(so)τ(so)e3](s − so)
3 +O(s3)

=
[

(s− so)−
k(so)

2

6
(s− so)

3
]

e1+

+
[k(so)

2
(s− so)

2 +
k′(so)

6
(s− so)

3
]

e2+

+
[k(so)τ(so)

6
(s− so)

3
]

e3 +O(s3).

Η τελευταία καλείται κανονική µορφή ή παράσταση (canonical representa­

tion) της καµπύλης α στο α(so). Παραλείποντας σε κάθε συντεταγµένη τους

όρους µε την µεγαλύτερη δύναµη του (s− so) (που συγκλίνουν ταχύτερα στο

0, καθώς s → so), παίρνουµε την επόµενη προσέγγιση (approximation) της

α (κοντά στο so):

(1.7.1) α(s) ∼= (s− so)e1 +
k(so)

2
(s − so)

2e2 +
k(so)τ(so)

6
(s− so)

3e3.

Ισοδύναµα, έχουµε ότι

(1.7.1′) α(s) ∼=
(

s− so,
k(so)

2
(s− so)

2,
k(so)τ(so)

6
(s− so)

3
)

.

Θα προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε την µορφή που έχει η (τυχαία)

καµπύλη α κοντά στο so, « ϕωτογραφίζοντάς την από τρεις πλευρές », δηλα-

δή προβάλοντάς την στα επίπεδα που σχηµατίζουν οι άξονες του συστήµατος

συντεταγµένων. Εδώ το επίπεδο των x, y (δηλαδή το επίπεδο των e1 = T (so),
e2 = N(so)) είναι το εγγύτατο επίπεδο· το επίπεδο των x, z (: των e1 = T (so),
e3 = B(so)) είναι το ευθειοποιούν, ενώ αυτό των y, z (: των e2 = N(so),
e3 = B(so)) είναι το κάθετο επίπεδο.

΄Ετσι, η προβολή της α στο επίπεδο των x, y (: εγγύτατο επίπεδο) είναι

η
(

s − so ,k(so)
2 (s − so)

2
)

, οποτε, για x = s − so και y = k(so)
2 (s − so)

2,

καταλήγουµε στην

y =
k(so)

2
x2,
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που είναι σχέση δευτέρου ϐαθµού και παριστάνει µία παραβολή [ϐλ. Σχήµα

1.5(a)].

xx

y z

z

y

0t < 0t >

( )a ( )b

( )c

Σχήµατα 1.5

Η προβολή της α στο επίπεδο των x, z (: ευθειοποιούν επίπεδο) είναι η
(

s − so ,k(so)τ(so)
6 (s − so)

3
)

. Θέτοντας x = s − so και z = k(so)τ(so)
6 (s − so)

3

ϐρίσκουµε την σχέση τρίτου ϐαθµού (κυβική)

z =
k(so)τ(so)

6
x3

για την οποίαν έχουµε την εικόνα του Σχήµατος 1.5(b).

Τέλος, η προβολή της α στο επίπεδο των y, z (: κάθετο επίπεδο) είναι

η
(k(so)

2 (s − so)
2,k(so)τ(so)

6 (s − so)
3
)

, η οποία, για y = k(so)
2 (s − so)

2 και

z = k(so)τ(so)
6 (s− so)

3, οδηγεί στην

z2 =
2

9
.
τ(so)

2

k(so)
y3.



30 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ

Η προηγούµενη καµπύλη είναι γνωστή ως παραβολή Neil και την εικόνα της

αποδίδει το Σχήµα 1.5(c). Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η τελευταία

εξίσωση έχει έννοια επειδή k(so) > 0 (διαφορετικά η α ϑα ήταν ευθεία, οπότε

η ανάλυση κατά Taylor είναι τετριµµένη και οι προβολές της καµπύλης στα

τρία επίπεδα είναι ευθείες, άρα η προηγούµενη διαδικασία δεν δίνει καµιά

ιδιαίτερη πληροφορία).

Μια συνολική εικόνα και των τριών προβολών µας δίνει το επόµενο σχήµα.

x

y

z

a
( )a

( )b

( )c

Σχήµα 1.6

1.7.1 Εφαρµογή. ΄Εστω α : I → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και ση-

µείο to ∈ I τέτοιο ώστε, σε µια περιοχή Io = (to − ε, to + ε) του to, η καµπύλη

να µην έχει συνευθειακά σηµεία. Θεωρούµε και τα σηµεία to+t1, to+t2 ∈ Io.
Επειδή τα A := α(to), B := α(to+t1) και Γ := α(to+t2) δεν είναι συνευθεια-

κά, ορίζουν ένα επίπεδο P (A,B, Γ ). Ζητάµε να προσδιορίσουµε την οριακή

ϑέση του P (A,B, Γ ), όταν τα B και Γ συγκλίνουν στο A.
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Το επίπεδο P (A,B, Γ ) περνά από το A και είναι παράλληλο προς το ε-

πίπεδο των u = ~AB = α(to + t1) − α(to) και v = ~AΓ = α(to + t2) − α(to).
Θεωρούµε την ανάλυση Taylor της α

α(to + t) = α(to) + tα′(to) +
t2

2
α′′(to) +O(t2),

διαδοχικά για t = t1, t2, οπότε

u = t1α
′(to) +

t21
2
α′′(to) +O(t21),

v = t2α
′(to) +

t22
2
α′′(to) +O(t22).

Θέτουµε

u1 :=
u

t1
= α′(to) +

t1
2
α′′(to) +

O(t21)

t1
,

v1 :=
v

t2
= α′(to) +

t2
2
α′′(to) +

O(t22)

t2
.

Θεωρούµε και το διάνυσµα

w := 2
v1 − u1
t2 − t1

= α′′(to) +
2

t2 − t1

(

O(t22)

t2
− O(t21)

t1

)

.

Τα διανύσµατα u1, w είναι γραµµικοί συνδυασµοί των u και v, άρα ορίζουν το

ίδιο επίπεδο, εποµένως

lim
B,Γ→A

P (A,B, Γ ) = lim
t1,t2→0

P (u1, w) = P
(

lim
t1→0

u1, lim
t1,t2→0

w
)

= P
(

α′(to), α
′′(to)

)

= P (T (to), N(to)),

δηλαδή, στην οριακή του ϑέση το P (A,B, Γ ) συµπίπτει µε το εγγύτατο επί-

πεδο.

1.8 Ο εγγύτατος κύκλος

Ο εγγύτατος κύκλος, που ϑα µελετηθεί στη συνέχεια, ορίστηκε από τον G. W.

Leibniz, αναπτύχθηκε περαιτέρω από τους Jakob και Johann Bernoulli, και

χρησιµοποιήθηκε συστηµατικά από τον L. Euler για τον ορισµό της καµπυ-

λότητας.

΄Εστω α : J → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και so ∈ J σηµείο,

τέτοιο ώστε η καµπύλη να µην έχει συνευθειακά σηµεία σε µια περιοχή Jo του

so. Θεωρούµε δύο σηµεία s1, s2 ∈ Jo. Επειδή τα A := α(so), B := α(s1) και
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Γ := α(s2) δεν είναι συνευθειακά, ορίζουν ένα κύκλο C(K, r) [που ϐρίσκεται

πάνω στο επίπεδο P (A,B, Γ ) (ϐλ. Εφαρµογή 1.7.1)]. Θα προσδιορίσουµε την

οριακή ϑέση C(Ko, ro) του ανωτέρω κύκλου, όταν τα s1, s2 συγκλίνουν στο so.

K

r

: ( )
o

sA a=

1
( ) :s Ba =

2
: ( )saG =

( )oT s

( )oN s

( )oB s

oK

o
r

Σχήµα 1.7

Αρχικά σηµειώνουµε ότι, αφού κάθε κύκλος C(K, r) ανήκει στο αντίστοι-

χο επίπεδο P (A,B, Γ ), ο οριακός κύκλος C(Ko, ro) ϑα ανήκει στο οριακό

επίπεδο, δηλαδή στο εγγύτατο της α στο σηµείο α(so).

Θεωρούµε την διαφορίσιµη συνάρτηση

ρ : J −→ R : s 7→ ρ(s) := ‖α(s) −K‖2 = < α(s)−K,α(s) −K >,

για την οποία είναι

(1.8.1) ρ′(s) = 2 < α′(s), α(s) −K >= 2 < T (s), α(s) −K >

και

(1.8.2)
ρ′′(s) = 2 < T ′(s), α(s) −K > +2 < T (s), T (s) >

= 2 < k(s)N(s), α(s) −K > +2.

Εφ᾿ όσον

ρ(so) = ρ(s1) = ρ(s2) = r2,

από το ϑεώρηµα του Rolle προκύπτει ότι υπάρχει σηµείο s3 µεταξύ των so και

s1, καθώς και σηµείο s4 µεταξύ των so και s2, έτσι ώστε

(1.8.3) ρ′(s3) = ρ′(s4) = 0,
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οπότε η (1.8.1) δίνει ότι

< T (s3), α(s3)−K > = 0 = < T (s4), α(s4)−K >.

Από τις προηγούµενες ισότητες έχουµε ότι

(1.8.4) α(s3)−K ⊥ T (s3) και α(s4)−K ⊥ T (s4).

Επίσης, πάλι από το ϑεώρηµα του Rolle και τις (1.8.3), υπάρχει s5 µεταξύ των

s3 και s4 µε ρ′′(s5) = 0, άρα η (1.8.2) συνεπάγεται ότι

(1.8.5) < k(s5)N(s5), α(s5)−K >= −1.

Παρατηρούµε ότι όταν s1, s2 → so, οπότε K → Ko και r → ro, τότε και

s3, s4, s5 → so. Εποµένως η σχέση (1.8.4) δίνει οριακά την

α(so)−Ko ⊥ T (so),

άρα το διάνυσµα α(so) −Ko ανήκει στο επίπεδο P (N(so), B(so)). Οµως,

όπως παρατηρήσαµε στην αρχή, το α(so)−Ko ανήκει και στο εγγύτατο επί-

πεδο P (T (so), N(so)), άρα ανήκει στην ευθεία (τοµή των δύο προηγουµένων

επιπέδων) που παράγεται από το N(so), δηλαδή

(1.8.6) α(so)−Ko = λN(so),

για κάποιο λ ∈ R. Επίσης η (1.8.5) δίνει οριακά

(1.8.7) < k(so)N(so), α(so)−Ko >= −1.

Συνδυάζοντας τις (1.8.6) και (1.8.7) παίρνουµε

< k(so)N(so), λN(so) >= λk(so) = −1,

απ᾿ όπου

λ = − 1

k(so)
.

Αντικαθιστώντας την τελευταία στην (1.8.6) ϐρίσκουµε ότι

(1.8.8) Ko = α(so) +
1

k(so)
N(so)

και

(1.8.9) ro = ‖α(so)−Ko‖ = ‖λN(so)‖ = |λ| = 1

k(so)
.

Ο κύκλος C(Ko, ro) λέγεται εγγύτατος κύκλος (osculating circle) της α
στο α(so).
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1.8.1 Παρατηρήσεις. 1) Από την (1.8.9) προκύπτει ότι η καµπυλότητα της

καµπύλης α στο σηµείο α(so) είναι το αντίστροφο του µήκους της ακτίνας του

εγγύτατου κύκλου, άρα η ακτίνα καµπυλότητας της καµπύλης συµπίπτει µε

το µήκος της ακτίνας του κύκλου αυτού.

2) Ερµηνεύοντας την εικόνα α(I) µιάς καµπύλης α ως τροχιά ενός κινη-

τού, από την σχέση

N(so) =
1

k(so)
T ′(so) =

1

k(so)
α′′(so),

προκύπτει ότι το N(so) κατεύθυνεται προς το κοίλο µέρος της καµπύλης,

αφού η επιτάχυνση έχει µια τέτοια κατεύθυνση.

Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει "γεωµετρικά" µέσω του εγγύτατου κύκλου.

Πράγµατι, από την (1.8.8) έχουµε ότι

N(so) = k(so)
(

Ko − α(so)
)

=
1

ro

(

Ko − α(so)
)

,

άρα το N(so) κατεύθυνεται προς το κέντρο του εγγυτάτου κύκλου, που ϐρί-

σκεται στο κοίλο µέρος της καµπύλης (ϐλ. σχετικώς και την ΄Ασκσηση 2).

1.9 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα των Καµπυλών

Τα δύο αριθµητικά µεγέθη, η καµπυλότητα και η στρέψη, που αντιστοιχίσαµε

σε µια κανονική καµπύλη, καθορίζουν ουσιαστικά µονοσήµαντα την καµπύ-

λη. Πιό συγκεκριµµένα, δύο καµπύλες µε την ίδια καµπυλότητα και την ίδια

στρέψη διαφέρουν µόνο ως προς την ϑέση τους στο χώρο, και αντιστρόφως.

Υπενθυµίζουµε ότι µεταφορά (translation) κατά c ∈ R3 ονοµάζεται η

απεικόνιση

µc : R
3 −→ R

3 : u 7→ µc(u) := u+ c,

και στροφή (rotation) ονοµάζεται κάθε ορθογώνιος µετασχηµατισµός του R3

µε ϑετική ορίζουσα, µε άλλα λόγια κάθε γραµµική απεικόνιση

f : R3 → R
3

που διατηρεί τα εσωτερικά γινόµενα, δηλαδή

< f(u), f(v) >=< u, v >; ∀ u, v ∈ R
3,

και ο πίνακας της έχει ϑετική ορίζουσα (άρα διατηρεί τον προσανατολισµό των

ϐάσεων). Εποµένως, η f διατηρεί τις αποστάσεις, αντιστρέφεται (δηλαδή είναι

γραµµικός ισοµορφισµός) και διατηρεί τα εξωτερικά γινόµενα µε την έννοιαν

ότι ισχύει η σχέση

f(u× v) = f(u)× f(v), ∀ u, v ∈ R
3.
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Παρατηρούµε ότι οι µεταφορές και οι στροφές είναι διαφορίσιµες απει-

κονίσεις. Επί πλέον είναι αντιστρέψιµες : η αντίστροφη της µc είναι η µ−c,

δηλαδή είναι επίσης µία µεταφορά, ενώ η αντίστροφη µιάς στροφής είναι και

αυτή στροφή. Εποµένως µεταφορές και στροφές είναι αµφιδιαφορίσεις µε

αντίστροφες απεικονίσεις του ίδιου τύπου. ∆ιαπιστώνεται εύκολα ότι

f ◦ µc = µf(c) ◦ f.

Η σύνθεση µια µεταφοράς και µια στροφής ονοµάζεται στερεά κίνηση (rigid

motion).

1.9.1 Πρόταση. ΄Εστω α : J → R3 µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, και β
η καµπύλη που προκύπτει από µια στροφή f της α και µια µεταφορά µc, δηλ.

β(s) = f(α(s)) + c, ∀ s ∈ J.

Τότε η β είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, έχει ίδια καµπυλότητα και στρέ-

ψη µε την α, και το τρίεδρο Frenet της β είναι εικόνα του αντίστοιχου τριέδρου

της α µέσω της στροφής f .

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε kα, τα, Tα, Nα και Bα (αντιστ. kβ, τβ, Tβ, Nβ και

Bβ ) την καµπυλότητα, την στρέψη και το τρίεδρο Frenet της α (αντιστ. της β).

Τότε, λόγω της γραµµικότητας της f , της διατήρησης εσωτερικών/ εξωτερικών

γινοµένων και αποστάσεων, ϐρίσκουµε διαδοχικά :

Tβ(s) = β′(s) = (f ◦ α)′(s) = f(α′(s)) = f(Tα(s)),

‖Tβ(s)‖ = ‖f(Tα(s))‖ = ‖Tα(s)‖ = 1,

T ′
β(s) = (f ◦ Tα)

′(s) = f(T ′
α(s)),

kβ(s) = ‖T ′
β(s)‖ = ‖f(T ′

α(s))‖ = ‖T ′
α(s)‖ = kα(s),

Nβ(s) =
T ′
β(s)

kβ(s)
=

f(T ′
α(s))

kα(s)
= f

(T ′
α(s)

kα(s)

)

= f(Nα(s)),

Bβ(s) = Tβ(s)×Nβ(s) = f(Tα(s))× f(Nα(s))

= f
(

Tα(s)×Nα(s)
)

= f(Bα(s)),

B′
β(s) = (f ◦Bα)

′(s) = f(B′
α(s)),

τβ(s) = − < Nβ(s), B
′
β(s) >= − < f(Nα(s)), f(B

′
α(s)) >

= − < Nα(s), B
′
α(s) >= τα(s),

οπότε αποδεικνύονται οι ισχυρισµοί της πρότασης.

1.9.2 Παρατήρηση. Ας εξηγήσουµε την σχέση (f ◦α)′(s) = f(α′(s)) (και τις

άλλες ανάλογες), που χρησιµοποιήσαµε στην προηγούµενη απόδειξη.
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Α′ τρόπος: Σύµφωνα µε όσα αναφέρουµε στο Παράρτηµα Β′, έχουµε:

(f ◦ α)′(s) = [D(f ◦ α)(s)](1) = [Df(α(s)) ◦Da(s)](1)

= [f ◦Da(s)](1) = f([Da(s)](1)) = f(α′(s)).

Β′ τρόπος: Αν M είναι ο πίνακας της f (ως προς την ϕυσική ϐάση του R3),

ϑα είναι f(α(s)) = M ·
(

α1(s), α2(s), α3(s)
)t

, όπου ο εκθέτης t συµβολίζει

τον ανάστροφο πίνακα. Εποµένως, η διγραµµικότητα του πολλαπλασιασµού

πινάκων, δίνει ότι ∗

(f ◦ α)′(s) = M ′ ·
(

α1(s), α2(s), α3(s)
)t

+M ·
(

α′
1(s), α

′
2(s), α

′
3(s)

)t

= M ·
(

α′
1(s), α

′
2(s), α

′
3(s)

)t
= f(α′(s)).

Ερχόµαστε τώρα στη διατύπωση και απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρή-

µατος των Καµπυλών

1.9.3 Θεώρηµα. ΄Εστω k(s) > 0 και τ(s), s ∈ J = [0, a], δύο διαφορίσιµες

πραγµατικές συναρτήσεις. Τότε υπάρχει µια καµπύλη α : J → R3 µοναδιαίας

ταχύτητας µε καµπυλότητα k και στρέψη τ . Επιπλέον, η β είναι µια άλλη

κανονική καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες, εάν και µόνον εάν η β διαφέρει από

την α κατά µία στερεά κίνηση.

x

y

z

0( )T s

0( )B s

0( )N s

0( )T s

0( )B s

0( )N s

0( )sa

1e

2e
0

3e

a

b

∗Φυσικά, στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε και στοιχειωδώς: Αν M = (bij)i,j=1,2,3, αρκεί

να παραγωγίσουµε τον πίνακα M ·

(

α1(s), α2(s), α3(s)
)t

=
(

Σ3

j=1bij · αj(s)
)t

i=1,2,3
.
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Σχήµα 1.8

Απόδειξη. (1) Υπαρξη: Θεωρούµε το σύστηµα των εννέα διαφορικών εξισώσεων

T ′
i = k ·Ni, N

′
i = −k · Ti + τ ·Bi, B

′
i = −τNi, i = 1, 2, 3,

µε αρχικές συνθήκες

T1(0) = N2(0) = B3(0) = 1,

T2(0) = T3(0) = N1(0) = N3(0) = B1(0) = B2(0) = 0.

Αυτό είναι ένα σύστηµα γραµµικών οµογενών διαφορικών εξισώσεων µε δια-

ϕορίσιµους συντελεστές, και η γενική ϑεωρία των ∆ιαφορικών Εξισώσεων µας

εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσης

(T1, T2, T3, N1, N2, N3, B1, B2, B3),

µοναδικής για τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. Θέτουµε

T :=
3
∑

i=1

Tiei, N :=
3
∑

i=1

Niei, B :=
3
∑

i=1

Biei.

∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι η τριάδα (T,N,B) ικανοποιεί τις εξισώσεις

T ′ = kN

N ′ = −kT + τB

B′ = −τN

και τις συνθήκες

(T (0), N(0), B(0)) = (e1, e2, e3).

Θα αποδείξουµε ότι (T (s), N(s), B(s)) είναι µια ϑετικά προσανατολισµένη

ϐάση του R3, για κάθε s ∈ J . Θεωρούµε το γραµµικό οµογενές σύστηµα των

διαφορικών εξισώσεων

x′ = 2ky,

y′ = kw − kx+ τz,

z′ = kp− τy,

w′ = −2ky + 2τp,

p′ = −kz + τq − τw,

q′ = −2τp,

µε αρχικές συνθήκες

x(0) = w(0) = q(0) = 1, y(0) = z(0) = p(0) = 0.
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Παρατηρούµε ότι η εξάδα των σταθερών συναρτήσεων

x = w = q = 1, y = z = p = 0

είναι λύση του ανωτέρω συστήµατος, αλλά το ίδιο συµβαίνει και µε την εξάδα

x = < T, T >,

y = < T,N >,

z = < T,B >,

w = < N,N >,

p = < N,B >,

q = < B,B > .

Από το µονοσήµαντο των λύσεων συνάγεται ότι

< T, T >=< N,N >=< B,B >= 1,

< T,N >=< T,B >=< N,B >= 0,

εποµένως η τριάδα (T (s), N(s), B(s)) είναι ορθοκανονική ϐάση του R3, για

κάθε s ∈ J . Η ϐάση αυτή είναι ϑετικά προσανατολισµένη : Πράγµατι, η

απεικόνιση

d : J −→ R : s 7→

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T1(s) T2(s) T3(s)
N1(s) N2(s) N3(s)
B1(s) B2(s) B3(s)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

είναι συνεχής, παντού διάφορη του µηδενός και d(0) > 0. ΄Αρα είναι παντού

γνήσια ϑετική.

Ορίζουµε τώρα την καµπύλη

α(s) :=

∫ s

0
T (u)du :=

(
∫ s

0
T1(u)du,

∫ s

0
T2(u)du,

∫ s

0
T3(u)du

)

Προφανώς η α είναι τάξης C2. Επίσης, ‖α′‖ = ‖T‖ = 1, δηλ. η καµπύλη

α είναι µοναδιαίας ταχύτητας. Επειδή T ′ = kN , µε ‖N‖ = 1, η k είναι η

καµπυλότητα της α. Επίσης, το B είναι µοναδιαίο, κάθετο στα T και N , και

(T,N,B) είναι ϑετικά προσανατολισµένη ϐάση, άρα B = T ×N , ενώ

B′ = (T ′ ×N) + (T ×N ′) =

k(N ×N) + (−k(T × T ) + τ(T ×B)) = −τN,

άρα η τ είναι η στρέψη της α. Παρατηρούµε ότι για την α, που κατασκευά-

στηκε προηγουµένως, είναι α(0) = (0, 0, 0).
(2) Μονοσήµαντο: Αν β : J = [0, a] → R3 είναι µια άλλη καµπύλη µονα-

διαίας ταχύτητας, µε την ίδια καµπυλότητα k και στρέψη τ , ϑα δείξουµε ότι οι
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α και β διαφέρουν µόνο κατά την ϑέση στο χώρο. Πράγµατι : Συµβολίζουµε

µε {Tα, Nα, Bα} και {Tβ , Nβ, Bβ} τα τρίεδρα Frenet των α και β, αντιστοίχως,

και ϑεωρούµε την απεικόνιση

f : R3 −→ R
3 : xTα(0) + yNα(0) + zBα(0) 7→ xTβ(0) + yNβ(0) + zBβ(0).

Η f είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός που στέλνει την ορθοκανονική ϐάση

(Tα(0), Nα(0), Bα(0)) στην ορθοκανονική ϐάση (Tβ(0), Nβ(0), Bβ(0)), δηλ.

είναι µια στροφή. Θέτουµε c := β(0). Τότε η στερεά κίνηση g := f + c στέλνει

το α(0) = (0, 0, 0) στο β(0), ταυτίζοντας συγχρόνως τα τρίεδρα Frenet των δύο

καµπυλών (f ◦ α) + c και β στο 0. Συµβολίζουµε µε {Tg, Ng, Bg} το τρίεδρο

Frenet της g◦α = (f ◦α)+c και ϑεωρούµε τις παραγώγους (ϐλ. προηγούµενη

Πρόταση 1.9.1)

< Tg, Tβ >′ = < T ′
g, Tβ > + < Tg, T

′
β > =

= k(< Ng, Tβ > + < Tg, Nβ >)

< Ng, Nβ >′ = < N ′
g, Nβ > + < Ng, N

′
β >

= < −kTg + τBg, Nβ > + < Ng,−kTβ + τBβ >)

= −k(< Tg, Nβ > + < Ng, Tβ >) +

+τ(< Bg, Nβ > + < Ng, Bβ >)

< Bg, Bβ >′ = < B′
g, Bβ > + < Bg, B

′
β >

= −τ(< Ng, Bβ > + < Bg, Nβ >).

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε

(< Tg, Tβ > + < Ng, Nβ > + < Bg, Bβ >)′ = 0,

απ᾿ την οποίαν προκύπτει η

< Tg, Tβ > + < Ng, Nβ > + < Bg, Bβ >= σταθερά.

Επειδή

Tg(0) = f(Tα(0)) = Tβ(0),

Ng(0) = f(Nα(0)) = Nβ(0),

Bg(0) = f(Bα(0)) = Bβ(0),

ϑα είναι

(< Tg, Tβ > + < Ng, Nβ > + < Bg, Bβ >)(0) = 3,

άρα και

(1.9.1) (< Tg, Tβ > + < Ng, Nβ > + < Bg, Bβ >)(s) = 3, ∀ s ∈ J.
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Οµως, για οποιαδήποτε u, v ∈ R3, είναι < u, v >= ‖u‖ · ‖v‖ cos θ ≤ ‖u‖ · ‖v‖.

Στην σχέση (1.9.1) όλα τα διανύσµατα έχουν µήκος 1, άρα κάθε εσωτερικό

γινόµενο πρέπει να παίρνει την µέγιστη τιµή του 1, πράγµα που συµβαίνει

όταν cos θ = 0, οπότε Tg(s) = Tβ(s), Ng(s) = Nβ(s) και Bg(s) = Bβ(s), για

κάθε s ∈ J . Η ταύτιση των παραπάνω τριέδρων Frenet συνεπάγεται και την

ταύτιση των καµπυλών g ◦ α και β, αφού (g ◦ α)(0) = β(0) = c και

β(s) =

∫ s

0
Tβ(u)du + c =

∫ s

0
Tg(u)du+ c = (g ◦ α)(s)

για κάθε s ∈ J .

Κλείνοντας, σηµειώνουµε ότι οι εξισώσεις k = k(s) > 0 και τ = τ(s)
καλούνται ϕυσικές ή εσωτερικές εξισώσεις (natural or intrinsic equations)

µιάς καµπύλης στον χώρο, επειδή προσδιορίζουν πλήρως την καµπύλη (εκτός

από την ϑέση της).

1.10 Επίπεδες καµπύλες

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε τις ιδιαίτερες ιδιότητες που έχουν οι

επίπεδες καµπύλες. Ηδη γνωρίζουµε ότι µια καµπύλη είναι επίπεδη εάν και

µόνον εάν η στρέψη της είναι µηδέν. Μπορούµε πάντα να επιλέξουµε σύστηµα

συντεταγµένων ώστε η καµπύλη να παίρνει τιµές στο επίπεδο των x και y.

΄Εστω λοιπόν µια επίπεδη καµπύλη β : I → R2, µοναδιαίας ταχύτητας.

Τότε β = (β1, β2), οπότε

T (s) := (T1(s), T2(s)) = (β′
1(s), β

′
2(s))

και

‖T (s)‖ =
(

T1(s)
2 + T2(s)

2
)1/2

= 1.

Απ᾿ το άλλο µέρος, το κάθετο διάνυσµα N(s) (όπως το γνωρίζουµε από την

προηγούµενη γενική ϑεωρία) ϑα ϐρίσκεται και αυτό στο επίπεδο της καµπύ-

λης, αφού

N(s) =
1

k(s)
T ′(s) =

1

k(s)
lim

∆s→0

T (s+∆s)− T (s)

∆s

και τα T (s), T (s+∆s) ϐρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. ΄Ετσι, ενώ στον χώρο υπάρ-

χουν άπειρα µοναδιαία διανύσµατα κάθετα στο T (s), στο επίπεδο υπάρχουν

µόνο δύο : το (−T2(s), T1(s)) και το αντίθετό του (T2(s),−T1(s)). Αυτές είναι

και οι µόνες δυνατές τιµές του πρώτου κάθετου διανύσµατος N(s) (ϐλ. Σχήµα

1.9). Παρατηρούµε ότι αν N(s) = (−T2(s), T1(s)), το Ϲεύγος (T (s), N(s))
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είναι ϑετικά προσανατολισµένη ϐάση του R2, ενώ για N(s) = (T2(s),−T1(s)),
είναι αρνητικά προσανατολισµένη. Θέτουµε

N∗ := (−T2, T1),

εξασφαλίζοντας µε αυτόν τον τρόπο τον ϑετικό προσανατολισµό κάθε Ϲεύγους

(T (s), N∗(s)). Τότε

N∗ = ±N = ±T ′

k
=

T ′

±k
.

T

1T

*N

*N-

1T

2T

2T-

1T-

2T

Σχήµα 1.9

Προσαρτώντας το πρόσηµο στην καµπυλότητα k, παίρνουµε την προσηµα-

σµένη ή επίπεδη καµπυλότητα k∗, δηλαδή

k∗ := ±k οπότε k = |k∗|.

Εποµένως,

N∗ =
T ′

k∗
,

απ᾿ όπου προκύπτει η ανάλογη της (F. 1) [ϐλ. Θεώρηµα 1.3.4].

(1.10.1) T ′ = k∗N∗.

Για να ϐρούµε την ανάλογη της (F. 2), εργαζόµαστε όπως και στο Θεώρηµα

1.3.4. Συνοπτικά έχουµε: Αφού (T (s), N∗(s)) είναι (ορθοκανονική) ϐάση του
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R2, για το N ′
∗(s) ϑα υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένα a(s), b(s) ∈ R, ώστε

N ′
∗(s) = a(s)T (s)+b(s)N∗(s), για κάθε s ∈ I, άρα N ′

∗ = aT +bN∗. Συνεπώς,

< N∗, T >= 0 ⇒ < N ′
∗, T > + < N∗, T

′ >= 0

⇒ < aT + bN∗, T > + < N∗, k∗N∗ >= 0

⇒ a+ k∗ = 0

⇒ a = −k∗,

και ανάλογα

< N∗, N∗ >= 1 ⇒ < N ′
∗N∗ >= 0

⇒ < aT + bN∗, N∗ >= 0

⇒ b = 0,

άρα καταληγουµε στην

(1.10.2) N ′
∗ = −k∗T.

Οι σχέσεις (1.10.1) και (1.10.2) αποτελούν το ανάλογο των τύπων Frenet­

Serret µιας επίπεδης καµπύλης µοναδιαίας ταχύτητας.

Από την (1.10.1) προκύπτει ότι < T ′, N∗ >=< k∗N∗, N∗ >= k∗, δηλαδή

(1.10.2′) k∗ =< T ′, N∗ > .

Αντικαθιστώντας στην τελευταία ισότητα τα T ′ = (β′′
1 , β

′′
2 ) και N∗ = (−β′

2, β
′
1),

ϐρίσκουµε την επόµενη έκφραση της προσηµασµένης καµπύλότητας µέσω

των συντεταγµένων της καµπύλης (µοναδιαίας ταχύτητας) β:

(1.10.3) k∗ = β′
1β

′′
2 − β′′

1β
′
2.

Θα δούµε τώρα την γεωµετρική σηµασία της προσηµασµένης καµπυλότη-

τας : Ας υποθέσουµε πρώτα ότι k∗ > 0. Στην περίπτωση αυτή είναι k∗ = k
και

N∗ =
T ′

k∗
=

T ′

k
= N.

Εποµένως, όταν διατρέχουµε την καµπύλη κατά την ϕορά που αντιστοιχεί στην

αύξηση της παραµέτρου (χρόνου), το κοίλον µέρος της καµπύλης ϐρίσκεται

πρός το "αριστερό" µέρος του εφαπτοµένου διανύσµατος, όπως ϕαίνεται και
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στο πρώτο από τα Σχήµατα 1.10.

* 0k <

*N N=

*N N= -

NT

T

a

a

* 0k >

Σχήµατα 1.10

Αν υποθέσουµε ότι k∗ < 0, τότε k∗ = −k και N∗ = −N . Εποµένως,

διατρέχοντας την καµπύλη µε τον ίδιο τρόπο, όπως πριν, το κοίλον µέρος της

καµπύλης ϐρίσκεται πρός το "δεξιό" µέρος του εφαπτοµένου διανύσµατος (ϐλ.

το δεύτερο από τα Σχήµατα 1.10).

Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε το εφαπτόµενο διάνυσµα, το πρώτο κάθετο

διάνυσµα και την καµπυλότητα µιάς τυχούσας επίπεδης καµπύλης, µέσω των

συντεταγµένων της. Ακριβέστερα έχουµε την

1.10.1 Πρόταση. ΄Εστω α : I → R2 µια τυχαία επίπεδη κανονική καµπύλη

(όχι κατ᾿ ανάγκην µοναδιαίας ταχύτητας). Τότε ισχύουν οι σχέσεις

T (t) =

(

α′
1(t)

‖α′(t)‖
,
α′
2(t)

‖α′(t)‖

)

,(1.10.4)

N∗(t) =

(

− α′
2(t)

‖α′(t)‖
,
α′
1(t)

‖α′(t)‖

)

,(1.10.5)

k∗(t) =
α′
1(t)α

′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t)

‖α′(t)‖3
.(1.10.6)

Απόδειξη. ΄Εστω β = α ◦ h : J → R2 η αναπαραµέτρησή της α µέσω του

µήκους τόξου. Σύµφωνα µε την (1.5.1), έχουµε ότι

T (t) =
α′(t)

‖α′(t)‖ =

(

α′
1(t)

‖α′(t)‖
,
α′
2(t)

‖α′(t)‖

)

,

δηλαδή παίρνουµε την (1.10.4).

Η (1.10.5) είναι συνέπεια της (1.10.4) και του ορισµού του N∗(t) [ισχύει

ό,τι και για το N∗(s)].
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Για τον υπολογισµό της καµπυλότητας προχωρούµε ως εξής : Αν συµβο-

λίσουµε µε kβ∗ την προσηµασµένη καµπυλοτητα της β, τότε, σύµφωνα µε την

(1.10.3) και την σχέση (iv) του Ορισµού 1.4.1 (για k̄ = kβ∗ ), έχουµε ότι

(1.10.7) k∗(t) := kβ∗ (s(t)) = β′
1(s(t))β

′′
2 (s(t))− β′′

1 (s(t))β
′
2(s(t)),

όπου s η συνάρτηση µήκους τόξου. Επειδή βi = αi ◦ h (i = 1, 2), ϑα είναι

(1.10.8) β′
i(s(t)) = (αi ◦ h)′(s(t)) = α′

i(h(s(t))) · h′(s(t)) =
α′
i(t)

s′(t)
,

για κάθε t ∈ I (ϐλ. σχετικώς και το Θεώρηµα 1.2.2). Από την προηγούµενη

προκύπτει ότι

β′
i ◦ s =

α′
i

s′
ή β′

i =
α′
i

s′
◦ h.

Η παραγώγιση της τελευταίας δίνει ότι

(1.10.9)

β′′
i (s(t)) =

(

α′
i

s′
◦ h
)′

(s(t))

=

(

α′
i

s′

)′
(

h(s(t))
)

· h′(s(t))

=

(

α′
i

s′

)′

(t) · 1

s′(t)

=
α′′
i (t) · s′(t)− α′

i(t) · s′′(t)
s′(t)2

· 1

s′(t)

=
α′′
i (t) · s′(t)− α′

i(t) · s′′(t)
s′(t)3

.

Αντικαθιστώντας τις (1.10.8) και (1.10.9) στην (1.10.7) ϐρίσκουµε ότι

k∗(t) =
1

s′(t)4
·
(

α′
1(t)α

′′
2(t)s

′(t)− α′′
1(t)α

′
2(t)s

′(t)
)

=
1

s′(t)3
·
(

α′
1(t)α

′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t)
)

=
α′
1(t)α

′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t)

‖α′(t)‖3
,

όπως ακριβώς αναφέρεται στην εκφώνηση της πρότασης.

Ας δούµε τώρα πώς επηρεάζει η ϕορά διαγραφής της καµπύλης τα µεγέθη

που σχετίζονται µε αυτήν.
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1.10.2 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι α : I → R2 είναι µια επίπεδη καµπύλη και

β := α ◦ h : J → R2 µια αναπαραµέτρηση της α αντίθετου προσανατολισµού.

Τότε το εφαπτόµενο διάνυσµα, το (πρώτο) κάθετο διάνυσµα, και η καµπυλότητα

αντιστρέφονται, δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις

T β(t) = −Tα(h(t)),(1.10.10)

Nβ
∗ (t) = −Nα

∗ (h(t)),(1.10.11)

kβ∗ (t) = −kα∗ (h(t)).(1.10.12)

Απόδειξη. Αφού η h αλλάζει τον προσανατολισµό, είναι h′ < 0. Εποµένως

T β(t) =
β′(t)

‖β′(t)‖ =
(α ◦ h)′(t)
‖(α ◦ h)′(t)‖ =

=
α′(h(t))h′(t)

‖α′(h(t))‖ |h′(t)| = − α′(h(t))

‖α′(h(t))‖ = −Tα(h(t)).

Αναλόγως,

Nβ
∗ (t) =

(

− T β
2 (t), T

β
1 (t)

)

=
(

Tα
2 (h(t)),−Tα

1 (h(t))
)

= −Nα
∗ (h(t)).

Τέλος, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι (α ◦ h)i(t) = (αi ◦ h)(t), για κάθε t ∈ I και

i = 1, 2, έχουµε διαδοχικά ότι

(α ◦ h)′i(t) = α′
i(h(t)) · h′(t); ∀ t ∈ I,

(α ◦ h)′i = (α′
i ◦ h) · h′,

(α ◦ h)′′i (t) = α′′
i (h(t)) · h′(t)2 + α′

i(h(t)) · h′′(t), ∀ t ∈ I.

Εποµένως, ϐάσει της (1.10.6),

kβ∗ (t) =
β′
1(t)β

′′
2 (t)− β′′

1 (t)β
′
2(t)

‖β′(t)‖3

=
(α ◦ h)′1(t)(α ◦ h)′′2(t)− (α ◦ h)′′1(t)(α ◦ h)′2(t)

‖(α ◦ h)′(t)‖3

=
h′(t)3

‖h′(t)‖3 · α
′
1(h(t))α

′′
2(h(t))− α′′

1(h(t))α
′
2(h(t))

‖α′(h(t))‖3

= −kα∗ (h(t)),

µε την οποίαν και κλείνει η απόδειξη.

Η ακόλουθη πρόταση µας προσφέρει µια γεωµετρική ερµηνεία της επίπε-

δης καµπυλότητας.
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1.10.3 Πρόταση. ΄Εστω α : J → R2 µια επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύ-

τητας. Τότε ισχύει η σχέση

(1.10.13) k∗ = θ′,

όπου θ(s) είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα T (s) και e1.

Σχετικώς παραθέτουµε το επόµενο σχήµα:

q

1e

T

y

x

Σχήµα 1.11

Απόδειξη. Επειδή, για κάθε s ∈ J , το διάνυσµα T (s) είναι στοιχείο του µονα-

διαίου κύκλου, ϑα είναι T (s) = (cos θ(s), sin θ(s)), όπου θ : J → R διαφορί-

σιµη απεικόνιση. Τότε

T ′(s) = (− sin θ(s) · θ′(s), cos θ(s) · θ′(s)),
N∗(s) = (− sin θ(s), cos θ(s)),

οπότε η (1.10.2′) συνεπάγεται ότι

k∗(s) =< T ′(s), N∗(s) >=

< (−θ′(s) sin θ(s), θ′(s) cos θ(s)), (− sin θ(s), cos θ(s)) >=

θ′(s) sin2 θ(s) + θ′(s) cos2 θ(s) = θ′(s),

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

∆εδοµένης της µηδενικής στρέψης µιας επίπεδης καµπύλης, αρκεί η καµ-

πυλότητά της για να την χαρακτηρίσει. Εποµένως, το Θεµελιώδες Θεώρηµα

των Καµπυλών παίρνει την επόµενη ειδική µορφή, µε την οποίαν κλείνουµε

την παράγραφο αυτή.
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1.10.4 Θεώρηµα. ΄Εστω k∗ : J = [0, a] → R µια διαφορίσιµη συνάρτηση.

Τότε υπάρχει επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας α : J → R2, της οποίας η

επίπεδη καµπυλότητα είναι η k∗. Επίσης, αν β : J → R2 είναι καµπύλη µε τις

ίδιες ιδιότητες, τότε υπάρχει στερεά κίνηση g του επιπέδου, τέτοια ώστε g◦α = β.

Απόδειξη. Θέτουµε

φ(s) :=

∫ s

0
k∗(t)dt

και

α(s) := (α1(s), α2(s)) =

(∫ s

0
cosφ(u)du,

∫ s

0
sinφ(u)du

)

.

Επαληθεύεται αµέσως ότι η α είναι διαφορίσιµη καµπύλη µοναδιαίας ταχύ-

τητας και, ϐάσει της (1.10.3), ότι η επίπεδη καµπυλότητά της είναι ακριβώς η

δοθείσα k∗.

΄Εστω τώρα β µια άλλη καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες. Αν Tβ είναι η

ταχύτητα της β και θ είναι η γωνία που σχηµατίζει η Tβ µε το e1, από την

σχέση (1.10.13) έχουµε

(1.10.14) θ(s) =

∫ s

0
k∗(t)dt+ θo = φ(s) + θo,

οπότε

(1.10.15)

(cos θ(s), sin θ(s)) =
(

cos(φ(s) + θo), sin(φ(s) + θo)
)

=
(

cos θo cosφ(s)− sin θo sinφ(s),

cos θo sinφ(s) + sin θo cosφ(s)
)

=

(

cos θo − sin θo
sin θo cos θo

)(

cosφ(s)
sinφ(s)

)

= f(cosφ(s), sin φ(s)),

όπου µε f συµβολίζουµε την γραµµική απεικόνιση, που αντιστοιχεί στον αµέ-

σως προηγούµενο 2× 2 πίνακα, και ορίζει την στροφή του επιπέδου κατά την

γωνία θo, δηλαδή

f(x, y) = (x cos θo − y sin θo, x sin θo + y cos θo) , ∀ (x, y) ∈ R
2.

Στη συνέχεια, η σχέση

β′(s) = (β′
1(s), β

′
2(s)) = Tβ(s) = (cos θ(s), sin θ(s))

δίνει ότι

β(s) =

(∫ s

0
cos θ(u)du+ xo,

∫ s

0
sin θ(u)du+ yo

)

,
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όπου xo, yo σταθερές. ΄Αρα, χρησιµοποώντας τις πρώτες ισότητες από τις

(1.10.15), η παραπάνω σχέση για το β(s) µετασχηµατίζεται στην

β(s) =

(∫ s

0
[cos θo cosφ(u)− sin θo sinφ(u)]du,

∫ s

0
[cos θo sinφ(u) + sin θo cosφ(u)]du

)

+ (xo, yo) =

=

(

cos θo

∫ s

0
cosφ(u)du − sin θo

∫ s

0
sinφ(u)du,

cos θo

∫ s

0
sinφ(u)du+ sin θo

∫ s

0
cosφ(u)du

)

+ (xo, yo) =

= f

(
∫ s

0
cosφ(u)du,

∫ s

0
sinφ(u)du

)

+ (xo, yo) =

= f(α(s)) + (xo, yo),

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

1.11 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν : (i) Μία παραµέτρηση α του ευθυγράµµου τµήµατος,

που ενώνει δύο (διαφορετικά) σηµεία P και Q του R3. (ii) Το µήκος και η

καµπυλότητα της α. (iii) Μία αναπαραµέτρηση β της α µοναδιαίας ταχύτητας.

(iv) Το µήκος και η καµπυλότητα της β.

Λύση. (i) Αν p, q είναι τα αντίστοιχα διανύσµατα ϑέσης των P , Q, το ευθύ-

γραµµο τµήµα PQ είναι εικόνα της παραµετρηµένης καµπύλης

α : [0, 1] −→ R
3 : t 7→ α(t) := p+ t(q − p).

(ii) Παρατηρούµε ότι

‖α′(t)‖ = ‖q − p‖ 6= 0,

δηλαδή η καµπύλη είναι κανονική, και το µήκος της δίνεται από την σχέση

L(α) =

∫ 1

0
‖α′(u)‖ du =

∫ 1

0
‖q − p‖du = ‖q − p‖.

Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή α′′(t) = 0, το Θεώρηµα 1.4.2 συνεπάγεται ότι

kα(t) = 0, για κάθε t ∈ [0, 1].

(iii) Επειδή το µήκος τόξου της α είναι

s(t) =

∫ t

0
‖α′(u)‖ du =

∫ t

0
‖q − p‖ du = ‖q − p‖t,
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ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση

s : [0, 1] −→ [0, ‖q − p‖] : t 7→ ‖q − p‖t

είναι αµφιδιαφόριση µε αντίστροφη την

h := s−1 : [0, ‖q − p‖] −→ [0, 1] : s 7→ s

‖q − p‖
,

οπότε η Ϲητούµενη αναπαραµέτρηση είναι η β : [0, ‖q − p‖] → R3 µε

β(s) := (α ◦ h)(s) = α

(

s

‖q − p‖

)

= p+
s

‖q − p‖(q − p).

(iv) Επειδή β′(s) =
q − p

‖q − p‖ , το µήκος της β είναι επίσης

L(β) =

∫ ‖q−p‖

0
‖β′(u)‖du =

∫ ‖q−p‖

0
du = ‖q − p‖.

Τέλος, για την καµπυλότητα kβ της β έχουµε ότι T (s) = β′(s) =
q − p

‖q − p‖ , άρα

T ′(s) = 0 και [από την (1.3.2)] kβ(s) = 0.

΄Ασκηση 2. Ο κύκλος µε κέντρο (0, 0) και ακτίνα r είναι εικόνα της καµπύλης

α : [0, 2π] −→ R
2 : t 7→ (r cos t, r sin t).

Να δείξετε ότι : (i) Το διάνυσµα της ταχύτητας είναι κάθετο στην ακτίνα. (ii) Το

διάνυσµα της επιτάχυνσης κατευθύνεται προς το κέντρο. (iii) Να υπολογίσετε

το µήκος της α. (iv) Να ϐρεθεί αναπαραµέτρηση β της α µε µοναδιαία τα-

χύτητα και να υπολογιστεί η καµπυλότητα k της β. (v) Ποιά είναι η επίπεδη

καµπυλότητα kα∗ της α;

Λύση. (i) Κάθε χρονική στιγµή t η ακτίνα συµπίπτει µε την ϑέση του κινητού,

δηλαδή µε το σηµείο α(t) και η ταχύτητα είναι

α′(t) = (−r sin t, r cos t).

Εποµένως,

< α(t), α′(t) >= −r2 cos t sin t+ r2 cos t sin t = 0,

που σηµαίνει ότι α(t) ⊥ α′(t).

(ii) α′′(t) = (−r cos t,−r sin t) = −α(t).
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(iii) Για το µήκος της α έχουµε ‖α′(t)‖ = r, άρα

L(α) =

∫ 2π

0
‖α′(t)‖dt =

∫ 2π

0
rdt = 2πr.

(iv) Είναι ‖α′(t)‖ = r 6= 0. Ορίζουµε την συνάρτηση µήκους τόξου

s : [0, 2π] −→ R : t 7→ s(t) :=

∫ t

0
‖α′(u)‖ du = rt.

΄Αρα η s : [0, 2π] → [0, 2πr] είναι αµφιδιαφόριση, µε αντίστροφη την

h := s−1 : [0, 2πr] −→ [0, 2π] : s → s

r
,

και η Ϲητούµενη αναπαραµέτρηση είναι η β : [0, 2πr] → R2 µε

β(s) = (α ◦ h)(s) = α
(s

r

)

=
(

r cos
s

r
, r sin

s

r

)

.

Για την καµπυλότητα της τελευταίας έχουµε ότι

T (s) = β′(s) =
(

− sin
s

r
, cos

s

r

)

,

απ᾿ όπου παίρνουµε

T ′(s) =

(

−1

r
cos

s

r
,−1

r
sin

s

r

)

,

και

k(s) = ‖T ′(s)‖ =
1

r
·

Απ᾿ το άλλο µέρος, η (1.10.6) µας δίνει ότι

kα∗ (t) =
1

r3
(r2 sin2 t+ r2 cos2 t) =

1

r
.

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθεί µία κανονική παραµέτρηση της παραβολής y = x2

και η αντίστοιχη καµπυλότητα. Ποιόν γεωµετρικό τόπο παριστάνει η β(t) =
(t3, t6), µε t ∈ R;

Λύση. Προφανώς, η

α(t) = (t, t2); t ∈ R,

είναι µία παραµέτρηση της αναφερόµενης παραβολής. Είναι κανονική, αφού

α′(t) = (1, 2t) 6= 0, ∀ t ∈ R.
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Επειδή η α δεν είναι µοναδιαίας ταχύτητας και α′′(t) = (0, 2) , η (1.10.6)

δίνει ότι

k∗(t) = 2
(

1 + 4t2
)−3/2

= k(t).

Η β είναι µία καµπύλη της οποίας η εικόνα είναι η ίδια παραβολή, ό-

µως δεν είναι κανονικη, αφού β′(t) = (3t2, 6t5), άρα το t = 0 είναι σηµείο

ανωµαλίας.

΄Ασκηση 4. ∆ίνεται µία διαφορίσιµη συνάρτηση f : R → R. Να ϐρεθεί µία

κανονική παραµέτρηση α του γραφήµατος της και να προσδιοριστούν τα δια-

νύσµατα T , N∗ και η καµπυλότητα k∗ της α.

Λύση. Η καµπύλη α(t) = (t, f(t)), t ∈ R, έχει εικόνα ακριβώς το γράφηµα

της f . Για την α έχουµε ότι

α′(t) = (1, f ′(t)) και α′′(t) = (0, f ′′(t)).

Επειδή

‖α′(t)‖ =
(

1 + f ′(t)2
)1/2 6= 0; ∀ t ∈ R,

έχουµε κανονική καµπύλη, που εν γένει δεν είναι µαναδιαίας ταχύτητας. Ο-

πότε, σύµφωνα µε τους τύπους της Πρότασης 1.10.1, τα Ϲητούµενα διανύσµα-

τα είναι :

T (t) =
1

‖α′(t)‖
(

α′
1(t), α

′
2(t)
)

=

(

1
(

1 + f ′(t)2
)1/2

,
f ′(t)

(

1 + f ′(t)2
)1/2

)

,

N∗(t) = (−T2(t), T1(t)) =

(

− f ′(t)
(

1 + f ′(t)2
)1/2

,
1

(

1 + f ′(t)2
)1/2

)

,

ενώ η επίπεδη/προσηµασµένη καµπυλότητα δίνεται από την σχέση

k∗(t) =
1 · f ′′(t)− 0 · f ′(t)
(

1 + f ′(t)2
)3/2

=
f ′′(t)

(

1 + f ′(t)2
)3/2

.

Από την τελευταία ϐλέπουµε ότι το πρόσηµο της k∗ συµπίπτει µε αυτό της

f ′′(t), άρα η γεωµετρική συµπεριφορά της α (ως προς τα κοίλα της) ϐρίσκεται

σε συµφωνία µε τα γνωστά συµπεράσµατα του Απειροστικού Λογισµού για τις

συνήθεις συναρτήσεις και το γράφηµά τους.

΄Ασκηση 5. Να ϐρεθούν το µήκος, η καµπυλότητα και η στρέψη της καµπύλης

α : [0, 2π] −→ R
3 : t 7→

( 1√
2
cos t, sin t,

1√
2
cos t

)

.
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Λύση. Είναι

T (t) = α′(t) =

(

− 1√
2
sin t, cos t,− 1√

2
sin t

)

,

άρα

‖α′(t)‖ =

(

1

2
sin2 t+ cos2 t+

1

2
sin2 t

)1/2

= 1,

δηλαδή η α είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, µε

L(α) =

∫ 2π

0
‖α′(t)‖dt =

∫ 2π

0
1dt = 2π.

Για την καµπυλότητα έχουµε

T ′(t) = α′′(t) =

(

− 1√
2
cos t,− sin t,− 1√

2
cos t

)

,

οπότε

k(t) = ‖T ′(t)‖ =

(

1

2
cos2 t+ sin2 t+

1

2
cos2 t

)1/2

= 1.

Παρατηρούµε ότι

B(t) = T (t)×N(t) = α′(t)× α′′(t) =
1√
2
(−e1 + e3) = c

άρα B′(t) = 0, και

τ(t) = − < N(t), B′(t) >= 0,

δηλαδή, τελικά, η α είναι επίπεδη καµπύλη.

΄Ασκηση 6. Να υπολογιστεί η καµπυλότητα και η επίπεδη καµπυλότητα της

καµπύλης

α(t) = (a cos t, b sin t), t ∈ [0, 2π], a, b > 0.

Ποιά είναι η εικόνα της ;

Λύση. Θέτοντας x = a cos t και y = b sin t, έχουµε ότι

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

άρα πρόκειται για έλλειψη.

Βρίσκουµε:

α′(t) = (−a sin t, b cos t) ≡ (−a sin t, b cos t, 0),



1.11. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 53

άρα

‖α′(t)‖ =
(

a2 sin2 t+ b2 cos2 t
)1/2

.

Επίσης

α′′(t) = (−a cos t,−b sin t) ≡ (−a cos t,−b sin t, 0)

και

α′(t)× α′′(t) = abe3,

απ᾿ όπου

‖α′(t)× α′′(t)‖ = ab,

και τελικά

k(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖3 =
ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)3/2
= k∗(t).

΄Ασκηση 7. Η (διαφορίσιµη) καµπύλη

α : [0, 2π] −→ R
3 : t 7→ (r cos t, r sin t, bt); r > 0, b ∈ R∗.

περιγράφει µία κυκλική έλικα (circular helix), η οποία απεικονίζεται στο

παρακάτω Σχήµα 1.12. (i) Να ϐρεθεί αναπαραµέτρηση β της α µοναδιαίας

ταχύτητας. (ii) Να ϐρεθούν καµπυλότητα και η στρέψη της β. (iii) Να α-

ποδειχθεί ότι η γωνία θ µεταξύ της εφαπτοµένης σε κάθε σηµείο της έλικας

και του άξονα z′Oz είναι σταθερή. (iv) Να αποδειχθεί ότι η γωνία φ µεταξύ

της δεύτερης καθέτου σε κάθε σηµείο της έλικας και του άξονα z′Oz είναι

σταθερή.

Λύση. (i) Είναι

α′(t) = (−r sin t, r cos t, b),

εποµένως

‖α′(t)‖ = (r2 + b2)1/2 =: c > 0.

Θεωρούµε την

s : [0, 2π] −→ R : t 7→
∫ t

0
‖α′(u)‖du = tc

και την αντίστροφή της

h : [0, 2πc] −→ [0, 2π] : s 7→ s

c
.
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2 bp

z

x

t

y

Σχήµα 1.12

Η Ϲητούµενη αναπαραµέτρηση είναι η

β : [0, 2πc] −→ R
3 : s 7→ β(s) = (α ◦ h)(s) =

(

r cos
s

c
, r sin

s

c
,
b

c
s
)

.

(ii) Για την καµπυλότητα της β έχουµε

T (s) = β′(s) =
(

− r

c
sin

s

c
,
r

c
cos

s

c
,
b

c

)

,

άρα

T ′(s) =
(

− r

c2
cos

s

c
, − r

c2
sin

s

c
, 0
)

και

k(s) = ‖T ′(s)‖ =
r

c2
6= 0.

Σχετικά µε την στρέψη, είναι :

N(s) =
1

k(s)
T ′(s) =

(

− cos
s

c
, − sin

s

c
, 0
)

,
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B(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
T1 T2 T3

N1 N2 N3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (
b

c
sin

s

c
, − b

c
cos

s

c
,
r

c
),

απ΄ όπου προκύπτει ότι

B′(s) =
( b

c2
cos

s

c
,
b

c2
sin

s

c
, 0
)

και

τ(s) = − < N(s), B′(s) >=
b

c2
.

(iii) Αν θ είναι η Ϲητούµενη γωνία, τότε

cos θ =
< α′(t), e3 >

‖α′(t)‖ · ‖e3‖
=

b

c
.

Παρατηρούµε ότι η θ δίνεται και από τη σχέση

cos θ =
< T (s), e3 >

‖T (s)‖ · ‖e3‖
=< T (s), e3 > =

b

c
.

(iv) Οµοίως, για την γωνία φ του τελευταίου ερωτήµατος είναι

cosφ =
< B(s), e3 >

‖B(s)‖ · ‖e3‖
=< B(s), e3 > =

r

c
.

΄Ασκηση 8. Να ϐρεθεί η καµπυλότητα και η προσηµασµένη καµπυλότητα της

καµπύλης

α(t) :=

(

t,
t2

2

)

, 0 ≤ t ≤ 1.

Λύση. Είναι :

α′(t) = (1, t) ≡ (1, t, 0),

‖α′(t)‖ = (1 + t2)1/2 > 0,

α′′(t) = (0, 1) ≡ (0, 1, 0),

α′(t)× α′′(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
1 t 0
0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= e3,

‖α′(t)× α′′(t)‖ = 1.

Εποµένως,

k(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖3 =
1

(1 + t2)3/2
,
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ενώ

k∗(t) =
α′
1(t)α

′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t)

‖α′(t)‖3 =
1 · 1− 0 · t
(1 + t2)3/2

=
1

(1 + t2)3/2
,

άρα k = k∗.

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε την καµπύλη

α : R → R
2 : t 7→ (t2, t3).

Είναι κανονική; Να ϐρεθεί η καµπυλότητά της.

Λύση. Παρατηρούµε ότι

α′(t) = (2t, 3t2)

άρα α′(0) = (0, 0) και η α δεν είναι κανονική σε όλο το R. Είναι όµως

κανονική στα διαστήµατα (−∞, 0) και (0,+∞). Για t 6= 0 έχουµε

‖α′(t)‖ = (4t2 + 9t4)1/2,

α′′(t) = (2, 6t),

α′(t)× α′′(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
2t 3t2 0
2 6t 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6t2e3 = (0, 0, 6t2),

‖α′(t)× α′′(t)‖ = 6t2,

οπότε

k(t) =
‖α′(t)× α′′(t)‖

‖α′(t)‖3 =
6t2

(4t2 + 9t4)3/2
.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί διαφορίσιµη καµπύλη α µε a(0) = (0, 1), η οποία

διαγράφει τον κύκλο µε την ϕορά των δεικτών του ωρολογίου.

Λύση. Η γ(t) = (cos t, sin t) διαγράφει τον κύκλο µε ϕορά αντίθετη των

δεικτών του ωρολογίου και έχει γ(0) = (1, 0).
Η β(t) = (cos(t + π/2), sin(t + π/2)) διαγράφει τον κύκλο µε την ίδια

ϕορά, µε β(0) = (0, 1).
Η αντίθετη καµπύλη της β, δηλαδή η

α(t) = β(−t) = (cos(π/2− t), sin(π/2 − t)),

διαγράφει τον κύκλο µε την αντίθετη ϕορά και έχει α(0) = β(0) = (0, 1).

΄Ασκηση 11. ΄Εστω α : I → R3 διαφορίσιµη καµπύλη και διάνυσµα v ∈ R3,

τέτοιο ώστε

α(0) ⊥ v και α′(t) ⊥ v, ∀ t ∈ I.
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Να δείξετε ότι α(t) ⊥ v, για κάθε t ∈ I.

Λύση. Αφού < α(0), v >= 0, αρκεί να δείξουµε ότι < α(t), v > είναι σταθερό

ή, ισοδύναµα, ότι < α(t), v >′= 0. Πράγµατι,

< α(t), v >′≡< α, v >′ (t) =

< α′(t), v > + < α(t), v′ >=

0+ < α(t), 0 >= 0.

΄Ασκηση 12. Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες της καµπύλης

α : R −→ R
3 : t 7→ (3t, 3t2, 2t3)

σχηµατίζουν σταθερή γωνία θ µε την ευθεία y = 0, x = z.

Λύση. Η εφαπτοµένη της α στο τυχόν σηµείο α(t) είναι η ευθεία

εt(s) = α(t) + sα′(t); t ∈ R,

που είναι παράλληλη προς το διάνυσµα α′(t) = (3, 6t, 6t2) (να σηµειωθεί εδώ

ότι το s δεν είναι κατ᾿ ανάγκην µήκος τόξου). Η ευθεία που ορίζεται από τις

συνθήκες y = 0 και x = z περιέχει το διάνυσµα v = (1, 0, 1). Επειδή η

Ϲητούµενη γωνία θ είναι η γωνία των ανωτέρω διανυσµάτων, ϐρίσκουµε ότι

cos θ =
< α′(t), v >

‖α′(t)‖ · ‖v‖ =
3 + 6t2√

9 + 36t2 + 36t4 ·
√
2
=

√
2

2
= cos(

π

4
).

΄Ασκηση 13. ∆ίνεται η λογαριθµική σπείρα (logarithmic spiral)

γ(t) = (a exp(bt) cos t, a exp(bt) sin t); t ∈ R,

όπου a και b είναι σταθερές µε a > 0, b < 0 (ϐλ. και το Σχήµα 1.13). Να

αποδειχθεί ότι

lim
t→+∞

γ(t) = lim
t→+∞

γ′(t) = (0, 0).(i)

∫ +∞

to

‖γ′(u)‖ du είναι πεπερασµένο.(ii)
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(iii) Να υπολογιστεί η καµπυλότητα της γ.

x

y

t

Σχήµα 1.13

Λύση. Από την

γ′(t) = (ab exp(bt) cos t− a exp(bt) sin t, ab exp(bt) sin t+ a exp(bt) cos t),

µε έναν απλό υπολογισµό, ϐρίσκουµε ότι

‖γ′(t)‖ = a(b2 + 1)1/2 exp(bt),

άρα η γ είναι κανονική καµπύλη.

(i) Επειδή cos t, sin t είναι ϕραγµένα και lim
t→+∞

ebt = 0, έχουµε αµέσως την

lim
t→+∞

γ(t) = lim
t→+∞

γ′(t) = (0, 0).

(ii) Για κάθε t ∈ [to,+∞), είναι
∫ t

to

‖γ′(u)‖ du =

∫ t

to

a(b2 + 1)1/2 exp(bu)du =
a

b
(b2 + 1)1/2 exp(bu)

∣

∣

∣

t

to

=
a

b
(b2 + 1)1/2(exp(tb)− exp(tob)),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι
∫ +∞

to

‖γ′(u)‖ du = lim
t→+∞

a

b
(b2 + 1)1/2(exp(tb)− exp(tob)) =

= −a

b
(b2 + 1)1/2 · exp(tob),
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που αποδεικνύει το (ii).

(iii) Θέτοντας x(t) = a exp(bt) cos t, y(t) = a exp(bt) sin t, παίρνουµε διαδοχι-

κά :

x′(t) = ab exp(bt) cos t− a exp(bt) sin t,

y′(t) = ab exp(bt) sin t+ a exp(bt) cos t,

x′′(t) = a(b2 − 1) exp(bt) cos t− 2ab exp(bt) sin t,

y′′(t) = a(b2 − 1) exp(bt) sin t+ 2ab exp(bt) cos t,

x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t) = a2(b2 + 1) exp(2bt),

x′(t)2 + y′(t)2 = a2(b2 + 1) exp(2bt),

εποµένως [ϐάσει της (1.10.6) και της σχέσης µεταξύ καµπυλότητας και επίπε-

δης (προσηµασµένης) καµπυλότητας] καταλήγουµε στην

k(t) = |k∗(t)| =
|x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)|

(x′(t)2 + y′(t)2)3/2
=

1

a(b2 + 1)1/2 exp(bt)
.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Το συµπέρασµα (i) σηµαίνει ότι η λογαριθµική καµπύλη πλη-

σιάζει στην αρχή των αξόνων, γύρω από την οποίαν άλλωστε περιστρέφεται (ϐλ.

Σχήµα 1.13). Το συµπέρασµα (ii) σηµαίνει ότι η καµπύλη έχει πεπερασµένο

µήκος στο διάστηµα [to,+∞).

΄Ασκηση 14. ΄Ενας κύκλος ακτίνας r στέκεται στο σηµείο (0, 0) του άξονα

x′Ox και αρχίζει να κυλά προς τα δεξιά. (i) Να ϐρεθεί η καµπύλη α που

διαγράφει το σηµείο A, το οποίον αρχικά ακουµπά στο (0,0). (ii) Να ϐρεθεί η

εξίσωση της εφαπτοµένης της α τις χρονικές στιγµές t = 0, t = π και t = 2π.

(iii) Να υπολογιστεί το µήκος του τµήµατος της α, όταν t ∈ [0, 2π].

x

y

K ¢K

r

A¢¢

A¢
A

B

q

rp 2 rpO

Σχήµα 1.14

Η καµπύλη α είναι γνωστή µε το όνοµα κυκλοειδής και εµφανίζεται στο

προηγούµενο σχήµα.
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Λύση. (i) ΄Εστω ότι το A, από την αρχική του ϑέση στο (0, 0), µετακινείται

στη ϑέση A = (x, y), οπότε το κέντρο K = (0, r) του κύκλου ϑα µετακινηθεί

κατά ένα µήκος a και ϑα έρθει στο σηµείο K ′ = (a, r). Τότε στον άξονα x′Ox

ακουµπά το σηµείο B και το τόξο AB έχει µήκος a. Αν θ είναι η γωνία ÂKB
τότε a = rθ. Συµβολίζουµε µε A′ και A′′ τις προβολές του A στις ευθείες K ′B
και KK ′. Τότε έχουµε

x = OB −AA′ = rθ − r sin θ = r(θ − sin θ),

y = OK −AA′′ = r − r cos θ = r(1− cos θ),

άρα η κυκλοειδής περιγράφεται από την παραµέτρηση

α(θ) =
(

r(θ − sin θ), r(1− cos θ)
)

.

(ii) Παρατηρούµε ότι

α′(θ) =
(

r(1− cos θ), r sin θ
)

,

απ᾿ όπου παίρνουµε

α′(0) = (0, 0), α′(π) = (2r, 0), α′(2π) = (0, 0).

΄Αρα, για θ = 0 και θ = 2π, η εφαπτοµένη δεν ορίζεται, ενώ για θ = π είναι

επ(s) = α(π) + sα′(π)

=
(

r(π − sinπ), r(1− cos π)) + s(r(1− cos π), r sinπ
)

= (rπ, 2r) + s(2r, 0) = (rπ + 2rs, 2r).

(iii) Χρησιµοποιώντας τους γνωστούς τριγωνοµετρικούς τύπους του διπλασίου

τόξου, ϐρίσκουµε ότι

‖α′(θ)‖2 = r2(1 + cos2 θ − 2 cos θ + sin2 θ)

= 2r2(1− cos θ) = 2r2
(

1− cos2
θ

2
+ sin2

θ

2

)

= 4r2 sin2
θ

2
,

οπότε

‖α′(θ)‖ = 2r
∣

∣

∣ sin
θ

2

∣

∣

∣ = 2r sin
θ

2
, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Εποµένως,

L(α) =

∫ 2π

0
‖α′(θ)‖dθ = 2r

∫ 2π

0
sin

θ

2
dθ

= 2r

∫ π

0
2 sin φdφ = 4r

(

− cosφ
∣

∣

π

0

)

= 4r(− cos π + cos 0) = 8r.
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Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν για όλα τα

διαστήµατα της µορφής (2kπ, 2(k + 1)π), k ∈ Z. Η καµπύλη είναι κανονική

µόνο σε αυτά.

΄Ασκηση 15 ΄Εστω β(s) καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. (i) Να αποδειχθεί

ότι υπάρχει διάνυσµα w (: διάνυσµα Darboux) τέτοιο ώστε : T ′ = ω × T ,

N ′ = ω × N και B′ = ω × B. (ii) Να αποδειχθεί η σχέση T ′ × T ′′ = k2ω.

[Στις παραπάνω σχέσεις, για ευκολία, έχουµε παραλείψει την µεταβλητή s].

Λύση. (i) Θέτουµε ω = xT + yN + zB, και ϑα προσδιορίσουµε τους συντελε-

στές x, y, z. Τότε

ω × T = xT × T + yN × T + zB × T

= x0− yB + zN = −yB + zN

οπότε, ϐάσει της υπόθεσης T ′ = ω × T ,

− yB + zN = T ′ = kN,

απ᾿ την οποίαν προκύπτει ότι y = 0 και z = k. Αναλόγως,

ω ×N = xT ×N + yN ×N + zB ×N

= xB + y0 +−zT = xB − zT

άρα, λόγω της υπόθεσης N ′ = ω ×N ,

xB − zT = N ′ = −kT + τB

οπότε x = τ και z = k. ∆ηλαδή, αν υπάρχει τέτοιο διάνυσµα, ϑα είναι το

ω = τT + kB.

Αποδεικνύουµε ότι το ω ικανοποιεί και την τρίτη ισότητα :

ω ×B = (τT + kB)×B = (τT ×B) + kB ×B = −τN + 0 = B′.

΄Αρα αποδείχθηκε η ύπαρξη (και το µονοσήµαντο) του ω.

(ii) Από την σχέση T ′ = kN παίρνουµε ότι

T ′′ = k′N + kN ′ = k′N + k(−kT + τB) = −k2T + k′N + τkB.

Εποµένως,

T ′ × T ′′ = kN × (−k2T + k′N + τkB)

= −k3(N × T ) + kk′(N ×N) + τk2(N ×B)

= k3B + 0 + τk2T = k2(kB + τT ) = k2ω.
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΄Ασκηση 16. ΄Εστω β : J → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε την ιδιότη-

τα : η εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο β(s) περνά από ένα σταθερό σηµείο P . Να

αποδειχθεί ότι η β είναι ευθεία.

Λύση. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της β στο β(s) είναι εs(t) = β(s) + tβ′(s),
t ∈ R. Λόγω της υπόθεσης, ϑα υπάρχει ts ∈ R, έτσι ώστε εs(ts) = p, όπου

p ∈ R3 είναι το διάνυσµα ϑέσης του P , δηλαδή

β(s) + tsβ
′(s) = p.

Αν πάρουµε ένα άλλο σηµείο της καµπύλης, π.χ. β(s), τότε, για την εφαπτο-

µένη εs(t) = β(s) + tβ′(s) ϑα υπάρχει ts, έτσι ώστε

β(s) + tsβ
′(s) = p,

και παρόµοια και για τα άλλα s ∈ J . Εποµένως, για κάθε s ∈ J , υπάρχει

λ(s) ∈ R έτσι ώστε

( ∗ ) β(s) + λ(s)β′(s) = p,

που εκφράζει ακριβώς την συνθήκη της εκφώνησης.

Η απεικόνιση s 7→ λ(s) είναι διαφορίσιµη, αφού

(∗ ) ⇒ λ(s)β′(s) = p− β(s)

⇒ < λ(s)β′(s), β′(s) >=< p− β(s), β′(s) >

⇒ λ(s) < T (s), T (s) >=< p− β(s), β′(s) >

⇒ λ(s) =< p− β(s), β′(s) >.

Παραγωγίζοντας την (∗ ) έχουµε, για κάθε s ∈ J :

(∗ ) ⇒ β′(s) + λ′(s)β′(s) + λ(s)β′′(s) = 0

⇒ (1 + λ′(s))T (s) + λ(s)k(s)N(s) = 0

⇒ 1 + λ′(s) = λ(s)k(s) = 0

⇒ λ′(s) = −1 και λ(s)k(s) = 0

⇒ λ(s) = c− s και (c− s)k(s) = 0

⇒ k(s) = 0,

που ισοδυναµεί µε το ότι η β είναι ευθεία. Προφανώς c− s 6= 0, διαφορετικά

ϑα είχαµε ότι λ′(s) = 0 (άτοπο). ΄Αλλωστε, και η λ(s) = 0 συνεπάγεται ότι

β(s) = p, ∀ s ∈ J , δηλαδή η β ϑα εκφυλιζόταν σε σηµείο (επίσης άτοπο).

΄Ασκηση 17. ΄Εστω a : J → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Να δείξετε

ότι η α είναι τµήµα κύκλου εάν και µόνον εάν όλες οι πρώτες κάθετες της

α περνούν από σταθερό σηµείο P .
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Λύση. Η πρώτη κάθετη της α στο α(s) είναι η

εs(t) = α(s) + tN(s); t ∈ R,

[δηλαδή είναι η ευθεία που διέρχεται από το α(s) και είναι παράλληλη προς το

πρώτο κάθετο διάνυσµα N(s)]. Ακολουθώντας το σκεπτικό της προηγούµενης

άσκησης, η υπόθεση συνεπάγεται ότι, για κάθε s ∈ J , υπάρχει λ(s) ∈ R µε

την ιδιότητα

( * ) α(s) + λ(s)N(s) = p,

(: p το διάνυσµα ϑέσης του P ). Η λ είναι διαφορίσιµη συνάρτηση: από την

(∗ ) προκύπτει ότι

λ(s) =< λ(s)N(s), N(s) >=< p− α(s), N(s) >.

Παραγωγίζοντας τώρα την (∗ ) έχουµε:

(∗) ⇒ α′(s) + λ′(s)N(s) + λ(s)N ′(s) = 0

⇒ T (s) + λ′(s)N(s) + λ(s)(−k(s)T (s) + τ(s)B(s)) = 0

⇒ (1− λ(s)k(s))T (s) + λ′(s)N(s) + λ(s)τ(s)B(s) = 0

⇒ 1− λ(s)k(s) = λ′(s) = λ(s)τ(s) = 0

⇒ λ = c (σταθερά), λk(s) = 1 και λτ(s) = 0.

Η δεύτερη ισότητα δίνει λ 6= 0, η τελευταία δίνει τ = 0, δηλαδή η α είναι

επίπεδη καµπύλη, και από την k(s) = 1/λ = σταθερά έχουµε ότι η α είναι

τµήµα κύκλου.

Το αντίστροφο είναι άµεσο : το P είναι το κέντρο του κύκλου.

΄Ασκηση 18. Αν a : J → R3 είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, τότε οι

δεύτερες κάθετες της a δεν µπορούν να περνούν από σταθερό σηµείο.

Λύση. Η δεύτερη κάθετη της a στο α(s) είναι η (παράλληλη προς το δεύτερο

κάθετο διάνυσµα B(s)) ευθεία

βs(t) = α(s) + tB(s), t ∈ R.

Με τους συλλογισµούς των δύο προηγουµένων ασκήσεων, ας υποθέσουµε ότι,

για κάθε s ∈ J , υπάρχει λ(s) ∈ R µε

( ∗ ) α(s) + λ(s)B(s) = p.

Η λ είναι διαφορίσιµη επειδή

λ(s) =< λ(s)B(s), B(s) >=< P − α(s), B(s) >,



64 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΦΟΡ�ΙΣΙΜΕΣ ΚΑΜΠ�ΥΛΕΣ

άρα, παραγωγίζοντας την (∗ ), έχουµε ότι

α′(s) + λ(s)B′(s) + λ′(s)B(s) = 0,

ή, ισοδύναµα,

T (s)− λ(s)τ(s)N(s) + λ′(s)B(s) = 0,

η οποία ισχύει µόνο όταν

1 = −λ(s)τ(s) = λ′(s) = 0,

που είναι άτοπο.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω α : J → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Να δείξετε

ότι η ταχύτητα της α είναι συνεχώς παράλληλη µε ένα σταθερό διάνυσµα

0 6= u ∈ R3 εάν και µόνον εάν η α είναι ευθεία.

Λύση. (⇐) : Προφανές.

(⇒) : Από την υπόθεση, για κάθε s ∈ J , υπάρχει λ(s) ∈ R ώστε

( ∗ ) λ(s)T (s) = u = σταθ.

Παρατηρούµε ότι

λ(s) =< λ(s)T (s), T (s) >=< u, T (s) >,

δηλαδή η λ(s) είναι διαφορίσιµη συνάρτηση. Παραγωγίζοντας την (∗ ) έχουµε:

(∗ ) ⇒ λ′(s)T (s) + λ(s)T ′(s) = 0

⇒ λ′(s)T (s) + λ(s)k(s)N(s) = 0

⇒ λ′(s) = λ(s)k(s) = 0.

Από την ισότητα λ′(s) = 0 προκύπτει ότι λ(s) = c. Αν c = 0, τότε u = c T = 0,

που είναι άτοπο. ΄Αρα c 6= 0, και η ισότητα c k(s) = 0 δίνει ότι k = 0, που

ισοδυναµεί µε το ότι η α είναι ευθεία.

΄Ασκηση 20. Μια καµπύλη α : I → R3 λέγεται γενικευµένη ή κυλινδρι-

κή έλικα (general or cylindrical helix) αν τα εφαπτόµενα διανύσµατα της α
σχηµατίζουν σταθερή γωνία θ 6= 0 µε ένα µη µηδενικό διάνυσµα (: άξονας

της έλικας) u ∈ R3. Να δείξετε ότι, για µια καµπύλη α µε k > 0, ισχύει η

ισοδυναµία :

α γενικευµένη έλικα ⇔ τ/k = σταθ.

Λύση. ΄Εστω ότι η α είναι γενικευµένη έλικα µοναδιαίας ταχύτητας. Υποθέ-

τουµε ακόµη ότι, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ‖u‖ = 1. Επειδή < T (s), u >
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= cos θ (σταθ.), για κάθε s ∈ I, η παραγώγιση της < T, u >= cos θ συνεπά-

γεται ότι

< T, u >′ (s) = 0 ⇒ < T ′(s), u > + < T (s), u′ >= 0

⇒ < T ′(s), u >= 0

⇒ k(s) < N(s), u >= 0

⇒ < N(s), u >= 0

⇒ u ⊥ N(s),

εποµένως, το u ανήκει στο (ευθειοποιούν) επίπεδο των T (s), B(s), οπότε

( ∗ ) u = λT (s) + µB(s),

για κάποια λ, µ ∈ R. "Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά" την τελευταία σχέση

διαδοχικά µε T (s) και B(s) (ϐλ. την παρόµοια διαδικασία στην απόδειξη του

Θεωρήµατος 1.3.4) ϐρίσκουµε ότι

λ =< u, T (s) >= cos θ και µ =< u,B(s) >= cos
(π

2
− θ
)

= sin θ.

΄Αρα η (∗ ) παίρνει την µορφή

u = cos θ T (s) + sin θ B(s),

η παραγώγιση της οποία δίνει ότι

0 = cos θ T ′(s) + sin θ B′(s)

= cos θ k(s)N(s)− sin θ τ(s)N(s)

= (cos θ k(s)− sin θ τ(s))N(s),

απ᾿ όπου cos θ k(s)− sin θ τ(s) = 0 και

(∗∗ )
τ(s)

k(s)
=

cos θ

sin θ
= cot θ = c (σταθερά).

Αντιστρόφως, έστω
τ(s)
k(s)

= c. Εφ᾿ όσον η συνάρτηση cot παίρνει τιµές στο

(∞,+∞), µπορούµε να ϐρούµε θ ώστε c = cot θ. Εποµένως, αντιστρέφοντας

την διαδικασία που µας οδήγησε στη ( ∗∗ ), έχουµε:

k(s) cos θ = τ(s) sin θ ⇒
k(s) cos θ N(s)− τ(s) sin θ N(s) = 0 ⇒
cos θ T ′(s) + sin θ B′(s) = 0 ⇒
cos θ T (s) + sin θ B(s) = u = σταθ. ∈ R

3 ⇒
cos θ < T (s), T (s) > +sin θ < B(s), T (s) >=< u, T (s) > ⇒
cos θ =< u, T (s) >= σταθ.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ : 1) Αν η καµπύλη δεν είναι µοναδιαίας ταχύτητας, ακολου-

ϑούµε ακριβώς την ίδια πορεία, χρησιµοποιώντας τους τύπους του Θεωρήµα-

τος 1.5.2. Η ταχύτητα v δεν ϑα παίξει ιδιαίτερο ϱόλο.

2) Αν το u δεν είναι µοναδιαίο, τότε µπορούµε να πάρουµε το διάνυσµα

v = u/‖u‖, που είναι µοναδιαίο και σχηµατίζει την ίδια γωνία µε το T (s).
3) Από το ερώτηµα (iii) της ΄Ασκησης 7 προκύπτει ότι η κυκλική έλικα είναι

ειδική περίπτωση της κυλινδρικής έλικας.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω α καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Να αποδειχθεί ότι η α
είναι επίπεδη καµπύλη εάν και µόνον εάν όλα τα εγγύτατα επίπεδα περνούν

από σταθερό σηµείο P .

Λύση. Αφού υπάρχουν εγγύτατα επίπεδα η καµπύλη δεν είναι ευθεία, δηλ.

k > 0. Θα αποδείξουµε ότι τ = 0.

Τα σηµεία του εγγύτατου επίπεδου στο σηµείο α(s) έχουν την µορφή

α(s) + t1T (s) + t2N(s), t1, t2 ∈ R.

Επειδή όλα τα εγγύτατα επίπεδα περιέχουν το σηµείο P , για κάθε s ∈ J ,

υπάρχουν λ(s), µ(s) ∈ R, τέτοια ώστε

(∗ ) α(s) + λ(s)T (s) + µ(s)N(s) = p

(: p το διάνυσµα ϑέσης του P ).

Οι απεικονίσεις λ, µ : J → R είναι διαφορίσιµες. Πράγµατι, από την (∗ )

έχουµε ότι

λ(s)T (s) + µ(s)N(s) = p− α(s),

απ᾿ όπου παίρνουµε τις σχέσεις

λ(s) =< λ(s)T (s), T (s) > + < µ(s)N(s), T (s) >=< p− α(s), T (s) >,

µ(s) =< λ(s)T (s), N(s) > + < µ(s)N(s), N(s) >=< p− α(s), N(s) >,

µε τις οποίες αποδεικνύεται η διαφορισιµότητα των λ, µ. Παραγωγίζοντας την

(∗ ) έχουµε:

α′(s) + λ′(s)T (s) + λ(s)T ′(s) + µ′(s)N(s) + µ(s)N ′(s) = 0 ⇒
T (s) + λ′(s)T (s) + λ(s)k(s)N(s) + µ′(s)N(s)−

µ(s)k(s)T (s) + µ(s)τ(s)B(s) = 0 ⇒
(1 + λ′(s)− µ(s)k(s))T (s) + (λ(s)k(s) + µ′(s))N(s) + µ(s)τ(s)B(s) = 0,

από την οποίαν προκύπτουν οι

1 + λ′(s)− µ(s)k(s) = 0,

λ(s)k(s) + µ′(s) = 0,

µ(s)τ(s) = 0.



1.11. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 67

Από την τελευταία σχέση είναι τ = 0, ή µ = 0. Αν µ = 0, τότε από τις άλλες

δύο προηγούµενες σχέσεις παίρνουµε

1 + λ′(s) = 0 και λ(s)k(s) = 0,

άρα

λ(s) = c− s και (c− s)k(s) = 0, ∀ s ∈ J,

δηλαδή k = 0, άτοπο. Εποµένως, αναγκαστικά τ = 0, που αποδεικνύει τον

ισχυρισµό. [Φυσικά, c − s 6= 0, διαφορετικά, από την (∗ ), ϑα είχαµε ότι

α(s) = p, ∀ s (άτοπο).]

Το αντίστροφο είναι προφανές.

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η εξίσωση του κάθετου επίπεδου σε ένα δεδοµένο

σηµείο µια κανονικής καµπύλης.

Λύση. (i) ΄Εστω ότι έχουµε καµπύλη β(s) µοναδιαίας ταχύτητας. Ενα (x, y, z) ∈
R3 είναι σηµείο του κάθετου επίπεδου στο σηµείο β(so) εάν και µόνο εάν η

διαφορά (x, y, z) − β(so) ανήκει στον υπόχωρο που παράγουν τα N(so) και

B(so), δηλαδή είναι κάθετη στο T (so) = β′(so). ΄Αρα τα σηµεία (x, y, z) του

κάθετου επίπεδου στο β(so) ικανοποιούν την σχέση

(∗ ) < (x, y, z) − β(so), T (so) >= 0,

ή, ισοδύναµα,

< (x, y, z) − β(so), β
′(so) >= 0.

(ii) ΄Εστω τώρα ότι έχουµε µια κανονική καµπύλη α(t), όχι κατ΄ ανάγκη µονα-

διαίας ταχύτητας. Τα σηµεία (x, y, z) του κάθετου επίπεδου στο α(to) ικανο-

ποιούν την αντίστοιχη της (∗)

< (x, y, z) − α(to), T (to) >= 0.

Μέσω της (1.5.1), η προηγούµενη µετασχηµατίζεται στην

< (x, y, z) − α(to),
α′(to)

‖α(to)‖
>= 0,

ή, ισοδύναµα,

< (x, y, z) − α(to), α
′(to) >= 0.

Εφαρµογή. Να δείξετε ότι όλα τα κάθετα επίπεδα της καµπύλης

β(t) = (a sin2 t, a sin t cos t, a cos t)

διέρχονται από το σηµείο (0, 0, 0).
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Λύση. Σύµφωνα µε αυτά που είπαµε προηγουµένως, το σηµείο (0, 0, 0) ανήκει

στο κάθετο επίπεδο σε κάθε σηµείο β(t), αν

< (0, 0, 0) − β(t), β′(t) >=< β(t), β′(t) >= 0, ∀ t ∈ R.

Παρατηρούµε ότι

β′(t) =
(

2a sin t cos t, a(cos2 t− sin2 t),−a sin t
)

.

Συνεπώς,

< β(t), β′(t) >=

< (a sin2 t, a sin t cos t, a cos t), (2a sin t cos t, a(cos2 t− sin2 t),−a sin t) >=

2a2 sin3 t cos t+ a2 sin t cos3 t− a2 sin3 t cos t− a2 sin t cos t =

a2 sin3 t cos t+ a2 sin t cos3 t− a2 sin t cos t =

a2 sin t cos t(sin2 t+ cos2 t)− a2 sin t cos t = 0.

΄Ασκηση 23. Να ϐρεθεί η εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου σε ένα δεδοµένο

σηµείο µια κανονικής καµπύλης.

Λύση. (i) ΄Εστω ότι έχουµε καµπύλη β(s) µοναδιαίας ταχύτητας. Ενα (x, y, z) ∈
R3 είναι σηµείο του εγγύτατου επίπεδου στο σηµείο β(so) εάν και µόνο εάν

η διαφορά (x, y, z) − β(so) ανήκει στον υπόχωρο που παράγουν τα T (so) και

N(so), δηλαδή είναι κάθετη στο B(so). ΄Αρα τα σηµεία (x, y, z) του εγγύτατου

επίπεδου στο β(so) ικανοποιούν την σχέση

(∗ ) < (x, y, z)− β(so), B(so) >= 0.

Επειδή

B(so) = T (so)×N(so) = β′(so)×
T ′(so)

k(so)
= β′(so)×

β′′(so)

k(so)
,

η (∗ ) ισοδυναµεί µε την

< (x, y, z) − β(so), β
′(so)× β′′(so) >= 0.

(ii) ΄Εστω τώρα ότι έχουµε µια κανονική καµπύλη α(t), όχι κατ᾿ ανάγκη µο-

ναδιαίας ταχύτητας. Τα σηµεία (x, y, z) του εγγυτάτου επίπεδου στο α(to)
ικανοποιούν την αντίστοιχη της (∗ )

< (x, y, z) − α(to), B(to) >= 0.
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Χρησιµοποιώντας την ισότητα [ϐλ. (1.5.3)]

B(to) =
α′(to)× α′′(to)

‖α′(to)× α′′(to)‖

παίρνουµε την συνθήκη

< (x, y, z) − α(to),
α′(to)× α′′(to)

‖α′(to)× α′′(to)‖
>= 0,

και, ισοδύναµα,

< (x, y, z) − α(to), α
′(to)× α′′(to) >= 0.

Εφαρµογή. ∆ίνεται η καµπύλη α(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ R. Να ϐρεθεί η

(καρτεσιανή) εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου της α(t) στο σηµείο α(to), όπου

to =
π

2
.

Λύση. Τα σηµεία του Ϲητούµενου εγγύτατου επίπεδου ικανοποιούν την συν-

ϑήκη

< (x, y, z) − α
(π

2

)

, α′
(π

2

)

× α′′
(π

2

)

>= 0.

Υπολογίζουµε:

α
(π

2

)

=
(

cos
π

2
, sin

π

2
,
π

2

)

=
(

0, 1,
π

2

)

α′(t) = (− sin t, cos t, 1)

α′
(π

2

)

=
(

− sin
π

2
, cos

π

2
, 1
)

= (−1, 0, 1)

α′′(t) = (− cos t,− sin t, 0)

α′′
(π

2

)

=
(

− cos
π

2
,− sin

π

2
, 0
)

= (0,−1, 0)

΄Αρα η εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου γίνεται

< (x, y, z) − (0, 1,
π

2
), (−1, 0, 1) × (0,−1, 0) >= 0 ⇔

< (x, y − 1, z − π

2
), (−1, 0, 1) × (0,−1, 0) >= 0 ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y − 1 z − π
2

−1 0 1
0 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ⇔

x+ z =
π

2
.
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΄Ασκηση 24. Να ϐρεθεί η εξίσωση του ευθειοποιούντος επιπέδου σε ένα δεδο-

µένο σηµείο µια κανονικής καµπύλης.

Λύση. (i) ΄Εστω ότι έχουµε καµπύλη β(s) µοναδιαίας ταχύτητας. Ενα (x, y, z) ∈
R3 είναι σηµείο του ευθειοποιούντος επιπέδου στο σηµείο β(so) εάν και µό-

νο εάν η διαφορά (x, y, z) − β(so) ανήκει στον υπόχωρο που παράγουν τα

T (so) και B(so), δηλαδή είναι κάθετη στο N(so). ΄Αρα τα σηµεία (x, y, z) του

ευθειοποιούντος επιπέδου στο β(so) ικανοποιούν την συνθήκη

(∗ ) < (x, y, z) − β(so), N(so) >= 0.

Επειδή

N(so) =
T ′(so)

k(so)
=

β′′(so)

k(so)
,

η (∗ ) µετασχηµατίζεται στην

< (x, y, z) − β(so),
β′′(so)

k(so)
>= 0,

ή, ισοδύναµα, στην

< (x, y, z) − β(so), β
′′(so) >= 0.

(ii) ΄Εστω τώρα ότι έχουµε µια κανονική καµπύλη α(t), όχι κατ᾿ ανάγκη µονα-

διαίας ταχύτητας. Τα σηµεία (x, y, z) του ευθειοποιούντος επιπέδου στο α(to)
ικανοποιούν την αντίστοιχη της (∗ )

< (x, y, z)− α(to), N(to) >= 0.

Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι [ϐλ. (1.5.2)]

N(to) =

(

α′(to)× α′′(to)
)

× α′(to)

‖α′(to)× α′′(to)‖ · ‖α′(to)‖
,

ϐρίσκουµε ότι

< (x, y, z) − α(to),

(

α′(to)× α′′(to)
)

× α′(to)

‖α′(to)× α′′(to)‖ · ‖α′(to)‖
>= 0,

και, ισοδύναµα,

(∗∗ ) < (x, y, z)− α(to), (α
′(to)× α′′(to))× α′(to) >= 0.

Εφαρµογή. ∆ίνεται η καµπύλη α(t) =
(

t,
t2

2
,
t3

3

)

, t ∈ R. Να ϐρεθεί η

εξίσωση του ευθειοποιούντος επιπέδου της α(t) στο σηµείο που αντιστοιχεί

στο to = 1.
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Λύση. Σύµφωνα µε την (∗∗ ), τα σηµεία του Ϲητούµενου ευθειοποιούντος

επιπέδου ικανοποιούν την συνθήκη

< (x, y, z) − α(1),
(

α′(1) × α′′(1)
)

× α′(1) >= 0.

Υπολογίζουµε:

α(1) =
(

1,
1

2
,
1

3

)

(x, y, z) − α(1) =
(

x− 1, y − 1

2
, z − 1

3

)

α′(t) =
(

1, t, t2
)

α′(1) = (1, 1, 1)

α′′(t) = (0, 1, 2t)

α′′(1) = (0, 1, 2)

α′(1)× α′′(1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
1 1 1
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1,−2, 1)

΄Αρα η Ϲητούµενη συνθήκη είναι

< (x− 1, y − 1/2, z − 1/3), (1,−2, 1) × (1, 1, 1) >=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
1 −2 1
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

που ισοδυναµεί µε την

x− z =
2

3
.

΄Ασκηση 25. ΄Εστω α : J → R3 καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, της οποίας η

εικόνα ϐρίσκεται πάνω σε µία σφαίρα κέντρου p και ακτίνας R, δηλαδή η α
είναι µία σφαιρική καµπύλη. Αν k είναι καµπυλότητα και τ 6= 0 η στρέψη

της α, να αποδειχθούν οι επόµενες σχέσεις :

α− p = −1

k
N −

(1

k

)′
· 1
τ
B,(I)

R2 =
(1

k

)2
+

(

(1

k

)′
· 1
τ

)2

,(II)

τ

k
= −

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

.(III)
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Λύση. Παρατηρούµε ότι

‖α − p‖ = R ⇒ < α− p, α− p >= R2

⇒ < α− p, α− p >′ (s) = 0

⇒ 2 < α′, α− p > (s) = 0

⇒ < T,α− p > (s) = 0

⇒ (α(s) − p) ⊥ T (s).

΄Αρα, για κάθε s ∈ J , το α(s)− p ανήκει στο επίπεδο των N(s), B(s) (: κάθετο

επίπεδο), οπότε υπάρχουν διαφορίσιµες απεικονίσεις λ, µ : J → R, µε

(♦ ) α(s)− p = λ(s)N(s) + µ(s)B(s).

Παραγωγίζοντας τώρα την ισότητα < T,α− p >= 0, παίρνουµε:

< T,α− p >′ (s) = 0 ⇒
⇒ < T ′(s), α(s) − p > + < T (s), α′(s) >= 0

⇒ < k(s)N(s), α(s) − p >= − < T (s), T (s) >= −1

⇒ < k(s)N(s), λ(s)N(s) + µ(s)B(s) >= −1

⇒ k(s)λ(s) < N(s), N(s) > +k(s)µ(s) < N(s), B(s) >= −1

⇒ k(s)λ(s) = −1

⇒ λ(s) = − 1

k(s)
.

Αντικαθιστώντας το λ(s) στην (♦ ) και παραγωγίζοντας (αφού ϑέλουµε να κατα-

λήξουµε σε έκφραση που περιέχει την παράγωγο της καµπυλότητας) έχουµε:

(♦) ⇒ α(s)− p = − 1

k(s)
N(s) + µ(s)B(s)

⇒ α′(s) = −
( 1

k(s)

)′
N(s)− 1

k(s)
N ′(s) + µ′(s)B(s) + µ(s)B′(s)

⇒ T (s) = −
( 1

k(s)

)′
N(s)− 1

k(s)

(

− k(s)T (s) + τ(s)B(s)
)

+ µ′(s)B(s)− µ(s)τN(s)

⇒ T (s) = T (s) +
(

−
( 1

k(s)

)′
− µ(s)τ(s)

)

N(s) +
(

µ′(s)− τ(s)

k(s)

)

B(s)

⇒
(

−
( 1

k(s)

)′
− µ(s)τ(s)

)

N(s) +
(

µ′(s)− τ(s)

k(s)

)

B(s) = 0

⇒ µ(s)τ(s) = −
( 1

k(s)

)′
και µ′(s) =

τ(s)

k(s)
.
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Από την πρώτη των δύο τελευταίων ισοτήτων παίρνουµε ότι (αφού k 6= 0, επειδή

η καµπύλη είναι σφαιρική)

µ(s) = −
( 1

k(s)

)′
· 1

τ(s)
.

Αντικαθιστώντας στην (♦ ) τις τιµές των λ(s) και µ(s), που ϐρήκαµε παραπάνω,

καταλήγουµε στην (I).

Για την απόδειξη της (II) παρατηρούµε ότι

R2 =< α− p, α− p >

=< −1

k
N −

(1

k

)′ 1

τ
B,−1

k
N −

(1

k

)′ 1

τ
B >

=
1

k2
< N,N > +2

1

k

(1

k

)′ 1

τ
< N,B > +

((1

k

)′)2 1

τ2
< B,B >

=
1

k2
+
((1

k

)′)2 1

τ2
,

από την οποίαν καταλήγουµε στη ( II).

Παραγωγίζοντας την (II) έχουµε διαδοχικά :

(II) ⇒ 2
1

k

(1

k

)′
+ 2
(1

k

)′(1

τ

)

·
(

(1

k

)′
·
(1

τ

)

)′

= 0

⇒ 1

k
= −1

τ

(

(1

k

)′
·
(1

τ

)

)′

,

απ᾿ όπου προκύπτει η (III).

΄Ασκηση 26. ΄Εστω α καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε k, τ 6= 0. Αν

(1

k

)′
6= 0 και

(1

k

)2
+

(

(1

k

)′
· 1
τ

)2

= σταθερό,

τότε η καµπύλη α είναι σφαιρική.

Λύση. Αν ϑέσουµε
(1

k

)2
+

(

(1

k

)′
· 1
τ

)2

= c2, έχουµε ακριβώς τη (II) της

΄Ασκησης 25. Εποµένως, ακολουθώντας την διαδικασία (II) ⇒ (III) της ίδιας

άσκησης, έχουµε ότι

τ

k
+

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

= 0.

΄Εχοντας ως κίνητρο την (I) της προηγούµενης άσκησης, ϑέτουµε

p := α+
1

k
N +

(1

k

)′
· 1
τ
B,
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όπου ϕαινοµενικά το p είναι συνάρτηση του s. Το διάνυσµα
1

k
N +

(1

k

)′
· 1
τ
B

έχει σταθερό µήκος ίσο µε

(

(1

k

)2
+
((1

k

)′
· 1
τ

)2
)1/2

= c.

Θα δείξουµε ότι p′ = 0, οπότε το p είναι σταθερό σηµείο, και η α απέχει από

το p σταθερή απόσταση c. Πράγµατι,

p′ = α′ +
(1

k

)′
N +

(1

k

)

N ′ +

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

B +
(1

k

)′
· 1
τ
B′

= T +
(1

k

)′
N +

1

k
(−kT + τB) +

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

B +
(1

k

)′
· 1
τ
(−τN)

= T +
(1

k

)′
N − T +

τ

k
B +

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

B −
(1

k

)′
N

= T +
(1

k

)′
N − T +

τ

k
B +

(

(1

k

)′
· 1
τ

)′

B −
(1

k

)′
N

= 0T + 0N +
(τ

k
+
((1

k

)′
· 1
τ

)′)

B = 0

και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Από τις δύο προηγούµενες ασκήσεις, προκύπτει ότι µία µή

επίπεδη καµπύλη του χώρου ϐρίσκεται πάνω σε µία σφαίρα (δηλ. είναι σφαι-

ϱική) τότε και µόνον τότε αν η καµπυλότητα και η στρέψη της ικανοποιούν

την συνθήκη
(1

k

)2
+

(

(1

k

)′
· 1
τ

)2

= c.

΄Ασκηση 27. ∆ίνεται µία καµπύλη α : I → R3 µοναδιαίας ταχύτητας, µε

καµπυλότητα k(s) > 0 για κάθε s ∈ I, και στρέψη τ(s). Θέτουµε β(s) :=
T (s), όπου T (s) το εφαπτόµενο διάνυσµα της α. (i) Να αποδειχθεί ότι η β είναι

κανονική καµπύλη. (ii) Αν σ είναι η συναρτηση µήκους τόξου της β (µε αρχή

το so), να αποδειχθεί ότι σ′(s) = k(s), για κάθε s ∈ I. (iii) Να υπολογιστεί

καµπυλότητα k̄ και η στρέψη τ̄ της β.

Λύση. (i) Παρατηρούµε ότι β′(s) = T ′(s) = k(s)N(s). Εποµένως, ‖β′(s)‖ =
k(s) 6= 0, δηλαδή η β είναι κανονική καµπύλη.

(ii) Εφ᾿ όσον η συνάρτηση µήκους τόξου δίνεται από την σχέση

σ(s) =

∫ s

so

‖β′(u)‖ du,
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έχουµε ότι

σ′(s) = ‖β′(s)‖ = ‖T ′(s)‖ = ‖k(s)N(s)‖ = k(s).

(iii) Επειδή η β δεν είναι απαραίτητα µοναδιαίας ταχύτητας (κάτι τέτοιο ϑα

συνέβαινε αν k = 1, πράγµα που δεν δηλώνεται εδώ), ϑα χρησιµοποιήσουµε

τους τύπους της καµπυλότης και στρέψης που δίνονται από τα Θεωρήµατα

1.4.2 και 1.4.3 αντιστοίχως.

Για το σκοπό αυτό ϐρίσκουµε (παραλείποντας τη µεταβλητή s):

β′ = T ′ = kN,

β′′ = k′N + kN ′

= k′N + k(−kT + τB)

= −k2T + k′N + kτB,

οπότε

β′ × β′′ = kN × (−k2 + k′N + kτB)

= −k3N × T + kk′N ×N + k2τN ×B

= k2τT + 0 + k3B = k2τT + 0N + k3B,

και

‖β′ × β′′‖2 = k6 + k4τ2 = k4(k2 + τ2).

Εποµένως,

k̄ =
‖β′ × β′′‖
‖β′‖3 =

k2
(

k2 + τ2
)1/2

k3
=

(

k2 + τ2
)1/2

k
.

Για τον προσδιορισµό της στρέψης χρειαζόµαστε και την β′′′. Παραγωγί-

Ϲοντας την β′′, που ϐρήκαµε πιό πάνω, έχουµε:

β′′′ = −2kk′T − k2T ′ + k′′N + k′N ′ + k′τB + kτ ′B + kτB′

= −2kk′T − k3N + k′′N + k′(−kT + τB) + (k′τ + kτ ′)B + kτ(−τN)

= −3kk′T + (−k3 + k′′ − kτ2)N + (2k′τ + kτ ′)B.

Εποµένως,

τ̄ =
< β′ × β′′, β′′′ >

‖β′ × β′′‖2 =
k3(kτ ′ − k′τ)

k4(k2 + τ2)
=

kτ ′ − k′τ

k(k2 + τ2)
.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Η καµπύλη β καλείται σφαιρική δείκτρια (spherical indi­

catrix) της (συνάρτησης) T . Ανάλογα ορίζονται και οι σφαιρικές δείκτριες των
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N και B. Η ορολογία οφείλεται στο γεγονός ότι οι δείκτριες παίρνουν τιµές

στη µοναδιαία σφαίρα του R3 µε κέντρο το 0.

΄Ασκηση 28. ∆ίνεται η καµπύλη

α(t) =
(

e−t cos t, e−t sin t
)

, t ∈ R.

(i) Να αποδειχθεί ότι limt→+∞ α(t) = limt→+∞ α′(t) = (0, 0). (ii) Να υπο-

λογιστεί το
∫∞
to

‖α′(u)‖ du. (iii) Να υπολογιστεί η καµπυλότητα της α.

Λύση. Η καµπύλη είναι ειδική περίπτωση λογαριθµικής σπείρας (ϐλ. ΄Ασκηση

13, µε a = 1 και b = −1). Εποµένως το (i) αποδεικνύεται αναλόγως. Για το

(ii) έχουµε διαδοχικά :

α′(t) =
(

− e−t cos t− e−t sin t,−e−t sin t+ e−t cos t
)

,

‖α′(t)‖ =
(

(−e−t cos t− et sin t)2 + (−e−t sin t+ e−t cos t)2
)1/2

=
√
2e−t,

∫ t

to

‖α′(u)‖du =
√
2

∫ t

to

e−udu =
√
2
(

− e−u
)

∣

∣

∣

t

to
=

√
2
(

e−to − e−t
)

.

Εποµένως,

∫ ∞

to

‖α′(u)‖du = lim
t→+∞

∫ t

to

‖α′(u)‖ du =
√
2 e−to .

(iii) Θέτοντας

α1(t) := e−t cos t , α2(t) := e−t sin t,

έχουµε:

α′
1(t) = −e−t cos t− et sin t,

α′
2(t) = −e−t sin t+ e−t cos t,

α′′
1(t) = 2e−t sin t,

α′′
2(t) = −2e−t cos t,

α′
1(t)α

′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t) = 2e−2t,

‖α′(t)‖2 = α′
1(t)

2 + α′
2(t)

2 = 2e−2t,

οπότε

k(t) = |k∗(t)| =
|α′

1(t)α
′′
2(t)− α′′

1(t)α
′
2(t)|

‖α′(t)‖3 =
1√
2
et.

[Προφανώς, η παραπάνω τιµή της καµπυλότητας συµφωνεί µε αυτήν που

προκύπτει από τον (γενικό) τύπο καµπυλότητας της ΄Ασκησης 13, αν ϑέσουµε

a = 1 και b = −1.]
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΄Ασκηση 29. ∆ίνονται δύο πραγµατικοί αριθµοί λ και µ. Να ϐρεθεί πότε αυτοί

ορίζουν (µη επίπεδη) καµπύλη α µε καµπυλότητα kα = λ και στρέψη τα = µ.

Ποιό είδος καµπύλης είναι αυτό ;

Λύση. Για να ορίζεται καµπύλη α στο χώρο µε την αναφερόµενη ιδιότητα

πρέπει λ > 0 και µ 6= 0. Επειδή η καµπυλότητα και η στρέψη της α εί-

ναι και οι δύο σταθερές, πράγµα που συµβαίνει και σε κάθε κυκλική έλικα,

υποπτευόµαστε ότι η α είναι κάποια κυκλική έλικα.

Θεωρούµε την κυκλική έλικα της ΄Ασκησης 7 και την αναπαραµέτρησή της

µέσω µήκους τόξου

β(s) =
(

r cos
s

c
, r sin

s

c
,
b

c
s
)

,

όπου c2 = r2 + b2. Αν ϑέλουµε οι α και β να έχουν ίδια καµπυλότητα και

στρέψη (οπότε διαφέρουν µόνον κατά την ϑέση τους στο χώρο), ϑέτουµε

r

r2 + b2
= λ και

b

r2 + b2
,

οπότε επιλύοντας στοιχειωδώς το προηγούµενο σύστηµα ως προς r και b ϐρί-

σκουµε ότι

r =
λ

λ2 + µ2
και b =

µ

λ2 + µ2
.

Εποµένως, αν ϑεωρήσουµε την καµπύλη

γ(s) =

(

λ

λ2 + µ2
cos
(

s
√

λ2 + µ2
)

,
λ

λ2 + µ2
sin
(

s
√

λ2 + µ2
)

,
µ
√

λ2 + µ2

λ2 + µ2
s

)

,

παρατηρούµε ότι είναι µία κυκλική έλικα µοναδιαίας ταχύτητας µε καµπυλό-

τητα kγ = λ και στρέψη τγ = µ (αρκεί στους τύπους που δίνουν την καµπυ-

λότητα και στρέψη της β να κάνουµε την προηγούµενη αντικατάσταση των r
και b). Εποµένως, κατά το Θεµελιώδες Θεώρηµα των Καµπυλών, οι α και γ
συµπίπτουν µέσω στερεάς κίνησης, άρα α η παριστά πραγµατικά µία κυκλική

έλικα.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω α : I → R2 επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε

καµπυλότητα k(s) < 1, ∀s ∈ I. Θεωρούµε την καµπύλη

β(s) := α(s) +N(s), s ∈ I.

(παράλληλη της α), όπου N(s) το πρώτο κάθετο διάνυσµα της α. Να απο-

δειχθεί ότι η β είναι κανονική και ότι η καµπυλότητά της kβ δίνεται από την

σχέση

kβ =
k

1− k
.
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Λύση. (α) Η β είναι κανονική :

β′(s) = α′(s) +N ′(s) = T (s)− k(s) · T (s) = (1− k(s)) · T (s) 6= 0.

(ϐ) Η β δεν είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, άρα υπολογίζουµε την

καµπυλότητά της από τον τύπο του ϑεωρήµατος 1.4.2. Παραλείποντας την

µεταβλητή s, έχουµε

‖β′‖ = ‖(1 − k)T‖ = |1− k| = 1− k

β′′ = (1− k)′T + (1− k)T ′ = (1− k)′T + (1− k)kN

β′ × β′′ = (1− k)T ×
(

(1− k
)′
T + (1− k)kN

= (1− k)(1 − k)′T × T + (1− k)2kT ×N

= k(1− k)B

‖β′ × β′′‖ = k(1− k)2

kβ =
k(1− k)2

(1− k)3
=

k

1− k
.

΄Ασκηση 31. Εστω α(s) καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε στρέψη τ(s) 6= 0.

Να εκφραστεί η καµπυλότητα k της α συναρτήσει της τ και των δεύτερων

κάθετων διανυσµάτων B(s).

Λύση. Από τον τύπο των Frenet­Serret για την παράγωγο του B, παίρνουµε

ότι

N(s) = −B′(s)

τ(s)
,

οπότε από τον ορισµό της καµπυλότητας έχουµε διαδοχικά :

k(s) = ‖T ′(s)‖ = ‖(N(s)×B(s))′‖

= ‖
(

− B′(s)

τ(s)
×B(s)

)′‖

= ‖
(

− B′(s)

τ(s)

)′ ×B(s) +
(

− B′(s)

τ(s)

)

×B′(s)‖

= ‖−B′′(s)τ(s) +B′(s)τ ′(s)

τ(s)2
×B(s) + 0‖

=
1

τ(s)2
‖
(

τ ′(s)B′(s)− τ(s)B′′(s)
)

×B(s)‖.

΄Ασκηση 32. Αν γ είναι κανονική καµπύλη µε την ιδιότητα οι διχοτόµοι

της γωνίας που σχηµατίζουν τα πρώτα κάθετα διανύσµατα µε τα αντίστοιχα

δεύτερα να διέρχονται από σταθερό σηµείο, τότε η γ είναι κύκλος.
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Λύση. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η γ είναι

µοναδιαίας ταχύτητας. Ακολουθώντας την µεθοδολογία των Ασκήσεων 16-19

και 21, µπορούµε να γράψουµε την συνθήκη της άσκησης µε την µορφή

(*) p = γ(s) + λ(s)(N(s) +B(s)),

όπου p το διάνυσµα ϑέσης του δοσµένου σταθερού σηµείου και λ(s) διαφορί-

σιµη συνάρτηση. Παραγωγίζουµε την (*) και, παραλείποντας το s, ϐρίσκουµε

T + λ′(N +B) + λ(−kT + τB − τN) = 0,

ή, ισοδύναµα,

(1− λk)T + (λ′ − λτ)N + (λ′ + λτ)B = 0,

οπότε

1− λk = 0, λ′ − λτ = 0, λ′ + λτ = 0.

Αθροίζοντας τις δύο τελευταίες ϐρίσκουµε λ′ = 0, άρα λ = c = σταθερό και το

σύστηµα των παραπάνω ισοτήτων γίνεται

1− ck = 0, cτ = 0.

Από την πρώτη προκύπτει c 6= 0 και k = 1/c σταθερό, και από την δεύτερη

τ = 0. Αρα η γ είναι κύκλος ακτίνας c.

΄Ασκηση 33. Εστω β(s), s ∈ J , καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, της οποίας

γνωρίζουµε τα δεύτερα κάθετα διανύσµατα B(s), για κάθε s ∈ J . Να ϐρεθεί

η καµπύλη, αν τ > 0.

Λύση. Από την σχέση B′ = −τN , ϐρίσκουµε τη στρέψη και τά πρώτα κάθετα

διανύσµατα :

τ = | − τ | · ‖N‖ = ‖ − τN‖ = ‖B′‖,

N = −B′

τ
.

Κατόπιν υπολογίζουµε τα εφαπτόµενα διανύσµατα

β′ = T = N ×B

και τελικά την Ϲητούµενη β, ολοκληρώνοντας τα T :

β =

∫

T + c.





Κεφάλαιο 2

Κανονικές Επιφάνειες

2.0 Εισαγωγή

Οι επιφάνειες είναι αντικείµενα του χώρου R3 (όπως η σφαίρα, ο κύλινδρος

κ.α.), τα οποία τοπικά "µοιάζουν" µε το R2, όπως ϑα ορίσουµε αυστηρά πιό

κάτω. Οι επιφάνειες είχαν απασχολήσει και τους αρχαίους µαθηµατικούς.

Κατά τον Ευκλείδη «επιφάνεια [δέ] είναι ό,τι έχει µόνον µήκος και πλάτος»,

πράγµα που υποδηλώνει τον διδιάστατο χαρακτήρα αυτών των αντικειµένων.

΄Ενα ϐασικό γεωµετρικό πρόβληµα είναι η απεικόνιση της σφαίρας επί

ενός επιπέδου. Η πρώτη απάντηση δόθηκε από τον ΄Ιππαρχο µέσω της στε-

ϱεογραφικής προβολής. Την µέθοδο αυτή ακολούθησε και ο Πτολεµαίος για

να κατασκευάσει χάρτες του ουρανίου ϑόλου. Σε πολύ νεώτερους χρόνους,

οι µεγάλες εξερευνήσεις και οι συνακόλουθες ανάγκες της ναυσιπλοΐας έκα-

ναν επιτακτική την κατασκευή (ακριβών) χαρτών, οπότε χρησιµοποιήθηκαν

κι άλλες προβολές, όπως αυτές του Mercator, του Lambert, η αζιµουθιακή

κ.α. Προφανώς, η κατασκευή χαρτών ανάγεται στο γενικότερο πρόβληµα της

απεικόνισης µιας επιφάνειας σε µίαν άλλη. Για περισσότερες λεπτοµέρειες,

σχετικές µε τα µαθηµατικά προβλήµατα της χαρτογραφίας (και των απεικο-

νίσεων µεταξύ επιφανειών) παραπέµπουµε στα ϐιβλία [8, σελ. 116–130] και

[9, σελ. 124–159]. Στο τελευταίο (ϐλ. σελ. 536–542) περιέχονται και αρκετά

ιστορικά στοιχεία, αναφερόµενα στην εξέλιξη της Θεωρίας των Επιφανειών.

Με τον όρο Θεωρία των Επιφανειών εννοούµε εδώ την µελέτη των επιφα-

νειών µε την ϐοήθεια του ∆ιαφορικού Λογισµού (όπως έγινε στο Κεφάλαιο 1

για τις καµπύλες). Στη διαµόρφωση και ανάπτυξη του σηµαντικότατου αυτού

κλάδου της γεωµετρίας συνέβαλαν αποφασιστικά ο L. Euler, ο G. Monge, και

81
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ιδιαίτερα ο C. F. Gauss. Ο τελευταίος, το 1827 παρουσίασε στη Βασιλική

Επιστηµονική Εταιρεία του Göttingen το ϑεµελιώδες έργο του Disquisitiones

Generales circa Superficies Curvas ("Γενικες ΄Ερευνες επί των Καµπυλωµέ-

νων Επιφανειών"), στην οποίαν η µελέτη των επιφανειών παίρνει την µορφή

που γνωρίζουµε σήµερα. Μεταξυ των πολλών άλλων γεωµετρών, που επίσης

συνέβαλαν στην ανάπτυξη της Θεωρίας Επιφανειών, αναφέρουµε κυρίως τους

O. Bonnet, E. B. Christoffel, D. Codazzi, G. Darboux, Ch. Dupin, T. Levi­

Cività, J. B. Meusnier, F. Mindig, A. F. Möbius, J. Plücker, O. Rodrigues,

H. Poincaré, J. Weingarten.

Παρά το γεγονός ότι, όπως και ο Gauss, ξεκινάµε την µελέτη των επιφα-

νειών χρησιµοποιώντας συστηµατικά την υπόθεση ότι αυτές είναι διδιάστα-

τα αντικείµενα εµβαπτισµένα στον τριδιάστατο χώρο, το περίφηµο Θεώρηµα

Egregium ("Εξοχο Θεώρηµα") του ίδιου έδειξε ότι οι επιφάνειες διαθέτουν µια

"εσωτερική γεωµετρία", ανεξάρτητη από τον περιβάλλοντα χώρο R3. Αυτό ση-

µαίνει ότι αν στη γήινη σφαίρα κατοικούσαν διδιάστατα ευφυή όντα µε ανε-

πτυγµένες µαθηµατικές γνώσεις, ϑα µπορούσαν να αντιληφθούν τη γεωµετρία

της σφαίρας χωρίς να έχουν την αίσθηση της τρίτης διάστασης (του ύψους). Η

προηγούµενη ανακάλυψη οδήγησε τον B. Riemann στη ϑεώρηση της αντίστοι-

χης µη ευκλείδειας γεωµετρίας που ϕέρει το όνοµά του, και στην έννοια της

διαφορικής πολλαπλότητας (η οποία µελετάται σε άλλο εξάµηνο σπουδών).

2.1 Βασικοί Ορισµοί

2.1.1 Ορισµός. Μια παραµέτρηση επιφανείας (surface parametrization)

ή 2-διάστατο σύστηµα συντεταγµένων (coordinate system) ή 2-διάστατος

χάρτης (chart or patch), ή και παραµετρηµένη επιφάνεια (parametrized

surface) είναι µια τριάδα (U, r,W ), όπου U ⊆ R2 ανοιχτό, r : U → R3 διαφο-

ϱίσιµη απεικόνιση και W = r(U), µε τις ιδιότητες :

(1) Η r : U → W = r(U) είναι οµοιοµορφισµός·

(2) Για κάθε q = (u, v) ∈ U , το διαφορικό Dr(q) : R2 → R3 είναι 1–1.

Στην επόµενη σελίδα παραθέτουµε το σχετικό Σχήµα 2.1.

2.1.2 Παρατηρήσεις. 1) Στην συνθήκη (1), το W ϑεωρείται εφοδιασµένο µε

την σχετική τοπολογία που έχει ως υποσύνολο του R3.

2) Επειδή r : U ⊆ R2 → R3, µπορούµε να γράψουµε ότι

r = (x, y, z)

όπου x := pr1 ◦ r, y := pr2 ◦ r, z := pr3 ◦ r : U → R είναι οι συντεταγµένες

της r. ΄Αρα

r(u, v) =
(

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

, ∀ (u, v) ∈ U.
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ur
vr

ou

ou

U
Wr

q

x

y

z

u

v

Σχήµα 2.1

Εφ᾿ όσον η r είναι διαφορίσιµη, υπάρχουν όλες οι µερικές παράγωγοι,

όλων των τάξεων. Εποµένως, για κάθε q = (uo, vo) ∈ U , ορίζεται ο αντίστοιχος

πίνακας Jacobi (ϐλ. Παράρτηµα, §Α΄.15)

(2.1.1) Jqr =



















∂x

∂u
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∣

q



















.

Συνεπώς, η συνθήκη (2) του Ορισµού 2.1.1 ισοδυναµεί µε το ότι η τάξη του Jqr
είναι 2, που µε την σειρά του ισοδυναµεί µε το ότι µία από τις υποορίζουσες

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

:= det









∂x
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q






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,
∂(x, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

:= det









∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

∂x

∂v

∣
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∣
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∣

∣
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∂z

∂v

∣

∣

∣

∣
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







,

∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

:= det









∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

∂y

∂v

∣

∣
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∣
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∣

∣

q









,

δεν µηδενίζεται, ή ισοδύναµα,

(2.1.2)

(

∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂z
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∣
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∣
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q

)

×
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∣

∣

∣

∣

q

)

6= 0.
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3) Ας παρατηρήσουµε ακόµη ότι η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι τα διανύ-

σµατα

(2.1.3) ru(q) :=
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

=

(

∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂z

∂u

∣

∣

∣

∣

q

)

και

(2.1.4) rv(q) :=
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

(

∂x

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,
∂y

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,
∂z

∂v

∣

∣

∣

∣

q

)

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, άρα ορίζουν ένα διδιάστατο υπόχωρο (επίπεδο)

µέσα στο R3, που αν µεταφερθεί κατά r(q) ορίζει το εφαπτόµενο επίπεδο του

χώρου r(U) στο r(q). Θα µελετήσουµε το εφαπτόµενο επίπεδο λεπτοµερέστερα

στην Παράγραφο 2.6.

4) Με τους συµβολισµούς της προηγούµενης παρατήρησης, η (2.1.2) ισο-

δυναµεί µε την συνθήκη

(2.1.2′) ‖ru(q)× rv(q)‖ 6= 0.

Πολλές ϕορές, ο ελεγχος της τελευταίας είναι πρακτικά πιό εύκολος απ᾿ αυτόν

των άλλων ισοδύναµων συνθηκών.

5) Συχνά, λέµε και γράφουµε απλά «η παραµέτρηση r», παϱαλείποντας

το πεδίο ορισµού U και το πεδίο τιµών W του χάρτη. Στη συνέχεια ϑα χρησι-

µοποιούµε αδιακρίτως τους όρους παραµέτρηση (επιφανείας), σύστηµα συν-

τεταγµένων, χάρτης, και παραµετρηµένη επιφάνεια.

2.1.3 Πρόταση. ΄Εστω (U, r,W ) µια παραµέτρηση επιφανείας. Τότε ισχύουν

τα επόµενα συµπεράσµατα :

(1) Η r δεν είναι σταθερά.

(2) Η r δεν είναι ανεξάρτητη του u ή του v.

Εποµένως, η εικόνα r(U) µιας παραµέτρησης επιφανείας δεν είναι ούτε σηµείο,

ούτε καµπύλη.

Απόδειξη. (1) Αν r = c, τότε Dr(q) = 0, για κάθε q ∈ U , άτοπο.

(2) Αν η r είναι ανεξάρτητη του u, τότε ru(q) = 0, οπότε και ru(q)× rv(q) = 0,

επίσης άτοπο. Ανάλογα για το v.

Ας πάρουµε και πάλι µια παραµέτρηση επιφανείας (U, r,W ). Θα ερµη-

νεύσουµε γεωµετρικά τα διανύσµατα ru(q) και rv(q), για τυχόν q ∈ U .

Θεωρούµε ένα σηµείο qo = (uo, vo) ∈ U και την απεικόνιση

(2.1.5) α : u −→ α(u) := r(u, vo) = (x(u, vo), y(u, vo), z(u, vo)) .
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Η α είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη µε τιµές στο W = r(U), για την οποία

(2.1.6) α′(uo) =
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

qo

= ru(qo).

∆ηλαδή

Το ru(qo) = ∂r
∂u

∣

∣

qo
είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα, στο σηµείο uo, της

διαφορίσιµης καµπύλης u 7→ α(u) := r(u, vo). Ανάλογα, το rv(qo) =
∂r
∂v

∣

∣

qo
είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα, στο σηµείο vo, της διαφορίσιµης

καµπύλης v 7→ β(v) := r(uo, v).

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για όλα τα q = (u, v) ∈ U , ϐλέπουµε

ότι η εικόνα W = r(U) σαρώνεται από καµπύλες της µορφής

α : u −→ r(u, v) και β : v −→ r(u, v),

των οποία τα αντίστοιχα εφαπτόµενα διανύσµατα είναι τα

ru(q) =
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

και rv(q) =
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,

για κάθε q = (u, v) ∈ U (ϐλ. επίσης και το Σχήµα 2.1).

Οι καµπύλες α και β, που ορίστηκαν προηγουµένως (µέσω της παραµέ-

τρησης) καλούνται καµπύλες συντεταγµένων (coordinate curves) ή παρα-

µετρικές καµπύλες (parameter curves) της (U, r,W ).

2.1.4 Ορισµός. Μια κανονική επιφάνεια (regular surface) είναι ένα υπο-

σύνολο S του R3 για το οποίο υπάρχει µια οικογένεια {(Ui, ri,Wi)}i∈I 2-

διάστατων χαρτών (παραµετρήσεων), έτσι ώστε Wi ⊆ S ανοιχτό (στο S µε την

σχετική τοπολογία) και

S =
⋃

i∈I

Wi.

Ισοδύναµα, για κάθε p ∈ S, υπάρχει 2-διάστατος χάρτης (Up, rp,Wp), µε

p ∈ Wp και Wp ⊆ S ανοιχτό. Το σύνολο των 2-διάστατων χαρτών του S λέµε

ότι αποτελεί έναν (2-διάστατο) άτλαντα.

Υπενθυµίζουµε εδώ ότι (σύµφωνα µε την σχετική τοπολογία του S, ως

υποχώρου του R3) ένα W ⊆ S είναι ανοιχτό στο S, εάν W = A ∩ S, όπου

A ⊆ R3 ανοιχτό.

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει ότι αν (U, r,W ) είναι παραµέτρη-

ση επιφανείας, τότε το S = W είναι µία κανονική επιφάνεια, που καλύπτεται

ολόκληρη από τον δοσµένο χάρτη. Προφανώς το W είναι ανοιχτό στον εαυτό

του, αφού W = W ∩ R3.
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2.2 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1. Τα ανοιχτά υποσύνολα του R2.

΄Εστω U ⊆ R2 ανοιχτό. Παρατηρούµε ότι η κανονική εµφύτευση

i : U −→ S = U × {0} ⊆ R
3 : (u, v) 7→ (u, v, 0)

είναι απεικόνιση 1–1 και επί, συνεχής µε συνεχή αντίστροφη την

i−1 : U × {0} −→ U : (u, v, 0) 7→ (u, v)

(άρα οµοιοµορφισµός) και ο πίνακας

Jqi =





1 0
0 1
0 0





είναι τάξης 2, σε κάθε q = (u, v) ∈ U . Εποµένως η τριάδα (U, i, U × {0})
είναι 2-διάστατη παραµέτρηση και το S = U × {0} κανονική επιφάνεια, που

καλύπτεται όλη από µία παραµέτρηση. Ταυτίζοντας τώρα το U µε το U × {0}
(µέσω της i) µπορούµε να ϑεωρήσουµε και το U κανονική επιφάνεια.

Παράδειγµα 2. Τα επίπεδα του R3.

Ας ϑεωρήσουµε ένα επίπεδο

Π := {(x, y, z) ∈ R
3 : Ax+By + Cz +D = 0}.

Το Π είναι εικόνα ενός 2-διάστατου χάρτη : Επειδή για να ορίζεται επίπεδο

πρέπει να είναι (A,B,C) 6= (0, 0, 0), µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

να υποθέσουµε ότι C 6= 0, και να ϑεωρήσουµε την απεικόνιση

r : R2 −→ R
3 : (u, v) 7→

(

u, v,
−D −Au−Bv

C

)

.

Προφανώς η r είναι 1–1, επί του Π και συνεχής. Εποµένως υπάρχει η αντί-

στροφη

r−1 : Π −→ R
2 : (x, y, z) 7→ (x, y).

Η r−1 είναι συνεχής, ως περιορισµός της συνεχούς απεικόνισης

R
3 −→ R

2 : (x, y, z) 7→ (x, y)

στο Π, άρα η r : R2 → Π είναι οµοιοµορφισµός. Επιπλέον, η r είναι διαφο-

ϱίσιµη και µπορεί να γραφτεί µε την µορφή

r = (x, y, z),
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όπου

x(u, v) = pr1(u, v) = u,

y(u, v) = pr2(u, v) = v,

z(u, v) =
−D −Au−Bv

C
,

οπότε

J(u,v)r =







1 0
0 1

−A

C
−B

C







που είναι πίνακας τάξης 2. ΄Αρα ισχύουν οι συνθήκες του Ορισµού 2.1.1. Επι-

πλέον, το Π είναι κανονική επιφάνεια που καλύπτεται από µία παραµέτρηση.

Παράδειγµα 3. Η σφαίρα S2.

Ας παρατηρήσουµε πρώτα ότι η σφαίρα

S2 = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 1}

είναι συµπαγές υποσύνολο του R3 και δεν µπορεί να είναι οµοιοµορφική µε

κανένα ανοιχτό U ⊆ R2. Οµως, αν αφαιρεθεί ένα σηµείο, το υποσύνολο που

µένει είναι οµοιοµορφικό µε το επίπεδο, όπως ϑα αποδείξουµε αργότερα.

Προς το παρόν, ϑα ϑεωρήσουµε µικρότερα µέρη της σφαίρας, τα ηµι-

σφαίρια, που είναι οµοιοµορφικά µε ανοιχτά υποσύνολα του επιπέδου. ΄Ετσι

ορίζουµε την απεικόνιση

r+z : D(0, 1) −→ R
3 : (u, v) 7→

(

u, v,
√

1− u2 − v2
)

,

όπου

D(0, 1) :=
{

(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 < 1

}

.

( , )u v

2 21( , , )u vu v - -

(0,1)D

S z

+

Σχήµα 2.2
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Η r+z είναι 1–1 και επί του συνόλου

S+
z :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : z > 0
}

,

που είναι ανοιχτό υποσύνολο του S2, αφού S+
z = S2 ∩ (R×R× (0,+∞)). Η

αντίστροφη της r+z είναι η απεικόνιση

(r+z )
−1 : S+

z −→ D(0, 1): (x, y, z) 7→ (x, y).

Οι r+z και (r+z )
−1 είναι συνεχείς, άρα οµοιοµορφισµοί, και η r+z είναι διαφο-

ϱίσιµη. Για κάθε (u, v) ∈ D(0, 1) έχουµε

J(u,v)r
+
z =







1 0
0 1

− u√
1− u2 − v2

, − v√
1− u2 − v2






,

δηλαδή το διαφορικό της r+z είναι (µέγιστης) τάξης 2 (µε την έννοια ότι ο

αντίστοιχος πίνακας Jacobi έχει τάξη 2), για κάθε (u, v) ∈ D(0, 1).

Ανάλογα, ορίζουµε τα υποσύνολα του S2

S−
z :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : z < 0
}

,

S+
x :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : x > 0
}

,

S−
x :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : x < 0
}

,

S+
y :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : y > 0
}

,

S−
y :=

{

(x, y, z) ∈ S2 : y < 0
}

,

και τις παραµετρήσεις

r+x : D(0, 1) −→ S+
x : (u, v) 7→

(√
1− u2 − v2, u, v

)

,

r−x : D(0, 1) −→ S−
x : (u, v) 7→

(

−
√
1− u2 − v2, u, v

)

,

r+y : D(0, 1) −→ S+
y : (u, v) 7→

(

u,
√
1− u2 − v2, v

)

,

r−y : D(0, 1) −→ S−
y : (u, v) 7→

(

u,−
√
1− u2 − v2, v

)

,

r−z : D(0, 1) −→ S−
z : (u, v) 7→

(

u, v,−
√
1− u2 − v2

)

.

Η οικογένεια των 6 προηγουµένων παραµετρήσεων καλύπτει όλη την σφαί-

ϱα, η οποία έτσι γίνεται κανονική επιφάνεια. Μια συνολική εικόνα των σχετι-

κών ηµισφαιρίων παρέχει το Σχήµα 2.3.
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S
+

z

S
-

z

S
+

x

S
-

x

S
+

y

S
-

y

z

x y

Σχήµα 2.3

Περιγράφουµε τώρα δύο ακόµη παραµετρήσεις της S2, των οποίων οι εικό-

νες είναι τα µεγαλύτερα δυνατά υποσύνολά της, δηλαδή ολόκληρη η σφαίρα

πλην ενός µόνον σηµείου. Η πλήρης απόδειξη των ισχυρισµών δίνεται στις

ασκήσεις του κεφαλαίου.

Θεωρούµε τον ϐόρειο πόλο N της σφαίρας και το επίπεδο E του ισηµερινού

(ϐλ. Σχήµα 2.4). Αν P είναι τυχόν σηµείο της σφαίρας, διαφορετικό του N ,

ϕέρουµε την ευθεία NP και συµβολίζουµε µε PN την τοµή της τελευταίας µε

το επίπεδο E. Με την διαδικασία αυτή όλα τα σηµεία της σφαίρας, εκτός του

N , απεικονίζονται στο επίπεδο του ισηµερινού και αντιστρόφως, οπότε ορίζεται

µία 1–1 και επί απεικόνιση

r−1
N : S2 \ {N} −→ R

2 : (x, y, z) 7→
(

x

1− z
,

y

1− z

)

,
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η οποία καλείται στερεογραφική προβολή από τον ϐόρειο πόλο. ∆ιαπι-

στώνεται ότι η αντίστροφη της r−1
N είναι η απεικόνιση

rN : R2 −→ S2 \ {N} : (u, v) 7→
(

2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
−1 + u2 + v2

1 + u2 + v2

)

.

N

S

x

y

z

P

NP

E

0

Σχήµα 2.4

Παρατηρούµε ότι η rN είναι συνεχής όπως και η αντίστροφή της, δηλαδή

η rN : R2 → S2 \ {N} είναι οµοιοµορφισµός. Επίσης η rN είναι διαφορίσιµη

και σε κάθε (u, v) ∈ R2 είναι

J(u,v)rN =
2

(1 + u2 + v2)2





1− u2 + v2 −2uv
−2uv 1 + u2 − v2

2u 2v



,

που είναι πίνακας (µέγιστης) τάξης 2, άρα η τριάδα
(

R2, rN , S2\{N}
)

αποτελεί

2-διάστατο χάρτη (παραµέτρηση) της S2.

(Απο τα προηγούµενα γίνεται κατανοητό γιατί συµβολίζουµε την στερεο-

γραφική προβολή µε r−1
N , ώστε να χρησιµοποιήσουµε την rN ως παραµέτρηση,

η οποία –όπως συνηθίζουµε– έχει πεδίον ορισµού στο R2.)

Σηµείωση. ΄Οπως αναφέρουµε και στην Παρατήρηση 2.1.2(4), για να δείξουµε

ότι ο J(u,v)rN είναι πίνακας µέγιστης τάξης αρκεί να δείξουµε ότι το µήκος του

διανύσµατος (rN )u(q)× (rN )v(q) είναι µη µηδενικό : πράγµατι,

(*) ‖(rN )u(q)× (rN )v(q)‖ =
4

(1 + u2 + v2)2
6= 0,
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για κάθε q = (u, v) ∈ R2. Οποιοσδήποτε άλλος τρόπος είναι πολυπλοκότερος.

Παρόµοια, η απεικόνιση

rS : R
2 −→ S2 \ {S} : (u, v) 7→

(

2u

1 + u2 + v2
,

2v

1 + u2 + v2
,
1− u2 − v2

1 + u2 + v2

)

ορίζει τον 2-διάστατο χάρτη
(

R2, rS , S
2 \ {S}

)

, όπου S := (0, 0,−1) είναι ο

νότιος πόλος της S2. Η αντίστροφη της rS είναι η απεικονιση

r−1
S : S2 \ {S} −→ R

2 : (x, y, z) 7→
(

x

1 + z
,

y

1 + z

)

,

και καλείται στερεογραφική προβολή (από τον νότιο πόλο).

Με τους δύο προηγούµενους χάρτες η S2 γίνεται κανονική επιφάνεια.

Πράγµατι, οι δύο εικόνες S2 \ {N} και S2 \ {S} καλύπτουν το S2 και είναι

ανοιχτά υποσύνολά του (µε την σχετική τοπολογία), αφού

S2 \ {N} = S2 ∩ (R3 \ {N}), S2 \ {S} = S2 ∩ (R3 \ {S}).

∇
Μία άλλη παραµέτρηση της σφαίρας, που είναι αρκετά πιό εύχρηστη σε

διάφορους υπολογισµούς, είναι αυτή µε τις γεωγραφικές συντεταγ-

µένες (geographical coordinates), που αναφέρεται λεπτοµερώς στην

΄Ασκηση 7 του Κεφαλαίου 3.

Παράδειγµα 4. Το γράφηµα µιας C∞-συνάρτησης f : U ⊆ R2 → R.

Εστω U ⊆ R2 ανοιχτό και διαφορίσιµη συνάτηση f : U → R. Κατά τα γνωστά,

το γράφηµά της f είναι το σύνολο

Γf :=
{

(u, v, f(u, v)) : (u, v) ∈ U
}

.

Ορίζουµε την απεικόνιση

r : U −→ Γf : (u, v) 7→ r(u, v) := (u, v, f(u, v)).

Παρατηρούµε ότι η r είναι διαφορίσιµη αφού οι συντεταγµένες της είναι δια-

ϕορίσιµες : x = pr1, y = pr2, z = f . Επιπλέον η r είναι 1–1 και επί (του Γf )

µε αντίστροφη την

π := r−1 : Γf −→ U : (u, v, f(u, v)) 7→ (u, v),

που είναι επίσης συνεχής, ως προβολή. ΄Αρα η r είναι οµοιοµορφισµός. Τέλος,

J(u,v)r =









1 0
0 1

∂f

∂u

∣

∣

∣

∣

(u,v)

∂f

∂v

∣

∣

∣

∣

(u,v)









,
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δηλαδή ο πίνακας Jacobi της r έχει παντού τάξη 2. Εποµένως, η τριάδα

(U, r,Γf ) είναι ένα σύστηµα συντεταγµένων του Γf , που καλύπτει όλο το γρά-

ϕηµα, καθιστώντας το κανονική επιφάνεια.

Στο τελευταίο παράδειγµα είδαµε ότι η παραµέτρηση r έχει την απλή

µορφή r(u, v) = (u, v, f(u, v)). Τυπικά, το σύνολο {(u, v, f(u, v))} είναι

γράφηµα της f : R2 → R µε f(x, y) = z. Ανάλογα, το γράφηµα µιας

g : R2 → R µε g(x, z) = y είναι το σύνολο {(u, g(u, v), v)}, µε παραµέτρηση

r(u, v) = (u, g(u, v), v), ενώ το γράφηµα µιας h : R2 → R µε h(y, z) = x είναι

το σύνολο {(h(u, v), u, , v)}, µε παραµέτρηση r(u, v) = (h(u, v), u, v).

Παραµετρήσεις αυτής της µορφής καλούνται (τύπου) Monge. Παρατηρού-

µε ότι οι παραµετρήσεις της σφαίρας µέσω των ηµισφαιρίων είναι γραφήµατα

συναρτήσεων (για κατάλληλες κάθε ϕορά συναρτήσεις f ). Το ίδιο συµβαίνει

και µε την παραµέτρηση του επιπέδου. Στην επόµενη παράγραφο ϑα δούµε

ότι κάθε κανονική επιφάνεια διαθέτει τοπικά παραµετρήσεις αυτού του τύπου.

Το επόµενο αποτέλεσµα επιτρέπει την κατασκευή ένος µεγάλου πλήθους

κανονικών επιφανειών. Πριν από αυτό εισάγουµε τον εξής συµβολισµό : Για

µία διαφορίσιµη απεικόνιση f : V → R (V ⊆ R3 ανοιχτό), ϑέτουµε

(2.2.1) fx(p) :=
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

p

, fy(p) :=
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

p

, fz(p) :=
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

p

,

για κάθε p ∈ V.

2.2.1 Θεώρηµα. ΄Εστω V ⊆ R3 ανοιχτό, f : V → R διαφορίσιµη απεικόνιση

και σηµείο c ∈ f(V ) µε την ιδιότητα : για κάθε p ∈ f−1(c) ≡ f−1({c}), το

διαφορικό Df(p) : R3 → R είναι απεικόνιση επί. Τότε η S := f−1(c) είναι

κανονική επιφάνεια.

Πριν την απόδειξη ϑα εκφράσουµε µε έναν άλλο, ισοδύναµο τρόπο, το επί

της Df(p). Αν ϑέσουµε p = (x, y, z), τότε, σύµφωνα µε την (2.2.1), ο πίνακας

Jacobi της f στο p είναι ο

Jpf =
(

fx(p), fy(p), fz(p)
)

.

Ας υποθέσουµε πρώτα ότι η Df(p) είναι απεικόνιση επί. Αν t ∈ R είναι τυχόν

στοιχείο µε t 6= 0, ϑα υπάρχει (a, b, c) ∈ R3, τέτοιο ώστε

(2.2.2) Df(p)(a, b, c) = afx(p) + bfy(p) + cfz(p) = t 6= 0.

Επειδή το σηµειούµενο άθροισµα δεν µηδενίζεται, τουλάχιστον µία από τις

µερικές παραγώγους είναι µη µηδενική.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι fz(p) 6= 0. Τότε, για

τυχόν t ∈ R, έχουµε ότι το διάνυσµα
(

0, 0, t · fz(p)−1
)

∈ R3 έχει εικόνα

Df(p)
(

0, 0, t · fz(p)−1
)

= 0 · fx(p) + 0 · fy(p) + t · fz(p)−1 · fz(p) = t.



2.2. ΠΑΡΑ∆Ε�ΙΓΜΑΤΑ 93

Χρησιµοποιώντας την ίδια διαδικασία, µέσω της σχέσης του διαφορικού

και του αντίστοιχου πίνακα Jacobi, διαπιστώνουµε ότι οι δύο προηγούµενες

συνθήκες είναι επίσης ισοδύναµες και µε την Df(p) 6= 0. Εποµένως,

Df(p) είναι επί ⇔ Df(p) 6= 0 ⇔
(

fx(p), fy(p), fz(p)
)

6= 0.

Συνεπώς το ϑεώρηµα ϑα µπορούσε να διατυπωθεί χρησιµοποιώντας και µια

από τις άλλες ισοδύναµες συνθήκες.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν po = (xo, yo, zo) ∈ S. Λόγω της υπόθεσης ϑα είναι

(

fx(po), fy(po), fz(po)
)

6= 0.

Ας υποθέσουµε (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) ότι fz(po) 6= 0. Βλέποντας

τώρα την f ως συνάρτηση της µορφής f : V ⊆ R2 × R → R, το Θεώρηµα

της Πεπλεγµένης Συνάρτησης συνεπάγεται ότι υπάρχουν ανοιχτές περιοχές

Uo ⊆ R2 και Ao ⊆ R των (xo, yo) και zo αντιστοίχως, µε Uo × Ao ⊆ V ,

καθώς και µία µοναδική διαφορίσιµη απεικόνιση g : Uo → Ao, τέτοια ώστε

g(xo, yo) = zo και f(x, y, g(x, y)) = c, για κάθε (x, y) ∈ Uo. Βάσει των

προηγουµένων, ελέγχουµε στοιχειωδώς ότι ισχύει η ισοδυναµία :

{

(x, y) ∈ Uo

z = g(x, y) ∈ Ao

}

⇔ (x, y, z) ∈ (Uo ×Ao) ∩ f−1(c).

Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

ro : Uo −→ R
3 : (u, v) 7→ (u, v, g(u, v)).

Από την παραπάνω ισοδυναµία προκύπτει αµέσως ότι

Wo := ro(Uo) = (Uo ×Ao) ∩ f−1(c) = (Uo ×Ao) ∩ S,

το οποίον είναι ανοιχτό υποσύνολο του S (ϐλ. την σχετική υπενθύµιση µετά

τον Ορισµό 2.1.4). Επίσης, το Wo είναι το γράφηµα της g, δηλαδή Wo =
Γg. Εποµένως η τριάδα (Uo, ro,Wo) αποτελεί µία παραµέτρηση Monge της

S µε po ∈ Wo. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία για όλα τα σηµεία p ∈
S, καλύπτουµε την S µε παραµετρήσεις της προηγούµενης µορφής (τύπου

Monge), άρα η S είναι κανονική επιφάνεια (αφού, επιπλέον, όλα τα αντίστοιχα

W είναι ανοιχτα υποσύνολα της).

Παραδείγµατα 5 (Εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.2.1).

(i) Η σφαίρα S2:

Θεωρούµε την απεικόνιση

f : R3 −→ R : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2.
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Είναι S2 = f−1(1). Εστω po = (xo, yo, zo) ∈ f−1(1). Τότε

Jpof =

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

po

,
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

po

,
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

po

)

= 2(xo, yo, zo) 6= (0, 0, 0),

δηλαδή ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.2.1, άρα η S2 είναι κανονική

επιφάνεια.

(ii) Με την ίδια µέθοδο, αποδεικνύουµε ότι και οι επόµενες εξισώσεις ορί-

Ϲουν κανονικές επιφάνειες [για abc 6= 0]:

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (ελλειψοειδές)(α)

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 (µονόχωνο υπερβολοειδές)(ϐ)

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1 (δίχωνο υπερβολοειδές)(γ)

x2

a2
+

y2

b2
− z = 0 (ελλειπτικό παραβολοειδές)(δ)

x2

a2
− y2

b2
− z = 0 (υπερβολικό παραβολοειδές)(ε)

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0, (x, y, z) 6= (0, 0, 0) (τετραγωνικός κώνος)(στ)

Οι παραπάνω επιφάνειες απεικονίζονται στα Σχήµατα 2.5(α)–2.5(στ) στη συνέ-

χεια. Οι αντίστοιχες οναµασίες τους στην αγγλική ορολογία είναι : ellipsoid,

hyperboloid (of one sheet), hyperboloid (of two sheets), elliptic paraboloid,

hyperbolic paraboloid, quadratic cone.

x

y

z

Σχήµα 2.5(α)
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z

x

y

Σχήµα 2.5(ϐ)

z

x

y

Σχήµα 2.5(γ)
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x

y

z

Σχήµα 2.5(δ)

x

y

z

Σχήµα 2.5(ε)
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x

y

z

Σχήµα 2.5(στ)

2.3 Βασικές ιδιότητες

Θα αποδείξουµε την τοπική ύπαρξη παραµετρήσεων (τύπου) Monge σε µια

κανονική επιφάνεια. Ακριβέστερα έχουµε την

2.3.1 Πρόταση. ΄Εστω S κανονική επιφάνεια. Τότε για τυχόν po ∈ S υπάρχει

ανοιχτή περιοχή Wo του po στην S, έτσι ώστε το Wo να είναι το γράφηµα κατάλ-

ληλης διαφορίσιµης συνάρτησης f : Vo ⊆ R2 → R. Εποµένως, για κάθε σηµείο

µιας κανονικής επιφάνειας, υπάρχει παραµέτρηση (τύπου) Monge που περιέχει

το σηµείο.

Απόδειξη. Επειδή η S είναι κανονική επιφάνεια, υπάρχει παραµέτρηση

(U, r, r(U)) µε po ∈ r(U) και r(U) ⊆ S ανοιχτό. Για την παραµέτρηση αυτή,

σύµφωνα µε τις Παρατηρήσεις 2.1.2, τουλάχιστον µία από τις ορίζουσες

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

,
∂(x, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

,
∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

q

είναι µη µηδενική, για κάθε q ∈ U . Θέτουµε po = (xo, yo, zo), qo := r−1(po)
και υποθέτουµε ότι, χωρίς ϐλαβη της γενικότητας,

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

qo

6= 0.
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Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση (προβολή στον 1ο και 2ο παράγοντα)

π : R3 −→ R
2 : (a, b, c) 7→ (a, b)

και την σύνθεση π ◦ r, που έχει την µορφή

π ◦ r : U −→ R
2 : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)).

R
2 ⊇ U

r - S ⊆ R
3

R
2

π

?

π ◦ r
-

∆ιάγραµµα 2.1

Ο πίνακας Jacobi της π ◦ r στο qo έχει ορίζουσα

det (Jqo(π ◦ r)) =

∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

qo

∂x

∂v

∣

∣

∣

∣

qo
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

qo

∂y

∂v

∣

∣

∣

∣

qo

=
∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

qo

6= 0,

(που σηµαίνει ότι, ισοδύναµα, το διαφορικό D(π ◦ r)(qo) είναι γραµµικός

ισοµορφισµός). Εποµένως, από το Θεώρηµα της Αντίστροφης Απεικόνισης, η

π ◦ r είναι τοπική αµφιδιαφόριση στο qo, δηλαδή υπάρχουν ανοιχτές περιοχές

Uo ⊆ U του qo και Vo ⊆ (π ◦ r)(U) ⊆ R2 του (π ◦ r)(qo) = (xo, yo), έτσι ώστε η

π ◦ r|Uo : Uo −→ Vo

να είναι αµφιδιαφόριση. Θέτουµε Wo := r(Uo). Το Wo είναι ανοιχτό υποσύ-

νολο του S, αφού η r είναι οµοιοµορφισµός και Uo ανοιχτό.

Θα δείξουµε ότι Wo = Γf , για κατάλληλη f . Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε

την απεικόνιση (ϐλ. και Σχήµα 2.6)

f := z ◦ (π ◦ r|Uo)
−1 : Vo −→ R

(ϑυµίζουµε ότι z = pr3 ◦ r). Ισχυριζόµαστε ότι Wo = Γf . Πράγµατι,

p ∈ Wo = r(Uo) ⇔ p = r(u, v), για κάποιο(u, v) ∈ Uo.

Επειδή σε κάθε (u, v) ∈ Uo αντιστοιχεί ακριβώς ένα (a, b) ∈ Vo τέτοιο ώστε

(a, b) = (π ◦ r|Uo)(u, v) = (π ◦ r)(u, v), έχουµε ότι
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Σχήµα 2.6

Wo ∋ p = r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

= ((π ◦ r)(u, v), z(u, v)) =
(

a, b, z ◦ (π ◦ r|Uo)
−1(a, b)

)

=
(

a, b, f(a, b)
)

∈ Γf .

Εποµένως (ϐλ. Παράδειγµα 4 της Παραγράφου 2.2), η τρίαδα (Vo, ro,Wo),
όπου ro(a, b) = (a, b, f(a, b)), ∀ (a, b) ∈ Vo, ορίζει µία παραµέτρηση Monge

µε po ∈ Wo. Σηµειώνουµε ότι η αντίστροφη της ro είναι η r−1
o = π|Wo .

2.3.2 Πρόταση. ΄Εστω S κανονική επιφάνεια. Υποθέτουµε ότι U ⊆ R2 ανοι-

χτό και r : U → R3 είναι µία 1–1 διαφορίσιµη απεικόνιση, τέτοια ώστε r(U) ⊆ S
ανοιχτό και Dr(q) 1–1, για κάθε q ∈ U . Τότε η r−1 : r(U) → U είναι επίσης

συνεχής, άρα η r είναι οµοιοµορφισµός και η τριάδα (U, r, r(U)) αποτελεί ένα

σύστηµα συντεταγµένων της S.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν qo ∈ U και po = r(qo) ∈ r(U). Υποθέτουµε ότι, χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας,
∂(x,y)
∂(u,v)

∣

∣

∣

qo
6= 0. Ακολουθώντας τα ϐήµατα της προη-

γούµενης απόδειξης, κατασκευάζουµε την απεικόνιση π ◦ r|Uo : Uo −→ Vo,
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η οποία, ως αµφιδιαφόριση, είναι οµοιοµορφισµός. Θυµίζουµε ότι qo ∈ Uo,

Uo ⊆ U ανοιχτό και Wo = r(Uo), ενώ από την κατασκευή της παραµέτρησης

Monge (Vo, ro,Wo) έχουµε ότι π|Wo = r−1
o (όπου, ϕυσικά, η ro είναι οµοιο-

µορφισµός). Επειδή

r|Uo =
(

ro ◦ π|Wo

)

◦ r|Uo = ro ◦
(

π ◦ r|Uo

)

,

συνάγεται ότι η r|Uo είναι οµοιοµορφισµός ως σύνθεση οµοιοµορφισµών. Ε-

ποµένως δείξαµε ότι η r είναι οµοιοµορφισµός σε µια περιοχή του qo, δηλαδή

τοπικός οµοιοµορφισµός στο qo. Παρόµοια, δείχνουµε ότι η r είναι τοπικός

οµοιοµορφισµός παντού, άρα και οµοιοµορφισµός, οπότε έχουµε το συµπέ-

ϱασµα.

Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση,

αν είναι γνωστόν ότι S είναι κανονική επιφάνεια, για να διαπιστωθεί ότι το

(U, r,W ) είναι σύστηµα συντεταγµένων της S, δεν χρειάζεται να ελεγχθεί

αν η r είναι οµοιοµορφισµός· αρκεί µόνον ο έλεγχος της συνεχείας της.

2.3.3 Θεώρηµα. ΄Εστω S µια κανονική επιφάνεια και (Ui, ri, ri(Ui)), i = 1, 2,

δύο συστήµατα συντεταγµένων της S. Αν W := r1(U1) ∩ r2(U2) 6= ∅, τότε η α-

πεικόνιση αλλαγής συντεταγµένων (change of coordinates) ή απεικόνιση

µεταφοράς (χαρτών) (transition map)

U1 ⊇ r−1
1 (W )

h:=r−1

2
◦r1−−−−−−−−−−→ r−1

2 (W ) ⊆ U2

είναι αµφιδιαφόριση (ϐλ. και Σχήµα 2.7).

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόν q1 ∈ r−1
1 (W ) και ϑέτουµε q2 := h(q1) ∈ r−1

2 (W ).
Θα δείξουµε ότι η h είναι διαφορίσιµη στο q1.

Επειδή (U2, r2, r2(U2)) είναι σύστηµα συντεταγµένων, µπορούµε να υπο-

ϑέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι
∂(x2,y2)
∂(u,v)

∣

∣

∣

q2
6= 0. Θεωρούµε την

παραµέτρηση Monge (Vo, ro,Wo) που κατασκευάζεται στην Απόδειξη της Πρό-

τασης 2.3.1 µε r1(q1) ∈ Wo. Τότε Wo = Γf , για µια διαφορίσιµη f : Vo → R
και

r−1
o = π|Wo : Wo −→ Vo : (x, y, z) 7−→ (x, y).

Επίσης, για κάποιο ανοιχτό Uo ⊆ U2 µε q2 ∈ Uo η απεικόνιση

π ◦ r2|Uo : Uo −→ Vo

είναι αµφιδιαφόριση.
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Σχήµα 2.7

Τώρα περιορίζοντας την απεικόνιση r−1
2 ◦ r1 στο σύνολο r−1

1 (W ∩Wo), έχουµε

(r−1
2 ◦ r1)|r−1

1
(W∩Wo)

= r−1
2 ◦ ro ◦ r−1

o ◦ r1|r−1

1
(W∩Wo)

= r−1
2 ◦ (π|Γf

)−1 ◦ π|Γf
◦ r1|r−1

1
(W∩Wo)

= (π ◦ r2|Uo)
−1 ◦ π ◦ r1|r−1

1
(W∩Wo)

που είναι σύνθεση διαφορίσιµων.

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι προφανές.

2.3.4 Λήµµα. ΄Εστω (U, r, r(U)) ένας 2-διάστατος χάρτης και A ⊆ U ανοιχτό.

Τότε η τριάδα (A, r|A, r(A)) είναι 2-διάστατος χάρτης. 2

2.3.5 Πρόταση. Κάθε ανοιχτό υποσύνολο µιας κανονικής επιφάνειας είναι

επίσης κανονική επιφάνεια.

Απόδειξη. ΄Εστω A ανοιχτό υποσύνολο της κανονικής επιφάνειας S και p ∈ A
τυχόν σηµείο. Υπάρχει µια παραµέτρηση (U, r,W = r(U)) της S µε p ∈ W .

Τότε, ϐάσει του προηγουµένου λήµµατος, η τριάδα (U, r,W ), µε

W := W ∩A, U := r−1(W ), r := r|U ,
είναι παραµέτρηση του A στο p. Ανάλογα και για κάθε άλλο σηµείο. Επειδή

οι παραµετρήσεις αυτής της µορφής καλύπτουν το A και οι εικόνες τους είναι

ανοιχτά υποσύνολα του A, καταλήγουµε στο συµπέρασµα.
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2.4 Επιφάνειες εκ περιστροφής

∆ίνεται ένα επίπεδο Π ⊂ R3 και µία παραµετρηµένη επίπεδη απλή καµπύλη

α : I → Π (I ⊆ R ανοιχτό), της οποίας η εικόνα C = α(I) περιέχεται στο

επίπεδο Π . Υποθέτουµε ακόµη ότι δίνεται και µία ευθεία ε του Π , η οποία

δεν τέµνει την C.

Αν περιστρέψουµε το Π περί την ε, τότε η καµπύλη C παράγει ένα υ-

ποσύνολο S του R3 που καλείται επιφάνεια εκ περιστροφής (surface of

revolution). Η C καλείται καµπύλη κατατοµής (profile curve) ή γενέτειρα

(generating curve) και η ευθεία ε άξονας περιστροφής (axis) της S.

Τα σηµεία της C, κατά την περιστροφή της, διαγράφουν κύκλους, τους

οποίους καλούµε παραλλήλους της S (parallels of S), ενώ η C και οι νέες ϑέ-

σεις της (κατά την ίδια περιστροφή) αποτελούν τους µεσηµβρινους (meridians)

της S.

Για ευκολία ϑα ϑεωρήσουµε ότι Π είναι το επίπεδο xOz και ε ο άξονας

z′Oz. Επίσης, αφού η C δεν τέµνει τον z′Oz, υποθέτουµε ότι ϐρίσκεται όλη

σε ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα, π.χ. σε αυτό µε x > 0. Θέτουµε α(v) =
(x(v), z(v)), v ∈ I. Σχετικώς παραθέτουµε το παρακάτω Σχήµα 2.8.

΄Εστω vo ∈ I και po = α(vo) = (x(vo), z(vo)) ≡ (x(vo), 0, z(vo)). ΄Οπως

αναφέραµε παραπάνω, καθώς το επίπεδο xOz περιστρέφεται περί τον άξονα

των z, το po διαγράφει ένα κύκλο ακτίνας x(vo) που ϐρίσκεται σε ένα επίπεδο

παράλληλο µε το επίπεδο xOy, σε ύψος z(vo). Τα σηµεία αυτού του κύκλου

είναι οι τριάδες (x(vo) cos u, x(vo) sinu, z(vo)), όπου u ∈ [0, 2π].

z

y

x

( )
o

z v

( )
o

x v

( )
o o

v pa =

παράλληλος

μεσημβρινός

c

Σχήµα 2.8
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΄Αρα η επιφάνεια εκ περιστροφής S είναι το σηµειοσύνολο

S =
{

(x(v) cos u, x(v) sin u, z(v)) : (u, v) ∈ [0, 2π) × I
}

.

Θα κατασκευάσουµε κατάλληλες παραµετρήσεις από τέτοιες τριάδες. Πριν

απ᾿ αυτό χρειαζόµαστε το εξής ϐοηθητικό συµπέρασµα [που ισχύει για κάθε

κανονική (απλή) καµπύλη αλλά, για την οικονοµία της έκθεσης, ϑα περιορι-

στούµε στην δοσµένη α]:

Για κάθε vo υπάρχει ανοιχτό Io ⊆ I, έτσι ώστε vo ∈ Io και η α(Io) να είναι

γράφηµα κατάλληλης συνάρτησης g : Io → R, δηλαδή α(Io) = Γg .

Πράγµατι, εφ᾿ όσον η α είναι κανονική, α′(vo) = (x′(vo), z
′(vo)) 6= 0, οπότε

τουλάχιστον µία από τις δύο συντεταγµένες δεν µηδενίζεται. Ας υποθέσουµε

ότι x′(vo) 6= 0. Τότε, κατά το Θεώρηµα της Αντίστροφης Συνάρτησης, υπάρχει

ανοιχτό Io ⊆ I και ανοιχτό Jo ⊆ R, έτσι ώστε vo ∈ Io και η x|Io : Io → Jo να

είναι αµφιδιαφόριση. Ορίζουµε την απεικόνιση

g : = z ◦ (x|Io)−1 : Jo −→ R.

Αν τώρα p = (x(v), z(v)) είναι τυχόν σηµείο της α(Io), οπότε v ∈ Io, ϑα

υπάρχει µοναδικό t ∈ Jo µε x(v) = t. Εποµένως,

α(Io) ∋ p = (x(v), z(v)) =
(

t, (z ◦ x|Io
)

(t) = (t, gt)) ∈ Γg

µε την οποίαν αποδεικνύεται ο ισχυρισµός µας.

Σύµφωνα µε το προηγούµενο συµπέρασµα, τοπικά ϑα είναι

z(v) = g(t) = g(x(v)), δηλ. z = g(x).

Τότε όµως

z = g(x) ⇔ f(x, z) = c (σταθερά) µε Df(x, z) 6= 0.

Πράγµατι, αν z = g(x) και ϑέσουµε f(x, z) := g(x) − z, ϑα έχουµε ότι

f(x, z) = 0 και Df(x, z) ≡ J(x,z)f = (g′(x), 1) 6= 0 (ϐλ. και τη σχετική

συζήτηση πριν την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.1). Και αντιστρόφως : Αν

υποθέσουµε ότι f(x, z) = c µε Df(x, z) 6= 0, τότε (fx, fz) 6= 0. Αν, για

παράδειγµα, fz 6= 0, τότε, κατά το Θεώρηµα της Πεπλεγµένης Συνάρτησης,

z = g(x) κατά τρόπο µοναδικό.

Για διευκόλυνση, στη συνέχεια ϑα υποθέσουµε (όπως συµβαίνει στα περισ-

σότερα παραδείγµατα) ότι η καµπύλη C δίνεται από την ισότητα f(x, z) = c,
µε Df(x, z) 6= 0, για κάθε (x, z) ∈ C. Αυτό δεν αποτελεί ιδιαίτερο περιο-

ϱισµό της γενικότητας γιατί, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, οι παραµετρήσεις

κατασκευάζονται µε τον ίδιο τρόπο, απλώς αντί το v να µεταβάλλεται στο I, ϑα
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µεταβάλλεται σε µικρότερα διαστήµατα, όπως το Io, και οι παραµετρήσεις ϑα

καλύπτουν µικρότερα τµήµατα της επιφάνειας. ΄Ετσι,

(x, y, z) ∈ S ⇔ x2 + y2 = x(v)2 και z = z(v) ,∀ v ∈ I

⇔ f
(

√

x2 + y2, z
)

= c.

Θεωρούµε την διαφορίσιµη απεικόνιση

h : R∗ × R∗ × R → R : (x, y, z) 7→ f(
√

x2 + y2, z).

Είναι προφανές ότι

S = g−1(c).

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.2.1, ϑα δείξουµε ότι η S είναι κανονική ε-

πιφάνεια : Για κάθε p = (x, y, z) ∈ h−1(c), το διαφορικό Dh(p) είναι επί

(ισοδύναµα Dh(p) 6= 0), αφού Df(x, z) 6= 0.

Πράγµατι, µπορούµε να γράψουµε ότι h = f ◦ φ, όπου φ(x, y, z) =
(
√

x2 + y2, z
)

. Εποµένως, ϑέτοντας (a, b) = φ(p), έχουµε για τους αντίστοι-

χους πίνακες Jacobi,

Dh(p) ≡ Jph =
(

J(a,b)f
)

· (Jpφ)

=
(

g′(a), 1
)

·
(

x(x2 + y2)−
1

2 y(x2 + y2)−
1

2 0
0 0 1

)

=
(

g′(a)x(x2 + y2)−
1

2 , g′(a)y(x2 + y2)−
1

2 , 1
)

6= 0.

Αφού εξασφαλίσαµε ότι η S είναι κανονική επιφάνεια, ας κατασκευάσουµε

µερικές εύχρηστες παραµετρήσεις. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε την τριάδα

(U, r,W ), όπου U = (0, 2π) × I, r είναι η απεικόνιση

r : U → R
3 : (u, v) 7→ (x(v) cos u, x(v) sin u, z(v))

και W = r(U). Προφανώς το U είναι ανοιχτό υποσύνολο του R2 και η r είναι

διαφορίσιµη (άρα και συνεχής).

Η r είναι και 1–1: αν r(u1, v1) = r(u2, v2), τότε προκύπτει αµέσως ότι

z(v1) = z(v2) και x(v1)
2 = x(v2)

2. Λόγω της υπόθεσης ότι x > 0, είναι

x(v1) = x(v2), άρα

α(v1) = (x(v1), z(v1)) = (x(v2), z(v2)) = α(v2).

Επειδή η C είναι απλή, δηλαδή η α είναι 1–1, παίρνουµε v1 = v2 = v, οπότε,

από την ισότητα r(u1, v) = r(u2, v), προκύπτει ότι τα τόξα u1, u2 ∈ (0, 2π)
έχουν ίσα sin και cos, άρα u1 = u2.
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Επίσης το Dr(q) είναι 1–1, για κάθε q = (u, v) ∈ U . Πράγµατι,

ru(q) = (−x(v) sin u, x(v) cos u, 0),

rv(q) = (x′(v) cos u, x′(v) sin u, z′(v)),

άρα

ru(q)× rv(q) =





e1 e2 e3
−x(v) sin u x(v) cos u 0
x′(v) cos u x′(v) sin u z′(v)





= (x(v)z′(v) cos u, x(v)z′(v) sin u, −x(v)x′(v))

= x(v)(z′(v) cos u, z′(v) sin u, −x′(v)),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι

‖ru(q)× rv(q)‖ = x(v) ·
(

x′(v)2 + z′(v)2
)1/2

.

Επειδή από την υπόθεση x(v) > 0, η ισότητα ‖ru(q) × rv(q)‖ = 0 δίνει

‖α′(v)‖ = (x′(v)2+ z′(v)2)1/2 = 0, για κάθε v, πράγµα που είναι άτοπο, γιατί

τότε η α ϑα ήταν σταθερή και η εικόνα C ένα σηµείο. ΄Αρα ‖ru(q)× rv(q)‖ 6= 0
και Dr(q) 1–1.

Παρατηρούµε ακόµη ότι η εικόνα W = r(U) είναι ανοιχτό υποσύνολο του

S, αφού το W καλύπτει όλο το S πλήν των σηµείων της αρχικής καµπύλης.

΄Αρα η τριάδα (U, r,W ) ικανοποιεί τις υποθέσεις της Πρότασης 2.3.2, οπότε

είναι παραµέτρηση της S. Σηµειώνουµε ότι για u σταθερά, οι αντίστοιχες

παραµετρικές καµπύλες αποτελούν τους µεσηµβρινούς, ενώ για v σταθερά

παίρνουµε τους παράλληλους (κύκλους).

Με αλλαγή του διαστήµατος που περιέχει το τόξο u, π.χ. παίρνοντας Ū =
(−π, π) × I και r̄(u, v) = (x(v) cos u, x(v) sin u, z(v)), κατασκευάζουµε µια

δεύτερη παραµέτρηση της S, έτσι ώστε οι δύο παραµετρήσεις να καλύπτουν

όλη την S.

Κλείνοντας ϑα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν επιφάνειες, οι ο-

ποίες προκύπτουν από την περιστροφή κλειστής καµπύλης (όπως η σπείρα στο

επόµενο παράδειγµα), ή από καµπύλες που έχουν κοινά σηµεία µε τον άξονα

των z (όπως η σφαίρα, η οποία προκύπτει από περιστροφή ενός ηµικυκλίου

µε διάµετρο τον ίδιο τον άξονα περιστροφής), καθώς επίσης και από καµπύ-

λες συµµετρικές ως προς τον άξονα. Τέτοιες επιφάνειες, επειδή δεν εµπίπτουν

στον αρχικό ορισµό της επιφάνειας εκ περιστροφής, καλούνται γενικευµένες

επιφάνειες εκ περιστροφής. Η µελέτη αυτών των επιφανειών γίνεται µε παρό-

µοιες µεθόδους, αν και υπάρχουν συχνά κάποια λεπτά προβλήµατα. ∆εν ϑα

προχωρήσουµε περισσότερο στην κατεύθυνση αυτή και ϑα περιοριστούµε σε

µερικά παραδείγµατα, εδώ και στις ασκήσεις.
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Παράδειγµα: Η σπείρα-τόρος∗ (σαµπρέλα - torus) T .

Είναι η επιφάνεια εκ περιστροφής που προκύπτει εάν περιστρέψουµε περί τον

άξονα των z έναν κύκλο (που ϐρίσκεται στο επίπεδο xOz) µε κέντρο (a, 0, 0)
και ακτίνα ρ, µε 0 < ρ < a.

Η καµπύλη που περιγράφει τον κύκλο είναι η

α(v) = (x(v), z(v)) = (a+ ρ cos v, ρ sin v) ≡ (a+ ρ cos v, 0, ρ sin v).

΄Αρα η σπείρα είναι το σηµειοσύνολο

T =
{(

(a+ρ cos v) cos u, (a+ρ cos v) sin u, ρ sin v
) ∣

∣ (u, v) ∈ [0, 2π)× [0, 2π)
}

.

x

y

z

a

r

Σχήµα 2.9

Μια παραµέτρηση δίνεται από την απεικόνιση

r(u, v) =
(

(a+ ρ cos v) cos u, (a+ ρ cos v) sin u, ρ sin v
)

,

(u, v) ∈ (0, 2π) × (0, 2π),

η οποία ϐέβαια δεν καλύπτει όλο το T , αλλά αφήνει έξω ένα "κατακόρυφο"

κύκλο (µεσηµβρινό) και ένα "οριζόντιο" (παράλληλο). Για να καλυφθεί το T
πλήρως, αρκεί να πάρουµε παρόµοιες παραµετρήσεις αλλάζοντας τα άκρα των

διαστηµάτων, για παράδειγµα, σε (−π, π)× (−π, π).

∗Τόρος = αντικείµενο µε οπή, εκ του αρχαιοελληνικού ϱήµατος τορέω - τορεύω, που σηµαίνει

διαπερνώ, διατρυπώ.
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2.5 Η έννοια της διαφορισιµότητας σε επιφάνειες

Ο ορισµός της διαφορισιµότητας απεικονίσεων µεταξύ ευκλειδείων χώρων επι-

ϐάλλει το πεδίο ορισµού της απεικόνισης να είναι ανοιχτό. Οι χώροι που µας

ενδιαφέρουν εδώ, δηλαδή οι εικόνες 2-διάστατων χαρτών (παραµετρήσεων),

ποτέ δεν είναι ανοιχτοί στο R3. Η ύπαρξη όµως των χαρτών µας επιτρέπει να

επεκτείνουµε την έννοια της διαφορισιµότητας σε απεικονίσεις που ορίζονται

σε κανονικές επιφάνειες.

2.5.1 Ορισµός. ΄Εστω S κανονική επιφάνεια και µία απεικόνιση f : S → Rm.

Η f καλείται διαφορίσιµη στο p ∈ S (differentiable at p ), αν υπάρχει παρα-

µέτρηση (U, r,W ) της S, τέτοια ώστε p ∈ W και η σύνθεση

(2.5.1) F := f ◦ r : U −→ R
m

S ⊇ W
f- R

m

R
2 ⊇ U

r

6

F

-

∆ιάγραµµα 2.2

να είναι διαφορίσιµη στο r−1(p). Η f ϑα λέγεται διαφορίσιµη (differentiable),

αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε p ∈ S.

2.5.2 Πρόταση. Η διαφορισιµότητα της f : S → Rm στο p ∈ S είναι ανεξάρ-

τητη του ϑεωρούµενου χάρτη.

Απόδειξη. Εστω ότι (U, r,W ) παραµέτρηση της S, τέτοια ώστε p ∈ W και η

F = f ◦ r : U → Rm να είναι διαφορίσιµη στο r−1(p). Αν (U, r,W ) είναι

οποιαδήποτε άλλη παραµέτρηση της S µε p ∈ W , ϑα δείξουµε ότι και η

F := f ◦ r είναι διαφορίσιµη στο r−1(p). Πράγµατι, παρατηρούµε ότι το

σύνολο Wo := W ∩W είναι ανοιχτό στο S ως τοµή ανοιχτών (άρα και στο W ),

εποµένως το

Uo := r−1(Wo) ⊆ U

είναι ανοιχτό ως αντίστροφη εικόνα ανοιχτού συνόλου µέσω συνεχούς απεικό-

νισης. Αν περιορίσουµε την F στο Uo έχουµε ότι

F |Uo = f ◦ r|Uo = (f ◦ r) ◦ (r−1 ◦ r).

Η προηγούµενη απεικόνιση είναι διαφορίσιµη στο r−1(p), αφού είναι σύνθεση

της αµφιδιαφόρισης r−1 ◦ r (: απεικόνιση αλλαγής συντεταγµένων) και της

διαφορίσιµης στο r−1(p) απεικόνισης F = f ◦ r (από την υπόθεση).
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Από το προηγούµενο συµπέρασµα προκύπτει ότι, για τον έλεγχο της δια-

ϕορισιµότητας, αρκεί να επιλέξουµε τα πιό εύχρηστα συστήµατα συντεταγµέ-

νων, από αυτά που διαθέτει µία επιφάνεια.

2.5.3 Πρόταση. Αν η f : S → Rm είναι διαφορίσιµη στο p ∈ S, τότε είναι

συνεχής στο p.

Απόδειξη. Από την F = f ◦r προκύπτει ότι f |W = F ◦r−1. Εφ᾿ όσον η r είναι

οµοιοµορφισµός και η F συνεχής στο r−1(p) (ως διαφορίσιµη µε την συνήθη

έννοια µεταξύ ευκλειδείων χώρων), ϑα είναι και η f |W συνεχής στο p, οπότε

έχουµε το συµπέρασµα.

΄Ηδη, από τον ορισµό µιας παραµέτρησης, έχουµε ότι η απεικόνιση r είναι

διαφορίσιµη. Μετά την επέκταση της έννοιας της διαφορισιµότητας και σε

επιφάνειες, αποδεικνύεται και η διαφορισιµότητα της r−1, δηλαδή έχουµε την

2.5.4 Πρόταση. Για κάθε παραµέτρηση (U, r,W ), η r−1 : W → U ⊆ R2 είναι

διαφορίσιµη απεικόνιση.

Απόδειξη. Το W είναι κανονική επιφάνεια µε ολική παραµέτρηση την (U, r,W ).
Εποµένως, µέσω της τελευταίας, ο ορισµός της διαφορισιµότητας συνεπάγεται

ότι

r−1 ◦ r = idU : U −→ U,

που είναι διαφορίσιµη σε όλο το πεδίο ορισµού της.

Η επόµενη πρόταση µας δίνει έναν εύκολο τρόπο για να ελέγξουµε, σε

µερικές περιπτώσεις, αν µία απεικόνιση ορισµένη σε επιφάνεια είναι διαφορί-

σιµη.

2.5.5 Πρόταση. ΄Εστω A ⊆ R3 ανοιχτό, F : A → Rm διαφορίσιµη απεικόνιση

και S κανονική επιφάνεια µεS ⊆ A. Τότε και ο περιορισµός f := F |S : S → Rm

είναι διαφορίσιµη απεικόνιση.

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν p ∈ S. Για οποιαδήποτε παραµέτρηση (U, r,W ) της S
µε p ∈ W , είναι f ◦ r = F ◦ r : U → Rm. Επειδή η F ◦ r είναι διαφορίσιµη

(ως σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων) ϑα είναι και η f ◦ r διαφορίσιµη σε

ολόκληρο το U , άρα και στο r−1(p). Εποµένως η f είναι διαφορίσιµη στο p,

και ανάλογα σ᾿ ολόκληρη την S.

Παραφράζοντας την προηγούµενη πρόταση παίρνουµε το

2.5.6 Πόρισµα. Μία απεικόνιση f : S → Rm είναι διαφορίσιµη αν επεκτείνεται

σε µία διαφορίσιµη απεικόνιση F : A → Rm, όπου A ⊆ R3 ανοιχτό µε S ⊆ A.
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Ας υποθέσουµε οτι S1, S2 είναι κανονικές επιφάνειες και f : S1 → S2. Θε-

ωρώντας την f ως απεικόνιση µε τιµές στον R3, µπορούµε να εξετάσουµε αν

είναι διαφορίσιµη ή όχι. Σε µια τέτοια περίπτωση είναι χρήσιµο να µπορούµε

να εκφράσουµε την διαφορισιµότητα της f και µε έναν άλλο (ισοδύναµο) τρό-

πο, ο οποίος να περιέχει και παραµετρήσεις της S2. Αυτό είναι απαραίτητο,

για παράδειγµα, όταν ϑέλουµε να ελέγξουµε την διαφορισιµότητα της σύνθε-

σης διαφορισίµων απεικονίσεων µεταξύ επιϕανειών, πράγµα που αποτελεί το

πρώτο ϐήµα για την απόδειξη του κανόνα της αλυσίδας (ϐλ Θεώρηµα 2.5.9

στη συνέχεια). Επίσης, αυτό ϑα χρησιµοποιηθεί στη µελέτη του διαφορικού,

που ϑα γίνει σε επόµενη παράγραφο.

2.5.7 Θεώρηµα. ∆ίνονται δύο κανονικές επιφάνειες S1, S2, και µία απεικόνιση

f : S1 → S2. Η f είναι διαφορίσιµη στο p ∈ S1 (κατά τον Ορισµό 2.5.1, ως

απεικόνιση της µορφής f : S → R3) εάν και µόνον εάν υπάρχουν παραµετρήσεις

(Ui, ri,Wi) (i = 1, 2) των Si αντιστοίχως, τέτοιες ώστε : p ∈ W1, f(W1) ⊆ W2

και η σύνθεση

(2.5.2) F := r−1
2 ◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2

να είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p).

Πριν την απόδειξη σηµειώνουµε ότι η απεικόνιση F ονοµάζεται τοπική

παράσταση (local representation) της f µέσω των χαρτών (Ui, ri,Wi), i = 1, 2.

Επιπλέον η (2.5.2) σηµαίνει ότι το επόµενο διάγραµµα είναι µεταθετικό.

W1
f - W2

R
2 ⊇ U1

r1

6

F
- U2

r−1
2

?
⊆ R

2

∆ιάγραµµα 2.3

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f : S1 → S2 είναι διαφορίσιµη στο p ∈ S1

ως απεικόνιση της µορφής f : S → R3. Θεωρούµε µία παραµέτρηση Monge

(U2, r2,W2) της S2 µε f(p) ∈ W2. Επειδή η f : S1 → R3 είναι συνεχής στο

p, ϑα είναι συνεχής (στο ίδιο σηµείο) και η f : S1 → S2 (ϑεωρώντας την S2

εφοδιασµένη µε την σχετική τοπολογία). Εποµένως, για το ανοιχτό W2 ⊆ S2,

υπάρχει ανοιχτή περιοχή A του p στην S1 µε f(A) ⊆ W2. Επίσης υπάρχει

παραµέτρηση (U, r,W ) της S1 µε p ∈ W . Σύµφωνα µε το Λήµµα 2.3.4, η

τριάδα
(

U1 := r−1(W ∩A), r1 := r|U1
, W1 := W ∩A

)
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αποτελεί παραµέτρηση της S1 στο p. Για τις παραµετρήσεις (Ui, ri,Wi) (i =
1, 2) παρατηρούµε ότι p ∈ W1 και f(W1) ⊆ W2, εποµένως ορίζεται η αντίστοι-

χη τοπική παράσταση της f

F = r−1
2 ◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2.

Επειδή (λόγω της παραµέτρησης Monge) r−1
2 = π|W2

, όπου

π : R3 → R
2 : (x, y, z) −→ (x, y),

η παραπάνω τοπική παράσταση παίρνει την µορφή

F = π|W2
◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2.

Η τελευταία είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p), ως σύνθεση της διαφορίσιµης π|W2

(ϐλ. Πρόταση 2.5.5) µε την διαφορίσιµη στο r−1
1 (p) απεικόνιση f ◦ r1 (λόγω

της διαφορισιµότητας της f στο p). ΄Αρα καταλήγουµε στη διαφορισιµότητα

της τοπικής παράστασης.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι η (2.5.2) είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p).

Επειδή η r2 είναι διαφορίσιµη (ως παραµέτρηση), τότε και η

r2 ◦ F = f ◦ r1 : U1 −→ R
3

είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p), δηλ. η f : S → R3 είναι διαφορίσιµη στο p.

2.5.8 Παρατηρήσεις. 1) Προφανώς, το Θεώρηµα 2.5.7 εισάγει έναν ορισµό

διαφορισιµότητας απεικονίσεων µεταξύ επιφανειών. ∆ηλαδή, µία f : S1 → S2

είναι διαφορίσιµη στο p ∈ S1 αν υπάρχουν παραµετρήσεις (Ui, ri,Wi) (i =
1, 2) των Si αντιστοίχως, τέτοιες ώστε : p ∈ W1, f(W1) ⊆ W2 και η (2.5.2) να

είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p).

2) Εργαζόµενοι όπως στην Πρόταση 2.5.2, αποδεικνύουµε ότι η διαφορι-

σιµότητα της f µε την προηγούµενη έννοια είναι ανεξάρτητη των παραµετρή-

σεων. ∆ηλαδή, αν (U i, ri,W i) (i = 1, 2) είναι παραµετρήσεις των Si, τέτοιες

ώστε : p ∈ W 1, f(W 1) ⊆ W 2, τότε και η τοπική παράσταση

(2.5.2′) F := r−1
2 ◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2

είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p).

3) Μία απεικόνιση f : S1 → S2 καλείται αµφιδιαφόριση (diffeomorphism)

αν οι f και f−1 είναι διαφορίσιµες. Εποµένως, για οποιοδήποτε σύστηµα συν-

τεταγµένων (U, r,W ), ϑεωρώντας το U επιφάνεια [ϐλ. Παράδειγµα 2.2(1)], η

Πρόταση 2.5.4 συνεπάγεται ότι :

Η r είναι αµφιδιαφόριση. Κατά συνέπειαν, κάθε κανονική επιφάνεια είναι

τοπικά αµφιδιαφορική µε το R2.
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Το επόµενο αποτέλεσµα αποτελεί το πρώτο ϐήµα του κανόνα της αλυσίδας

στο πλαίσιο των επιφανειών. Θα συµπληρωθεί όταν οριστεί και η έννοια του

διαφορικού.

2.5.9 Θεώρηµα. Αν Si, i = 1, 2, 3 είναι κανονικές επιφάνειες, f : S1 → S2

διαφορίσιµη απεικόνιση στο p ∈ S1 και g : S2 → S3 διαφορίσιµη στο f(p) ∈ S2,

τότε και η σύνθεση g ◦ f : S1 → S3 είναι διαφορίσιµη απεικόνιση στο p.

Απόδειξη. Αφού η g είναι διαφορίσιµη στο f(p), υπάρχουν χάρτες (Ui, ri,Wi)
των Si, i = 2, 3, τέτοιοι ώστε f(p) ∈ W2, g(W2) ⊆ W3 και η

G := r−1
3 ◦ g ◦ r2 : U2 −→ U3

να είναι διαφορίσιµη στο r−1
2 (f(p)). Επειδή η f είναι συνεχής στο p (ως

διαφορίσιµη στο ίδιο σηµείο), υπάρχει ανοιχτή περιοχή A του p στην S1, µε

f(A) ⊆ W2. Επίσης υπάρχει παραµέτρηση (U, r,W ) της S1 µε p ∈ W . Θεω-

ϱούµε το ανοιχτό σύνολο W ∩A ⊆ S1, που περιέχει το p, και την παραµέτρηση

(

U1 := r−1(W ∩A), r1 := r|U1
,W1 := W ∩A

)

της S1 (ϐλ. Λήµµα 2.3.4). Για την παραµέτρηση αυτή ισχύει ότι p ∈ W1 και

f(W1) ⊆ W2, άρα ορίζεται η τοπική παράσταση της f

F := r−1
2 ◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2,

η οποία είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p) [ϐλ. Θεώρηµα 2.5.7 και Παρατήρηση

2.5.8(2)]. Παρατηρούµε ότι p ∈ W1 και (g ◦ f)(W1) ⊆ W3, δηλαδή οι πα-

ϱαµετρήσεις (U1, r1,W1) και (U3, r3,W3) δίνουν την τοπική παράσταση της

σύνθεσης g ◦ f

r−1
3 ◦ (g ◦ f) ◦ r1 = (r−1

3 ◦ g ◦ r2) ◦ (r−1
2 ◦ f ◦ r1) = G ◦ F.

Η παράσταση αυτή είναι διαφορίσιµη στο r−1
1 (p), ως σύνθεση της διαϕοϱίσι-

µης απεικόνισης F στο σηµείο r−1
1 (p), και της διαφορίσιµης απεικόνισης G

στο r−1
2 (f(p)) = F (r−1

1 (p)).

2.5.10 Πρόταση. ΄Εστω S µια κανονική επιφάνεια, I ανοιχτό διάστηµα και

α : I → R3 µία διαφορίσιµη καµπύλη µε α(I) ⊂ S. ΄Εστω to ∈ I και po :=
α(to) ∈ S. Τότε, για κάθε παραµέτρηση (U, r,W ) της S στο po, υπάρχει ανοιχτό

διάστηµα J ⊆ I µε to ∈ J , και διαφορίσιµη επίπεδη καµπύλη β : J → U ⊆ R2,

έτσι ώστε

α|J = r ◦ β.

Η πρόταση περιγράφεται στο παρακάτω Σχήµα 2.10.
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Απόδειξη. Ας πάρουµε πρώτα µια παραµέτρηση Monge της S στο po (σύµφωνα

µε την Πρόταση 2.3.1 υπάρχει πάντοτε τέτοια παραµέτρηση). ΄Εστω ότι είναι

η (Uo, ro,Wo) µε ro(u, v) = (u, v, g(u, v)). ΄Οπως έχουµε δεί πολλές ϕορές, η

απεικόνιση

π : R3 −→ R
2 : (x, y, z) 7→ (x, y)

(από την οποίαν άλλωστε κατασκευάζεται η r−1
o ) είναι διαφορίσιµη και π|Wo =

r−1
o . Επειδή η α : I → R3 είναι συνεχής (ως διαφορίσιµη) ϑα είναι συνεχής

και ως απεικόνιση της µορφής α : I → S (µε το S εφοδιασµένο µε την σχετική

τοπολογία), άρα το Jo := α−1(Wo) είναι ανοιχτό διάστηµα µε Jo ⊆ I και

to ∈ Jo. Εποµένως και η σύνθεση

βo := π ◦ α : Jo −→ Uo ⊆ R
2,

είναι µια διαφορίσιµη επίπεδη καµπύλη. Οµως r−1
o = π|Wo , οπότε, από την

παραπάνω έκφραση, παίρνουµε ότι ro ◦ βo = α|Jo .

΄Εστω τώρα (U, r,W ) µία τυχαία παραµέτρηση της S µε po ∈ W . Θεω-

ϱούµε και µία παραµέτρηση Monge (Uo, ro,Wo) όπως πριν. Το W ∩Wo είναι

ανοιχτό στο S και περιέχει το po. ΄Αρα το J := α−1(W ∩ Wo) είναι ανοιχτό

διάστηµα µε J ⊆ Jo ⊆ I και to ∈ J . Ορίζουµε την επίπεδη καµπύλη

β := r−1 ◦ α|J .

S

ot

ab

( )Jb

J

r

op ( )Ia

I

U
W

Σχήµα 2.10
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Αλλά µπορούµε να γράψουµε ότι

β = r−1 ◦ α|J = (r−1 ◦ ro) ◦ (π ◦ α)|J = (r−1 ◦ ro) ◦ βo|J ,
που είναι διαφορίσιµη καµπύλη, αφού η r−1 ◦ ro είναι διαφορίσιµη (ως απει-

κόνιση αλλαγής συντεταγµένων· ϐλ. Θεώρηµα 2.3.3) και η βo|J είναι επίσης

διαφορίσιµη. Εποµένως, r ◦ β = α|J .

2.5.11 Παρατήρηση. ΄Οπως ϕάνηκε στην προηγούµενη απόδειξη, η Ϲητού-

µενη καµπύλη β έχει τη γενική µορφή β = r−1◦α|J , για κατάλληλο J . ΄Οµως,

από την τελευταία σχέση, δεν προκύπτει ευθέως και η διαφορισιµότητα της β.

Τούτο γιατί η α είναι διαφορίσιµη µε τη συνήθη έννοια (δηλαδή ως απεικόνιση

µεταξύ των ευκλειδείων χώρων R και R3), ενώ η r−1 είναι διαφορίσιµη µε την

έννοια των επιφανειών (ϐλ. Ορισµό 2.5.1). Εποµένως, δεν µπορούµε να εφαρ-

µόσουµε ούτε τον συνήθη κανόνα της αλυσίδας (για διαϕοϱίσιµες απεικονίσεις

µεταξύ ευκλειδείων χώρων),ούτε τον κανόνα της αλυσίδας για διαφορίσιµες α-

πεικονίσεις µεταξύ επιφανειών (ϐλ. Θεώρηµα 2.5.9). Αυτός είναι και ο λόγος

της πιο σύνθετης απόδειξης που δώσαµε πριν, αντί µιάς ϕαινοµενικά απλού-

στερης, που λανθασµένα ϑα µπορούσε κάποιος να ϕανταστεί.

2.6 Ο εφαπτόµενος χώρος

Υποθέτουµε ότι S είναι κανονική επιφάνεια, p ∈ S και (U, r,W ) 2-διάστατος

χάρτης της S µε p ∈ W . Επειδή, για q := r−1(p) ∈ U , τα διανύσµατα ru(q)
και rv(q) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (ϐλ. Παρατηρήσεις 2.1.2), αυτά ορίζουν

ένα 2-διάστατο υπόχωρο του R3, τον οποίον ονοµάζουµε εφαπτόµενο χώρο

της S στο p (tangent space of S at p) και συµβολίζουµε µε TpS. Εποµένως,

TpS :=
{

λru(q) + µrv(q) | λ, µ ∈ R
}

.

Προφανώς το Ϲεύγος {ru(q), rv(q)} είναι ϐάση του TpS. Τα στοιχεία του TpS
καλούνται εφαπτόµενα διανύσµατα της S στο p (tangent vectors of S at p).

2.6.1 Πρόταση. Με τις προηγούµενες υποθέσεις ισχύει ότι

(2.6.1) TpS = [Dr(q)](R2).

Απόδειξη. Κάθε στοιχείο του TpS είναι της µορφής λru(q) + µrv(q), όπου

(λ, µ) ∈ R2, ενώ κάθε στοιχείο του Dr(q)(R2) είναι της µορφής, γενικά,

Dr(q)(a, b), όπου (a, b) ∈ R2. Παρατηρούµε ότι

Dr(q)(a, b) = Dr(q)(ae1 + be2) = aDr(q)(e1) + bDr(q)(e2)

= a
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

+ b
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

= aru(q) + brv(q),

µε την οποίαν αποδεικνύεται ο ισχυρισµός.
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Σηµείωση. Μπορούµε να υπολογίσουµε το διαφορικό Dr(q) στο σηµείο (a, b)
µέσω του πίνακα Jacobi ως εξής :

Dr(q)(a, b) = (Jqr) · (a, b)t =



















∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

∂x

∂v

∣

∣

∣

∣

q
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

∂y

∂v

∣

∣

∣

∣

q
∂z

∂u

∣

∣

∣

∣

q

∂z

∂v

∣

∣

∣

∣

q



















(

a
b

)

=

(

a
∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

+ b
∂x

∂v

∣

∣

∣

∣

q

, a
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

+ b
∂y

∂v

∣

∣

∣

∣

q

, a
∂z

∂u

∣

∣

∣

∣

q

+ b
∂z

∂v

∣

∣

∣

∣

q

)

= a

(

∂x

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂y

∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
∂z

∂u

∣

∣

∣

∣

q

)

+ b

(

∂x

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,
∂y

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,
∂z

∂v

∣

∣

∣

∣

q

)

= aru(q) + brv(q).

2.6.2 Πόρισµα. Η απεικόνιση Dr(q) : R2 → TpS είναι γραµµικός ισοµορφι-

σµός

Απόδειξη. Προφανής, αφού η Dr(q) : R2 → R3 είναι γραµµική απεικόνιση

1–1 (από τον ορισµό της παραµέτρησης) και TpS = [Dr(q)](R2).

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα σηµείο p ∈ S και το σύνολο C(S, p) όλων των

διαφορίσιµων καµπυλών

α : Jα −→ R
3,

οι οποίες ικανοποιούν τις επόµενες συνθήκες :

0 ∈ Jα, α(Jα) ⊂ S, α(0) = p,

δηλαδή οι καµπύλες διέρχονται από το p και η εικόνα τους περιέχεται ολό-

κληρη στην επιφάνεια S. Ορίζουµε και το σύνολο

Ep :=
{

α′(0) | α ∈ C(S, p)
}

.

2.6.3 Θεώρηµα. Με τους προηγούµενους συµβολισµούς ισχύει η σχέση

(2.6.2) TpS = Ep,

δηλαδή τα διανύσµατα του TpS υλοποιούνται ως εφαπτόµενα διανύσµατα (: τα-

χύτητες), στο σηµείο p, διαφορίσιµων καµπυλών που διέρχονται από το σηµείο p
και παίρνουν τιµές µέσα στην επιφάνεια S.
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Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν διάνυσµα w ∈ TpS. Τότε w = Dr(q)(h), για κάποιο

h ∈ R2. Θεωρούµε την ευθεία

β : R −→ R
2 : t 7→ β(t) := th+ q.

Η β είναι συνεχής µε β(0) = q ∈ U και το U είναι ανοιχτό στο R2, άρα υπάρχει

ε > 0 µε β((−ε, ε)) ⊆ U . Ορίζουµε την καµπύλη

α := r ◦ β
∣

∣

(−ε,ε)
: (−ε, ε) −→ R

3,

η οποία είναι διαφορίσιµη, και ικανοποιεί τις συνθήκες α((−ε, ε)) ⊆ S,

α(0) = r(q) = p και

α′(0) = (r ◦ β)′(0) = [D(r ◦ β)(0)](1)
= [Dr(q) ◦Dβ(0)](1) = [Dr(q)](β′(0))

= [Dr(q)](h) = w.

Εποµένως TpS ⊆ Ep.

Αντιστρόφως, έστω τυχόν w̄ = α′(0) ∈ Ep, όπου α : Jα → S ⊆ R3 διαφορί-

σιµη καµπύλη µε α(0) = p. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.5.10, µπορούµε να

ϐρούµε µία διαφορίσιµη καµπύλη

β : (−ε, ε) ⊆ Jα −→ U ⊆ R
2,

τέτοια ώστε β(0) = q και α|(−ε,ε) = r ◦ β. Τότε

w̄ = α′(0) = [Dα(0)](1) = [D(r ◦ β)(0)](1)
= [Dr(β(0)) ◦Dβ(0)](1) = [Dr(q)](β′(0)).

Αφού β′(0) ∈ R2, προκύπτει ότι w̄ = [Dr(q)](β′(0)) ∈ TpS, δηλαδήEp ⊆ TpS,

οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα.

΄Αµεση συνέπεια του προηγουµένου ϑεωρήµατος είναι το

2.6.4 Πόρισµα. Ο εφαπτόµενος χώρος µιας επιφάνειας S σε ένα σηµείο p ∈ S
δεν εξαρτάται από την ϑεωρούµενη παραµέτρηση.

2.6.5 Ορισµός. Το επίπεδο Ep που διέρχεται από το p ∈ S και είναι πα-

ϱάλληλο προς το επίπεδο των ru και rv λέγεται εφαπτόµενο επίπεδο της

S στο p (tangent plane). Το επίπεδο αυτό είναι η µεταφορά του TpS κατά

το διάνυσµα ϑέσης p, και συµβολίζεται µε Ep(S) ή, αν δεν υπάρχει κίνδυνος

σύγχυσης, µε Ep.
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Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται το εφαπτόµενο επίπεδο Ep στο σηµείο p
µιας επιφάνειας S. Για χάρη της εναργέστερης απεικόνισης έχουµε µεταφέρει,

κατά το διάνυσµα ϑέσης του p, τα διανύσµατα rU και rV ώστε να έχουν αρχή

το αναφερόµενο σηµείο.

N

P

vr

ur

p pE T Sº

Σχήµα 2.11

2.7 Το διαφορικό διαφορίσιµης απεικόνισης

Αφού επεκτείναµε την έννοια της διαφορισιµότητας σε απεικονίσεις µεταξύ

επιφανειών, ϑα ορίσουµε τώρα διαφορικό µιας τέτοιας απεικόνισης, σε ένα

σηµείο του πεδίου ορισµού της. Στην κλασική περίπτωση, το σηµειακό δια-

ϕορικό είναι γραµµική απεικόνιση µεταξύ κατάλληλων γραµµικών χώρων.

Τον ϱόλο των χώρων αυτών παίζουν τώρα τα εφαπτόµενα επίπεδα.

2.7.1 Λήµµα. ΄Εστω ότι S1, S2 είναι κανονικές επιφάνειες και f : S1 → S2 µια

διαφορίσιµη απεικόνιση. Αν α : I → S1 είναι διαφορίσιµη καµπύλη, τότε και η

f ◦ α : I → S2 είναι επίσης διαφορίσιµη καµπύλη.

Απόδειξη. Θέλουµε να δείξουµε ότι η f ◦α : I → S2 είναι διαφορίσιµη σε κάθε

t ∈ I. ΄Εστω λοιπόν to ∈ I και po = α(to). ΄Εστω παραµέτρηση (U, r,W ) της

S1 µε po ∈ W . Θεωρούµε την διαφορίσιµη επίπεδη καµπύλη β : J → U ,

µέσω της οποίας α|J = r ◦ β (ϐλ. Πρόταση 2.5.8). Τότε

f ◦ α|J = f ◦ (r ◦ β) = (f ◦ r) ◦ β,

που είναι διαφορίσιµη, ως σύνθεση της τοπικής παράστασης f ◦ r της f (ϐλ.

Ορισµό 2.5.1 και Πρόταση 2.5.2) µε την διαφορίσιµη καµπύλη β.
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2.7.2 Ορισµός. Αν S1, S2 είναι κανονικές επιφάνειες και f : S1 → S2 διαφο-

ϱίσιµη απεικόνιση στο p ∈ S1, καλούµε (σηµειακό) διαφορικό της f στο p
(differential of f at p) την απεικόνιση

dpf ≡ Tpf : TpS1 −→ Tf(p)S2 : w 7→ dpf(w) := (f ◦ α)′(0),
όπου α : (−ε, ε) → S1 διαφορίσιµη καµπύλη µε α(0) = p και α′(0) = w.

2.7.3 Πρόταση. Το σηµειακό διαφορικό είναι µια καλά ορισµένη, γραµµική

απεικόνιση.

Απόδειξη. (1) Το dpf είναι καλά ορισµένο, δηλαδή ανεξάρτητο της καµπύ-

λης που υλοποιεί κάθε εφαπτόµενο διάνυσµα. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι

α : (−ε, ε) → S1 και γ : (−δ, δ) → S1 είναι δύο διαφορίσιµες καµπύλες µε

α(0) = γ(0) = p και α′(0) = γ′(0) = w. Αν (U, r,W ) είναι µία παραµέτρηση

Monge της S1 µε p ∈ W , τότε

(f ◦ γ)′(0) = [D(f ◦ γ)(0)](1) = [D(f ◦ r ◦ r−1 ◦ γ)(0)](1)
= [D(f ◦ r ◦ π ◦ γ)(0)](1) = [D(f ◦ r ◦ π)(γ(0)) ◦Dγ(0)](1)

= [D(f ◦ r ◦ π)(γ(0))](γ′(0)) = [D(f ◦ r ◦ π)(α(0))](α′(0))

= [D(f ◦ r ◦ r−1 ◦ α)(0)](1) = [D(f ◦ α)(0)](1)
= (f ◦ α)′(0).

(2) Αφού η f είναι διαφορίσιµη στο p, υπάρχουν παραµετρήσεις (Ui, ri,Wi)
των Si (i = 1, 2), µε p ∈ W1, f(W1) ⊆ W2 και F := r−1

2 ◦ f ◦ r1 : U1 → U2

διαφορίσιµη στο q = r−1
1 (p). Ισχυριζόµαστε ότι το διάγραµµα

TpS1
dpf- Tf(p)S2

R
2

Dr1(q)

6

DF (q)
- R

2

Dr2(q)
6

∆ιάγραµµα 2.4

όπου q = r−1
2 (f(p)), είναι µεταθετικό : Εστω τυχόν h ∈ R2. Τότε

[dpf ◦Dr1(q)](h) = dpf
(

[Dr1(q)](h)
)

.

Το διάνυσµα [Dr1(q)](h) ∈ TpS1 υλοποιείται µέσω µιας διαφορίσιµης καµπύ-

λης α : (−ε, ε) → S µε α(0) = p και α′(0) = [Dr1(q)](h). Οπως είδαµε στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 2.5.2, µπορούµε να πάρουµε

α(t) := r1(th+ q) = (r1 ◦ β)(t); t ∈ (−ε, ε),
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όπου β είναι η ευθεία β(t) = th+ q. Εποµένως,

[dpf ◦Dr1(q)](h) = dpf(α
′(0)) = (f ◦ α)′(0) = (f ◦ r1 ◦ β)′(0)

= [D(f ◦ r1 ◦ β)(0)](1) = [D(f ◦ r1)(β(0))](β′(0))

= [D(f ◦ r1)(q)](h) = [D(r2 ◦ F )(q)](h)

= [Dr2(q) ◦D(F )(q)](h).

Αφού Dr1(q) : R
2 → TpS1 και Dr2(q) : R

2 → Tf(p)S2 είναι γραµµικοί ισο-

µορφισµοί (ϐλ. Πόρισµα 2.6.2), ϑα είναι

dpf = Dr2(q) ◦DF (q) ◦ (Dr1(q))
−1,

που αποδεικνύει την πρόταση.

Εδώ υπενθυµίζουµε ότι

[Dr(q)](e1) =
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

= ru(q),(2.7.1)

[Dr(q)](e2) =
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

= rv(q).(2.7.2)

Εποµένως :

Ο γραµµικός ισοµορφισµός Dr(q) : R2 → TpS µεταφέρει την κανονική

ϐάση {e1, e2} του R2 στη ϐάση {ru(q), rv(q)} του TpS.

Είµαστε τώρα σε ϑέση να αποδείξουµε το επόµενο

2.7.4 Θεώρηµα. ΄Εστω S1, S2 κανονικές επιφάνειες, f : S1 → S2 διαφορίσιµη

απεικόνιση, p ∈ S1 και (U1, r1,W1), (U2, r2,W2) παραµετρήσεις των S1 και S2,

αντιστοίχως, µε p ∈ W1 και f(W1) ⊆ W2. ΄Εστω q = r−1
1 (p), q̄ = r−1

2 (f(p))
και F = r−1

2 ◦ f ◦ r1 : U1 → U2 η τοπική παράσταση της f µέσω των ανωτέρω

παραµετρήσεων. Τότε ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης dpf , ως προς τις

ϐάσεις {r1u(q), r1v(q)} του TpS1 και {r2u(q̄), r2v(q̄)} του Tf(p)S2, συµπίπτει µε

τον πίνακα Jacobi της F στο q.

Απόδειξη. Η µεταθετικότητα του ∆ιαγράµµατος 2.4 ισοδυναµεί µε την ισότητα

dpf ◦Dr1(q) = Dr2(q̄) ◦DF (q).

Αν A είναι ο πίνακας της dpf ως προς τις ϐάσεις {r1u(q), r1v(q)} του TpS1 και

{r2u(q̄), r2v(q̄)} του Tf(p)S2, B1 είναι ο πίνακας της Dr1(q) ως προς τις ϐάσεις

{e1, e2} του R2 και {r1u(q), r1v(q)} του TpS1, B2 είναι ο πίνακας της Dr2(q̄)
ως προς τις ϐάσεις {e1, e2} του R2 και {r2u(q̄), r2v(q̄)} του Tf(p)S2 και JqF
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είναι ο πίνακας Jacobi της F στο q, από την ανωτέρω ισότητα των συνθέσεων

των γραµµικών απεικονίσεων προκύπτει

A · B1 = B2 · JqF.

Οµως, προφανώς

B1 = B2 =

(

1 0
0 1

)

,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό του ϑεωρήµατος.

2.7.5 Παρατήρηση. Το προηγούµενο αποτέλεσµα έχει προφανή πρακτική

σηµασία : Για να υπολογίσουµε το διαφορικό dpf µιας διαφορίσιµης απει-

κόνισης µεταξύ δύο επιφανειων S και S̄, ϐρίσκουµε τον πίνακα Jacobi στο

q = r1(p) της τοπικής παράστασης F , µέσω καταλλήλων –κατά το δυνατόν

απλουστέρων– παραµετρήσεων (U, r,W ) και (Ū , r̄, W̄ ) στα σηµεία p και f(p)
αντιστοίχως, οπότε, για οποιοδήποτε εφαπτόµενο διάνυσµα

w = (λ, µ) ≡ λ ru(q) + µrv(q) ∈ TpS,

έχουµε ότι

dpf(w) = (JqF ) · (λ, µ)t.
Προφανώς, το προηγούµενο εφαπτόµενο διάνυσµα ϑα έχει την (γενική) µορφή

dpf(w) = w̄ = (λ̄, µ̄) ≡ λ̄ r̄u(q̄) + µ̄r̄v(q̄) ∈ Tf (p)S̄,

όπου q̄ = r̄−1(f(p)).

Ο υπολογισµός του διαφορικού µιας απεικόνισης f : S1 → S2 διευκολύ-

νεται ιδιαίτερα, αν γνωρίζουµε ότι η f είναι περιορισµός (επί της S1) µιας

διαφορίσιµης απεικόνισης της µορφής F : A → R3 , όπου το A είναι ανοιχτό

υποσύνολο του R3 µε S1 ⊆ A. Ακριβέστερα, έχουµε την επόµενη

2.7.6 Πρόταση. ΄Εστω διαφορίσιµη απεικόνιση F : A → R3, όπου A ⊆ R3

ανοιχτό. Αν S1 ⊆ A, S2 είναι κανονικές επιφάνειες και f : S1 → S2 απεικόνιση

τέτοια ώστε f = F |S1
, τότε

dpf = DF (p)|TpS1
, ∀ p ∈ S1.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.5.5 και το Θεώρηµα 2.5.7, η απει-

κόνιση f : S1 → S2 είναι διαφορίσιµη. ΄Εστω τυχόν p ∈ S1. ΄Οπως είδαµε

στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.5.7, µπορούµε να ϐρούµε µία παραµέτρη-

ση Monge (U2, r2,W2), της S2 µε f(p) ∈ W2, και παραµέτρηση (U1, r1,W1)
της S1 µε p ∈ W1, f(W1) ⊆ W2, έτσι ώστε η αντίστοιχη τοπική παράσταση

F̄ = r−1
2 ◦ f ◦ r1 = π ◦ f ◦ r1 : U1 −→ U2
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να είναι διαφορίσιµη στο q = r−1
1 (p). Εδώ συµβολίζουµε την τοπική παράστα-

ση µε F̄ για να την ξεχωρίσουµε από την F της εκφώνησης. Επίσης ϑυµίζουµε

ότι π είναι ο περιορισµός της R3 ∋ (x, y, z) 7→ (x, y) ∈ R2 επί του W2.

Εφαρµόζοντας το µεταθετικό ∆ιάγραµµα 2.4 και τον κανόνα της αλυσίδας

σε ευκλείδειους χώρους [και ϑέτοντας q̄ = r−1
2 (f(p) ], ϐρίσκουµε ότι

dpf = Dr2(q̄) ◦DF̄ (q) ◦ [Dr1(q)]
−1

= Dr2(q̄) ◦D(r−1
2 ◦ f ◦ r1)(q) ◦ [Dr1(q)]

−1

= D(f ◦ r1)(q) ◦ [Dr1(q)]
−1

= D(F ◦ r1)(q) ◦ [Dr1(q)]
−1

= DF (p) ◦Dr1(q) ◦ [Dr1(q)]
−1

= DF (p) ◦ id|TpS1
= DF (p)|TpS1

.

Παρόµοια και για κάθε άλλο p ∈ S1, οπότε κλείνει η απόδειξη.

Η έννοια της διαφορισιµότητας, για απεικονίσεις µεταξύ επιφανειών, και

του αντίστοιχου διαφορικού τους οδηγεί στη δηµιουργία ενός ∆ιαφορικού Λο-

γισµού στο πλαίσιο της Θεωρίας Επιφανειών, ο οποίος επεκτείνει το συνήθη

∆ιαφορικό Λογισµό µεταξύ ευκλειδείων χώρων. Ο νέος αυτός λογισµός έχει

ανάλογες ιδιότητες. Για να δώσουµε µια σχετική ιδέα στον αναγνώστη, ϑα

παρουσιάσουµε δύο ϐασικά αποτελέσµατα : το πρώτο είναι η πλήρης µορ-

ϕή του Θεωρήµατος της Αλυσίδας, και το δεύτερο αποτελεί το Θεώρηµα της

Αντίστροφης Συνάρτησης στο παρόν πλαίσιο.

2.7.7 Θεώρηµα (Κανόνας της Αλυσίδας). Αν Si (i = 1, 2, 3) είναι κανονικές

επιφάνειες, f : S1 → S2 διαφορίσιµη απεικόνιση στο p ∈ S1 και g : S2 → S3

διαφορίσιµη στο f(p) ∈ S2, τότε και η σύνθεση g◦f : S1 → S3 είναι διαφορίσιµη

απεικόνιση στο p και

(2.7.3) dp(g ◦ f) = df(p)g ◦ dpf,

δηλαδή έχουµε το µεταθετικό διάγραµµα

TpS1
dpf - Tf(p)S2

Tg(f(x))S3

df(p)g

?
dp(g ◦ f )

-

∆ιάγραµµα 2.5
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Απόδειξη. Η διαφορισιµότητα της g◦f στο p έχει ήδη αποδειχθεί στο Θεώρηµα

2.5.9. Για την απόδειξη της (2.7.5) προχωρούµε ως εξής : Θεωρούµε τυχόν

w ∈ TpS1 και υποθέτουµε ότι υλοποιείται από µία διαφορίσιµη καµπύλη α
µε α(0) = p, δηλαδή α′(0) = w. Σύµφωνα µε το Λήµµα 2.7.1, και η f ◦ α
είναι διαφορίσιµη καµπύλη µε (f ◦α)(0) = f(p). Εποµένως, κατά τον Ορισµό

2.7.2, έχουµε ότι

dp(g ◦ f)(w) =
(

(g ◦ f) ◦ α
)′
(0) =

(

g ◦ (f ◦ α)
)′
(0) =

= df(p)g
(

(f ◦ α)′(0)
)

= df(p)g
(

dpf(α
′(0))

)

=
(

df(p)g ◦ dpf
)

(w),

που κλείνει την απόδειξη.

2.7.8 Θεώρηµα (της Αντίστροφης Συνάρτησης). Υποθέτουµε ότι f : S → S̄
είναι απεικόνιση διαφορίσιµη στο p ∈ S, της οποίας το (σηµειακό) διαφορικό

dpf : TpS → Tf(p)S̄ είναι γραµµικός ισοµορφισµός . Τότε η f είναι τοπική

αµφιδιαφόριση στο p, δηλαδή υπάρχει ανοιχτη περιοχή A ⊆ S του p και ανοιχτή

περιοχή Ā ⊆ S̄ του f(p), έτσι ώστε η f |A : A → Ā να είναι αµφιδιαφόριση.

Απόδειξη. Εφ᾿ όσον η f είναι διαφορίσιµη στο p ∈ S, υπάρχουν παραµετρή-

σεις (U, r,W ), (Ū , r̄, W̄ ) των S, S̄ αντιστοίχως, µε p ∈ W και f(W ) ⊆ W̄ ,

έτσι ώστε η τοπική παράσταση F = r̄−1 ◦ f ◦ r : U → Ū να είναι διαφορίσιµη

στο q = r−1(p). Από το Πόρισµα 2.6.2, το µεταθετικό ∆ιάγραµµα 2.4 και την

υπόθεση, προκύπτει ότι η

DF (q) = [Dr̄(q̄)]−1 ◦ dpf ◦Dr(q) : R2 −→ R
2 [: q̄ = r̄−1(f(p))]

είναι γραµµικός ισοµορφισµός. Εποµένως, κατά το Θεώρηµα της Αντίστροφης

Συνάρτησης σε ευκλείδειους χώρους, υπάρχει ανοιχτή περιοχή V ⊆ U του

q και ανοιχτή περιοχή V̄ ⊆ Ū του q̄, έτσι ώστε η F |V : V → V̄ να είναι

αµφιδιαφόριση [µε την συνήθη έννοια και µε την έννοια των επιφανειών, µετά

το Παράδειγµα 2.2(1)]. Θέτοντας A := r(V ) και Ā := r̄(V̄ ), έχουµε ότι η

f |A = r̄ ◦ F ◦ r−1|A : A → Ā είναι αµφιδιαφόριση.

2.8 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να αποδειχθούν οι τύποι των στερεογραφικών προβολών και η

σχέση (*) της σελ. 90 (ϐλ. Παραδείγµα 3, Παράγραφος 2.2).

Λύση. Αναφερόµενοι στο Σχήµα 2.4, ϑεωρούµε το σηµείο P και την προβο-

λή του (από το ϐόρειο πόλο) PN επί του επιπέδου του ισηµερινού E ≡ R2.

Αν καλέσουµε (x, y, z) τις συντεταγµένες του P , (xN , yN ) ≡ (xN , yN , 0) τις

συντεταγµένες του PN , έχουµε ότι

−→
NP =

−→
OP −

−→
ON = (x, y, z) − (0, 0, 1) = (x, y, z − 1),(1)

−→
NPN =

−→
OPN −

−→
ON = (xN , yN , 0) − (0, 0, 1) = (xN , yN ,−1),(2)
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΄Οµως,
−→

NPN = λ ·
−→
NP , για κάποιο λ ∈ R∗, άρα οι (1) και (2) δίνουν ότι

(xN , yN ,−1) = λ(x, y, z − 1), απ᾿ όπου

xN = λx, yN = λy, λ(1− z) = 1.

Εποµένως, επιλύοντας την τελευταία ως προς λ, ϐρίσκουµε ότι

λ =
1

z − 1
και xN =

x

1− z
, yN =

y

1− z
,

που µας δίνουν ακριβώς την έκφραση της r−1
N .

Η r−1
N είναι προφανώς 1–1. Ισχυριζόµαστε ότι r−1

N (S2\{N}) = R2, δηλαδή

η r−1
N είναι απεικόνιση επί. Ο µηχανισµός της απόδειξης του επί ϑα µας δώσει

και την έκφραση της rN . Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε τυχόν (u, v) ∈ R2 και

αναζητούµε (x, y, z) ∈ S2, τέτοιο ώστε

(u, v) = r−1
N (x, y, z) =

(

x

1− z
,

y

1− z

)

,

απ᾿ όπου

(3) x = u(1− z) και y = v(1− z).

Αφού (x, y, z) ∈ S2, ϑα είναι

u2(1− z)2 + v2(1− z)2 + z2 = 1,

απ᾿ την οποίαν στοιχειωδώς ϐρίσκουµε ότι

z =
−1 + u2 + v2

1 + u2 + v2
.

΄Αρα οι σχέσεις (3) δίνουν τις

x =
2u

1 + u2 + v2
, y =

2v

1 + u2 + v2
,

οπότε καταλήγουµε στην έκφραση της rN .

΄Ασκηση 2. Να δικαιολογηθεί γιατί το ελλειψοειδές (ϐλ. Παραδείγµατα 5(ii),

Παράγραφος 2.2)

S :=
{

(x, y, z) ∈ R
3 :

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1
}

,

µε abc > 0, είναι κανονική επιφάνεια και να ϐρεθεί µία παραµέτρηση του

τύπου Monge που να περιέχει το σηµείο (a, 0, 0).
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Λύση. Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση

f : R3 −→ R : (x, y, z) 7→ x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

είναι διαφορίσιµη, 1 ∈ f(R3), και S = f−1(1). Επίσης, διαπιστώνουµε ότι,

για κάθε (x, y, z) ∈ R3, είναι

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

,
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

,
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

)

=

(

2x

a2
,
2y

b2
,
2z

c2

)

,

άρα, για κάθε (x, y, z) ∈ S, είναι

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

,
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

,
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

(x,y,z)

)

6= (0, 0, 0).

Εποµένως, κατά το Θεώρηµα 2.2.1, το ελλειψοειδές είναι κανονική επιφάνεια.

Για το σηµείο (a, 0, 0) ∈ S έχουµε

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

(a,0,0)

,
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

(a,0,0)

,
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

(a,0,0)

)

=

(

2

a
, 0, 0

)

6= (0, 0, 0).

Λύνοντας την ισότητα που ορίζει το ελλειψοειδές ως προς x, έχουµε ότι

x = ±a

√

1− y2

b2
− z2

c2
.

Η Ϲητούµενη παραµέτρηση Monge που περιλαµβάνει στην εικόνα της το ση-

µείο (x = a, y = 0, z = 0) είναι η (U, r, r(U)), όπου

U :=
{

(u, v) ∈ R
2 : 1− u2

b2
− v2

c2
> 0
}

,

r : U −→ R
3 : (u, v) 7→ (g(u, v), u, v),

µε g : U → R : (u, v) 7→ a

√

1− u2

b2
− v2

c2
.

΄Ασκηση 3. Να αποδειχθεί ότι η τριάδα (U, r, r(U)), όπου U = R× (0, π) και

r : U → R
3 : (u, v) 7→ (a cos u sin v, b sinu sin v, c cos v),

είναι παραµέτρηση του ελλειψοειδούς (ϐλ. Ασκηση 2). Να περιγραφούν οι u-

και v-παραµετρικές καµπύλες.
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Λύση. Το σύνολο U είναι ανοιχτό υποσύνολο του R2 και η r είναι διαφορίσιµη

και 1–1. Η εικόνα της r είναι (ανοιχτό) υποσύνολο του ελλειψοειδούς : για

κάθε (u, v) ∈ U , είναι

a2 cos2 u sin2 v

a2
+

b2 sin2 u sin2 v

b2
+

c2 cos2 v

c2
= 1.

Παρατηρούµε ότι

ru = (−a sinu sin v, b cos u sin v, 0),

rv = (a cos u cos v, b sin u cos v,−c sin v)

ru × rv = (−bc cos u sin2 v,−ac sin u sin2 v,−ab sin v cos v) 6= (0, 0, 0).

Η τελευταία ισοδυναµεί µε την συνθήκη να είναι η Dr(q) απεικόνιση 1–1.

Επειδή γνωρίζουµε ότι το ελλειψοειδές (που περιέχει την εικόνα της r) είναι

κανονική επιφάνεια, δεν χρειάζεται να ελέγξουµε αν η r−1 είναι συνεχής (ϐλ.

Πρόταση 2.3.2).

Οι u-παραµετρικές καµπύλες είναι (για v σταθερό) οι τοµές του ελλειψοει-

δούς µε το επίπεδο z = c cos v, δηλαδή είναι οι ελλείψεις

x2

a2
+

y2

b2
= sin2v.

Οι v-παραµετρικές καµπύλες είναι (για u σταθερό) οι τοµές του ελλειψοειδούς

µε τα ηµιεπίπεδα που ορίζονται από τις σχέσεις x = aR cos u, y = bR sinu
(R > 0), είναι συνεπώς ηµιελλείψεις.

΄Ασκηση 4. Να αποδειχθεί µε άλλους τρόπους, χωρίς εφαρµογή του Θεωρή-

µατος 2.2.1, ότι το υπερβολικό παραβολοειδές

z =
x2

a2
− y2

b2
(ab 6= 0)

είναι κανονικη επιφάνεια.

Λύση. Ας συµβολίζουµε µε S την επιφάνεια του δοθέντος παραβολοειδούς.

Εδώ έχουµε την δυνατότητα να εφαρµόσουµε δύο τρόπους.

Α΄ Τρόπος: Θεωρούµε την διαφορίσιµη απεικόνιση

f : R2 −→ R : (x, y) 7−→ x2

a2
− y2

b2
.

Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 4 της Παραγράφου 2.2, αρκεί να αποδείξουµε ότι

Γf = S, που είναι προφανές.
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Β΄ Τρόπος: Θεωρούµε την απεικόνιση

r(u, v) :=
(

a(u+ v), b(u − v), 4uv
)

, (u, v) ∈ R
2.

Η r είναι διαφορίσιµη και (όπως προκύπτει αµέσως) απεικόνιση 1–1, η οποία

παίρνει τιµές στην S.

∆είχνουµε ότι είναι και απεικόνιση επί. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε τυχόν

σηµείο (x, y, z) ∈ S, τότε, για

u =
1

2

(x

a
+

y

b

)

, v =
1

2

(x

a
− y

b

)

,

είναι r(u, v) = (x, y, z). Από την προηγούµενη διαδικασία, προκύπτει ότι η

αντίστροφη της r είναι η απεικόνιση

r−1 : R3 ⊇ S −→ R
2 : (x, y, z) 7→

(

1

2

(x

a
+

y

b

)

,
1

2

(x

a
− y

b

)

)

,

που είναι συνεχής, άρα η r είναι οµοιοµορφισµός.

Τέλος, ϐρίσκουµε ότι

ru = (a, b, 4v), rv = (a,−b, 4u)

ru × rv =
(

4b(u + v), 4a(−u + v),−2ab)
)

.

Επειδή ab 6= 0, είναι και ru × rv 6= 0. Εποµένως, η r ορίζει µία παραµέτρηση

που καλύπτει ολόκληρη την S, άρα η τελευταία είναι κανονική επιφάνεια.

΄Ασκηση 5. ∆ίνεται η απεικόνιση

χ : R2 −→ R
3 : (u, v) 7→

(

1

2
(u+ v),

1

2
(u− v), uv

)

.

Να αποδειχθεί ότι αποτελεί παραµέτρηση επιφανείας. Ποιά είναι η επιφάνεια

αυτή ;

Λύση. Παρατηρούµε ότι

χ(R2) =
{

(x, y, z) : z = x2 − y2
}

,

δηλαδή πρόκειται περί του υπερβολικού παραβολοειδούς µε a = b = 1. Τα

υπόλοιπα µέρη της άσκησης έλέγχονται όπως στην προηγούµενη.

΄Ασκηση 6. Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση

r(u, v) = (u2, uv, v2), u > 0, v > 0
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αποτελεί παραµέτρηση επιφάνειας.

Λύση. Η r είναι διαφορίσιµη απεικόνιση. Είναι 1–1, αφου

r(u, v) = r(ū, v̄) ⇒











u2 = ū2

v2 = v̄2

uv = ūv̄











⇒ u = ū, v = v̄,

λόγω της υπόθεσης για τα u, v.

Επίσης, αν U = {(u, v) ∈ R2 : u > 0, v > 0} και W = r(U), παρατηρού-

µε ότι η απεικόνιση

W ∋ (x, y, z) 7−→
(√

x,
y√
x

)

∈ U

είναι συνεχής και αντίστροφη της r, άρα η r είναι οµοιοµορφισµός. Τέλος, µε

απλούς υπολογισµούς ϐρίσκουµε ότι

ru × rv = (2v2,−4uv, 2v2) 6= (0, 0, 0)

(ισοδύναµα ‖ru × rv‖ = 2(v2 + 4uv + u2)1/2 6= 0), οπότε η τριάδα (U, r,W )
είναι παραµέτρηση επιφάνειας.

΄Ασκηση 7. Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση

r(u, v) = (au cos v, bu sin v, u2), u > 0, v ∈ R.

αποτελεί παραµέτρηση επιφανείας (ποιάς ;).

Λύση. Εργαζόµενοι όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις, αποδεικνύουµε

οτι η r ορίζει πράγµατι µία παραµέτρηση επιφάνειας (U, r,W ), όπου U =
{(u, v) ∈ R2 : u > 0} και W = r(U).
Επειδή

(au cos v)2

a2
+

(bu sin v)2

b2
= u2,

πρόκειται για παραµέτρηση του ελλειπτικού παραβολοειδούς S, µε εξίσωση

z =
x2

a2
+

y2

b2
.

Η W καλύπτει ολόκληρη την επιφάνεια S εκτός του σηµείου (0, 0, 0), δηλαδή

W = S\{(0, 0, 0)}.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω f : R3 → R3 αµφιδιαφορίσιµη απεικόνιση (µεταξύ ευκλει-

δείων χώρων) και S ⊂ R3 κανονική επιφάνεια. Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

S̄ := f(S) είναι επίσης κανονική επιφάνεια.
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Λύση. ΄Εστω τυχόν p̄ ∈ S̄. Τότε υπάρχει µοναδικό p ∈ S, έτσι ώστε p̄ =
f(p). Εποµένως, αφού η S είναι κανονική επιφάνεια, υπάρχει παραµέτρηση

(U, r,W ) της S µε p ∈ W .

Θεωρούµε την απεικόνιση r̄ : U → R3 µε r̄ := f ◦ r. Η r̄ είναι προφανώς

διαφορίσιµη και 1–1. Επίσης, αν W̄ := r̄(U), παρατηρούµε ότι η

r̄−1 = (f ◦ r)−1 = r−1 ◦ f−1 : W̄ −→ U

είναι συνεχής, άρα η r̄ είναι οµοιοµορφισµός.

Απ᾿ το άλλο µέρος, για κάθε q ∈ U , έχουµε ότι

Dr̄(q) = D(f ◦ r)(q) = Df(r(q)) ◦Dr(q)

άρα η Dr̄(q) είναι 1–1 ως σύνθεση απεικονίσεων 1–1.

Επίσης, επειδή W ⊆ S ανοιχτό, ϑα είναι W = S ∩A, για κάποιο A ⊆ R3

ανοιχτό. Εποµένως,

W̄ = r̄(U) = f(W ) = f(S ∩A) = f(S) ∩ f(A) = S̄ ∩ f(A),

που είναι επίσης ανοιχτό υποσύνολο της S̄, αφού το f(A) είναι ανοιχτό υπο-

σύνολο του R3 (λόγω της υπόθεσης ότι η f είναι αµφιδιαφόριση, άρα οµοι-

µορφισµός).

Συνεπώς, ϐρήκαµε ότι, για κάθε p̄ ∈ S̄, υπάρχει παραµέτρηση (Ū , r̄, W̄ )
µε p̄ ∈ W̄ και W̄ ⊆ S̄ ανοιχτό. Αν τώρα ϑεωρήσουµε όλες τις παραµετρήσεις

(Ui, ri,Wi), i ∈ I, της S και τις αντίστοιχες (Ui, r̄i, W̄i) του S̄, λόγω της

κάλυψης

S =
⋃

i∈I

Wi,

έχουµε και την κάλυψη

S̄ = f(S) = f
(

⋃

i∈I

Wi

)

=
⋃

i∈I

f(Wi) =
⋃

i∈I

W̄i,

µε την οποίαν αποδεικνύεται πλήρως ότι το S̄ είναι πραγµατικά µία κανονική

επιφάνεια.

΄Ασκηση 9. Αν S είναι ο τετραγωνικός κώνος του Παραδείγµατος 5(στ), Παρά-

γραφος 2.2, είναι το σύνολο S̄ = S ∪ (0, 0, 0) κανονική επιφάνεια ;

Λύση. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει παραµέτρηση (U, r,W ) του S̄, µε (0, 0, 0) ∈
W . Αν qo := r−1((0, 0, 0)) ∈ U , ϑα υπήρχε και (ανοιχτός) δίσκος D(qo, ε) ⊆
U . Λόγω του ότι το W είναι ανοιχτό υποσύνολο του S̄ και η r οµοιοµορφισµός,

η εικόνα A = r(D(qo, ε)) ϑα είναι επίσης ανοιχτό υποσύνολο του W και του

S̄. Εποµένως τα σύνολα D(qo, ε) \ {qo} και A \ {0} ϑα ήσαν οµοιοµορφικά,
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πράγµα που είναι άτοπο, γιατί το πρώτο έχει µόνον µια συνεκτική συνιστώσα

ενώ το δεύτερο δύο.

΄Ασκηση 10. Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση

f : S2 −→ S2 : (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z)

είναι αµφιδιαφόριση.

Λύση. Παρατηρούµε ότι η f είναι 1–1 και επί µε f−1 = f . ΄Αρα αρκεί να

δείξουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη.

Α΄ Τρόπος: ΄Εστω po := (xo, yo, zo) ∈ S2. Είναι (xo, yo, zo) 6= (0, 0, 0), άρα

κάποια συντεταγµένη είναι µη µηδενική. ΄Εστω ότι xo 6= 0, και ιδιαίτερα

xo > 0. Τότε το po ανήκει στην εικόνα της παραµέτρησης (D(0, 1), r+x , S
+
x ),

ενώ f(S+
x ) = S−

x . Η τοπική παράσταση της f µέσω των παραµετρήσεων

(D(0, 1), r+x , S
+
x ) και (D(0, 1), r−x , S

−
x ) είναι η

[(r−x )
−1 ◦ f ◦ r+x ](u, v) = [(r−x )

−1 ◦ f ]
(

√

1− u2 − v2, u, v
)

= (r−x )
−1
(

−
√

1− u2 − v2, −u, −v
)

= (−u,−v)

που είναι διαφορίσιµη (σ᾿ ολόκληρο το D(0, 1) , άρα και στο (r+x )
−1(po)).

Εποµένως, κατά το Θεώρηµα 2.5.7, η f είναι διαφορίσιµη στο po. Παρόµοια

ελέγχεται η διαφορισιµότητα της f σε κάθε άλλο σηµείο της S2.

Β΄ Τρόπος: ΄Εστω το σηµείο po ∈ S2 και η παραµέτρηση (D(0, 1), r+x , S
+
x ),

όπως πριν. Αν ϑεωρήσουµε την f ως απεικόνιση της µορφής f : S2 → R3,

παρατηρούµε ότι η

(

f ◦ r+x
)

(u, v) := f
(

√

1− u2 − v2, u, v
)

=
(

−
√

1− u2 − v2, −u, −v
)

είναι διαφορίσιµη. Εποµένως, κατά τον Ορισµό 2.5.1, η f είναι διαφορίσιµη

στο po.

Γ΄ Τρόπος: Η f είναι περιορισµός (επί της S2) της διαφορίσιµης απεικόνισης

F : R3 −→ R
3 : (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z).

Συνεπώς, κατά την Πρόταση 2.5.5, η f είναι επίσης διαφορίσιµη.

΄Ασκηση 11. Με τις υποθέσεις της ΄Ασκησης 8, να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση

f |S : S → S̄ είναι αµφιδιαφόριση.
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Λύση. Μπορούµε να εφαρµόσουµε και τους τρείς τρόπους της προηγούµενης

άσκησης. Ο απλούστερος είναι ο τρίτος : Η f |S είναι διαφορίσιµη ως περιορι-

σµός (επί της S) της διαφορίσιµης f : R3 → R3. Παρόµοια έχουµε ότι και η

(f |S)−1 είναι διαφορίσιµη.

΄Ασκηση 12. Να κατασκευαστεί µία αµφιδιαφόριση µεταξύ του ελλειψοειδούς

(ϐλ. Παράδειγµα 5(α), Παράγραφος 2.2) και της µοναδιαίας σφαίρας µε κέν-

τρο το 0.

Λύση. Θεωρούµε την απεικόνιση

F : R3 −→ R
3 : (x, y, z) 7→

(x

a
,
y

b
,
z

c

)

,

η οποία είναι, προφανώς, αµφιδιαφόριση, µε αντίστροφη την

F−1 : R3 −→ R
3 : (x, y, z) 7→ (ax, by, cz).

Αν συµβολίσουµε µε S την επιφάνεια του ελλειψοειδούς, µε στοιχειώδεις

υπολογισµούς διαπιστώνουµε ότι F (S) ⊆ S2 και F−1(S2) ⊆ S. Εποµένως, η

απεικόνιση f := F |S : S → S2 είναι αµφιδιαφόριση (ϐλ. Πρόταση 2.5.5).

Φυσικά, µπορούµε να ελέγξουµε τη διαφορίσιµότητα της f (και παρό-

µοια αυτήν της f−1) χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.5.7: Αν ϑεωρήσουµε ένα

p ∈ S και υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι p ∈ W , όπου (U,χ,W ) είναι η

παραµέτρηση του ελλειψοειδούς (ϐλ. και ΄Ασκηση 2) µε

χ(u, v) =
(

u, v,+c

√

1− u2

a2
− v2

b2

)

,

U =
{

(u, v) ∈ R
2 : 1−

√

1− u2

a2
− v2

b2
> 0
}

,

µπορούµε να πάρουµε και την παραµέτρηση (D(0, 1), r+z , S
+
z ) της µοναδιαίας

σφαίρας, οπότε f(U) ⊆ S+
z και η αντίστοιχη τοπική παράσταση

(r+z )
−1 ◦ f ◦ χ : U −→ D(0, 1): (u, v) 7→

(u

a
,
v

b

)

είναι διαφορίσιµη.

Ανάλογα, µπορούµε να εφαρµόσουµε και τον Ορισµό 2.5.1.

΄Ασκηση 13. Να δικαιολογηθεί γιατί το ελλειπτικό παραβολοειδές, που καθο-

ϱίζεται από την εξίσωση z = x2 + y2, είναι αµφιδιαφορικό µε ένα επίπεδο.

Λύση. Ολόκληρο το παραβολοειδές αυτό καλύπτεται από την παραµέτρηση

Monge

r(u, v) = (u, v, u2 + v2), (u, v) ∈ R
2.
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Εποµένως, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 2.5.8(3), το δοθέν παραβολοειδές

είναι αµφιδιαφορικό µε το R2.

΄Ασκηση 14. ∆ίνεται κανονική επιφάνεια S και δύο συστήµατα συντεταγµέµων

(παραµετρήσεις) (U, r,W ), (Ū , r̄, W̄ ) της S µε W ∩ W̄ 6= ∅. Να υπολογιστούν

οι απεικονίσεις r̄u, r̄v µέσω των ru και rv.
Λύση. Γνωρίζουµε ήδη ότι η αλλαγή των συντεταγµένων

r−1 ◦ r̄ : r̄−1(W ∩ W̄ ) −→ r−1(W ∩ W̄ )

είναι αµφιδιαφόριση (ϐλ. Θεώρηµα 2.2.3). Η τελευταία µπορεί να γραφτεί µε

την µορφή

(r−1 ◦ r̄)(ū, v̄) =
(

u(ū, v̄), v(ū, v̄)
)

, (ū, v̄) ∈ r̄−1(W ∩ W̄ ).

Εποµένως, για τυχόν q̄ ∈ r̄−1(W ∩ W̄ ), ϑέτοντας q = (r−1 ◦ r̄)(q̄), έχουµε

διαδοχικά :

r̄u(q̄) = Dr̄(q̄)(e1) =
[

D
(

r ◦ (r−1 ◦ r̄)
)

(q̄)
]

(e1)

= [Dr(q) ◦D(r−1 ◦ r̄)(q̄)](e1) = Dr(q)
[∂(r−1 ◦ r̄)

∂u

∣

∣

∣

q̄

]

= Dr(q)
(∂u

∂ū

∣

∣

∣

q̄
,
∂v

∂ū

∣

∣

∣

q̄

)

= Dr(q)
(∂u

∂ū

∣

∣

∣

q̄
· e1 +

∂v

∂ū

∣

∣

∣

q̄
· e2
)

=
∂u

∂ū

∣

∣

∣

q̄
Dr(q)(e1) +

∂v

∂ū

∣

∣

∣

q̄
Dr(q)(e2) =

∂u

∂ū

∣

∣

∣

q̄
ru(q) +

∂v

∂ū

∣

∣

∣

q̄
rv(q),

δηλαδή, καταλήγουµε στη σχέση

r̄u(q̄) =
∂u

∂ū

∣

∣

∣

q̄
ru(q) +

∂v

∂ū

∣

∣

∣

q̄
rv(q),

και ανάλογα στην

r̄v(q̄) =
∂u

∂v̄

∣

∣

∣

q̄
ru(q) +

∂v

∂v̄

∣

∣

∣

q̄
rv(q).

΄Ασκηση 15. Να αποδειχθεί ότι σε κάθε σηµείο µιας γενέτειρας του κυλίνδρου

το εφαπτόµενο επίπεδο µένει σταθερό.

Λύση. Θεωρούµε την παραµέτρηση του κυλίνδρου K

r(u, v) = (cos u, sinu, v); u ∈ (0, 2π), v ∈ R.

Μια γενέτειρα είναι το σύνολο των σηµείων

Γ = {r(uo, v) : v ∈ R},
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για ένα σταθερό uo. Επειδή TpK ⊥ ru(q) × rv(q), όπου q = r−1(p), για να

δείξουµε ότι το TpK παραµένει σταθερό όταν το p = r(uo, v) διατρέχει το Γ ,

αρκεί να δείξουµε ότι ru(q)× rv(q) παραµένει σταθερό. Επειδή

ru(uo, v) = (− sinuo, cos uo, 0), rv(uo, v) = (0, 0, 1),

προκύπτει ότι το

ru(q)× rv(q) = (cos uo, sinuo, 0)

είναι ανεξάρτητο του v.

΄Ασκηση 16. Εστω ότι η ισότητα f(x, y, z) = c ορίζει επιφάνεια S (ϐλ. Θε-

ώρηµα 2.2.1), p ∈ S και w = (w1, w2, w3) ∈ TpS ⊆ R3. Να αποδειχθεί

ότι

w1
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

p

+ w2
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

p

+ w3
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

p

= 0.

Λύση. ΄Εστω a(t) = (x(t), y(t), z(t)) διαφορίσιµη καµπύλη µε τιµές στην S
και α′(0) = w. Τότε

f ◦ α = c ⇒ (f ◦ α)′(0) = 0

⇒ [D(f ◦ α)(0)](1) = 0

⇒ [Df(α(0)) ◦Dα(0)](1) = 0

⇒ [Df(α(0))](α′(0)) = 0

⇒ Df(p)(w1, w2, w3) = 0

⇒ (Jpf) ·





w1

w2

w3



 = 0

⇒ w1
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

p

+ w2
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

p

+ w3
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

p

= 0.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθούν οι καρτεσιανές εξισώσεις του εφαπτοµένου χώρου

και του εφαπτοµένου επιπέδου µιας επιφάνειας S σε ένα σηµείο της p.

Λύση. ΄Εστω (U, r,W ) ένα σύστηµα συντεταγµένων της S µε p ∈ W και

q = r−1(p) ∈ U . Εφ᾿ όσον ο εφαπτόµενος χώρος TpS παράγεται από τα ru(q),
rv(q) και ru(q)× ru(q) ⊥ TpS, τότε, για κάθε (x, y, z) ∈ TpS, είναι

< (x, y, z), ru(q)× rv(q) >= 0,

που είναι η καρτεσιανή εξίσωση του TpS.
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Ανάλογα, αν Ep = p + TpS είναι το εφαπτόµενο επίπεδο στο p, τότε, για

κάθε (x, y, z) ∈ Ep, είναι (x, y, z) − p ∈ TpS, άρα η καρτεσιανή εξίσωση του

εφαπτοµένου επιπέδου στο p είναι η

< (x, y, z)− p, ru(q)× rv(q) >= 0.

΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του εφαπτόµενου χώρου και

του εφαπτοµένου επιπέδου στο σηµείο p = (1, 2, 5) της παραµετρηµένης επι-

ϕάνειας χ(u, v) = (u, v, u2 + v2), µε (u, v) ∈ R2.

Λύση. Α΄ Τρόπος. Εφαρµογή της προηγούµενης ασκησης :

Θεωρούµε το σηµείο q = χ−1(p) = (1, 2). Τότε

χu(q) = (1, 0, 2), χv(q) = (0, 1, 4),

χu(q)× χv(q) = (−2,−4, 1),

Τα σηµεία (x, y, z) του εφαπτοµένου χώρου ϑα ικανοποιούν την (γενική) εξί-

σωση

< (x, y, z), χu(q)× χv(q) >= 0,

που τώρα παίρνει την µορφή

< (x, y, z), (−2,−4, 1) >= 0,

από την οποίαν προκύπτει η Ϲητούµενη εξίσωση 2x+ 4y − z = 0.

Απ᾿ το άλλο µέρος, τα σηµεία (x, y, z) του εφαπτοµένου επιπέδου ϑα ικα-

νοποιούν την

< (x, y, z) − (1, 2, 5), (−2,−4, 1) >= 0,

ή, ισοδύναµα,

< (x− 1, y − 2, z − 5), (−2,−4, 1) >= 0,

από την οποίαν προκύπτει η εξίσωση του επιπέδου 2x+ 4y − z = 5.

Β΄ Τρόπος: Σύµφωνα µε τον ορισµό,

TpS = {λχu(q) + µχv(q) |λ, µ ∈ R}
= {λ(1, 0, 2)) + µ(0, 1, 4) |λ, µ ∈ R}
= {(λ, µ, 2λ + 4µ) |λ, µ ∈ R}.

Για τυχόν (x, y, z) ∈ TpS, υπάρχουν (λ, µ) ∈ R2, τέτοια ώστε (x, y, z) =
(λ, µ, 2λ + 4µ), από την οποίαν ϐρίσκουµε ότι

x = λ, y = µ, z = 2λ+ 4µ.
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Αντικαθιστώντας στην τελευταία τις τιµές των λ και µ, καταλήγουµε στην ε-

ξίσωση του εφαπτόµενου χώρου z = 2x + 4y, που ϕυσικά είναι αυτή που

ϐρέθηκε και µε τον Α΄ τρόπο.

Ανάλογα, το εφαπτόµενο επίπεδο έχει την µορφή

Ep = p+ TpS = (1, 2, 5) + {(λ, µ, 2λ + 4µ) |λ, µ ∈ R}
= {(1 + λ, 2 + µ, 5 + 2λ+ 4µ) |λ, µ ∈ R}.

Εποµένως, τυχόν (x, y, z) ∈ Ep ϑα έχει την µορφή

(x, y, z) = (1 + λ, 2 + µ, 5 + 2λ+ 4µ),

απ᾿ όπου

x = 1 + λ, y = 2 + µ, z = 5 + 2λ+ 4µ,

άρα, απαλοίφωντας τα λ και µ ϐρίσκουµε την εξίσωση του εφαπτοµένου επι-

πέδου z = 2x+ 4y − 5.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω f : R → R2 διαφορίσιµη απεικόνιση και Γf το αντίστοιχο

γράφηµά της. (α) Να ϐρεθεί ο εφαπτόµενος χώρος και το εφαπτόµενο επίπε-

δο του γραφήµατος στο σηµείο p = (a, b, c)· (ϐ) Να ϐρεθούν οι καρτεσιανές

εξισώσεις των προηγουµένων· (γ) Να ϐρεθεί η ικανή και αναγκαία συνθήκη

προκειµένου ένα w = (w1, w2w3) ∈ R3 να ανήκει στον εφαπτόµενο χώρο ή

στο εφαπτόµενο επίπεδο στο σηµείο p.

Λύση. (α) ΄Οπως έχουµε δεί στο Παράδειγµα 4 της Παραγράφου 2.2, το γρά-

ϕηµα καλύπτεται από την µοναδική παραµέτρηση

r(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ R
2,

για την οποίαν ϐρίσκουµε ότι

ru = (1, 0, fu), rv = (0, 1, fv), ru × rv = (−fu,−fv, 1).

Εποµένως, για p = (a, b, c) και q = r−1(p) = (a, b), είναι :

T(a,b,c)Γf = {λ(1, 0, fu(a, b)) + µ(0, 1, fv(a, b)) |λ, µ ∈ R}
= {(λ, µ, λfu(a, b) + µfv(a, b)) |λ, µ ∈ R}.

Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή (a, b, c) ∈ Γf ⇒ c = f(a, b),

E(a,b,c)Γf = (a, b, f(a, b)) + {(λ, µ, λfu(a, b) + µfv(a, b)) |λ, µ ∈ R}
= {(a+ λ, b+ µ, f(a, b) + λfu(a, b)) + µfv(a, b) |λ, µ ∈ R}.
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(ϐ) Η εξίσωση του εφαπτοµένου χώρου στο p είναι η

< (x, y, z), (−fu(a, b),−fv(a, b), 1) >= 0,

ή, ισοδύναµα,

fu(a, b)x+ fv(a, b)y = z.

Ανάλογα, η εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο p είναι η

< (x, y, z) − (a, b, f(a, b)), (−fu(a, b),−fv(a, b), 1) >= 0,

ή, ισοδύναµα,

z = f(a, b) + (x− a)fu(a, b) + (y − b)fv(a, b).

(γ) Από τις εξισώσεις του εφαπτοµένου χώρου και του εφαπτοµένου επιπέδου,

έχουµε αντιστοίχως :

w ∈ T(a,b,c)Γf ⇔ w3 = w1fu(a, b) + w2fv(a, b),

w ∈ E(a,b,c)Γf ⇔ w3 = f(a, b) + (w1 − a)fu(a, b) + (w2 − b)fv(a, b).

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθεί η µορφή και η καρτεσιανή εξίσωση του εφαπτοµένου

επιπέδου EpS της επιφάνειας S που ορίζει η παραµέτρηση

χ(u, v) = ((u+ v), (u − v), uv); (u, v) ∈ R
2,

όταν p = (0, 2,−1).

Λύση. Το σηµειο q ∈ R µε χ(q) = p είναι το q = (1,−1). Εποµένως έχουµε:

χu(q) = (1, 1,−1), χv(q) = (1,−1, 1), χu(q)× χv(q) = (0,−2,−2),

EpS = (0, 2,−1) + {λ(1, 1,−1) + µ(1,−1, 1) |λ, µ ∈ R}
= {(λ+ µ, λ− µ+ 2,−λ+ µ− 1) |λ, µ ∈ R}

Απ᾿ το άλλο µέρος

(x, y, z) ∈ EpS ⇔
{

∃ λ, µ ∈ R :

(x, y, z) = (λ+ µ, λ− µ+ 2,−λ+ µ− 1)

⇔ y + z = 1.

Στην τελευταία εξίσωση καταλήγουµε ϐέβαια και από την

< (x, y, z) − (0, 2,−1), (0,−2,−2)>= 0.
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΄Ασκηση 21. Υποθέτουµε ότι (U, r,W ), (Ū , r̄, W̄ ) είναι παραµετρήσεις µιας

κανονικής επιφάνειας S και p ∈ W ∩ W̄ (ϐλ. σχετικά και την ΄Ασκηση 14

µε τους συµβολισµούς της). Αν ένα w ∈ TpS δίνεται από τους γραµµικούς

συνδυασµούς

w = λru(q) + µrv(q),(1)

w = λ̄r̄u(q̄) + µ̄r̄v(q̄),(2)

να εκφραστούν οι συντελεστές w̄1, w̄2 µέσω των w1, w2.

Λύση. Ακολουθώντας την διαδικασία της ΄Ασκησης 14, ϐρίσκουµε και τους

ανάλογους τύπους

ru(q) =
∂ū

∂u

∣

∣

∣

q
r̄u(q̄) +

∂v̄

∂u

∣

∣

∣

q
r̄v(q̄),(3)

rv(q) =
∂ū

∂v

∣

∣

∣

q
r̄u(q̄) +

∂v̄

∂v

∣

∣

∣

q
r̄v(q̄).(4)

Εποµένως, µέσω των (3) και (4), το δεύτερο µέλος της (1) µετασχηµατίζεται ως

εξής :

λru(q) + µrv(q) = λ
[∂ū

∂u

∣

∣

∣

q
r̄u(q̄) +

∂v̄

∂u

∣

∣

∣

q
r̄v(q̄)

]

= +µ[
∂ū

∂v

∣

∣

∣

q
r̄u(q̄) +

∂v̄

∂v

∣

∣

∣

q

]

r̄v(q̄)

=
[

λ
∂ū

∂u

∣

∣

∣

q
+ µ

∂ū

∂v

∣

∣

∣

q

]

r̄u(q̄)

+
[

λ
∂v̄

∂u

∣

∣

∣

q
+ µ

∂v̄

∂v

∣

∣

∣

q

]

r̄v(q̄).

Συγκρίνοντας την τελευταία µε την (2) καταλήγουµε στις

λ̄ = λ
∂ū

∂u

∣

∣

∣

q
+ µ

∂ū

∂v

∣

∣

∣

q
,

µ̄ = λ
∂v̄

∂u

∣

∣

∣

q
+ µ

∂v̄

∂v

∣

∣

∣

q
.

΄Ασκηση 22. Με τις υποθέσεις και τους συµβολισµούς των Ασκήσεων 14 και

21, να ϐρεθεί ο πίνακας της αλλαγής των ϐάσεων {ru, rv} και {r̄u, r̄v}.

Λύση. Από τις (3) και (4) της ΄Ασκησης 21 προκύπτει ότι ο πίνακας της αλλαγής

των ϐάσεων είναι ο

A =







∂ū

∂u

∣

∣

∣

q

∂ū

∂v

∣

∣

∣

q
∂v̄

∂u

∣

∣

∣

q

∂v̄

∂v

∣

∣

∣

q






.
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Επειδή η απεικόνιση αλλαγής συντεταγµένων

r̄−1 ◦ r : r(W ∩ W̄ ) −→ r̄(W ∩ W̄ ),

γράφεται µε την µορφή

(u, v) 7−→
(

ū(u, v), v̄(u, v)
)

,

προκύπτει ότι

A = Jq(r̄
−1 ◦ r).

΄Ασκηση 23. Να ϐρεθούν : (α) το διαφορικό µιας σταθερής απεικόνισης f =
c : S1 → S2, και (ϐ) το διαφορικό της ταυτοτικής απεικόνισης idS : S → S, σε

τυχόν σηµείο του πεδίου ορισµού τους.

Λύση. Α΄ Τρόπος: (α) Θεωρούµε την σταθερή απεικόνιση c : R3 → R3. Επειδή

f = c|S1
, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.7.6, ϑα είναι (για οποιοδήποτε p ∈ S1)

dpf = Dc(p)|TpS1
= 0.

(ϐ) Παρόµοια

dpidS = DidR3(p)|TpS = idR3 |TpS = idTpS .

Β΄ Τρόπος: (α) Αν u ∈ TpS1 είναι τυχόν εφαπτόµενο διάνυσµα µε u = α′(0),
για µια διαφορίσιµη καµπύλη α : (−ǫ, ǫ) → S1 µε α(0) = p, σύµφωνα µε τον

ορισµό του διαφορικού ϑα είναι

dpf(u) = (f ◦ α)′(0) = (c ◦ α)′(0) = c′(0) = 0,

άρα dpf = 0.

(ϐ) Ανάλογα,

dpidS(u) = (idS ◦ α)′(0) = α′(0) = u,

άρα dpidS = id|TpS.

΄Ασκηση 24. Αν f : S1 → S2 είναι αµφιδιαφόριση, τότε για κάθε p ∈ S1 ισχύει

η σχέση

(1) df(p)f
−1 = (dpf)

−1.

Λύση. Θεωρούµε τις σχέσεις

f−1 ◦ f = idS1
, και f ◦ f−1 = idS2

.
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Παίρνοντας τα διαφορικά τους και εφαρµόζοντας τον Κανόνα της Αλυσίδας,

έχουµε:

dp
(

f−1 ◦ f
)

= dp(idS1
),

⇒ df(p)f
−1 ◦ dpf = idTpS1

,(2)

και ανάλογα

df(p)
(

f ◦ f−1
)

= dp(idS2
),

⇒ dpf ◦ df(p)f−1 = idTpS2
.(3)

Οι (2) και (3) οδηγούν στην προς απόδειξη (1).

΄Ασκηση 25. Να υπολογισθεί το διαφορικό της απεικόνισης (ϐλ. Ασκηση 10)

S2 ∋ (x, y, z) 7−→ (−x,−y,−z) ∈ S2

στο σηµείο po = (1, 0, 0).

Λύση. Α΄ Τρόπος: ΄Οπως στην ΄Ασκηση 10 (Α΄ Τρόπος), ϑεωρούµε τις παραµε-

τρήσεις
(

D(0, 1), r+x , S
+
x

)

και
(

D(0, 1), r−x , S
−
x

)

,

µέσω των οποίων ορίζεται η τοπική παράσταση

f̄ = (r−x )
−1 ◦ f ◦ r+x : D(0, 1) 7−→ D(0, 1): (u, v) 7→ (−u,−v)

της f . Επίσης, παρατηρούµε ότι τώρα

q0 = (r+x )
−1(po) = (0, 0), q̄0 = (r−x )

−1(f(po)) = (0, 0).

Εποµένως, ϐάσει του Θεωρήµατος 2.7.4 και της Παρατήρησης 2.7.5, για

κάθε

w = λ ·
(

r+x
)

u
(0, 0) + µ ·

(

r+x
)

v
(0, 0) ≡ (λ, µ) ∈ TpoS

2,

έχουµε:

dpof(w) = Jqo
(

(r−x )
−1 ◦ f ◦ r+x

)

·
(

λ
µ

)

=

(

−1 0
0 −1

)

·
(

λ
µ

)

= (−λ,−µ) ≡ −λ
(

r−x
)

u
(0, 0) − µ

(

r−x
)

v
(0, 0) ∈ T−poS

2.

Β΄ Τρόπος: ΄Οπως στον Γ΄ Τρόπος της ΄Ασκησης 10, ϑεωρούµε την διαφορίσιµη

απεικόνιση

F : R3 −→ R
3 : (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z),
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οπότε f = F |S2. Συνεπώς, κατά την Πρόταση 2.7.6, είναι :

dpof(w) = DF (po)(w) = −DidR3(w) = −w ∈ T−poS
2.

΄Ασκηση 26. Να υπολογιστεί το διαφορικό στο σηµείο p = (0, 0, c) της αµ-

ϕιδιαφόρισης µεταξύ του ελλειψοειδούς S και της µοναδιαίας σφαίρας S2,

που κατασκευάστηκε στην ΄Ασκηση 12. Επίσης, να ϐρεθεί το διαφορικό της

αντίστροφης συνάρτησης στο f(p).

Λύση. Α΄ Τρόπος: Μπορούµε να πάρουµε την τοπική παράσταση

f̄ = (r+z )
−1 ◦ f ◦ χ : U −→ D(0, 1): (u, v) 7→

(u

a
,
v

b

)

.

Εποµένως, για οποιοδήποτε w = λ · χu(0, 0) + µ · χv(0, 0) ≡ (λ, µ) ∈ TpS,

είναι :

dpf(w) =
(

Jq f̄
)

·
(

λ
µ

)

=

(

1/a 0
0 1/b

)

·
(

λ
µ

)

=
(λ

a
,
µ

b

)

≡ λ

a
· (r+z )u(0, 0) +

µ

b
· (r+z )v(0, 0) ∈ TNS2,

όπου το N είναι ο ϐόρειος πόλος της S2.

Β΄ Τρόπος: Θεωρούµε την αµφιδιαφόριση

F : R3 −→ R
3 : (x, y, z) 7→

(x

a
,
y

b
,
z

c

)

,

οπότε f := F |S : S → S2. ΄Αρα, κατά την Πρόταση 2.7.6,

dpf(w) = DF (p)(w).

∇ ΄Οµως εδώ χρειάζεται ιδιαίτερη ΠΡΟΣΟΧΗ! Για να υπολογίσουµε την

τελευταία παράγωγο, ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε το w ως διάνυσµα του

R3, αφού DF (p) : R3 → R3.

΄Ετσι, αν ϑέσουµε w = (w1, w2, w3) ∈ R3, ϐρίσκουµε ότι

dpf(w) = DF (p)(w) = (JpF ) · (w1, w2, w3)
t

=





1/a 0 0
0 1/b 0
0 0 1/c



 ·





w1

w2

w3





=
(w1

a
,
w2

b
,
w3

c

)

.
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Θα εκφράσουµε τώρα τα w1, w2, w3 µέσω των λ, µ. Πριν απ᾿ αυτό ϐρίσκου-

µε τα ϐασικά εφαπτόµενα διανύσµατα του ελλειψοειδούς στο p, ως προς την

επιλεγείσα παραµέτρηση (U,χ). Συγκεκριµένα έχουµε:

χu(0, 0) = (1, 0, 0), χv(0, 0) = (0, 1, 0).

Εποµένως,

(w1, w2, w3) = λχu(0, 0) + µχv(0, 0)

= λ(1, 0, 0) + µ(0, 1, 0)

= (λ, µ, 0),

µέσω της οποίας η παραπάνω έκφραση του διαφορικού µετασχηµατίζεται στη

σχέση

dpf(w) =
(w1

a
,
w2

b
,
w3

c

)

=

(

λ

a
,
µ

b
, 0

)

,

που είναι η έκφραση του dpf(w) ως διανύσµατος του R3.

΄Ασκηση 27. Αν f : S → S̄ είναι διαφορίσιµη απεικόνιση και (U, r,W ) ένα

σύστηµα συντεταγµένων της S στο po, να αποδειχθούν οι σχέσεις

dpof(ru(qo)) =
∂(f ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

qo
, dpof(rv(qo)) =

∂(f ◦ r)
∂v

∣

∣

∣

qo
.

Λύση. Αν ϑέσουµε qo = (uo, vo), ορίζουµε την διαφορίσιµη καµπύλη

α : (−ǫ, ǫ) −→ R
2 : t 7→ α(t) = (uo + t, vo)

[λόγω της συνέχειας της καµπύλης α µπορούµε να ϐρούµε ǫ > 0, έτσι ώστε

α((−ǫ, ǫ)) ⊂ U ].

Θέτουµε α = r◦α και po = r(qo). Παρατηρούµε ότι α(0) = (r◦α)(0) = po
και

α′(0) = [D(r ◦ α)(0)](1) = [Dr(qo) ◦Dα(0)](1)

= Dr(qo)
(

α′(0)
)

= Dr(qo)(1, 0) =
∂r

∂u

∣

∣

∣

qo
= ru(qo).

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι η καµπύλη α υλοποιεί το εφαπτόµενο διάνυ-

σµα ru(qo), εποµένως

dpof(ru(qo)) = (f ◦ α)′(0) = [D
(

(f ◦ r) ◦ (r−1 ◦ α)
)

(0)](1)

= [D(f ◦ r)(qo) ◦Dα(0)](1)

= D(f ◦ r)(qo)
(

α′(0)
)

= D(f ◦ r)(qo)(1, 0)

=
∂(f ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

qo
.
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Για την δεύτερη σχέση εργαζόµαστε ανάλογα, χρησιµοποιώντας την καµ-

πύλη β(t) = (uo, vo + t), οπότε το rv(qo) υλοποιείται από την καµπύλη

β(t) = r(β(t)).



Κεφάλαιο 3

Η καµπυλότητα Gauss

3.0 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε µία από τις σηµαντικότερες γεωµετρικές

έννοιες, αυτήν της καµπυλότητας, η οποία περιγράφει –κατά κάποιον τρόπο–

το «σχήµα» µιας επιφάνειας, δηλαδή το πόσο «καµπυλώνεται» η επιφάνεια στον

χώρο.

Μια πρώτη συστηµατική προσέγγιση της καµπυλότητας οφείλεται στον

L. Euler και ϐασίζεται στον υπολογισµό της καµπυλότητας διαφόρων καµ-

πυλών επί µιας επιφάνειας.

΄Οµως, όπως σε µια καµπύλη, η καµπυλότητα υπολογίζεται µέσω της µετα-

ϐολής του πρώτου καθέτου διανύσµατος, έτσι και στην περίπτωση µιας επιφά-

νειας, µπορούµε να προσδιορίσουµε την καµπυλότητά της µέσω της µεταβολής

του αντιστοίχου του καθέτου διανύσµατος, δηλαδή του µοναδικού διανύσµα-

τος του χώρου, το οποίον είναι κάθετο στον εφαπτόµενο χώρο ενός σηµείου

της επιφάνειας. Η µέθοδος αυτή οφείλεται στον C. F. Gauss και εκτίθεται στο

ϑεµελιώδες έργο του Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas, στο

οποίον αναφερθήκαµε πολύ σύντοµα στην εισαγωγή του Κεφαλαίου 2.

Εδώ δεν ϑα ακολουθήσουµε την ιστορική εξέλιξη. Πρώτα ϑα µελετήσουµε

την καµπυλότητα µε την (µεταγενέστερη) µέθοδο του Gauss, αλλά µε πιό σύγ-

χρονο τρόπο, και κατόπιν, για την πληρότητα, ϑα δούµε και την προσέγγιση

του Euler.

141
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3.1 Κάθετα διανύσµατα

Υποθέτουµε ότι δίνεται µια κανονική επιφάνεια S και παραµέτρηση (U, r,W )
της S στο σηµείο p, δηλαδή p ∈ W . Θέτουµε q = r−1(p).

Αν ϑεωρήσουµε τον εφαπτόµενο χώρο TpS, γνωρίζουµε ότι το

ru(q)× rv(q)

είναι διάνυσµα του R3, κάθετο προς το επίπεδο των ru(q) και rv(q), δηλαδή

κάθετο προς τον εφαπτόµενο χώρο TpS καθώς και στο κάθετο επίπεδο Ep.

Υπενθυµίζουµε ότι η ϕορά του ru(q)× rv(q) είναι τέτοια, ώστε η τριάδα

{

ru(q), rv(q), ru(q)× rv(q)
}

να αποτελεί ϑετικά προσανατολισµένη ϐάση του R3.

3.1.1 Ορισµός. Το διάνυσµα

N(p) :=
ru(q)× rv(q)

‖ru(q)× rv(q)‖
=

ru × rv
‖ru × rv‖

(r−1(p))

καλείται µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα της S στο p (unit normal vector at

p). Η ευθεία που διέρχεται από το p και είναι κάθετη στο επίπεδο Ep λέγεται

κάθετη ευθεία στο p (ϐλ. και το σχετικό Σχήµα 2.11).

Σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό, επί του συνόλου W = r(U) ορίζεται

µια απεικόνιση

N : W −→ R
3 : p 7→ N(p) :=

ru × rv
‖ru × rv‖

(r−1(p)),

η οποία, επιπλέον, είναι διαφορίσιµη ως σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων.

3.1.2 Ορισµός. Κάθε απεικόνιση της µορφής F : S → R3 καλείται διανυ-

σµατικό πεδίο επί της S (vector field).

Από τον τελευταίο ορισµό συνάγεται ότι η απεικόνιση N είναι ένα διαφο-

ϱίσιµο µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο επί του W .

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια παραµέτρηση (U, r,W ) της επιφάνειας S και την

απεικόνιση συµµετρίας (symmetry)

ρ : R2 −→ R
2 : (u, v) 7→ ρ(u, v) := (v, u).

Η ρ είναι γραµµικός ισοµορφισµός, εποµένως οµοιοµορφισµός και αµφιδια-

ϕόριση του επιπέδου στον εαυτό του, µε ρ−1 = ρ, άρα το σύνολο

Ū := ρ(U)
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είναι ανοιχτό υποσύνολο του R2. Ορίζουµε και την απεικόνιση

r̄ := r ◦ ρ|Ū : Ū −→ W = r(U),

που είναι οµοιοµορφισµός ως σύνθεση τέτοιων, και διαφορίσιµη µε σηµειακό

διαφορικό τάξης 2, σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της. ΄Αρα η r̄ ορίζει

µία (2-διάστατη) παραµέτρηση της ίδιας επιφάνειας S. ΄Εστω p ∈ W και

q = r−1(p). Θέτουµε q̄ := ρ(q) = r̄−1(p). Για την νέα παραµέτρηση είναι

r̄u(q̄) = [D(r ◦ ρ)(q̄](e1) = [D(r(q) ◦D(ρ)(q̄](e1)

= D(r(q)
(

ρ(e1)
)

= D(r(q)(ρ(e2)) = rv(q),

και ανάλογα,

r̄v(q̄) = ru(q),

N̄(p) = rv(q)× ru(q) = −N(p),

άρα το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο p, που ορίζει η παραµέτρηση (Ū , r̄, W̄ )
είναι αντίθετο του αρχικού N(p).

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι

κάθε παραµέτρηση (U, r,W ) ορίζει πάντοτε στην εικόνα W = r(U) ένα

διαφορίσιµο µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο.

Περιφραστικά, ένα τέτοιο πεδίο καθορίζει ποιά πλευρά της επιφάνειας είναι η

"πάνω" και ποιά η "κάτω".

΄Ενα ϐασικό ερώτηµα είναι αν εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός τέτοιου πεδίου

ολικά, δηλαδή σε ολόκληρη την επιφάνεια S. Αυτό άλλοτε είναι δυνατόν, όπως

στην περίπτωση της σφαίρας, και άλλοτε όχι, όπως στην ταινία του Möbius

(Möbius band), που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.1 της επόµενης σελίδας. Ας

δούµε τι συµβάινει σ᾿ αυτήν την επιφάνεια : αν ξεκινήσουµε από ένα σηµείο

p της ταινίας και την διατρέξουµε κινούµενοι κυκλικά, διαισθητικά ϐλέπουµε

ότι, επανερχόµενοι στο p, το αρχικό κάθετο διάνυσµα N(p) ϑα έχει αλλάξει

ϕορά και ϑα έχει γίνει −N(p). Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ολικό διαφο-

ϱίσιµο πεδίο N , αφού η συνέχειά του (λόγω διαφορισιµότητας) δεν επιτρέπει

αλλαγή του προσήµου. Περιφραστικά, ϑα λέγαµε ότι σ᾿ αυτήν την επιφάνεια

δεν µπορούµε να επιλέξουµε την "πάνω" ή "κάτω" πλευρά της επιφάνειας.

Αν υπάρχει ένα ολικό µοναδιαίο κάθετο διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο

N : S −→ R
3

λέµε ότι η επιφάνεια S είναι προσανατολίσιµη (orientable), και το ολικό πε-

δίο N είναι ένας προσανατολισµός (orientation). Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν
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υπάρχει ένας προσανατολισµός όπως ο ανωτέρω, τότε και η αντίθετη απεικό-

νιση

−N : S −→ R
3

είναι επίσης προσανατολισµός της S.

x

y

z

Σχήµα 3.1

3.1.3 Παραδειγµα. Στη µοναδιαία σφαίρα S2 ϑεωρούµε την παραµέτρηση

(D(0, 1), r+z , S
+
z ) του Παραδείγµατος 3, της §2.2. Για κάθε q = (u, v) ∈

D(0, 1) και p = r+z (u, v) =
(

u, v,
√
1− u2 − v2

)

, είναι

(r+z )u(q) =

(

1, 0,− u√
1− u2 − v2

)

,

(r+z )v(q) =

(

0, 1,− v√
1− u2 − v2

)

,

οπότε

N(p) = p, p ∈ S+
z .

Ο προηγούµενος τοπικός προσανατολισµός επεκτείνεται σε µια ολική διαφο-

ϱίσιµη απεικόνιση

N : S2 −→ R
3 : p 7→ N(p) = p,

άρα η S2 είναι προσανατολίσιµη. Συχνά, για τεχνικούς λόγους, επιλέγουµε

τον προσανατολισµό −N της σφαίρας.

ΕΡΩΤΗΣΗ: Ποιόν προσανατολισµό ορίζουν οι άλλες παραµετρήσεις της σφαί-

ϱας S2;
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3.2 Η πρώτη ϑεµελιώδης µορφή

Είδαµε ότι ο εφαπτόµενος χώρος TpS της S στο p ∈ S είναι ένας γραµµικός

χώρος, υπόχωρος του R3, διάστασης 2. Εποµένως, ο περιορισµός του συ-

νήθους εσωτερικού γινοµένου < ,> του R3 επί του TpS είναι ένα εσωτερικό

γινόµενο του TpS, που ϑα συµβολίζουµε µε < ,>p. Εποµένως,

< w1, w2 >p :=< w1, w2 >, ∀ w1, w2 ∈ TpS.

Από το εσωτερικό γινόµενο

< ,>p : TpS × TpS −→ R

κατασκευάζεται η τετραγωνική µορφή

Ip : TpS −→ R : w 7→ Ip(w) :=< w,w >p= ‖w‖2.

3.2.1 Ορισµός. Η τετραγωνική µορφή Ip λέγεται πρώτη ϑεµελιώδης (τετρα-

γωνική) µορφή της S στο p (first fundamental form).

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µια παραµέτρηση (U, r,W ) της S µε p ∈ W και

q = r−1(p). ΄Ηδη γνωρίζουµε ότι τα διανύσµατα

ru(q) :=
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

, rv(q) :=
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

αποτελούν ϐάση του TpS. Αν πάρουµε δύο οποιαδήποτε εφαπτόµενα διανύ-

σµατα

wi = λiru(q) + µirv(q); i = 1, 2,

τότε ϑα είναι

< w1, w2 >p =< λ1ru(q) + µ1rv(q) , λ2ru(q) + µ2rv(q) >

= λ1λ2 < ru(q), ru(q) > +(λ1µ2 + λ2µ1) < ru(q), rv(q) >

+ µ1µ2 < rv(q), rv(q) > .

Ιδιαιτέρως, αν w = λru(q) + µrv(q), ϐρίσκουµε οτι

Ip(w) = ‖w‖2 =< w,w >=

= λ2 < ru(q), ru(q) > +2λµ < ru(q), rv(q) > +µ2 < rv(q), rv(q) > .

Αν ϑέσουµε

E(q) :=< ru(q), ru(q) >= ‖ru(q)‖2,
F (q) :=< ru(q), rv(q) >,

G(q) :=< rv(q), rv(q) >= ‖rv(q)‖2,
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παίρνουµε τις εκφράσεις

Ip(w) = λ2E(q) + 2λµF (q) + µ2G(q),(3.2.1)

< w1, w2 >p= λ1λ2E(q) + (λ1µ2 + λ2µ1)F (q) + µ1µ2G(q).(3.2.2)

Εποµένως, η πρώτη ϑεµελιώδης µορφή Ip και το εσωτερικό γινόµενο < ,>p

καθορίζονται πλήρως από τις ποσότητες E(q), F (q) και G(q).

3.2.2 Ορισµός. Καλούµε ϑεµελιώδη µεγέθη 1ης τάξης της S στο p (first

fundamental coefficients) τις ποσότητες E(q), F (q) και G(q).

Παρατηρούµε ότι η 1η ϑεµελιώδης µορφή είναι ανεξάρτητη της ϑεωρού-

µενης παραµέτρησης, ενώ τα ϑεµελιώδη µεγέθη εξαρτώνται από την (U, r,W ).
Επιπλέον, αν αφήσουµε το q = (u, v) ∈ U να µεταβάλλεται µέσα στο U , τα

ϑεµελιώδη µεγέθη E(u, v), F (u, v) και G(u, v) ορίζουν διαφορίσιµες συναρ-

τήσεις

E, F, G : U −→ R.

Θα δούµε τώρα µιαν άλλη έκφραση του Ip, η οποία είναι χρήσιµη σε

πολλές περιπτώσεις. Γνωρίζουµε ότι (ϐλ. απόδειξη Θεωρήµατος 2.6.2) ένα

εφαπτόµενο διάνυσµα w ∈ TpS µπορεί να γραφτεί µε την µορφή

w = [Dr(q)](h) = α′(0),

για κάποιο h ∈ R2 και µε α = r ◦ β, όπου β(t) = th + q, t ∈ (−ε, ε), για ε
κατάλληλα µικρό έτσι ώστε β((−ε, ε)) ⊂ U . Εποµένως,

w = [Dr(q)](h) = [Dr(q)](β′(0)).

Επειδή η β παίρνει τιµές στοU , µπορούµε να γράψουµε ότι β(t) = (u(t), v(t)),
άρα β′(t) = (u′(t), v′(t)). Συνεπώς,

w = [Dr(q)](h) = [Dr(q)](β′(0))

= [Dr(q)](u′(0), v′(0)) = [Dr(q)]
(

u′(0)e1 + v′(0)e2
)

= u′(0)[Dr(q)](e1) + v′(0)[Dr(q)](e2)

= u′(0)
∂r

∂u

∣

∣

∣

∣

q

+ v′(0)
∂r

∂v

∣

∣

∣

∣

q

= u′(0)ru(q) + v′(0)rv(q)

=
du

dt

∣

∣

∣

∣

0

ru(q) +
dv

dt

∣

∣

∣

∣

0

rv(q),

οπότε ο τύπος (3.2.1) παίρνει την µορφή

(3.2.3)

Ip(w) ≡ Ip

(

du

dt

∣

∣

∣

∣

0

,
dv

dt

∣

∣

∣

∣

0

)

=

=

(

du

dt

∣

∣

∣

∣

0

)2

E(q) + 2

(

du

dt

∣

∣

∣

∣

0

)(

dv

dt

∣

∣

∣

∣

0

)

F (q) +

(

dv

dt

∣

∣

∣

∣

0

)2

G(q).
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Από την προηγούµενη σχέση παίρνουµε την συµβολική έκφραση

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

που σχετίζεται µε το στοιχειώδες µήκος (ϐλ. πιό κάτω την έννοια του µήκους).

Θα αποφύγουµε όµως την χρήση της γιατί µπορεί να οδηγήσει σε παρανοήσεις

ή λάθη.

3.2.3 Πρόταση. Ισχύουν οι σχέσεις :

( i) ‖ru × rv‖ =
√
EG− F 2,

( ii) E > 0, G > 0, EG− F 2 > 0.

Απόδειξη. Η (i) είναι αποτέλεσµα της γνωστής σχέσης

‖ru × rv‖2 = ‖ru‖2 · ‖rv‖2− < ru, rv >2

και του ορισµού των µεγεθών E, F , G.

Επειδή ru, rv και ru × rv είναι διάφορα του 0, προκύπτουν οι γνήσιες

ανισότητες της (ii).

Μέσω των ϑεµελιωδών µεγεθών µπορούµε να υπολογίζουµε µήκη, γωνίες

και εµβαδά πάνω σε επιφάνειες.

΄Εστω ότι α : [a, b] → W είναι µία διαφορίσιµη καµπύλη. Θα εκφράσουµε

τα εφαπτόµενα διανύσµατά της ως στοιχεία αντιστοίχων εφαπτοµένων χώρων

της επιφάνειας. ΄Ετσι, επειδή α = r ◦ β = r ◦ (u, v), όπου

β ≡ (u, v) := r−1 ◦ α : [a, b] −→ U

είναι διαφορίσιµη επίπεδη καµπύλη, έχουµε

α′(t) = [Dα(t)](1) = [D(r ◦ β)(t)](1)
= [Dr(β(t)) ◦Dβ(t)](1)

= [Dr(β(t))](β′(t))

= [Dr(β(t))](u′(t), v′(t))

= u′(t)ru(β(t)) + v′(t)rv(β(t)),

δηλαδή, καταλήγουµε στη σχέση

α′(t) = u′(t)ru(β(t)) + v′(t)rv(β(t))

από την οποία συµπεραίνουµε ότι

(3.2.4) α′(t) ∈ Tr(β(t))S = Tα(t)S,
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άρα [ϐάσει της (3.2.3)]

(3.2.5)
‖α′(t)‖2 = Iα(t)(α

′(t)) =

= u′(t)2E(β(t)) + 2u′(t)v′(t)F (β(t)) + v′(t)2G(β(t)).

Βάσει των ανωτέρω, το µήκος (τόξου) µιας διαφορίσιµης (κανονικής) καµ-

πύλης α : [a, b] → W δίνεται από την σχέση

(3.2.6)

L(α) =

∫ b

a
‖α′(t)‖dt =

=

∫ b

a

√

u′(t)2E(β(t)) + 2u′(t)v′(t)F (β(t)) + v′(t)2G(β(t) dt.

Για δύο διανύσµατα w1, w2 ∈ TpS, η γωνία θ που σχηµατίζουν υπολογίζε-

ται, ως συνήθως, από την σχέση

(3.2.7) cos θ =
< w1, w2 >

‖w1‖‖w2‖
=

< w1, w2 >p
√

Ip(w1) · Ip(w2)
.

Αν έχουµε δύο κανονικές διαφορίσιµες καµπύλες α : I → S και γ : J → S
που τέµνονται στο p ∈ S, δηλαδή υπάρχουν to ∈ I και so ∈ J τέτοια ώστε

α(to) = γ(so) = p, τότε ορίζεται η γωνία θ των καµπυλών αυτών, στο εν λόγω

σηµείο, µέσω της γωνίας των ταχυτήτων τους, δηλαδή µέσω της σχέσης

(3.2.8) cos θ =
< α′(to), γ

′(so) >p

‖α′(to)‖‖γ′(so)‖
=

< α′(to), γ
′(so) >p

√

Ip(α′(to)) · Ip(γ′(so))
.

Ιδιαιτέρως, αν οι α και γ είναι οι καµπύλες συντεταγµένων της δοσµένης

παραµέτρηση r, τότε

(3.2.9) cos θ =
< ru(q), rv(q) >

‖ru(q)‖‖rv(q)‖
=

F (q)
√

E(q)G(q)
.

Παρατηρούµε ότι

ru ⊥ rv ⇔ <ru, rv>= 0 ⇔ F = 0.

Μιά παραµέτρηση µε F = 0 καλείται ορθογώνια (orthogonal parametri­

zation).

΄Εστω τώρα K ⊆ W ένας ϕραγµένος τόπος υποσύνολο της S. Το εµβαδόν

του K (area) δίνεται από τον τύπο

A(K) =

∫∫

r−1(K)
‖ru(u, v) × rv(u, v)‖du dv.
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Λόγω της σχέσης (i) της Πρότασης 3.2.3, τελικά το εµβαδόν του K δίνεται από

τον τύπο

(3.2.10) A(K) =
∫∫

r−1(K)

√

E(u, v)G(u, v) − F (u, v)2 du dv.

3.2.4 Παρατηρήσεις. 1) Αν η εικόνα W µιας παραµέτρησης (U, r,W ) καλύ-

πτει ολόκληρη την επιφάνεια S πλην ενός συνόλου µηδενικού εµβαδού (π.χ.

πλην µιας γραµµής ή µεµονωµένων σηµείων), τότε το εµβαδόν του W συµπί-

πτει µε το εµβαδόν όλης της S.

2) Αν το σύνολο K δεν περιέχεται ολόκληρο σε ένα σύστηµα συντεταγµέ-

νων, το διαµερίζουµε σε υποσύνολα που έχουν αυτή την ιδιότητα, και υπολο-

γίζουµε τα επιµέρους εµβαδά.

3.2.5 Παραδείγµατα. (1) Ας ϑεωρήσουµε την επιφάνεια του κατακόρυφου

(ή ορθού) κυλίνδρου (cylinder) ακτίνας 1

K = S1 × R = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 = 1}.

Μια παραµέτρηση του K δίνεται από την τριάδα (U, r,W ) µε

U = {(u, v) |u ∈ (0, 2π), v ∈ R} ⊆ R
2,

r : U −→ K : (u, v) 7→ r(u, v) := (cos u, sin u, v),

που τον καλύπτει όλόκληρο, εκτός από µία γενέτειρα. Αµέσως ϐλέπουµε ότι

ru(u, v) = (− sinu, cos u, 0) και rv(u, v) = (0, 0, 1).

Εποµένως, για κάθε q = (u, v) ∈ U , έχουµε

E(q) = < ru(q), ru(q) >p

= < (− sinu, cos u, 0), (− sin u, cos u, 0) >

= sin2 u+ cos2 u+ 0 = 1,

F (q) = < ru(q), rv(q) >p

= < (− sinu, cos u, 0), (0, 0, 1) >= 0,

G(q) = < rv(q), rv(q) >p=< (0, 0, 1), (0, 0, 1) >= 1.

Οι τιµές αυτές προκύπτουν για κάθε q ∈ U , άρα

E = 1 , F = 0 , G = 1,

(σταθερώς), άρα η παραπάνω παραµέτρηση του κυλίνδρου είναι ορθογώνια.
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2) Ας πάρουµε το επίπεδο Π του Παραδείγµατος 2, §2.2. Παραγωγίζοντας

µερικώς την παραµέτρησή του, έχουµε ότι

ru(q) =

(

1, 0,−A

C

)

, rv(q) =

(

0, 1,−B

C

)

,

οπότε

E(q) = 1 +

(

A

C

)2

, F (q) =
AB

C2
, G(q) = 1 +

(

B

C

)2

,

και τελικά

E = 1 +

(

A

C

)2

, F =
AB

C2
, G = 1 +

(

B

C

)2

.

Στην ιδιαίτερη περίπτωση του επιπέδου z = 0, είναι A = B = D = 0 και

C = 1, άρα

E = 1, F = 0, G = 1,

δηλαδή το επίπεδο αυτό έχει τα ίδια ϑεµελιώδη µεγέθη µε τον κύλινδρο. Αυτό

µας οδηγεί στην επόµενη ϐασική παρατήρηση:

Τα ϑεµελιώδη µεγέθη 1ης τάξης δεν προσδιορίζουν, από µόνα τους, την

επιφάνεια.

Για τον υπολογισµό των εµβαδών της σφαίρας και της σπείρας παραπέµ-

πουµε στις λυµένες ασκήσεις.

3.3 Η απεικόνιση Gauss

Θεωρούµε µια προσανατολισµένη επιφάνεια S και τον προσανατολισµό της

N : S → R3. Επειδή κάθε N(p) είναι µοναδιαίο διάνυσµα, µπορούµε να

ϑεωρήσουµε ότι η N είναι απεικόνιση της µορφής

(3.3.1) N : S −→ S2.

3.3.1 Ορισµός. Η απεικόνιση (3.3.1) καλείται απεικόνιση Gauss (Gauss

map) της S.

3.3.2 Πρόταση. Η απεικόνιση Gauss είναι διαφορίσιµη.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε παραµέτρηση (U, r,W ) της S, η

τοπική παράσταση

N ◦ r : U −→ R
3

είναι διαφορίσιµη. Πράγµατι, για κάθε q ∈ U , είναι

(N ◦ r)(q) = ru(q)× rv(q)

‖ru(q)× rv(q)‖
,

η οποία είναι προφανώς διαφορίσιµη απεικόνιση.
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Εφ᾿ όσον η N είναι διαφορίσιµη, ορίζεται και το διαφορικό της

(3.3.2) dpN : TpS −→ TN(p)S
2,

σε κάθε σηµείο p ∈ S. Ο εφαπτόµενος χώρος TpS είναι ο (µοναδικός) 2-

διάστατος υπόχωρος του R3, που είναι κάθετος στο διάνυσµα N(p). Από

το άλλο µέρος, από κατασκευή, και ο εφαπτόµενος χώρος TN(p)S
2 είναι 2-

διάστατος υπόχωρος του R3, και είναι κάθετος στο διάνυσµα ϑέσης (ακτίνα)

του σηµείου N(p) ∈ S2. Εποµένως οι χώροι TpS και TN(p)S
2 είναι δύο

επίπεδα παράλληλα µεταξύ τους (ως κάθετα προς το N(p)) και έχουν κοινό

σηµείο το 0, άρα συµπίπτουν, δηλαδή

(3.3.3) TN(p)S
2 = TpS,

οπότε η (3.3.2) µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι απεικόνιση της µορφής

(3.3.4) dpN : TpS −→ TpS.

Το προηγούµενο διαφορικό ουσιαστικά εκφράζει τον τρόπο µεταβολής του N ,

εποµένως, κατά κάποιον τρόπο, περιγράφει το "σχήµα" της επιφάνειας.

3.3.3 Ορισµός. Η αντίθετη της απεικόνισης (3.3.4), δηλαδή ο τελεστής

−dpN : TpS −→ TpS

καλείται τελεστής σχήµατος της S στο p (shape operator).

΄Εστω τώρα µια παραµέτρηση (U, r,W ) της S µε p ∈ W . Για να υπο-

λογίσουµε τις εικόνες των w ∈ TpS µέσω της dpN , αρκεί να ϐρούµε τις εικόνες

των ϐασικών διανυσµάτων ru(q), rv(q), όπου q := r−1(p). Για το σκοπό αυτό

χρησιµοποιούµε τις καµπύλες α = r ◦ ᾱ και β = r ◦ β̄, όπου

ᾱ(t) := (uo + t, vo) και β̄(t) := (uo, vo + t),

αντιστοίχως, µε (uo, vo) := q (ϐλ. Ασκηση 28, Κεφ. 2). Εποµένως, από τον

Ορισµό 2.7.2 του διαφορικού έχουµε:

dpN(ru(q)) = dpN(α′(0)) = (N ◦ α)′(0)
= (N ◦ r ◦ ᾱ)′(0) = [D(N ◦ r ◦ ᾱ)(0)](1)
= [D(N ◦ r)(q)](ᾱ′(0)) = [D(N ◦ r)(q)](e1)

=
∂(N ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

∣

q

.

Ανάλογα ϐρίσκουµε ότι

dpN(rv(q)) =
∂(N ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

.
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Συµβολικά ϑέτουµε

(3.3.5) Nu(q) :=
∂(N ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

∣

q

, Nv(q) :=
∂(N ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

,

οπότε, τελικά,

(3.3.6) dpN(ru(q)) = Nu(q), dpN(rv(q)) = Nv(q).

3.3.4 Θεώρηµα. Ο τελεστής σχήµατος είναι αυτοσυζυγής (ή συµµετρικός)

(self­adjoint), δηλαδή, για οποιαδήποτε διανύσµατα w1, w2 ∈ TpS, ισχύει η

σχέση

< −dpN(w1), w2 >=< w1,−dpN(w2) > .

Απόδειξη. Προφανώς, αρκεί να δειχθεί ότι

< dpN(w1), w2 >=< w1, dpN(w2) >,

δηλαδή ότι ο αντίθετός του −dpN είναι αυτοσυζυγής. Επίσης, αρκεί να α-

ποδειχθεί η ανωτέρω σχέση για τυχούσα ϐάση {w1, w2} του TpS. Εποµένως,

αρκεί να αποδειχθεί ότι

< dpN(ru(q)), rv(q) >=< ru(q), dpN(rv(q)) >,

ή, σύµφωνα µε την (3.3.6),

(3.3.7) < Nu(q), rv(q) >=< ru(q), Nv(q) > .

Επειδή

N(r(q)) ⊥ ru(q), rv(q); ∀ q ∈ U,

για τις συναρτήσεις N ◦ r, ru και rv ισχύει ότι

(3.3.8) < N ◦ r, ru >=< N ◦ r, rv >= 0.

Παραγωγίζοντας την < N ◦ r, ru >= 0 ως προς v, έχουµε:

0 =
∂

∂v

∣

∣

∣

∣

q

(< N ◦ r, ru >) =

=<
∂(N ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

, ru(q) > + < (N ◦ r)(q), ∂ru
∂v

∣

∣

∣

∣

q

> .

Θέτοντας

(3.3.9) rvu(q) :=
∂ru
∂v

∣

∣

∣

∣

q

=
∂

∂v

∣

∣

∣

∣

q

(

∂r

∂u

)

=
∂2r

∂v∂u

∣

∣

∣

∣

q

,
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και χρησιµοποιώντας τις (3.3.5), η σχέση πριν την (3.3.9) δίνει την

(3.3.10) < Nv(q), ru(q) > + < (N ◦ r)(q), rvu(q) >= 0.

Ανάλογα, παραγωγίζοντας την < N ◦ r, rv >= 0 ως προς u, ϐρίσκουµε ότι

(3.3.11) < Nu(q), rv(q) > + < (N ◦ r)(q), ruv(q) >= 0.

Επειδή

(3.3.12) ruv(q) =
∂2r

∂u∂v

∣

∣

∣

∣

q

=
∂2r

∂v∂u

∣

∣

∣

∣

q

= rvu(q), ∀ q ∈ U,

οι (3.3.10) και (3.3.11) οδηγούν στην

< Nu(q), rv(q) >=< Nv(q), ru(q) >=< ru(q), Nv(q) >,

που είναι η Ϲητούµενη.

Σύµφωνα µε την γενική ϑεωρία των αυτοσυζυγών τελεστών, υπάρχει µια

ορθοκανονική ϐάση {w1, w2} του TpS, τέτοια ώστε

(3.3.13) −dpN(w1) = k1w1 , −dpN(w2) = k2w2,

µε k1 ≥ k2. Προφανώς τα w1, w2 είναι ιδιοδιανύσµατα του −dpN και k1, k2 οι

αντίστοιχες ιδιοτιµές. Εποµένως, ο πίνακας του −dpN , ως προς την ορθοκα-

νονική ϐάση {w1, w2} είναι ο

(3.3.14)

(

k1 0
0 k2

)

.

3.3.5 Ορισµός. Οι ιδιοτιµές k1, k2 καλούνται κύριες καµπυλότητες της

S στο p (principal curvatures), ενώ οι κατευθύνσεις που προσδιορίζονται α-

πό τα ιδιοδιανύσµατα w1, w2 καλούνται κύριες κατευθύνσεις της S στο p
(principal directions). Ιδιαιτέρως, καλείται καµπυλότητα Gauss της S στο

p (Gaussian curvature) η ποσότητα

K(p) := k1k2 = det(−dpN) = det(dpN)

και µέση καµπυλότητα της S στο p (mean curvature) η ποσότητα

H(p) :=
1

2
(k1 + k2) =

1

2
tr(−dpN).

3.3.6 Παρατήρηση. Αν αντί του προσανατολισµού N πάρουµε τον −N , τότε

ο τελεστής σχήµατος είναι ο dpN µε ιδιοτιµές −k1 και −k2. Συνεπώς η καµ-

πυλότητα του Gauss ϑα µείνει ίδια, αλλά η µέση καµπυλότητα ϑα αλλάξει

σηµείο.
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3.3.7 Ορισµός. Ενα σηµείο p ∈ S λέγεται

− ελλειπτικό, αν K(p) > 0
−υπερβολικό, αν K(p) < 0
−παραβολικό, αν K(p) = 0 µε dpN 6= 0
− επιπεδικό, αν K(p) = 0.

Η µελέτη των σηµείων των προηγουµένων µορφών έχει ιδιαίτερη σηµασία

για την µελέτη της επιφάνειας, ξεφεύγει όµως από τους σκοπούς του παρόντος.

3.4 Η δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή

3.4.1 Ορισµός. ΄Εστω S µία προσανατολίσιµη κανονική επιφάνεια και N
ένας προσανατολισµός της. Ονοµάζουµε δεύτερη ϑεµελιώδης µορφή της

S στο p (second fundamental form) την τετραγωνική µορφή που αντιστοιχεί

στον αυτοσυζυγή τελεστή −dpN : TpS → TpS, δηλαδή την τετραγωνική µορφή

(3.4.1) IIp : TpS −→ R : w 7→ IIp(w) := <−dpN(w), w> = −<dpN(w), w>.

Θεωρούµε την ορθοκανονική ϐάση {w1, w2} και τις ιδιοτιµές k1, k2 του

αυτοσυζυγούς τελεστή −dpN . Τότε, αν πάρουµε τυχόν διάνυσµα w ∈ TpS µε

‖w‖ = 1, µπορούµε να το εκφράσουµε µε την µορφή

w = w1 · cos θ + w2 · sin θ.

Εποµένως, υπολογίζοντας την IIp στο w, ϐρίσκουµε ότι

IIp(w) = − < dpN(w), w >

=< −dpN(w1 · cos θ + w2 · sin θ), w1 · cos θ + w2 · sin θ >

=< k1 · cos θ · w1 + k2 · sin θ · w2, w1 · cos θ + w2 · sin θ >

= k1 · cos2 θ· < w1, w1 > + k2 · sin θ cos θ < w2, w1 >

+ k1 · cos θ sin θ < w1, w2 > + k2 sin
2 θ < w2, w2 >

= k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ.

δηλαδή καταλήγουµε στην

(3.4.2) IIp(w) = k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ.

Η σχέση (3.4.2) είναι γνωστή ως τύπος του Euler (Euler’s formula) και

προσδιορίζει την τιµή της IIp επί του µοναδιαίου κύκλου. Από την µορφή αυτή

είναι ϕανερόν ότι οι k1 και k2 είναι οι ακρότατες τιµές της IIp στα µοναδιαία

διανύσµατα.
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Μιά άλλη έκφραση του IIp προκύπτει µε τον ακόλουθο τρόπο : ΄Εστω τυχόν

w ∈ TpS. Επειδή w = λru(q) + µrv(q), έχουµε ότι

IIp(w) = − < dpN(w), w >

= − < λdpN(ru(q)) + µdpN(rv(q)), λru(q) + µrv(q) >

= − < λNu(q) + µNv(q), λru(q) + µrv(q) >

= −λ2 < Nu(q), ru(q) > −λµ < Nu(q), rv(q) > −
− λµ < Nv(q), ru(q) > −µ2 < Nv(q), rv(q) > .

Λόγω της (3.3.8), η προηγούµενη µετασχηµατίζεται στην

(3.4.3)
IIp(w) = −λ2 < Nu(q), ru(q) > −

−2λµ < Nu(q), rv(q) > −µ2 < Nv(q), rv(q) > .

Θέτοντας τώρα

(3.4.4)

e(q) := − < Nu(q), ru(q) >= − < dpN(ru(q)), ru(q) >,

f(q) := − < Nu(q), rv(q) >= − < dpN(ru(q)), rv(q) >

:= − < Nv(q), ru(q) >= − < dpN(rv(q)), ru(q) >,

g(q) := − < Nv(q), rv(q) >= − < dpN(rv(q)), rv(q) >,

η (3.4.3) παίρνει την τελική µορφή

(3.4.5) IIp(w) = λ2e(q) + 2λµf(q) + µ2g(q).

Οι διαφορίσιµες απεικονίσεις e, f, g : U → R καλούνται ϑεµελιώδη µεγέθη

2ης τάξης της S (second fundamental coefficients) και εξαρτώνται από την

παραµέτρηση (U, r,W ).

Για την πληρότητα ϑα αναφέρουµε και κάποιες άλλες εκφράσεις των e, f
και g, που είναι πολλές ϕορές πιο εύχρηστες από αυτές των (3.4.4). Για τον

σκοπό αυτό παραγωγίζουµε την < N ◦r, ru >= 0 ως προς u, οπότε παίρνουµε

την

<
∂(N ◦ r)

∂u
, ru > + < N ◦ r, ∂ru

∂u
>= 0.

Θέτοντας

ruu :=
∂ru
∂u

,

έχουµε ότι

(3.4.6) e = − < Nu, ru >=< N ◦ r, ruu > .
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Παρόµοια, παραγωγίζοντας την < N ◦ r, ru >= 0 ως προς v, παίρνουµε

<
∂(N ◦ r)

∂v
, ru > + < N ◦ r, ∂ru

∂v
>= 0.

Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν την (3.3.12) ϐρίσκουµε την

(3.4.7) f = − < Nv, ru >=< N ◦ r, ruv >=< N ◦ r, rvu > .

Τέλος, παραγωγίζοντας την < N ◦ r, rv >= 0 ως προς v, παίρνουµε

<
∂(N ◦ r)

∂v
, rv > + < N ◦ r, ∂rv

∂v
>= 0.

Θέτοντας

rvv :=
∂rv
∂v

ϐρίσκουµε ότι

(3.4.8) g := − < Nv, rv >=< N ◦ r, rvv > .

Επειδή το N(p) είναι το (κανονικοποιηµένο) εξωτερικό γινόµενο των ru(q)
και rv(q), τα εσωτερικά γινόµενα τα οποία εµφανίζονται στους παραπάνω τύ-

πους (3.4.6)–(3.4.8) είναι µικτά γινόµενα, άρα καταλήγουµε στην επόµενη

µορφή των ϑεµελιωδών µεγεθών 2ης τάξης (όπου παραλείπουµε την µεταβλη-

τή q):

(3.4.9)

e =< N ◦ r, ruu >=
[ru rv ruu]

‖ru × rv‖
=

[ru rv ruu]√
EG− F 2

,

f =< N ◦ r, ruv >=
[ru rv ruv]

‖ru × rv‖
=

[ru rv ruv]√
EG− F 2

,

g =< N ◦ r, rvv >=
[ru rv rvv ]

‖ru × rv‖
=

[ru rv rvv]√
EG− F 2

.

Η διαφορά των τύπων (3.4.4) από τους (3.4.9) είναι προφανής : οι πρώτοι

εµφανίζουν τις µερικές παραγώγους (1ης τάξης) του N και της r, ενώ οι

τελευταίοι εµφανίζουν τις µερικές παραγώγους (1ης και 2ης τάξης) µόνο

της r. Η προτίµηση για την χρήση της µιας ή της άλλης οµάδας εξαρτάται

από το πόσο πολύπλοκη είναι η µορφή του N και των ru, rv (οπότε και ο

υπολογισµός των αντιστοίχων παραγώγων τους είναι επίσης πολύπλοκος).

Εποµένως, ϑα επιλέξουµε τους τύπους εκείνους που προκύπτουν µε την

ευκολότερη δυνατή παραγώγιση.

Οι ϑεµελιώδεις µορφές ουσιαστικά προσδιορίζουν τοπικά την επιφάνεια.

Πιό συγκεκριµµένα (χωρίς να προχωρήσουµε σε λεπτοµέρειες), ισχύει το Θε-

µελιώδες Θεώρηµα των Επιφανειών, σύµφωνα µε το οποίο αν δίνονται
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τρεις συναρτήσεις E, F , G τάξης τουλάχιστον C2 και τρεις συναρτήσεις e, f ,

g τάξης τουλάχιστον C1, µε πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό U ⊆ R2, έτσι ώστε

i) EG− F 2 > 0, E > 0, G > 0,

ii) τα E,F,G; e, f, g ικανοποιούν κατάλληλες σχέσεις συµβιβαστότητας

(τις λεγόµενες εξισώσεις Gauss και Mainardi­Codazzi),

τότε υπάρχει σύστηµα συντεταγµένων (U, r,W ), µε r τάξης τουλάχιστον C3,

τέτοιο ώστε τα (E,F,G), (e, f, g) να είναι τα ϑεµελιώδη µεγέθη της 1ης και 2ης

τάξης, αντιστοίχως, που ορίζονται από την r. Η εικόνα W είναι µονοσήµαντα

ορισµένη, εκτός από την ϑέση της στον χώρο.

Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στη ϐιβλιογραφία.

3.5 Η καµπυλότητα µέσω των ϑεµελιωδών µεγεθών

Σκοπός µας στα επόµενα είναι να προσδιορίσουµε την καµπυλότητα µέσω των

ϑεµελιωδών µεγεθών. Είδαµε προηγουµένως ότι αν ϑεωρήσουµε τον πίνακα

του αυτοσυζυγούς τελεστή −dpN : TpS → TpS ως προς την ορθοκανονική ϐά-

ση {w1, w2} των ιδιοδιανυσµάτων του, τότε έχει την διαγώνια µορφή (3.3.14),

ενώ η καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλότητα παίρνουν αντιστίχως τη

µορφή

K(p) = k1k2 = det(−dpN), H(p) =
k1 + k2

2
=

1

2
tr(−dpN).

Αν αλλάξουµε την ϐάση του TpS, αλλάζει η µορφή του πίνακα (3.3.14)

αλλά δεν επηρεάζεται η ορίζουσα det(−dpN) = det(dpN), ούτε το ίχνος

tr(−dpN) = −tr(dpN). Θεωρούµε λοιπόν τον πίνακα A(p) του dpN ως προς

την ϐάση {ru(q), rv(q)}, που εισάγεται από µια παραµέτρηση (U, r,W ). ΄Εστω

(3.5.1) A(p) =

(

a11(q) a12(q)
a21(q) a22(q)

)

.

Οι συντεταγµένες του πίνακα ορίζονται από τις ισότητες [ϐλ. σχέσεις (3.3.6)]

Nu(q) = dpN(ru(q)) = a11(q)ru(q) + a21(q)rv(q),

Nv(q) = dpN(rv(q)) = a12(q)ru(q) + a22(q)rv(q).

Αφήνοντας το q να µεταβάλλεται µέσα στο U , παίρνουµε ότι

−e =< Nu, ru > =< a11ru + a21rv, ru >= a11E + a21F

−f =< Nu, rv > =< a11ru + a21rv, rv >= a11F + a21G

−f =< Nv, ru > =< a12ru + a22rv, ru >= a12E + a22F

−g =< Nv, rv > =< a12ru + a22rv, rv >= a12F + a22G
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Οι προηγούµενες ισότητες αποτελούν ένα σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων µε

τέσσερεις αγνώστους, που έχει ακριβώς µία λύση [ϐλ. και Πρόταση 3.2.3(ii)]

a11 =
fF − eG
EG− F 2

, a21 =
eF − fE
EG− F 2

,

a12 =
gF − fG
EG− F 2

, a22 =
fF − gE
EG− F 2

.

΄Ενας απλός υπολογισµός αποδεικνύει ότι

(3.5.2) A = −
(

E F
F G

)−1(
e f
f g

)

.

Από την µορφή (3.5.2) του A προκύπτει αµέσως ότι

K = det(−A) = detA

= det

(

(

E F
F G

)−1
)

det

(

e f
f g

)

=

det

(

e f
f g

)

det

(

E F
F G

) =
eg − f2

EG− F 2
,

δηλαδή έχουµε την επόµενη εκφραση της καµπυλότητας Gauss

(3.5.3) K =
eg − f2

EG− F 2
.

Παρόµοια,

H =
1

2
tr(−A) = −1

2
tr(A)

= −1

2
(a11 + a22)

=
1

2
· eG− 2fF + gE

EG− F 2
,

δηλαδή η µέση καµπυλότητα παίρνει τη µορφή

(3.5.4) H = 1
2 ·

eG− 2fF + gE
EG− F 2

.
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Αφού είναι γνωστή η µορφή των aij, µπορεί κανείς να επανέλθει στις εξι-

σώσεις του ορισµού τους, και να πάρει τις σχέσεις

Nu = a11ru + a21rv =
fF − eG

EG− F 2 ru +
eF − fE

EG− F 2 rv,(3.5.5)

Nv = a12ru + a22rv =
gF − fG

EG− F 2 ru +
fF − gE

EG− F 2 rv.(3.5.6)

Οι τελευταίες είναι γνωστές ως εξισώσεις Weingarten.

Ας παρατηρήσουµε εδώ ότι, αν είναι γνωστές οι K και H, οι κύριες καµ-

πυλότητες µπορούν να υπολογιστούν ως ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης

x2 − 2Hx+K = 0.

Ανακεφαλαιώνοντας, ϐλέπουµε ότι µπορούµε να προσδιορίσουµε την καµπυ-

λότητα Gauss K(p) και την µέση καµπυλότητα H(p) µε δύο τρόπους :

(α) Χρησιµοποιώντας τους τύπους (3.5.3) και (3.5.4), που εκφράζουν τα

K και H µέσω των ϑεµελιωδών µεγεθών.

(ϐ) Αν µε κάποιο τρόπο ϐρίσκεται εύκολα ο πίνακαςA της γραµµικής απει-

κόνισης −dpN [όπως π.χ. στην περίπτωση της σφαίρας ή του κυλίνδρου

(ϐλ. Ασκήσεις 12, 13)], τότε εφαρµόζουµε τους τύπους K(p) = det(A)
και H(p) = 1

2 tr(A).

Αν αντί της ϐάσης {ru, rv} χρησιµοποιήσουµε µια τυχούσα ϐάση του TpS, ο

προσδιορισµός των K, H είναι πολυπλοκότερος, όπως ϕαίνεται στις Ασκήσεις

20 και 21. Παρόµοια και ο προσδιορισµός των κυρίων κατευθύνσεων (ϐλ.

΄Ασκηση 23).

3.6 Γεωµετρική ερµηνεία της καµπυλότητας

Εστω S κανονική επιφάνεια και α : I → S µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας,

όπου I ανοιχτό διάστηµα µε 0 ∈ I. ΄Εστω το σηµείο p = α(0) στην εικόνα C
της καµπύλης, k = k(0) η καµπυλότητα της α στο p, n(0) το πρώτο κάθετο

διάνυσµα της α στο p, N(p) το κάθετο διάνυσµα της επιφάνειας S στο ίδιο

σηµείο, και θ η γωνία των n(0) και N(p). Προφανώς cos θ =< n(0), N(p) >
(ϐλ. και το παρακάτω Σχήµα 3.2).

3.6.1 Ορισµός. Ονοµάζουµε κάθετη καµπυλότητα της α στο p (normal

curvature) τον αριθµό

kn := k cos θ.



160 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. Η ΚΑΜΠΥΛ�ΟΤΗΤΑ GAUSS

S
( )N p

(0)a¢

(0)n
(0)kn

nk

p
C

q

Σχήµα 3.2

Από τον προηγούµενο ορισµό έχουµε ότι

kn = k cos θ =< k · n(0), N(p) >,

άρα η kn είναι η προβολή του διανύσµατος k · n(0) επί της καθέτου ευθείας

της επιφάνειας στο p.

3.6.2 Πρόταση. ΄Εστω α : I → S καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας επί της S,

τέτοια ώστε α(0) = p ∈ S. Αν w := α′(0), τότε η κάθετη καµπυλότητα της α
στο p συµπίπτει µε την τιµή της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής στο w, δηλαδή

(3.6.1) kn = IIp(w) = IIp(α
′(0)).

Απόδειξη. Από τον ορισµό του N και την σχέση (3.2.4)] προκύπτει ότι

N(α(s)) ⊥ α′(s) ∈ Tα(s)S; ∀ s ∈ I,

δηλαδή N ◦ α ⊥ α′, και ισοδύναµα < N ◦ α,α′ >= 0. Παραγωγίζοντας την

τελευταία έχουµε ότι

< (N ◦ α)′, α′ > + < N ◦ α,α′′ >= 0,
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απ᾿ όπου προκύπτει η

(3.6.2) − < (N ◦ α)′, α′ >=< N ◦ α,α′′ > .

Εποµένως έχουµε:

kn = k cos θ = k < N(p), n(0) >

=< (N ◦ α)(0), k(0)n(0) >
=< (N ◦ α)(0), T ′(0) >

=< (N ◦ α)(0), α′′(0) >

= − < (N ◦ α)′(0), α′(0) >(ϐλ. σχέση (3.6.2))

= − < dpN(α′(0)), α′(0) >(ϐλ. Ορισµό 2.7.2)

= − < dpN(w), w >= IIp(w),(ϐλ. σχέση (3.4.1))

που είναι ακριβώς η Ϲητούµενη σχέση.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε την εποµενη παραλλαγή του Θεωρήµατος

του J. B. Meusnier.

3.6.3 Θεώρηµα (Meusnier). ΄Ολες οι κανονικές καµπύλες επί µιας κανονικής

επιφάνειας S, που διέρχονται από το ίδιο σηµείο p ∈ S και έχουν την ίδια

εφαπτόµενη στο p, έχουν επίσης την ίδια κάθετη καµπυλότητα στο σηµείο αυτό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι όλες οι καµπύλες είναι µοναδιαίας ταχύτητας, αλ-

λιώς παίρνουµε αναπαραµετρήσεις µέσω του µήκους τόξου. Η αναπαραµέ-

τρηση δεν αλλάζει τις εφαπτόµενες.

Θεωρούµε την καµπύλη α, όπως στην Πρόταση 3.6.2, και µια οποιαδήποτε

άλλη καµπύλη (µοναδιαίας ταχύτητας) ᾱ : Ī → S µε ᾱ(0) = p και µε την ίδια

εφαπτοµένη στο p. Προφανώς α′(0) = w = ᾱ′(0). Αν καλέσουµε k̄n (αντιστ. k̄)

την κάθετη καµπυλότητα (αντιστ. την καµπυλότητα) και n̄(0) το πρώτο κάθετο

διάνυσµα της ᾱ στο p, παρατηρούµε ότι

cos θ =< N(p), n(0) >=< N(p), n̄(0) > .

Ακολουθώντας και για την ᾱ την διαδικασία της απόδειξης της Πρότασης 3.6.2

ϐρίσκουµε ότι

k̄n = IIp(w) = kn,

που αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

Αν υποθέσουµε τώρα ότι δίνεται ένα τυχόν µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα

w ∈ TpS, µπορούµε πάντοτε να ϐρούµε (κάνοντας, αν είναι αναγκαίο, και µία

αναπαραµέτρηση µέσω µήκους τόξου) µία καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας

α : I → S µε α(0) = p και α′(0) = w (ϐλ. απόδειξη Θεωρήµατος 2.6.2). Τότε



162 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. Η ΚΑΜΠΥΛ�ΟΤΗΤΑ GAUSS

και πάλι ισχύει η σχέση (3.6.1). Εποµένως, ϐάσει του Θεωρήµατος Meusnier,

έχουµε την επόµενη

Γεωµετρική ερµηνεία της δεύτερης ϑεµελιώδους µορφής IIp στο p : η τιµή

της σε ένα µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα w ∈ TpS συµπίπτει µε την

κάθετη καµπυλότητα οποιασδήποτε κανονικής καµπύλης (µοναδιαίας

ταχύτητας) επί της S, η οποία διέρχεται από το p και έχει εφαπτόµενο

διάνυσµα στο σηµείο αυτό το w.

Από όσα είπαµε µέχρις εδώ προκύπτει και το εξής ϐασικό συµπέρασµα:

Η kn δεν εξαρτάται τελικά από την καµπύλη α, αλλά µόνον από το

διάνυσµα w ∈ TpS.

Μπορούµε, εποµένως, να γράφουµε ότι kn = kn(w), δηλαδή η kn είναι συνάρ-

τηση των (µοναδιαίων) εφαπτοµένων διανυσµάτων. Ο αριθµός kn(w) καλείται

κάθετη καµπυλότητα της S στην κατεύθυνση w (normal curvature along

the direction w).

Επειδή, όπως ϕαίνεται από την σχέση kn = k cos θ, όλες οι καµπύλες α
της επιφάνειας, που περνούν από το p µε ταχύτητα w, έχουν καµπυλότητα

k ≥ kn(w), ϑα προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε µια καµπύλη που έχει

την ελάχιστη δυνατή καµπυλότητα, δηλαδή έχει k = kn(w). Για το σκοπό

αυτό προχωρούµε ως εξής :

Το κάθετο διάνυσµα N(p) της S στο p και το w ∈ TpS ορίζουν ένα επίπεδο

E που τέµνει την επιφάνεια κατά µήκος µιας γραµµής C, την οποίαν καλούµε

κάθετη τοµή της S στο p στην κατεύθυνση w (normal section of S at p
along w). Η C µπορεί να ϑεωρηθεί εικόνα µιας επίπεδης καµπύλης α µε

α(0) = p και α′(0) = w (αυτό µπορεί να γίνει πάντοτε, τουλάχιστον σε µια

περιοχή του p). Επειδή η α είναι επίπεδη, το κάθετο διάνυσµα της n(0) στο p
ανήκει στο επίπεδο E και είναι κάθετο στην ταχύτητα w, άρα n(0) = ±N(p),
οπότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι n(0) = N(p), εν ανάγκη αλλάζοντας τον

προσανατολισµό από N σε −N . Εποµένως, θ = 0 και k ≡ k(0) = kn(w),
όπου k είναι η καµπυλότητα της κάθετης τοµής στο p.

΄Ετσι, η κάθετη τοµή της S στο p στην κατεύθυνση w έχει την µικρότερη

καµπυλότητα (στο p) από όλες τις καµπύλες που διέρχονται από το p και

έχουν ταχύτητα w. Η µικρότερη αυτή καµπυλοτητα συµπίπτει µε την κάθετη

καµπυλοτητα στην κατεύθυνση του w.

Απ᾿ το άλλο µέρος, αν αφήσουµε το διάνυσµα w να διατρέχει τον µοναδιαίο

κύκλο µέσα στο TpS, από τον τύπο του Euler (3.4.2), προκύπτει ότι η IIp(w) =
kn(w) παίρνει ακρότατες τιµές τις κύριες καµπυλότητες k1 και k2.

΄Εστω S κανονική επιφάνεια και p ∈ S. Αν ϑεωρήσουµε το σύνολο

A := {α : I → S : καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε α(0) = p},

τα τελευταία συµπεράσµατα συνοψίζονται ως εξής :
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Για κάθε w ∈ TpS µε ‖w‖ = 1, είναι

kn(w) = min{kα(0) : α ∈ A µε α′(0) = w}
= καµπυλότητα της κάθετης τοµής,

όπου kα είναι η καµπυλότητα της καµπύλης α.

Επίσης, αφού kn(w) = IIp(w) για ‖w‖ = 1 και οι κύριες καµπυλότητες

k1, k2 είναι οι ακρότατες τιµές της IIp πάνω στο µοναδιαίο κύκλο (ϐλ. τύπο

του Euler), ϐρίσκουµε ότι

k1 = max{kn(w) : w ∈ TpS µε ‖w‖ = 1},
k2 = min{kn(w) : w ∈ TpS µε ‖w‖ = 1}.

Η σηµασία των προηγουµένων έγκειται στο ότι µπορούµε να υπολογίσουµε

τις κύριες καµπυλότητες k1, k2 (άρα και τις καµπυλότητες K και H ) υπολογί-

Ϲοντας τις καµπυλότητες µόνον καµπυλών που παίρνουν τιµές στην επιφάνεια.

Αυτή είναι η προσέγγιση που ακολούθησε συστηµατικά ο Euler. ΄Οµως η µέ-

ϑοδος του Gauss, που ϐασίζεται στη µεταβολή του καθέτου διανύσµατος (ϐλ.

Παράγραφο 3.3) αποδείχθηκε πιό γόνιµη και είχε πολύ σηµαντικές συνέπειες

για την εξέλιξη της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας εν γένει.

3.7 Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Θεωρούµε την παραµέτρηση του κυλίνδρου K = S1 × R

r : (0, 2π) × R −→ R
3 : (u, v) 7→ (cos u, sin u, v)

[ϐλ. επίσης Παράδειγµα 3.2.5(1)] και την καµπύλη

α : (0, 2π) −→ K : t 7→ (cos t, sin t, t).

Να ϐρεθεί το µήκος της α µέσω στοιχείων του K.

Λύση. Παρατηρούµε ότι η α µπορεί να γραφτεί µε την µορφή α = r ◦β, όπου

β είναι η (επίπεδη) καµπύλη

β : (0, 2π) −→ (0, 2π) ×R : t 7→ (t, t).

Επίσης, για την β είναι β(t) = (u(t), v(t)), όπου u(t) = v(t) = t. Εποµένως

u = v = id(0,2π), οπότε u′(t) = v′(t) = 1, για κάθε t ∈ (0, 2π).
Απ᾿ το άλλο µέρος, για την ϑεωρούµενη παραµέτρηση του κυλίνδρου, έ-

χουµε ϐρεί ότι E = G = 1 και F = 0. ΄Αρα,

L(α) =

∫ 2π

0

√

u′(t)2E(β(t)) + 2u′(t)v′(t)F (β(t)) + v′(t)2G(β(t)) dt

=

∫ 2π

0

√
1 + 0 + 1 dt = 2π

√
2.
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΄Ασκηση 2. Να αποδειχθεί ότι ο κύλινδρος K = S1 × R είναι προσανατολίσι-

µος.

Λύση. Χρησιµοποιώντας την παραµέτρηση της προηγούµενης άσκησης

r(u, v) = (cos u, sinu, v); (u, v) ∈ (0, 2π) × R,

ϐρίσκουµε ότι

ru = (− sinu, cos u, 0)

rv = (0, 0, 1)

ru × rv = (cos u, sinu, 0)

‖ru × rv‖ = 1

΄Αρα σε ένα σηµείο p = r(u, v) = (cos u, sinu, v), είναι N(cos u, sinu, v) =
(cos u, sin u, 0). Η απεικόνιση αυτή επεκτείνεται σε ένα ολικό διαφορίσιµο

µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο

N : K −→ S2 ⊆ R
3 : (x, y, z) 7→ (x, y, 0).

Παρατηρούµε ότι η επέκταση αυτή είναι διαφορίσιµη, ως περιορισµός επί της

επιφάνειας K της διαφορίσιµης απεικόνισης R3 ∋ (x, y, z) 7→ (x, y, 0) ∈ R3.

΄Ασκηση 3. ∆ίνεται µία κανονική επιφάνεια της µορφής S = f−1(c). Να

υπολογιστεί το N(p) µέσω της f , για τυχόν p ∈ S. Είναι η S προσανατολίσιµη ;

Λύση. Α΄ τρόπος [χρήσιµο τέχνασµα]: Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 16 του Κεφα-

λαίου 2, για κάθε w = (w1, w2, w3) ∈ TpS είναι

w1
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

p

+ w2
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

p

+ w3
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

p

= 0.

Εποµένως,

∇f(p) := (
∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

p

,
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

p

,
∂f

∂z

∣

∣

∣

∣

p

) ⊥ (w1, w2, w3),

για κάθε w = (w1, w2, w3) ∈ TpS. ΄Αρα το διάνυσµα

N(p) :=
∇f(p)

‖∇f(p)‖
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα, κάθετο στον TpS, για κάθε p ∈ S. Η αντίστοιχη

απεικόνιση N : S → R3 ορίζει έναν προσανατολισµό της S.

Β΄ Τρόπος [µέσω του Θεωρήµατος των πεπλεγµένων συναρτήσεων]: Ας υ-

ποθέσουµε ότι (U, r,W ) είναι ένα σύστηµα συντεταγµένων µε r(u, v) =
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(u, v, g(u, v)), τέτοιο ώστε p ∈ W και fz(p) 6= 0 (ϐλ. Θεώρηµα 2.2.1). Τότε,

για το q = r−1(p), έχουµε ότι

ru(q) = (1, 0, gu(q)), rv(q) = (0, 1, gv(q)),

οπότε

(⋆ ) ru(q)× rv(q) = (−gu(q),−gv(q), 1),

όπου, κατά τα γνωστά, έχουµε ϑέσει

gu(q) :=
∂g

∂u
(q), gv(q) :=

∂g

∂v
(q).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Πεπλεγµένης Συνάρτησης, οι µερικές παράγωγοι

gu(q), gv(q) συνδέονται µε τις µερικές παραγώγους της f µε τις ακόλουθες

σχέσεις

(Α)
fx(p) + fz(p) · gu(q) = 0,

fy(p) + fz(p) · gv(q) = 0.

από τις οποίες, λόγω της fz(p) 6= 0, ϐρίσκουµε τις

gu(q) = −fx(p)/fz(p), gv(q) = −fy(p)/fz(p).

Μέσω των τελευταίων, η (⋆ ) µετασχηµατίζεται στην

ru(q)× rv(q) =
1

fz(p)
(fx(p), fy(p), fz(p)) =

∇f(p)

fz(p)
.

Εποµένως,

N(p) =

∇f(p)

fz(p)

‖∇f(p)‖
|fz(p)|

= ± ∇f(p)

‖∇f(p)‖ .

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε p ∈ W . Μπορούµε να επιλέξουµε

N(p) =
∇f(p)

‖∇f(p)‖

και να ορίσουµε έναν αντίστοιχο προσανατολισµό N , επεκτείνοντας την προη-

γούµενη σχέση σ᾿ ολόκληρη την επιφάνεια S.

ΣΗΜΕΙΩΣΗ. Για διευκόλυνση του αναγνώστη αποδεικνύουµε τις σχέσεις (Α):

Επειδή f(u, v, g(u, v)) = c, για κάθε (u, v) ∈ U , µπορούµε να γράψουµε ότι
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f(r(u, v)) = c, για κάθε (u, v) ∈ U , δηλαδή f ◦ r = c. Παραγωγίζοντας την

τελευταία σχέση στο q = r−1(p), ϐρίσκουµε ότι

0 = D(f ◦ r)(q) = Df(p) ◦Dr(q),

από την οποίαν προκύπτει η αντίστοιχη σχέση των πινάκων Jacobi

(Jpf) · (Jqr) = 0.

Επειδή f ≡ f(x, y, z) και g ≡ g(u, v), έχουµε ότι

Jpf = (fx(p), fy(p), fz(p)) ,

Jqr =





1 0
0 1

gu(q) gv(q)



.

Ο πολλαπλασιασµός των πινάκων αυτών οδηγεί στις Ϲητούµενες σχέσεις.

΄Ασκηση 4. Υποθέτουµε ότι S είναι µία συνεκτική κανονική επιφάνεια, της

οποίας όλες οι κάθετοι διέρχονται από ένα δεδοµένο σταθερό σηµείο A του

χώρου. Να αποδειχθεί ότι η επιφάνεια κείται επι σφαίρας.

Λύση. Ας καλέσουµε a το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου A. Θεωρούµε µία πα-

ϱαµέτρηση (U, r,W ). Αν p ∈ W είναι τυχόν σηµείο, η κάθετος της επιφάνειας

σ᾿ αυτό είναι η ευθεία

ηp(t) = p+ tN(p), t ∈ R.

Εποµένως, υπάρχει κάποιο tp ∈ R, τέτοιο ώστε

p+ tpN(p) = a.

Ανάλογα ισχύουν και για τα υπόλοιπα σηµεία της W , οπότε η συνθήκη της

εκφώνησης περιγράφεται από την σχέση

(1) p+ λ(p)N(p) = a; p ∈ W,

όπου λ : W → R. Η συνάρτηση λ είναι διαφορίσιµη : Πράγµατι, αν «πολλα-

πλασιάσουµε εσωτερικά» την (1) µε N(p), έχουµε ότι

λ(p) =< p− a,N(p) >,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο, αφού το δεξιό µέλος έιναι σύνθεση της διαφο-

ϱίσιµης απεικόνισης

W ∋ p 7→ (p− a,N(p)) ∈ R
3 × R

3
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µε το εσωτερικο γιµόµενο < ,> : R3×R3 → R, που είναι επίσης διαφορίσιµη

απεικόνιση ως διγραµµική.

Επειδή p = r(q), q ∈ U , από την (1) παίρνουµε την ισοδύναµη σχέση

r(q) + (λ ◦ r)(q) · (N ◦ r)(q) = a; q ∈ U,

την οποίαν µπορούµε να παραγωγίσουµε µε τον συνήθη τρόπο (για συναρτή-

σεις µεταξύ ευκλειδείων χώρων). Εποµένως, χρησιµοποιώντας συµβολισµούς

ανάλογους πρός τους (3.3.5),βρίσκουµε:

−ru(q) =
∂(λ ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

∣

q

· (N ◦ r)(q) + (λ ◦ r)(q) · ∂(N ◦ r)
∂u

∣

∣

∣

∣

q

=
∂(λ ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

∣

q

·N(p) + λ(p) ·Nu(q),(2)

και, παρόµοια,

−rv(q) =
∂(λ ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

·N(p) + λ(p) ·Nv(q).(3)

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο των (2) και (3) µε το N(p), έχουµε:

− < ru(q), N(p) > =
∂(λ ◦ r)

∂u

∣

∣

∣

∣

q

< N(p), N(p) > +λ(p) < Nu(q), N(p) >,

− < rv(q), N(p) > =
∂(λ ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

< N(p), N(p) > +λ(p) < Nv(q), N(p) > .

Λαµβάνοντας τώρα υπ᾿ όψιν τις (3.3.8) και ότι N ⊥ Nu, Nv (από την πα-

ϱαγώγιση της (< N ◦ r,N ◦ r >= 1 ως προς u και v), οι παραπάνω σχέσεις

µετασχηµατίζονται στην

∂(λ ◦ r)
∂u

∣

∣

∣

∣

q

=
∂(λ ◦ r)

∂v

∣

∣

∣

∣

q

= 0,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι D(λ◦r)(q) = 0, ∀ q ∈ U , άρα η λ◦r είναι σταθερή στο

U , οπότε και η λ είναι σταθερή στο W . Λόγω της συνεκτικότητας της S, τελικά

η λ είναι σταθερή σ᾿ ολόκληρη την επιφάνεια, δηλαδή λ = c. Επανερχόµενοι

τώρα στην (1) έχουµε ότι

‖p − a‖ = |c| · ‖N(p)‖ = |c|; ∀ p ∈ S,

η οποία αποδεικνύει τον ισχυρισµό της άσκησης.
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΄Ασκηση 5. Να αποδειχθεί ότι σε κάθε σηµείο µιας γενέτειρας του κυλίνδρου

το εφαπτόµενο επίπεδο µένει σταθερό (ϐλ. επίσης και την ΄Ασκηση 15 του

Κεφαλαίου 2).

Λύση. ΄Οπως στις Ασκήσεις 1 και 2, και την ΄Ασκηση 15 του Κεφαλαίου 2,

ϑεωρούµε την παραµέτρηση του κυλίνδρου K

r(u, v) = (cos u, sinu, v), (u, v) ∈ (0, 2π) × R.

Θυµίζουµε µια γενέτειρα είναι το σύνολο των σηµείων

Γ = {r(uo, v) : v ∈ R},
για ένα σταθερό uo. Επειδή TpK ⊥ N(p), για να δείξουµε ότι το TpK παρα-

µένει σταθερό όταν το p = r(uo, v) διατρέχει το Γ, αρκεί να δείξουµε ότι N(p)
παραµένει σταθερό. Επειδή

ru(uo, v) = (− sinuo, cos uo, 0), rv(uo, v) = (0, 0, 1)

ϐρίσκουµε αµέσως ότι

N(p) = (cos uo, sinuo, 0),

που είναι ανεξάρτητο του v.

΄Ασκηση 6. ∆ίνεται η παραµέτρηση

r(u, b) = (g(u), h(u) cos v, h(u) sin v); (u, v) ∈ (a, b)× (0, 2π),

µε h(u) > 0, g′(u) 6= 0 και (g′(u))2 + (h′(u))2 = 1, ∀ u ∈ (a, b). Να

αποδειχθεί ότι όλες οι κάθετοι της επιφάνειας, που παράγεται από την r,
τέµνουν τον άξονα των x.

Λύση. Η παραγόµενη επιφάνεια είναι η επιφάνεια εκ περιστροφής, περι τον

άξονα των x, της καµπύλης (µοναδιαίας ταχύτητας) α(u) = (g(u), h(u), 0).
Κατά τα γνωστά, έχουµε:

ru =
(

g′(u), h′(u) cos v, h′(u) sin v
)

,

rv = (0,−h(u) sin v, h(u) cos v) ,

ru × rv =
(

h(u)h′(u),−g′(u)h(u) cos v,−g′(u)h(u) sin v
)

,

‖ru × rv‖2 = h(u)2 ⇒ ‖ru × rv‖ = h(u).

΄Αρα, το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα σε τυχόν σηµείο po = r(uo, vo) της επι-

ϕάνειας είναι το

N(po) =
1

h(uo)

(

h(uo)h
′(uo),−g′(uo)h(uo) cos vo,−g′(uo)h(uo) sin vo

)

=
(

h′(uo),−g′(uo) cos vo,−g′(uo) sin vo
)

.



3.7. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 169

Η κάθετη ευθεία στο σηµείο po είναι η ευθεία

ηpo(t) = po + tN(po) =
(

g(uo) + th′(uo),
(

h(uo)− g′(uo)t
)

cos vo,
(

h(uo)− g′(uo)t
)

sin vo
)

.

Παρατηρούµε ότι, για

t =
h(uo)

g′(uo)
,

παίρνουµε το σηµείο

(

g(uo) + h′(uo)
h(uo)

g′(uo)
, 0, 0

)

της κάθετης ευθείας, που ανήκει στον άξονα των x.

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί το εµβαδόν της σφαίρας µε κέντρο 0 και ακτίνα r.

Λύση. Εδώ ϑα χρησιµοποιήσουµε την παραµέτρηση µε γεωγραφικές συντε-

ταγµένες (U,χ,W ), όπου

χ : U = (0, 2π) × (−π/2, π/2) −→ R
3 :

(u, v) 7→ (r cos v cos u, r cos v sinu, r sin v).

u

v

x

y

z

p

N

Σχήµα 3.3
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Το W καλύπτει όλη την σφαίρα πλην ενός µεγίστου ηµικυκλίου. ΄Οπως ϕαίνε-

ται και στο προηγούµενο σχήµα, η παραπάνω παραµέτρηση αποτελεί παραµέ-

τρηση µιας επιφάνειας εκ περιστροφής, η οποία προκύπτει αν περιστρέψουµε

περί τον άξονα των z ένα ηµικύκλιο. Η γωνία u µετρά το γεωγραφικό µή-

κος, άρα προσδιορίζει τον µεσηµβρινό ενός τόπου, ενώ η γωνία v µετρά το

γεωγραφικό πλάτος, άρα προσδιορίζει το γεωγραφικό πλάτος του τόπου.

Η απόδειξη οτι η αναφερόµενη τριάδα (U,χ,W ) αποτελεί πραγµατικά µία

παραµέτρηση επιφανείας είναι στοιχειώδης.

Επειδή, όπως είπαµε, µε την παραπάνω παραµέτρηση καλύπτεται ολό-

κληρη η σφαίρα εκτός ενός µεγίστου ηµικυκλίου, του οποίου το εµβαδόν είναι

0, το εµβαδόν της σφαίρας συµπίπτει µε το εµβαδόν του W (ϐλ. και Παρα-

τηρήσεις 3.2.4). Για το τελευταίο, υπολογίζουµε τα ϑεµελιώδη µεγέθη 1ης

τάξης :

χu = (−r cos v sinu, r cos v cos u, 0),

χv = (−r sin v cos u,−r sin v sinu, r cos v),

E =< χu, χu >= r2 cos2 v,

F =< χu, χv >= 0,

G =< χv, χv >= r2,

οπότε προκύπτει ότι

A(S2) =

∫∫

U

√

EG− F 2 du dv =

∫∫

U

√
r4 cos2 v du dv

=

∫ π/2

−π/2

∫ 2π

0
r2 cos v du dv = r2

∫ π/2

−π/2

(∫ 2π

0
du

)

cos v dv

= 2πr2
∫ π/2

−π/2
cos v dv = 2πr2 sin v|π/2−π/2 = 4πr2.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. 1) ΄Οπως ϕάνηκε στην προτεινόµενη λύση, η παραµέτρηση

που χρησιµοποιήθηκε οδηγεί σε εύκολους υπολογισµούς, αφού δεν εµπλέκει

τους πολύπλοκους τύπους των στερεογραφικών προβολών ή των ηµισφαιρίων.

2) Θα µπορούσαµε επίσης να ϐρούµε το εµβαδόν, υπολογίζοντας, αντί των

ϑεµελιωδών µεγεθών, το ‖χu × χv‖ (ϐλ. Πρόταση 3.2.3).

΄Ασκηση 8. Να υπολογιστεί το εµβαδόν της σπείρας (torus) T (ϐλ. το Παρά-

δειγµα στο τέλος της Παραγράφου 2.4).

Λύση. Η απεικόνιση

χ(u, v) =
(

(a+ ρ cos v) cos u, (a+ ρ cos v) sinu, ρ sin v
)

,
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µε 0 < ρ < a και 0 < u , v < 2π, ορίζει µία παραµέτρηση που καλύπτει

την επιφάνεια της σπείρας πλην ενός συνόλου µηδενικού εµβαδού. Με το

σκεπτικό της προηγούµενης άσκησης, υπολογίζουµε τα µεγέθη :

χu =
(

− (a+ ρ cos v) sinu, (a+ ρ cos v) cos u, 0
)

,

χv = (−ρ sin v cos u,−ρ sin v sinu, ρ cos v),

E =< χu, χu >= (a+ ρ cos v)2,

F =< χu, χv >= 0,

G =< χv, χv >= ρ2,
√

EG− F 2 = ρ(a+ ρ cos v),

οπότε ϐρίσκουµε ότι

A(T ) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
ρ(a+ ρ cos v)du dv

=

∫ 2π

0

(∫ 2π

0
du

)

ρ(a+ ρ cos v) dv

= 2π

∫ 2π

0
ρ(a+ ρ cos v) dv =

= 2πρa

∫ 2π

0
dv + 2πρ2

∫ 2π

0
cos v dv =

= 4π2ρa+ 0 = 4π2ρa.

΄Ασκηση 9. Να υπολογιστεί το εµβαδόν του τµήµατος K του παραβολοειδούς

z = x2 + y2, το οποίον (τµήµα) καθορίζεται από τις συνθήκες x, y ≥ 0 και

z ∈ [0, 1].

Λύση. Ολόκληρη η επιφάνεια του δοθέντος παραβολοειδούς καλύπτεται από

την εικόνα της παραµέτρησης

χ(u, v) =
(

u, v, u2 + v2
)

, (u, v) ∈ R
2.

Για την παραµέτρηση αυτή έχουµε:

χu = (1, 0, 2u), χv = (0, 1, 2v),

E =< χu, χu >= 1 + 4u2,

F =< χu, χv >= 4uv

G =< χv, χv >= 1 + 4v2,

EG− F 2 = 1 + 4u2 + 4v2.
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Απ᾿ το άλλο µέρος,

D = χ−1(K) =
{

(u, v) ∈ R
2 : u, v ≥ 0, 0 ≤ u2 + v2 ≤ 1

}

,

δηλαδή το D είναι το πρώτο (άνω δεξιά) τεταρτηµόριο του µοναδιαίου δίσκου.

Εποµένως,

A(K) =

∫∫

D

√

EG− F 2 du dv =

∫∫

D

√

1 + 4u2 + 4v2 du dv.

Για να υπολογίσουµε το τελευταίο ολοκλήρωµα ϑα χρησιµοποιήσουµε πολικές

συντεταγµένες. ΄Ετσι ϑέτουµε

u = ρ cos θ, v = ρ sin θ, µε 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π/2,

οπότε

A(K) =

∫ 1

0

∫ π/2

0

√

1 + 4ρ2 cos2 θ + 4ρ2 sin2 θ
∂(u, v)

∂(ρ, θ)
dρ dθ

=

∫ 1

0

∫ π/2

0

√

1 + 4ρ2 ρ dρ dθ =

∫ 1

0

(

∫ π/2

0
dθ
)

√

1 + 4ρ2 ρ dρ

=
π

2

∫ 1

0

1

12

(

(

1 + 4ρ2
)3/2

)′
dρ =

π

24

(

1 + 4ρ2
)3/2

∣

∣

∣

1

0

=
π

24
(5
√
5− 1).

΄Ασκηση 10. ∆ίνεται µία κανονική επιφάνεια S και ένα σύστηµα συντεταγµέ-

νων
(

R2, χ, χ(R2)
)

αυτής, µε αντίστοιχα ϑεµελιώδη µεγέθη

E(u, v) = 1 + u2, F (u, v) = −uv, G(u, v) = 1 + v2; (u, v) ∈ R
2.

(i) Θεωρούµε την καµπύλη α(t) := χ(t, 2t). Να αποδειχθεί ότι, για to = 0, το

µήκος τόξου της α δίνεται από την ισότητα

s(t) =

∫ t

0

√

5 + 9w2 dw.

(ii) Αν D = {(u, v) ∈ R2 |u2 + v2 < 2}, να υπολογιστεί το εµβαδόν του χ(D).

(iii) Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζει η προηγούµενη καµπύλη α µε την

καµπύλη β(s) = χ(1, s).
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Λύση. (i) Η α γράφεται µονοσήµαντα ως α = χ ◦ ᾱ, όπου ᾱ = (u, v) επίπεδη

καµπύλη. Από την υπόθεση, ᾱ(t) = (u(t), v(t)) = (t, 2t). ΄Αρα

s(t) =

∫ t

0
‖α′(w)‖dw

=

∫ t

0

√

u′(w)2E(ᾱ(w)) + 2u′(w)v′(w)F (ᾱ(w)) + v′(w)2F (ᾱ(w)) dw

=

∫ t

0

√

1 ·E(w, 2w) + 2 · 1 · 2 · F (w, 2w) + 4 ·G(w, 2w) dw

=

∫ t

0

√

1 + w2 − 8w2 + 4 + 16w2 dw =

∫ t

0

√

5 + 9w2 dw.

(ii) Επειδή EG− F 2 = 1 + u2 + v2, έχουµε ότι

A (χ(D)) =

∫∫

D

√

EG− F 2 du dv =

∫∫

D

√

1 + u2 + v2 du dv.

΄Οπως στην προηγούµενη άσκηση, χρησιµοποιούµε πολικές συντεταγµένες.

Θέτοντας

u = ρ cos θ, v = ρ sin θ, µε 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π,

ϐρίσκουµε ότι

A (χ(D)) =

∫ 2π

0

∫ 2

0

√

1 + ρ2 cos2 θ + ρ2 sin2 θ
∂(u, v)

∂(ρ, θ)
dρ dθ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0
ρ
√

1 + ρ2 dρ dθ = π

∫ 2

0
2ρ
√

1 + ρ2 dρ

= π

∫ 2

0

2

3

(

(

1 + ρ2
)3/2

)′
dρ =

2π

3

(

1 + ρ2
)3/2

∣

∣

∣

2

0

=
2π

3
(5
√
5− 1).

(iii) Η β γράφεται επίσης µονοσήµαντα µε την µορφή β = χ ◦ β̄, όπου β̄
επίπεδη καµπύλη. Από την υπόθεση, ᾱ(s) = (1, s). Ας προσδιορίσουµε το

σηµείο p στο οποίο τέµνονται οι καµπύλες α και β. Θα πρέπει να υπάρχουν t
και s (στα πεδία ορισµού των α και β αντιστοίχως), τέτοια ώστε

p = α(t) = β(s) ⇔ χ(t, 2t) = χ(1, s)

⇔ (t, 2t) = (1, s)

⇔ t = 1 και s = 2,
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άρα

p = α(1) = β(2) = χ(1, 2)

Παρατηρούµε ότι

α′(t) = (χ ◦ ᾱ)′(t) = [Dχ(ᾱ(t))](ᾱ′(t))

= [Dχ(t, 2t)](1, 2) = [Dχ(t, 2t)](e1 + 2e2)

=
∂χ

∂u

∣

∣

∣

∣

(t,2t)

+ 2
∂χ

∂v

∣

∣

∣

∣

(t,2t)

= χu(t, 2t) + 2χv(t, 2t),

συνεπώς

‖α′(1)‖ = ‖χu(1, 2) + 2χv(1, 2)‖
=< χu(1, 2) + 2χv(1, 2), χu(1, 2) + 2χv(1, 2) >

1/2

=
(

< χu(1, 2), χu(1, 2) > +4 < χu(1, 2), χv(1, 2) > +

+ 4 < χv(1, 2), χv(1, 2) >
)1/2

=
(

E(1, 2) + 4F (1, 2) + 4G(1, 2)
)1/2

=
√
14.

Παρόµοια,για την καµπύλη β, έχουµε

β′(s) = (χ ◦ β̄)′(s) = [Dχ(β̄(s))](β̄′(s)) = [Dχ(1, s)](0, 1)

= [Dχ(1, s)](e2) =
∂χ

∂v

∣

∣

∣

∣

(1,s)

= χv(1, s),

οπότε

‖β′(2)‖ = ‖χv(1, 2)‖ =< χv(1, 2), χv(1, 2) >
1/2

= G(1, 2)1/2 =
√
5.

Επίσης,

< α′(1), β′(2) > =< χu(1, 2) + 2χv(1, 2), χv(1, 2) >

=< χu(1, 2), χv(1, 2) > + 2 < χv(1, 2), χv(1, 2) >

= F (1, 2) + 2G(1, 2) = −2 + 10 = 8.

΄Αρα, τελικά,

cos θ =
< α′(1), β′(2) >

‖α′(1)‖‖β′(2)‖ =
8√
14

√
5
=

8√
70

.



3.7. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 175

΄Ασκηση 11. Σε µια παραµέτρηση r είναι E = 1 και F = 0. Να αποδειχθεί ότι

οι v-παραµετρικές καµπύλες αποκόπτουν από τις u-παραµετρικές καµπύλες

ίσα τµήµατα.

Λύση. Θεωρούµε δύο v-παραµετρικές καµπύλες β1(t) = r(u1, t) και β2(t) =
r(u2, t), καθώς και την u-παραµετρική καµπύλη α(t) = r(t, vo). Επειδή η α
γράφεται µε την µορφή α = r ◦ (u, v), όπου u(t) = t και v(t) = vo, το µήκος

της α ανάµεσα στις β1 και β2 είναι το

L(α) =

∫ u2

u1

√

u′(t)2E + 2u′(t) v′(t)F + v′(t)2Gdt

=

∫ u2

u1

√
1 + 0 + 0 dt = u2 − u1,

που είναι σταθερό για όλες τις α. Στον παραπάνω τύπο εννοείται ότι

E = E(u(t), v(t)), F = F (u(t), v(t), G = G(u(t), v(t).

΄Ασκηση 12. Να αποδειχθεί ότι στην (µοναδιαία σφαίρα κέντρου 0) S2 η πρώτη

και η δεύτερη ϑεµελιώδεις µορφές συµπίπτουν.

Λύση. Η επιφάνεια S2 δέχεται τον ολικό προσανατολισµό N(p) = −p, p ∈ S2

(ϐλ. Παράδειγµα 3.1.3). Εδώ αξίζει να σηµειώσουµε ότι η επιλογή του αρ-

νητικού σηµείου γίνεται για να έχουµε µέση καµπυλότητα ϑετική. Εποµέ-

νως, ϑεωρώντας το N ως απεικόνιση µε τιµές επίσης στην S2, έχουµε ότι

−N = idS2 = idR3 |S2 . Οπότε (ϐλ. και ΄Ασκηση 23 του Κεφαλαίου 2)

−dpN = dpidS2 = idTpS2 ,

συνεπώς, για κάθε w ∈ TpS, είναι

IIp(w) =< −dpN(w), w >=< w,w >= Ip(w).

΄Ασκηση 13. Να ϐρεθούν η καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλότητα

της επιφάνειας της σφαίρας S(0, r) µε κέντρο 0 και ακτίνα r.

Λύση. Θα επιλύσουµε την άσκηση µε δύο τρόπους, προκειµένου να έχουµε

ένα πλήρες υπόδειγµα.

Κατ᾿ αρχάς, εργαζόµενοι όπως στην περίπτωση της µοναδιαίας σφαίρας µε

κέντρο 0, ϐλέπουµε ότι µπορούµε να παραµετρήσουµε το ϐόρειο ηµισφαίριο

µεσω της απεικόνισης

χ(u, v) = (u, v, w); (u, v) ∈ D(0, r),
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όπου, για ευκολία, έχουµε ϑέσει w =
√
r2 − u2 − v2. Ανάλογες παραµετρή-

σεις ορίζονται και για τα υπόλοιπα ηµισφαίρια. Εποµένως ϐρίσκουµε ότι

χu =
(

1, 0,− u

w

)

, χv =
(

0, 1,− v

w

)

,(1)

χv × χv =
1

w
(u, v, w), ‖χu × χv‖ =

r

w
.

Στο ηµισφαίριο αυτό επιλέγουµε τον προσανατολισµό

N(p) = − χu(q)× χv(q)

‖χu(q)× χv(q)‖
= −1

r
(u, v, w) = −1

r
p,

όπου p = (u, v, w), ο οποίος επεκτείνεται σ᾿ ολόκληρη την σφαίρα.

Για τον υπολογισµό των καµπυλοτήτων προχωρούµε τώρα ως εξής.

Α΄ τρόπος. Μέσω του πίνακα του διαφορικού:

Στο ϐόρειο ηµισφαίριο (παρόµοια και στα άλλα) έχουµε την σχέση

(N ◦ χ)(u, v) = −1

r
(u, v, w); (u, v) ∈ D(0, r),

από την οποίαν ϐρίσκουµε ότι, για κάθε q = (u, v) ∈ D(0, r),

Nu(q) = −1

r

(

1, 0,− u

w

)

= −1

r
χu(q),(2)

Nv(q) = −1

r

(

0, 1,− v

w

)

= −1

r
χv(q).(3)

Συνεπώς, για p = χ(q),

dpN(χu(q)) = Nu(q) = −1

r
χu(q) + 0χv(q),

dpN(χv(q)) = Nv(q) = 0χu(q)−
1

r
χv(q),

οπότε ο πίνακας του διαφορικού −dpN είναι

A =

(

1/r 0
0 1/r

)

που έχει ιδιοτιµές k1 = k2 = 1/r. Τις ίδιες τιµές ϐρίσκουµε για όλα τα σηµεία

p της σφαίρας. ΄Αρα

K = detA = k2k2 =
1

r2
,

H =
1

2
trA =

1

2
(k1 + k2) =

1

r
.
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Β΄ τρόπος. Μέσω των ϑεµελιωδών µεγεθών :

Επειδή έχουµε ήδη υπολογίσει τα µεγέθη χu, χv, Nu, Nv, µας συµφέρει να

χρησιµοποιήσουµε τους τύπους (3.4.4). ΄Αλλωστε, οι τύποι (3.4.9) απαιτούν

να παραγωγίσουµε τα χu, χv, πράγµα που (εδώ) είναι πολυπλοκότερο από

την παραγώγιση της N ◦ χ. Στην παρούσα περίπτωση, επίσης, δεν είναι

απαραίτητο να εκτελέσουµε και όλες τις πράξεις, λόγω των παραπάνω σχέσεων

(2) και (3). ΄Ετσι ϐρίσκουµε:

e = − < Nu, χu >= − < −1

r
χu, χu >=

1

r
E,

f = − < Nu, χv >= − < −1

r
χu, χv >=

1

r
F,

g = − < Nv, χv >= − < −1

r
χv, χv >=

1

r
G.

Εποµένως,

K =
eg − f2

EG− F 2
=

1

r2
EG− F 2

EG− F 2
=

1

r2
,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2r

EG− 2FF +GE

EG− F 2
=

1

r
.

΄Ασκηση 14. Να υπολογιστούν η καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλό-

τητα της σπείρας, (torus) T και να γίνει σχετική διερεύνηση της µεταβολής της

πρώτης.

Λύση. Θεωρούµε την συνήθη παραµέτρηση της σπείρας

χ(u, v) = ((a+ ρ cos v) cos u, (a+ ρ cos v) sin u, ρ sin v),

όπου 0 < ρ < a και 0 < u < 2π, 0 < v < 2π. Ηδη γνωρίζουµε (ϐλ. ΄Ασκηση

8) ότι

χu = (−(a+ ρ cos v) sinu, (a+ ρ cos v) cos u, 0),

χv = (−ρ sin v cos u,−ρ sin v sinu, ρ cos v),

E =< χu, χu >= (a+ ρ cos v)2,

F =< χu, χv >= 0,

G =< χv, χv >= ρ2.

Για να ϐρούµε το µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο, που ορίζεται από την

ανωτέρω παραµέτρηση, έχουµε

χu × χv =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
−(a+ ρ cos v) sinu (a+ ρ cos v) cos u 0

−ρ sin v cos u −ρ sin v sinu ρ cos v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
(

ρ(a+ ρ cos v) cos u cos v , ρ(a+ ρ cos v) sin u sin v , ρ(a+ ρ cos v) sin v
)

,
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και

‖χu × χv‖ = ρ(a+ ρ cos v),

οπότε

N ◦ χ =
χu × χv

‖χu × χv‖
= (cos u cos v, sin u cos v, sin v).

Υπολογίζοντας τώρα τις µερικές παραγώγους των χu, χv, παίρνουµε

χuu =
(

− (a+ ρ cos v) cos u,−(a+ ρ cos v) sinu, 0
)

,

χuv = (ρ sin v sinu,−ρ sin v cos u, 0),

χvv = (−ρ cos v cosu,−ρ cos v sinu,−ρ sin v).

Συνεπώς,

e =< N ◦ χ, χuu >= −(a+ ρ cos v) cos v,

f =< N ◦ χ, χuv >= 0,

g =< N ◦ χ, χvv >= −ρ.

΄Αρα

K =
eg − f2

EG− F 2
=

cos v

ρ(a+ ρ cos v)
,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
= − a+ 2ρ cos v

2ρ(a+ ρ cos v)
.

Ας δούµε την µεταβολή της καµπυλότητας K σε σχέση µε την µεταβολή του

v ∈ (0, 2π). Κρατώντας το v = π
2 σταθερό, διαγράφουµε τον "επάνω" οριζόντιο

κύκλο της σπείρας, ενώ για v = 3π
2 , διαγράφουµε τον "κάτω" οριζόντιο κύκλο.

Σε όλα τα σηµεία των δύο αυτών κύκλων είναι cos v = 0 και K = 0.

Για 0 < v < π
2 και για 3π

2 < v < 2π, έχουµε cos v > 0, άρα K > 0. Το

ηµικύκλιο µε cos v > 0 είναι το εξωτερικό µέρος της σπείρας. Αντιστοίχως

το ηµικύκλιο µε π
2 < v < 3π

2
, και cos v < 0, οπότε K < 0, διαγράφει το

εσωτερικό µέρος της σπείρας.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω ότι για µία παραµέτρηση επιφάνειας r είναι F = f = 0.

Να ϐρεθούν οι κύριες καµπυλοτητες της επιφάνειας ως προς την r.

Λύση. Η καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλότητα δίνονται τώρα από τις

αντίστοιχες σχέσεις

K =
eg

EG
, H =

1

2

eG+ gE

EG
,
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στις οποίες έχουµε παραλείψει την µεταβλητή p. Αντικαθιστώντας τις προη-

γούµενες εκφράσεις στην εξίσωση

x2 − 2Hx+K = 0

παίρνουµε την

x2 −
( e

E
+

g

G

)

x+
e

E
· g
G

= 0,

από την οποίαν προκύπτουν οι κύριες καµπυλότητες

k1 =
e

E
και k2 =

g

G
.

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθούν η καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλότητα

του γραφήµατος Γh µιας διαφορίσιµης απεικόνισης h : U → R, όπου U ⊆ R2

ανοιχτό.

Λύση. Το Γh καλύπτεται από την µοναδική παραµέτρηση (ϐλ. Παράδειγµα 4

της Παραγράφου 2.2 και την ΄Ασκηση 19 του Κεφαλαίου 2)

χ(u, v) = (u, v, h(u, v)), (u, v) ∈ U.

Εποµένως ϐρίσκουµε:

χu = (1, 0, hu), χv = (0, 1, hv),

E = 1 + h2u, F = huhv , G = 1 + h2v ,

χu × χv = (−hu,−hv , 1),

‖χu × χv‖ =
√

h2u + h2v + 1,

N(χ(u, v)) =
1

√

1 + h2u + h2v
(−hu,−hv , 1).

Επειδή η παραγώγιση του N ◦ χ είναι αρκετά περίπλοκη, εδώ µας συµφέρει

να χρησιµοποιήσουµε τους τύπους (3.4.9) για τον υπολογισµό των ϑεµελιωδών

µεγεθών 2ης τάξης.

΄Ετσι έχουµε:

χuu = (0, 0, huu), χuv = (0, 0, huv), χvv = (0, 0, hvv),

[χuχvχuu] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 hu
0 1 hv
0 0 huu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= huu,
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[χuχvχuv] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 hu
0 1 hv
0 0 huv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= huv,

[χuχvχvv] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 hu
0 1 hv
0 0 hvv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= hvv ,

οπότε

e =
huu

√

1 + h2u + h2v
, f =

huv
√

1 + h2u + h2v
, g =

hvv
√

1 + h2u + h2v
.

Στοιχειώδεις υπολογισµοί δίνουν τώρα ότι

K =
huuhvv − h2uv
(1 + h2u + h2v)

2
,

H =
(1 + h2v)huu − 2h2uv + (1 + h2u)hvv

2(1 + h2u + h2v)
3/2

.

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε την επιφάνεια S που παράγεται από την περιστροφή,

περι τον άξονα των z και κατά γωνία v ∈ (0, 2π), της καµπύλης µοναδιαίας

ταχύτητας γ(u) = (a(u), 0, b(u)) µε a(u) > 0 και u ∈ (−ǫ, ǫ). Να ϐρεθεί η

καµπυλότητα Gauss, η µέση καµπυλότητα, καθώς και οι κύριες καµπυλότη-

τες της S.

Λύση. Η άσκηση περιέχει στοιχειώδεις υπολογισµούς "ϱουτίνας", όπως και

σε προηγούµενες παρόµοιες, γι᾿ αυτό και παραλείπουµε τις λεπτοµέρειες των

υπολογισµών.

Θεωρούµε την παραµέτρηση

r(u, v) = (a(u) cos v, a(u) sin v, b(u)); (u, v) ∈ (−ǫ, ǫ)× (0, 2π),

οπότε, σε τυχόν q = (u, v) είναι :

ru(q) =
(

a′(u) cos v, a′(u) sin v, b′(u)
)

,

rv(q) = (−a(u) sin v, a(u) cos v, 0),

ruu(q) =
(

a′′(u) cos v, a′′(u) sin v, b′′(u)
)

,

ruv(q) =
(

−a′(u) sin v, a′(u) cos v, 0
)

,

rvv(q) = (−a(u) cos v,−a(u) sin v, 0) ,

ru(q)× rv(q) =
(

−a(u)b′(u) cos v,−a(u)b′(u) sin v, a(u)a′(u)
)

‖ru(q)× rv(q)‖ = a(u)

E = 1, F = 0, G = a2,

e = a′b′′ − a′′b′, f = 0, g = ab′.
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει συστηµατικά την σχέση a′(u)2 + b′(u)2 = 1, η

οποία προκύπτει από την υπόθεση ότι η γ είναι µοναδιαίας ταχύτητας.

Η καµπυλότητα Gauss τώρα δίνεται από την σχέση

K =
eg

EG
=

(a′b′′ − a′′b′)b′

a
.

Παραγωγίζοντας την a′(u)2 + b′(u)2 = 1, ϐρίσκουµε ότι a′a′′ + b′b′′ = 0,

εποµένως η προηγούµενη έκφραση της καµπυλότητας µετασχηµατίζεται στην

K =
eg

EG
=

(a′b′′ − a′′b′)b′

a
= −a′′

(

a′(u)2 + b′(u)2
)

a
= −a′′

a
.

Ανάλογα, η µέση καµπυλότητα, είναι

H =
1

2

[

b′

a
+ (a′b′′ − a′′b′)

]

.

Τέλος, επειδή f = F = 0, µπορούµε να εφαρµόσουµε την ΄Ασκηση 15,

ϐάσει της οποίας οι κύριες καµπυλότητες είναι οι

k1 = a′b′′ − a′′b′, k2 =
b′

a
.

΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί η κάθετη καµπυλότητα kn(w) στην κατεύθυνση του

διανύσµατος w ∈ TpS, αν το w δεν είναι µοναδιαίο.

Λύση. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να γράψουµε ότι w = β′(0), όπου

β : (−ǫ, ǫ) → S είναι µία διαφορίσιµη καµπύλη, όχι αναγκαία µοναδιαίας

ταχύτητας, µε β(0) = p.

΄Οπως και στην περίπτωση του µοναδιαίου διανύσµατος (ϐλ. Παράγραφο

2.6), ϑα είναι

kn(w) = k(0) · cos θ; θ = ∡(n(0), N(p)),

όπου τώρα k(0) και n(0) είναι αντιστοίχως η καµπυλότητα και το πρώτο κά-

ϑετο διάνυσµα της β στο β(0) = p. Επίσης, µε την ίδια συλλογιστική της

περίπτωσης του µοναδιαίου διανύσµατος, ισχύει και η σχέση

< N(β(t)), T (t) >= 0, µε T (t) =
β′(t)

‖β′(t)‖
.

Η παραγώγιση του παραπάνω εσωτερικού γινοµενου (στο σηµείο 0), µαζί

µε τον ορισµό του διαφορικού του N , δίνει ότι

< (N ◦ β)′(0)), T (0) > + < (N ◦ β)(0)), T ′(0) >= 0

⇒ < (N ◦ β)′(0)), T (0) > + < (N(p), T ′(0) >= 0

⇒ < dpN(w), T (0) > + < (N(p), T ′(0) >= 0.
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Εποµένως, εφαρµόζοντας τους γενικευµένους τύπους Frenet­Serret και τους

ορισµούς των ϑεµελιωδών µορφών, έχουµε:

kn(w) = k(0) · cos θ = k(0) < N(p), n(0) >

=< N(p), k(0)n(0) >=
〈

N(p),
T ′(0)

v

〉

( : v = ‖β′(0)‖)

=
1

v
< N(p), T ′(0) >=

1

v

〈

− dpN(w),
β′(0)

‖β′(0)‖
〉

=
1

v2
< −dpN(w), w >=

1

‖w‖2 IIp(w) =
IIp(w)

Ip(w)
,

δηλαδή καταλήγουµε στη σχέση

kn(w) =
1

‖w‖2 IIp(w) =
IIp(w)

Ip(w)
.

◮ Στις επόµενες ασκήσεις, για ευκολία, χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο

συµβολισµό για τον τελεστή στο σηµείο p:

Σp = −dpN.

΄Ασκηση 19. ∆ίνεται η παραµέτρηση µιας επιφάνειας (U, r,W ) και τα σηµεία

q ∈ U , p = r(q). Αν F ≡ 0, να αποδειχθούν οι σχέσεις :

Σp(ru) =
e

E
ru +

f

G
rv,

Σp(rv) =
f

E
ru +

g

G
rv,

όπου σε όλες τις εµφανιζόµενες συναρτήσεις έχουν παραλειφθεί τα αντίστοιχα

q και p.

Λύση. Ακολουθώντας την διαδικασία της Παραγράφου 3.5, ϑέτουµε:

−Nu = Σp(ru) = a11ru + a21rv,(1)

−Nv = Σp(rv) = a12ru + a22rv.(2)

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο των (1) και (2) διαδοχικά µε ru και rv,
έχουµε ότι

< −Nu, ru > = a11 < ru, ru > +a21 < rv, ru >

⇒ e = a11E + a21F = a11E,
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< −Nu, rv > = a11 < ru, rv > +a21 < rv, rv >

⇒ f = a11F + a21G = a21G,

< −Nv, ru > = a12 < ru, ru > +a22 < rv, ru >

⇒ f = a12E + a22F = a12E,

< −Nv, rv > = a12 < ru, rv > +a22 < rv, rv >

⇒ g = a12F + a22G = a22G,

εποµένως

a11 =
e

E
, a21 =

f

G
, a12 =

f

E
, a22 =

g

G
,

µε τις οποίες καταλήγουµε στις Ϲητούµενες σχέσεις.

΄Ασκηση 20. ∆ίνεται µία κανονική επιφάνεια S και ο εφαπτόµενος χώρος της

TpS στο p ∈ S. Αν υποθέσουµε ότι w1, w2 ∈ TpS είναι γραµµικώς ανεξάρτητα

διανύσµατα, τότε ισχύουν οι σχέσεις

Σp(w1)× Σp(w2) = K(p)(w1 × w2),(1)

Σp(w1)× w2 + w1 × Σp(w2) = 2H(p)(w1 × w2).(2)

Λύση. Σύµφωνα µε την υπόθεση, τα w1, w2 αποτελούν ϐάση του TpS, οπότε

µπορούµε να γράψουµε ότι

Σp(w1) = λ1w1 + µ1w2, Σp(w2) = λ2w1 + µ2w2,

οπότε ο πίνακας του Σp (ως προς την προηγούµενη ϐάση) είναι ο

B =

(

λ1 λ2

µ1 µ2

)

.

Εποµένως,

K(p) = det(Σp) = det(B) = λ1µ2 − λ2µ1,

H(p) =
1

2
tr(Σp) =

1

2
tr(B) =

1

2
(λ1 + µ2),

οπότε

Σp(w1)× Σp(w2) = (λ1w1 + µ1w2)× (λ2w1 + µ2w2)

= λ1λ2(w1 × w1) + λ1µ2(w1 × w2)

+ λ2µ1(w2 ×w1) + µ1µ2(w2 × w2)

= (λ1µ2 − λ2µ1)(w1 × w2)

= K(p)(w1 × w2).
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Ανάλογα έχουµε ότι

Σp(w1)× w2 + w1 × Σp(w2) =

= (λ1w1 + µ1w2)×w2 + w1 × (λ2w1 + µ2w2) =

= (λ1 + µ2)(w1 × w2) = 2H(p)(w1 × w2).

΄Ασκηση 21. Θεωρώντας γνωστή την ταυτότητα Lagrange

(a× b)·(c× d) =

∣

∣

∣

∣

∣

a·c a·d

b·c b·d

∣

∣

∣

∣

∣

; a, b, c, d ∈ R
3,

να επιλυθούν οι (1) και (2) της προηγούµενης άσκησης, ως προς K(p) και

H(p) αντιστοίχως.

• Στην παραπάνω σχέση, για ευκολία, έχουµε συµβολίσει µε "·" το εσωτερικό

γινόµενο, δηλαδή γράφουµε a·c :=< a, c > κλπ.

Λύση. Επειδή w1, w2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, w1 ×w2 6= 0. Πολλαπλα-

σιάζοντας εσωτερικά και τα δύο µέλη της (1) µε w1 × w2, έχουµε ότι

(

Σp(w1)× Σp(w2)
)

·(w1 × w2) = K(p)(w1 × w2)·(w1 × w2).

΄Αρα, εφαρµόζοντας την ταυτότητα Lagrange και στα δύο µέλη της προηγού-

µενης, ϐρίσκουµε ότι

∣

∣

∣

∣

∣

Σp(w1)·w1 Σp(w1)·w2

Σp(w2)·w1 Σp(w2)·w2

∣

∣

∣

∣

∣

= K(p)

∣

∣

∣

∣

∣

w1·w1 w1·w2

w2·w1 w2·w2

∣

∣

∣

∣

∣

,

οπότε

K(p) =

∣

∣

∣

∣

∣

Σp(w1)·w1 Σp(w1)·w2

Σp(w2)·w1 Σp(w2)·w2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w1·w1 w1·w2

w2·w1 w2·w2

∣

∣

∣

∣

∣

.

Με ανάλογο τρόπο, από την (2) προκύπτει ότι

H(p) =
1

2

∣

∣

∣

∣

∣

Σp(w1)·w1 Σp(w1)·w2

w2·w1 w2·w2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

w1·w1 w1·w2

Σp(w2)·w1 ΣpS(w2)·w2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

w1·w1 w1·w2

w2·w1 w2·w2

∣

∣

∣

∣

∣

.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Για w1 = ru(q) και w2 = rv(q), οι προηγούµενοι τύποι,

µέσω της (3.3.6) και των ορισµών των ϑεµελιωδών µεγεθών 1ης και 2ης τάξης,

οδηγούν στους τύπους καµπυλοτήτων (3.5.3) και (3.5.4).

΄Ασκηση 22. Με τους συµβολισµούς των προηγουµένων ασκήσεων, να δειχθεί

ότι, για κάθε w = λru(q) + µrv(q) ∈ TpS, ισχύει η σχέση

Σp(w)× w = 0 ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ2 −λµ λ2

E F G
e f g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Λύση. Πρώτα παρατηρούµε ότι ισχύει η ισοδυναµία

(Ι) Σp(w) × w = 0 ⇔ (Σp(w)× w)·(ru × rv) = 0,

όπου, για ευκολία, παραλείπουµε το q = r−1(p) στις ποσότητες του εξωτερικού

γινοµένου.

Πράγµατικά, η κατεύθυνση ⇒ είναι προφανής. Αντιστρόφως, επειδή

w, Σp(w) ∈ TpS, το διάνυσµα Σp(w) × w είναι κάθετο στο επίπεδο που ϐρί-

σκονται τα w, Σp(w), άρα είναι κάθετο στο επίπεδο των ru, rv. Αλλά στο ίδιο

επίπεδο είναι κάθετο και το ru × rv. Εποµένως, Σp(w)×w = λ(ru × rv), άρα

η σχέση (Σp(w)×w)·(ru × rv) = 0 συνεπάγεται ότι λ(ru × rv)·(ru × rv) = 0,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι λ = 0 και Σp(w)× w = 0.

Εφαρµόζοντας τώρα την ταυτότητα Lagrange στο δεύτερο µέλος της ισοδυ-

ναµίας (Ι), ϐρίσκουµε ότι

(ΙΙ)

∣

∣

∣

∣

∣

Σp(w)·ru Σp(w)·rv

w·ru w·rv

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Αλλά

Σp(w)·ru = (λΣp(ru) + µΣp(rv)) ·ru

= λ < −dpN(ru), ru > +µ < −dpN(rv), ru >

= λe+ µf,

και παρόµοια

Σp(w)·rv = (λΣp(ru) + µΣp(rv)) ·rv = λf + µg.

Επίσης,

w·ru = (λru + µrv)·ru

= λ < ru, ru > +µ < ru, rv >

= λE + µF,
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και

w·rv = (λru + µrv)·rv = λF + µG.

Αντικαθιστώντας τις προηγούµενες στην (ΙΙ), έχουµε τελικά ότι

Σp(w) × w = 0 ⇔
∣

∣

∣

∣

∣

λe+ µf λf + µg

λE + µF λF + µG

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ λ2

∣

∣

∣

∣

e f
E F

∣

∣

∣

∣

+ λµ

∣

∣

∣

∣

e g
E G

∣

∣

∣

∣

+ µ2

∣

∣

∣

∣

f g
F G

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔ λ2

∣

∣

∣

∣

E F
e f

∣

∣

∣

∣

+ λµ

∣

∣

∣

∣

E G
e g

∣

∣

∣

∣

+ µ2

∣

∣

∣

∣

F G
f g

∣

∣

∣

∣

= 0

⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ2 −λµ λ2

E F G
e f g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

΄Ασκηση 23 ΄Ενα µη µηδενικό διάνυσµα w ∈ TpS καλείται κύριο διάνυσµα

του τελεστή σχήµατος Σp = −dpN , αν Σp(w) = λw, για ένα λ ∈ R∗, δηλαδή

το w είναι ιδιοδιάνυσµα του Σp. Να αποδειχθεί ότι

το w είναι κύριο διάνυσµα ⇔ Σp(w)× w = 0.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι Σ(w) × w = 0 τότε και µόνον τότε αν τα διανύσµατα

Σp(w), w είναι γραµµικώς εξηρτηµένα, δηλαδή υπάρχει λ ∈ R∗, έτσι ώστε

Σp(w) = λw, άρα το w είναι κύριο διάνυσµα.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. 1) Ανw = λru+µrv, τότε, σύµφωνα και µε την προηγούµενη

άσκηση,

το w είναι κύριο διάνυσµα ⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ2 −λµ λ2

E F G
e f g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

2) Τα κύρια διανύσµατα ορίζουν, προφανώς, αντίστοιχες κύριες κατευθύνσεις.

΄Ασκηση 24 Υποθέτουµε ότι f : S → S̄ είναι µία αµφιδιαφόριση µεταξύ δύο

κανονικών επιφανειών, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη

(1) < dpf(w1), dpf(w2) >f(p)=< w1, w2 >p ,

για κάθε p ∈ S και κάθε w1, w2 ∈ TpS. Να αποδειχθούν τα επόµενα :

α) Αν (U, r,W ) είναι µία παραµέτρηση της S, τότε και η (U, f ◦ r, f(W ))
είναι παραµέτρηση της S̄.
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ϐ) Η (1) ισοδυναµεί µε την

(2) If(p)(dpf(w)) = Ip(w),

για κάθε p ∈ S και w ∈ TpS.

γ) Αν E, F, G και Ē, F̄ , Ḡ είναι τα ϑεµελιώδη µεγέθη 1ης τάξης, ως προς

τις παραµετρήσεις (U, r,W ) και (U, f ◦ r, f(W )) των S και S̄ αντιστοίχως, τότε

Ē = E, F̄ = F, Ḡ = G.

Λύση. Η απόδειξη του ερωτήµατος α) είναι άµεση, επειδή η f είναι αµφιδια-

ϕόριση (άρα και οµοιοµορφισµός).

ϐ) Η συνεπαγωγή (1) ⇒ (2) είναι προφανής. Αντιστρόφως, επειδή το

εσωτερικό γινόµενο ικανοποιεί την γενική σχέση

< a+ b, a+ b > − < a, a > − < b, b >= 2 < a, b >,

η (2) συνεπάγεται ότι

2 < w1, w2 > = Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)

= If(p)
(

dpf(w1 + w2)
)

− If(p)
(

dpf(w1)
)

− If(p)
(

dpf(w2)
)

= If(p)
(

dpf(w1) + dpf(w2)
)

− If(p)
(

dpf(w1)
)

− If(p)
(

dpf(w2)
)

= 2 < dpf(w1), dpf(w2) >,

απ᾿ όπου προκύπτει η (1).

γ) Ας ϑέσουµε, για ευκολία, r̄ = f ◦ r. Τότε, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 27

του Κεφαλαίου 2,

r̄u(q) =
∂r̄

∂u

∣

∣

∣

q
=

∂(f ◦ r)
∂u

∣

∣

∣

q
= dpf(ru(q)), ∀ q ∈ U.

Συνεπώς, για κάθε q ∈ U , έχουµε ότι

Ē(q) =< r̄u, r̄u >f(p)

=< dpf(ru), dpf(ru) >f(p)

=< ru, ru >p= E(q),

δηλαδή Ē = E. Ανάλογα αποδεικνύονται και οι σχέσεις των υπολοίπων ϑεµε-

λιωδών µεγεθών 1ης τάξης.





Παράρτηµα Α΄

∆ιαφορικός Λογισµός

Υπενθυµίζουµε εδώ µερικά ϐασικά συµπεράσµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού,

τα οποία είναι χρήσιµα στις Σηµειώσεις αυτές.

Α΄. 1 Ορισµός. Θεωρούµε ένα U ⊂ Rm ανοιχτό, a ∈ U και µία απεικόνιση

f : U → Rn. Λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο a, ή ότι η f παραγωγίζεται

στο a, αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση Df(a) : Rm → Rn [δηλαδή Df(a) ∈
L(Rm,Rn)], έτσι ώστε

(Α. 1) lim
h→0

‖f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)‖
‖h‖ = 0.

Η γραµµική απεικόνιση Df(a) λέγεται διαφορικό της f στο σηµείο a.

Στον αριθµητή του παραπάνω πηλίκου εµφανίζεται η νόρµα του Rn, ενώ

στον παρονοµαστή αυτή του Rm.

Η σχέση (Α. 1) είναι ισοδύναµη µε τη σχέση

(Α. 2) lim
h→0

f(a+ h)− f(a)−Df(a)(h)

‖h‖ = 0,

αλλά η νόρµα του παρονοµαστή δεν µπορεί να παραλειφθεί, για m ≥ 2.

Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουµε ότι ο προηγούµενος ορισµός έχει έννοια

για οποιουσδήποτε χώρους µε νόρµα, και όχι µόνο για ευκλείδειους.

Α΄. 2 Εφαρµογή. Ας υποθέσουµε ότι f : I → R, όπου I είναι ένα ανοιχτό

διάστηµα του R, και έστω ότι η f παραγωγίζεται σε ένα to. Τότε, επειδή το

189
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διαφορικό της f στο to
Df(to) : R −→ R,

είναι γραµµική απεικόνιση, ικανοποιεί τη σχέση

Df(to)(t) = tDf(to)(1) , ∀ t ∈ R.

Οπότε, από τον ορισµό της διαφορίσιµης συνάρτησης, έχουµε ότι

lim
t→0

|f(to + t)− f(to)− tDf(to)(1)|
|t| = 0.

ή, ισοδύναµα,

lim
t→0

f(to + t)− f(to)

t
= Df(to)(1).

Εποµένως, σ᾿ αυτήν την περίπτωση είναι

(Α. 3) f ′(to) = Df(to)(1),

όπου στο πρώτο µέλος έχουµε τη συνήθη παράγωγο µιάς πραγµατικής συνάρ-

τησης µε πραγµατική µεταβλητή. Επιπλέον, ισχύει η σχέση

(Α. 4) Df(to)(t) = t · f ′(to) , ∀ t ∈ R.

Αν η f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U , όπου το U είναι

ανοιχτό, τα επόµενα τρία συµπεράσµατα είναι άµεσα :

Α΄. 3 Πρόταση. Το διαφορικό της f στο a είναι µονοσήµαντα ορισµένο.

Α΄. 4 Πρόταση. Η f είναι συνεχής στο a.

Α΄. 5 Πρόταση. Ο περιορισµός της f σε κάθε ανοιχτό V ⊂ U µε x ∈ V είναι

διαφορίσιµη απεικόνιση στο x και D(f |V )(x) = Df(x).

Α΄. 6 Ορισµός. Αν U ⊂ Rm ανοιχτό και f : U → Rn, τότε η f λέγεται διαφο-

ϱίσιµη στο U , αν είναι διαφορίσιµη σε κάθε σηµείο x ∈ U .

Οι τρεις προτάσεις που ακολουθούν εξασφαλίζουν την διαφορισιµότητα

ορισµένων απλών απεικονίσεων :

Α΄. 7 Πρόταση. Αν U ⊂ Rm ανοιχτό και f : U → Rn σταθερή, τότε η f είναι

διαφορίσιµη στο U , και Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U . Αντιστρόφως, αν για

µία διαφορίσιµη f : U → Rm είναι Df(x) = 0, για κάθε x ∈ U , τότε η f
είναι σταθερή σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του U . Ιδιαιτέρως, αν το U είναι

συνεκτικό σύνολο, τότε η f είναι σταθερή σε ολόκληρο το U .
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Α΄. 8 Πρόταση. Αν η f : Rm → Rn είναι γραµµική απεικόνιση, δηλαδή f ∈
L(Rm,Rn), τότε η f είναι διαφορίσιµη και

(Α. 5) Df(x) = f,

για κάθε x ∈ Rm.

Α΄. 9 Πρόταση. Αν η f : Rm1 × · · · × Rmk → Rn είναι k-πλειογραµµική απ-

εικόνιση, δηλαδή είναι γραµµική ως προς κάθε µεταβλητή, οπότε γράφουµε

ότι

f ∈ Lk(R
m1 , · · · ,Rmk ;Rn),

τότε η f είναι διαφορίσιµη και

Df(x)(h) = f(h1, x2, . . . , xk) + f(x1, h2, x3, . . . , xk) + · · ·
+f(x1, . . . , xk−2, hk−1, xk) + f(x1, . . . , xk−1, hk),

για κάθε x = (x1, x2, . . . , xk), h = (h1, h2, . . . , hk) ∈ Rm1 × · · · × Rmk .

Α΄. 10 Πόρισµα. ( i) Κάθε εσωτερικό γινόµενο

< , > : R
m × R

m −→ R

είναι διαφορίσιµο, ως διγραµµική απεικόνιση, και

(Α. 6) [D < , > (x, y)](h, k) =< h, y > + < x, k >,

για κάθε x, y, h, k ∈ Rm.

( ii) Το εξωτερικό γινόµενο

× : R3 × R
3 −→ R

3

είναι διαφορίσιµο, ως διγραµµική απεικόνιση, και

(Α. 7) [D × (x, y)](h, k) = h× y + x× k,

για κάθε x, y, h, k ∈ R3.

( iii) Η εκτιµήτρια απεικόνιση

ev : L(Rm,Rn)× R
m −→ R

n : (f, x) 7→ ev(f, x) := f(x)

είναι διαφορίσιµη, ως διγραµµική, και

(Α. 8) [Dev(fo, xo)](f, x) = f(xo) + fo(x),

για κάθε xo, x ∈ Rm και fo, f ∈ L(Rm,Rn).
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( iv) Η σύνθεση

co : L(Rm,Rn)× L(Rn,Rp) −→ L(Rm,Rp) : (f, g) 7→ co(f, g) := g ◦ f

είναι διαφορίσιµη, ως διγραµµική απεικόνιση, και

(Α. 9) [Dco(fo, go)](f, g) = go ◦ f + g ◦ fo,

για κάθε fo, f ∈ L(Rm,Rn) και go, g ∈ L(Rn,Rp).

Σε σχέση µε τη σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων, ισχύει το επόµενο

Α΄. 11 Θεώρηµα (Κανόνας της Αλυσσίδας). Υποθέτουµε ότι f : U ⊂ Rm →
Rn και g : V ⊂ Rn → Rk είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις στα σηµεία a ∈ U και

f(a) ∈ V αντιστοίχως, και f(U) ⊂ V . Τότε και η σύνθεση g ◦ f : U → Rk είναι

διαφορίσιµη στο a και

D(g ◦ f)(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a).

Οι επόµενες τρεις προτάσεις αφορούν σε απεικονίσεις που ορίζονται ή

παίρνουν τιµές σε καρτεσιανά γινόµενα ευκλείδειων χώρων.

Α΄. 12 Πρόταση. Αν f : U ⊂ Rn → Rm και ϑέσουµε fi := ui ◦ f , όπου

ui : R
n → R είναι η i-προβολή (δηλαδή ui(x1, . . . , xn) = xi), τότε η f είναι

διαφορίσιµη στο a ∈ U εάν και µόνον εάν fi είναι διαφορίσιµη στο a, για κάθε

i = 1, . . . ,m. Στην περίπτωση αυτή είναι

Df(a) =
(

Df1(a), . . . ,Dfm(a)
)

.

Ιδιαιτέρως, αν U = I ⊂ R, από την f ′(a) = Df(a)(1), προκύπτει ότι

f ′(a) =
(

f ′
1(a), f

′
2(a), . . . , f

′
n(a)

)

.

Α΄. 13 Πρόταση. Οι απεικονίσεις f : U ⊂ Rn → Rm και g : V ⊂ Rp → Rq

είναι διαφορίσιµες στα σηµεία a ∈ U και b ∈ V , αντιστοίχως, αν και µόνον αν η

απεικόνιση

f × g : U × V −→ R
n ×R

q : (x, y) 7→ (f(x), g(y))

είναι διαφορίσιµη στο (a, b). Στην περίπτωση αυτή είναι

D(f × g)(a, b) = Df(a)×Dg(b).



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α΄. ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 193

΄Εστω ένα σύνολο της µορφής U × V , όπου U ⊆ Rm, V ⊆ Rn ανοιχτά,

a ∈ U και b ∈ V . Θεωρούµε µίαν απεικόνιση f : Rm × Rn → Rp. Οι

απεικονίσεις

fa : R
n −→ Rp : v 7→ fa(v) := f(a, v)

fb : R
m −→ Rp : u 7→ fb(u) := f(u, b)

ονοµάζονται µερικές απεικονίσεις της f στο (a, b). Ισχύει το επόµενο

Α΄. 14 Θεώρηµα Αν µία f , όπως προηγουµένως, είναι διαφορίσιµη στο (a, b) ∈
U × V , δηλ. υπάρχει η Df(a, b) ∈ L(Rm × Rn,Rp) τότε οι fa και fb είναι

διαφορίσιµες στα b και a, αντιστοίχως, και ισχύει ο τύπος του Leibniz:

Df(a, b)(h, k) = Dfa(b)(k) +Dfb(a)(h),

για κάθε (h, k) ∈ Rm × Rn.

Α΄. 15 Ορισµός. ΄Εστω f = (f1, . . . , fn) : U ⊆ Rm → Rn διαφορίσιµη απει-

κόνιση στο a ∈ U , δηλ. υπάρχει η Df(a) ∈ L(Rm,Rn). Η προηγούµενη

γραµµική απεικόνιση ταυτίζεται µε ένα πίνακα (aij) ∈ Mm×n(R), µέσω της

σχέσης

(Α. 10) aij := prj(Df(a)(ei)) = D(prj ◦ f)(a)(ei) = Dfj(a)(ei).

Ο ανάστροφος του πίνακα (Α. 10) λέγεται πίνακας Jacobi ή Ιακωβιανός

πίνακας της f στο a, και συµβολίζεται µε Jaf (ϐλ. και τη σχέση (Α. 14)

παρακάτω). ΄Οπως ϐλέπει κανείς από την προηγούµενη κατασκευή,

ο Jaf είναι ακριβώς ο πίνακας που αντιστοιχεί στη γραµµική απεικόνιση

Df(a), ως προς τις ϕυσικές ϐάσεις.

Στις περισσότερες περιπτώσεις υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα και

αναγόµαστε κατόπιν στη γραµµική απεικόνιση Df(a), µέσω της σχέσης

(Α. 11) Df(a)(h1, . . . , hm) = (Jaf) ·







h1
...

hm






,

για κάθε h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm.

Α΄. 16 Ορισµός. Εστω f : U ⊆ Rm → Rn (U ανοικτό) και a = (a1, . . . , am) ∈
U . Υπάρχουν ανοικτά διαστήµατα Ii ⊆ R, i = 1, . . . ,m, µε a ∈ I1×· · ·×Im ⊆
U . Λέµε ότι η f παραγωγίζεται κατά την i-µεταβλητή στο a ∈ U , ή ότι
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υπάρχει η i-µερική παράγωγος της f στο a ∈ U , αν υπάρχει η παράγωγος

της µερικής απεικόνισης

Ii −→ R
n : t 7→ f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , am)

στο σηµείο ai.

Σύµφωνα µε την Εφαρµογή Α΄ 2 και την Πρόταση Α΄ 12, το διαφορικό

της τελευταίας απεικόνισης µπορεί να ερµηνευτεί είτε ως µία γραµµική α-

πεικόνιση, που συµβολίζεται µε Dif(a), είτε ως ένα διάνυσµα του Rn, που

συµβολίζεται µε
∂f
∂xi

|a. Τα
∂f
∂xi

|a και Dif(a) σχετίζονται µέσω της ισότητας

(Α. 12)
∂f

∂xi

∣

∣

∣

∣

a

= Dif(a)(1).

Η διαφορισιµότητα της f στο a, που εξ ορισµού ισοδυναµεί µε την σχέση

(Α. 1), συνεπάγεται την

lim
t→0

‖f(a+ tei)− f(a)−Df(a)(tei)‖
‖tei‖

= 0,

η οποία, µε τη σειρά της, ισοδυναµεί µε την

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= Df(a)(ei),

απ᾿ όπου προκύπτει η

(Α. 13)
∂f

∂xi

∣

∣

∣

∣

a

= Df(a)(ei).

Συνδυάζοντας την τελευταία ισότητα µε την (Α. 10), ϐρίσκουµε ότι ο πίνακας

Jacobi της f στο a παίρνει πλέον τη µορφή

(Α. 14) Jaf =

(

∂fj
∂xi

∣

∣

∣

∣

a

)t

=
(

Dfj(ei)
)t
,

όπου ο εκθέτης t συµβολίζει, κατά τα γνωστά, ανάστροφο πίνακα.

Α΄. 17 Ορισµός. Εστω ότι µία απεικόνιση f : U ⊆ Rm → Rn είναι διαφο-

ϱίσιµη στο U , δηλαδή υπάρχει το διαφορικό Df(a), για κάθε a ∈ U . Τότε

ορίζεται η απεικόνιση

Df : U −→ L(Rm,Rn) : x 7→ Df(x)

που λέγεται (ολικό) διαφορικό ή (ολική) παράγωγος της f .
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Αφού ο χώρος L(Rm,Rn) είναι ευκλείδειος, και µάλιστα

L(Rm,Rn) ∼= Mm×n(R) ∼= R
m·n,

έχει έννοια το ερώτηµα αν η Df είναι συνεχής, ή διαφορίσιµη. ΄Ετσι, ϑα λέµε

ότι η f είναι διαφορίσιµη τάξης C1 (ή απλούστερα : η f είναι τάξης C1), αν

η f είναι διαφορίσιµη στο U και η Df είναι συνεχής.

Αν επιπλέον η Df είναι διαφορίσιµη στο a ∈ U , το διαφορικό της Df στο

a, δηλ. η γραµµική απεικόνιση

D2f(a) := D(Df)(a) : Rm −→ L(Rm,Rn)

ονοµάζεται δεύτερη παράγωγος της f στο a. Μιά τέτοια απεικόνιση, αν

υπάρχει, ικανοποιεί την

D2f(a) ∈ L(Rm, L(Rm,Rn)) ∼= L2(R
m;Rn),

όπου L2(R
m;Rn) συµβολίζει τον χώρο όλων των διγραµµικών απεικονίσεων

της µορφής Rm × Rm → Rn. Αν η D2f(a) υπάρχει για κάθε a ∈ U , τότε

ορίζεται το διαφορικό (ή παράγωγος) δεύτερης τάξης της f , δηλαδή η

απεικόνιση

D2f : U −→ L2(R
m;Rn).

Ιδιαιτέρως, αν η D2f είναι συνεχής, τότε η f λέγεται διαφορίσιµη απεικόνι-

ση τάξης C2.

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται η k-τάξης παράγωγος της f στο a, δηλαδή η

Dkf(a) ∈ L(Rm, L(Rm, L(Rm, . . . ) . . . )) ∼= Lk(R
m;Rn)

και το διαφορικό Dkf : U → Lk(R
m;Rn). Αν η Dkf είναι συνεχής, τότε η f

λέγεται διαφορίσιµη τάξης Ck. Ιδιαιτέρως, αν η f είναι τάξης Ck, για κάθε

k = 1, 2, . . . , τότε λέµε ότι η f είναι διαφορίσιµη τάξης C∞.

Α΄. 18 Πρόταση. Για µία διαφορίσιµη απεικόνιση f : U ⊂ Rm → Rn τάξης

Ck, η Dkf(a) ∈ Lk(R
m;Rn) είναι συµµετρική απεικόνιση. ∆ηλαδή, για κάθε

(h1, . . . , hk) ∈ Rm × Rm, είναι

Dkf(a)(h1, . . . , hk) = Dkf(a)(hσ(1), . . . , hσ(k)),

για κάθε µετάθεση σ των δεικτών.

Αν µία απεικόνιση f : U ⊂ Rm → Rn παραγωγίζεται στο a ∈ U , λαµβάνοντας

υπ᾿ όψιν την Πρόταση Α΄ 13, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν όλες οι µερικές

παράγωγοι
∂fj
∂xi

|a, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Ιδιαιτέρως, αν η f είναι C1, τότε

και οι προηγούµενες µερικές παράγωγοι είναι συνεχείς. Αντιστρόφως, όµως,
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η ύπαρξη των µερικών παραγώγων δεν συνεπάγεται την ύπαρξη της Df(a).
Αλλά, αν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι και είναι συνεχείς, τότε υπάρχει η

Df(a), και η f είναι της τάξης C1.

Επειδή κάθε fj : U ⊆ Rm → R είναι απεικόνιση m µεταβλητών, αν η f
διαφορίζεται παντού, ϑα ορίζεται και η απεικόνιση

∂fj
∂xi

: U ∋ a 7−→ ∂fj
∂xi

∣

∣

∣

∣

a

∈ R,

οπότε µπορεί κανείς να διερωτηθεί για την k-µερική παράγωγο της τελευταίας

σε οποιοδήπτε σηµείο a ∈ U , δηλαδή για την

∂

∂xk

(

∂fj
∂xi

)∣

∣

∣

∣

a

≡ ∂2fj
∂xk∂xi

∣

∣

∣

∣

a

, k = 1, . . . , n.

Αν η f είναι διαφορίσιµη τάξης 2 (αντιστ. διαφορίσιµη τάξης C2), τότε υπάρ-

χουν όλες οι µερικές παράγωγοι τάξης 2, δηλαδή όλες οι

∂2fj
∂xk∂xi

∣

∣

∣

∣

a

, i, k = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n,

για κάθε a ∈ U (αντιστ. υπάρχουν όλες οι µερικές παράγωγοι τάξης 2 και

είναι συνεχείς). Αντιστρόφως, αν οι 2-τάξης µερικές παράγωγοι υπάρχουν και

είναι συνεχείς, τότε και η f είναι διαφορίσιµη τάξης C2.

Ανάλογα έχουµε τις µερικές παραγώγους τάξης p, για κάθε p = 1, 2, . . .
Ιδιαιτέρως, ισχύει το επόµενο

Α΄. 19 Θεώρηµα. Εστω f : U ⊆ Rm → Rn ( U ανοικτό) και a ∈ U . Η f είναι

διαφορίσιµη τάξης C∞ τότε και µόνον τότε αν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι

κάθε τάξης και είναι συνεχείς.

Α΄. 20 Θεώρηµα (της Αντίστροφης Απεικόνισης). Εστω f : U ⊂ Rn → Rn

(U ⊂ Rn ανοιχτό) διαφορίσιµη απεικόνιση τάξης Cp (p ≥ 1). Αν η παράγωγος

Df(ao) της f στο ao είναι γραµµικός ισοµορφισµός (δηλ. 1-1, επί και γραµµική),

τότε υπάρχει (ανοιχτή) περιοχή Uo του ao µε ao ∈ Uo ⊂ U και (ανοιχτή) περιοχή

Vo του f(ao), έτσι ώστε να ισχύουν τα εξής :

i) Ο περιορισµός της f επί του Uo είναι απεικόνιση 1-1 και f(Uo) = Vo (άρα

η f |Uo : Uo → Vo είναι 1-1 και επί απεικόνιση).

ii) Η αντίστροφη απεικόνιση της f |Uo

(f |Uo)
−1 : Vo −→ Uo

είναι διαφορίσιµη τάξης Cp (άρα η f |Uo είναι µία Cp-αµφιδιαφόριση).
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iii) Για κάθε a ∈ Uo, ισχύει η σχέση

(Α. 15) Df−1(f(a)) = [Df(a)]−1.

∆ιευκρινίζουµε ότι, αν U, V είναι ανοιχτά υποσύνολα του Rn, µία απεικό-

νιση f : U → V ϑα λέγεται Ck-αµφιδιαφόριση, αν είναι Ck-διαφορίσιµη

και αντιστρέψιµη, και η αντίστροφή της f−1 : V → U είναι επίσης Ck-

διαφορίσιµη.

Θυµίζουµε ακόµη ότι (στο παραπάνω ϑεώρηµα), για να είναι η Df(ao) :
Rn → Rn γραµµικός ισοµορφισµός, αρκεί να είναι γραµµική και (λόγω της

πεπερασµένης διάστασης) 1 – 1 ή επί.

Ισχύει η επόµενη

Α΄. 21 Πρόταση. Αν U, V ⊆ Rn ανοιχτά, µία f : U → V είναι Ck-αµφιδιαφό-

ϱιση, αν είναι Ck-διαφορίσιµη, 1-1 και επί και Df(x) είναι αντιστρέψιµη, για

κάθε x ∈ U .

Για τη διατύπωση ενός άλλου ϑεµελιώδους αποτελέσµατος του ∆ιαφορικού

Λογισµού εισάγουµε τον εξής συµβολισµό : Αν f : Rn × Rm ⊇ A → Rm, τότε

µπορούµε να γράψουµε ότι

f ≡ f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

Α΄. 22 Θεώρηµα (της Πεπλεγµένης Συνάρτησης). ΄Εστω f : A → Rm µία

διαφορίσιµη απεικόνιση τάξης Ck, όπου A ⊆ Rn×Rm είναι ανοιχτό υποσύνολο,

και ένα σηµείο (a, b) ∈ A, τέτοιο ώστε f(a, b) = 0 και ο (µερικός) πίνακας Jacobi

J(a,b)

(

f1, . . . , fm
y1, . . . , ym

)

:=



















∂f1
∂y1

∣

∣

∣

(a,b)
· · · ∂f1

∂ym

∣

∣

∣

(a,b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fm
∂y1

∣

∣

∣

(a,b)
· · · ∂fm

∂ym
.
∣

∣

∣

(a,b)



















να είναι αντιστρεπτός (ισοδύναµα: η ορίζουσά του δεν µηδενίζεται). Τότε υπάρχει

ανοιχτή περιοχή (ανοιχτή «µπάλλα») U ⊆ Rn του a, ανοιχτή περιοχή (ανοιχτή

«µπάλλα») V ⊆ Rm του b, µε U × V ⊆ A, και µία µοναδική διαφορίσιµη

απεικόνιση g : Rn ⊇ U → V ⊆ Rm τάξης Ck, τέτοια ώστε :

g(a) = b; f(x, g(x)) = 0, ∀ x ∈ U,

και ο πίνακας J(x,g(x))

(

f1, . . . , fm
y1, . . . , ym

)

να είναι αντιστρεπτός, για κάθε x ∈ U .
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Επιπλέον, ο πίνακας Jacobi της g, στο τυχόν σηµείο x ∈ U , δίνεται από τη

σχέση (χρησιµοποιώντας την ανάλογη συµβολική µορφή των πινάκων µερικών

παραγώγων, όπως πιό πάνω) :

Jxg := J(x,f(x))

(

f1, . . . , fm
y1, . . . , ym

)

= −
[

J(x,f(x))

(

f1, . . . , fm
y1, . . . , ym

)]−1

· J(x,f(x))
(

f1, . . . , fm
x1, . . . , xn

)

.

Απο την τελευταία σχέση µπορούν να υπολογιστούν και οι µερικές παρά-

γωγοι της g. Θα δούµε µια ευκολότερη περίπτωση στη συνέχεια.

Α΄. 23 Πόρισµα ΄Εστω f : Rn × R ⊇ A → R (A ανοιχτό) µία διαφορίσιµη

απεικόνιση τάξης Ck, οπότε f ≡ f(x1, . . . , xn, y). Αν (a, b) ∈ A είναι σηµείο,

τέτοιο ώστε f(a, b) = 0 και

fy(a, b) :=
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

(a,b)

6= 0,

τότε υπάρχει ανοιχτή περιοχή (ανοιχτή «µπάλλα») U ⊆ Rn του a, ανοιχτή πε-

ϱιοχή (ανοιχτό διάστηµα) V ⊆ R του b, µε U × V ⊆ A, και µία µοναδική

διαφορίσιµη απεικόνιση g : Rn ⊇ U → V ⊆ R τάξης Ck, τέτοια ώστε :

g(a) = b,

f(x, g(x)) = 0 και fy(x, g(x)) 6= 0, ∀ x ∈ U.

Επιπλέον, ισχύει ότι

(

gx1
(x), . . . , gxn(x)

)

= −
(

fx1
(x, f(x)), . . . , fxn(x, f(x))

)

fy(x, f(x))
; ∀x ∈ U,

απ᾿ όπου προκύπτουν οι σχέσεις

gxi
(x) = −fxi

(x, f(x))

fy(x, f(x))
; ∀x ∈ U και i = 1, . . . , n.
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