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Στη µνήµη
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Πρόλογος

Τ ο βιβλιο αυτο αποτελεί µία σειρά εισαγωγικών µαθηµάτων στην Προβολική

Γεωµετρία, στο σύγχρονο πλαίσιο που διαµορφώϑηκε κυρίως κατά την τε-

λευταία τεσσαρακονταετία. Βασίζεται στο εξαντληµένο ϐιβλίο µας «Εισαγωγή στην

Προβολική Γεωµετρία», που κυκλοφόρησε για πρώτη ϕορά (σε δακτυλογραφη-

µένη µορφή) το 1989. Εκτός από τη νέα ηλεκτρονική στοιχειοθεσία (σε LaTEX

format), η σχεδόν συνεχής διδασκαλία του προηγουµένου συγγράµµατος µέχρι

σήµερα οδήγησε σε διάφορες αλλαγές, σηµαντικές προσθήκες και άλλες ϐελτιώ-

σεις στο αρχικό κείµενο.

Στόχος των µαθηµάτων αυτών είναι να ϕέρει τον αναγνώστη σε επαφή µε

ϐασικές έννοιες και µεθόδους της συνθετικής και της αναλυτικής άποψης της

Προβολικής Γεωµετρίας.

Η πρώτη άποψη (συνθετική) αναφέρεται στην αξιωµατική ϑεµελίωση της

Προβολικής Γεωµετρίας και παρουσιάζεται µε τέτοιον τρόπο, ώστε να ϕαίνο-

νται µε σαφήνεια οι ϑεµελιώδεις διαφορές (και οµοιότητες) της τελευταίας µε την

Ευκλείδεια Γεωµετρία. Μέσω ενός περιορισµένου αριθµού αξιωµάτων δηµιουρ-

γείται ένα άρτιο οικοδόµηµα, το οποίον είναι ένα από τα πιό απλά και ωραία

παραδείγµατα µη Ευκλείδειας Γεωµετρίας.

Η δεύτερη άποψη (αναλυτική) αναφέρεται στην «αλγεβροποίηση» της Προβο-

λικής Γεωµετρίας µε τη ϐοήθεια ϐασικών εννοιών και εργαλείων της ΄Αλγεβρας.

Αποτελεί ένα άλλο παράδειγµα σύζευξης –ϕαινοµενικά διαφορετικών– µαθηµα-

τικών κλάδων και µεθοδολογιών. ∆ιαδικασίες αυτού του είδους υπήρξαν πολύ

γόνιµες για την εξέλιξη της γεωµετρίας και πολλών άλλων κλάδων των µαθηµα-

τικών.

Τα Κεφάλαια 1 και 2 αναφέρονται στη συνθετική Προβολική Γεωµετρία, ενώ

τα Κεφάλαια 3 και 6 στην αναλυτική πλευρά της. Τα Κεφάλαια 4 και 5 ανα-

ϕέρονται κυρίως στη συνθετική γεωµετρία, παρά το γεγονός ότι εκκινούν (για

µεθοδολογικούς) λόγους από αλγεβρική σκοπιά.

Η όλη παρουσίαση γίνεται σε αφηρηµένο πλαίσιο, µε τη ϐοήθεια στοιχειωδών

συνολοθεωρητικών µεθόδων και αλγεβρικών εννοιών. Τα σηµεία και οι ευθείες

του προβολικού επιπέδου είναι στοιχεία αφηρηµένων συνόλων, που αυθαιρέτως
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viii Πρόλογος

ονοµάζονται έτσι, και συνδέονται µεταξύ τους µε µία, εξίσου αφηρηµένη, σχέση

σύµπτωσης. ∆εν αναφέρονται αναγκαίως σε αντικείµενα της άµεσης εµπειρίας

µας. Οι απεικονίσεις και οι µορφισµοί αποτελούν το ϐασικό εργαλείο για τη

µελέτη ϑεµελιωδών εννοιών, όπως είναι οι συγγραµµικότητες, οι προοπτικότητες

και προβολικότητες. Απ᾿ το άλλο µέρος, οι οµάδες, οι διαιρετικοί δακτύλιοι, και

τα σώµατα είναι οι ϐασικές αλγεβρικές δοµές που σχετίζονται αµέσως µε τη δοµή

του προβολικού επιπέδου.

Στην επιλογή και την έκταση της ύλης που αναπτύσσεται εδώ, γίνεται προ-

σπάθεια να συνδυαστούν οι εξής στόχοι :

α) Το κείµενο να αποτελέσει ϐασικό ϐοήθηµα των ϕοιτητών του Τµήµατος

Μαθηµατικών του Πανεπιστηµιου Αθηνών, στους οποίους διδάσκεται το µάθηµα

της Προβολικής Γεωµετρίας (στο ∆΄ εξάµηνο των σπουδών τους, κατά το ενδεικτικό

πρόγραµµα)·

ϐ) Να παρουσιαστούν, σε σχετικά µικρή έκταση, οι κεντρικές ιδέες και τα

αποτελέσµατα των δύο παραπάνω απόψεων της Προβολικής Γεωµετρίας·

γ) Να χρησιµοποιηθούν οι λιγότερες προαπαιτούµενες γνώσεις (εκτός από τις

εντελώς απαραίτητες στοιχειώδεις µαθηµατικές έννοιες), ώστε η έκθεση να είναι

κατά το δυνατόν πλήρης και αυτοτελής.

Ακριβέστερη εικόνα του περιεχοµένου του ϐιβλίου µπορεί να σχηµατίσει κα-

νείς από τον πίνακα των περιεχοµένων και τη σχετική περίληψη στην αρχή κάθε

κεφαλαίου.

Εκτός από τους απαραίτητους πίνακες συµβόλων και εννοιών, το κείµενο

συµπληρώνεται µε ένα παράρτηµα των απαιτουµένων αλγεβρικών εννοιών. Από

την πολλή µεγάλη ϐιβλιογραφία αναφέρουµε µόνον τις πηγές που έχουµε χρη-

σιµοποιήσει και στις οποίες παραπέµπουµε. Στο τέλος του ϐιβλίου, για διευκό-

λυνση του αναγνώστη, παραθέτουµε σύντοµες υποδείξεις για τη λύση ορισµένων

ασκήσεων. Οι περισσότερες ασκήσεις είναι (σχεδόν) άµεσες εφαρµογές της ϑεω-

ϱίας και πολλές απ᾿ αυτές συµπληρώνουν ή διευκρινίζουν κάποια σηµεία της.

Πιστεύουµε ότι, µε υπόβαθρο το παρόν κείµενο, ο ενδιαφερόµενος αναγνώ-

στης µπορεί να προχωρήσει στη µελέτη και άλλων σηµαντικών ή εξειδικευκέ-

νων ϑεµάτων, τα οποία έχουν παραλειφθεί εδώ, σύµφωνα µε τις κατευθυντήριες

γραµµές και τους περιορισµούς που αναφέρονται παραπάνω.

Αθήνα, ∆εκέµβριος 2008. Ε.Β
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... Les expressions "être situé sur, passer par", etc., ne sont

pas destinées à évoquer des images; elles sont simplement

des synonymes du mot déterminer. Les mots "point, droite

et plan" eux­mêmes ne doivent provoquer dans l’ esprit au­

cune représentation sensible. Ils pourraient indifféremment

désigner des objets d’ une nature quelconque, pourvu qu’ on

pût établir entre ces objets une correspondance telle qu’ à

tout système de deux objets appelés points correspondît un

des objets appelés droites et un seul.

... Ainsi M. Hilbert a, pour ainsi dire, cherché à mettre les

axiomes sous une forme telle qu’ ils puissent être appliquées

par quelqu’ un qui n’ en comprendrait pas le sens, parce qu’

il n’ aurait jamais vu ni points, ni droite, ni plan.

... On pourra ainsi construire toute la géométrie, je ne dirais

pas précisement sans y rien comprendre, puisqu’ on saisira

l’ enchaînement logique des propositions, mais tout au moins

sans y rien voir. On pourrait confier les axiomes à une machi­

ne à raisoner, par example au "piano raisoneur" de Stanley

Jevons, et on en verrair sortir toute la géométrie.

H. Poincaré

[25, p. 161: Les fondements de la géométrie]
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Παραθέτουµε την ελληνική απόδοση του χωρίου του H. Poincaré, που περιέχεται

στην προηγούµενη σελίδα.

... Οι εκφράσεις "κείται επί, διέρχεται από", κλπ., δεν προ-

ορίζονται να ανακαλέσουν εικόνες· είναι απλώς συνώνυµα της

λέξης προσδιορίζω. Οι λέξεις "σηµείο, ευθεία και επιπέδο" αυ-

τές καθ΄ εαυτές δεν πρέπει να προκαλούν στο πνεύµα καµία

αισθητή παράσταση. Θα µπορούσαν αδιαφόρως να αποδίδουν

αντικείµενα οποιασδήποτε ϕύσης, αρκεί να µπορούµε να ε-

γκαθιδρύσουµε µεταξύ αυτών των αντικειµένων µιάν αντιστοι-

χία, τέτοια ώστε σε κάθε σύστηµα δύο αντικειµένων, που κα-

λούνται σηµεία, να αντιστοιχεί ένα από τα αντικείµενα που

καλούνται ευθείες, και ένα µόνον.

... Τοιουτοτρόπως, ο Κος Hilbert, για να το πούµε έτσι, προ-

σπάθησε να ϑέσει τα αξιώµατα σε µία τέτοια µορφή, που να

µπορούν να εφαρµοστούν από οποιονδήποτε που δεν ϑα α-

ντιλαµβανόταν το νόηµά τους, γιατί δεν ϑα είχε δεί ποτέ ούτε

σηµεία, ούτε ευθεία, ούτε επίπεδο.

... Θα µπορούµε έτσι να κατασκευάσουµε όλη τη γεωµετρία,

δεν ϑα έλεγα ακριβώς χωρίς να καταλαβαίνουµε τίποτε, αφού

ϑα συλλάβουµε τη λογική αλληλουχία των προτάσεων, αλλά

το λιγότερο χωρίς να ϐλέπουµε τίποτε σ᾿ αυτήν. Θα µπορού-

σαµε να εµπιστευθούµε τα αξιώµατα σε µία λογική µηχανή,

για παράδειγµα στο "λογικό πιάνο" του Stanley Jevons, και

ϑα ϐλέπαµε να ϐγαίνει απ᾿ αυτό όλη η γεωµετρία.
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Κεφάλαιο 0

Εισαγωγή

Η συµφυής µε την αρµονία γεωµετρία από

νωρίς ϑεωρήθηκε ως η πλέον αδιάσειστη

έκφραση ενός ϑεϊκού σχεδίου που ϐρίσκε-

ται στη ϐάση του κόσµου, ενός µεταφυσι-

κού σχεδίου που προσδιορίζει το ϕυσικό.

N. Pennick [23, σελ. 8]

Στο κεφαλαιο αυτο γίνεται µία πολύ σύντοµη αναδροµή σε µερικούς σταθ-

µούς που σηµατοδότησαν την εξέλιξη της γεωµετρίας. Αρχίζουµε µε την

αρχαία περίοδο και αναλύουµε τη σηµασία της αξιωµατικής ϑεµελίωσης του

Ευκλείδη για την ανάπτυξη της γεωµετρίας και των µαθηµατικών γενικότερα.

Στη νεώτερη εποχή αναφερόµαστε κυρίως στην ανακάλυψη των µη Ευκλειδεί-

ων Γεωµετριών. ΄Οπως είναι γνωστόν, η Γεωµετρία του Riemann, σε συνδυασµό

µε τις σύγχρονες απόψεις της ϕυσικής (ϐλ. Θεωϱία της Σχετικότητας), άλλαξε

ϱιζικά τις αντιλήψεις µας για τον χώρο και τον χρόνο.

Η Προβολική Γεωµετρία έχει τις ϱίζες τις στο πρόβληµα της προοπτικής, µε

την οποίαν επιχειρείται η απόδοση του «ϐάθους» στους Ϲωγραφικούς πίνακες.

1



2 Κεφάλαιο 0. Εισαγωγή

΄Ετσι, στα πρώτα της ϐήµατα, η γεωµετρία αυτή αποτελούσε τη µαθηµατικοποί-

ηση των κανόνων της προοπτικής. Στην τελευταία παράγραφο γίνεται λεπτοµε-

ϱέστερη αναφορά στην εξέλιξη της Προβολικής Γεωµετρίας και εξηγείται γιατί

κατατάσσεται στις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες.

0.1 Η γεωµετρία στην αρχαιότητα

Ο άνθρωπος, στην καθηµερινή του εµπειρία, αντιλαµβάνεται τις γεωµετρικές

µορφές. ΄Οµως, για να µπορέσει να τις χειριστεί και να τις µελετήσει, είναι α-

παραίτητη η ιδεατή αναπαράστασή τους. Για παράδειγµα, ο κύκλος (ένα από

τα αρχαιότερα σύµβολα που χάραξε ο άνθρωπος) είναι η ιδεατή αποτύπωση του

ηλιακού δίσκου και των περάτων του ϕυσικού ορίζοντα. Η (µαθηµατική) σφαίρα

παραπέµπει στον ουράνιο ϑόλο. Το επίπεδο της Στοιχειώδους Γεωµετρίας είναι

η ιδεατή εικόνα της στάθµης του νερού που ηρεµεί.

Η αφαίρεση της καθηµερινής εµπειρίας και η µεταφορά της στο επίπεδο της

νοητικής δραστηριότητας αρχικά εξυπηρετούσε πρακτικές και τεχνικές ανάγκες

(όπως, άλλωστε, συνέβη και στο ξεκίνηµα κάθε επιστήµης). ΄Ετσι, στην αρχαία

Αίγυπτο η γεωµετρία χρησίµευε στην οριοθέτηση και τη µέτρηση των γαιών (απ᾿

όπου και ο όρος γεωµετρία), µετά τις πληµµύρες του ποταµού Νείλου, προκει-

µένου να επιµετρηθούν οι ϕορολογικές υποχρεώσεις των υπηκόων των Φαραώ.

Επίσης, πολυπλοκότεροι υπολογισµοί χρησιµοποιήθηκαν στην οικοδόµηση των

πυραµίδων. Ανάλογες πρακτικές ανάγκες εκάλυπτε η γεωµετρία και σε άλλους

λαούς (Βαβυλωνίους, Κινέζους), όπως µαρτυρούν σύγχρονες αρχαιολογικές α-

νακαλύψεις.

Αντιθέτως, η µελέτη της γεωµετρίας, και των µαθηµατικών γενικότερα, πέρα

από τις πρακτικές ανάγκες, ως πνευµατική αναζήτηση, ως ϑεωρητικό πρόβλη-

µα, είναι κατάκτηση του αρχαίου ελληνικού πνεύµατος. Είναι το αποτέλεσµα

του ελληνικού ορθολογισµού, που προσπαθεί να ϐάλει τάξη στον περιβάλλοντα

κόσµο και να τον ερµηνεύσει. Εδώ πρέπει να αναφερθεί το όνοµα του Θαλή,

γεωµέτρη και ϕιλόσοφου, που ϑεωρείται ότι είναι ο πρώτος που συνέλαβε (και

εφάρµοσε) την ιδέα της απόδειξης. Η χρήση των οµοίων τριγώνων του επέτρε-

ψε τον ακριβή υπολογισµό του ύψους των πυραµίδων, κάτι που γινόταν µόνον

εµπειρικά προηγουµένως. Η πρόβλεψη της έκλειψης του ηλίου τον κατέστησε

πρόσωπο µυθικό.

Σκοπός µας εδώ δεν είναι να παρουσιάσουµε ούτε την ιστορία της γεωµετρί-

ας στην αρχαιότητα, ούτε τους µεγάλους γεωµέτρες και το έργο τους. Θα ανα-

ϕερθούµε µόνο σε µερικούς σταθµούς αυτής της ιστορικής πορείας, οι οποίοι

οριοθέτησαν την εξέλιξη της γεωµετρίας.

Μετά τον Θαλή, χωρίς αµφιβολία, η Σχολή των Πυθαγορείων άσκησε τερά-
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στια επίδραση στα µαθηµατικά και τη ϕιλοσοφία. ΄Εδωσε στην αριθµητική τη

µορφή ϑεωρητικής επιστήµης, στην οποία στηρίχτηκε και η ϕιλοσοφική τους

διδασκαλία. Στην ίδια Σχολή, µαζί µε τη ϕιλοσοφία, τη µουσική και την αριθµη-

τική, καλλιεργείται και η γεωµετρία : η απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος,

η µελέτη των κανονικών σχηµάτων και στερεών, είναι µερικές µόνον από τις

«γεωµετρικές» ενασχολήσεις της. Βέβαια, η σύζευξη της γεωµετρίας µε την α-

ϱιθµητική, που τόσο γόνιµη αποδείχτηκε πολύ µεταγενέστερα µε τον Καρτέσιο

(Descartes) και τον P. Fermat, οδήγησε στην ανακάλυψη των ασυµµέτρων αριθ-

µών, που ανέτρεψε τις ϕιλοσοφικές δοξασίες των Πυθαγορείων και οδήγησε στην

παρακµή της Σχολής τους.

Θα προσθέταµε ότι οι Πυθαγόρειοι, αναζητώντας τη συµµετρία και την αρµο-

νία του κόσµου (άλλος πυθαγορικός όρος κι αυτός), αναγνωρίζουν ουσιαστικά την

ύπαρξη µιας γεωµετρικής δοµής σ᾿ αυτόν. ΄Οµως, η δοµή αυτή συνδέεται µε το

άρρητο σχέδιο της δηµιουργίας, που γίνεται αντιληπτό –µόνον κατά προσέγγιση–

µε τους αριθµούς. Εποµένως, οι τελευταίοι αποτελούν και τη γέφυρα ανάµεσα

στον άνθρωπο και τη γεωµετρία, η οποία περιγράφει την ίδια τη ϕύση (: αεί ο

Θεός γεωµετρεί ).

Τη µεγαλύτερη επίδραση στην ανάπτυξη της γεωµετρίας είχε αναµφισβήτητα

ο Ευκλείδης. Η ακµή του τοποθετείται περίπου στο 300 π.Χ., ενώ οι ηµεροµηνίες

γέννησης και ϑανάτου του παραµένουν άγνωστες. Στο περίφηµο έργο του Στοι-

χεία, αποτελούµενο από 13 Βιβλία, ο Ευκλείδης περιέλαβε το µεγαλύτερο µέρος

της µέχρι τότε µαθηµατικής γνώσης και οργάνωσε τη γεωµετρία κατά τρόπον

αυστηρό, όπως απαιτούσε το ελληνικό πνεύµα της λογικής και της ενότητας.

Η γεωµετρία αναφέρεται στην έννοια του χώρου, συστατικά του οποίου είναι

τα σηµεία, οι ευθείες και τα επίπεδα. Πρόκειται για έννοιες που, ενώ τις αντι-

λαµβανόµαστε στην καθηµερινή µας εµπειρία, δεν µπορούµε να τις ορίσουµε

µε ακρίβεια. Εποµένως δηµιουργείται το εύλογο ερώτηµα: πώς είναι δυνατόν να

οικοδοµηθεί αυστηρά η γεωµετρία, όταν τα ίδια τα δοµικά στοιχεία της παραµέ-

νουν άγνωστα ;

Εδώ η συµβολή του Ευκλείδη υπήρξε καταλυτική. Παρ᾿ όλο που προσπάθη-

σε (ανεπιτυχώς) να ορισει τις παραπάνω έννοιες, η προσέγγισή του έκανε ϕανερό

ότι στα µαθηµατικά δεν µας ενδιαφέρει η ουσία των αντικειµένων που µας απα-

σχολούν, αλλά οι σχέσεις µεταξύ αυτών των αντικειµένων. ΄Ετσι, αδιαφορώντας

για την οντολογία των σηµείων, των ευθειών και των επιπέδων, µπορούµε να

ξεκινήσουµε µε ένα σύστηµα σχέσεων, δηλαδή µε τα αξιώµατα, των οποίων την

αλήθεια δεχόµαστε εκ των προτέρων, και κατόπιν, µε τη ϐοήθεια της λογικής

(συν)επαγωγής, να προχωρήσουµε στην απόδειξη της ισχύος ή όχι κάθε άλλης

γεωµετρικής σχέσης που µπορεί να διατυπωθεί.

Αυτή είναι η ϐασική ιδέα της αξιωµατικής ϑεµελίωσης του Ευκλείδη. Τα α-
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ξιώµατα (ή αιτήµατα, στην ορολογία του Ευκλείδη), ϐρίσκονται στην αφετηρία

και είναι απαραίτητα για να µην περιπέσουν οι συλλογισµοί µας σε ϕαύλο κύ-

κλο. Συνήθως προκύπτουν από την απλή παρατήρηση (µέσα στα στενά όρια της

ανθρώπινης κλίµακας) ή από τη µελέτη ενος συγκεκριµένου παραδείγµατος.

΄Ετσι, η πρακτική διαπίστωση ότι, ανάµεσα σε δύο σηµεία ενός κοινού επιπέδου,

ή ενός ϕύλλου χαρτιού, χαράσσεται µία µόνον ευθεία, οδηγεί στη διατύπωση του

1ου αξιώµατος της Ευκλείδειας Γεωµετρίας : «δύο διαφορετικά σηµεία ορίζουν µία

και µοναδική ευθεία που τα περιέχει».

Το σύστηµα των αξιωµάτων πρέπει να καλύπτει, προφανώς, κάποιες ουσια-

στικές απαιτήσεις. Τα αξιώµατα πρέπει να είναι συµβιβαστά και ανεξάρτητα µε-

ταξύ τους, δηλαδή να µην οδηγούν σε αντιφάσεις και κανένα από αυτά να µην

ανάγεται στα άλλα. Επίσης, το σύστηµα των αξιωµάτων πρέπει να είναι πλήρες,

µε την έννοια ότι, για κάθε δυνατή σχέση/πρόταση που µπορεί να διατυπωθεί,

ϑα πρέπει να µπορούµε να αποφανθούµε για την αλήθειά της ή όχι. Θα πούµε

περισσότερα για τη σύγχρονη αξιωµατική µέθοδο στην Παράγραφο 0.5.

Οι προηγούµενες απαιτήσεις διαµορφώθηκαν σε πολύ νεώτερες εποχές, µετά

τη συστηµατική µελέτη των Στοιχείων, ως απόρροια της προσπάθειας να διορθω-

ϑούν οι ατέλειές τους, αλλά και να οριοθετηθεί η Ευκλείδεια Γεωµετρία σε σχέση

µε τις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες, οι οποίες εµφανίστηκαν µόλις τον 19ο αιώ-

να. Ανάµεσα σ᾿ αυτούς, που πρότειναν διάφορα αξιωµατικά συστήµατα για τη

ϑεµελίωση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, µπορούµε να αναφέρουµε τον David

Hilbert (1862–1943), τον George David Birkhoff (1844–1944) και τον Julius

Wilhelm Richard Dedekind (1831–1916). Το σύστηµα του D. Hilbert, παρ᾿ όλο

που αποτελείται από ένα σηµαντικά µεγαλύτερο αριθµό αξιωµάτων απ᾿ αυτό του

Ευκλείδη, είναι σχετικώς απλό, χωρίς αντιφάσεις, κατα το δυνατόν πλήρες, και

πολύ κοντά στο σύστηµα του Ευκλείδη.

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι, παρά τις όποιες ατέλειες (που, όπως

προαναφέρθηκε, επισηµάνθηκαν στη σύγχρονη εποχή), το έργο του Ευκλείδη

ήταν µία αληθινή κατάκτηση του ανθρωπίνου πνεύµατος, που άσκησε τεράστια

επίδραση στην εξέλιξη της γεωµετρίας και των µαθηµατικών, και στάθηκε το πρό-

τυπο για τη ανάπτυξη των περισσοτέρων επιστηµών. ∆εν είναι τυχαίο, άλλωστε,

το γεγονός ότι τα Στοιχεία είναι το δεύτερο, µετά την Αγία Γραφή, πολυτυπωµένο

ϐιβλίο στον κόσµο.

Ανάµεσα στους µεγάλους αρχαίους γεωµέτρες ϑα ξεχωρίσουµε επίσης τον

Αρχιµήδη (287–212 π.Χ.), ο οποίος, προσπαθώντας να υπολογίσει τα εµβαδά

διαφόρων επιφανειών και τους όγκους στερεών σωµάτων, έφτασε ουσιαστικά στις

µεθόδους του Ολοκληρωτικού Λογισµού. Υπολόγισε, µεταξύ των άλλων, το π,

το εµβαδόν και τον όγκο διαφόρων επιφανειών εκ περιστροφής. Ο Αρχιµήδης

υπήρξε η µεγαλύτερη µαθηµατική και επιστηµονική µορφή της αρχαιότητας.
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Ο Απολλώνιος (περίπου 260–200 π.Χ.) είναι ο τελευταίος µεγάλος γεωµέτρης

της ελληνιστικής περιόδου. Στο οκτάτοµο έργο του Κώνου Τοµαί µελέτησε την

έλλειψη, την παραβολή και την υπερβολή, τις οποίες ϑεώρησε ως τοµές του

κώνου µε ένα επίπεδο κατάλληλης κλίσης. Η ιδέα αυτή µπορεί να ϑεωρηθεί και

ως απαρχή της Προβολικής Γεωµετρίας, αφού οι προηγούµενες καµπύλες είναι

προβολές (από την κορυφή του κώνου) της κυκλικής του ϐάσης στα διάφορα

τέµνοντα επίπεδα.

Φυσικά, δεν ϑα πρέπει να ξεχάσουµε και τη µεγάλη συµβολή που είχαν και

οι επόµενοι σπουδαίοι µαθηµατικοί της αρχαιότητας : Ο Εύδοξος (περίπου 438–

355 π.Χ.), του οποίου τη ϑεωρία των γεωµετρικών λογων περιέλαβε ο Ευκλείδης

στα Στοιχεία του· ο Μενέλαος (τέλος 1ου µ.Χ. αιώνα), που µελέτησε τη Σφαιρική

Γεωµετρία, ϑέµα το οποίο δεν έθιξε καθόλου ο Ευκλείδης, και τέλος ο Πάπ-

πος (περίπου το 300 π.Χ.), στου οποίου το έργο Συναγωγή διασώθηκε πλήθος

αποτελεσµάτων του ίδιου και πολλών άλλων συγγραφέων.

Στο ίδιο πλαίσιο ϑα πρέπει να δούµε και τη συµβολή των αρχαίων Ελλήνων

αστρονόµων, αφού οι αστρονοµικοί υπολογισµοί συνδέονται µε τη γεωµετρία.

Εδώ ϑα πρέπει να αναφέρουµε ιδιαιτέρως τον Αρίσταρχο το Σάµιο (περίπου 310-

250 π.Χ), πρόδροµο του ηλιοκεντρικού συστήµατος, ο οποίος για πρώτη ϕορά

υπολόγισε (έστω και χωρίς µεγάλη ακρίβεια) τη σχέση των αποστάσεων Ηλίου και

Σελήνης απο τη Γη, τη σχέση των διαµέτρων τους κλπ.· τον Ερατοσθένη (περίπου

275 –195 π.Χ.), που µέτρησε τη διάµετρο της Γης µε ευφυή τρόπο· τον ΄Ιππαρχο

(2ος αιώνας π.Χ), που υπολόγισε την απόσταση και το µέγεθος του Ηλίου και της

Σελήνης, και έβαλε τις ϐάσεις της τριγωνοµετρίας· τον Πτολεµαίο Κλαύδιο (138–

180 µ.Χ), που, µεταξύ των άλλων, στο έργο του ΄Απλωσις Επιφανείας εναφέρεται

στη µελέτη προβολών για την κατασκευή χαρτών.

0.2 Η γεωµετρία στους νεωτέρους χρόνους

Με την παρακµή του αρχαίου ελληνικού πολιτισµού και, αργότερα, της Ρω-

µαϊκής Αυτοκρατορίας, υπάρχει µία ανάλογη παρακµή και της µαθηµατικής

δραστηριότητας στον ελληνικό και δυτικό κόσµο. Αντιθέτως, σηµειώνεται µία

εξαιρετική άνθηση της αριθµητικής και, κατόπιν, της άλγεβρας στους ανατολι-

κούς λαούς και κυρίως στους ΄Αραβες.

Η άλγεβρα κυριάρχησε κατά τον Μεσαίωνα και την Αναγέννηση. Αυτό δεν

ήταν τυχαίο, αφού αυτή όχι µόνον διευκόλυνε τρέχοντες υπολογισµούς µε τους

νέους –και ευέλικτους– συµβολισµούς της, αλλά οδήγησε επίσης στην επίλυση

εξισώσεων και δυσκόλων προβληµάτων της µηχανικής και της αστρονοµίας.

Η γεωµετρία ξαναβρίσκει τη ϑέση της όταν αρχίζει και πάλι η συστηµατική

ανάπτυξη της µηχανικής, της αστρονοµίας και της ουράνιας µηχανικής. Αυτό γί-
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νεται κατανοητό αν σκεφτούµε ότι η µηχανική (και η ϕυσική γενικότερα) µελετά

ϕαινόµενα στο συνδυασµένο πλαίσιο του χώρου και του χρόνου.

Η εξέλιξη αυτή αναµφισβήτητα σηµαδεύτηκε από τις ιδέες του Καρτεσίου

(René Descartes, 1596–1650), που δηµιούργησε την Αναλυτική Γεωµετρία, η

οποία συνδέει την άλγεβρα µε την κλασική γεωµετρία. Στην αρχική της µορφή

(αρκετά διαφορετική από την Αναλυτική Γεωµετρία που διδάσκεται σήµερα) απο-

τελούσε µέρος του ϕιλοσοφικού στοχασµού του Καρτεσίου, ο οποίος αναζητούσε

µιαν ορθολογική µέθοδο για την προσέγγιση της αλήθειας. Σήµερα, µετά από

νεώτερες έρευνες, ϑεωρούµε ότι η ιδέα της Αναλυτικής Γεωµετρίας ανήκει και

στον Pierre de Fermat (1601–1665).

Η ιδέα της σύζευξης της αριθµητικής (άλγεβρας) και της γεωµετρίας δεν

ήταν νέα. ΄Οπως είπαµε και στην προηγούµενη παράγραφο, υπάρχει στην πυ-

ϑαγόρεια διδασκαλία (ϕυσικά, υπό άλλην άποψη και µε διαφορετική µορφή απ᾿

αυτήν της καρτεσιανής προσέγγισης) και στο έργο του Πάππου. Αλλά, η νεώτερη

προσέγγιση, µε τη συµβολή του Καρτεσίου, του Fermat, και του Blaise Pascal

(1623–1662) ανέδειξε την Αναλυτική Γεωµετρία σε πολύ ισχυρό εργαλείο. Συν-

δυασµένο, αργότερα, µε τη Μηχανική του Νεύτωνα (Isaac Newton, 1642–1727)

και τις µεθόδους του Απειροστικού Λογισµού άνοιξε νέους ορίζοντες στη µελέτη

του σύµπαντος.

΄Οµως, η επιτυχία της Αναλυτικής Γεωµετρίας απέκρυψε την αυθαιρεσία που

υπάρχει στην ίδια τη ϐάση της : πρόκειται για την εκλογή της αρχής των αξόνων

και του συστήµατος των συντεταγµένων, δηλαδή (σε γλώσσα ϕυσικής) του συ-

στήµατος αναφοράς. Η προηγούµενη αυθαιρεσία, µαζί µε τις ϕιλοσοφικές ιδέες

[κυρίως του Immanuel Kant (1724–1804)] για τον χώρο και τον χρόνο, καθώς

και οι ϑεωρίες του Νεύτωνα, οδήγησαν σε µίαν ατελή αντίληψη για τον ϕυ-

σικό κόσµο, εδραιώνοντας την πεποίθηση ότι η γεωµετρία του Ευκλείδη είναι η

ϕυσική γεωµετρία του κόσµου µας, εποµένως ο χώρος είναι ευκλείδειος. Αυτό

ϐέβαια δεν µειώνει της συµβολή ούτε της Αναλυτικής Γεωµετρίας ούτε της Νευ-

τώνειας Μηχανικής, που ικανοποίησαν τις ανθρώπινες ανάγκες για περίπου 250

χρόνια µέχρι τη διατύπωση της επαναστατικής Θεωρίας της Σχετικότητας.

0.3 Οι µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες

΄Οπως πιθανώς ϑυµάται ο αναγνώστης από τα γυµνασιακά του χρόνια, ανάµεσα

στα αξιώµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας υπάρχει και το 5ο αξίωµα (αίτηµα),

το λεγόµενο και αξίωµα των παραλλήλων. Σε µία µεταγενέστερη, ισοδύναµη,

µορφή του [διατυπωµένη από τον John Playfair (1748–1819)], το αξίωµα δέχε-

ται ότι «από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται ακριβώς µία ευθεία παράλληλη

προς την πρώτη». Την αρχική διατύπωση του Ευκλείδη παραθέτουµε στην προ-
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µετωπίδα του Κεφαλαίου 1 (ϐλ. σελ. 1).

Το αξίωµα αυτό, λόγω της πολυπλοκότητας της αρχικής του διατύπωσης,

τράβηξε από πολύ νωρίς το ενδιαφέρον των µαθηµατικών, και πολλοί απ᾿ αυ-

τούς, όπως ο νεοπλατωνικός Πρόκλος ο Λύκιος ή ∆ιάδοχος (410–485 µ.Χ.),

ο Giovanni Gerolamo Saccheri (1667–1733), ο John Wallis (1616–1703), ο

Adrien­Marie Legendre (1752–1833) κ.α., προσπάθησαν να δείξουν ότι ανά-

γεται στα άλλα αξιώµατα, εποµένως δεν είναι αξίωµα, αλλά ένα ϑεώρηµα. Η

µάταιη αυτή προσπάθεια (που κράτησε περίπου 20 αιώνες) οδήγησε σε µία νέα

σηµαντική κατάκτηση της µαθηµατικής σκέψης : αφού (όπως και για τα άλλα

αξιώµατα) δεν διαθέτουµε καµίαν απόδειξη ότι το αξίωµα των παραλλήλων αλη-

ϑεύει, αλλά δεχόµαστε την ισχύ του, µέσω της παρατήρησης ή του πειράµατος

(που σε κάθε περίπτωση γίνεται µε ατελή όργανα και µέσα σε µια µικρή περιοχή,

την οποίαν καταλαµβάνει µέσα στο σύµπαν ο παρατηρητής), και αφού το αξίωµα

αυτό παραµένει ανεξάρτητο από τα άλλα, τίποτε δεν µας εµποδίζει λογικά να το

αναιρέσουµε και να το αντικαταστήσουµε µε µίαν άλλη πρόταση (σχέση).

΄Ετσι, ϑα µπορούσαµε να ϕανταστούµε ένα χώρο στον οποίον, από ένα σηµείο

εκτός ευθείας, να διέρχονται είτε περισσότερες από µία ευθείες παράλληλες προς

τη δοθείσα, είτε καµία. Κατά συνέπειαν, οδηγούµαστε στις λεγόµενες µη Ευκλεί-

δειες Γεωµετρίες, σύµφωνα µε την ορολογία του Carl Friedrich Gauss (1777–

1860). Ακριβέστερα, στην πρώτη περίπτωση έχουµε την Υπερβολική Γεωµετρία,

ενώ στη δεύτερη την Ελλειπτική Γεωµετρία. Η πατρότητα της πρώτης ανήκει στον

Ούγγρο János Bolyai (1802–1860) και (ανεξάρτητα) στον Ρώσσο Nikolai Ivano­

vich Lobachevsky (1793–1856). ΄Οπως αποκαλύφθηκε µετά το ϑάνατό του, και

ο Gauss γνώριζε την Υπερβολική Γεωµετρία, αλλά ποτέ δεν δηµοσίευσε τα α-

ποτελέσµατά του, ϕοβούµενος «τις ϕωνές των Βοιωτών». Τα συµπεράσµατα της

γεωµετρίας αυτής ήταν έξω από την εµπειρία µας και πολύ µακρυά από τις ϕι-

λοσοφικές πεποιθήσεις του Kant και των άλλων διανοητών αυτής της εποχής, οι

οποίοι, όπως προείπαµε, ϑεωρούσαν την Ευκλείδεια Γεωµετρία ως τη γεωµετρία

του κόσµου µας. Προφανώς, η αποστροφή του Gauss υπονοούσε τις πιθανές

αντιδράσεις των προηγουµένων.

Η Ελλειπτική Γεωµετρία οφείλεται στον Georg Friedrich Bernhard Riemann

(1826–1866). Γενικώς, οι µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες άργησαν να γίνουν κατα-

νοητές. Αυτό έγινε δυνατό µε την ανακάλυψη των µοντέλων, που ϐοήθησαν ση-

µαντικά τη µελέτη τους. ΄Ενα µοντέλο της Υπερβολικής Γεωµετρίας δίνεται στο

Παράδειγµα 1.1.3(3) (ϐλ. σελ. 21). Εδώ είναι ενδιαφέρον να αναφέρουµε ότι η

ανεξαρτησία του 5ου αξιώµατος από τα άλλα αξιώµατα αποδείχτηκε πλήρως το

1866 από τον Eugenio Beltrami (1835 –1900) µέσω των εργασιών του στις µη

Ευκλείδειες Γεωµετρίες.

Τέλος, ϑα πρέπει να προσθέσουµε ότι οι πιο ϱιζοσπαστικές αντιλήψεις για τη
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Γεωµετρία και την έννοια του χώρου οφείλονται στον Riemann, που ϕαντάστηκε

ένα χώρο καµπυλωµένο, µε αυθαίρετη διάσταση, ο οποίος µόνον τοπικά (δηλ.

στην περιοχή του κάθε σηµείου του) είναι ευκλείδειος. ΄Ετσι, ο Riemann συνέ-

λαβε την έννοια της Πολλαπλότητας (manifold), η οποία είχε τεράστια σηµασία

για τη σύγχρονη εξέλιξη των µαθηµατικών και της ϕυσικής. Η Θεωρία της Σχε-

τικότητας του Albert Einstein (1878–1955) ϐρήκε στη γεωµετρία του Riemann

το αναγκαίο µαθηµατικό υπόβαθρο για τη διατύπωση και την παραπέρα µελέτη

της. Στη ϑεωρία αυτή, µέσω της ταύτισης της καµπυλότητας (που είναι ιδιότη-

τα και µέγεθος γεωµετρικό) µε τη ϐαρύτητα (που είναι εκδήλωση της ύλης και

µέγεθος ϕυσικό), καταλήγουµε σε µία γεωµετρική ερµηνεία του µακροκόσµου.

Ο µεγάλος στόχος της σύγχρονης έρευνας είναι η ενοποίηση της Θεωρίας της

Σχετικότητας (που περιγράφει τον µακρόκοσµο) µε την Κβαντική Θεωρία (που

περιγράφει τον µικρόκοσµο). Κυρίαρχο εργαλείο ϕαίνεται να είναι κι εδώ η γεω-

µετρία, όπως χρησιµοποιείται στη Θεωρία Βαθµίδος (gauge theory), στη Θεωρία

των Υπερχορδών (string theory) κλπ. Φυσικά, είναι έξω από τα όρια αυτού του

ϐιβλίου να περιγράψουµε τι ακριβώς εννοούµε σήµερα µε τον όρο γεωµετρία,

τα µαθηµατικά εργαλεία τα οποία πλέον χρησιµοποιεί και τη σύµπλεξή της µε

τους άλλους κλαδους των µαθηµατικών.

Αλλά είναι ώρα να πούµε και λίγα λόγια για το κύριο αντικείµενο που ϑα

µας απασχολήσει στη συνέχεια.

0.4 Η Προβολική Γεωµετρία

Η Προβολική Γεωµετρία είναι µία µη Ευκλείδεια Γεωµετρία, αφού σ᾿ αυτήν δε-

χόµαστε ότι δεν ορίζεται η έννοια της παραλληλίας.

΄Οπως και η Ευκλείδεια Γεωµετρία, έτσι και η Προβολική προέκυψε από µίαν

ανάγκη. Ανάγκη όχι πρακτική, αλλά αισθητική. Πρόκειται για την προσπάθεια

να αποτυπωθούν τα αντικείµενα του τριδιάστατου χώρου στο διδιάστατο Ϲωγρα-

ϕικό πίνακα, µε τρόπο που να δηµιουργείται η αίσθηση του ϐάθους (προοπτική).

Παρ᾿ όλο που η επίλυση του προηγουµένου αισθητικού προβλήµατος είχε

απασχολήσει τους αρχαίους ΄Ελληνες Ϲωγράφους, και αργότερα τους Βυζαντι-

νούς, ϑα λέγαµε ότι οι κανόνες της προοπτικής συστηµατοποιήθηκαν κυρίως

στην περίοδο της Αναγέννησης από καλλιτέχνες όπως οι Filippo Brunelleschi

(1377–1446), Paolo Uccello (1379–1475), Leone Battista Alberti (1404–1472),

Pierro de la Francesca (1416–1492), Sandro Botticelli (1445–1510), Leonardo

da Vinci (1452–1519), Albrecht Dürer (1471–1528), Michelangelo Buonarroti

(1475–1564), Raffaello Santi Sanzio (1483–1520) κ.α. Αξίζει σχετικώς να ανα-

ϕέρουµε ότι πολλοί από τους µεγάλους Ϲωγράφους και γλύπτες της περιόδου

αυτής είχαν σοβαρές γνώσεις µαθηµατικών και µηχανικής, για τούτο και οι κα-
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νόνες της προοπτικής είχαν µαθηµατικό υπόβαθρο και απετέλεσαν τη ϐάση για

τη µεταγενέστερη ανάπτυξη της Προβολικής Γεωµετρίας σε αυτοτελή κλάδο των

µαθηµατικών.

Ας δούµε, µε συντοµία, τη διαδικασία αποτύπωσης των εικόνων στο Ϲωγρα-

ϕικό πίνακα. Για ευκολία, υποθέτουµε ότι ο τελευταίος [που συµβολίζεται µε (Π )
στο επόµενο σχήµα] είναι διαφανής (γυάλινος) και κάθετος στο οριζόντιο επίπεδο

(E), επάνω στο οποίο στέκεται ο Ϲωγράφος. Η εικόνα ενός σηµείου P του επιπέ-

δου (E) είναι το σηµείο P′, τοµή της οπτικής ακτίνας OP (αν O συµβολίζει τον

οφθαλµό του Ϲωγράφου) µε το επίπεδο του πίνακα (Π ). Παρόµοια προσδιορίζεται

στον πίνακα και η εικόνα R′ οποιουδήποτε σηµείου R του χώρου.

Σχήµα 0.1

Εξάλλου, από την εµπειρία µας γνωρίζουµε ότι, καθώς τα σηµεία P του χώρου

ή του επιπέδου (E) αποµακρύνονται από το επίπεδο (Π ), οι αντίστοιχες εικόνες

P′ πλησιάζουν προς την ευθεία AB (ϐλ. Σχήµα 0.2 στην εποµένη σελίδα), που

είναι η τοµή του (Π ) µε ένα νοητό επίπεδο, το οποίο διέρχεται από το O και

είναι παράλληλο προς το επίπεδο (E). Η ευθεία AB αποτυπώνει στον πίνακα του

Ϲωγράφου τον οπτικό ορίζοντα, τα σηµεία του οποίου ϕαίνονται να ϐρίσκονται σε

«άπειρη» απόσταση από τον Ϲωγράφο («επ᾿ άπειρον» σηµεία).

Παρόµοια, δύο ευθείες α και ̙ [του (E) ή του χώρου], οι οποίες είναι πα-

ϱάλληλες µεταξύ τους, αποτυπώνονται στον πίνακα σε δύο ευθείες α′ και ̙′

τεµνόµενες σε ένα σηµείο της γραµµής του ορίζοντα AB (ϐλ. Σχήµα 0.3).

Εποµένως, στο Ϲωγραφικό πίνακα εµφανίζεται ένα άλλο είδος γεωµετρίας,

στο οποίο δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες (εκτός από αυτές που απεικονίζουν
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τις ευθείες τις παράλληλες προς την CD, άρα και την AB· αλλά κι αυτές ϑεωρούµε

ότι τέµνονται στο άπειρο, πραγµα που ϕαινοµενικά ϑα συµβεί αν κάνουµε µια

µικρή στροφή του πίνακα).

Σχήµα 0.2

Σχήµα 0.3
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Επίσης, όπως ϕαίνεται πάλι στο Σχήµα 0.3, ανατρέπονται και οι µετρικές

ιδιότητες της Ευκλείδειας Γεωµετρίας : η απόσταση των παραλλήλων α και ̙

ϕυσικά δεν διατηρείται στις τεµνόµενες πλέον εικόνες α′ και ̙′. ΄Οσο προχωρού-

µε προς τη γραµµή του ορίζοντα, η απόσταση αυτή µικραίνει για να µηδενιστεί

επί της AB.

Ο παρακάτω Ϲωγραφικός πίνακας του Giovanni Antonio Canal, γνωστού και

ως Canaletto (1697–1768), απεικονίζει το κανάλι της Βενετίας. Είναι ένα τυπικό

παράδειγµα Ϲωγραφικού πίνακα στον οποίον ακολουθούνται οι κανόνες της προ-

οπτικής. Το ύψος των κτιρίων µειώνεται καθώς η µατιά κινείται προς τη γραµµή

του ορίζοντα, ενώ οι πλευρές του καναλιού πλησιάζουν. ΄Ετσι δηµιουργείται η

εντύπωση του ϐάθους και η αίσθηση ότι έχουµε να κάνουµε µε ένα τριδιάστατο

αντικείµενο

Στον επόµενο πίνακα του Andrea Mantegna (1431;–1506) απεικονίζεται ο

νεκρός Χριστός. Εδώ ο Ϲωγράφος, για να προσδώσει µεγαλύτερη δραµατικότητα,

καταργεί (ή αντιστρέφει) την προοπτικότητα. ΄Ετσι, αντίθετα από τον συνήθη κα-

νόνα της προοπτικής, τα µεγέθη αυξάνουν καθώς κινούµεθα προς την κεφαλή
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του Ιησού, όπου και εστιάζεται ο Θείος πόνος.

΄Ενα άλλο παράδειγµα κατασκευής προοπτικών σχηµάτων µας παρέχουν οι

κωνικές τοµές : αν στην κορυφή O του κώνου ϐρίσκεται ο οφθαλµός του Ϲω-

γράφου, ο κύκλος της ϐάσης ϑα αποτυπώνεται στον πίνακα (Π ) σαν κύκλος,

έλλειψη, παραβολή ή υπερβολή, ανάλογα µε την κλίση του (Π ) ως προς το ε-

πίπεδο της ϐάσης (E). Κι εδώ διαπιστώνεται η µη διατήρησης των αποστάσεων

κατά τη διαδικασία της προβολής [δηλαδή κατά τη διαδικασία της αποτύπωσης

της εικόνας των σηµείων του κύκλου επί του (Π )]. Στο Σχήµα 0.4 απεικονίζεται,

για παράδειγµα, η περίπτωση της έλλειψης.

Στην Παράγραφο 1.6 ϑα δούµε µε αυστηρό τρόπο πώς από το σύνηθες επί-

πεδο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, µε την επισύναψη των «επ᾿ άπειρον» (ή «κατ᾿

εκδοχήν») σηµείων, αναγόµαστε στο επίπεδο της Προβολικής Γεωµετρίας, δη-

λαδή στο επίπεδο που µαθηµατικοποιεί το Ϲωγραφικό πίνακα.

Η πλήρης µαθηµατικοποίηση των κανόνων της προοπτικής έγινε µόλις τον

17ο αιώνα. Μετά την κυριαρχία της Ανάλυσης κατά τον 18ο αιώνα, άρχισε η

αναγέννηση της γεωµετρίας, µέσα στην οποίαν πρωτεύουσα ϑέση κατέχει η Προ
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Σχήµα 0.4

ϐολική Γεωµετρία. Η συστηµατική ανάπτυξή της είναι ένα από τα πιο σηµαντικά

µαθηµατικά επιτεύγµατα του 19ου αιώνα.

Μετά τις πρόδροµες εργασίες των Girard Desargues (1591–1661), Blaise Pa­

scal (1623 –1662), Philippe de la Hire (1640–1718) κ.α., αποφασιστική για την

εξέλιξη της Προβολικής Γεωµετρίας ήταν η συµβολή των Gaspar Monge (1746–

1818), Jean­Victor Poncelet (1788–1867), Charles Brianchon (1785–1864),

August Ferdinand Möbius (1790–1868), Jacob Steiner (1796–1863), Julius

Plücker (1801–1868) και Karl Georg Christian von Staudt (1798–1867). Στην

πορεία περίπου δύο αιώνων κυριάρχησαν δύο ϐασικές απόψεις : η συνθετική και

η αναλυτική. Η πρώτη ϐασίζεται σε καθαρά γεωµετρικές µεθόδους, µε σηµείον

εκκίνησης τα αξιώµατα. Η δεύτερη στηρίζεται κυρίως σε αλγεβρικές µεθόδους.

Μεταξύ των εκπροσώπων των δύο µεθοδολογικών απόψεων σηµειώθηκαν, πολ-

λές ϕοϱές, σηµαντικές αντιδικίες για το κατά πόσον η µία υπερτερεί της άλλης,

ή κατά πόσον η γεωµετρία ϑα πρέπει να είναι απαλλαγµένη από την άλγεβρα.

Σε µεταγενέστερη περίοδο, ϑεµελιώδης υπήρξεν η ιδέα να χαρακτηριστεί

µία Γεωµετρία από την αντίστοιχη οµάδα των µετασχηµατισµών που διατηρούν

αναλλοίωτες της ϐασικές ιδιότητές της. Η συµβολή των Sophus Lie (1842–1899),

Henrie Poincaré (1854–1912) και, ιδιαιτέρως, του Christian Felix Klein (1849–

1925) κατέχει πρωτεύουσα ϑέση.

0.5 Τυπικά αξιωµατικά συστήµατα

΄Οπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο 0.1, η αξιωµατική µέθοδος οφείλεται στον

Ευκλείδη. Η ανακάλυψη των µη Ευκλειδείων Γεωµετριών και η ανάγκη της διόρ-
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ϑωσης των ατελειών των «Στοιχείων» του Ευκλείδη οδήγησαν στην εισαγωγή των

τυπικών αξιωµατικών συστηµάτων, µέσω των οποίων ϑεµελιώνονται αντίστοιχοι

γεωµετρικοί κλάδοι.

΄Ενα τυπικό αξιωµατικό σύστηµα αποτελείται από

• απροσδιόριστους όρους,

• προσδιορισµένους όρους,

• αξιώµατα, και

• ϑεωρήµατα.

Οι απροσδιόριστοι όροι είναι αρχικές έννοιες, τις οποίες περιλαµβάνουµε ε-

πειδή δεν µπορούµε να ορίσουµε κάθε δυνατό όρο χωρίς να αναχθούµε σε ϕαύλο

κύκλο. Τέτοιοι όροι, σε ένα αξιωµατικό σύστηµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, εί-

ναι το σηµείο, η ευθεία, το επίπεδο και έννοιες όπως µεταξύ, κείται (ϐρίσκεται)

επί. ΄Ετσι σηµείο, ευθεία και επίπεδο είναι οι αυθαίρετες ονοµασίες κάποιων ο-

ντοτήτων των οποίων αγνοείται η ϕύση (ϐλ. σχετικές απόψεις του H. Poincaré

στη σελίδα xi) και ϑα µπορούσαν, κατά τον γνωστό αφορισµό του D. Hilbert, να

αντικατασταθούν µε τις λέξεις τραπέζια, καρέκλες και ποτήρια µπύρας (ϐλ. και

J. Fang [12, σελ. 81]∗).

Τα αξιώµατα είναι επίσης αρχικές προτάσεις, την αλήθεια των οποίων απο-

δεχόµαστε χωρίς απόδειξη. Είναι απαραίτητα γιατί δεν είναι δυνατόν να απο-

δειχθούν µέσω των απροσδιόριστων και προσδιορισµένων όρων χωρίς να κατα-

λήξουµε σε ϕαύλο κύκλο. Τα αξιώµατα προσδιορίζουν τις σχέσεις µεταξύ των

απροσδιόριστων όρων.

Τα ϑεωρήµατα (συνοδευόµενα από λήµµατα, προτάσεις και πορίσµατα) είναι

αποφάνσεις που προέρχονται µε λογική διεργασία από την εφαρµογή των αξιω-

µάτων, σε συνδυασµό µε τους απροσδιόριστους και προσδιορισµένους όρους. Η

διαδικασία αυτή, προφανώς, απαιτεί να διαθέτουµε και

• ένα σύστηµα λογικής.

Συνήθως χρησιµοποιείται η Αριστοτέλεια λογική.

΄Ενα τυπικό αξιωµατικό σύστηµα πρέπει να είναι συνεπές, δηλαδή να µην

υπάρχουν αξιώµατα ή ϑεωρήµατα που να αντιφάσκουν µε άλλα αξώµατα ή ϑεω-

ϱήµατα. ΄Επίσης τα αξιώµατα πρέπει να είναι ανεξάρτητα, δηλαδή κάθε αξίωµα

να µην ανάγεται σε (αποδεικνύεται µε) άλλα αξιώµατα του ιδίου συστήµατος. Η

απαίτηση αυτή οδηγεί στην επιλογή του µικρότερου δυνατού αριθµού αξιωµά-

των, αλλά αυξάνει τη δυσκολία και τον αριθµό των προς απόδειξη ϑεωρηµάτων.

Τέλος, απαιτείται το σύστηµα να είναι πλήρες, δηλαδή να µπορούµε να αποφαν-

ϑούµε αν µία πρόταση, διατυπωµένη µε όρους του συστήµατος, είναι αληθής ή

ψευδής. Αυτό, ισοδύναµα, σηµαίνει ότι στο σύστηµα δεν µπορούµε να προσθέ-

σουµε άλλα ανεξάρτητα αξιώµατα.

∗Οι αριθµοί σε αγκύλες παραπέµπουν στη ϐιβλιογραφία.
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Ο έλεγχος της συνέπειας ενός συστήµατος και η ανεξαρτησία των αξιωµά-

των του γίνεται µε τη ϐοήθεια των µοντέλων. Τα τελευταία αποτελούν ϕυσική

ή µαθηµατική ερµηνεία των απροσδιορίστων όρων, οπότε τα αξιώµατα είναι α-

ληθείς προτάσεις. Το πρόβληµα της πληρότητα ενός αξιωµατικού συστήµατος

είναι πιο πολύπλοκο, ιδιαιτέρως αν το σύστηµα αυτό περιέχει αποτελέσµατα της

ϑεωρίας αριθµών, λόγω της απόδειξης της µη πλήρότητας της Αριθµητικής από

τον K. Gödel. ∆εν ϑα επεκταθούµε περισσότερο προς αυτήν την κατεύθυνση και

παραπέµπουµε για λεπτοµέρειες στους D. D. Davis [9, σελ. 84–92], J. N. Ceder­

berg [8, σελ. 1–6] και J. Fang [12, σελ. 80–88]. Στο 1ο κεφάλαιο ϑα γνωρίσουµε

µερικά µοντέλα της Συσχετισµένης και της Προβολικής Γεωµετρίας.

΄Οπως είναι ϕυσικό, η προηγουµένη σύντοµη περιήγηση στον κόσµο της γεω-

µετρίας και τις ιδέες της δεν µπορεί να εξαντλήσει τις πολυάριθµες λεπτοµέρειες

από τις συναρπαστικές κατακτήσεις, που πραγµατοποιήθηκαν στη µακραίωνη

πορεία της. Συµπληρωµατικά, ο αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί, ανάµεσα

σε µια πλούσια ϐιβλιογραφία, και τις εξής πηγές : J. N. Cederberg [8], R. L. Fa­

ber [11], Χ. Στράντζαλος [29] (για την αξιωµατική µέθοδο και τη ϑεµελίωση της

Ευκλείδειας και µη Ευκλείδειας Γεωµετρίας)· M. Spivak [26] [για µια µετά-

ϕραση, στα Αγγλικά, της περίφηµης διάλεξης του G. F. B. Riemann "Uber die

Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen (: Επί των υποθέσεων οι

οποίες ϐρίσκονται στα ϑεµέλια της γεωµετρίας), που περιέχει τις αντιλήψεις του

τελευταίου για τον χώρο και τη γεωµετρία]· H. Poincaré [25] (για ποικίλλες σκέ-

ψεις του γύρω από τη γεωµετρία, τα µαθηµατικά και τη ϕυσική). Επίσης, για

διάφορα ιστορικά στοιχεία, σχετικά µε την εξέλιξη της γεωµετρίας, τη Ϲωή και το

έργο διαφόρων µαθηµατικών, παραπέµπουµε και στους E. T. Bell [6], S. Hol­

lingdale [17], L. Mlodinov [21], Μ. Μπρίκα [22], J. Pierpont [24], D. J. Struik

[30], και I. M. Yaglom [31].





Κεφάλαιο 1

Συσχετισµένα και

προβολικά επίπεδα

Καὶ ἐάν εἰς δύο εὐθείας εὐθε̃ια ἐµπίπτ-

ουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ µέρη γω-

νίας δύο ὀρθω̃ν ἐλάσσονας ποιη̃ι, ἐκβαλ-

λοµένας τὰς δύο εὐθείας ἐπ᾿ ἄπειρον συµ-

πίπτειν, ἐφ᾿ ἅ µέρη εἰσίν αἵ τω̃ν δύο ὀρθω̃ν

ἐλάσσονες.

5ον Ευκλειδειον αιτηµα [27, σελ. 38]

Σ τις δυο πρωτες παραγράφους του κεφαλαίου παρουσιάζεται η κατά Hilbert

αξιωµατική ϑεµελίωση του συσχετισµένου και του προβολικού επιπέδου.

Επισηµαίνονται οι ϐασικές διαφορές τους και συνάγονται τα πρώτα, απαραίτητα

για την συνέχεια, συµπεράσµατα.

Η Παράγραφος 3 αναφέρεται στην αρχή του δυϊσµού. Σύµφωνα µ᾿ αυτή, για

κάθε συµπέρασµα που ισχύει στο προβολικό επίπεδο, ισχύει και το δυϊκό του,

χωρίς να χρειάζεται να γίνει η απόδειξη του τελευταίου.

17
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Οι στοιχειώδεις απεικονίσεις (Παράγραφος 4) είναι αµφιµονοσήµαντες απει-

κονίσεις µεταξύ απλών σχηµατισµών (όπως σηµειοσειρών, δεσµών ευθειών) και

επιτρέπουν τη σύγκριση του πλήθους των στοιχείων των προηγουµένων σχηµα-

τισµών.

Στην Παράγραφο 5 εξετάζονται οι προοπτικότητες και προβολικότητες, που

αποτελούνται από κατάλληλες συνθέσεις στοιχειωδών απεικονίσεων. Οι έννοιες

αυτές υπήρξαν από τις πρώτες, γενεσιουργές έννοιες, της Προβολικής Γεωµετρί-

ας.

Τέλος, στην Παράγραφο 6, συνδέονται τα συσχετισµένα µε τα προβολικά ε-

πίπεδα. Από ένα συσχετισµένο επίπεδο, µε την προσθήκη των ιδεατών (ή κατ᾿

εκδοχήν) σηµείων και της ιδεατής ευθείας, οδηγούµαστε σε ένα προβολικό επί-

πεδο. Αντιστρόφως, η αφαίρεση µιας ευθείας του προβολικού επιπέδου οδηγεί

σε ένα συσχετισµένο επίπεδο.

1.1 Το συσχετισµένο επίπεδο

΄Οπως εξηγήσαµε και στην Παράγραφο 0.1, η γεωµετρία αναφέρεται στην έν-

νοια του χώρου, συστατικά στοιχεία του οποίου είναι τα σηµεία, οι ευθείες και

τα επίπεδα. Παρ᾿ όλο που αγνοούµε την «ουσία» των προηγούµενων εννοιών,

µπορούµε να διατυπώσουµε ένα σύστηµα αξιωµάτων, τα οποία περιγράφουν τις

ϐασικές σχέσεις µεταξύ των στοιχείων του χώρου και επιτρέπουν την κατασκευή

του αντιστοίχου γεωµετρικού οικοδοµήµατος.

Στη ϑεµελίωση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας χρησιµοποιούνται διάφορα αξιώ-

µατα, τα οποία αναφέρονται στη σύµπτωση των στοιχείων του χώρου, στην ισότητά

τους, και στην έννοια της παραλληλίας. Επίσης, άλλα αξιώµατα επιτρέπουν να

µιλήσουµε για διάταξη και για µέτρηση.

Στην παράγραφο αυτή, έχοντας ως «υπόδειγµα» τα αξιώµατα της Ευκλείδειας

Γεωµετρίας, ορίζουµε, µέσω τριών ϐασικών αξιωµάτων, το λεγόµενο συσχετισµένο

επίπεδο. Με τη συµπλήρωση των αξιωµάτων του συσχετισµένου επιπέδου, έτσι

ώστε να είναι δυνατή η σύγκριση, η διάταξη και η µέτρηση, οδηγούµαστε στη

ϑεµελίωση ενός επιπέδου, του οποίου παράδειγµα είναι το (σύνηθες) επίπεδο

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. ΄Οµως, δεν ϑα προχωρήσουµε προς την κατεύθυνση

αυτή, αφού κύριος στόχος µας είναι το προβολικό επίπεδο. Η σύντοµη µελέτη

του συσχετισµένου επίπεδου γίνεται προκειµένου να αποσαφηνιστούν οι ϐασικές

διαφορές ανάµεσα στην Ευκλείδεια και την Προβολική Γεωµετρία.

Στη συνέχεια ακολουθούµε την αξιωµατική ϑεµελίωση του D. Hilbert [16],

σύµϕωνα µε την οποία ϑεωρούµε:

• Ενα σύνολο P , ∅, του οποίου τα στοιχεία καλούµε σηµεία (points) και
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τα συµβολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα

A,B, C, . . . , P, Q, . . . , Γ,∆, . . . , X, Y.

• Ενα σύνολο L , ∅, του οποίου τα στοιχεία καλούµε ευθείες (lines) και τα

συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα

a, b, c . . . , k, ℓ, . . . , α, ̙, . . . , x, y.

• Μία σχέση I µεταξύ των P και L, δηλαδή I ⊂ P×L, την οποίαν καλούµε

σχέση σύµπτωσης ή απλώς σύµπτωση (incidence).

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι τα σηµεία και οι ευθείες είναι έννοιες

που δεν ορίζονται. Απλώς αποτελούν την αυθαίρετη ονοµασία των στοιχείων δύο

αντιστοίχων συνόλων.

΄Οπως στη στοιχειώδη γεωµετρία, τα σηµεία και οι ευθείες διαφέρουν κατά

τη ϕύση τους. Αυτό το εκφράζουµε αυστηρά µε τη σχέση

P ∩ L = ∅.

Η σχέση της σύµπτωσης µας επιτρέπει, για ένα Ϲεύγος (P, k) ∈ P × L, να

αποφανθούµε ότι (P, k) ∈ I ή (P, k) < I.

Ο συµβολισµός

(P, k) ∈ I

αποδίδεται λεκτικά µε τις (ισοδύναµες) εκφράσεις :

— το σηµείο P ανήκει (ή περιέχεται) στην ευθεία k,

— το P είναι σηµείο της k,

— η ευθεία k διέρχεται από το P.

Οι εκφράσεις αυτές προέρχονται από την αντίστοιχη σύµπτωση σηµείου και ευ-

ϑείας της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και ανταποκρίνονται στη συνήθη εµπειρία.

Φυσικά, οι προηγούµενες εκφράσεις ϑα αποδίδονταν καλλίτερα µε τον συµ-

ϐολισµό P ∈ k. Αυτό όµως ϑα σήµαινε ότι µία ευθεία είναι σύνολο σηµείων

(σηµειοσειρά), γεγονός που δεν προκύπτει από τους πιο πάνω αφηρηµένους

ορισµούς της ευθείας και του σηµείου. Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται µέσω κατάλ-

ληλης ισοµορφίας, όπως ϑα δείξουµε πολύ αργότερα (ϐλ. Θεώρηµα 2.1.8, για

την περίπτωση του προβολικού επιπέδου, που µας ενδιαφέρει εδώ).

Θα χρειαστούµε ακόµη και την ορολογία του επόµενου ορισµού.
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1.1.1 Ορισµός. Υποθέτουµε ότι (P,L,I) είναι µία τριάδα όπως προηγουµένως.

Τρία ή και περισσότερα σηµεία Pi ∈ P λέγονται συγγραµµικά (collinear), αν

υπάρχει ευθεία k ∈ L, τέτοια ώστε

(Pi , k) ∈ I, i = 1,2, 3, . . .

Αναλόγως, τρείς ή περισσότερες ευθείες ki ∈ L διέρχονται από το (ή τέµνονται

ή συγκλίνουν στο) ίδιο σηµείο (concurrent lines) αν υπάρχει P ∈ P, τέτοιο

ώστε

(P, ki ) ∈ I, i = 1,2, 3, . . .

Τέλος, δύο ευθείες k, ℓ ∈ L λέγονται παράλληλες (parallel), οπότε συµβολικά

γράφουµε ότι k//ℓ, αν συµβαίνει ένα από τα επόµενα :

— είτε k = ℓ,

— είτε k , ℓ και δεν υπάρχει P ∈ P : (P, k) ∈ I ∋ (P, ℓ).

1.1.2 Ορισµός. ΄Ενα συσχετισµένο επίπεδο (affine plane) είναι µια τριάδα

(P,L,I), η οποία ικανοποιεί τα επόµενα αξιώµατα :

(ΣΕ 1) Από δύο διαφορετικά σηµεία διέρχεται ακριβώς µία ευθεία (ή δύο διαφο-

ϱετικά σηµεία ορίζουν µία µοναδική ευθεία). Συµβολικά, το αξίωµα διατυπώνεται

και µε τη µορφή:

[ ∀ (P, Q) ∈ P × P : P , Q ] ⇒ [ ∃! k ∈ L : (P, k) ∈ I ∋ (Q, k) ].

(ΣΕ 2) (Ευκλείδειον αίτηµα). Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µία µονα-

δική ευθεία παράλληλη προς τη δοθείσα. Συµβολικά,

[ ∀ (P, k) ∈ P × L : (P, k) < I ] ⇒ [ ∃! ℓ ∈ L : (P, ℓ) ∈ I, k//ℓ ].

(ΣΕ 3) Υπάρχουν τουλάχιστον τρία σηµεία, τα οποία είναι διαφορετικά µεταξύ

τους και µη συγγραµµικά.

Το αξίωµα (ΣΕ 2), γνωστό και ως αξίωµα του J. Playfair (1748–1819), α-

ποτελεί ισοδύναµη διατύπωση του 5ου αιτήµατος (αξιώµατος) του Ευκλείδη. Η

διατύπωση του τελευταίου σε αρχαία ελληνικά έχει τη µορφή, που αναφέρεται

στην αρχή του κεφαλαίου αυτού.

1.1.3 Παραδείγµατα. 1) Το επίπεδο της Στοιχειώδους (Ευκλείδειας) Γεωµετρίας

είναι συσχετισµένο επίπεδο. Αποτελείται από τα σηµεία και τις ευθείες, όπως

ορίζονται στην Ευκλείδεια Γεωµετρία και αντιλαµβανόµαστε στην καθηµερινη

εµπειρία µας, ενώ η I είναι η συνήθης σύµπτωση, που εδώ εκφράζεται µε τη

συνολοθεωρητική σχέση ‘‘∈’’ (ανήκει). ∆ηλαδή,

(P, ℓ) ∈ I ⇔ P ∈ ℓ.
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2) Αν ϑεωρήσουµε τα σύνολα

P := {A, B, C, D},

L :=
{
{A, B}, {A, C}, {A,D}, {B,C}, {B,D}, {C,D}

}

και ως I τη σχέση ‘‘∈’’, τότε ελέγχουµε αµέσως ότι η τριάδα (P,L,I) είναι συ-

σχετισµένο επίπεδο.

Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι υπάρχουν συσχετισµένα επίπεδα µε πεπερα-

σµένο πλήθος σηµείων και ευθειών, σε αντίθεση µε το επίπεδο της Ευκλείδειας

Γεωµετρίας.

3) (Αντιπαράδειγµα) Αν P είναι το σύνολο των σηµείων στο εσωτερικό ενός

κύκλου, L το σύνολο που αποτελείται από το εσωτερικό των χορδών του κύκλου

και I η σχέση ‘‘∈’’, τότε η τριάδα (P,L,I) δεν είναι συσχετισµένο επίπεδο γιατί

δεν ισχύει το (ΣΕ 2).

Σχήµα 1.1

Πραγµατικά, όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 1.1, από ένα σηµείο P, που δεν κείται

επί της χορδής AB, διέρχονται άπειρες χορδές «παράλληλες» προς την AB.

• Η προηγούµενη τριάδα (P,L,I) αποτελεί ένα παράδειγµα-µοντέλο της Υπερ-

ϐολικής Γεωµετρίας και οφείλεται στον Γερµανό µαθηµατικό F. Klein. Αντιθέτως,

το δεύτερο παράδειγµα είναι ένα πεπερασµένο µοντέλο συσχετισµένου επιπέδου.

1.1.4 Ορισµός. Η µονοσήµαντα ορισµένη ευθεία k του αξιώµατος (ΣΕ 1) λέγεται

ένωση (join) των σηµείων P, Q και συµβολίζεται µε

k = P ∨ Q = Q ∨ P

Η δεύτερη ισότητα είναι προφανής συνέπεια του (ΣΕ 1).

• Στο υπόλοιπο της παραγράφου ϑεωρούµε ότι δίνεται ένα συσχετισµένο

επίπεδο (P,L,I)
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1.1.5 Πρόταση. Αν A, B, C είναι τρία διαφορετικά συγγραµµικά σηµεία και ℓ η

κοινή τους ευθεία, τότε

ℓ = A ∨ B = A ∨ C = B ∨ C.

Απόδειξη. Από τον Ορισµό 1.1.1 έχουµε τις σχέσεις

(A, ℓ) ∈ I και (B, ℓ) ∈ I.

Επειδή A , B, από το (ΣΕ 1) ορίζεται και η ευθεία A ∨ B και ισχύουν οι σχέσεις

(A, A ∨ B) ∈ I και (B, A ∨ B).

Εποµένως, από το µονοσήµαντο του (ΣΕ 1), προκύπτει ότι ℓ = A∨B. Με τον ίδιο

τρόπο αποδεικνύονται και οι άλλες ισότητες. �

1.1.6 Πρόταση. ∆ύο διαφορετικές ευθείες k, ℓ έχουν το πολύ ένα κοινό σηµείο,

δηλαδή ένα σηµείο P που ικανοποιεί τις σχέσεις (P, k) ∈ I και (P, ℓ) ∈ I.

Απόδειξη. Αν οι ευθείες k, l είναι παράλληλες (k//ℓ), τότε (αφού k , ℓ) δεν υ-

πάρχει κανένα κοινό σηµείο P, άρα αληθεύει το συµπέρασµα.

Αν k //—ℓ, τότε οπωσδήποτε υπάρχει κοινό σηµείο P (γιατί αλλιώς οι ευθείες ϑα

ήσαν παράλληλες). Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει κι ένα άλλο κοινό σηµείο

Q, δηλαδή (Q, k) ∈ I ∋ (Q, ℓ). Θα δείξουµε ότι P = Q. Πραγµατικά, αν ήταν

P , Q, τότε κατά το (ΣΕ 1) ορίζεται η ευθεία P ∨Q. Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή τα

P, Q είναι και σηµεία των k και ℓ, πάλι από το (ΣΕ 1) και το µονοσήµαντό του,

προκύπτει ότι

k = P ∨ Q = ℓ,

πράγµα που αντίκειται στην υπόθεση ότι k , ℓ. Εποµένως, κατ᾿ ανάγκην, κατα-

λήγουµε στη σχέση P = Q. �

1.1.7 Ορισµός. Αν k και ℓ είναι δύο µη παράλληλες διαφορετικές ευθείες,

τότε το µονοσήµαντα ορισµένο κοινό σηµείο τους (Πρόταση 1.1.6) λέγεται τοµή

(intersection) των k, ℓ και συµβολίζεται µε

P = k ∧ ℓ = ℓ ∧ k

1.1.8 Πρόταση. Στο συσχετισµένο επίπεδο η παραλληλία ορίζει µία σχέση ισο-

δυναµίας.



1.1. Το συσχετισµένο επίπεδο 23

Απόδειξη. Η αυτοπαθής και η συµµετρική ιδιότητα είναι άµεσες συνέπειες του

ορισµού. Για την απόδειξη της µεταβατικής ιδιότητας, υποθέτουµε ότι k//ℓ και

ℓ//m. Αν k = m, τότε έχουµε το συµπέρασµα. Αν k , m, τότε αναγκαίως k//m,

γιατί αν υπήρχε κοινό σηµείο P (δηλ. P = k ∧m), ϑα είχαµε ότι

(P, k) ∈ I, όπου k//ℓ,

(P,m) ∈ I, όπου m//ℓ.

΄Οµως (P, ℓ) < I (επειδή ℓ//k και ℓ//m). Εποµένως, από το σηµείο P, που δεν

ϐρίσκεται στην ℓ, διέρχονται δύο ευθείες παράλληλες προς αυτήν (οι k και m).

Το συµπέρασµα αυτό αντιβαίνει στο (ΣΕ 2), άρα k//m. �

1.1.9 Θεώρηµα. Σε κάθε συσχετισµένο επίπεδο υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα

διαφορετικά σηµεία, τα οποία ανά τρία είναι µη συγγραµµικά.

Απόδειξη. Το (ΣΕ 3) εξασφαλίζει ότι υπάρχουν τρία διαφορετικά σηµεία A, B, C,

που δεν είναι συγγραµµικά, άρα ορίζονται οι ευθείες A ∨ B και B ∨ C . Επειδή

τα σηµεία είναι µη συγγραµµικά, ισχύει ότι (C, A ∨ B) < I. Εποµένως, κατά το

(ΣΕ 2), υπάρχει µοναδική ευθεία ℓ ∈ L µε (C, ℓ) ∈ I και ℓ//A ∨ B. Παρόµοια

ϐρίσκουµε και µιά m ∈ L, µε (A,m) ∈ I και m//B ∨ C.

Παρατηρούµε ότι ℓ , m. Πραγµατικά, αν ήταν ℓ = m, τότε το A (ως σηµείο

της m) ϑα ανήκε και στην ℓ, πράγµα που είναι άτοπο, αφού έχουµε ότι ℓ//A∨B.

Επίσης, ℓ //—m. Πραγµατικά, αν ήταν ℓ//m, επειδή και ℓ//A ∨ B, ϑα είχαµε ότι

m//A ∨ B, λόγω της συµµετρικής και µεταβατικής ιδιότητας της παραλληλίας.

Αυτό είναι άτοπο, επειδή το A είναι κοινό σηµείο των m και A ∨ B. Συνεπώς,

αφού οι ℓ και m είναι διάφορες και µη παράλληλες, ορίζεται το µοναδικό σηµείο

D = ℓ ∧m (ϐλ. Πρόταση 1.1.6 και Ορισµό 1.1.7).

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται, για ευκολία, η παραπάνω διαδικασία στο

(συσχετισµένο) επίπεδο της Στοιχειώδους Γεωµετρίας.

Σχήµα 1.2

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι το D είναι

διαφορετικό από τα A, B, C και δεν είναι συγγραµµικό µε οποιαδήποτε δύο από
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αυτά. Για το πρώτο συµπέρασµα αρκεί να δείξουµε ότι D , A (παρόµοια εργαζό-

µαστε και για τα B, C). Αυτό αληθεύει γιατί, αν ήταν D = A, τότε οι παράλληλες

και διαφορετικές ευθείες A ∨ B και ℓ ϑα είχαν κοινό το σηµείο A = D (άτοπο).

Τέλος, ας υποθέσουµε ότι το D είναι συγγραµµικό µε δύο άλλα σηµεία, ας

πούµε τα A και B. Τότε, από την Πρόταση 1.1.5, έχουµε ότι η κοινή ευθεία

των A, B,D είναι ακριβώς η A ∨ B. ΄Αρα, το D ϑα ήταν κοινό σηµείο των ℓ και

A ∨ B (άτοπο, όπως προηγουµένως). Παρόµοια δείχνουµε ότι το D δεν είναι

συγγραµµικό και µε οποιαδήποτε άλλα δύο σηµεία, οπότε η απόδειξη είναι

πλήρης. �

1.1.10 Παρατηρήσεις. 1) Από το Θεώρηµα 1.1.9 προκύπτει ότι το µικρότερο

πλήθος σηµείων ενός συσχετισµένου επιπέδου είναι 4. Αυτό σηµαίνει ότι

η ελαχίστη ισχύς του συσχετισµένου επιπέδου είναι 4

και δικαιολογεί την επιλογή των τεσσάρων σηµείων στο Παράδειγµα 1.1.3(1).

2) Μία άλλη ϑεµελίωση του συσχετισµένου επιπέδου, µε αλγεβρική γλώσσα,

γίνεται στη Γραµµική (ή Συσχετισµένη) Γεωµετρία (ϐλ. [3]). Εκεί, ξεκινώντας από

άλλα αξιώµατα (αλγεβρικής υφής), αποδεικνύονται, ως συµπεράσµατα πλέον, τα

αξιώµατα της προηγούµενης ϑεµελίωσης.

1.1.11 Ασκήσεις.

1) Να αποδειχθούν οι ισχυρισµοί των Παραδειγµάτων 1.1.3(1) και 1.1.3(2).

2) Κάθε ευθεία του συσχετισµένου επιπέδου διαθέτει τουλάχιστον δύο διαφο-

ϱετικά σηµεία.

3) Από κάθε σηµείο του συσχετισµένου επιπέδου διέρχονται τουλάχιστον

τρεις διαφορετικές ευθείες.

4) ∆ίνονται οι διαφορετικές ευθείες k, ℓ, m ενός συσχετισµένου επιπέδου µε

k//ℓ. Αν η m τέµνει τη µία από τις δύο παράλληλες ευθείες, τότε ϑα τέµνει

και την άλλη.

1.2 Το προβολικό επίπεδο

΄Οπως και στην περίπτωση του συσχετισµένου επιπέδου, ϑεωρούµε µία τριάδα

(P,L,I), όπου P και L είναι σύνολα διάφορα του κενού, τέτοια ώστε P ∩L = ∅,

και I ⊂ P×L είναι µία σχέση σύµπτωσης. Τα στοιχεία τωνP καιL ονοµάζουµε,

όπως πριν, σηµεία και ευθείες αντιστοίχως. Η έννοια της συγγραµµικότητας

σηµείων και της σύγκλισης ευθειών είναι όπως στον Ορισµό 1.1.1.
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1.2.1 Ορισµός. ΄Ενα προβολικό επίπεδο (projective plane) είναι µία τριάδα

(P,L,I), που ικανοποιεί τα επόµενα αξιώµατα :

(ΠΕ 1) Για οποιαδήποτε σηµεία P, Q ∈ P, µε P , Q, υπάρχει ακριβώς µία ευθεία

ℓ ∈ L, τέτοια ώστε (P, ℓ) ∈ I ∋ (Q, ℓ).

(ΠΕ 2) Για οποιεσδήποτε ευθείες k, ℓ ∈ L, µε k , ℓ, υπάρχει σηµείο P ∈ P, τέτοιο

ώστε (P, k) ∈ I ∋ (P, ℓ).

(ΠΕ 3) Υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα σηµεία διαφορετικά µεταξύ τους, τα οποία

είναι ανά τρία µη συγγραµµικά.

1.2.2 Παρατηρήσεις. 1) Από το (ΠΕ 1) ϐλέπουµε ότι υπάρχει µία µοναδική

ευθεία, η οποία διέρχεται (ή περιέχει, ή ορίζεται) από δύο διαφορετικά σηµεία.

Εποµένως, το (ΠΕ 1) συµπίπτει µε το (ΣΕ 1). Αντιθέτως, από το (ΠΕ 2) προ-

κύπτει ότι δύο οποιεσδήποτε διαφορετικές ευθείες έχουν πάντοτε κοινό σηµείο.

Εποµένως :

Στο προβολικό επίπεδο δεν υπάρχει έννοια παραλληλίας.

2) ΄Οπως και στο συσχετισµένο επίπεδο, τη µονοσήµατα ορισµένη ευθεία ℓ

του (ΠΕ 1) ονοµάζουµε ένωση των P, Q και τη συµβολίζουµε µε

ℓ = P ∨ Q = Q ∨ P.

3) Επίσης, όπως ϑα δείξουµε στην παρακάτω Πρόταση 1.2.4, και το κοινό

σηµείο P του (ΠΕ 2) είναι µονοσήµατα ορισµένο. Το καλούµε τοµή των k, ℓ και

το συµβολίζουµε µε

P = k ∧ ℓ = ℓ ∧ k.

1.2.3 Παραδείγµατα. 1) Θεωρούµε τα σύνολα :

P := {Ai |i = 1, . . . ,7},

L :=
{
ℓ1 = {A1, A2, A3}, ℓ2 = {A1, A4, A6}, ℓ3 = {A1, A5, A7},

ℓ4 = {A2, A4, A7}, ℓ5 = {A2, A5, A6}, ℓ6 = {A3, A4, A5}, ℓ7 = {A3, A6, A7}
}

και τη σύµπτωση I που ορίζει η συνολοθεωρητική σχέση ‘‘∈’’.

Είναι πολύ εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η τριάδα (P,L, ∈) είναι προβολικό

επίπεδο. Το επίπεδο αυτό λέγεται και προβολικό επίπεδο των επτά σηµείων

και αποτελεί παράδειγµα προβολικού επιπέδου µε πεπερασµένο πλήθος σηµείων

(και ευθειών).

΄Οπως ϑα δείξουµε αρκετά πιο κάτω [ϐλ. Παρατήρηση 1.4.9(2)] η ελαχίστη

ισχύς του προβολικού επιπέδου είναι 7. Αυτό δικαιολογεί και την επιλογή των 7

σηµείων του προηγουµένου παραδείγµατος.
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Μερικούς τρόπους απεικόνισης (στο ευκλείδειο επίπεδο !) των σηµείων και

των ευθειών του παραδείγµατος παρουσιάζονται στα παρακάτω σχήµατα.

Σχήµα 1.3

Ας σηµειωθεί ότι οι ευθείες των σχηµάτων (συνεχείς και διακεκοµµένες) δεν

έχουν καµιά σχέση µε τις συνήθεις ευθείες του ευκλειδείου επιπέδου, αλλά

σχεδιάζονται για να υποδηλώσουν τις αντίστοιχες τριάδες σηµείων, οι οποίες

ορίζουν τις ευθείες του παραπάνω προβολικού επιπέδου.

Η σύµπτωση των σηµείων και ευθειών του ιδίου παραδείγµατος περιγράφεται

και στον παρακάτω πίνακα, του οποίου η ερµηνεία είναι προφανής.

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4 ℓ5 ℓ6 ℓ7

A1 • • •

A2 • • •

A3 • • •

A4 • • •

A5 • • •

A6 • • •

A7 • • •

Τέτοιοι πίνακες είναι ιδιαιτέρως χρήσιµοι, όταν ϑέλουµε να περιγράψουµε τη

σχέση της σύµπτωσης προβολικών επιπέδων µε σχετικώς µεγάλο (αλλά πεπερα-

σµένο) πλήθος σηµείων και ευθειών.

2) Στο διανυσµατικό (γραµµικό) χώρο R3 ορίζουµε τα σύνολα :

P :=
{
P ≡ U ≤ R3 : dimU = 1

}
,
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L :=
{
ℓ ≡ V ≤ R3 : dimV = 2

}
,

όπου U ≤ R3 σηµαίνει ότι ο U είναι γραµµικός υπόχωρος του R3 (παρόµοια και

για τον V ≤ R3). Επίσης, ορίζουµε τη σχέση σύµπτωσης I ⊂ P × L µε

(P, ℓ) ∈ I ⇔ U ≤ V, αν P = U και ℓ = V.

Ελέγχουµε αµέσως ότι το (P,L,I) αποτελεί προβολικό επίπεδο, το οποίον

ονοµάζουµε πραγµατικό προβολικό επίπεδο διάστασης 2 και συµβολίζουµε

µε P2. Θα µελετήσουµε το P2 µε λεπτοµέρειες (κυρίως από αλγεβρική σκοπιά)

στο Κεφάλαιο 3.

Είναι ϕανερόν ότι τα σηµεία του P2 είναι ακριβώς οι ευθείες του R3, οι οποίες

διέρχονται από το 0 ≡ (0, 0,0), ενώ οι ευθείες του P2 είναι ακριβώς τα επίπεδα

του R3, που διέρχονται επίσης από το 0.

Σχήµα 1.4

• Τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα αποτελούν µοντέλα προβολικών επιπέδων

(το πρώτο µε πεπερασµένο πλήθος σηµείων και ευθειών, το δεύτερο µε άπειρο

πλήθος). Εδώ οι απροσδιόριστοι όροι (σηµεία και ευθείες) αποκτούν συγκεκρι-

µένη υπόσταση (δυάδες/τριάδες στοιχείων, γραµµικοί υπόχωροι του R3 κλπ.),

µέσω της οποίας επαληθεύουµε την ισχύ των αξιωµάτων (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3). Για

τη σηµασία των µοντέλων ενός αξιωµατικού συστήµατος κάναµε ήδη λόγο στην

Παράγραφο 0.5.

Ας δούµε τώρα µερικές άµεσες συνέπειες των αξιωµάτων ενός προβολικού

επιπέδου (P,L,I).

1.2.4 Πρόταση. Το σηµείο P του αξιώµατος (ΠΕ 2) είναι µονοσήµαντα ορισµένο.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει κι ένα άλλο σηµείο, τέτοιο ώστε Q , P µε

(Q, k) ∈ I ∋ (Q, ℓ). Τότε, επειδή τα P,Q είναι σηµεία των k και ℓ, από το (ΠΕ 1)

προκύπτει ότι

k = P ∨ Q = ℓ,

που είναι άτοπο, επειδή έχουµε υποθέσει ότι k , ℓ. �

1.2.5 Πρόταση. Αν A, B, C είναι συγγραµικά σηµεία ενός προβολικού επιπέδου,

διαφορετικά µεταξύ τους, και ℓ η κοινή ευθεία που τα περιέχει, τότε

ℓ = A ∨ B = B ∨ C = A ∨ C.

Απόδειξη. Η ίδια µε την απόδειξη της Πρότασης 1.1.5. �

1.2.6 Πρόταση. Κάθε ευθεία ενός προβολικού επιπέδου περιέχει τουλάχιστον

τρία διαφορετικά σηµεία.

Απόδειξη. ΄Εστω ℓ µία οποιαδήποτε ευθεία του προβολικού επιπέδου. Σύµφωνα

µε το (ΠΕ 3), υπάρχουν τέσσερα σηµεία που είναι µεταξύ τους διαφορετικά

και ανά τρία µη συγγραµµικά. Ας τα καλέσουµε A, B, C, D, και ας υποθέσουµε

πρώτα ότι κανένα απ᾿ αυτά δεν ανήκει στην ℓ. Ορίζουµε τις ευθείες A∨B, A∨C και

A ∨ D, οι οποίες είναι µεταξύ τους διαφορετικές [: αν δύο απ᾿ αυτές συνέπιπταν,

ϑα είχαµε ότι τρία από τα παραπάνω σηµεία ϑα ήσαν συγγραµµικά (άτοπο)].

Επίσης οι ίδιες ευθείες είναι διαφορετικές από την ℓ [: αν ήταν, π.χ., A ∨ B = ℓ,

τότε (A, ℓ) ∈ I (άτοπο)].

Σχήµα 1.5

Εποµένως, ορίζονται µονοσήµαντα τα σηµεία (της ℓ )

X = ℓ ∧ (A ∨ B), Y = ℓ ∧ (A ∨ C), Z = ℓ ∧ (A ∨ D).

Παρατηρούµε ότι X , Y , Z , X . Πραγµατικά, αν ήταν, π.χ., X = Y , τότε

A ∨ B = A ∨ X = A ∨ Y = A ∨ C,
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(ϐλ. Πρόταση 1.2.5) που είναι άτοπο, αφού δείξαµε ότι A ∨ B , A ∨ C.

Αν υποθέσουµε ότι ένα ή δύο σηµεία από τα A, B, C, D ανήκουν στην ℓ, τότε

αρκεί να εξασφαλίσουµε αντιστοίχως την ύπαρξη ακόµη δύο ή ενός σηµείων,

ακολουθώντας παρόµοια διαδικασία. �

1.2.7 Πρόταση. Κάθε προβολικό επίπεδο έχει τουλάχιστον τέσσερις διαφορετι-

κές ευθείες, οι οποίες ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα τέσσερα σηµεία A, B, C, D του αξιώµατος (ΠΕ 3). Ορί-

Ϲουµε τις ευθείες A ∨ B, B ∨ C, C ∨ D και D ∨ A. Βλέπουµε αµέσως ότι είναι

διαφορετικές µεταξύ τους [: αλλιώς ϑα ϐρίσκαµε τριάδες συγγραµµικών σηµείων

από τα A, B, C, D (άτοπο)].

Οι προηγούµενες ευθείες δεν διέρχονται ανά τρεις από το ίδιο σηµείο. Πραγ-

µατικά, ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι υπάρχει σηµείο O ∈ P από το

οποίο διέρχονται οι A ∨ B, B ∨ C και C ∨ D. Τότε, λόγω του µονοσήµαντου της

τοµής των διαφορετικών ευθειών A ∨ B και B ∨ C, ϑα ήταν B = O. Αναλόγως,

από τις B ∨ C και C ∨ D, ϑα ήταν και C = O, οπότε ϑα καταλήγαµε στο άτοπο

συµπέρασµα ότι B = O = C. �

1.2.8 Πρόταση. Από κάθε σηµείο O ενός προβολικού επιπέδου διέρχονται του-

λάχιστον τρεις διαφορετικές ευθείες.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την προηγούµενη Πρόταση, υπάρχουν τέσσερις ευθείες

k, ℓ, m, n, οι οποίες είναι διάφορες µεταξύ τους και ανά τρεις δεν διέρχονται

από το ίδιο σηµείο.

Ας υποθέσουµε πρώτα ότι καµία απ᾿ αυτές δεν διέρχεται από το O. Τότε

ορίζονται τα σηµεία P = k ∧ ℓ, Q = k ∧ m και R = k ∧ n (ϐλ. Σχήµα 1.6), που

είναι διαφορετικά µεταξύ τους [: αν δύο απ᾿ αυτά συνέπιπταν, τότε τρεις από τις

παραπάνω ευθείες ϑα διέρχονταν από το ίδιο σηµείο (άτοπο)].

Επίσης, τα προηγούµενα σηµεία δεν συµπίπτουν µε το O [: αν, για παράδειγ-

µα,O = P, τότε τοO ϑα ανήκε στην k (άτοπο)]. Εποµένως, ορίζονται µονοσήµαντα

οι ευθείες

x = O ∨ P, y = O ∨ Q, z = O ∨ R.

Παρατηρούµε ότι x , y , z , x: αν, π.χ., ήταν x = y, τότε

P = k ∧ x = k ∧ y = Q,

που είναι άτοπο, αφού δείξαµε ότι P , Q.

Αν τώρα υποθέσουµε ότι από το O διέρχονται µία ή δύο από τις ευθείες k,

ℓ, m, n, τότε αρκεί να εξασφαλίσουµε ότι διέρχονται ακόµη δύο ή µία ευθείες

αντιστοίχως, εφαρµόζοντας ακριβώς την προηγούµενη διαδικασία. �
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Σχήµα 1.6

1.2.9 Ασκήσεις.

1) ΄Εστω ότι µία τριάδα (P,L,I) ικανοποιεί τα αξιώµατα :

(ΠΕ 1′) Αν P, Q ∈ P µε P , Q, τότε υπάρχει ευθεία k ∈ L, τέτοια ώστε

(P, k) ∈ I ∋ (Q, k).
(ΠΕ 2′) Αν k, ℓ ∈ L µε k , ℓ, τότε υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο P ∈ I,

τέτοιο ώστε (P, k) ∈ I ∋ (Q, k).
(ΠΕ 3′) = (ΠΕ 3).

α) Να αποδειχθεί ότι η k του (ΠΕ 1′) είναι µονοσήµαντα ορισµένη.

ϐ) Τί συµπέρασµα προκύπτει για την τριάδα (P,L,I);

2) Σε κάθε προβολικό επίπεδο υπάρχει ευθεία ℓ και σηµείο P µε την ιδιότητα :

(P, ℓ) < I. Ισχύει το ίδιο συµπέρασµα και σ᾿ ένα συσχετισµένο επίπεδο ;

3) ∆ίνεται µία ευθεία ℓ ενός προβολικού επιπέδου. Τότε υπάρχει σηµείο P µε

(P, ℓ) < I. Αναλόγως, αν δίνεται το P, υπάρχει ευθεία ℓ µε την ίδια ιδιότητα,

όπως προηγουµένως.

4) Αν k και ℓ είναι δύο διαφορετικές ευθείες ενός προβολικού επιπέδου, τότε

υπάρχει ένα σηµείο του επιπέδου, που δεν ανήκει σε καµία από τις ευθείες

αυτές. Να αποδειχθεί το ανάλογο του συσχετισµένου επιπέδου.

5) ΄Εστω S2
=

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2

+ y2
+ z2

= 1
}

η µοναδιαία σφαίρα του R3

µε κέντρο το 0 ≡ (0,0, 0). Για κάθε a = (x, y, z) ∈ S2, συµβολίζουµε µε
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−a = (−x,−y,−z) το αντιδιαµετρικό του σηµείο. Θεωρούµε τα σύνολα

P :=
{
P = (a,−a) |a ∈ S2

}
,

L :=
{
S1 |S1 µέγιστος κύκλος της S2

}
.

Αν I είναι η σχέση σύµπτωσης που ορίζεται µε την ισοδυναµία

(P, S1) ∈ I ⇔ (a,−a) ∈ S1, αν P = (a,−a),

τότε η τριάδα (P,L,I) αποτελεί προβολικό επίπεδο. Πώς συνδέεται το τε-

λευταίο µε το P2;

1.3 Η αρχή του δυϊσµού

Συγκρίνοντας τις Προτάσεις 1.2.6 και 1.2.8, ϐλέπουµε ότι η µία προκύπτει

από την άλλη, αν εναλλάξουµε τις έννοιες σηµείο, ευθεία, ανήκει (περιέχεται)

αντιστοίχως µε τις έννοιες ευθεία, σηµείο, διέρχεται.

Σηµείο Ευθεία ανήκει (περιέχεται)

Ευθεία
?

6

Σηµείο
?

6

διέρχεται
?

6

Σχήµα 1.7

Το ίδιο διαπιστώνουµε συγκρίνοντας και τις αποδείξεις των ιδίων προτάσεων

καθώς επίσης και το αξίωµα (ΠΕ 3) µε την Πρόταση 1.2.7.

Στις περιπτώσεις αυτές λέµε ότι η Πρόταση 1.2.8 είναι δυϊκή (dual) της 1.2.6

και αντιστρόφως. Οµοίως και η Πρόταση 1.2.7 είναι ένα συµπέρασµα δυϊκό του

αξιώµατος (ΠΕ 3).

΄Οπως ϑα δείξουµε στη συνέχεια, στην Προβολική Γεωµετρία ισχύει η αρχή

του δυϊσµού (principle of duality), σύµφωνα µε την οποία, για κάθε συµπέ-

ϱασµα που ισχύει (αληθεύει) στο προβολικό επίπεδο, ισχύει ταυτόχρονα και το

δυϊκό του, δηλαδή αυτό που προκύπτει µε την παραπάνω εναλλαγή (ϐλ. και

Σχήµα 1.7).

Την πατρότητα της αρχής αυτής διεκδίκησαν οι γεωµέτρες J. V. Poncelet

(1788–1867) και J. D. Gergonne (1771–1859), πράγµα που τους οδήγησε σε

µία µακροχρόνια και ϑλιβερή διαµάχη, ίσως χειρότερη από αυτήν µεταξύ των
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I. Newton (1642–1727) και G. W. Leibniz (1646–11716) για την πατρότητα του

∆ιαφορικού Λογισµού.

Για την απόδειξη της αρχής του δυϊσµού ϑεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο

(P,L,I) και την τριάδα

(P∗,L∗,I∗), όπου P∗ = L, L∗ = P,

και η I∗ ορίζεται ως εξής : για ένα (P∗, ℓ∗) ∈ P∗ × L∗ ϑα είναι

(P∗, ℓ∗) ∈ I∗ ⇔ (Q, k) ∈ I,

αν P∗ = k και ℓ∗ = Q, µε (Q, k) ∈ P × L.

∆ηλαδή, η τριάδα (P∗,L∗,I∗) έχει προκύψει από το αρχικό προβολικό επί-

πεδο µε την εναλλαγή που περιγράψαµε πιο πάνω.

1.3.1 Πρόταση. Η τριάδα (P∗,L∗,I∗) αποτελεί προβολικό επίπεδο, το οποίον

καλείται δυϊκό του (P,L,I).

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ισχύουν τα αξιώµατα (ΠΕ 1) − (ΠΕ 3). Για την από-

δειξη του (ΠΕ 1) ϑεωρούµε τα P∗, Q∗ ∈ P∗ µε P∗ , Q∗. Εποµένως, ϑα υπάρχουν

ευθείες k,m ∈ L µε k , m και τέτοιες ώστε P∗ = k και Q∗ = m. ΄Αρα, κατά το

(ΠΕ 2) και την Πρόταση 1.2.4, ορίζεται µονοσήµαντα το σηµείο k ∧m. Θέτοντας

ℓ∗ := k ∧m, παρατηρούµε ότι

(k ∧m, k) ∈ I ⇔ (P∗, ℓ∗) ∈ I∗,

(k ∧m,m) ∈ I ⇔ (Q∗, ℓ∗) ∈ I∗.

Εποµένως, η ℓ∗ είναι ευθεία του L∗ που περιέχει τα P∗ και Q∗. Η ℓ∗ είναι και η

µοναδική µε αυτήν την ιδιότητα, γιατί αν υπήρχε και µια x∗ = X ∈ L∗ µε την

ίδια ιδιότητα, τότε

(P∗, x∗) ∈ I∗ ⇔ (X, k) ∈ I,

(Q∗, x∗) ∈ I∗ ⇔ (X,m) ∈ I,

οπότε ϑα είχαµε ότι X = k ∧m (εφ᾿ όσον k , m), δηλαδή x∗ = ℓ∗.

Για το (ΠΕ 2), αναλόγως προς τα προηγούµενα, ϑεωρούµε τις διαφορετικές

ευθείες k∗, ℓ∗ ∈ L∗. Μπορούµε να ϑέσουµε k∗ = Q και ℓ∗ = R (µε Q , R).

Εποµένως, κατά το (ΠΕ 1), ορίζεται η Q ∨ R ∈ L, οπότε το P∗ := Q ∨ R είναι το

(µοναδικό) κοινό σηµείο των k∗, ℓ∗.

Τέλος, για το (ΠΕ 3) παρατηρούµε τα εξής. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.7,

υπάρχουν ευθείες ki ∈ L (i = 1, . . . , 4) οι οποίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους

και ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Εποµένως, ϑέτοντας P∗i = ki ,
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ϐρίσκουµε τέσσερα διαφορετικά σηµεία του P∗. Τα σηµεία αυτά δεν ϐρίσκονται

ανά τρία σε κοινή ευθεία. Πραγµατικά, αν υπήρχε ευθεία ℓ∗ ∈ L∗ που να περιείχε

τρία εξ αυτών, τότε οι αντίστοιχες ευθείες ki ϑα διέρχονταν από ένα κοινό σηµείο

του P, αυτό που ορίζει η ℓ∗ (άτοπο). ΄Αρα ισχύει και το (ΠΕ 3). �

Από την προηγούµενη απόδειξη γίνεται ϕανερόν ότι τα αξιώµατα του προβο-

λικού επιπέδου (P∗,L∗,I∗) είναι ουσιαστικά δυϊκές εκφράσεις των αξιωµάτων

του αρχικού επιπέδου (P,L,I).

1.3.2 Λήµµα. Υποθέτουµε ότι S είναι µία πρόταση που ισχύει σε ένα προβολικό

επίπεδο. Τότε η δυϊκή πρόταση S∗ ισχύει στο δυϊκό επίπεδο (P∗,L∗,I∗).

Απόδειξη. Αφού η S ισχύει στο (P,L,I) σηµαίνει ότι προκύπτει από τα αξιώµατα

(ΠΕ 1) − (ΠΕ 3). Η απόδειξη της δυϊκής πρότασης S∗ γίνεται αν εφαρµόσουµε την

εναλλαγή του Σχήµατος 1.7 στην απόδειξη της S, άρα προκύπτει από τα δυϊκά

των αξιωµάτων του (P,L,I). Εποµένως, η απόδειξη της S∗, τελικά, προκύπτει

από τα αξιώµατα του (P∗,L∗,I∗), άρα η S∗ αληθεύει στο (P∗,L∗,I∗). �

Μπορούµε τώρα να δείξουµε το επόµενο ϐασικό

1.3.3 Θεώρηµα (Αρχή του δυϊσµού). Στην κατηγορία των προβολικών επιπέ-

δων ισχύει η αρχή του δυϊσµού. ∆ηλαδή, αν S είναι µία πρόταση, η οποία αληθεύει

σε κάθε προβολικό επίπεδο, τότε αληθεύει και δυϊκή της πρόταση S∗, επίσης σε

κάθε προβολικό επίπεδο.

Απόδειξη. Αφού η S αληθεύει σε κάθε προβολικό επίπεδο (P,L,I), ϑα αληθεύει

και σε κάθε δυϊκό επίπεδο (P∗,L∗,I∗). Εποµένως, κατά το προηγούµενο Λήµµα,

η S∗ αληθεύει και στο δυϊκό του προηγουµένου, δηλαδή στο
(
(P∗)∗, (L∗)∗, (I∗)∗

)
.

Επειδή (P∗)∗ = P, (L∗)∗ = L, και η (I∗)∗ ταυτίζεται µε την I, καταλήγουµε στο

συµπέρασµα. �

΄Οπως προκύπτει από τα προηγούµενα, η αρχή του δυϊσµού παρέχει µία

σηµαντική διευκόλυνση στη µελέτη της Προβολικής Γεωµετρίας, αφού µαζί µε

κάθε συµπέρασµα (που αποδεικνύουµε) ισχύει και ένα νέο, το δυϊκό του, χωρίς

να χρειάζεται να το αποδείξουµε. ΄Αλλωστε, και η διαδικασία της απόδειξης του

δυϊκού συµπεράσµατος είναι δυϊκή της απόδειξης του αρχικού συµπεράσµα-

τος, δηλαδή προκύπτει από την αρχική απόδειξη µε τη γνωστή εναλλαγή του

Σχήµατος 1.7.

Επίσης, η ίδια αρχή δείχνει ότι οι (µη οριζόµενες) έννοιες της ευθείας και του

σηµείου έχουν ανάλογες (συµµετρικές) ιδιότητες, ενώ επιβεβαιώνεται –ακόµη µια

ϕορά– η αυθαιρεσία της ονοµατολογίας. ΄Ετσι, κάποια στοιχεία που αποτελούν

τα σηµεία ενός επιπέδου µπορούν να είναι ευθείες ενός άλλου κ.ο.κ.
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1.3.4 Ασκήσεις.

1) Ποιο είναι το δυϊκό του προβολικού επιπέδου των 7 σηµείων;

2) Να δικαιολογηθεί γιατί δεν ισχύει η αρχή του δυϊσµού στην κατηγορία των

συσχετισµένων επιπέδων.

3) Είναι το σύστηµα των αξιωµάτων (ΠΕ 1) − (ΠΕ 3) αυτοδυϊκό; ∆ηλαδή, αν

πάρουµε τα δυϊκά τους, τότε παραµένουµε εντός του συστήµατος ; Με ποια

προσθήκη µπορούµε να δηµιουργήσουµε ένα αυτοδυϊκό σύνολο αξιωµά-

των και προτάσεων ;

1.4 Στοιχειώδεις απεικονίσεις

Στην παράγραφο αυτή ϑα εξετάσουµε µερικές απλές απεικονίσεις, µε τις οποίες

συγκρίνουµε το πλήθος των σηµείων που ανήκουν σε διάφορες ευθείες, το πλή-

ϑος των ευθειών που διέρχονται από διάφορα σηµεία ενός προβολικού επιπέδου

και άλλα σχετικά ερωτήµατα.

• Θεωρούµε πάντοτε ένα προβολικό επίπεδο (P,L,I).

1.4.1 Ορισµός. Αν m είναι ευθεία του προβολικού επιπέδου, καλούµε σηµειο-

σειρά ή δέσµη σηµείων (pencil of points) της m το σύνολο

J (m) = {P ∈ P : (P,m) ∈ I}.

Η ευθεία m καλείται επίσης άξονας (axis) της σηµειοσειράς.

Αντιστοίχως, αν O είναι σηµείο του προβολικού επιπέδου, καλούµε δέσµη

ευθειών (pencil of lines) του O (ή από το O) το σύνολο

J (O) = {ℓ ∈ L : (O, ℓ) ∈ I}.

Το O καλείται και κέντρο (center) της δέσµης.

Προφανώς, οι δύο έννοιες είναι δυϊκές µεταξύ τους. Στην περίπτωση της

Στοιχειώδους Γεωµετρίας, η σηµειοσειρά της m αποτελείται από όλα τα σηµεία

της, ενώ τη δέσµη του O αποτελούν όλες οι ευθείες που διέρχονται από το O. Ο

Ορισµός 1.4.1 γενικεύει την κατάσταση της Στοιχειώδους Γεωµετρίας στο δικό

µας πλαίσιο, στο οποίον οι έννοιες «ανήκει», «διέρχεται» κλπ. ορίζονται µέσω της

σύµπτωσης I και οι ευθείες δεν είναι κατ᾿ ανάγκην σηµειοσειρές.

1.4.2 Πρόταση. Αν k, ℓ ∈ L, τότε ισχύει η ισοδυναµία

[ k = ℓ ] ⇔ [ J (k) = J (ℓ) ].
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Απόδειξη. Αν k = ℓ, τότε η ισότητα των δύο σηµειοσειρών είναι προφανής. Αντι-

στρόφως, ας υποθέσουµε ότι J (k) = J (ℓ). Λόγω της Πρότασης 1.2.6, η k διαθέτει

τουλάχιστον τρία διαφορετικά σηµεία A,B, C, οπότε k = A ∨ B. Επίσης, από τον

Ορισµό 1.4.1, προκύπτει ότι A, B, C ∈ J (k) = J (ℓ), άρα και ℓ = A∨B. Εποµένως

k = A ∨ B = ℓ. �

Για να συγκρίνουµε τις σηµειοσειρές και τις δέσµες ευθειών χρειαζόµαστε

και τον επόµενο ορισµό.

1.4.3 Ορισµός. ΄Εστω O ∈ P και m ∈ L µε (O,m) < I (ισοδύναµα: O <

J (m)). Ονοµάζουµε στοιχειώδη απεικόνιση (elementary correpondence), από

τη δέσµη J (O) στη σηµειοσειρά J (m), την απεικόνιση

δ : J (O) −→ J (m) : ℓ 7→ ℓ ∧m.

Στην περίπτωση του συνήθους επιπέδου έχουµε το επόµενο σχήµα.

Σχήµα 1.8

Αν έχουµε πολλές στοιχειώδεις απεικονίσεις, γράφουµε και

(1.4.1) δ = δO,m ,

προκειµένου να διευκρινίσουµε ότι η δ απεικονίζει τη δέσµη του O στη σηµειο-

σειρά της m.

1.4.4 Πρόταση. Η απεικόνιση δ = δO,m είναι καλά ορισµένη, 1 –1 και επί.

Απόδειξη. Για κάθε ℓ ∈ J (O), ϑα είναι ℓ , m, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.4.2.

΄Αρα (ϐλ. Πρόταση 1.2.4) το σηµείο ℓ ∧ m είναι µονοσήµαντα ορισµένο και η δ

είναι καλά ορισµένη.
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Για να δείξουµε ότι η δ είναι 1 − 1, ας υποθέσουµε ότι δ(ℓ) = δ(ℓ′), δηλαδή

ℓ ∧m = ℓ′ ∧m. Επειδή O < J (m), ϑα είναι ℓ ∧m , O , ℓ′ ∧m, οπότε

ℓ = O ∨ (ℓ ∧m) = O ∨ (ℓ′ ∧m) = ℓ′,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Τέλος, η δ είναι επί : πραγµατικά, για τυχόν P ∈ J (m), ϑα είναι P , O.

Συνεπώς ορίζεται η k = P ∨ O. Παρατηρούµε ότι k ∈ J (O) και

δ(k) = (P ∨ O) ∧m = P,

όπως Ϲητούσαµε. �

1.4.5 Συµβολισµός. Την ισχύ (cardinality), δηλαδή το πλήθος των στοιχείων

της δέσµης J (O) [αντίστ. της σηµειοσειράς J (m)] συµβολίζουµε µε |J (O)| (αντίστ.

|J (m)|). ΄Ενας άλλος συµβολισµός για την ισχύ πεπερασµένης δέσµης (αντίστ.

σηµειοσειράς), που δεν ακολουθείται εδώ, είναι ο #J (O) [αντίστ. #J (m)].

΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 1.4.4 είναι τώρα τα επόµενα συµπεράσµατα.

1.4.6 Πόρισµα. Για οποιοδήποτε Ϲεύγος (O,m) ∈ P × L µε (O,m) < I, ισχύει η

σχέση

|J (O)| = |J (m)|.

1.4.7 Πόρισµα. Για οποιεσδήποτε ευθείες k, ℓ ∈ L ισχύει η σχέση

|J (k)| = |J (ℓ)|.

Απόδειξη. Αν k = ℓ, η σχέση είναι προφανής. Αν k , ℓ, τότε [ϐλ. ΄Ασκηση 1.2.9(4)]

υπάρχει O ∈ P µε (O, k) < I και (O, ℓ) < I. Εφαρµόζοντας το Πόρισµα 1.4.6,

έχουµε ότι

|J (k)| = |J (O)| = |J (ℓ)|. �

΄Ενας συσχετισµός µεταξύ του πλήθους των σηµείων µιας ευθείας (που είναι

το ίδιο για όλες τις ευθείες, κατά το Πόρισµα 1.4.7) και του πλήθους των ση-

µείων ενός πεπερασµένου προβολικού επιπέδου (δηλ. µε πεπερασµένο πλήθος

σηµείων) δίνεται στην επόµενη

1.4.8 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι ℓ είναι µία ευθεία του προβολικού επιπέδου µε

n + 1 (n ≥ 2) το πλήθος διαφορετικά σηµεία. Τότε το προβολικό επίπεδο διαθέτει

ακριβώς n2
+ n + 1 σηµεία.
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Απόδειξη. Θεωρούµε ένα σηµείο O ∈ P µε (O, ℓ) < I [ϐλ. ΄Ασκηση 1.2.9(3)] και

καλούµε Pi (i = 1, . . . , n + 1) τα σηµεία της ℓ.

Επειδή O , Pi [αφού O < J (ℓ)], ορίζονται οι ευθείες O ∨ Pi (i = 1, . . . , n + 1),
που είναι όλες διαφορετικές από την ℓ, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.4.2. Επίσης,

O ∨ Pi , O ∨ Pj (για όλους τους δείκτες i, j µε i , j ), γιατί αν ήταν O ∨ Pi = O ∨ Pj
(για κάποιους δείκτες i, j ), τότε ϑα είχαµε ότι

Pi = ℓ ∧ (O ∨ Pi) = ℓ ∧ (O ∨ Pj) = Pj,

που είναι άτοπο. Εποµένως, από το O διέρχονται οι n + 1 διαφορετικές ευθείες

Σχήµα 1.9

O ∨ Pi και κάθε µία απ᾿ αυτές έχει n + 1 το πλήθος σηµεία διαφορετικά (αφού

|J (ℓ)| = |J (O ∨ Pi)|, κατά το Πόρισµα 1.4.7). ΄Αρα, η κάθε µία έχει n το πλήθος

διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία και διαφορετικά από το O. Κατά συνέπειαν,

ϑεωρώντας όλα τα σηµεία τους εκτός του O, από τις ευθείες αυτές λαµβάνουµε

(n + 1) · n = n2
+ n σηµεία. Υπολογίζοντας τώρα και το O, λαµβάνουµε τελικώς

n2
+ n + 1 διαφορετικά σηµεία του προβολικού επιπέδου.

Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχουν άλλα σηµεία στο επίπεδο εκτός απ᾿ αυτά

που πήραµε µε την προηγούµενη διαδικασία. Πραγµατικά, ας υποθέσουµε ότι

υπάρχει κι ένα σηµείο Q, διαφορετικό από τα προηγούµενα. Τότε ϑα ορίζεται

και η ευθεία O∨Q, η οποία ϑα είναι διαφορετική από όλες τις O∨Pi , αφού το Q

δεν ανήκει σε καµιά τους [αλλιώς η O ∨ Pi , που ϑα περιείχε το Q, ϑα είχε n + 2

διαφορετικά σηµεία (άτοπο)]. ΄Αρα, από το O ϑα διέρχονται n + 2 διαφορετικές

ευθείες (οι O ∨ Pi και η O ∨Q). ∆ηλαδή ϑα είναι |J (O)| = n + 2, που είναι επίσης

άτοπο, γιατί |J (O)| = |J (ℓ)| = n + 1 (ϐλ. Πόρισµα 1.4.6). Εποµένως αληθεύει ο

παραπάνω ισχυρισµός και αποδεικνύεται η πρόταση. �
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1.4.9 Παρατηρήσεις. 1) Ο περιορισµός n ≥ 2 στην εκφώνηση της Πρότασης

1.4.8 είναι (προφανώς) συνέπεια της Πρότασης 1.2.6.

2) Για n = 2, το πλήθος των σηµείων του προβολικού επιπέδου είναι 7, άρα

κάθε προβολικό επίπεδο έχει τουλάχιστον 7 διαφορετικά σηµεία [συγκρίνατε µε

το (ΠΕ 3)]. Εποµένως,

η ελαχίστη ισχύς του προβολικού επιπέδου ειναι 7

και αυτό δικαιολογεί το Παράδειγµα 1.2.3(1).

3) Μπορούµε να δείξουµε το συµπέρασµα της προηγούµενης παρατήρησης

αµέσως από το (ΠΕ 3), χωρίς τη χρήση της Πρότασης 1.4.8, ως εξής : ας ξεκι-

νήσουµε µε τα τέσσερα σηµεία A, B, C, D, τα οποία ορίζονται κατά το (ΠΕ 3).

Σύµφωνα µε το (ΠΕ 1) ορίζονται οι ευθείες

(1.4.2) A ∨ B, A ∨ C, A ∨ D, B ∨ C, B ∨ D, C ∨ D

οι οποίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους, άρα τέµνονται κατά Ϲεύγη. Εποµένως,

εκτός των A, B, C, D, ορίζονται και τα σηµεία

E = (A ∨ C) ∧ (B ∨ D), G = (A ∨ D) ∧ (B ∨ C), H = (A ∨ B) ∧ (D ∨ C),

Σχήµα 1.10

δηλαδή τελικώς έχουµε 7 διαφορετικά σηµεία. Για την πληρότητα ας παρατη-

ϱήσουµε ότι, εκτός από τις ευθείες (1.4.2), υπάρχει και άλλη µία : η ευθεία που

περιέχει τα σηµεία G, E,H και σηµειώνεται στο Σχήµα 1.10 µε διάστικτη µορφή.

Εδώ πρέπει να διευκρινιστεί ότι, όπως σχολιάσαµε και µετά το Παράδειγµα

1.2.3(1), οι ευθείες που προκύπτουν τελικώς είναι τριάδες της µορφής {A, B,H},

{A, D,G}, {G, E,H} κλπ. και δεν έχουν καµία σχέση µε τις συνήθεις γραµµές

(που περιέχουν τα αντίστοιχα σηµεία) του Σχήµατος 1.10. Το τελευταίο σχήµα

γίνεται στο σύνηθες επίπεδο, για διευκόλυνση, και δεν αποδίδει ακριβώς την

αντίστοιχη κατάσταση στο (αφηρηµένο) προβολικό επίπεδο. Αυτό ϕαίνεται ακόµη

περισσότερο στην απεικόνιση της ευθείας {G,E, H}.
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4) Αν οι ευθείες ενός (πεπερασµένου) προβολικού επιπέδου περιέχουν n + 1

(διαφορετικά) σηµεία, λέµε ότι το επίπεδο έχει τάξη (order) n. ΄Ετσι, το επίπεδο

των 7 σηµείων έχει τάξη 2, ενώ το επίπεδο τάξης 3 είναι αυτό των 13 σηµείων

κ.ο.κ.

΄Ενα δύσκολο πρόβληµα είναι να αποφανθούµε αν υπάρχει ή όχι προβολικό

επίπεδο µε δεδοµένη τάξη. Είναι γνωστόν ότι υπάρχουν προβολικά επίπεδα τάξης

n, για όλα τα n = pk, όπου p είναι πρώτος αριθµός, αλλά αγνοούµε αν είναι και

οι µόνες δυνατές τάξεις πεπερασµέων προβολικών επιπέδων. Για παράδειγµα,

γνωρίζουµε ότι δεν υπάρχουν προβολικά επίπεδα τάξης 6, 10, 14, 21, 22, κ.α.,

ενώ παραµένει ανοιχτό το πρόβληµα για n = 12,15,18 κ.α. Για περισσότερες

λεπτοµέρειες ϐλ. J. N. Cederberg [8, σελ. 12] και R. J. Mihalek [20, σελ. 105].

1.4.10 Ασκήσεις.

1) Αναλόγως προς τη δO,m , ορίζεται η απεικόνιση

δ′ = δm,O : J (m) −→ J (O) : P 7→ P ∨ O.

Να αποδειχθούν τα εξής :

α) Η δ′ είναι µία καλά ορισµένη απεικόνιση, 1 − 1 και επί.

ϐ) Η δ′ είναι αντίστροφη της δ.

2) Να αποδειχθεί ότι, για οποιαδήποτε σηµεία P, Q ∈ P µε P , Q, είναι

|J (P)| = |J (Q)|.

3) Αν (A, ℓ) ∈ P × L και (A, ℓ) ∈ I, να εξεταστεί αν ισχύει η σχέση

|J (A)| = |J (ℓ)|.

Να συσχετιστεί το αποτέλεσµα µε το Πόρισµα 1.4.6.

4) Γιατί ένα επίπεδο που έχει περισσότερα από 7 σηµεία ϑα έχει αναγκαστικά

τουλάχιστον 13 διαφορετικά σηµεία; Τι συµβαίνει µε τις ευθείες ενός τέ-

τοιου επιπέδου;

5) Να οριστεί η έννοια της σηµειοσειράς και της δέσµης ευθειών σε ένα συ-

σχετισµένο επίπεδο και να αποδειχθεί το ανάλογο της Πρότασης 1.4.2.

6) Ισχύουν σε ένα συσχετισµένο επίπεδο η Πρόταση 1.4.4 και τα Πορίσµατα

1.4.6, 1.4.7; Ποιά είναι τα ανάλογα συµπεράσµατα στην περίπτωση αυτή ;

7) Αν µια ευθεία ℓ ενός συσχετισµένου επιπέδου διαθέτει n (n ≥ 2) το πλήθος

διαφορετικά σηµεία, τότε το επίπεδο έχει ακριβώς n2 διαφορετικά σηµεία.
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8) Με τις υποθέσεις της προηγούµενης άσκησης, να αποδειχθεί ότι από κάθε

σηµείο του επιπέδου διέρχονται n+1 διαφορετικές ευθείες. [Υπόδειξη : Να

εξεταστούν δύο περιπτώσεις : το σηµείο να ϐρίσκεται α) επί της ℓ, και ϐ)

εκτός αυτής.]

1.5 Προοπτικότητες και προβολικότητες

Οι προοπτικότητες και προβολικότητες είναι δύο από τις πρώτες ϐασικές έννοιες,

οι οποίες έπαιξαν σηµαντικό ϱόλο στην ανάπτυξη της (κλασικής) Προβολικής

Γεωµετρίας, και πηγάζουν κυρίως από κατασκευές στο Ϲωγραφικό πίνακα.

Υποθέτουµε ότι (P,L,I) είναι ένα δοσµένο προβολικό επίπεδο και k, ℓ δύο

διαφορετικές ευθείες του. Επίσης, ϑεωρούµε και ένα σηµείο O, το οποίο δεν

ανήκει σε καµία από τις προηγούµενες ευθείες. ΄Ενα τέτοιο σηµείο υπάρχει

πάντοτε, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 1.2.9(4). Ορίζουµε την απεικόνιση

π : J (k) −→ J (ℓ) : P 7→ (P ∨ O) ∧ ℓ.

Προφανώς, η π είναι καλά ορισµένη, αφού P , O και P ∨O , ℓ, οπότε το σηµείο

(P ∨ O) ∧ ℓ είναι µονοσήµαντα ορισµένο (ϐλ. και το επόµενο σχήµα).

Σχήµα 1.11

1.5.1 Ορισµός. Η προηγούµενη απεικόνιση π καλείται προοπτικότητα (per­

spectivity) από την ευθεία k στην ℓ, µε κέντρο (προοπτικότητας) το O.

Προκειµένου να δηλώσουµε όλα τα στοιχεία O , k , ℓ, που ορίζουν την προ-

οπτικότητα π, συχνά ϑέτουµε π = π(k, ℓ, O). Σε πολλά ϐιβλία χρησιµοποιείται

και ο συµβολισµός

k
O

∧ ℓ ,

τον οποίον όµως ϑα αποφύγουµε εδώ εξαιτίας των τυπογραφικών δυσκολιών που

δηµιουργεί.
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1.5.2 Πρόταση. Η προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O) είναι σύνθεση στοιχειωδών απει-

κονίσεων, άρα είναι απεικόνιση 1 –1 και επί.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το συµβολισµό (1.4.1), την Πρόταση 1.4.4 και την ΄Ασκη-

ση 1.4.10(1), διαπιστώνουµε αµέσως ότι ισχύει η σχέση

π = δO,ℓ ◦ δk,O,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό. �

1.5.3 Πρόταση. Για κάθε προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O) ισχύουν οι επόµενες

ιδιότητες :

i) π(k ∧ ℓ) = k ∧ ℓ.

ii) π(P) , P, για κάθε P ∈ J (k) µε P , k ∧ ℓ.

Εποµένως, το σηµείο τοµής των ευθειών των k, ℓ είναι το µοναδικό σταθερό σηµείο

της προοπτικότητας.

Απόδειξη. Το πρώτο συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της π. Αν

τώρα υποθέσουµε ότι υπάρχει σηµείο P ∈ J (k) − {k ∧ ℓ} µε π(P) = P, τότε ϑα

είναι και

k = P ∨ (k ∧ ℓ) = π(P) ∨ (k ∧ ℓ) = ℓ,

που είναι άτοπο. ΄Αρα ισχύει και το συµπέρασµα ii). �

1.5.4 Παρατήρηση. ΄Οπως ϕαίνεται αµέσως από τον ορισµό της προοπτικότητας

π(k, l, O), τα σηµεία O, P, π(P) είναι συγγραµµικά, για κάθε P ∈ J (k). ΄Αρα, οι

ευθείες P ∨ π(P), για όλα τα P ∈ J (k) − {k ∧ ℓ}, συγκλίνουν στο σηµείο O . Αυτό

µας επιτρέπει την επόµενη κατασκευή προοπτικότητας.

1.5.5 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι k, ℓ είναι δύο διαφορετικές ευθείες. Επίσης ϑε-

ωρούµε τα σηµεία A1, A2 της k µε A1 , A2 και A1 , k ∧ l , A2, καθώς και τα

σηµεία B1, B2 της ℓ µε B1 , B2 και B1 , k ∧ ℓ , B2. Τότε υπάρχει µία µοναδική

προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O), τέτοια ώστε π(Ai) = Bi (i = 1,2).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.5.4, το κέντρο της Ϲητουµένης προ-

οπτικότητας ϑα είναι το σηµείο

(1.5.1) O = (A1 ∨ B1) ∧ (A2 ∨ B2),

που υπάρχει λόγω των υποθέσεων για τα Ai και Bi (i = 1, 2). Εποµένως, ορίζεται

η προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O), για την οποίαν έχουµε ότι

π(A1) = (A1 ∨ O) ∧ ℓ = (A1 ∨ B1) ∧ ℓ = B1,
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σύµφωνα µε τον ορισµό του σηµείου O και την Πρόταση 1.2.5. Αναλόγως απο-

δεικνύεται και η σχέση π(A2) = B2.

Το µονοσήµαντο της προοπτικότητας, που ικανοποιεί τις παραπάνω συν-

ϑήκες, προκύπτει από τον χαρακτηρισµό του κέντρου προοπτικότητας, όπως

αναφέρεται στην Παρατήρηση 1.5.4. Ακριβέστερα, αν υπάρχει και µία άλλη

προοπτικότητα π′ = π′(k, ℓ, O′), µε κέντρο O′ και τις ίδιες ιδιότητες, τότε η Πα-

ϱατήρηση 1.5.4 και η σχέση (1.5.1) δίνουν ότι

O′ =
(
A1 ∨ π

′(A1)
)
∧

(
A2 ∨ π

′(A2)
)

= (A1 ∨ B1) ∧ (A2 ∨ B2)

= O,

άρα π = π′, µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

Ορίζουµε τώρα µίαν άλλη ϐασική έννοια.

1.5.6 Ορισµός. Μία σύνθεση πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών απεικονίσεων

καλείται προβολικότητα (projectivity) και συµβολίζεται, γενικά, µε Π .

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται, για παράδειγµα, η προβολικότητα

Π = δO′,ℓ ◦ δk,O′ ◦ δO,k

ανάµεσα στη δέσµη ευθειών J (O) και τη σηµειοσειρά J (ℓ).

Σχήµα 1.12

1.5.7 Πρόταση. Κάθε προβολικότητα είναι απεικόνιση 1 –1 και επί. Επιπλέον,

κάθε προοπτικότητα είναι µία προβολικότητα.
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Απόδειξη. Προφανής συνέπεια των Προτάσεων 1.4.4 και 1.5.2. �

Σχετικώς µε την κατασκευή προβολικοτήτων ισχύει η εποµένη

1.5.8 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι k, ℓ είναι δύο διαφορετικές ευθείες, Ai (i =
1,2, 3) τρία διαφορετικά σηµεία της k και Bi (i = 1,2,3) τρία διαφορετικά ση-

µεία της ℓ. Τότε υπάρχει προβολικότητα Π : J (k)→ J (ℓ), τέτοια ώστε Π (Ai ) = Bi ,
για κάθε i = 1, 2,3.

Απόδειξη. Θέτουµε S := k ∧ ℓ. Σύµφωνα µε την υπόθεση, µόνον ένα από τα Ai
και µόνον ένα από τα Bi µπορούν να συµπίπτουν µε το S. Εποµένως, από τα

τρία δυνατά Ϲεύγη (Ai , Bi), µε το ίδιο i = 1,2,3 και στα δυο σηµεία του Ϲεύγους,

υπάρχει τουλάχιστον ένα, ας πούµε το (A3, B3), έτσι ώστε να είναι A3 , S , B3.

[Για παράδειγµα, αν ήταν A1 = S = B2, τότε από τα υπόλοιπα σηµεία A2, A3

της k και B1, B3 της ℓ σχηµατίζεται το Ϲεύγος (A3, B3) κλπ.] Επειδή A3 , B3

(αλλιώς ϑα ήταν k = S ∨ A3 = S ∨ B3 = ℓ, άτοπο) ορίζεται η ευθεία A3 ∨ B3, επί

της οποίας ϑεωρούµε και ένα τρίτο σηµείο O, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6.

Θεωρούµε ακόµη και µία ευθεία m ∈ J (B3), τέτοια ώστε m , ℓ και m , A3 ∨ B3

(ϐλ. Πρόταση 1.2.8).

Σχήµα 1.13

Προφανώς, m , k, αφού (B3, k) < I. Εποµένως, ορίζεται η προοπτικότητα

π1 = π1(k,m, O), για την οποίαν είναι

(1.5.2) π1(A3) = (A3 ∨ O) ∧m = (A3 ∨ B3) ∧m = B3.

Παρατηρούµε ότι τα σηµεία π1(A1), π1(A2) της m και τα σηµεία B1, B2 της ℓ

ικανοποιούν τις υποθέσεις της Πρότασης 1.5.5, άρα υπάρχει µία προοπτικότητα
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π2 = π2(m, ℓ, O′), τέτοια ώστε

(1.5.3) π2(π1(Ai)) = Bi (i = 1, 2).

Υπενθυµίζουµε ότι το κέντρο O′ ϑα είναι, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.5.4, η

τοµή των ευθειών π1(Ai ) ∨ Bi (i = 1, 2). Επιπλέον, εξαιτίας της Πρότασης 1.5.3

και της σχέσης (1.5.2), ϐρίσκουµε ότι

(1.5.4) π2(π1(A3)) = π2(B3) = B3.

΄Αρα, η απεικόνιση Π := π2 ◦ π1 είναι µία προβολικότητα, η οποία [λόγω των

σχέσεων (1.5.3) και (1.5.4)] ικανοποιεί το συµπέρασµα της εκφώνησης. Με τον

ίδιο τρόπο εργαζόµαστε και για ένα άλλο Ϲεύγος (Ai , Bi), όπως το (A3, B3). �

1.5.9 Παρατηρήσεις. 1) Στο προηγούµενο Σχήµα 1.13 πήραµε όλα τα σηµεία

Ai της k και όλα τα Bi της ℓ (i = 1, 2,3) να διαφέρουν από το S. Αν όµως είχαµε,

π.χ., A1 = S = B2, τότε η διαδικασία της απόδειξης παραµένει ακριβώς η ίδια,

χρησιµοποιώντας το παρακάτω παραλλαγµένο σχήµα.

Σχήµα 1.14

2) Στην περίπτωση που είναι |J (B3)| > 3, λόγω της αυθαίρετης εκλογής της

m, η Π δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Η ίδια παρατήρηση ισχύει και για την

προβολικότητα Π ′ του επόµενου συµπεράσµατος.

1.5.10 Πόρισµα. Υποθέτουµε ότι k είναι µία ευθεία και δύο τριάδες σηµείων

της (A1, A2, A3), (B1, B2, B3), κάθε µία των οποίων αποτελείται από διαφορετικά

σηµεία. Τότε υπάρχει µία προβολικότητα Π ′ : J (k)→ J (k), η οποία είναι σύνθεση

τριών προοπτικοτήτων και τέτοια ώστε Π ′(Ai ) = Bi (i = 1, 2,3).
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Απόδειξη. Θεωρούµε τυχούσα ευθεία m , k (γιατί υπάρχει;) και σηµείο O εκτός

των k και m, οπότε ορίζεται η προοπτικότητα π = π(k,m,O). Επειδή η π είναι

απεικόνιση 1 – 1, επί της m ορίζονται τα διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία A′i :=
π(Ai), i = 1,2, 3. Εποµένως, για τις τριάδες (A′1, A

′
2, A

′
3) και (B1, B2, B3) των k

καιm, αντιστοίχως, ισχύουν οι προϋποθέσεις της Πρότασης 1.5.8, οπότε υπάρχει

προβολικότηταΠ : J (m)→ J (k), τέτοια ώστεΠ (A′i ) = Bi (i = 1,2, 3). Επειδή η Π

είναι σύνθεση δύο προοπτικοτήτων (ϐλ. απόδειξη Πρότασης 1.5.8), η απεικόνιση

Π ′ := Π ◦π είναι επίσης µία προβολικότητα, σύνθεση τριών προοπτικοτήτων, που

ικανοποιεί τις σχέσεις της εκφώνησης. �

1.5.11 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Προβολικής Γεωµετρίας (Α′ µορφή).

Στο προβολικό επίπεδο οι επόµενες προτάσεις είναι ισοδύναµες :

i) Αν Π : J (k)→ J (k) είναι προβολικότητα (επί της ίδιας σηµειοσειράς) µε τρία

διαφορετικά σηµεία σταθερά, τότε Π = id|J(k).

ii) Αν k, ℓ είναι δύο διαφορετικές ευθείες, Ai (i = 1,2, 3) διαφορετικά σηµεία

της k και Bi (i = 1,2, 3) διαφορετικά σηµεία της ℓ, τότε υπάρχει µοναδική προ-

ϐολικότητα Π : J (k) → J (ℓ) µε την ιδιότητα Π (Ai ) = Bi , για κάθε i = 1,2, 3.

Εποµένως, κάθε προβολικότητα Π : J (k) → J (ℓ) ορίζεται µονοσήµαντα από τις

εικόνες τριών διαφορετικών σηµείων της ευθείας k.

iii) Αν k , ℓ, τότε κάθε προβολικότητα Π : J (k)→ J (ℓ), που διατηρεί σταθερό

το σηµείο k ∧ ℓ, είναι προοπτικότητα.

Απόδειξη. i) ⇒ ii): Ας υποθέσουµε ότι Π1 , Π2 : J (k) → J (ℓ) είναι δύο προβολι-

κότητες, που απεικονίζουν τα Ai στα αντίστοιχα Bi (η ύπαρξή τους εξασφαλίζεται

από την Πρόταση 1.5.8). Τότε η προβολικότητα Π := Π−1
1 ◦ Π2 : J (k) → J (k)

διαθέτει τρία σταθερά σηµεία, αφού

Π (Ai ) = Π
−1
1

(
Π2(Ai)

)
= Π−1

1 (Bi) = Π
−1
1

(
Π1(Ai )

)
= Ai ,

για κάθε i = 1,2, 3. Εποµένως, η i) συνεπάγεται ότι Π = id|J(k), απ᾿ όπου

προκύπτει ότι Π1 = Π2.

ii) ⇒ iii): Καλούµε S := k ∧ ℓ και υποθέτουµε ότι Π (S) = S. Επί της k ϑε-

ωρούµε δύο σηµεία A1, A2, διαφορετικά µεταξύ τους και προς το S. Προφανώς

τα Π (A1), Π (A2) είναι σηµεία διαφορετικά µεταξύ τους καθώς και προς το S

λόγω του 1 – 1 της Π . Συνεπώς, κατά την Πρόταση 1.5.5, υπάρχει µία µοναδική

προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O) µε π(Ai) = Π (Ai ) (i = 1,2). Επειδή (ϐλ. και Πρό-

ταση 1.5.3) π(S) = S = Π (S) και κάθε προοπτικότητα είναι προβολικότητα, η ii)

συνεπάγεται ότι Π = π.

iii)⇒ i): Υποθέτουµε ότι k είναι µία οποιαδήποτε ευθεία του προβολικού επι-

πέδου και Π : J (k)→ J (k) µία οποιαδήποτε προβολικότητα, η οποία ικανοποιεί
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τις σχέσεις

(1.5.5) Π (Ai ) = Ai (i = 1,2, 3).

για τρία διαφορετικά σηµεία Ai της k.

Θεωρούµε µίαν ευθεία ℓ ∈ J (A3) µε ℓ , k. Επιλέγοντας τώρα ένα αυθαίρετο

σηµείο O, που δεν ανήκει σε καµία από τις ευθείες k και ℓ, µπορούµε να κατα-

σκευάσουµε την προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O). Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση

Π := π ◦ Π : J (k)→ J (ℓ) είναι µία προβολικότητα, η οποία έχει την ιδιότητα

Π (k ∧ ℓ) = Π (A3) = π
(
Π (A3)

)
= π(A3) = A3 = k ∧ ℓ,

λόγω της (1.5.5) και της Πρότασης 1.5.3. ΄Αρα, σύµφωνα µε την υπόθεση iii),

υπάρχει προοπτικότητα π′ : J (K)→ J (l) τέτοια ώστε

(1.5.6) π′ = Π = π ◦ Π.

Πάλι λόγω της (1.5.5), η (1.5.6) δίνει ότι π′(A2) = π(A2) και π′(A3) = π(A3).
Συνεπώς (σύµφωνα µε το µονοσήµαντο της Πρότασης 1.5.5) π = π′, οπότε η

(1.5.6) παίρνει τη µορφή π = π ◦ Π . Η τελευταία σχέση οδηγεί στην Π = id|J(k)

και ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος. �

1.5.12 Παρατήρηση. Στο Θεώρηµα 1.5.11 αποδείχτηκε η ισοδυναµία τριών

προτάσεων. ΄Οµως από πουθενά δεν προκύπτει ότι κάποια από αυτές (άρα και

κάθε µία από τις άλλες) αληθεύει στο τυχόν προβολικό επίπεδο, δηλαδή είναι

συνέπεια των αξιωµάτων (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3). Κάτι τέτοιο, στη γενική περίπτωση, δεν

συµβαίνει παρά µόνον αν συµπληρωθεί µε κατάλληλο τρόπο το σύστηµα των

αξιωµάτων του προβολικού επιπέδου.

Ακριβέστερα, όπως ϑα δείξουµε στο Κεφάλαιο 5, οι προηγούµενες προτάσεις

είναι ισοδύναµες µε τη συνθήκη (Π) (του Πάππου), εποµένως είναι πάντοτε αλη-

ϑείς σε ένα προβολικό επίπεδο του Πάππου. Στην περίπτωση αυτή, οδηγούµαστε

στην ολοκληρωµένη µορφή του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Προβολικής Γεω-

µετρίας, που συµπληρώνει την προηγούµενη πρώτη µορφή του (ϐλ. Θεωρήµατα

5.2.1 και 5.2.2).

1.5.13 Ασκήσεις.

1) Να εξηγηθεί το "γιατί" στην απόδειξη του Πορίσµατος 1.5.10.

2) Να διατυπωθούν τα δυϊκά των συµπερασµάτων αυτής της παραγράφου και

να αποδειχθούν αυτοτελώς (δηλαδή, χωρίς χρήση της αρχής του δυϊσµού).

3) ∆ίνεται ευθεία k και τρία διαφορετικά σηµεία της X , Y , Z . Επίσης, δίνεται

σηµείο P εκτός της k καθώς και τρεις διαφορετικές ευθείες x, y, z ∈ J (P).
Να κατασκευαστεί µία προβολικότητα Π : J (k) −→ J (P) µε

Π (X) = x, Π (Y ) = y, Π (Z) = z.
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1.6 Σχέση προβολικών και συσχετισµένων επιπέδων

Στην παράγραφο αυτή ϑα δείξουµε ότι, µέσω της διαδικασίας της πλήρωσης,

από ένα συσχετισµένο επίπεδο κατασκευάζεται ένα προβολικό και αντιστρόφως,

µέσω της αποπλήρωσης, από ένα προβολικό επίπεδο κατασκευάζεται ένα συσχε-

τισµένο.

Θεωρούµε πρώτα δεδοµένο ένα συσχετισµένο επίπεδο (P,L,I). Υπενθυµί-

Ϲουµε ότι, σύµφωνα µε τους ορισµούς της Παραγράφου 4 [ϐλ. ιδιαιτέρως την

Πρόταση 1.4.2 και την ΄Ασκηση 1.4.10(5)], για ένα συσχετισµένο/προβολικό ε-

πίπεδο (P,L,I) ισχύει η ισοδυναµία

(P, ℓ) ∈ I ⇔ P ∈ J (ℓ), ∀ (P, l) ∈ P × L.

΄Οπως είδαµε στην Πρόταση 1.1.8, η παραλληλία ορίζει µία σχέση ισοδυνα-

µίας. Αν ℓ· := [ ℓ ] συµβολίζει την κλάση ισοδυναµίας µιας ευθείας ℓ του συσχε-

τισµένου επιπέδου, ϑέτουµε

ε∞ :=
{
ℓ· | ℓ ∈ L

}
,

δηλαδή το ε∞ είναι το σύνολο-πηλίκο L/∼ του L ως προς τη σχέση ισοδυναµίας

που εισάγει η παραλληλία.

Ορίζουµε και το σύνολο (σηµείων)

P+ := P ∪ ε∞ = P ∪ {ℓ· | ℓ ∈ L }.

Αν συµβολίσουµε, γενικά, µε P+ τα σηµεία του P+, τότε έχουµε την επόµενη

ορολογία.

1.6.1 Ορισµός. ΄Ενα σηµείο P+ ∈ P+ ϑα λέγεται πραγµατικό (αντιστ. ιδεατό

ή κατ᾿ εκδοχήν) αν υπάρχει P ∈ P (αντιστ. ℓ ∈ L ) έτσι ώστε P+ = P (αντιστ.

P+ = ℓ·).

Παρατηρούµε ότι στο P+ έχει έννοια η ένωση

ℓ∗ := J (ℓ) ∪ { ℓ· }

αφού J (ℓ) ⊂ P ⊂ P+ και ℓ· ∈ ε∞ ⊂ P+. Εποµένως, µπορούµε να ορίσουµε και το

σύνολο (ευθειών)

L+ = {ℓ∗ | ℓ ∈ L } ∪ {ε∞}.

Συµβολίζοντας τις ευθείες του L+ γενικά µε ℓ+, ϑα είναι είτε ℓ+ = ℓ∗, για κάποια

ℓ ∈ L, είτε ℓ+ = ε∞, οπότε έχουµε την ακόλουθη ορολογία.
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1.6.2 Ορισµός. Κάθε ευθεία της µορφής ℓ∗ ϑα λέγεται πραγµατική ενώ η ε∞
λέγεται ιδεατή (ή κατ᾿ εκδοχήν).

Συνοψίζοντας, ϐλέπουµε ότι το P+ προκύπτει αν στα σηµεία του P επι-

συνάψουµε (προσθέσουµε) τα ιδεατά σηµεία του επιπέδου. Επίσης, κάθε

πραγµατική ευθεία ℓ∗ αποτελείται από τη σηµειοσειρά της ℓ ∈ L και το

αντίστοιχο ιδεατό σηµείο ℓ·, ενώ η ιδεατή ευθεία ε∞ αποτελείται από τα ιδε-

ατά σηµεία και µόνον αυτά. Η τελευταία ευθεία, στον κόσµο της εµπειρίας

µας ή στον Ϲωγραφικό πίνακα, αντιστοιχεί στη γραµµή του ορίζοντα.

Ορίζουµε ακόµη µία σχέση σύµπτωσης I+ ⊂ P+ × L+ µε τον εξής τρόπο :

για ένα Ϲεύγος (P+, ℓ+) ∈ P+ × L+, ϑα είναι (P+, ℓ+) ∈ I+ τότε και µόνον τότε αν

ισχύει µία από τις επόµενες συνθήκες :

i) P+ = k· (k ∈ L ) και ℓ+ = ε∞ [ οπότε k· ∈ ε∞ ].

ii) P+ = P ∈ P, ℓ+ = ℓ∗ και P ∈ J (ℓ) [ ισοδύναµα: (P, ℓ) ∈ I ].

iii) P+ = k·, ℓ+ = ℓ∗ και k//ℓ [ οπότε k· = ℓ· ].

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει ότι :

• Κάθε ιδεατό σηµείο ανήκει (µε την έννοια της I+) στην ιδεατή ευθεία.

• ΄Ενα πραγµατικό σηµείο ανήκει σε µία πραγµατική ευθεία ℓ∗, αν είναι σηµείο

της αρχικής ευθείας ℓ από την οποίαν προέρχεται η ℓ∗.

• ΄Ενα ιδεατό σηµείο k· ανήκει σε µία πραγµατική ευθεία ℓ∗, αν οι αντίστοι-

χες ευθείες k και ℓ (από τις οποίες προέρχονται το σηµείο και η ευθεία) είναι

παράλληλες.

• ∆εν ορίζεται σύµπτωση µεταξύ πραγµατικών σηµείων και της ιδεατής ευθείας,

δηλαδή

(P+, ℓ+) < I+ αν P+ = P ∈ P και ℓ+ = ε∞.

Με τους προηγούµενους συµβολισµούς αποδεικνύεται τώρα το

1.6.3 Θεώρηµα. Η τριάδα (P+,L+,I+) αποτελεί ένα προβολικό επίπεδο, το ο-

ποίον καλείται πλήρωση (completion) του συσχετισµένου επιπέδου (P,L,I).

Απόδειξη. Θα επαληθεύσουµε τα αξιώµατα του προβολικού επιπέδου.

(ΠΕ 1): Θεωρούµε δύο διαφορετικά σηµεία P+ και Q+. Αναλόγως µε το είδος

των σηµείων (πραγµατικά ή ιδεατά) εµφανίζονται οι επόµενες περιπτώσεις :

α) Τα P+ και Q+ είναι και τα δύο πραγµατικά σηµεία, δηλαδή P+ = P

και Q+ = Q. Τότε, σύµφωνα µε το (ΣΕ 1), ορίζεται η ευθεία ℓ = P ∨ Q (του

συσχετισµένου επιπέδου), οπότε η ℓ+ := ℓ∗ ∈ L+ είναι µια ευθεία που περιέχει

τα P+ και Q+.
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Η ευθεία αυτή είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Πραγµατικά, αν υποθέσουµε

ότι υπάρχει και µία άλλη ευθεία m+, που περιέχει τα ίδια σηµεία, τότε ϑα είναι

αναγκαίως m+ = m∗ = J (m) ∪ {m·} (η περίπτωση m+ = ε∞ αποκλείεται, αφού

τα P+, Q+ είναι πραγµατικά σηµεία). Συνεπώς, επειδή P, Q ∈ J (m), πάλι από το

(ΣΕ 1) προκύπτει ότι m = ℓ και m+ = ℓ+.

ϐ) Τα P+ και Q+ είναι ιδεατά, δηλαδή P+ = k· και Q+ = ℓ·, για κάποιες

ευθείες k, ℓ ∈ L. Επειδή k·, ℓ· ∈ ε∞, προφανώς η ε∞ είναι και η µοναδική

ευθεία που περιέχει τα P+ και Q+ (ϐλ. τον ορισµό της I+ και τα σχετικά σχόλια).

γ) Το ένα σηµείο είναι πραγµατικό και το άλλο ιδεατό. Για παράδειγµα, αν

υποθέσουµε ότι P+ = P και Q+ = k·, τότε διακρίνουµε δύο υποπεριπτώσεις :

γ1) P ∈ J (k) και γ2) P < J (k).

Στη γ1) παρατηρούµε ότι η ευθεία k+ := k∗ = J (k)∪ {k·} περιέχει τα P+, Q+.

Η ευθεία αυτή είναι και µοναδική. Πραγµατικά, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και

µία άλλη ευθεία m+ , k+, που περιέχει τα ίδια σηµεία. Τότε, επειδή το P+ είναι

πραγµατικό σηµείο, η m+ αποκλείεται να είναι η ε∞, άρα ϑα έχει τη µορφή

m+ = m∗ = J (m) ∪ {m·}. Επίσης, επειδή η m+ περιέχει το k·, αναγκαστικά ϑα

είναι και k· = m· (αφού υπάρχει µόνον ένα κατ᾿ εκδοχήν σηµείο επί της m∗),

οπότε k//m. Το τελευταίο συµπέρασµα όµως είναι άτοπο επειδή k,m έχουν το P

κοινό σηµείο (προφανώς k , m, διαφορετικά ϑα ήταν k+ = m+).

Στη γ2), σύµφωνα µε το (ΣΕ 2), υπάρχει µία µοναδική ℓ ∈ L µε ℓ//k και

(P, ℓ) ∈ I. Εποµένως, ϑέτοντας ℓ+ := ℓ∗ = J (ℓ) ∪ {ℓ·}, έχουµε ότι (P+, ℓ+) ∈ I+.
Επίσης, λόγω της προηγουµένης παραλληλίας, ϑα είναι Q+ = k· = ℓ·, άρα

(Q+, ℓ+) ∈ I+ και η Ϲητουµένη ευθεία είναι η ℓ+. Για το µονοσήµαντο της ℓ+

παρατηρούµε ότι, αν υπάρχει και µία m+ , ℓ+ που περιέχει τα P+ και Q+, τότε

[εργαζόµενοι αναλόγως προς την γ1)] έχουµε ότιm· = k· = ℓ·, άραm//k//ℓ. ΄Οµως

το P ανήκει στιςm και ℓ (m , ℓ). ΄Αρα, από το P διέρχονται δύο παράλληλες προς

την k (άτοπο).

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση, υπάρχει µία µοναδική ευθεία του L+ που

περιέχει τα P+ και Q+, οπότε αποδεικνύεται το (ΠΕ 1).

(ΠΕ 2): Θεωρούµε δύο διαφορετικές ευθείες k+, ℓ+ και ϑα δείξουµε ότι δια-

ϑέτουν κοινό σηµείο. Προφανώς, εµφανίζονται δύο περιπτώσεις :

α) και οι δύο ευθείες είναι πραγµατικές,

ϐ) µία απ᾿ αυτές είναι η ιδεατή ευθεία.

Στην περίπτωση α) ϑα είναι k+ = k∗ και ℓ+ = ℓ∗. Παρατηρούµε ότι, ανα-

γκαίως, k , ℓ [αν ήταν k = ℓ, τότε ϑα ήταν και k∗ = ℓ∗ (άτοπο)]. Εποµένως,

προκύπτουν δύο υποπεριπτώσεις :

α1) k//ℓ και α2) k //—ℓ.
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Στην πρώτη υποπερίπτωση, το P+ := k· = ℓ· είναι κοινό σηµείο των k+ και

ℓ+. Στη δεύτερη, οι k και ℓ διαθέτουν ένα (µοναδικό) κοινό σηµείο P := k ∧ ℓ.
Επειδή P ∈ J (k) και P ∈ J (ℓ), τελικώς το P+ := P είναι κοινό σηµείο και των

ευθειών k+, ℓ+.

Στην περίπτωση ϐ) ας υποθέσουµε ότι k+ = ε∞ και ℓ+ = ℓ∗. Προφανώς,

ε∞ , ℓ+ (αφού τα πραγµατικά σηµεία δεν ανήκουν στην ιδεατή ευθεία). Τότε το

P+ := ℓ· είναι το Ϲητούµενο κοινό σηµείο.

(ΠΕ 3): Κατά το Θεώρηµα 1.1.9, στο P υπάρχουν τέσσερα διαφορετικά ση-

µεία, ας τα καλέσουµε A, B, C, D, τα οποία είναι ανά τρία µη συγγραµµικά. Τα

ίδια σηµεία είναι και (πραγµατικά) σηµεία του P+, άρα κανένα τους δεν ανήκει

στην ε∞. Ας δούµε αν τρία από αυτά, π.χ. τα A, B, C, µπορούν να ανήκουν σε

µία πραγµατική ευθεία ℓ∗ = J (ℓ) ∪ {ℓ·}. Αν συνέβαινε κάτι τέτοιο, ϑα είχαµε ότι

A, B, C ∈ J (ℓ), πράγµα που είναι άτοπο. Εποµένως τα σηµεία A+ := A, B+ := B
και C+ := C κανοποιούν το (ΠΕ 3) στο P+. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. �

Η αντίστροφη διαδικασία της πλήρωσης (αποπλήρωση) συνίσταται στην α-

ϕαίρεση µιας ευθείας (ακριβέστερα σηµειοσειράς) από ένα προβολικό επίπεδο,

οπότε οδηγούµαστε στην κατασκευή ενός συσχετισµένου επιπέδου.

΄Ετσι, ϑεωρώντας δεδοµένο ένα προβολικό επίπεδο (P,L,I), σταθεροποιούµε

µίαν ευθείαν ℓo ∈ L και ορίζουµε το σύνολο (σηµείων)

P− := P − J (ℓo) = {P ∈ P : (P, ℓo) < I}.

∆ηλαδή τα σηµεία του P− είναι όλα τα σηµεία του P εκτός των σηµείων της

σηµειοσειράς J (ℓo).
Επίσης ϑεωρούµε και το σύνολο (ευθειών)

L− :=
{
k− := J (k) − {k ∧ ℓo} | k ∈ L, k , ℓo

}
.

Εποµένως, το L− δεν περιέχει την J (ℓo), ενώ κάθε άλλο στοιχείο του είναι µία

σηµειοσειρά, που αντιστοιχεί σε ευθεία του L, από την οποίαν έχει αφαιρεθεί το

σηµείο τοµής της µε την ℓo. Προφανώς, κάθε k− είναι σηµειοσειρά, άρα µπο-

ϱούµε να γράψουµε ότι k− ≡ J (k−).
Τέλος, ορίζουµε και µία σχέση σύµπτωσης I− ⊂ P− ×L− µε τον εξής τρόπο :

για ένα (P, k−) ∈ P− × L− ϑα είναι

(P, k−) ∈ I− ⇔ P ∈ k− = J (k) − {k ∧ ℓo},

δηλ. το P είναι σηµείο της k− τότε και µόνον τότε αν (P, k) ∈ I και P , k ∧ ℓo.

Επειδή σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι η τριάδα (P−,L−,I−) είναι συσχε-

τισµένο επίπεδο, ϑα πρέπει να εξασφαλίσουµε πρώτα την ύπαρξη παραλλήλων

ευθειών.
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1.6.4 Λήµµα. Στο σύνολο L− υπάρχουν παράλληλες ευθείες.

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόν σηµείο A της ευθείας ℓo. Σύµφωνα µε την Πρόταση

1.2.8, µπορούµε να ϐρούµε δύο ευθείες k και m του L, τέτοιες ώστε k,m ∈ J (A)
και k , ℓo , m , k. Τότε οι k− και m− είναι παράλληλες [αν υπήρχε κοινό

Σχήµα 1.15

σηµείο P, ϑα είχαµε ότι k = P ∨A = m (άτοπο)]. Παρόµοια ϐρίσκουµε και άλλες

παράλληλες, χρησιµοποιώντας ευθείες που διέρχονται από τα διάφορα σηµεία

της ℓo. �

1.6.5 Θεώρηµα. Η τριάδα (P−,L−,I−) αποτελεί συσχετισµένο επίπεδο, το οποίον

καλείται αποπλήρωση (deletion) του προβολικού επιπέδου (P,L,I).

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται τα αξιώµατα του συσχετισµένου επι-

πέδου.

(ΣΕ 1): Θεωρούµε δύο σηµεία P, Q ∈ P− µε P , Q. Τα P, Q (ως διαφορετικά

σηµεία και του P) ορίζουν την ευθεία k := P ∨ Q ∈ L. Προφανώς k , ℓo, αφού

τα P, Q δεν ανήκουν στην ℓo. Εποµένως, η k− = J (k) − {k ∧ ℓo} είναι ευθεία

του L− που περιέχει τα P, Q. Η ευθεία αυτή είναι και µοναδική. Πραγµατικά,

ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και µία άλλη ευθεία m− ∈ L−, που περιέχει τα

δύο προηγούµενα σηµεία. Τότε, από τον ορισµό της m−, προκύπτει ότι τα P, Q

είναι και σηµεία της m. Εποµένως, κατά το (ΠΕ 1) m = k και m− = k−, που

αποδεικνύει το (ΣΕ 1).

(ΣΕ 2): Υποθέτουµε ότι (P, k−) ∈ P− × L− µε P < J (k). Αν ϑέσουµε (για

ευκολία) A := k∧ ℓo ∈ P, παρατηρούµε ότι P , A [διαφορετικά ϑα ήταν P ∈ J (ℓo)
(άτοπο)]. Εποµένως, ορίζεται η ευθεία m := P ∨ A ∈ L και η αντίστοιχη m− =

J (m) − {m ∧ lo} = J (m) − {A} (ϕυσικά m , ℓo, αφού το P είναι σηµείο της m
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αλλά όχι και της ℓo). Αυτά δείχνουν ότι (P,m−) ∈ I− και m−//k− (ϐλ. τη σχετική

κατασκευή παραλλήλων στην απόδειξη του Λήµµατος 1.6.4), δηλαδή η m− είναι

ευθεία (του L−) που διέρχεται από το P και είναι παράλληλη προς την k−.

Η m− είναι η µοναδική ευθεία µε τις προηγούµενες ιδιότητες. Πραγµατικά,

ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και µία άλλη ευθεία x− = J (x) − {x ∧ ℓo} ∈ L−, η

οποία διέρχεται από το P και είναι παράλληλη προς την k−, µε x− , m−. Τότε,

σύµφωνα µε τον ορισµό της παραλληλίας, είναι είτε x− = k−, είτε x− , k− και

x− ∩ k− = ∅. Η πρώτη περίπτωση αποκλείεται επειδή το P δεν είναι σηµείο της

k−. Στη δεύτερη περίπτωση, ϑα είναι υποχρεωτικά x , k [ διαφορετικά ϑα είχαµε

ότι x ∧ ℓo = k ∧ ℓo, οπότε x− = k− (άτοπο)]. ΄Αρα, ορίζεται το σηµείο Z := x ∧ k
(ϐλ. το επόµενο σχήµα) και εµφανίζονται δύο νέες περιπτώσεις :

Σχήµα 1.16

i) Το Z είναι διαφορετικό από τα σηµεία A := k ∧ ℓo και B := x ∧ ℓo.

ii) Το Z συµπίπτει µε ένα από τα A, B.

Στην i) έχουµε κατ᾿ ανάγκην ότι (Z, k−) ∈ I− ∋ (Z, x−), το οποίον είναι άτοπο,

αφού k−//x−.

Στη ii), ας πάρουµε πρώτα ότι Z = A. Τότε ϑα είναι και Z , P [αλλιώς ϑα

ήταν P = Z ∈ J (k) (άτοπο)]. Εποµένως,

x = P ∨ Z = P ∨ A = m,

άρα x− = m−, που είναι άτοπο, γιατί δεχτήκαµε από την αρχή ότι x− , m−. Αν

Z = B, τότε k = A ∨ Z = A ∨ B = ℓo, που είναι επισης άτοπο.

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση, η υπόθεση ότι υπάρχει και η x− (µε τις α-

ναφερόµενες ιδιότητες) οδηγεί σε άτοπο. ΄Αρα, τελικώς, η m− είναι η µοναδική
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παράλληλη προς την k− που διέρχεται από το P, πράγµα που αποδεικνύει πλή-

ϱως το (ΣΕ 2).

(ΣΕ 3): Στο δεδοµένο προβολικό επίπεδο υπάρχουν τέσσερα διαφορετικά ση-

µεία, ας τα καλέσουµε A, B, C, D, που είναι ανά τρία µη συγγραµµικά. ΄Αρα,

δύο τουλάχιστον από αυτά, ας πούµε τα A και B, δεν ανήκουν στην ℓo. Ας υπο-

ϑέσουµε ακόµη ότι τα C, D ανήκουν και τα δύο στην ℓo. Θεωρούµε την ευθεία

Σχήµα 1.17

A ∨ C, οπότε (λόγω της Πρότασης 1.2.6) υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο της X

διαφορετικό από τα A, C. Προφανώς X < J (ℓo). Εποµένως, τα A, B, X είναι τρία

διαφορετικά µεταξύ τους (γιατί;) σηµεία, που ανήκουν στο P−, επειδή κανένα

τους δεν ανήκει στην ℓo.

Τα A, B, X δεν είναι συγγραµµικά στο P−. Πραγµατικά, αν ανήκαν και τα

τρία σε µια ευθεία k− = J (k) − {k ∧ ℓo} ∈ L−, τότε ϑα ήταν A, B, X ∈ J (k) και

k = A ∨ B = A ∨ X = A ∨ C,

δηλαδή τα A, B, C ϑα ήσαν συγγραµµικά στο προβολικό επίπεδο P, που είναι

άτοπο.

Αν υποθέσουµε ότι C < J (ℓo) [µε D ∈ J (ℓo) ή D < J (ℓo)], εργαζόµενοι όπως

στην προηγούµενη περίπτωση, δείχνουµε ότι τα σηµεία A, B, C είναι διαφορετικά

και µη συγγραµµικά στο P−.

Συνεπώς µπορούµε πάντοτε να ϐρούµε τρία διαφορετικά σηµεία του P− που

ικανοποιούν το (ΣΕ 3). Με αυτό ολοκληρώνεται και η απόδειξη. �

΄Ενα ενδιαφέρον ερώτηµα είναι τώρα το εξής : αν ξεκινήσουµε από ένα προ-

ϐολικό επίπεδο και εφαρµόσουµε πρώτα τη διαδικασία της αποπλήρωσης και

κατόπιν αυτή της πλήρωσης, ποιά είναι η σχέση του αρχικού προβολικού επι-

πέδου µε το τελευταίο ; Η απάντηση ϑα δοθεί στο Θεώρηµα 2.3.4, αφού οριστεί

προηγουµένως, στο επόµενο κεφάλαιο, η έννοια του ισοµορφισµού µεταξύ προ-

ϐολικών επιπέδων.
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1.6.6 Το κλασικό προβολικό επιπεδο.

΄Οπως αναφέραµε και στην Εισαγωγή, το προβολικό επίπεδο εµφανίζεται, ιστο-

ϱικά, ως αφαίρεση (µαθηµατικοποίηση) του επιπέδου του Ϲωγραφικού πίνακα,

όπου ϑεωρούµε ότι δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες ή, ισοδύναµα, υποθέτου-

µε ότι όλες οι ευθείες, που είναι µεταξύ τους παράλληλες, τέµνονται στο άπειρο,

επάνω στη γραµµή του ορίζοντα. Σε πιο αυστηρή γλώσσα, χρησιµοποιώντας την

ορολογία αυτής της παραγράφου,

το κλασικό προβολικό επίπεδο, δηλαδή το επίπεδο της κλασικής Προβο-

λικής Γεωµετρίας, είναι η πλήρωση του συνήθους (συσχετισµένου) επιπέδου

E (� R2) της Στοιχειώδους Γεωµετρίας

[ϐλ. και Παράδειγµα 1.1.3(1)]. Στο Κεφάλαιο 3 ϑα δείξουµε ότι η πλήρωση αυτή

ταυτίζεται µε το πραγµατικό προβολικό επίπεδο διάστασης 2, δηλαδή το P2 (ϐλ.

το Παράδειγµα 1.2.3(2) και το αλγεβρικό ανάλογό του στην Παράγραφο 3.1).

1.6.7 Σχόλιο. ΄Οπως ήδη έχει αντιληφθεί ο αναγνώστης, πολύ συχνά χρησιµο-

ποιήσαµε την εις άτοπον απαγωγή. Αυτή είναι µία ϐασική µέθοδος απόδειξης

της συνθετικής γεωµετρίας. Μαζί µε την συνθετική και την αναλυτική µέθοδο,

χρησιµοποιήθηκε συστηµατικά από τον Ευκλείδη στα «Στοιχεία» του. Σχετικά ο

G. H. Hardy [13, §12] παρατηρεί ότι «η εις άτοπον απαγωγή (reductio ad absur­

dum), την οποίαν ο Ευκλείδης αγαπούσε τόσο πολύ, είναι ένα από τα πιο έξοχα

όπλα» ενός µαθηµατικού. Φυσικά, η ίδια µέθοδος ϑα χρησιµοποιηθεί και στη

συνέχεια.

1.6.8 Ασκήσεις.

1) Αναφορικά µε την απόδειξη του (ΣΕ 3) στο Θεώρηµα 1.6.5, να δικαιολογη-

ϑεί το σηµειούµενο "γιατί" και να ολοκληρωθεί η διερεύνηση για τα σηµεία

C και D (σχετικώς µε τη ϑέση τους ως προς την ευθεία ℓo).

2) Να εξηγηθεί γιατί είναι

P+ ∩ L+ = ∅ και P− ∩ L− = ∅.

3) Να αποδειχθεί ότι η πλήρωση του συσχετισµένου επιπέδου των τεσσάρων

σηµείων [Παράδειγµα 1.1.3(2)] είναι το προβολικό επίπεδο των επτά ση-

µείων [Παράδειγµα 1.2.3(1)].

4) Αντιστρόφως προς την προηγουµένη άσκηση, να δειχθεί ότι η αποπλήρωση

του προβολικού επιπέδου των επτά σηµείων είναι το συσχετισµένο επίπεδο

των τεσσάρων σηµείων.



Κεφάλαιο 2

Οι συγγραµµικότητες

ενός προβολικού επιπέδου

[Κατά το Πρόγραµµα Erlanger (1872)

του F. Klein] Μία γεωµετρία είναι η µε-

λέτη των ιδιοτήτων εκείνων ενός συνόλου

S, οι οποίες παραµένουν αναλλοίωτες (α-

µετάβλητες), όταν τα στοιχεία του S υπο-

ϐάλλονται στους µετασχηµατισµούς µιάς

οµάδας µετασχηµατισµών.

J. N. Cederberg [8, σελ. 70]

Η πρωτη παραγραφος του κεφαλαίου αφιερώνεται στην έννοια του µορφισµού

µεταξύ προβολικών επιπέδων. ΄Ενας µορφισµός αποτελείται από ένα Ϲεύγος

απεικονίσεων, που αντανακλούν τη δοµή του προβολικού επιπέδου. Μιλώντας

περιγραφικά, ένας µορφισµός προβολικών επιπέδων απεικονίζει τα σηµεία (α-

ντιστ. τις ευθείες) του πρώτου επιπέδου σε σηµεία (αντιστ. ευθείες) του δεύτερου,

έτσι ώστε να διατηρείται η σχέση της σύµπτωσης.

55
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Στην Παράγραφο 2 εξετάζεται η έννοια της συγγραµµικότητας, δηλ. ενός αυτο-

µορφισµού του προβολικού επιπέδου. Μεταξύ των συγγραµµικότητων ιδιαίτερη

σηµασία, για τη δοµή του προβολικού επιπέδου, έχουν οι κεντρικές/αξονικές

συγγραµµικότητες, που διακρίνονται σε οµολογίες και επάρσεις. Οι δύο τελευ-

ταίες αποτελούν ϐασικό εργαλείο στη µελέτη του προβολικού επιπέδου, καθώς

οι οµάδες τους παίζουν ϑεµελιώδη ϱόλο στη διάκριση διαφόρων κατηγοριών επι-

πέδων, τόσο στη συνθετική όσο και στην αναλυτική προσέγγιση της Προβολικής

Γεωµετρίας.

Στην τελευταία παράγραφο, ως εφαρµογή των ισοµορφισµών, συγκρίνουµε

ένα προβολικό επίπεδο µε το επίπεδο που προκύπτει από τη διαδοχική εφαρ-

µογή της διαδικασίας της αποπλήρωσης και της πλήρωσης.

2.1 Μορφισµοί προβολικών επιπέδων

Στη Θεωρία Συνόλων ορίζεται η έννοια της απεικόνισης h : S → S′ µεταξύ δύο

συνόλων S και S′. Αν υποθέσουµε, επιπλέον, ότι τα σύνολα S και S′ έχουν µιαν

ιδιαίτερη δοµή (π.χ. δοµή γραµµικού χώρου, οµάδας, κλπ.), το ενδιαφέρον µας

εστιάζεται όχι στις οποιεσδήποτε απεικονίσεις µεταξύ των συνόλων αυτών, αλλά

−κυρίως− στις απεικονίσεις εκείνες που αντανακλούν την προηγούµενη δοµή.

΄Ετσι, στους γραµµικούς χώρους ενδιαφερόµαστε ιδιαιτέρως για τις «γραµµικές

απεικονίσεις», στις οµάδες για τους «οµοµορφισµούς» κ.ο.κ.

Τις απεικονίσεις που συνδέονται µε την ιδιαίτερη δοµή των (µαθηµατικών)

αντικειµένων µιας κατηγορίας (όπως, π.χ., των γραµµικών χώρων, των οµάδων,

των προβολικών επιπέδων κλπ.), τις καλούµε µορφισµούς. (Εδώ χρησιµοποιού-

µε την ορολογία της Θεωρίας Κατηγοριών, για την οποία δεν µπορούµε να πούµε

τίποτε περισσότερο στο πλαίσιο αυτών των µαθηµάτων). Σε µερικές περιπτώσεις,

οι µορφισµοί έχουν ένα συγκεκριµένο όνοµα, όπως : γραµµικές απεικονίσεις,

οµοµορφισµοί κ.λ.π.

Για παράδειγµα, ας ϑυµίσουµε την περίπτωση των οµοµορφισµών οµάδων.

Αν (G, ·) και (H, ∗) είναι δύο οµάδες, τότε µία απεικόνιση φ : G → H καλείται

µορφισµός (: οµοµορφισµός) οµάδων αν

(2.1.1) φ(g ·g′) = φ(g) ∗ φ(g′), (g, g′) ∈ G × G.

Η σχέση (2.1.1) σηµαίνει ότι ο µορφισµός φ διατηρεί τη δοµή της οµάδας.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η απεικόνιση φ είναι 1 – 1 και επί. Τότε υπάρχει

η αντίστροφη απεικόνιση φ−1 : H → G. Αποδεικνύεται εύκολα ότι και αυτή η

απεικόνιση είναι επίσης µορφισµός οµάδων, δηλαδή ισχύει η

(2.1.2) φ−1(h ∗ h′) = φ−1(h) · φ−1(h′), (h, h′) ∈ H × H.
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Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η φ είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Γενικότερα, µπορούµε να ορίσουµε την έννοια του ισοµορφισµού και για

οποιαδήποτε άλλη δοµή. ΄Ετσι, µία απεικόνιση f : S → S′ µεταξύ δύο συνό-

λων, εφοδιασµένων µε µία συγκεκριµένη δοµή, είναι ισοµορφισµός (ως προς

την εξεταζοµένη δοµή) αν η f είναι µορφισµός 1 – 1 και επί, και −επιπλέον− η

απεικόνιση f −1 είναι επίσης µορφισµός.

Εδώ πρέπει να διευκρινήσουµε ότι στον προηγούµενο ορισµό απαιτήσαµε να

είναι µορφισµός και η f −1. Αυτό είναι απαραίτητο, γιατί υπάρχουν περιπτώσεις

όπου µπορούµε να ϐρούµε µορφισµούς f , οι οποίοι είναι 1 – 1 και επί, χωρίς

να είναι και οι f −1 µορφισµοί. Μια τέτοια περίπτωση αποτελούν οι τοπολογικοί

χώροι. Οι µορφισµοί εδώ είναι οι συνεχείς απεικονίσεις. ΄Οµως, υπάρχουν παρα-

δείγµατα συνεχών απεικονίσεων που είναι 1 – 1 και επί, µε αντίστροφη όχι κατ᾿

ανάγκην συνεχή. ΄Αρα, στην περίπτωση αυτή, ένας µορφισµός 1 – 1 και επί δεν

ορίζει πάντοτε έναν ισοµορφισµό.

Αντιθέτως, στην περίπτωση των οµάδων, κάθε οµοµορφισµός 1 – 1 και επί

είναι ισοµορφισµός. Παρόµοια στους γραµµικούς χώρους : για να είναι µια α-

πεικόνιση ισοµορφισµός γραµµικών χώρων, αρκεί να είναι γραµµική, 1 – 1 και

επί. Γενικότερα, το ίδιο ισχύει, στις «αλγεβρικές δοµές», αλλά όχι σε πολυπλοκό-

τερες δοµές, όπως οι τοπολογικοί χώροι, οι διαφορικές πολλαπλότητες κλπ.

Ποια όµως είναι η σηµασία ενός ισοµορφισµού; Απ᾿ όσα είπαµε µέχρις εδώ,

γίνεται ϕανερό πως δύο σύνολα S και S′ µε την ίδια δοµή, τα οποία συνδέονται

µεταξύ τους µε έναν ισοµορφισµό f : S → S′, δεν διαφέρουν ουσιαστικά µεταξύ

τους. Πραγµατικά, η απεικόνιση f όχι µόνον αντιστοιχεί κατά τρόπον αµφιµο-

νοσήµαντο τα στοιχεία των S και S′ µεταξύ τους, αλλά µεταφέρει και όλες τις

ιδιότητες του S σε αντίστοιχες ιδιότητες του S′ και αντιστρόφως. Εποµένως, κάτι

που ισχύει στο S, ϑα ισχύει και σε κάθε άλλο S′, ισόµορφο (δηλ. που συνδέεται

µε έναν ισοµορφισµό) µε το S. Με άλλα λόγια, µπορούµε να πούµε ότι υπάρχει

µια (µαθηµατική) ταύτιση µεταξύ των S και S′. Συνεπώς, µέσω των ισοµορφι-

σµών, µπορούµε να διακρίνουµε αν δύο αντικείµενα είναι «ίδια» (ταυτίζονται) ή

όχι, δηλαδή έχουµε ένα τρόπο σύγκρισης.

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι : ανάµεσα στις απεικονίσεις µεταξύ

των αντικειµένων µιας κατηγορίας (δηλ. συνόλων µε µια συγκεκριµένη

δοµή) µας ενδιαφέρουν −κυρίως− εκείνες που διατηρούν τη δοµή αυτή.

Ιδιαιτέρως µας ενδιαφέρουν οι ισοµορφισµοί, που επιτρέπουν να συγκρί-

νουµε τα αντικείµενα της κατηγορίας και να τα ταξινοµήσουµε.

Τη λέξη «ταξινόµηση» την παίρνουµε εδώ µε την κυριολεκτική σηµασία της και

όχι µε το ειδικό περιεχόµενο που έχει συχνά στα µαθηµατικά.

Μετά τα παραπάνω διευκρινιστικά ας δούµε τα πράγµατα στο πλαίσιο της

Προβολικής Γεωµετρίας. Οι µορφισµοί, κι εδώ, ϑα πρέπει να αντανακλούν τη
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δοµή του προβολικού επιπέδου. Εποµένως, πρέπει να απεικονίζουν τα σηµεία

σε σηµεία και τις ευθείες σε ευθείες. Αλλά υπάρχει και µια σχέση σύµπτωσης.

Θα πρέπει, όπως στις περιπτώσεις που συζητήσαµε, αυτή η σύµπτωση να διατη-

ϱείται. ΄Ολα αυτά οδηγούν στον επόµενο ϕυσιολογικό ορισµό.

2.1.1 Ορισµός. ΄Ενας µορφισµός (morphism) µεταξύ των προβολικών επιπέ-

δων (P,L,I) και (P′,L′,I′) είναι ένα Ϲεύγος απεικονίσεων (φ, ψ), όπου

φ : P −→ P′ και ψ : L −→ L′,

έτσι ώστε να ισχύει η συνθήκη:

(P, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I′.

Περιφραστικά, η τελευταία συνθήκη σηµαίνει ότι ο µορφισµός διατηρεί τη

σύµπτωση. Συµβολικά, επίσης, γράφουµε ότι

(φ, ψ) : (P,L,I) −→ (P′,L′,I′).

2.1.2 Ορισµός. ΄Ενας µορφισµός (φ, ψ) : (P,L,I) −→ (P′,L′,I′) καλείται

1 –1 (αντιστ. επί ) αν και οι δυο απεικονίσεις φ και ψ είναι 1 – 1 (αντίστ. επί).

Ιδιαιτέρως, ένας µορφισµός (φ, ψ) καλείται ισοµορφισµός (isomorphism) αν οι

απεικονίσεις φ και ψ είναι 1 – 1 και επί. Στην περίπτωση αυτή τα προβολικά

επίπεδα λέγονται ισόµορφα.

2.1.3 Παρατήρηση. Στην εισαγωγή αυτής της παραγράφου είπαµε ότι, για να

είναι ένας µορφισµός f και ισοµορφισµός, ϑα πρέπει να υπάρχει η f −1 και να

είναι επίσης µορφισµός. Στην περίπτωση του προβολικού επιπέδου ϐεβαιώνεται

κανείς εύκολα ότι ένας ισοµορφισµός (όπως στον Ορισµό 2.1.2) είναι ισοµορ-

ϕισµός µε την κατηγορική έννοια, δηλαδή ότι και το Ϲεύγος (φ−1, ψ−1) είναι

επίσης µορφισµός προβολικών επιπέδων [ϐλ. ΄Ασκηση 2.1.11(3) στο τέλος αυτής

της παραγράφου].

Μερικές άµεσες συνέπειες του Ορισµού 2.1.1 περιέχονται στην εποµένη

2.1.4 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι (φ, ψ) : (P,L,I)→ (P′,L′,I′) είναι µορφισµός

προβολικών επιπέδων. Τότε ισχύουν τα εξής συµπεράσµατα :

i) Αν η φ είναι απεικόνιση 1 – 1, τότε

ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q),

για οποιαδήποτε σηµεία P,Q ∈ P µε P , Q.

ii) Αν η ψ είναι απεικόνιση 1 – 1, τότε

φ(k ∧ ℓ) = ψ(k) ∧ ψ(ℓ),

για οποιεσδήποτε ευθείες k, ℓ ∈ L µε k , ℓ.
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Απόδειξη. i) Οι ευθείες P ∨ Q και ψ(P ∨ Q) ορίζονται, επειδή P , Q. Από τον

Ορισµό 2.1.1 έχουµε ότι

(P, P ∨ Q) ∈ I ⇒ (φ(P), ψ(P ∨ Q)) ∈ I′,

(Q, P ∨ Q) ∈ I ⇒ (φ(Q), ψ(P ∨ Q)) ∈ I′.

Επειδή η φ είναι 1 – 1, ϑα είναι και φ(P) , φ(Q), οπότε ορίζεται η φ(P) ∨ φ(Q).
Το (ΠΕ 1) και οι σχέσεις της δεύτερης στήλης των παραπάνω συνεπαγωγών απο-

δεικνύουν ακριβώς το πρώτο συµπέρασµα.

Για το ii) προχωρούµε αναλόγως :

(k ∧ ℓ, k) ∈ I ⇒ (φ(k ∧ ℓ), ψ(k)) ∈ I′,

(k ∧ ℓ, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(k ∧ ℓ), ψ(ℓ)) ∈ I′.

Το συµπέρασµα τώρα προκύπτει από τις προηγούµενες σχέσεις και το (ΠΕ 2),

σε συνδυασµό µε την Πρόταση 1.2.4. �

Φυσικά, η απόδειξη του συµπεράσµατος ii) περιττεύει επειδή είναι δυϊκό

του i). Εδώ έγινε µόνον για την εξοικείωση του αναγνώστη µε το µηχανισµό των

µορφισµών.

Για να διαπιστώσουµε πότε ένας µορφισµός προβολικών επιπέδων είναι και

ισοµορφισµός (Ορισµός 2.1.2), αρκεί να ελέγξουµε τη µία από τις δύο απεικο-

νίσεις του µορφισµού, όπως προκύπτει από το επόµενο ϐασικό συµπέρασµα.

2.1.5 Θεώρηµα. ΄Εστω (φ, ψ) : (P,L,I) → (P′,L′,I′) µορφισµός προβολικών

επιπέδων. Η απεικόνιση φ είναι 1 – 1 και επί, τότε και µόνον τότε αν η ψ είναι

απεικόνιση 1 – 1 και επί.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η φ είναι 1 – 1 και επί, οπότε ϑα δείξουµε ότι

τις ίδιες ιδιότητες έχει και η ψ.

Η ψ είναι επί : ΄Εστω ℓ′ ∈ L′ τυχούσα ευθεία. Αν P′ και Q′ είναι δυο ο-

ποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία της, δηλαδή (P′, ℓ′) ∈ I′ ∋ (Q′, ℓ′), τότε το

επί της φ εξασφαλίζει την ύπαρξη δύο σηµείων P, Q ∈ P µε φ(P) = P′ και

φ(Q) = Q′. Αναγκαίως ϑα είναι και P , Q [αλλιώς, η σχέση P = Q συνεπάγεται

ότι P′ = φ(P) = φ(Q) = Q′ (άτοπο)]. Εποµένως, ορίζεται η ευθεία ℓ := P ∨ Q ∈ L
και ισχύουν οι σχέσεις :

(P, ℓ) ∈ I ⇒ (P′ = φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I′,

(Q, ℓ) ∈ I ⇒ (Q′ = φ(Q), ψ(ℓ)) ∈ I′.

Από τις σχέσεις αυτές και το (ΠΕ 1) προκύπτει ότι

ψ(ℓ) = P′ ∨ Q′ = ℓ′,
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που αποδεικνύει το επί της ψ.

Η ψ είναι 1 – 1: Η απόδειξη της ιδιότητας αυτής δεν είναι τόσο άµεση, όπως

πριν, αλλά ϐασίζεται σ᾿ ένα τέχνασµα. Αν υποθέσουµε ότι δεν ισχύει το συµπέ-

ϱασµα, τότε αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να ϐρούµε (τουλάχιστον δύο) ευθείες

k, ℓ ∈ L µε k , ℓ και τέτοιες ώστε ψ(k) = ψ(ℓ). Θα δείξουµε ότι ισχύει ο εξής

ισχυρισµός :

(∗) ∀ P ∈ P ⇒ (φ(P), ψ(k)) ∈ I′,

δηλαδή κάθε σηµείο του προβολικού επιπέδου (P,L,I) απεικονίζεται, µέσω της

φ, επί της ευθείας ψ(k) = ψ(ℓ).
Πρώτα παρατηρούµε, από τον ορισµό του µορφισµού, ότι όλα τα σηµεία των

k και ℓ απεικονίζονται στην ψ(k) = ψ(ℓ), οπότε πρέπει να δείξουµε ότι το ίδιο

συµβαίνει και για οποιοδήποτε X ∈ P που δεν ανήκει στις k, ℓ. Πραγµατικά,

αν ϑέσουµε A := k ∧ ℓ, στην ℓ υπάρχει κι ένα σηµείο B , A. Επίσης B , X ,

διαφορετικά ϑα ήταν (X = B, ℓ) ∈ I, που είναι άτοπο. ΄Αρα ορίζεται η ευθεία

Σχήµα 2.1

B ∨ X . Προφανώς B ∨ X , k, αφού η πρώτη έχει σηµεία που δεν ανήκουν στην

άλλη (ϐλ. Πρόταση 1.4.2), άρα ορίζεται και το σηµείο C := (B ∨ X) ∧ k.

Εφαρµόζοντας τον Ορισµό 2.1.1, έχουµε διαδοχικά :

(2.1.3)
(B, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(B), ψ(ℓ)) ∈ I′,

(C, k) ∈ I ⇒ (φ(C), ψ(k)) ∈ I′.

Επειδή η φ είναι 1 – 1 και B , C, ϑα είναι φ(B) , φ(C), οπότε ορίζεται η

φ(B) ∨ φ(C). Εποµένως, από την Πρόταση 2.1.4, τις σχέσεις (2.1.3) και την

υπόθεση ψ(k) = ψ(ℓ), προκύπτει ότι

(2.1.4) ψ(B ∨ C) = φ(B) ∨ φ(C) = ψ(k) = ψ(ℓ).

Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή το X είναι σηµείο της B∨C, δηλαδή (X, B∨C) ∈ I,

ϑα είναι και

(2.1.5)
(
φ(X), ψ(B ∨ C)

)
∈ I′.
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Εποµένως, από τις (2.1.4) και (2.1.5), έχουµε ότι

(φ(X), ψ(k)) ∈ I′.

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό (∗).
Ας δούµε τώρα τη συνέπεια του (∗). Επειδή η φ είναι απεικόνιση επί, για

τυχόν P′ ∈ P′ υπάρχει P ∈ P µε φ(P) = P′. ΄Αρα, λόγω του (∗), ϑα είναι

(P′, ψ(k)) ∈ I′. Αυτό ισχύει για κάθε σηµείο του P′, δηλαδή ϐρίσκουµε ότι

όλα τα σηµεία του P′ είναι συγγραµµικά, που είναι άτοπο [λόγω του (ΠΕ 3)]. Το

άτοπο αίρεται αν δεχθούµε ότι η ψ είναι 1 – 1 (οπότε παύει να ισχύει και ο (∗), ο

οποίος είναι συνέπεια της άρνησης του 1 – 1).

Για να κλείσει η απόδειξη, πρέπει να δείξουµε ότι, αν η ψ είναι 1 – 1 και επί,

τότε και η φ έχει τις ίδιες ιδιότητες. Αυτό όµως προκύπτει από το προηγούµενο

συµπέρασµα ϐάσει της αρχής του δυϊσµού. �

Προφανής συνέπεια του προηγουµένου ϑεωρήµατος και του Ορισµού 2.1.2

είναι το επόµενο

2.1.6 Πόρισµα. ΄Ενας µορφισµός προβολικών επιπέδων (φ, ψ) είναι ισοµορφι-

σµός αν και µόνον αν µία από τις απεικονίσεις φ, ψ είναι 1 – 1 και επί.

2.1.7 Παρατηρήσεις. 1) ΄Οπως ϕάνηκε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.5,

για την απόδειξη του επί της ψ αρκεί µόνον το επί της φ. Εποµένως, µπορούµε

να πούµε ότι :

∇ η ψ είναι επί τότε και µόνον τότε αν η φ είναι επί.

Κάνοντας όµως χρήση και του 1 – 1 της φ, µπορούµε να δείξουµε το επί της ψ

και ως εξής : για τα P′, Q′ (όπως στην αρχική απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.5),

υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένα (και, ϕυσικά, διαφορετικά µεταξύ τους) ση-

µεία P και Q, που ορίζουν την ℓ := P ∨ Q. Εφαρµόζοντας την Πρόταση 2.1.4,

ϐρίσκουµε ότι

ψ(ℓ) = ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q) = P′ ∨ Q′ = ℓ′,

που αποδεικνύει το επί της ψ.

2) Αντιθέτως, για το 1 – 1 της ψ χρησιµοποιείται και το 1 – 1 και το επί της φ.

Μέχρι τώρα έχουµε ορίσει το προβολικό επίπεδο (όπως και το συσχετισµένο

επίπεδο) µε τη ϐοήθεια µιας αφηρηµένης σύµπτωσης I. ΄Οµως, στη Στοιχειώδη

(Ευκλείδεια) Γεωµετρία και στην κλασική Προβολική Γεωµετρία, για την οποίαν

έγινε λόγος στο εδάφιο 1.6.6, η σύµπτωση αυτή είναι η συνήθης σύµπτωση της

εµπειρίας, η οποία έχει την ίδια σηµασία µε το συνολοθεωρητικό ‘‘∈’’.
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Με τη χρήση των ισοµορφισµών προβολικών επιπέδων ϑα δείξουµε ότι και

η αφηρηµένη σύµπτωση I, που έχουµε χρησιµοποιήσει µέχρι τώρα, µπορεί

να ταυτιστεί (µέσω κατάλληλου ισοµορφισµού) µε τη συνήθη σύµπτωση, που

ορίζει το ‘‘∈’’. Αυτό επιτυγχάνεται αν ταυτίσουµε κάθε ευθεία µε την αντίστοι-

χη σηµειοσειρά της. ΄Ετσι, και πιο κοντά στην εµπειρία ϐρισκόµαστε και τους

συµβολισµούς µας απλοποιούµε σηµαντικά.

Για την ακρίβεια, ϑεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο (P,L,I) και το δυναµο-

σύνολο P(P) του P. Επίσης ορίζουµε την απεικόνιση

J : L −→ P(P),

η οποία σε κάθε ευθεία ℓ αντιστοιχεί τη σηµειοσειρά της (ϐλ. Ορισµό 1.4.1)

(2.1.6) J (ℓ) =
{
P ∈ P : (P, ℓ) ∈ I

}
.

Η J είναι καλά ορισµένη (ϐλ. Πρόταση 1.4.2). Θέτουµε

L̃ := J (L),

οπότε σχηµατίζεται η τριάδα (P, L̃, ∈). Παρατηρούµε ότι P ∩ L̃ = ∅ και το ‘‘∈’’

ορίζει µια σχέση σύµπτωσης στο P × L̃.

Αν συµβολίσουµε µε 1P την ταυτοτική απεικόνιση του P, τότε έχουµε το

2.1.8 Θεώρηµα. Με τους προηγουµένους συµβολισµούς ισχύουν τα εξής συµπε-

ϱάσµατα :

i) Η τριάδα (P, L̃, ∈) είναι προβολικό επίπεδο.

ii) Το Ϲεύγος (1P, J ) είναι ισοµορφισµός µεταξύ των προβολικών επιπέδων

(P,L,I) και (P, L̃,∈).

Απόδειξη. Για το i) επαληθεύουµε τα αξιώµατα του προβολικού επιπέδου.

(ΠΕ 1): Αν P, Q είναι δύο οποιαδήποτε σηµεία της δεύτερης τριάδας µε

P , Q, τότε, ως σηµεία του πρώτου προβολικού επιπέδου, ορίζουν µονοσήµαντα

την ευθεία P ∨ Q. Συνεπώς ορίζεται και η J (P ∨ Q) ∈ L̃. Επειδή (P, P ∨ Q) ∈ I,

ϑα είναι P ∈ J (P ∨ Q) και, παρόµοια, Q ∈ J (P ∨ Q). ΄Αρα, η J (P ∨ Q) είναι µια

ευθεία του L̃, που περιέχει (ή ορίζεται από) τα σηµεία P, Q. Η ευθεία αυτή είναι

και µοναδική. Πραγµατικά, αν υπήρχε και κάποια άλλη ευθεία από το L̃, που

να περιέχει τα P, Q, τότε αυτή ϑα είχε τη µορφή J (k), για κάποια k ∈ L. Επειδή

P, Q ∈ J (k), λόγω της (2.1.6) ϑα ήταν (P, k) ∈ I ∋ (Q, k). Αλλά P , Q, οπότε

το (ΠΕ 1) στο προβολικό επίπεδο (P,L,I) συνεπάγεται ότι k = P ∨ Q, άρα και

J (k) = J (P ∨ Q), απ᾿ όπου προκύπτει και το µονοσήµαντο της ευθείας (του L̃ ),

η οποία περιέχει τα P και Q.
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(ΠΕ 2): Αν J (k) και J (ℓ) είναι στοιχεία του L̃ µε J (k) , J (ℓ), τότε και k , ℓ (ϐλ.

Πρόταση 1.4.2). Συνεπώς, από το (ΠΕ 2) για το (P,L,I), ορίζεται το σηµείο P =

k ∧ ℓ. Επειδή (P, k) ∈ I ∋ (P, ℓ), οι τελευταίες σχέσεις και η (2.1.6) συνεπάγονται

ότι P ∈ J (k) ∩ J (ℓ), δηλαδή οι J (k) και J (ℓ) έχουν κοινό σηµείο.

(ΠΕ 3): Επειδή το P είναι το ίδιο και στις δύο τριάδες και η πρώτη είναι

προβολικό επίπεδο, µπορούµε να ϐρούµε τέσσερα σηµεία Pi (i = 1, . . . , 4) δια-

ϕορετικά και ανά τρία µη συγγραµµικά (ως προς τις ευθείες του L ). Τα σηµεία

αυτά δεν είναι ανά τρία συγγραµµικά και ως προς τις ευθείες του L̃. Πραγµα-

τικά, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει κάποια ευθεία J (k), που περιέχει, ας πούµε

τα P1, P2, P3, τότε ϑα ήταν και (Pj, k) ∈ I ( j = 1,2, 3), δηλαδή τα σηµεία ϑα

ήσαν συγγραµµικά στο πρώτο επίπεδο (άτοπο).

Για το συµπέρασµα ii) παρατηρούµε ότι, σύµφωνα µε τον ορισµό της J ,

[ ∀ (P, k) ∈ P × L : (P, k) ∈ I ] ⇒ [ 1P(P) = P ∈ J (k) ].

΄Αρα, το Ϲεύγος (1P, J ) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων. Επειδή η 1P είναι

1 – 1 και επί, το Πόρισµα 2.1.6 ολοκληρώνει την απόδειξη. �

2.1.9 Παρατηρήσεις. Με τη ϐοήθεια του προηγουµένου ισοµορφισµού (1P, J ),
το προβολικό επίπεδο (P,L,I) ταυτίζεται µε το προβολικό επίπεδο (P, L̃,∈) του

οποίου οι ευθείες είναι σηµειοσύνολα, δηλαδή υποσύνολα του P. ΄Ετσι, ταυτίζο-

ντας (µέσω της J ) µια ευθεία k ∈ L µε τη σηµειοσειρά της J (k), κάθε σηµείο

P της k [µε την έννοια : (P, k) ∈ I] µπορεί να ϑεωρηθεί και σηµείο της ευθείας

(σηµειοσειράς) J (k) ∈ L̃ [µε τη συνήθη συνολοθεωρητική έννοια, δηλ. P ∈ J (k)].
΄Οπως εξηγήσαµε και στη συζήτηση πριν το Θεώρηµα 2.1.8, τα προηγούµενα

ϐρίσκονται σε συµφωνία µε τη Στοιχειώδη Γεωµετρία (όπου οι ευθείες είναι σύ-

νολα σηµείων) και δικαιολογεί τις εκφράσεις : «ένα σηµείο ανήκει σε µία ευθεία»,

«δύο ευθείες τέµνονται σ᾿ ένα σηµείο» κλπ., τις οποίες έχουµε χρησιµοποιήσει

ήδη από τους πρώτους ορισµούς.

2.1.10 Σύµβαση. Στη συνέχεια ϑα κάνουµε διαρκώς χρήση της παραπάνω ταύ-

τισης (P,L,I) ≡ (P, L̃, ∈) και ϑα ϑεωρούµε ως σχέση σύµπτωσης, του οποιουδή-

ποτε προβολικού επιπέδου, τη συνολοθεωρητική σχέση ‘‘∈’’.

Επίσης, για ευκολία, ϑα λέµε και ϑα γράφουµε «το προβολικό επίπεδο P»

αντί του (P,L, ∈), εφ᾿ όσον δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης.

2.1.11 Ασκήσεις.

1) Αν (φ, ψ) : (P,L, ∈) → (P′,L′, ∈) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων

1 – 1, τότε ισχύει η συνεπαγωγή:

[ ∀ (P, ℓ) ∈ P × L : P < ℓ] ⇒ [φ(P) < ψ(ℓ)].

Τι συµβαίνει αν παραλειφθεί η υπόθεση ότι ο µορφισµός (φ, ψ) είναι 1 – 1;
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2) Με τις υποθέσεις της προηγουµένης άσκησης, έχουµε ότι :

[ ∀ (P, ℓ) ∈ P × L : φ(P) ∈ ψ(ℓ)] ⇒ [P ∈ ℓ ].

3) Αν (φ, ψ) είναι ισοµορφισµός, τότε το Ϲεύγος (φ−1, ψ−1) είναι µορφισµός

προβολικών επιπέδων. (Να συνδυαστεί η άσκηση µε την Παρατήρηση 2.1.3).

Συµβολικά γράφουµε ότι :

(φ−1, ψ−1) =: (φ, ψ)−1

4) ΄Εστω ότι (φ, ψ) είναι µορφισµός 1 – 1 µεταξύ προβολικών επιπέδων. Τότε

κάθε µία από τις απεικονίσεις του Ϲεύγους εκφράζεται µέσω της άλλης.

5) Αν (φ, ψ) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων και η φ είναι απεικόνιση

1 – 1, τότε για οποιονδήποτε άλλο µορφισµό (φ, ψ′) ϑα είναι ψ = ψ′.

6) Να αποδειχθεί ότι το P2, όπως ορίστηκε στο Παράδειγµα 1.2.3(2), είναι

ισόµορφο µε το προβολικό επίπεδο της ΄Ασκησης 1.2.9(5).

7) Αν (φ1, ψ1) είναι µορφισµός του προβολικού επιπέδου (P1,L1,I1) στο

(P2,L2,I2) και (φ2, ψ2) µορφισµός του (P2,L2,I2) στο (P3,L3,I3), τό-

τε και το Ϲεύγος (φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1) είναι µορφισµός του (P1,L1,I1) στο

(P3,L3,I3). Συµβολικά γράφουµε ότι :

(φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1) =: (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1).

8) ∆ίνονται δύο προβολικά επίπεδα (P,L,∈), (P′,L′, ∈) και υποθέτουµε ότι

φ : P → P′ είναι απεικόνιση 1 – 1 και επί, η οποία διατηρεί τη συγγραµ-

µικότητα σηµείων, δηλ. απεικονίζει συγγραµµικά σηµεία του πρώτου

επιπέδου σε συγγραµµικά σηµεία του δευτέρου. Τότε υπάρχει µία µονα-

δική ψ : L → L′, έτσι ώστε το (φ, ψ) να είναι ισοµορφισµός µεταξύ των

δύο προβολικών επιπέδων.

9) ∆ίνονται τα συσχετισµένα επίπεδα (P,L,I), (P′,L′,I′) και δύο απεικονί-

σεις φ : P → P′ και ψ : L → L′, τέτοιες ώστε να διατηρείται η σύµπτω-

ση, δηλ. (P, k) ∈ I ⇒ (φ(P), ψ(k)) ∈ I′. Να αποδειχθούν τα επόµενα

συµπεράσµατα :

α) Αν οι φ και ψ είναι απεικονίσεις 1 – 1, τότε ισχύουν τα ανάλογα της

Πρότασης 2.1.4 και των προηγουµένων Ασκήσεων 2.9.11(1), 2.9.11(2),

2.9.11(4) και 2.9.11(5).

ϐ) Αν, επιπλέον των υποθέσεων του ερωτήµατος α), η φ είναι και απεικό-

νιση επί, τότε διατηρείται και η παραλληλία, δηλ. k//ℓ ⇒ ψ(k)//ψ(l).
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10) Αν (P,L,I) και (P′,L′,I′) είναι δύο συσχετισµένα επίπεδα, τότε ένας µορ-

ϕισµός του πρώτου στο δεύτερο είναι ένα Ϲεύγος (φ, ψ), όπου φ : P → P′

και ψ : L → L′, που διατηρεί τη σύµπτωση και την παραλληλία (ϐλ. την

ορολογία της προηγουµένης άσκησης). ΄Ενας ισοµορφισµός (συσχετισµέ-

νων επιπέδων) είναι ένας µορφισµός (φ, ψ), όπου οι απεικονίσεις φ και ψ

είναι 1 – 1 και επί.

Με τους προηγουµένους ορισµούς Ϲητούνται τα εξής :

α) Αν (φ, ψ) είναι µορφισµός συσχετισµένων επιπέδων, όπου η φ είναι απει-

κόνιση 1 – 1 και επί, τότε να αποδειχθεί ότι και η ψ έχει τις ίδιες ιδιότητες.

ϐ) Να αποδειχθεί το ανάλογο του Θεωρήµατος 2.1.8.

γ) Αν (φ, ψ) είναι ισοµορφισµός συσχετισµένων επιπέδων, τότε το Ϲεύγος

(φ−1, ψ−1) είναι µορφισµός συσχετισµένων επιπέδων.

δ) Να αποδειχθεί το ανάλογο της προηγουµένης ΄Ασκησης 8 για συσχετι-

σµένα επίπεδα.

2.2 Συγγραµµικότητες

Στην παράγραφο αυτή ϑα εξετάσουµε τους ισοµορφισµούς ενός προβολικού ε-

πιπέδου στον εαυτό του, δηλαδή τους αυτοµορφισµούς του. Η µελέτη µερικών

υποοµάδων της οµάδας των αυτοµορφισµών οδηγεί σε ϐασικά συµπεράσµατα

για τη δοµή του προβολικού επιπέδου, όπως ϑα ϕανεί σε επόµενα κεφάλαια,

ακριβέστερα στη µελέτη των επιπέδων του Desargues και του Πάππου.

Υπενθυµίζουµε τη Σύµβαση 2.1.10 σύµφωνα µε την οποίαν όλα τα προβολικά

επίπεδα είναι πλέον της µορφής P ≡ (P,L, ∈).

2.2.1 Ορισµός. Μία συγγραµµικότητα (collineation) ενός προβολικού επιπέ-

δου P είναι ένας αυτοµορφισµός του P, δηλαδή ένας ισοµορφισµός του P στον

εαυτό του (ϐλ. Ορισµό 2.1.2). Το σύνολο των συγγραµµικοτήτων ενός προβολι-

κού επιπέδου P συµβολίζεται µε

Aut(P).

Ουσιαστικά, µία συγγραµµικότητα καθορίζεται πλήρως από µία 1 – 1 και επί

απεικόνιση φ : P → P, η οποία διατηρεί τη συγγραµµικότητα των σηµείων [ϐλ.

Ασκήσεις 2.1.11(8) και 2.2.23(3)].

Αν υποθέσουµε ότι (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2) είναι δύο συγγραµµικότητες, µπο-

ϱούµε να ϑεωρήσουµε και τη σύνθεσή τους

(2.2.1) (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) := (φ1 ◦ φ2, ψ1 ◦ ψ2).
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Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.1.11(7), η σύνθεση είναι µορφισµός του P στον εαυτό

του. Επειδή φ1, φ2 (και ψ1 , ψ2) είναι απεικονίσεις 1 – 1 και επί, ο µορφισµός

αυτός είναι ισοµορφισµός, άρα συγγραµµικότητα. Εποµένως, η (2.2.1) ορίζει

στο Aut(P) µία πράξη (: σύνθεση)

◦ : Aut(P) ×Aut(P) −→ Aut(P) :
(
(φ1, ψ1), (φ2, ψ2)

)
7→ (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) := (φ1 ◦ φ2, ψ1 ◦ ψ2).

Τα προηγούµενα οδηγούν στην

2.2.2 Πρόταση. Το σύνολο Aut(P), εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης,

αποτελεί οµάδα.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες, οι οποίες χαρακτηρίζουν

τη δοµή µιας οµάδας :

i) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, το (1P, 1L). Πραγµατικά,

(φ, ψ) ◦ (1P, 1L) = (1P,1L) ◦ (φ, ψ) = (φ, ψ),

για κάθε (φ, ψ) ∈ Aut(P).
ii) Οποιαδήποτε συγγραµµικότητα (φ, ψ) ∈ Aut(P) διαθέτει αντίστροφη, την

(2.2.1′) (φ, ψ)−1 := (φ−1, ψ−1)

[ϐλ. και την ΄Ασκηση 2.1.11(3)]. Προφανώς,

(φ, ψ) ◦ (φ, ψ)−1
= (φ, ψ)−1 ◦ (φ, ψ) = (1P,1L).

iii) Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα

(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, φ2)

)
◦ (φ3, ψ3) = (φ1, ψ1) ◦

(
(φ2, ψ2) ◦ (φ3, ψ3)

)
,

ως αποτέλεσµα της αντίστοιχης ιδιότητας, που έχει η σύνθεση των συνήθων απ-

εικονίσεων. �

2.2.3 Παρατηρήσεις. 1) Αν S είναι ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µία δοµή και

Aut(S) η οµάδα των αυτοµορφισµών του S, ως προς τη δοµή αυτή, τότε λέµε

ότι το Ϲεύγος (S,Aut(S)) αποτελεί µία Γεωµετρία Klein. Η ορολογία αυτή χρη-

σιµοποιείται προς τιµήν του F. Klein, ο οποίος είχε την ιδέα να µελετήσει τη

γεωµετρία ενός συνόλου µέσω της αντίστοιχης οµάδας των αυτοµορφισµών του

(ϐλ. και την προµετωπίδα του κεφαλαίου αυτού). Ο Klein ανέπτυξε, το 1872,

το περίφηµο Erlanger Programm (Πρόγραµµα του Erlangen), που είχε πολύ

µεγάλη επίδραση στην εξέλιξη της Γεωµετρίας.

2) Στην περίπτωση του προβολικού επιπέδου P, η αντίστοιχη Γεωµετρία Klein

είναι το Ϲεύγος (P,Aut(P)). Οι χαρακτηριστικές ιδιότητες ενός προβολικού επι-

πέδου προκύπτουν από αντίστοιχες ιδιότητες της οµάδας Aut(P).
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Επειδή οµάδαAut(P) είναι πολύ «µεγάλη», δηλαδή περιέχει πολλά στοιχεία,

για να µπορέσουµε να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για το προβολικό επίπεδο, ϑα

αναζητήσουµε κατάλληλες υποοµάδες της, που είναι πιο «µικρές» και πιο «εύ-

κολες» στη µελέτη τους. Μέσω των τελευταίων, αργότερα, ϑα χαρακτηρίσουµε

διάφορα προβολικά επίπεδα, τα οποία έχουν συγκεκριµένες ιδιότητες.

2.2.4 Ορισµός. Μια συγγραµµικότητα (φ, ψ) ∈ Aut(P) καλείται κεντρική

(central) αν υπάρχει ένα σηµείο A ∈ P, που λέγεται κέντρο (center), έτσι ώστε :

[ ∀ k ∈ L : k ∈ J (A) ] ⇒ [ ψ(k) = k ].

Απ᾿ το άλλο µέρος, η (φ, ψ) καλείται αξονική (axial) αν υπάρχει ευθεία ℓ ∈ L,

που λέγεται άξονας (axis), έτσι ώστε :

[ ∀ P ∈ P : P ∈ ℓ ≡ J (ℓ) ] ⇒ [ φ(P) = P ].

Περιφραστικά ϑα λέγαµε ότι : σε µία κεντρική συγγραµµικότητα, οι ευθεί-

ες, που διέρχονται από το κέντρο, µένουν σταθερές (αναλλοίωτες), ενώ σε µία

αξονική συγγραµµικότητα, τα σηµεία του άξονα µένουν σταθερά.

Θα δείξουµε ότι το κέντρο και ο άξονας µιας συγγραµµικότητας είναι σταθερά

στοιχεία αυτής.

2.2.5 Πρόταση. Αν (φ, ψ) ∈ Aut(P) είναι κεντρική συγγραµµικότητα µε κέντρο

A, τότε φ(A) = A.

Απόδειξη. Λόγω της Πρότασης 1.2.8, µπορούµε να ϐρούµε δύο διαφορετικές

ευθείες k,m ∈ J (A). Εποµένως A = k ∧m και, κατά την Πρόταση 2.1.4,

φ(A) = φ(k ∧m) = ψ(k) ∧ ψ(m) = k ∧m = A. �

2.2.6 Πρόταση. Αν (φ, ψ) ∈ Aut(P) είναι αξονική συγγραµµικότητα µε άξονα ℓ,

τότε ψ(ℓ) = ℓ.

Απόδειξη. Η πρόταση είναι δυϊκή της προηγουµένης. �

Η διάκριση των συγγραµµικοτήτων σε κεντρικές και αξονικές δεν υφίσταται

στην πραγµατικότητα, αφού ισχύει το επόµενο

2.2.7 Θεώρηµα. Κάθε κεντρική συγγραµµικότητα είναι αξονική και αντιστρόφως.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι (φ, ψ) είναι µια συγγραµµικότητα µε κέντρο

A. Θα δείξουµε ότι έχει και άξονα.

΄Οπως είδαµε στην Πρόταση 2.2.6, αν ℓ είναι ο Ϲητούµενος άξονας, τότε

ψ(ℓ) = ℓ. Απ᾿ το άλλο µέρος, και κάθε ευθεία k ∈ J (A) ικανοποιεί τη σχέση
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ψ(k) = k. Εποµένως, ο άξονας ϑα πρέπει να αναζητηθεί ανάµεσα στις ευθείες

εκείνες του προβολικού επιπέδου, οι οποίες παραµένουν σταθερές ως προς τη

συγγραµµικότητα. Επειδή τέτοιες ευθείες µπορούν να διέρχονται ή όχι από το

A, διακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις :

i) ΄Εστω ότι υπάρχει ευθεία ℓ ∈ L, τέτοια ώστε A < ℓ και ψ(ℓ) = ℓ. Ισχυριζόµα-

στε ότι η ℓ είναι άξονας. Πραγµατικά, αν P είναι τυχόν σηµείο της, µπορούµε να

γράψουµε ότι P = (A ∨ P) ∧ ℓ (αφού ℓ , A ∨ P κατά την Πρόταση 1.4.2). ΄Αρα, η

Πρόταση 2.1.4 και ο Ορισµός 2.2.4 συνεπάγονται ότι

φ(P) = φ
(
(A ∨ P) ∧ ℓ

)
= ψ(A ∨ P) ∧ ψ(ℓ) = (A ∨ P) ∧ ℓ = P,

που αποδεικνύει ότι η ℓ είναι άξονας.

ii) ΄Εστω ότι δεν υπάρχει ευθεία µε τις ιδιότητες της περίπτωσης i). Αυτό

σηµαίνει ότι, για κάθε k ∈ L µε A < k, ϑα είναι ψ(k) , k. Στην περίπτωση αυτή

είναι ϕανερό ότι ο άξονας ϑα πρέπει να αναζητηθεί στις ευθείες που διέρχονται

από το A. ΄Ετσι, ϑεωρούµε µιαν οποιαδήποτε ευθεία k ∈ L µε A < k. Επειδή

τώρα ψ(k) , k, ορίζεται το σηµείο P = k ∧ ψ(k). Επίσης, επειδή P , A, ορίζεται

και η ευθεία A∨ P. Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε ότι P = (A∨ P)∧ k, οπότε

Σχήµα 2.2

(2.2.2) φ(P) = φ
(
(A ∨ P) ∧ k)

)
= (A ∨ P) ∧ ψ(k) = P.

Οι τελευταίες σχέσεις έχουν έννοια διότι k , A ∨ P (αφού A < k), άρα (λόγω του

1 – 1 της ψ) και ψ(k) , ψ(A ∨ P) = A ∨ P.

Η ευθεία A ∨ P όχι µόνον είναι σταθερή ως προς τη συγγραµµικότητα [αφού

A ∨ P ∈ J (A)], αλλά, εκτός του κέντρου A, διαθέτει κι ένα άλλο σταθερό σηµείο,

το P. Αυτό µας κάνει να υποπτευθούµε ότι η A ∨ P ίσως είναι ο Ϲητούµενος
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άξονας. Για να ϐεβαιωθούµε γι᾿ αυτό, αρκεί να δείξουµε ότι φ(X) = X και για

οποιοδήποτε άλλο X ∈ A ∨ P µε A , X , P.

Για τον σκοπό αυτό ϑεωρούµε και µίαν ευθεία m µε X ∈ m και A < m (άρα

m , A∨P), η ύπαρξη της οποίας εξασφαλίζεται πάντοτε από την Πρόταση 1.2.8.

Σύµφωνα µε την υπόθεση αυτής της περίπτωσης, ψ(m) , m, άρα ορίζεται το

X ′ = m ∧ ψ(m). Θα δείξουµε ότι

(2.2.3) X = X ′.

Πραγµατικά, ας υποθέσουµε ότι X ′ , X . Τότε ϐλέπουµε ότι X ′ , P, γιατί διαφο-

ϱετικά ϑα ήταν m = X ∨X ′ = X ∨P = A∨P (άτοπο). Εποµένως ορίζεται η ευθεία

X ′ ∨ P. Επίσης, X ′ , A (αφού A < m), οπότε ορίζεται και η A ∨ X ′.

Συνεπώς,

(2.2.4)
φ(X ′) = φ

(
(A ∨ X ′) ∧m

)
= ψ(A ∨ X ′) ∧ ψ(m)

= (A ∨ X ′) ∧ ψ(m) = X ′.

Οι προηγούµενες σχέσεις έχουν έννοια επειδή m , A ∨ X ′ και (εφαρµόζοντας

την ψ) ψ(m) , ψ(A ∨ X ′) = A ∨ X ′. ΄Αρα, οι (2.2.2) και (2.2.4) οδηγούν στην

ψ(X ′ ∨ P) = φ(X ′) ∨ φ(P) = X ′ ∨ P.

Παρατηρούµε τώρα ότι η X ′ ∨ P < J (A), διαφορετικά τα σηµεία X ′, P, A

ϑα ήσαν συγγραµµικά, άρα X ′ ∈ A ∨ P. Αλλά και X ∈ A ∨ P, οπότε (επειδή

X , X ′) ϑα είχαµε ότι m = X ∨ X ′ = A ∨ P (άτοπο). Εποµένως καταλήγουµε

στο συµπέρασµα ότι η ευθεία X ′ ∨P, που δεν διέρχεται από το A, είναι σταθερή.

Αυτό αντίκειται στην υπόθεση της περίπτωσης ii). Στο άτοπο ϕτάσαµε επειδή

υποθέσαµε ότι X , X ′. ΄Αρα, αναγκαστικά, ισχύει η (2.2.3).

Χρησιµοποιώντας τις (2.2.3) και (2.2.4), έχουµε ότι

φ(X) = φ(X ′) = X ′ = X,

πράγµα που αποδεικνύει ότι, τελικώς, η A ∨ P είναι άξονας.

Το αντίστροφο συµπέρασµα προκύπτει από την αρχή του δυϊσµού. �

2.2.8 Παρατήρηση. Εξετάζοντας το Σχήµα 2.2 και την απόδειξη της σχέσης

(2.2.3), διαπιστώνει κανείς ότι τα σχήµατα, τα οποία αναφέρονται σε συλλογι-

σµούς που αφορούν το προβολικό επίπεδο, αλλά σχεδιάζονται στο σύνηθες (συ-

σχετισµένο) επίπεδο, µπορεί µερικές ϕορές να είναι παραπλανητικά και πρέπει

να χρησιµοποιούνται µε πολλή προσοχή. Εποµένως, κάθε ϐήµα των αποδείξεων

πρέπει να ελέγχεται αυστηρά, µέσω των αξιωµάτων και των γνωστών προτάσεων,

και όχι µέσω του σχήµατος.
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Πριν προχωρήσουµε σε άλλες ιδιότητες των συγγραµµικοτήτων εισάγουµε

µερικούς χρήσιµους όρους και συµβολισµούς.

Συµβολίζουµε µε

L(A, ℓ)

το σύνολο των συγγραµµικοτήτων µε κέντρο A και άξονα ℓ.

2.2.9 Ορισµός. Μία συγγραµµικότητα (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) λέγεται οµολογία (ho­

mology) αν A < ℓ. Αντιστοίχως, η (φ, ψ) λέγεται έπαρση (elation) αν A ∈ ℓ.

Το σύνολο των οµολογιών µε κέντρο A και άξονα ℓ (A < ℓ) και το σύνολο των

επάρσεων µε κέντρο A και άξονα ℓ (A ∈ ℓ) συµβολίζονται, αντιστοίχως, µε

H(A, ℓ) και E(A, ℓ).

2.2.10 Πρόταση. Το σύνολο L(A, ℓ) είναι υποοµάδα της Aut(P).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι, για οποιεσδήποτε συγγραµµικότητες (φ, ψ) και

(φ′, ψ′) του L(A, ℓ), είναι (φ, ψ) ◦ (φ′, ψ′) ∈ L(A, ℓ) και (φ, ψ)−1 ∈ L(A, ℓ).
Πραγµατικά, για τυχούσα ευθεία k ∈ J (A), ϐάσει της (2.2.1) είναι

(ψ ◦ ψ′)(k) = ψ(ψ′(k)) = ψ(k) = k,

που δείχνει ότι A είναι κέντρο της σύνθεσης. Αναλόγως, για τυχόν P ∈ ℓ,

(φ ◦ φ′)(P) = φ(φ′(P)) = φ(P) = P,

δηλαδή η ℓ είναι άξονας. ΄Αρα (φ, ψ) ◦ (φ′, ψ′) ∈ L(A, ℓ).
Απ᾿ το άλλο µέρος, για τη (φ, ψ)−1

= (φ−1, ψ−1) ϐρίσκουµε ότι (µε k και P

όπως προηγουµένως)

ψ−1(k) = ψ−1(ψ(k)) = k και φ−1(P) = φ−1(φ(P)) = P,

δηλαδή (φ, ψ)−1 ∈ L(A, ℓ). �

΄Αµεση συνέπεια της προηγουµένης πρότασης είναι το

2.2.11 Πόρισµα. Τα σύνολα H(A, ℓ), αν A < ℓ, και E(A, ℓ), αν A ∈ ℓ, αποτελούν

υποοµάδες της Aut(P).

Τα επόµενα συµπεράσµατα είναι χρήσιµα για τον προσδιορισµό της εικόνας

ενός σηµείου ή µιας ευθείας µέσω συγγραµµικοτήτων.

2.2.12 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ). Τότε, για κάθε P ∈ P µε P , A,

τα σηµεία A, P και φ(P) είναι συγγραµµικά.
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Απόδειξη. Αν P ∈ ℓ, τότε φ(P) = P και το συµπέρασµα είναι τετριµµένο. Ας

πάρουµε τώρα ένα P < ℓ. Λόγω των υποθέσεων ορίζεται η ευθεία A ∨ P και είναι

P ∈ A ∨ P. Εποµένως, οι Ορισµοί 2.1.1 και 2.2.4 συνεπάγονται τη σχέση

φ(P) ∈ ψ(A ∨ P) = A ∨ P,

που αποδεικνύει την πρόταση. �

2.2.13 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) και P, Q είναι δύο διαφορετικά

σηµεία, τέτοια ώστε P , A , Q και P < ℓ = Q. Τότε οι ευθείες P ∨ Q, ψ(P ∨ Q) και

ℓ τέµνονται στο ίδιο σηµείο.

Σχήµα 2.3

Απόδειξη. Επειδή P ∨ Q , ℓ, ορίζεται το σηµείο S = (P ∨ Q) ∧ ℓ. Εποµένως,

S = φ(S) = φ
(
(P ∨ Q) ∧ ℓ

)
= ψ(P ∨ Q) ∧ ℓ.

΄Αρα, το S είναι κοινό σηµείο των P ∨ Q, ψ(P ∨ Q) και ℓ, οπότε αποδεικνύεται η

πρόταση. �

2.2.14 Παρατηρήσεις. 1) Μπορούµε να έχουµε ανάλογα συµπεράσµατα στις

περιπτώσεις που ένα από τα P, Q συµπίπτει µε το A ή ϐρίσκεται επί της ℓ.

2) Το Σχήµα 2.3 απεικονίζει το συµπέρασµα της πρότασης στην περίπτωση

µιας οµολογίας.

3) Προφανώς, ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q).

2.2.15 Πόρισµα. Αν (φ, ψ) είναι συγγραµµικότητα όπως στην προηγουµένη πρό-

ταση και k ευθεία µε k , ℓ, τότε οι k, ψ(k) και ℓ τέµνονται στο ίδιο σηµείο.
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Το επόµενο ϐασικό ϑεώρηµα αποδεικνύει ότι, για τον προσδιορισµό των ει-

κόνων µιας κεντρικής/αξονικής συγγραµµικότητας, αρκεί να γνωρίζουµε την

εικόνα ενός καταλλήλου σηµείου.

2.2.16 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι δίνεται µία συγγραµµικότητα (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ)
µε (φ, ψ) , (idP, idL). Τότε η (φ, ψ) περιγράφεται πλήρως από τα στοιχεία A, ℓ, Xo

και φ(Xo), όπου το Xo είναι ένα δεδοµένο σηµείο µε Xo , A και Xo < ℓ.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η εικόνα φ(X) ενός οποιουδήποτε σηµείου X ∈ P

µπορεί να προσδιοριστεί εντελώς από τα γνωστά στοιχεία A, ℓ, Xo, φ(Xo) και,

ϕυσικά, το X . Η διαδικασία της απόδειξης είναι η ίδια για οµολογίες και επάρσεις

(παρ᾿ όλο που στα ϐοηθητικά Σχήµατα 2.4. και 2.5 απεικονίζεται η περίπτωση

µιας οµολογίας).

Για να ϐρούµε την εικόνα ενός σηµείου X (: X , A, X < ℓ), ϑα διακρίνουµε

δύο περιπτώσεις, αναλόγως µε τη ϑέση του X ως προς την A ∨ Xo.

i) X < A ∨ Xo.

Σχήµα 2.4

Επειδή είναι X , Xo, ορίζεται η ευθεία X ∨ Xo και το σηµείο Z , στο οποίο

τέµνονται οι X ∨ Xo, ψ(X ∨ Xo) = φ(X) ∨ φ(Xo) και ℓ (κατά την Πρόταση 2.2.13).

Εποµένως, τα σηµεία φ(X), φ(Xo), Z είναι συγγραµµικά, οπότε

(2.2.5) φ(X) ∈ φ(Xo) ∨ Z.

Προφανώς φ(Xo) , Z [αν ήταν φ(Xo) = Z , τότε, επειδή η ℓ είναι άξονας και της

(φ−1, ψ−1) (ϐλ. Πρόταση 2.2.10), ϑα είχαµε ότι Xo = φ
−1(Z) = Z ∈ ℓ (άτοπο)].

Από την Πρόταση 2.2.12 επίσης έχουµε ότι

(2.2.6) φ(X) ∈ A ∨ X.



2.2. Συγγραµµικότητες 73

Παρατηρούµε ότι A∨X , φ(Xo)∨ Z επειδή φ(Xo) < A ∨X [πραγµατικά, αν ήταν

φ(Xo) ∈ A ∨ X , τότε από την Πρόταση 2.2.10 ϑα είχαµε ότι

Xo = φ
−1(φ(Xo)) ∈ ψ−1(A ∨ X) = A ∨ X,

που είναι άτοπο σε σχέση µε την υπόθεση i)]. Εποµένως, από τις (2.2.5) και

(2.2.6) προκύπτει ότι

(2.2.7) φ(X) = (A ∨ X) ∧ (φ(Xo) ∨ Z).

Γράφοντας το Z ως σηµείο τοµής γνωστών ευθειών, η προηγουµένη σχέση οδηγεί

τελικώς στην

(2.2.7′) φ(X) = (A ∨ X) ∧
[
φ(Xo) ∨

(
(X ∨ Xo) ∧ ℓ

)]
,

η οποία και προσδιορίζει πλήρως το φ(X) στην περίπτωση i).

ii) X ∈ A ∨ Xo.

Σχήµα 2.5

Στην περίπτωση αυτή επιλέγουµε ένα ϐοηθητικό σηµείο Yo < A∨Xo, του οποίου

προσδιορίζουµε την εικόνα φ(Yo) όπως στην i), χρησιµοποιώντας το σηµείο Xo

και την εικόνα του φ(Xo) [ο προσδιορισµός του φ(Yo) απεικονίζεται στο Σχήµα

2.5 µε διακεκοµµένες γραµµές].

Για να ϐρούµε τώρα την εικόνα του X , ακολουθούµε τη διαδικασία i), χρη-

σιµοποιώντας ως γνωστά σηµεία τα Yo και φ(Yo) [αντί των Xo και φ(Xo)]. ΄Αρα,

αναλόγως προς την (2.2.7), ϐρίσκουµε τη

(2.2.8) φ(X) = (A ∨ X) ∧ (φ(Yo) ∨H)
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ή, ισοδύναµα, την

(2.2.8′) φ(X) = (A ∨ X) ∧
[
φ(Yo) ∨

(
(X ∨ Yo) ∧ ℓ

)]
.

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση προσδιορίζεται η εικόνα φ(X) οποιουδήποτε ση-

µείου X ∈ P. Τέλος και η ψ είναι εντελώς καθορισµένη από τις προηγούµενες

εκφράσεις της φ, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.1.11.(4). �

2.2.17 Παρατηρήσεις. 1) Στις σχέσεις (2.2.8) και (2.2.8′) ϑα µπορούσαµε να

αντικαταστήσουµε το φ(Yo) µε την τιµή του που προκύπτει από τις (2.2.7) και

(2.2.7′). Θα είχαµε όµως µια σειρά από αλλεπάλληλες παρενθέσεις, που κάθε

άλλο παρά ϑα απλοποιούσαν τα πράγµατα.

2) Στην προηγουµένη απόδειξη προσδιορίσαµε την εικόνα φ(X) ενός σηµείου

X µε X , A και X < ℓ, αφού για X = A ή X ∈ ℓ έχουµε πάντοτε ότι φ(X) = X .

Θα δούµε τώρα τη συνέπεια της ύπαρξης σταθερών σηµείων (εκτός του κέ-

ντρου και των σηµείων του άξονα) σε µια συγγραµµικότητα. Ακριβέστερα ισχύει

το εποµενο

2.2.18 Πόρισµα. Υποθέτουµε ότι (φ, ψ)∈ L(A, ℓ) και Xo ∈ P είναι σηµείο τέτοιο

ώστε Xo , A, Xo < ℓ και φ(Xo) = Xo. Τότε η συγγραµµικότητα είναι ο ταυτοτικός

αυτοµορφισµός του προβολικού επιπέδου, δηλαδή (φ, ψ) = (idP, idL).

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την προηγουµένη Παρατήρηση 2.2.17(2), αρκεί να δεί-

ξουµε ότι είναι φ(X) = X και για οποιοδήποτε X ∈ P µε X , A και X < ℓ.

Εφ᾿ όσον γνωρίζουµε την εικόνα του Xo [δηλ., φ(Xo) = Xo], µπορούµε να ϐρού-

µε και την εικόνα φ(X), σύµφωνα µε το ϐασικό Θεώρηµα 2.2.16. Εποµένως,

διακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

i) X < A ∨ Xo. Λόγω της υπόθεσης, η (2.2.7) δίνει ότι

φ(X) = (A ∨ X) ∧ (φ(Xo) ∨ Z) = (A ∨ X) ∧ (Xo ∨ Z).

Επειδή Z := (X ∨ Xo) ∧ ℓ, έχουµε ότι τα X , Xo και Z είναι συγγραµµικά, άρα

(2.2.9) Xo ∨ Z = X ∨ Xo.

Συνεπώς, η (2.2.9) µετατρέπει την παραπάνω έκφραση του φ(X) στη

φ(X) = (A ∨ X) ∧ (X ∨ Xo) = X,

η οποία έχει έννοια επειδή A ∨ X , X ∨ Xo (γιατί;).

ii) Αν X ∈ A ∨ Xo, τότε [ϐλ. σχέση (2.2.8)]

(2.2.10) φ(X) = (A ∨ X) ∧ (φ(Yo) ∨H),
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για ένα οποιοδήποτε Yo < A ∨ Xo. Ακολουθώντας την αποδεικτική διαδικασία

της περίπτωσης i), και έχοντας υπ᾿ όψιν ότι φ(Yo) = Yo, µετασχηµατίζουµε τη

(2.2.10) στη σχέση

φ(X) = (A ∨ X) ∧ (Yo ∨H) = (A ∨ X) ∧ (X ∨ Yo) = X,

αφού τα X , Yo και H είναι συγγραµµικά. Εποµένως, σε κάθε περίπτωση είναι

φ(X) = X , για οποιοδήποτε X ∈ P, δηλαδή φ = idP.

Μένει να δείξουµε ότι ψ = idL. Αν k είναι τυχούσα ευθεία, τότε k = P ∨ Q,

για δύο οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία της. Εποµένως,

ψ(k) = ψ(P ∨ Q) = φ(P) ∨ φ(Q) = P ∨ Q = k,

µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

2.2.19 Πόρισµα. Υποθέτουµε ότι (φ, ψ) και (φ̄, ψ̄) είναι δύο συγγραµµικότητες της

οµάδας L(A, ℓ) και Xo ∈ P σηµείο τέτοιο ώστε Xo , A, Xo < ℓ και φ(Xo) = φ̄(Xo).
Τότε (φ, ψ) = (φ̄, ψ̄).

Απόδειξη. Από την Πρόταση 2.2.10 προκύπτει ότι

(φ−1 ◦ φ̄, ψ−1 ◦ ψ̄) = (φ−1, ψ−1) ◦ (φ̄, ψ̄) = (φ, ψ)−1 ◦ (φ̄, ψ̄) ∈ L(A, ℓ).

Εποµένως, επειδή η φ(Xo) = φ̄(Xo) συνεπάγεται ότι (φ−1 ◦ φ̄)(Xo) = Xo, το συµ-

πέρασµα είναι άµεση συνέπεια του Πορίσµατος 2.2.18. �

2.2.20 Παρατήρηση. Μπορούµε να δώσουµε µιαν άλλη απόδειξη του Πορί-

σµατος 2.2.18, η οποία δεν χρησιµοποιεί εξ αρχής τις εκφράσεις (2.2.7) και

(2.2.8).

Για τυχόν X ∈ P, µε X < A∨Xo και X < ℓ (ϐλ. και το επόµενο Σχήµα 2.6) ϑα

είναι

X = (A ∨ X) ∧ (X ∨ Xo) = (A ∨ X) ∧ (Xo ∨ Z),

όπου Z = ℓ ∧ (X ∨ Xo) (εύκολα ελέγχεται ότι όλες οι προηγούµενες εκφράσεις

έχουν έννοια). Εποµένως,

φ(X) = φ
(
(A ∨ X) ∧ (Xo ∨ Z)

)
= ψ(A ∨ X) ∧ ψ(Xo ∨ Z)

= (A ∨ X) ∧
(
φ(Xo) ∨ φ(Z)

)
= (A ∨ X) ∧ (Xo ∨ Z)

= X.
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Σχήµα 2.6

Επίσης, αν X ∈ A ∨ Xo, εκλέγουµε ένα ϐοηθητικό σηµείο Yo < A ∨ Xo, οπότε

X = (A ∨ Xo) ∧ (X ∨ Yo) = (A ∨ Xo) ∧ (Yo ∨H),

όπου H = ℓ ∧ (X ∨ Yo).

Σχήµα 2.7

΄Οπως προηγουµένως, ϐρίσκουµε ότι

φ(X) = ψ(A ∨ Xo) ∧ ψ(Yo ∨ Z) = (A ∨ Xo) ∧ (φ(Yo) ∨ φ(Z))

= (A ∨ Xo) ∧ (Yo ∨ Z) = X.

΄Αρα, τελικώς φ = idP. Η ψ = idL δείχνεται όπως στην αρχική απόδειξη.

Τα Σχήµατα 2.6 και 2.7 απεικονίζουν τους προηγουµένους συλλογισµούς

στην περίπτωση µιας οµολογίας.

Μπορούν να ϐρεθούν παραδείγµατα συγγραµµικοτήτων που δεν έχουν κέ-

ντρο –άρα ούτε άξονα (ϐλ. F. W. Stevenson [28, σελ. 97]). ΄Οµως, όταν αυτά τα

στοιχεία υπάρχουν, είναι µονοσήµαντα ορισµένα σύµφωνα µε την εποµένη
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2.2.21 Πρόταση. Κάθε κεντρική/αξονική συγγραµµικότητα, διάφορη της ταυτο-

τικής, έχει ακριβώς ένα κέντρο κι έναν άξονα.

Απόδειξη. ΄Εστω µία συγγραµµικότητα (φ, ψ) µε κέντρο A και άξονα ℓ, κι ας

υποθέσουµε ότι υπάρχει και ένα δεύτερο κέντρο A′ , A.

Σχήµα 2.8

Θεωρούµε τυχόν X ∈ P, µε X < ℓ και X < A ∨ A′ (οπότε X , A και X , A′).

Παρατηρούµε ότι A ∨ X , A′ ∨ X , γιατί στην αντίθετη περίπτωση τα A, A′,

X ϑα ήσαν συγγραµµικά (άτοπο, σύµφωνα µε την επιλογή του X ). Εποµένως,

X = (A ∨ X) ∧ (A′ ∨ X), οπότε

φ(X) = φ
(
(A ∨ X) ∧ (A′ ∨ X)

)
= ψ(A ∨ X) ∧ ψ(A′ ∨ X)

= (A ∨ X) ∧ (A′ ∨ X) = X.

΄Οµως, το Πόρισµα 2.2.18 συνεπάγεται ότι η (φ, ψ) είναι η ταυτοτική συγγραµ-

µικότητα, πράγµα το οποίον αντιβαίνει στην αρχική υπόθεση για την (φ, ψ).
Εποµένως, δεν υπάρχει άλλο κέντρο εκτός από το A.

Το µονοσήµαντο του άξονα προκύπτει ως δυϊκό του προηγουµένου συµπε-

ϱάσµατος. �

2.2.22 Παρατήρηση. Το Σχήµα 2.8 απεικονίζει την περίπτωση όπου και τα

δύο κέντρα A, A′ δεν είναι σηµεία της ℓ. Οι ίδιοι συλλογισµοί ισχύουν αν το ένα

ή και τα δύο κέντρα ϐρίσκονται επί της ℓ.

2.2.23 Ασκήσεις.

1) Να αποδειχθούν µε λεπτοµέρειες η Πρόταση 2.2.6 (χωρίς την αρχή του

δυϊσµού) και η Πρόταση 2.2.10.

2) Να σχεδιαστούν τα ανάλογα των Σχηµάτων 2.4 και 2.5 για επάρσεις.
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3) Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν χωρίς τη χρήση της αρχής του δυϊ-

σµού τα δυϊκά του Θεωρήµατος 2.2.16 και των Πορισµάτων 2.2.18, 2.2.19.

4) ΄Εστω (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ). Αν (φ, ψ) , (idP, idL), τότε τα µόνα σταθερά σηµεία

[δηλαδή τα X µε φ(X) = X ] είναι το κέντρο και τα σηµεία του άξονα, ενώ

οι µόνες σταθερές ευθείες [δηλαδή οι k µε ψ(k) = k] είναι ο άξονας και οι

ευθείες που περνούν από το κέντρο.

5) ΄Εστω φ : P → P απεικόνιση 1 – 1 και επί, η οποία διατηρεί τη συγ-

γραµµικότητα των σηµείων, δηλαδή απεικονίζει συγγραµµικά σηµεία σε

συγγραµµικά. Τότε υπάρχει µία καλά ορισµένη και µοναδική απεικόνιση

ψ : L → L, έτσι ώστε (φ, ψ) ∈ Aut(P). Μπορεί το συµπέρασµα αυτό να

χρησιµοποιηθεί για τη διατύπωση ενός άλλου (ισοδύναµου) ορισµού της

συγγραµµικότητας ;

6) ΄Εστω ένα σηµείο Xo, όπως στο Θεώρηµα 2.2.16 (Xo , A και Xo < ℓ ).

Αν η συγγραµµικότητα (φ, ψ) είναι οµολογία, τότε οι επιτρεπτές ϑέσεις

του φ(Xo) είναι όλα τα σηµεία της ευθείας A ∨ Xo εκτός από τα A και

Z = (A ∨ Xo) ∧ ℓ, δηλ. φ(Xo) ∈ J (A ∨ Xo) − {A, Z}. Ποιές είναι οι επιτρεπτές

ϑέσεις του φ(Xo), αν η (φ, ψ) είναι έπαρση ;

7) Αν οι ευθείες ενός προβολικού επιπέδου έχουν µόνον τρία (διαφορετικά)

σηµεία, τότε κάθε οµάδα H(A, ℓ), A < ℓ, είναι τετριµµένη. Τι συµπεραί-

νεται για την οµάδα H(A, ℓ) του επιπέδου των 7 σηµείων ; [Σηµείωση: Τα

προηγούµενα δεν ισχύουν για την οµάδα E(A, ℓ), A ∈ ℓ.]

2.3 Μερικές εφαρµογές των ισοµορφισµών

α) Συσχετισµοί οµάδων συγγραµµικοτήτων

Η πρώτη εφαρµογή αναφέρεται στη σύγκριση διαφόρων οµάδων κεντρικών/αξο-

νικών συγγραµµικοτήτων, όταν αυτές συνδέονται µε µία κατάλληλη συγγραµµι-

κότητα.

2.3.1 Πρόταση. ∆ίνεται µία συγγραµµικότητα (σ, τ) ∈ Aut(P). Τότε ισχύουν τα

επόµενα :

i) Αν (φ, ψ) ∈ L(A, ℓ) και (φ̄, ψ̄) := (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1, τότε

(φ̄, ψ̄) ∈ L
(
σ(A), τ(ℓ)

)
.

ii) Η αντιστοιχία

L(A, ℓ) ∋ (φ, ψ) 7−→ (φ̄, ψ̄) ∈ L
(
σ(A), τ(ℓ)

)

είναι ισοµορφισµός οµάδων.
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Απόδειξη. Η (φ̄, ψ̄) είναι προφανώς συγγραµµικότητα ως σύνθεση συγγραµµι-

κοτήτων (ϐλ. Πρόταση 2.2.2).

΄Εστω τυχούσα k ∈ J (σ(A)). Τότε

(2.3.1) ψ̄(k) = (τ ◦ ψ ◦ τ−1)(k) = (τ ◦ ψ)(τ−1(k)).

΄Οµως k ∈ J (σ(A)) συνεπάγεται ότι σ(A) ∈ k και σ−1(σ(A)) = A ∈ τ−1(k), άρα

η ευθεία τ−1(k) διέρχεται από το κέντρο A της (φ, ψ), οπότε ψ(τ−1(k)) = τ−1(k).
Εποµένως, η (2.3.1) ανάγεται στην

ψ̄(k) = τ
(
ψ(τ−1(k)

)
= τ

(
τ−1(k)

)
= k,

που δείχνει ότι το σ(A) είναι κέντρο της (φ̄, ψ̄).
Αναλόγως, για οποιοδήποτε P ∈ τ(ℓ), είναι φ̄(P) = σ

(
φ(σ−1(P)

)
. Αλλά P ∈ τ(ℓ)

συνεπάγεται ότι σ−1(P) ∈ τ−1(τ(ℓ)) = ℓ, δηλαδή το σ−1(P) είναι σηµείο του άξονα

της (φ, ψ). Εποµένως, φ
(
σ−1(P)

)
= σ−1(P) και

φ̄(P) = σ
(
φ(σ−1(P)

)
= σ

(
σ−1(P)

)
= P,

που αποδεικνύει ότι η τ(ℓ) είναι άξονας της (φ̄, ψ̄). Εποµένως ισχύει ο πρώτος

ισχυρισµός της πρότασης.

Η απόδειξη του ισχυρισµού ii) είναι άµεση. �

2.3.2 Πόρισµα. Θεωρούµε δύο οµάδες συγγραµµικοτήτων L(A, ℓ) και L(B,m) του

ιδίου προβολικού επιπέδουP. Αν υπάρχει συγγραµµικότητα (σ, τ) ∈ Aut(P), τέτοια

ώστε σ(A) = B και τ(ℓ) = m, τότε οι οµάδες L(A, ℓ) και L(B,m) είναι ισόµορφες.

Απόδειξη. ΄Αν Φ : L(A, l)→ L(B,m) είναι η απεικόνιση που ορίζεται µε τη σχέση

Φ((φ, ψ)) := (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1, τότε το πόρισµα είναι άµεση συνέπεια του

συµπεράσµατος ii) της Πρότασης 2.3.1. �

2.3.3 Πόρισµα. Με τις προϋποθέσεις του Πορίσµατος 2.3.2, ισχύουν οι επόµενοι

ισοµορφισµοί οµάδων:

H(A, ℓ) � H(B,m), αν A < ℓ και B < m,

E(A, ℓ) � E(B,m), αν A ∈ ℓ και B ∈ m.

ϐ) Σύγκριση των επιπέδων P και (P−)+

Στην εποµένη εφαρµογή συγκρίνεται ένα προβολικό επίπεδο µε το επίπεδο που

προκύπτει από τη διαδοχική εφαρµογή της διαδικασίας της αποπλήρωσης και

της πλήρωσης (ϐλ. Παράγραφο 1.6).
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Ακριβέστερα, ϑεωρούµε ένα προβολικό επίπεδο (P,L,I) (για χάρη της γε-

νικότητας χρησιµοποιούµε την αφηρηµένη σχέση σύµπτωσης I) και την απο-

πλήϱωση (P−1,L−1,I−1), η οποία προκύπτει µε την «αφαίρεση» µιας ευθείας ℓo.

Κατόπιν, από το προηγούµενο συσχετισµένο επίπεδο κατασκευάζουµε την πλή-

ϱωση
(
(P−)+, (L−)+, (I−)+

)
. Θα δείξουµε ότι το αρχικό προβολικό επίπεδο είναι

ισόµορφο µε το τελευταίο.

Για να κατανοήσουµε τη διαδικασία της απόδειξης αυτού του ισχυρισµού

(που γίνεται στο επόµενο Θεώρηµα 2.3.4), από τις αντίστοιχες κατασκευές της

πλήρωσης και αποπλήρωσης, παρατηρούµε τα εξής :

Αν P ∈ P µε (P, ℓo) < I, τότε P ∈ P− και P ∈ (P−)+.
Αν Q ∈ P µε (Q, ℓo) ∈ I, τότε οι ευθείες της µορφής k−, για k ∈ J (Q),

είναι όλες µεταξύ τους παράλληλες. Εποµένως, µέσω της πλήρωσης, ορίζεται το

(µοναδικό) ιδεατό σηµείο (k−)· ∈ ε∞.

Επίσης, για µία ευθεία ℓ ∈ L µε ℓ , ℓo, ορίζεται, µέσω της αποπλήρωσης, η

ℓ− και από αυτήν η (ℓ−)∗ ∈ (L−)+.
Για διευκόλυνση, στην εποµένη σελίδα, παραθέτουµε το ϐοηθητικό Σχήµα

2.9, όπου το α παριστάνει τη διαδικασία της αποπλήρωσης και το π τη διαδικασία

της πλήρωσης.

Οι προηγούµενες παρατηρήσεις αποτελούν το κίνητρο για να ϑεωρήσουµε

το Ϲεύγος

(φ, ψ) : (P,L,I) −→
(
(P−)+, (L−)+, (I−)+

)
,

που ορίζεται µε τον εξής τρόπο :

φ(P) := P, αν P ∈ P µε (P, ℓo) < I,

φ(Q) := (k−)·, αν Q ∈ P µε (Q, ℓo) ∈ I, όπου k

τυχούσα ευθεία του L µε k ∈ J (Q)
και k , ℓo,

ψ(ℓ) := (ℓ−)∗, αν ℓ , ℓo,

ψ(ℓo) := ε∞.

Ελέγχουµε στοιχειωδώς ότι οι απεικονίσεις φ και ψ είναι καλά ορισµένες, οπότε

µπορούµε να αποδείξουµε το

2.3.4 Θεώρηµα. Το Ϲεύγος (φ, ψ) ορίζει έναν ισοµορφισµό µεταξύ των προβολι-

κών επιπέδων (P,L,I) και
(
(P−)+, (L−)+, (I−)+

)
.

Απόδειξη. Ας δείξουµε πρώτα ότι το (φ, ψ) είναι µορφισµός προβολικών επιπέ-

δων. Πραγµατικά αν (P, ℓ) ∈ P × L µε (P, ℓ) ∈ I, διακρίνουµε τις επόµενες



2.3. Μερικές εφαρµογές των ισοµορφισµών 81

περιπτώσεις :

Σχήµα 2.9

1) ℓ , ℓo και (P, ℓo) < I. Τότε

φ(P) = P ∈ J (ℓ) − {ℓ ∧ ℓo} = ℓ
− ≡ J (ℓ−).

΄Αρα, κατά τον ορισµό της σχέσης σύµπτωσης στην πλήρωση,

(
φ(P), ψ(ℓ)

)
=

(
P, (ℓ−)∗

)
∈ (I−)+.

2) ℓ = ℓo. Τότε φ(P) = (k−)· ∈ ε∞ = ψ(ℓo), για τυχούσα k ∈ L µε P ∈ J (k) και

k , ℓo. ΄Αρα (φ(P), ψ(l)) ∈ (I−)+.
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3) ℓ , ℓo, P = ℓ ∧ ℓo. Εργαζόµενοι όπως στην περίπτωση 2), διαπιστώνουµε

και πάλι ότι (φ(P), ψ(ℓ)) ∈ (I−)+. Εδώ παρατηρούµε ότι µπορούµε να πάρουµε

ως k της προηγουµένης περίπτωσης τη δοθείσα ευθεία ℓ.

Η απεικόνιση φ είναι 1 – 1: Θεωρούµε δύο οποιαδήποτε σηµεία A, B του P

και υποθέτουµε ότι φ(A) = φ(B). Για να δείξουµε ότι A = B διακρίνουµε τις εξής

περιπτώσεις :

α) Τα A, B ανήκουν στην ℓo.

ϐ) Τα A, B δεν ανήκουν στην ℓo.

Στην πρώτη περίπτωση, ϑα είναι φ(A) = (k−)· και φ(B) = (ℓ−)·, για δύο

ευθείες k, ℓ ∈ L διαφορετικές από την ℓo και τέτοιες ώστε k ∈ J (A), ℓ ∈ J (B).
Εποµένως, A = k ∧ ℓo και B = ℓ ∧ ℓo, οπότε k− = J (k) − {A} και ℓ− = J (ℓ) − {B}.
Η υπόθεση φ(A) = φ(B) συνεπάγεται τώρα ότι (k−)· = (ℓ−)·, δηλ. k−// ℓ−, οπότε

εµφανίζονται οι επόµενες υποπεριπτώσεις :

α1) k− = ℓ−, α2) k− ∩ ℓ− = ∅.

Στην α1) προκύπτει αµέσως ότι, για κάθε Z ∈ k− = ℓ−, είναι Z ∈ J (k) ∩ J (ℓ),
A , Z , B. Εποµένως, για οποιαδήποτε X , Y της k, διαφορετικά από το A, είναι

k = X ∨ Y = ℓ, άρα και A = k ∧ ℓo = ℓ ∧ ℓo = B.

Στην α2) ϑα είναι, κατ᾿ ανάγκην, k , ℓ, οπότε ορίζεται το σηµείο S = k ∧ ℓ.

Το S δεν µπορεί να είναι διαφορετικό από τα A, B ταυτοχρόνως, γιατί τότε ϑα

ήταν S ∈ k− ∩ ℓ− (άτοπο). Εποµένως, αν S = A, τότε οι ευθείες k, ℓ, ℓo διέρχο-

νται από το A = S. ΄Αρα (ϐλ. Πρόταση 1.2.8 και τη δυϊκή της Πρότασης 1.2.5)

A = k ∧ ℓo = ℓ ∧ ℓo = B. Παρόµοια ϐρίσκουµε ότι A = B, αν S = B.

Στην περίπτωση ϐ), από τον ορισµό της φ προκύπτει αµέσως ότι A = φ(A) =
φ(B) = B. Εποµένως, αποδεικνύεται το 1 – 1 της φ.

Η απεικόνιση φ είναι επί : Θεωρούµε τυχόν Y ∈ (P−)+ και ϑα δείξουµε ότι

υπάρχει X ∈ P µε φ(X) = Y . Και εδώ διακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

i) Το Y είναι πραγµατικό σηµείο, ii) Το Y είναι ιδεατό.

Στην περίπτωση i) το Y ανήκει και στο P−, άρα µπορούµε να πάρουµε X = Y

(ϕυσικά, το X δεν ανήκει στην ℓo).

Στη ii) ϑα είναι Y ∈ ε∞, άρα Y = (k−)·, όπου k− = J (k) − {k ∧ ℓ}, για κάποια

ευθεία k ∈ L µε k , ℓo. Επειδή φ(k ∧ ℓo) = (k−)·, αρκεί να πάρουµε X = k ∧ ℓo.

Συνεπώς, κατά το Πόρισµα 2.1.6, ο µορφισµός (φ, ψ) είναι ισοµορφισµός,

και αποδεικνύεται πλήρως το ϑεώρηµα. �

2.3.5 Παρατήρηση. ΄Ενα ανάλογο πρόβληµα είναι αυτό της σύγκρισης ενός

συσχετισµένου επιπέδου (P,L,I) µε το επίπεδο
(
(P+)−, (L+)−, (I+)−

)
, που προ-

κύπτει από την εφαρµογή της διαδικασίας της πλήρωσης και µετά της αποπλή-

ϱωσης. ∆εν ϑα επεκταθούµε προς την κατεύθυνση αυτή, που αφορά ουσιαστικά

τη δοµή του συσχετισµένου επιπέδου και δεν αποτελεί αντικείµενο του αµέσου
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ενδιαφέροντός µας εδώ. Σηµειώνουµε µόνον ότι τα προηγούµενα συσχετισµένα

επίπεδα δεν είναι πάντοτε µεταξύ τους ισόµορφα. Η διαπίστωση αυτή προκύ-

πτει µε τη ϐοήθεια (αντι)παραδειγµάτων ϐασισµένων σε αλγεβρικές µεθόδους

που ϐρίσκονται έξω από τους σκοπούς του ϐιβλίου αυτού. Ο ενδιαφερόµενος

αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει για λεπτοµέρειες στον F. W. Stevenson [28,

Σχόλια σελ. 32 και Θεώρηµα 2.7.9].

γ) Επεκτάσεις συσχετισµένων ισοµορφισµών

Με την ορολογία της ΄Ασκησης 2.1.11(10), ϑα δείξουµε ότι από έναν ισοµορφι-

σµό συσχετισµένων επιπέδων µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν ισοµορφισµό

µεταξύ των πληρώσεων τους σε προβολικά επίπεδα.

2.3.6 Θεώρηµα. Αν (φ, ψ) : (P1,L1,I1) → (P2,L2,I2) είναι ισοµορφισµός

συσχετισµένων επιπέδων, τοτε υπάρχει ισοµορφισµός µεταξύ των πληρώσεων τους

(φ+, ψ+) : (P+1 ,L
+

1 ,I
+

1 )→ (P+2 ,L
+

2 ,I
+

2 ), τέτοιος ώστε φ+|P = φ.

Απόδειξη. Ορίζουµε τις απεικονίσεις φ+ : P+1 → P
+

2 και ψ+ : L+1 → L
+

2 , αντι-

στοίχως µε τις σχέσεις

φ+(P+) :=

{
φ(P), αν P+ = P ∈ P1,

(ψ(k))·, αν P+ = k· ∈ ε∞,

ψ+(ℓ+) :=

{
J (ψ(ℓ)) ∪

{
(ψ(ℓ))·

}
, αν ℓ+ = J (ℓ) ∪ {ℓ·}, ℓ ∈ L1,

ε∞, αν ℓ+ = ε∞.

∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι οι απεικονίσεις αυτές είναι καλά ορισµένες, αφού

k//ℓ συνεπάγεται ότι ψ(k)//ψ(ℓ), άρα (ψ(k))· = (ψ(ℓ))·.

Η φ+ είναι 1 – 1: ΄Ηδη ο περιορισµός της επί του P1 είναι 1 – 1. Αν τώρα

(ψ(k))· = (ψ(ℓ))·, τότε ψ(k)//ψ(ℓ), άρα [ϐλ. ΄Ασκηση 2.1.11(10), ερώτηµα γ)] k//ℓ

και k· = ℓ·, δηλαδή η φ+ είναι 1 – 1 και επί της ιδεατής ευθείας.

Η φ+ είναι επί : ΄Εστω τυχόν Q+ ∈ P+2 . Αν Q+ = Q ∈ P2, τότε, για το

P = φ−1(Q) ∈ P1 έχουµε ότι φ+(P) = Q+. Αν Q+ = m·, τότε, για k = ψ−1(m) είναι

φ+(k·) = m·, που ολοκληρώνει την απόδειξη του επί.

Το Ϲεύγος (φ+, ψ+) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων : Θεωρούµε τυχόν

(P+, ℓ+) ∈ P+1 × L
+

1 µε P+ ∈ ℓ+. ∆ιακρίνουµε τις επόµενες περιπτώσεις :

i) P+ = P ∈ P1, ℓ+ = J (ℓ) ∪ {ℓ·}. Τότε P ∈ J (ℓ) και φ(P) ∈ J (ψ(ℓ)). ΄Αρα,

φ+(P+) = φ(P) ∈ J (ψ(ℓ)) ⊂ J (ψ(ℓ)) ∪ {ℓ·} = ψ+(ℓ+).

ii) P+ = k· ∈ ε∞, ℓ+ = J (ℓ) ∪ {ℓ·}. Τότε αναγκαίως k· = ℓ·, οπότε

φ+(P+) = (ψ(ℓ))· ∈ J (ψ(ℓ)) ∪ {ℓ·} = ψ+(ℓ+).
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iii) P+ = k· ∈ ε∞, ℓ+ = ε∞. Τότε

φ+(P+) = φ+(k·) = (ψ(k))· ∈ ψ+(ε∞) = ε∞.

Φυσικά, η περίπτωση P+ = P, ℓ+ = ε∞ δεν έχει έννοια.

Εφ᾿ όσον το (φ+, ψ+) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων 1 – 1 και επί,

είναι και ισοµορφισµός. �

2.3.7 Πόρισµα. Με τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 2.3.6 υπάρχει ένας µονα-

δικός ισοµορφισµός (φ+, ψ+), τέτοιος ώστε φ+|P = φ και φ+(ℓ·) = (ψ(ℓ))·, για κάθε

ℓ ∈ L.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και ένας ισοµορφισµός (φ̄+, ψ̄+) µε τις

ιδιότητες του (φ+, ψ+). Τότε οι σχέσεις φ+|P = φ = φ̄
+|P και φ+(ℓ·) = (ψ(ℓ))· =

φ̄+(ℓ·), για κάθε ℓ ∈ L, αποδεικνύουν ότι φ+ = φ̄+. Εποµένως, σύµφωνα µε την

Ασκηση 2.1.11(5), έχουµε το συµπέρασµα. �

Κατά µία συνηθισµένη ορολογία, ο ισοµορφισµός (φ+, ψ+) καλείται επέκτα-

ση του ισοµορφισµού συσχετισµένων επιπέδων (φ,ψ).

Παρακινούµενοι από την έννοια της συγγραµµικότητας προβολικού επιπέ-

δου, ϑα λέµε ότι µία συσχετισµένη συγγραµµικότητα (affine collineation) ενός

συσχετισµένου επιπέδου είναι ένας αυτοµορφισµός του επιπέδου αυτού. Επο-

µένως, µπορούµε να διατυπώσουµε και το

2.3.8 Πόρισµα. Κάθε συσχετισµένη συγραµµικότητα (φ, ψ) ενός συσχετισµένου

επιπέδου P επεκτείνεται σε συγγραµµικότητα (φ+, ψ+) ∈ Aut(P+) της πλήρωσής

του P+.

2.3.9 Ασκήσεις.

1) Να συµπληρωθεί η απόδειξη της Πρότασης 2.3.1.

2) Να αποδειχθεί ότι οι απεικονίσεις φ και ψ του Θεωρήµατος 2.3.4 είναι

καλά ορισµένες.

3) Να εξηγηθεί γιατί, στην απόδειξη του 1 – 1 της απεικόνισης φ του Θεωρή-

µατος 2.3.4, δεν χρειάζεται να διακρίνουµε την περίπτωση κατά την οποίαν

ένα εκ των A, B ανήκει στην ℓo.

4) ∆ίνεται ένα συσχετισµένο επίπεδο (P,L,I) και οι απεικονίσεις φ : P → P
και ψ : L → L, οι οποίες είναι 1 – 1 και επί, εις τρόπον ώστε να διατη-

ϱείται η σχέση της σύµπτωσης [ δηλ. (P, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(P), ψ(ℓ)) ∈ I′ ]. Να

αποδειχθεί ότι το Ϲεύγος (φ, ψ) είναι συσχετισµένη συγγραµµικότητα του

(P,L,I).
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5) ∆ίνεται ένα συσχετισµένο επίπεδο (P,L,I) και µία 1 – 1 και επί απεικόνιση

φ : P → P, η οποία έχει την ιδιότητα να απεικονίζει συγγραµµικά σηµεία

σε συγγραµµικά. Τότε υπάρχει µία µοναδική (1 – 1 και επί) απεικόνιση ψ :
L → L, έτσι ώστε το Ϲεύγος (φ,ψ) να είναι συσχετισµένη συγγραµµικότητα

του (P,L,I).





Κεφάλαιο 3

Το πραγµατικό

προβολικό επίπεδο P2

Η αναλυτική γεωµετρία αρχίζει µε ένα µοντέλο της

γεωµετρίας που µελετάµε, σε ένα επίπεδο, µία στρέ-

ϐλωση, ή σε κάποια άλλη µαθηµατική κατασκευή.

Τα αποτελέσµατα συνάγονται µε υπολογισµούς εντός

της περιοχής που περιβάλλει το µοντέλο. Αυτή η προ-

σέγγιση τονίζει τη σύνδεση της γεωµετρίας µε άλλους

κλαδους των µαθηµατικών και του πραγµατικού κό-

σµου. Μια τέτοια παρουσίαση καλείται «αναλυτική» ε-

πειδή συνήθως εξαρτάται από συντεταγµένες (τις ίδιες

συντεταγµένες της Αναλυτικής Γεωµετρίας που διδά-

σκεται στο Λύκειο).

M. Henle [15, σελ. 5]

Τ ο κεφαλαιο αυτο αναφέρεται στην αλγεβρική µελέτη του πραγµατικού προ-

ϐολικού επιπέδου P2 και αποτελεί ένα πρώτο, ϐασικό παράδειγµα µελέτης

της Προβολικής Γεωµετρίας από αυτή τη σκοπιά. Ουσιαστικά πρόκειται για την

87
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αλγεβροποίηση του κλασικού προβολικού επιπέδου, αφού (όπως αποδεικνύε-

ται στην Παράγραφο 5) το τελευταίο είναι ισόµορφο µε το P2. Η περίπτωση της

αλγεβροποίησης του τυχόντος προβολικού επιπέδου ϑα γίνει στο Κεφάλαιο 6.

Σχετικώς αναφέρουµε ότι η µελέτη του προβολικού επιπέδου µε αλγεβρικές

µεθόδους συνιστά τη λεγόµενη «αναλυτική» Προβολική Γεωµετρία, σε αντίθεση

µε τη «συνθετική» προσέγγιση που έγινε στα προηγούµενα δύο κεφάλαια.

Στις δύο πρώτες παραγράφους εκτίθεται η κατασκευή του P2 από τον Ευ-

κλείδειο χώρο R3, µέσω καταλλήλων σχέσεων ισοδυναµίας, και αποδεικνύεται

ότι οι γραµµικοί αυτοµορφισµοί του R3 οδηγούν σε συγγραµµικότητες του P2.

Στην Παράγραφο 3 η αλγεβρική µελέτη επικεντρώνεται στις οµολογίες του

P2, οι οποίες ταξινοµούνται µέσω κατάλληλων (πραγµατικών) πινάκων 3×3 µιας

πολύ απλής µορφής. Ιδιαιτέρως, αποδεικνύεται ότι όλες οι οµάδες H(A, ℓ), A < ℓ,
είναι τελικώς ισόµορφες µε την πολλαπλασιαστική οµάδα R∗.

Ανάλογα συµπεράσµατα έχουµε, στην Παράγραφο 4, για τις επάρσεις του P2.

Αποδεικνύεται ότι, για A ∈ ℓ, είναι E(A, ℓ) � R, όπου το R ϑεωρείται εφοδιασµένο

µε τη δοµή της προσθετικής οµάδας.

3.1 Αλγεβρική µελέτη του P2

Στο Παράδειγµα 1.2.3(2) ορίσαµε το πραγµατικό προβολικό επίπεδο P2. Επειδή

το επίπεδο αυτό προκύπτει από τον χώρο R3, στον οποίον υπάρχει η δυνατότη-

τα να χρησιµοποιηθεί ο µηχανισµός της Γραµµικής ΄Αλγεβρας, το P2 είναι ένα

πρώτο (και σηµαντικό) παράδειγµα συσχετισµού της Προβολικής Γεωµετρίας µε

την ΄Αλγεβρα. ΄Ετσι, η αλγεβρική µελέτη του P2 ϑα αποτελέσει κίνητρο για τη

συστηµατική αλγεβροποίηση του τυχόντος προβολικού επιπέδου, που ϑα γίνει

στο Κεφάλαιο 6.

΄Οπως εξηγήσαµε στο Παράδειγµα 1.2.3(2), τα σηµεία του P2 είναι ακριβώς

οι ευθείες του R3, οι οποίες διέρχονται από το 0 ≡ (0, 0,0), ενώ οι ευθείες του

P2 είναι ακριβώς τα επίπεδα του R3, τα οποία επίσης διέρχονται από το 0.

Ας ϑυµηθούµε από την Αναλυτική/Γραµµική Γεωµετρία ότι, αν ε είναι µια

ευθεία του R3, που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, τότε η ε ορίζεται εντελώς

από το 0 και τυχόν άλλο σηµείο της (ao, bo, co) , (0, 0, 0). Ακριβέστερα

ε = {t(ao, bo, co) | t ∈ R}.(3.1.1)

Προφανώς, για δύο τυχόντα σηµεία (a, b, c), (a′, b′, c′) της ε, που είναι δια-

ϕορετικά µεταξύ τους καθώς και προς το 0, υπάρχει κάποιο λ ∈ R∗ = R − {0},

έτσι ώστε (a′, b′, c′) = λ(a, b, c).
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Απ᾿ το άλλο µέρος, ένα επίπεδο του R3, που διέρχεται από το 0, ορίζεται από

µία εξίσωση της µορφής

αx + ̙y + γz = 0,(3.1.2)

όπου οι συντελεστές α, ̙, γ είναι στοιχεία του R3 µε (α, ̙, γ) , (0, 0,0). Οι

τριάδες (x, y, z), που είναι λύσεις της (3.1.2), αποτελούν τα σηµεία του επιπέ-

δου. Επειδή ένα τέτοιο επίπεδο καθορίζεται πλήρως από την τριάδα (α, ̙, γ), το

συµβολίζουµε µε Π(α, ̙, γ).
Αν ϑεωρήσουµε δύο επίπεδα Π(α, ̙, γ) και Π(α′, ̙′, γ′), τότε µπορούµε να

δείξουµε ότι

Π(α, ̙, γ) = Π(α′, ̙′, γ′) ⇔ ∃ λ ∈ R∗ : (α′, ̙′, γ′) = λ(α, ̙, γ).

Πραγµατικά, η σχέση (3.1.2) συνεπάγεται ότι

(α, ̙, γ) ⊥ (x, y, z),

για κάθε (x, y, z) ∈ Π(α, ̙, γ), άρα

(α, ̙, γ) ⊥ Π(α, ̙, γ),

και παρόµοια

(α′, ̙′, γ′) ⊥ Π(α′, ̙′, γ′).

Εποµένως,

Π(α, ̙, γ) = Π(α′, ̙′, γ′)⇔ (α′, ̙′, γ′) // (α, ̙, γ)

⇔ (α′, ̙′, γ′) = λ(α, ̙, γ).

Οι προηγούµενες υπενθυµίσεις ϑα µας επιτρέψουν να κατασκευάσουµε, µε

αλγεβρικό τρόπο, ένα προβολικό επίπεδο ισόµορφο µε το P2. Λόγω της ισοµορ-

ϕίας αυτής ϑα ταυτίζουµε τα δύο επίπεδα, οπότε ϑα έχουµε την δυνατότητα να

µελετήσουµε το P2 µε αλγεβρικές µεθόδους. Για το σκοπό αυτό, στο χώρο

R
3
∗ := R3 − {(0,0, 0)},

ορίζουµε την εποµένη σχέση ισοδυναµίας :

(a, b, c) ∼ (a′, b′, c′) ⇔ ∃ λ ∈ R∗ : (a′, b′, c′) = λ(a, b, c).(3.1.3)

Την κλάση ισοδυναµίας του σηµείου (a, b, c) συµβολίζουµε µε [a, b, c] (αντί του

πολυπλοκοτέρου [(a, b, c)]). Προφανώς,

[a, b, c] =
{
λ(a, b, c) | λ ∈ R∗

}
.
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Ο αντίστοιχος χώρος-πηλίκον R3
∗ /∼ , δηλαδή το σύνολο όλων των κλάσεων ισο-

δυναµίας, οι οποίες προκύπτουν µε τον προηγούµενο τρόπο, συµβολίζεται µε

Pα. ΄Αρα,

Pα := R3
∗ /∼ =

{
[a, b, c] | (a, b, c) ∈ R3

∗

}
.(3.1.4)

Πιο κάτω, τις κλάσεις του Pα ϑα τις αντιστοιχίσουµε στα σηµεία του P2 (δηλαδή

τις ευθείες του R3, που διέρχονται από την αρχή των αξόνων).

Στη συνέχεια, για µια τριάδα (α, ̙, γ) ∈ R3
∗ , ορίζουµε το σύνολο

<α, ̙, γ > :=
{
[p, q, r] ∈ Pα : αp + ̙q + γr = 0}.(3.1.5)

Είναι άµεσον ότι ο προηγούµενος ορισµός είναι ανεξάρτητος από την επιλογή

των αντιπροσώπων των εµφανιζοµένων κλάσεων.

Παρατηρούµε ότι, όπως και στην περίπτωση της ισότητας δύο επιπέδων, ϑα

είναι

<α, ̙, γ > = <α′, ̙′, γ′> ⇔ ∃ λ ∈ R∗ : (α′, ̙′, γ′) = λ(α, ̙, γ).

Εποµένως, µπορούµε κι εδώ να ϑεωρήσουµε την παρακάτω σχέση ισοδυναµίας

στο R3
∗ :

(α, ̙, γ) ∼ (α′, ̙′, γ′)⇔ ∃ λ ∈ R∗ : (α′, ̙′, γ′) = λ(α, ̙, γ).(3.1.6)

Αν συµβολίσουµε προσωρινά µε ≪α, ̙, γ≫ την κλάση ισοδυναµίας της τριάδας

(α, ̙, γ), διαπιστώνουµε αµέσως ότι η αντιστοιχία

(3.1.6′) <α, ̙, γ > 7−→ ≪α, ̙, γ≫

εισάγει µία καλά ορισµένη, 1 – 1 και επί απεικόνιση, µέσω της οποίας κάθε

<α, ̙, γ > µπορεί να ταυτιστεί µε την κλάση ισοδυναµίας≪α, ̙, γ≫, δηλαδή

<α, ̙, γ > =
{
[p, q, r] ∈ Pα : αp + ̙q + γr = 0

}

≡
{
λ(α, ̙, γ)

∣∣∣λ ∈ R∗
}
= ≪α, ̙, γ≫,

άρα µπορούµε να χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο<> και στις δύο περιπτώσεις.

Θέτουµε

Lα =
{
<α, ̙, γ > | (α, ̙, γ) ∈ R3

∗

}
.

Θα δούµε πιο κάτω ότι τα στοιχεία (κλάσεις) του Lα αντιστοιχούν στις ευθείες

του P2 (δηλαδή στα επίπεδα του R3, που διέρχονται από την αρχή των αξόνων).

Μεταξύ των Pα και Lα υπάρχει µια προφανής σχέση σύµπτωσης, που δίνε-

ται από το σύνολοθεωρητικό ∈, σύµφωνα µε την (3.1.5). Επίσης, Pα ∩ Lα = ∅.
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Εποµένως, σχηµατίζεται η τριάδα (Pα ,Lα ,∈), όπου ο εκθέτης «α» χρησιµοποιεί-

ται για να υποδηλώσει ότι η κατασκευή της έγινε µε τον «αλγεβρικό» τρόπο που

περιγράψαµε.

Πριν αποδείξουµε ότι η προηγουµένη τριάδα αποτελεί προβολικό επίπεδο

ισόµορφο προς το P2, ας παρατηρήσουµε ακόµη ότι οι ισοδυναµίες (3.1.3) και

(3.1.6) δεν διαφέρουν µεταξύ τους από συνολοθεωρητική άποψη. ΄Οµως, όπως

προαναφέραµε, οι κλάσεις της (3.1.3) ϑα αντιστοιχούν σε σηµεία του P2, ενώ

οι κλάσεις της (3.1.6), µέσω της ταύτισης (3.1.6′), ϑα αντιστοιχούν στις ευθείες

του. Λόγω αυτής της διαφοροποίησης, χρησιµοποιούµε τα σύµβολα [ ] και < >

για να διακρίνουµε µεταξύ τους τις αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας. ΄Ετσι, για

παράδειγµα, αν (x, y, z) ∈ R3
∗ , τότε τα στοιχεία [x, y, z] και < x, y, z > συµβολί-

Ϲουν εντελώς διαφορετικά αντικείµενα στο υπό κατασκευήν προβολικό επίπεδο

(Pα ,Lα ,∈): το [x, y, z] είναι ένα σηµείο του, ενώ το < x, y, z > είναι µια ευθεία

του ιδίου επιπέδου.

3.1.1 Θεώρηµα. Η τριάδα Pα2 := (Pα ,Lα ,∈) ορίζει ένα προβολικό επίπεδο, ισό-

µορφο προς το P2.

Απόδειξη. Μπορούµε να εργαστούµε µε δύο τρόπους :

Α΄ τρόπος (στοιχειώδης): Για την απόδειξη του (ΠΕ 1) ϑεωρούµε δύο σηµεία

[a1, b1, c1] και [a2, b2, c2] του Pα µε [a1, b1, c1] , [a2, b2, c2]. Εποµένως, δεν

υπάρχει λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε (a2, b2, c2) = λ(a1, b1, c1). Θα δείξουµε ότι τα δύο

σηµεία ορίζουν µία (µοναδική) ευθεία. Αν καλέσουµε <x, y, z> την ευθεία αυτή,

τότε ϑα ικανοποιούνται οι εξισώσεις
{
a1x + b1y + c1z = 0

a2x + b2y + c2z = 0
(3.1.7)

Από τους συντελεστές της πρώτης ένας τουλάχιστον δεν µηδενίζεται. Ας υποθέ-

σουµε (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) ότι a1 , 0. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις

για το a2:

i) a2 = 0. Τότε

x = −
b1

a1

y −
c1

a1

z, b2y + c2z = 0.

Επίσης, (b2, c2) , (0, 0) [αλλιώς ϑα είχαµε ότι (a2, b2, c2) = (0, 0,0), άτοπο].

΄Ετσι, αν υποθέσουµε ότι b2 , 0, παίρνουµε

y = −
c2

b2

z, x =

(
b1

a1

·
c2

b2

−
c1

a1

)
z.

΄Αρα, ϑέτοντας z = t ∈ R∗, ϐρίσκουµε τη λύση

x =

(
b1

a1

·
c2

b2

−
c1

a1

)
t, y = −

c2

b2

t, z = t.(3.1.8)
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Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι, ενώ το t της (3.1.7) µπορεί να πάρει ο-

ποιαδήποτε τιµή στο R∗, η ευθεία που προκύπτει είναι µονοσήµαντα ορισµένη.

Πραγµατικά, για οποιοδήποτε άλλο z = t′ ∈ R∗, ϑα έχουµε τις ανάλογες εκφρά-

σεις

x′ =

(
b1

a1

·
c2

b2

−
c1

a1

)
t′, y′ = −

c2

b2

t′, z′ = t′,(3.1.7′)

οπότε, από τις (3.1.7) και (3.1.7′) προκύπτει ότι

(x′, y′, z′) = λ(x, y, z),

όπου έχουµε ϑέσει λ = t′ · t−1. Εποµένως, σύµφωνα µε την (3.1.6), ϑα είναι

<x, y, z>=<x′, y′, z′>. ∆ηλαδή παίρνουµε, τελικώς, µια εντελώς καθορισµένη

και µοναδική ευθεία, που ορίζεται από τα δύο δοθέντα σηµεία.

Φυσικά, για z = 0, ο προσδιορισµός της Ϲητουµένης ευθείας ϑα γίνει από την

επίλυση του αρχικού συστήµατος (3.1.7) µε ανάλογη διαδικασία, και όχι από

τις (3.1.8), οι οποίες ϑα οδηγούσαν στη µη αποδεκτή λύση <0, 0,0>.

Ανάλογα συµπεράσµατα έχουµε αν c2 , 0.

ii) a2 , 0. Στην περίπτωση αυτή, από τις (3.1.7) έχουµε ότι

b1

a1

y +
c1

a1

z = −x =
b2

a2

y +
c2

a2

z

οπότε (
b1

a1

−
b2

a2

)
y =

(
c2

a2

−
c1

a1

)
z.

Από τους δυο συντελεστές (που ϐρίσκονται σε παρένθεση) ο ένας τουλάχιστον

δεν είναι µηδέν, γιατί στην αντίθετη περίπτωση ϑα είχαµε ότι

(a1, b1, c1) = λ (a2, b2, c2), όπου λ =
a1

a2

,

δηλαδή [a1, b1, c1] = [a2, b2, c2], που είναι άτοπο. Εποµένως, αν υποθέσουµε

ότι
b1

a1

−
b2

a2

, 0,

τότε

y =

(
c2

a2

−
c1

a1

)
·

(
b1

a1

−
b2

a2

)−1

· z
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και, όπως στην περίπτωση i), ϐρίσκουµε ότι

z = t,

y =

(
c2

a2

−
c1

a1

)
·

(
b1

a1

−
b2

a2

)−1

· t,

x = −


b1

a1

·

(
c2

a2

−
c1

a1

)
·

(
b1

a1

−
b2

a2

)−1

+
c1

a1

 t,

απ᾿ όπου προσδιορίζεται (µονοσήµαντα) η <x, y, z>.

Και πάλι, αν z = 0, ο προσδιορισµός της Ϲητουµένης ευθείας ϑα γίνει από

το αρχικό σύστηµα µε µία ανάλογη διαδικασία, και όχι από τις (3.1.8). Επί-

σης, διάφορες δυνατές υποπεριπτώσεις, όπως π.χ. c2 = 0, δίνουν στις (3.1.8)

απλούστερη µορφή κ.ο.κ.

Για την απόδειξη του αξιώµατος (ΠΕ 2) ϑεωρούµε δύο διαφορετικές ευθείες

< α1, ̙1, γ1 > και < α2, ̙2, γ2 > του Lα, οπότε αναζητούµε ένα κοινό σηµείο

[x, y, z]. Τότε ϑα πρέπει να επιλύσουµε το σύστηµα

{
α1x + ̙1y + γ1z = 0

α2x + ̙2y + γ2z = 0

που είναι ακριβώς του τύπου (3.1.7). ΄Αρα, µε την ίδια µέθοδο, αποδεικνύουµε

την ύπαρξη ενός (µοναδικού) [x, y, z] µε τη Ϲητουµένη ιδιότητα.

Τέλος, ϑεωρούµε τα σηµεία [1, 0,0], [0, 1,0], [0,0, 1] και [1, 1,1]. ∆ιαπι-

στώνουµε στοιχειωδώς ότι είναι διαφορετικά µεταξύ τους. Επίσης δεν είναι συγ-

γραµµικά ανά τρία. Για παράδειγµα, αν τα [1,0, 0], [0, 1,0] και [1, 1, 1] ήσαν

συγγραµµικά και <x, y, z> η κοινή τους ευθεία, τότε από την (3.1.5) ϑα είχαµε

ότι (x, y, z) = (0, 0,0), που δεν έχει έννοια [ϐλ.επίσης και την Εφαρµογή 3.1.4

(4) πιο κάτω]. Εποµένως ικανοποιείται και το αξίωµα (ΠΕ 3).

Β΄ τρόπος: Για την απόδειξη του (ΠΕ 1) πρέπει να επιλύσουµε το οµογενές

σύστηµα (3.1.7). Αυτό, σύµφωνα µε τη γενική ϑεωρία των (οµογενών) γραµµικών

συστηµάτων, διαθέτει µη µηδενικές λύσεις και το σύνολο όλων των λύσεών του

αποτελεί γραµµικό χώρο διάστασης 1 (ϐλ. σχετικώς : Σ. Ανδρεαδάκη [1, σελ.

135], ∆. Βάρσο κ.α. [4, σελ. 249], N. V. Efimov­E. R. Rozendorn [10, σελ. 84]).

Εποµένως, αν (x, y, z) είναι µια οποιαδήποτε µη µηδενική λύση, τότε κάθε άλλη

λύση, επίσης µη µηδενική, ϑα είναι της µορφής (x′, y′, z′) = λ(x, y, z) µε λ ∈ R∗.

∆ηλαδή όλες οι µη µηδενικές λύσεις του συστήµατος (3.1.7) ορίζουν ακριβώς

µιαν ευθεία < x, y, z >, οπότε αποδεικνύεται το (ΠΕ 1). Ο Α΄ τρόπος εµπεριέχει

ουσιαστικά και µια στοιχειώδη απόδειξη του αναφεροµένου συµπεράσµατος [για

την ειδική περίπτωση του συστήµατος (3.1.7)].
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Ανάλογη είναι και η απόδειξη του (ΠΕ. 2). Η απόδειξη του (ΠΕ. 3) ακολουθεί

τη διαδικασία του Α΄ τρόπου.

∆είξαµε λοιπόν ότι η τριάδα (Pα ,Lα, ∈) είναι προβολικό επίπεδο. Για να το

συγκρίνουµε µε το (γεωµετρικό) P2 = (P,L,⊂), όπως το έχουµε ορίσει µέσω

ευθειών και επιπέδων του R3, ορίζουµε τις απεικονίσεις Φα : P → Pα και

Ψα : L → Lα µε

P ∋ {t(a, b, c) | t ∈ R} ⊢
Φα
−−−−→ [a, b, c] ∈ Pα,(3.1.9)

L ∋ Π(α, ̙, γ) ⊢
Ψα
−−−−→ <α, ̙, γ > ∈ Lα.(3.1.10)

Οι Φα και Ψα είναι καλά ορισµένες. Θα δείξουµε ότι το Ϲεύγος (Φα ,Ψα)
είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων. Πραγµατικά, αν P και ℓ είναι σηµείο και

ευθεία, αντιστοίχως, του P2 µε P ∈ ℓ, τότε µπορούµε να γράψουµε ότι

P = {t(a, b, c) | t ∈ R} και ℓ = Π(α, ̙, γ),

για κάποιες τριάδες (a, b, c) και (α, ̙, γ) του R3
∗ . Επειδή

P ∈ ℓ ⇔ {t(a, b, c) | t ∈ R} ⊂ Π(α, ̙, γ),

προκύπτει ότι κάθε σηµείο t(a, b, c) µε t , 0 ικανοποιεί την (3.1.2), δηλαδή

α(ta) + ̙(tb) + γ(tc) = 0 ή αa + ̙b + γc = 0,

πράγµα που σηµαίνει ότι [a, b, c] ∈ < α, ̙, γ >. Εποµένως, σύµφωνα µε τον

ορισµό των Φα και Ψα, είναι

Φα(P) = [a, b, c] ∈ <α, ̙, γ > = Ψα(Π(α, ̙, γ)),

που αποδεικνύει ότι το (Φα ,Ψα) είναι µορφισµός.

Τέλος διαπιστώνουµε αµέσως ότι οι απεικονίσεις Φα,Ψα είναι 1 – 1 και επί

(αρκεί ο έλεγχος της µιας), άρα το (Φα ,Ψα) ορίζει έναν ισοµορφισµό µεταξύ των

προβολικών επιπέδων P2 και Pα. �

3.1.2 Σύµβαση. Εξαιτίας της ισοµορφίας του Θεωρήµατος 3.1.1, ταυτίζουµε

τα επίπεδα P2 και Pα2, οπότε χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο P2 και για τα

δύο. ΄Ετσι το P2 µπορεί να ερµηνευθεί και να µελετηθεί κατά δύο (ισοδύναµους)

τρόπους : είτε όπως στο Παράδειγµα 1.2.3(2) [µε ευθείες και επίπεδα του R3], είτε

µε κλάσεις ισοδυναµίας, όπως πιο πάνω. Η προτίµηση για τον έναν ή τον άλλον

τρόπο υπαγορεύεται από το συγκεκριµένο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε κάθε

ϕορά.
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3.1.3 Μερικές εφαρµογές στο P2.

(1) Να ϐρεθεί το σηµείο τοµής των ευθειών <0,1, 2> και <1,0, 1>.

Πρώτα διαπιστώνουµε ότι οι δύο ευθείες είναι διαφορετικές, αφού δεν υπάρχει

λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε (1, 0,1) = λ(0, 1,2). Εποµένως, αν [x, y, z] είναι η Ϲητουµένη

τοµή, τότε ϑα επαληθεύεται το σύστηµα των εξισώσεων

{
0 · x + 1 · y + 2 · z = 0

1 · x + 0 · y + 1 · z = 0

απ᾿ όπου προκύπτει ότι x = −z και y = −2z. Εποµένως

[x, y, z] = [−z,−2z, z] = [−z(1,2,−1)].

Επειδή z , 0 [αλλιώς ϑα ήταν (x, y, z) = (0, 0,0), άτοπο], έχουµε τελικώς ότι

<0,1, 2> ∧ <1,0, 1> = [1, 2,−1].

(2) Να ϐρεθεί η µορφή των σηµείων της ευθείας ℓ = <0,1, 2>.

Αν συµβολίσουµε µε [x, y, z] το τυχόν σηµείο της ℓ, τότε

[x, y, z] ∈ ℓ ⇔ 0 · x + 1 · y + 2 · z = 0 ⇔ y = −2z,

δηλαδή τα σηµεία της ℓ έχουν τη µορφή [x, y, z] = [x,−2z, z].
Επειδή (x, y, z) , (0,0, 0), ϑα είναι είτε x , 0, είτε z , 0. Για x , 0, ϑα

έχουµε ότι

[x, y, z] = [x,−2z, z] =
[
x
(
1,−2

z

x
,
z

x

)]
=

[
1,−2

z

x
,
z

x

]
,

οπότε, ϑέτοντας λ =
z

x
, καταλήγουµε στην

[x, y, z] = [1,−2λ, λ], ∀ λ ∈ R.(3.1.11)

Στην περίπτωση που είναι z , 0, ϑα έχουµε ότι

[x, y, z] = [1,−2z, z] =
[
z

(
x

z
, − 2, 1

)]
=

[
x

z
, − 2,1

]
,

άρα, για µ = x/z, προκύπτει ότι

[x, y, z] = [µ,−2,1], ∀ µ ∈ R.(3.1.12)
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Τις (3.1.11) και (3.1.12) µπορούµε να ενοποιήσουµε ως εξής : για λ = 0

παίρνουµε το σηµείο [1, 0,0], ενώ για λ , 0 είναι

[x, y, z] =
[
λ ·

(
1

λ
,−2, 1

)]
=

[
1

λ
,−2,1

]
,

το οποίο (προφανώς) αποτελεί σηµείο της µορφής (3.1.12).

Εποµένως, τα σηµεία της ευθείας < 0, 1,2 > είναι το [1,0, 0] και όλα τα

σηµεία της µορφής [µ,−2,1], µε µ ∈ R.

(3) Να ϐρεθεί η ευθεία την οποίαν ορίζουν τα σηµεία [0,0, 1] και [1, 1,1].

∆ιαπιστώνουµε ότι [0, 0,1] , [1,1, 1], άρα ορίζεται η ευθεία [0, 0, 1] ∨ [1,1, 1].
Αν την καλέσουµε <x, y, z>, τότε ϑα επαληθεύονται οι εξισώσεις

z = 0, x + y + z = 0,

από τις οποίες προκύπτει ότι

<x, y, z> = <x,−x, 0> = <1,−1,0>

(επειδή αναγκαίως είναι x , 0). Εποµένως,

[0, 0,1] ∨ [1, 1,1] = <1,−1,0> .

(4) Να ϐρεθεί η συνθήκη συγγραµµικότητας τριών σηµείων.

Ας υποθέσουµε ότι Ϲητούµε να ϐρούµε µία ευθεία <x, y, z>, η οποία να περιέχει

τρία δεδοµένα σηµεία [ai , bi , ci ], i = 1, 2, 3. Τότε ϑα πρέπει το οµογενές σύστηµα

aix + biy + ciz = 0; i = 1, 2, 3,(3.1.13)

να διαθέτει µία λύση διάφορη της µηδενικής. Αυτό συµβαίνει τότε και µόνον τότε

αν η ορίζουσα των συντελεστών του (3.1.13) µηδενίζεται. Εποµένως, η Ϲητουµένη

συνθήκη είναι η

(3.1.14)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

3.1.4 Ασκήσεις.

1) Να αποδειχθεί ότι οι σχέσεις (3.1.3), (3.1.6) είναι σχέσεις ισοδυναµίας και

η (3.1.6′) είναι απεικόνιση 1 –1 και επί. Επίσης η σχέση σύµπτωσης που

ορίζει η (3.1.5), όπως και η [p, q, r] ∈≪ α, ̙, γ ≫ δεν εξαρτώνται από την

επιλογή των αντιπροσώπων των κλάσεων.
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2) Να συµπληρωθεί η απόδειξη του (ΠΕ. 3) στο Θεώρηµα 3.1.1.

3) Να ολοκληρωθεί η διερεύνηση των δυνατών περιπτώσεων, οι οποίες εµφα-

νίζονται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1.1.

4) Να ϐρεθεί η ευθεία που ορίζουν τα σηµεία

α) [2, 1, 3] και [1,0,−1],

ϐ) [1, 0,−2] και [−2,0, 4].

5) Να ϐρεθεί η τοµή των ευθειών

α) <2,−1,0> και <−1,
1

2
, 0>,

ϐ) <1,0, 0> και <1,−2,1>.

6) Να ϐρεθεί η µορφή των σηµείων της ευθείας <0,0, 1>.

3.2 Γραµµικοί αυτοµορφισµοί του R3 και συγγραµµι-

κότητες του P2

Μετά τις λίγες Εφαρµογές 3.1.4, οι οποίες δείχνουν ότι το P2 µε την αλγεβρική

του άποψη παρουσιάζει σηµαντική ευκολία στη µελέτη του (αφού επιδέχεται τη

χρήση της γραµµικής άλγεβρας), ϑα εξετάσουµε τις συγγραµµικότητές του, οι

οποίες εισάγονται από γραµµικούς αυτοµορφισµούς του R3. Αυτό ϑα ϐοηθή-

σει τη µελέτη των οµολογιών και επάρσεων του P2, που ϑα γίνει στις επόµενες

παραγράφους.

Από το γεωµετρικό ορισµό του P2 [ϐλ. Παράδειγµα 1.2.3(2)], µπορούµε να

δούµε ότι οι γραµµικοί αυτοµορφισµοί του R3 οδηγούν σε αυτοµορφισµούς του

P2, δηλαδή σε συγγραµµικότητες. Πραγµατικά, από ένα γραµµικό αυτοµορφι-

σµό f : R3 → R3 µπορούµε να ορίσουµε δυο απεικονίσεις

φ : P −→ P και ψ : L −→ L

ως εξής : αν P είναι σηµείο του P2, δηλαδή µια ευθεία του R3 που διέρχεται από

το 0, τότε το P συµπίπτει µε ένα γραµµικό υπόχωρο U του R3 µε dimU = 1,

οπότε ϑέτουµε

(3.2.1) φ(P) := f (U ).

Παρόµοια, αν k είναι µια ευθεία του P2, δηλαδή ένα επίπεδο του R3 που διέρ-

χεται από το 0, τότε η k συµπίπτει µε ένα γραµµικό υπόχωρο V του R3 µε

dimV = 2, οπότε ϑέτουµε

(3.2.2) ψ(k) := f (V ).
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Εποµένως µπορούµε να αποδείξουµε την

3.2.1 Πρόταση. Το Ϲεύγος (φ,ψ), που ορίζεται από το γραµµικό αυτοµορφισµό f

του R3 µε τις σχέσεις (3.2.1) και (3.2.2), είναι συγγραµικότητα του P2.

Απόδειξη. Επειδή dim(f (U )) = 1 και dim(f (V )) = 2, προφανώς το φ(P) [αντιστ.

η ψ(k)] είναι σηµείο [αντιστ. ευθεία] του P2. Εποµένως το (φ, ψ) απεικονίζει το

P2 στον εαυτό του. Επιπλέον, αν P ∈ k, άρα U ≤ V , τότε ϑα είναι f (U ) ≤ f (V ),
δηλ. φ(P) ∈ ψ(k), που αποδεικνύει ότι το (φ, ψ) είναι µορφισµός προβολικών

επιπέδων. Τέλος, αφού η f είναι ισοµορφισµός, από την (3.2.1) προκύπτει ότι

η φ είναι απεικόνιση 1 – 1 και επί. Συνεπώς, σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.1.6 και

τον Ορισµό 2.2.1, το Ϲεύγος (φ, ψ) είναι συγγραµµικότητα του P2. �

Θα προσπαθήσουµε να δούµε τώρα ποια είναι η αντίστοιχη συγγραµµικό-

τητα που εισάγει ο γραµµικός ισοµορφισµός f , όταν το P2 ϑεωρηθεί µε την

αλγεβρική του ερµηνεία. Στην περίπτωση αυτή, η Ϲητουµένη συγγραµµικότητα

(φ, ψ) ορίζεται από τις απεικονίσεις

φ := Φα ◦ φ ◦Φ
−1
α και ψ := Ψα ◦ ψ ◦ Ψ

−1
α ,

όπως ϕαίνεται και στα επόµενα µεταθετικά διαγράµµατα. Θυµίζουµε ότι Φα ,Ψα
είναι οι απεικονίσεις (3.1.9) και (3.1.10), που ορίζουν τον ισοµορφισµό µεταξύ

του γεωµετρικού και αλγεβρικού P2.

P
φ

- P L
φ

- L

Pα

Φ
−1
α

6

φ - Pα

Φα

?
Lα

Ψ
−1
α

6

ψ - Lα

Ψα

?

∆ιαγράµµατα 3.1

Προφανώς, το Ϲεύγος (φ, ψ) είναι συγγραµµικότητα του P2 επειδή

(φ, ψ) = (Φα ,Ψα) ◦ (φ,ψ) ◦ (Φα ,Ψα)−1.

Εποµένως, για κάθε [a, b, c] = {t (a, b, c) | t ∈ R∗} ∈ Pα, ο ορισµός των Φα , φ και
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η γραµµικότητα της f δίνουν ότι

φ([a, b, c]) =
(
Φα ◦ φ ◦ Φ

−1
α

)
([a, b, c])

= (Φα ◦ φ)
(
{t (a, b, c) | t ∈ R∗}

)

= Φα
(
f ({t (a, b, c) | t ∈ R∗})

)

= Φα
(
{t f (a, b, c) | t ∈ R∗}

)

= [ f (a, b, c)],

δηλαδή καταλήγουµε στη σχέση

(3.2.3) φ([a, b, c]) = [f (a, b, c)], [a, b, c] ∈ Pα.

Ακόµη, επειδή ο f προσδιορίζεται πλήρως από έναν αντίστοιχο πίνακα M (ως

προς την κανονική ϐάση του R3), µε det(M) , 0, η (3.2.3) γράφεται και µε την

ισοδύναµη µορφή

(3.2.4) φ([a, b, c]) = [(a, b, c) ·M ], [a, b, c] ∈ Pα.

Υπενθυµίζουµε εδώ τη µορφή του πίνακα M: αν υπολογίσουµε την f στα διανύ-

σµατα της κανονικής ϐάσης {e1, e2, e3} του R3, έχουµε τις σχέσεις

f (ej) = fj1e1 + fj2e2 + fj3e3; j = 1, 2, 3,

οπότε

(3.2.5) M :=



f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 .

Ας αναζητήσουµε τώρα και την έκφραση της ψ, µέσω κλάσεων ισοδυναµίας

και του πίνακα M, σε αναλογία προς τις (3.2.3) και (3.2.4).

Για κάθε <α, ̙, γ > ∈ Lα έχουµε ότι

ψ(<α, ̙, γ >) =
(
Ψα ◦ ψ ◦Ψ

−1
α

)
(<α, ̙, γ >)

= (Ψα ◦ ψ)
(
Π(α, ̙, γ)

)

= Ψα
(
ψ(Π(α, ̙, γ))

)

= Ψα
(
f (Π(α, ̙, γ)

)
.

΄Οµως, γενικώς, δεν ισχύει ότι f
(
Π(α, ̙, γ)

)
= Π( f (α, ̙, γ)), άρα δεν µπορούµε

να συνεχίσουµε τους προηγούµενους υπολογισµούς. Για να προσδιορίσουµε την
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εικόνα ψ(k) µιας ευθείας k = < α, ̙, γ > ακολουθούµε την εποµένη –έµµεση–

διαδικασία : η k διαθέτει οπωσδήποτε τρία διαφορετικά σηµεία Pi = [ai , bi , ci ]
(i = 1, 2, 3). ΄Αρα, οι σχέσεις Pi ∈ k (i = 1, 2, 3) συνεπάγονται τις

aiα + bi̙ + ciγ = 0; i = 1, 2, 3,

και, ισοδύναµα, την

(3.2.6) (α, ̙, γ) ·



a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 = 0.

Επειδή φ(Pi ) ∈ ψ(k), ϑέτοντας ψ(k) = <x, y, z>, η (3.2.3) οδηγεί στις

(ai f11 + bi f21 + ci f31) · x + (ai f12 + bi f22 + ci f32) · y

+ (ai f13 + bi f23 + ci f33) · z = 0

για i = 1, 2, 3. Οι τελευταίες σχέσεις συµπτύσσονται στην

(3.2.7) (x, y, z) ·M t ·



a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 = 0,

όπου M t είναι ο ανάστροφος πίνακας του M. Επειδή η (3.2.6) µπορεί να γραφτεί

µε την ισοδύναµη µορφή

(3.2.8) (α, ̙, γ) · (M t)−1 ·M t ·



a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 = 0,

συγκρίνοντας τις (3.2.7) και (3.2.8) ϐλέπουµε ότι µπορούµε να πάρουµε

(x, y, z) = (α, ̙, γ) · (M t)−1,

οπότε καταλήγουµε στη σχέση

ψ(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) · (M t )−1>, <α, ̙, γ > ∈ Lα.(3.2.9)

Ταυτίζοντας το P2 µε το αλγεβρικό του ανάλογο (ϐλ. Σύµβαση 3.1.2), συνο-

ψίζουµε τα προηγούµενα στο εξής ϐασικό

3.2.2 Πόρισµα. ΄Ενας γραµµικός αυτοµορφισµός f του R3 ορίζει µια συγγραµ-

µικότητα (φ, ψ) του P2 µέσω των σχέσεων

φ([a, b, c]) = [ f (a, b, c)] = [(a, b, c) ·M ], ∀ [a, b, c] ∈ Pα ,

ψ(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) · (M t)−1>, ∀ <α, ̙, γ > ∈ Lα.
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3.2.3 Παρατήρηση. Σε µερικές εφαρµογές, όπου Ϲητούµε την εικόνα ψ(k) µιας

ευθείας k, της οποίας η µορφή των σηµείων είναι αρκετά απλή, ή αν ϑέλουµε

να αποφύγουµε τον υπολογισµό του (M t)−1, µπορούµε να παρακάµψουµε τον

τύπο (3.2.9) µε τον εξής τρόπο : επιλέγουµε δύο κατάλληλα (και σχετικώς απλά)

διαφορετικά σηµεία X, Y της k, οπότε έχουµε ότι k = X ∨ Y , άρα

ψ(k) = φ(X) ∨ φ(Y ).

Εποµένως, αρκεί να υπολογίσουµε τα φ(X) και φ(Y ), µέσω της (3.2.4), και να

ϐρούµε την ευθεία των τελευταίων, όπως στην Εφαρµογή 3.1.3(3).

3.2.4 Ασκήσεις.

1) Να εξηγηθεί γιατί οι σχέσεις (3.2.3) και (3.2.9) δεν εξαρτώνται από την

εκλογή των αντιπροσώπων των κλάσεων.

2) ∆ίνεται η απεικόνιση f : R3 → R3 µε f (x, y, z) = (x, y, y + z). Να εξεταστεί

αν η f ορίζει µια συγγραµµικότητα του P2 και ποιά;

3) Να αποδειχθεί ότι οι απεικονίσεις φ : P2 → P2, µε

α) φ([x, y, z]) = [z, y, x],
ϐ) φ([x, y, z]) = [z,2x + z, y],

για κάθε [x, y, z] ∈ P2, ορίζουν συγγραµµικότητες του P2. Να προσδι-

οριστούν επίσης και οι αντίστοιχες απεικονίσεις ψ. [Υπόδειξη: Να λυθεί

η άσκηση µε δύο τρόπους : i) µε την εύρεση δύο καταλλήλων γραµµικών

αυτοµορφισµών του R3, από τους οποίους ορίζονται οι φ, και ii) µε χρήση

της ΄Ασκησης 2.2.23(5) και της Εφαρµογής 3.1.3(4)].

4) Να υπολογισθεί η ευθεία ψ(< 0,0, 1 >) µέσω της (3.2.9), όπως και µε

τη µέθοδο της Παρατήρησης 3.2.3, για τις συγγραµµικότητες (φ, ψ) της

προηγουµένης ΄Ασκησης 3.

5) Να εξεταστεί αν η συγγραµµικότητα α) της ΄Ασκησης 3 είναι αξονική και

να ϐρεθεί ο άξονας και το κέντρο της.

3.3 Οι οµολογίες του P2

Στην παράγραφο αυτή ϑα δείξουµε ότι οι οµολογίες του P2 αντιστοιχούν σε

πίνακες 3 × 3 (µε πραγµατικά στοιχεία), οι οποίοι έχουν µίαν ιδιάζουσα, απλή

µορφή.

• Το P2 ϑεωρείται πάντοτε µε την αλγεβρική του ερµηνεία.
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Στην αρχή ϑα µελετήσουµε την οµάδα H([1, 0,0], < 1,0, 0 >), δηλαδή την

οµάδα των οµολογιών του P2 µε κέντρο [1, 0,0] και άξονα <1,0,0> (προφανώς

[1, 0,0] <<1,0, 0>).

Θα ξεκινήσουµε µε µίαν οµολογία (φ̄, ψ̄) ∈ H([1, 0,0], <1,0,0>), η οποία

υποθέτουµε ότι εισάγεται από ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ του R3,

όπως στην Πρόταση 3.2.1. Εποµένως, ϑα ισχύουν οι σχέσεις του Πορίσµατος

3.2.2. Επειδή ο f̄ ορίζει ένα στοιχείο της H([1, 0, 0], < 1,0, 0>), είναι ϕανερόν

ότι ο πίνακας M̄ του f̄ [όπως δίνεται στη σχέση (3.2.5)] ϑα πρέπει να έχει µίαν

ιδιαίτερη µορφή, που ϑα τη ϐρούµε υπολογίζοντας την οµολογία σε κάποια

κατάλληλα σηµεία.

Πρώτα εκµεταλλευόµαστε το γεγονός ότι το [1, 0,0], ως κέντρο της (φ̄, ψ̄),
είναι σταθερό σηµείο (ϐλ. Πρόταση 2.2.5), δηλ. φ̄([1, 0, 0]) = [1, 0, 0]. Εποµένως

(κατά το Πόρισµα 3.2.2) είναι [(1, 0, 0) · M̄ ] = [1,0, 0], άρα υπάρχει λ ∈ R∗,

τέτοιο ώστε (1, 0,0) · M̄ = λ · (1,0, 0), ή

(1,0, 0) ·



f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 = (λ,0, 0),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι ( f11, f12, f13) = (λ, 0, 0). ΄Αρα, ο πίνακας M̄ παίρνει τη

µορφή

(3.3.1) M̄ =



λ 0 0

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 , όπου λ ∈ R∗.

Κατόπιν παρατηρούµε ότι, αφού η < 1,0, 0 > είναι άξονας της (φ̄, ψ̄), τα

σηµεία της είναι σταθερά ως προς τη φ̄. Για να χρησιµοποιήσουµε όµως αυτό

το γεγονός, πρέπει να ϐρούµε τη µορφή των σηµείων της < 1, 0,0 >. ΄Ετσι, αν

[x, y, z] ∈< 1,0, 0 >, ϐλέπουµε ότι 1x + 0y + 0z = 0, δηλ. x = 0. ΄Αρα, τα

σηµεία του άξονα έχουν τη µορφή [0, y, z], όπου (αναγκαίως) (y, z) , (0, 0).
Από τα σηµεία αυτά επιλέγουµε τα [0,1, 0] και [0, 0,1], και εφαρµόζουµε τη

διαδικασία που ακολουθήσαµε προηγουµένως για το [1, 0,0].
Ακριβέστερα, επειδή φ̄([0, 1, 0]) = [0, 1,0], ϑα είναι και [(0, 1, 0) · M̄ ] =

[0, 1,0], άρα υπάρχει µ ∈ R∗ µε (0, 1, 0) · M̄ = µ · (0, 1,0). Η τελευταία σχέση,

µαζί µε την (3.3.1), δίνει ότι

(0,1, 0) ·



λ 0 0

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 = (0, µ, 0),
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οπότε ( f21, f22, f23) = (0, µ, 0). ΄Αρα, ο πίνακας (3.3.1) µετασχηµατίζεται στον

(3.3.2) M̄ =



λ 0 0

0 µ 0

f31 f32 f33

 , όπου λ, µ ∈ R∗.

Παρόµοια, για το σηµείο [0, 0,1] ϐρίσκουµε ότι υπάρχει ν ∈ R∗, τέτοιο ώστε

(0, 0,1) ·



λ 0 0

0 µ 0

f31 f32 f33

 = (0, 0, ν),

άρα ( f31, f32, f33) = (0, 0, ν) και η (3.3.2) παίρνει τη µορφή

(3.3.3) M̄ =



λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

 , όπου λ, µ, ν ∈ R∗.

Θα απλοποιήσουµε ακόµη περισσότερο τη µορφή του πίνακα M̄, εφαρµόζο-

ντας την ίδια διαδικασία και για το επίσης απλό σηµείο [0,1, 1] ∈ < 1,0, 0 >.

΄Οπως προηγουµένως, ϑα υπάρχει ρ ∈ R∗, έτσι ώστε (0, 1,1) · M̄ = (0, ρ, ρ), ή,

λόγω της (3.3.3),

(0, 1,1) ·



λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

 = (0, ρ, ρ),

απ᾿ όπου προκύπτει ότι µ = ν = ρ. Εποµένως η (3.3.3) µετασχηµατίζεται στην

(3.3.4) M̄ =



λ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ

 , όπου λ, ρ ∈ R∗.

Ανακεφαλαιώνοντας, ϐλέπουµε ότι τα προηγούµενα αποδεικνύουν την

3.3.1 Πρόταση. Αν µια οµολογία (φ̄, ψ̄) ∈ H([1, 0, 0], <1,0, 0>) προκύπτει από

ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ : R3 → R3, τότε ο πίνακας M̄ του f̄ έχει τη µορφή

(3.3.4).

Τα σηµεία που χρησιµοποιήθηκαν µέχρι τώρα, για τον προσδιορισµό του
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πίνακα M̄, εµφανίζονται στην εποµένη εικόνα :

Σχήµα 3.1

Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι η τοποθέτηση των σηµείων στον άξονα <1,0,0>

είναι τυχαία και δεν εκφράζει κάποια συγκεκριµένη διάταξη, αφού κάτι τέτοιο

δεν έχει έννοια στην Προβολική Γεωµετρία. Επίσης, εντελώς περιγραφικά, ϑα

µπορούσαµε να πούµε ότι το Σχήµα 3.1 είναι το προβολικό ανάλογο της παρα-

κάτω εικόνας στον R3:

Σχήµα 3.2

Πραγµατικά, η ευθεία <1,0,0> αντιστοιχεί στο επίπεδο y0z, το κέντρο [1, 0,0]
αντιστοιχεί στον άξονα των x (που δεν περιέχεται στο επίπεδο y0z), το σηµείο

[0, 1,0] αντιστοιχεί στον άξονα των y, που περιέχεται στο προηγούµενο επίπεδο,

κ.ο.κ.

Στη συνέχεια µας χρειάζεται το
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3.3.2 Λήµµα. ΄Εστω ότι η (φ̄, ψ̄) ∈ H([1, 0,0], < 1, 0,0 >) προκύπτει από ένα

γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ του R3. Αν (φ, ψ) είναι η συγγραµµικότητα του P2, η

οποία προκύπτει από τον αυτοµορφισµό f := τ f̄ ≡ τ · f̄ , για οποιοδήποτε τ ∈ R∗, τότε

(φ̄, ψ̄) = (φ, ψ). ∆ηλαδή, η (φ̄, ψ̄) προκύπτει και από τον γραµµικό αυτοµορφισµό

f = τ f̄ του R3.

Απόδειξη. Θυµίζουµε ότι η απεικόνιση f = τ f̄ ορίζεται (λόγω και της γραµµικό-

τητας της f̄ ) ως εξής :

f (x, y, z) = (τ f̄ )(x, y, z) := τ f̄ (x, y, z) ≡ τ · f̄ (x, y, z) = f̄ (τ(x, y, z)),

για κάθε (x, y, z) ∈ R3. Εποµένως,

φ([x, y, z]) = [f (x, y, z)] = [τ f̄ (x, y, z)]

= [ f̄ (x, y, z)] = φ̄([x, y, z]),

για κάθε σηµείο [x, y, z] του P2, δηλ. φ̄ = φ. ΄Αρα, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση

2.1.11(5), (φ, ψ) = (φ̄, ψ̄). �

Αναφορικά µε το τελευταίο µέρος της παραπάνω απόδειξης, παρατηρούµε

ότι ϑα µπορούσαµε να δείξουµε κατ᾿ ευθείαν ότι ψ = ψ̄, χρησιµοποιώντας τις

εκφράσεις των ψ και ψ′, που δίνονται από την (3.2.9), και λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν

ότι ο πίνακας M̄ του f̄ δίνεται από τη σχέση

M̄ = τ ·M.(3.3.5)

Με την προηγούµενη προεργασία µπορούµε να αποδείξουµε τώρα την εξής

ϐασική

3.3.3 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι (φ̄, ψ̄) ∈ H([1,0, 0]), <1,0, 0>) είναι οµολογία,

η οποία προκύπτει από ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ του R3. Τότε µπορούµε να

ϑεωρήσουµε ότι η (φ̄, ψ̄) προκύπτει και από έναν αυτοµορφισµό f του R3, του

οποίου ο αντίστοιχος πίνακας έχει τη µορφή:

(3.3.6) M =



t 0 0

0 1 0

0 0 1

 , όπου t ∈ R∗.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η (φ̄, ψ̄) προκύπτει από τον αυτοµορφισµό f̄ µε αντίστοιχο

πίνακα M̄ της µορφής (3.3.4). Θέτοντας τ := ρ−1 (που έχει έννοια, επειδή ρ , 0),

το Λήµµα 3.3.2 συνεπάγεται ότι η (φ̄, ψ̄) προκύπτει και από τον αυτοµορφισµό



106 Κεφάλαιο 3. Το πραγµατικό προβολικό επίπεδο P2

f = ρ−1 · f̄ , του οποίου τον αντίστοιχο πίνακα συµβολίζουµε µε M. Εποµένως,

από την (3.3.5) έχουµε ότι

M = ρ−1 ·



λ 0 0

0 ρ 0

0 0 ρ

 =



λ/ρ 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Θέτοντας t := λ/ρ ∈ R∗ καταλήγουµε στον πίνακα (3.3.6). �

3.3.4 Παρατηρήσεις. 1) Λόγω της Πρότασης 3.3.3, όταν µια οµολογία (φ̄, ψ̄)
από την οµάδα των οµολογιών H([1, 0,0], <1,0, 0>) προκύπτει από ένα γραµ-

µικό αυτοµορφισµό του R3, ϑα ϑεωρούµε πάντοτε ότι ο τελευταίος είναι ο αυτο-

µορφισµός µε πίνακα της µορφής (3.3.6).

2) Η συνθήκη t , 0 [στον πίνακα (3.3.6)] συµφωνεί µε το ότι det(M) , 0,

επειδή ο M αντιστρέφεται και det(M) = t.

Το επόµενο συµπέρασµα αποτελεί ένα είδος αντιστρόφου της Πρότασης 3.3.3.

Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε την

3.3.5 Πρόταση. ΄Ενας πίνακας της µορφής (3.3.6) ορίζει πάντοτε µίαν οµολογία

(φ̄, ψ̄) ∈ H([1, 0,0], <1,0, 0>).

Απόδειξη. ΄Εστω M ένας πίνακας της µορφής (3.3.6). Επειδή det(M) = t , 0,

ορίζεται ένας γραµµικός αυτοµορφισµός f του R3 µε f (x, y, z) = (x, y, z) · M
και απ᾿ αυτόν µία συγγραµµικότητα (φ̄, ψ̄), όπως στο Πόρισµα 3.2.2. Ιδιαιτέρως

ισχύουν οι σχέσεις :

φ̄([a, b, c]) = [(a, b, c) ·M ] = [ta, b, c],(3.3.7)

για κάθε σηµείο [a, b, c] του P2, και

(3.3.8)

ψ̄(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) · (M t)−1> = < (α, ̙, γ) ·M−1>

= < (α, ̙, γ) ·



1/t 0 0

0 1 0

0 0 1

> = <α/t, ̙, γ >,

για κάθε ευθεία <α, ̙, γ > του P2.

Θα δείξουµε ότι η (φ̄, ψ̄) έχει κέντρο το [1, 0,0] και άξονα την <1,0, 0>.

Για τον πρώτο ισχυρισµό ϑεωρούµε µία τυχούσα ευθεία k ∈ J ([1, 0,0]). Αν

ϑέσουµε k = < α, ̙, γ >, τότε η συνθήκη [1,0, 0] ∈ < α, ̙, γ > συνεπάγεται ότι

α = 0 και k = <0, ̙, γ >. Εποµένως, η (3.3.8) οδηγεί στην

ψ̄(k) = ψ̄(<0, ̙, γ >) = <0, ̙, γ > = k,
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άρα το [1,0, 0] είναι κέντρο.

Για το δεύτερο ισχυρισµό ϑεωρούµε ένα P ∈ < 1,0,0 > και ϑέτουµε P =

[p, q, r]. Τότε ϑα είναι p = 0, οπότε P = [0, q, r]. Συνεπώς, από την (3.3.7)

προκύπτει ότι

φ̄(P) = φ̄([0, q, r]) = [0, q, r] = P,

που αποδεικνύει ότι η <1,0,0> είναι άξονας. �

Είδαµε µέχρις εδώ ότι µια οµολογία (φ̄, ψ̄) ∈ H([1, 0,0], < 1,0,0 >), που

προέρχεται από ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ του R3, καθορίζεται πλήρως από

έναν πίνακα της µορφής (3.3.6). Επειδή τέτοιες οµολογίες παρουσιάζουν ση-

µαντική ευκολία στο χειρισµό τους, δηµιουργείται το εύλογο ερώτηµα, αν τα

προηγούµενα αποτελέσµατα ισχύουν και για οποιαδήποτε οµολογία από την

ίδια οµάδα. Πραγµατικά ισχύει το εξής σχετικό αποτέλεσµα:

3.3.6 Θεώρηµα. Κάθε οµολογία (φ, ψ) ∈ H([1, 0,0], <1, 0,0>) προκύπτει από

ένα γραµµικό αυτοµορφισµό του R3, του οποίου ο αντίστοιχος πίνακας έχει τη

µορφή (3.3.6). Εποµένως, ικανοποιούνται και οι σχέσεις (3.3.7), (3.3.8).

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχούσα οµολογία (φ, ψ) ∈ H([1, 0,0], <1,0, 0>). Επειδή

η (φ, ψ) είναι γνωστή, τότε, για οποιοδήποτε δεδοµένο σηµείο P ∈ Pα, το φ(P) ϑα

είναι επίσης γνωστό σηµείο. ΄Ετσι, ας ϑεωρήσουµε (για ευκολία) το P = [1,1, 0]
και ας ϑέσουµε φ([1, 1,0]) = [p, q, r]. ∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι P , [1,0, 0]
και P < <1,0,0>. Εποµένως, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.2.23(6), ϑα είναι

[p, q, r] , [1.0, 0] και [p, q, r] < <1,0, 0>,

οπότε p , 0. Επίσης, επειδή τα [1, 0,0], [1,1, 0], [p, q, r] είναι συγγραµµικά

(ϐλ. Πρόταση 2.2.12), έχουµε ότι

det



1 0 0

1 1 0

p q r

 = r = 0,

άρα [p, q, r] = [p, q, 0]. Εξάλλου και q , 0 [: αν ήταν q = 0, τότε [p, q, r] =
[p, 0,0] = [1,0, 0] (άτοπο)]. Εποµένως, τελικώς, έχουµε ότι

φ([1, 1,0]) = [p, q, r] =
[
p/q, 1,0

]
= [s, 1,0], µε s := p/q , 0.(3.3.9)

Σχηµατίζουµε τώρα τον πίνακα

M =



s 0 0

0 1 0

0 0 1

 , µε s , 0,
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και την οµολογία (φ̄, ψ̄), που ορίζεται (κατά την Πρόταση 3.3.5) από τον M.

Παρατηρούµε ότι [ϐλ. και τη σχέση (3.3.7)]

φ̄([1, 1, 0]) = [(1, 1, 0) ·M ] = [s, 1,0].(3.3.10)

Από τις (3.3.9) και (3.3.10) προκύπτει ότι φ([1, 1,0]) = φ̄([1, 1, 0]). Εποµένως,

κατά το Πόρισµα 2.2.19, (φ, ψ) = (φ̄, ψ̄). Επειδή η (φ̄, ψ̄), από την κατασκευή

της, προκύπτει από έναν αυτοµορφισµό όπως στην εκφώνηση, καταλήγουµε στο

Ϲητούµενο συµπέρασµα για τη (φ, ψ). �

Πριν προχωρήσουµε, ας σχολιάσουµε λίγο τη µορφή του πίνακα (3.3.6). Εί-

ναι προφανές ότι, για κάθε t ∈ R∗, ορίζεται και µία διαφορετική οµολογία. Πως,

λοιπόν, µπορούµε να προσδιορίσουµε το t, που αντιστοιχεί σε µία συγκεκριµένη

οµολογία (φ, ψ);
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.15, η (φ, ψ) είναι πλήρως γνωστή από την ει-

κόνα φ(Xo) ενός δεδοµένου σηµείου Xo µε Xo , [1,0, 0] και Xo << 1,0,0 >

[παρόµοιες συνθήκες ικανοποιεί και το φ(Xo)]. ΄Αρα, το Ϲητούµενο t ϑα προσ-

διορίζεται από ένα Ϲεύγος (Xo, φ(Xo)). Πραγµατικά, αν είναι Xo = [a, b, c] και

φ(Xo) = φ([a, b, c]) = [p, q, r], τότε ϑα υπάρχει λ ∈ R∗, έτσι ώστε

(a, b, c) ·



t 0 0

0 1 0

0 0 1

 = λ (p, q, r),

οπότε

at = λp, b = λq, c = λr.(3.3.11)

Επειδή [a, b, c] < <1,0, 0>, αναγκαίως ϑα είναι a , 0, άρα

t = λ
p

a
.(3.3.12)

Εξάλλου, επειδή [1, 0, 0] , [p, q, r] <<1,0, 0>, διαπιστώνουµε ότι (q, r) , (0, 0).
Εποµένως, αν q , 0, τότε η (3.3.12) και η δεύτερη των (3.3.11) οδηγούν στην

t =
b

q
·
p

a
.(3.3.13)

Παρόµοια ϐρίσκουµε το t, αν r , 0.

Συµβολίζουµε µε M̃ το σύνολο των πινάκων της µορφής (3.3.6). Το M̃ α-

ποτελεί αβελιανή (µεταθετική) υποοµάδα της οµάδας των αντιστρεπών πινάκων

GL(3,R), αφού για δύο πίνακες M1, M2 ∈ M̃ ισχύει ότι M1 ·M2 = M2 ·M1.

Με τον προηγούµενο συµβολισµό αποδεικνύεται η
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3.3.7 Πρόταση. Οι οµάδες H([1,0, 0], <1,0, 0>) και M̃ είναι ισόµορφες, άρα η

οµάδα των οµολογιών H([1,0, 0], <1,0, 0>) είναι επίσης αβελιανή.

Απόδειξη. Ορίζουµε την απεικόνιση F : H([1, 0,0], <1,0, 0>) −→ M̃ µέσω της

σχέσης F ((φ, ψ)) := M, όπου M είναι ο πίνακας της µορφής (3.3.6), ο οποίος

αντιστοιχεί στην (φ, ψ) σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3.6.

Η F είναι απεικόνιση 1 – 1: Αν υποθέσουµε ότι F ((φ1, ψ1)) = F ((φ2, ψ2)),
όπου

F ((φ1, ψ1)) = M1 =



t1 0 0

0 1 0

0 0 1

 και F ((φ2, ψ2)) = M2 =



t2 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

τότε t1 = t2. Εποµένως, για κάθε [a, b, c] ∈ P2, η (3.3.7) συνεπάγεται ότι

φ1([a, b, c]) = [(a, b, c) ·M1] = [at1, b, c] =

= [at2, b, c] = [(a, b, c) ·M2] = φ2([a, b, c]).

Συνεπώς, κατά το Πόρισµα 2.2.19, (φ1, ψ1) = (φ2, ψ2).
Η F είναι προφανώς απεικόνιση επί, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.3.5. Επίσης,

η ίδια απεικόνιση είναι και µορφισµός οµάδων: ας ϑεωρήσουµε δύο οποιεσδή-

ποτε οµολογίες (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2) µε αντίστοιχους πίνακες M1 = F ((φ1, ψ1))
και M2 = F ((φ2, ψ2)) όπως πιο πάνω. Θα δείξουµε ότι

F
(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

)
= M1 ·M2 = M2 ·M1 = F ((φ2, ψ2)) · F ((φ1, ψ1)).(3.3.14)

Πραγµατικά, αν ϑέσουµε (φ, ψ) := (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) = (φ1 ◦ φ2, ψ1 ◦ ψ2), τότε

για το σηµείο [1,1, 0] έχουµε ότι

φ([1, 1,0]) = φ1(φ2([1, 1, 0])) = φ1([t2, 1, 0]) = [t1 · t2,1, 0].(3.3.15)

Απ᾿ το άλλο µέρος, αν

F ((φ, ψ)) = M =



t 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

ϑα έχουµε ότι

φ([1, 1, 0]) = [(1, 1, 0) ·M ] = [t,1, 0].(3.3.16)

Από τις (3.3.15) και (3.3.16) προκύπτει ότι υπάρχει λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε

(t1 · t2, 1,0) = λ (t, 1,0),
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οπότε t = t1 · t2, και

M =



t 0 0

0 1 0

0 0 1

 =



t1 · t2 0 0

0 1 0

0 0 1

 = M1 ·M2 = M2 ·M1,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό (3.3.14).

Τέλος, παρατηρούµε ότι

(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) = F−1(M1 ·M2) = F−1(M2 ·M1) = (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1),

που αποδεικνύει τη µεταθετικότητα της H([1, 0,0], <1,0,0>) και ολοκληρώνει

την απόδειξη. �

3.3.8 Πόρισµα. Ισχύει η εποµένη ακολουθία ισοµορφισµών αβελιανών οµάδων:

H([1, 0,0], <1,0,0>)
F
−−−→ M̃

T
−−−→ R∗.

Απόδειξη. Ο πρώτος ισοµορφισµός αποδείχτηκε στην Πρόταση 3.3.7. Ο δεύτερος

ορίζεται από την αντιστοιχία



t 0 0

0 1 0

0 0 1

 7−→ t ,

η οποία είναι, προφανώς, 1 – 1 και επί. �

3.3.9 Ορισµός. Λόγω της Πρότασης 3.3.7, ο πίνακας M της µορφής (3.3.6),

ο οποίος αντιστοιχεί σε µία οµολογία (φ, ψ) ∈ H([1, 0,0], < 1,0,0 >), καλείται

πίνακας της (φ, ψ).

Θα δείξουµε ότι η µελέτη οποιασδήποτε οµάδας οµολογιών H(A, ℓ), A < ℓ,
του P2 ανάγεται στη µελέτη της H([1, 0,0], <1,0,0>), σύµφωνα µε το επόµενο

ϐασικό συµπέρασµα.

3.3.10 Θεώρηµα. Οποιαδήποτε οµάδα οµολογιών H(A, ℓ) του P2, µε A < ℓ, είναι

ισόµορφη µε την H([1, 0,0], < 1,0, 0 >). Επιπλέον, κάθε H(A, ℓ) αποτελεί αβε-

λιανή οµάδα.

Απόδειξη. Θεωρούµε τα σηµεία [0, 1,0] και [0, 0, 1] του άξονα <1,0, 0> καθώς

και το εκτός αυτού σηµείο [1, 1,0]. Αναλόγως, επιλέγουµε δύο σηµεία B και

C στον άξονα ℓ, µε B , C, καθώς και ένα σηµείο D του P2 µε D , A, D < ℓ,

έτσι ώστε τα σηµεία A, B, C, D να µην είναι συγγραµµικά ανά τρία (πώς γίνεται

αυτό;). Εποµένως, σύµφωνα µε το Λήµµα 3.3.12, που αποδεινύουµε πιο κάτω,
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µπορούµε να ϐρούµε µία συγγραµµικότητα (σ, τ) του P2, η οποία να ικανοποιεί

τις συνθήκες (ϐλ. και το Σχήµα 3.3 στην εποµένη σελίδα):

(3.3.17)
σ(A) = [1, 0,0], σ(B) = [0,1, 0],

σ(C) = [0, 0,1], σ(D) = [1,1, 0].

΄Οπως ήδη γνωρίζουµε από το Θεώρηµα 2.2.16, µία οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ)
ορίζεται πλήρως από το Ϲεύγος (D,D′), όπου D′ = φ(D). Επειδή D′ ∈ A ∨D, από

τις (3.3.17) έχουµε ότι

σ(D′) ∈ τ(A ∨ D) = σ(A) ∨ σ(D) = [1, 0,0] ∨ [1, 1,0] = <0,0,1> ·

΄Αρα, µπορούµε να ορίσουµε µία (µοναδική) (φo, ψo) ∈ H([1, 0,0], < 1, 0,0 >),
τέτοια ώστε

φo([1, 1, 0]) = σ(D′).(3.3.18)

Αυτό επιτυγχάνεται αν εφαρµόσουµε την Πρόταση 3.3.5 για έναν πίνακα της

µορφής (3.3.6), του οποίου το αντίστοιχο t προσδιορίζουµε όπως στα σχόλια

που ακολουθούν µετά την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.6, χρησιµοποιώντας τη

συνθήκη (3.3.18).

Σχήµα 3.3

Ορίζουµε τώρα την απεικόνιση h : H(A, ℓ)→ H([1, 0,0], <1,0, 0>) µε

h ((φ, ψ)) = (φo, ψo).(3.3.19)

Η h είναι καλά ορισµένη, αφού, για δεδοµένη (φ, ψ), η (φo, ψo) είναι µονοσήµα-

ντα ορισµένη, ϐάσει των προηγούµενων συνθηκών. Επιπλέον, από τις (3.3.18)
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και (3.3.19), προκύπτει ότι

φo([1, 1,0]) = σ(D′) = σ(φ(D)) = (σ ◦ φ ◦ σ−1)([1, 1, 0]).(3.3.20)

Θα δώσουµε στην h µιάν άλλη µορφή, που ϑα διευκολύνει την απόδειξη του

ισχυρισµού της εκφώνησης. Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε τη συγγραµµικότητα

(σ ◦ φ ◦ σ−1, τ ◦ ψ ◦ τ−1) = (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1

και διαπιστώνουµε ότι ανήκει στην οµάδα H([1, 0,0], <1,0,0>). Ας επαληθεύ-

σουµε ότι το [1, 0,0] είναι πράγµατι το κέντρο της (σ ◦ φ ◦ σ−1, τ ◦ ψ ◦ τ−1): για

οποιαδήποτε k ∈ J ([1, 0,0]), η σχέση [1,0, 0] ∈ k συνεπάγεται ότι

A = σ−1([1, 0,0]) ∈ τ−1(k),

δηλαδή η τ−1(k) διέρχεται από το κέντρο A της (φ, ψ), οπότε ψ
(
τ−1(k)

)
= τ−1(k).

Εποµένως,

(τ ◦ ψ ◦ τ−1)(k) = τ
(
ψ
(
τ−1(k)

))
= τ

(
τ−1(k)

)
= k,

που δείχνει ότι το [1, 0,0] είναι κέντρο.

Αναλόγως αποδεικνύουµε ότι η < 1, 0,0 > είναι άξονας : για κάθε σηµείο

P ∈<1,0, 0> έχουµε ότι

σ−1(P) ∈ τ−1(<1,0, 0>) = τ−1([0, 1,0] ∨ [0, 0,1]
)

= σ−1([0, 1,0]) ∨ σ−1([0, 0,1])

= B ∨ C = ℓ,

δηλαδή το σ−1(P) ανήκει στον άξονα της (φ, ψ), οπότε φ
(
σ−1(P)

)
= σ−1(P) και

(σ ◦ φ ◦ σ−1)(P) = P.

Απ᾿ το άλλο µέρος, η (3.3.20) και το Πόρισµα 2.2.19 συνεπάγονται ότι

(φo, ψo) = (σ ◦ φ ◦ σ−1, τ ◦ ψ ◦ τ−1), οπότε καταλήγουµε στη σχέση

h ((φ, ψ)) = (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1.(3.3.21)

Η τελευταία αποδεικνύει αµέσως ότι η h είναι απεικόνιση 1 – 1 και επί. Επιπλέον,

για οποιεσδήποτε (φ, ψ), (φ′, ψ′) ∈ H(A, ℓ), ϐρίσκουµε ότι

h
(
(φ, ψ) ◦ (φ′, ψ′)

)
= (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (φ′, ψ′) ◦ (σ, τ)−1

=
(
(σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1) ◦ ((σ, τ) ◦ (φ′, ψ′) ◦ (σ, τ)−1)

= h
(
(φ, ψ)) ◦ h((φ′, ψ′)

)
,

άρα η h είναι (ισο)µορφισµός οµάδων. �
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3.3.11 Παρατήρηση. Ο ισοµορφισµός h δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένος,

αλλά εξαρτάται από την επιλογή των σηµείων A, B, C, D.

Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.10 επικαλεστήκαµε το επόµενο ϐοηθη-

τικό συµπέρασµα:

3.3.12 Λήµµα. Αν A, B, C, D είναι σηµεία του P2, ανά τρία µη συγγραµµικά,

τότε υπάρχει συγγραµµικότητα (σ, τ) ∈ Aut(P2), η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες

(3.3.17).

Απόδειξη. Για λόγους ευκολίας (που ϑα ϕανούν στους παρακάτω υπολογισµούς),

αναζητούµε πρώτα την αντίστροφη συγγραµµικότητα (σ−1, τ−1), την οποία ϑα

προσδιορίσουµε από έναν κατάλληλο γραµµικό αυτοµορφισµό ḡ : R3 → R3,

σύµφωνα µε τους τύπους του Πορίσµατος 3.2.2. Ας καλέσουµε

M̄ =



g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



τον πίνακα του ḡ και ας ϑέσουµε

A = [a1, a2, a3], B = [b1, b2, b3],

C = [c1, c2, c3], D = [d1, d2, d3].

Τότε, λόγω της πρώτης των (3.3.17), έχουµε ότι σ−1([1, 0,0]) = [a1, a2, a3], άρα

υπάρχει λ ∈ R∗, έτσι ώστε (1, 0,0)·M̄ = λ (a1, a2, a3). Εποµένως, (g11, g12, g13) =
λ (a1, a2, a3) και

M̄ =



λa1 λa2 λa3

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 .

Παρόµοια, η δεύτερη συνθήκη από τις (3.3.17) δίνει ότι σ−1([0, 1, 0]) = [b1, b2, b3],
άρα (g21, g22, g23) = µ(b1, b2, b3), για µ ∈ R∗, και

M̄ =



λa1 λa2 λa3

µb1 µb2 µb3

g31 g32 g33

 .

Επίσης, χρησιµοποιώντας την τρίτη των (3.3.17), ϐρίσκουµε ότι σ−1([0, 0,1]) =
[c1, c2, c3], οπότε υπάρχει ν ∈ R∗ έτσι ώστε (g31, g32, g33) = ν(c1, c2, c3), άρα

M̄ =



λa1 λa2 λa3

µb1 µb2 µb3

νc1 νc2 νc3

 .
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Τέλος, η τέταρτη από τις (3.3.17) δίνει ότι (1, 1,1) · M̄ = ρ (d1, d2, d3), ρ ∈ R∗,
από την οποίαν προκύπτει το σύστηµα:



λa1 + µb1 + νc1 = ρd1

λa2 + µb2 + νc2 = ρd2

λa3 + µb3 + νc3 = ρd3

(3.3.22)

Επειδή τα A, B, C δεν είναι συγγραµµικά, από την Εφαρµογή 3.1.4(4) έχουµε

ότι

∆ :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 0.

Εποµένως, επιλύοντας το σύστηµα (3.3.22) ως προς λ, µ, ν, ϐρίσκουµε ότι

λ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρd1 b1 c1
ρd2 b2 c2
ρd3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· ∆−1

= ρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· ∆−1

= ρs1,

όπου ϑέσαµε

s1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· ∆−1

(προφανώς s1 , 0, επειδή τα D, B, C δεν είναι συγγραµµικά).

Αναλόγως ϐρίσκουµε ότι µ = ρs2 και ν = ρs3 (s2 , 0 , s3), οπότε ο M̄

παίρνει τη µορφή

(3.3.23) M̄ = ρ ·



s1a1 s1a2 s1a3

s2b1 s2b2 s2b3

s3c1 s3c2 s3c3

 .

΄Αρα, η Ϲητουµένη (σ−1, τ−1) ϑα προκύπτει από έναν αυτοµορφισµό ḡ, µε α-

ντίστοιχο πίνακα M̄ της µορφής (3.3.23). ΄Οµως, ακολουθώντας µία διαδικα-

σία ανάλογη προς αυτήν της απόδειξης του Λήµµατος 3.3.2 [ϐλ. και ΄Ασκηση

3.3.15(4)], καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η (σ−1, τ−1) προκύπτει και από

τον αυτοµορφισµό g = ρ−1 · ḡ µε αντίστοιχο πίνακα M = ρ−1 · M̄.

Συνεπώς, ο γραµµικός αυτοµορφισµός f := g−1 (µε αντίστοιχο πίνακα τον

M−1, που είναι πλήρως γνωστός από τις προηγούµενες εκφράσεις), προσδιορί-

Ϲει τη συγγραµµικότητα (σ, τ) µε τις Ϲητούµενες συνθήκες [ϐλ. επίσης και την

΄Ασκηση 3.3.15(5)]. �

Συνδυάζοντας το Θεώρηµα 3.3.10 µε το Πόρισµα 3.3.8, καταλήγουµε στο

ϑεµελιώδες συµπέρασµα αυτής της παραγράφου:
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3.3.13 Θεώρηµα. Για οποιαδήποτε οµάδα οµολογιών H(A, ℓ), A < ℓ, του P2

ισχύουν οι επόµενες ισοµορφίες αβελιανών οµάδων

H(A, ℓ)
h

� H([1,0, 0], <1,0, 0>)
F

� M̃
T

� R∗.

3.3.14 Σχόλιο. Από το προηγούµενο αποτέλεσµα προκύπτει ότι η οποιαδήποτε

(αβελιανή) οµάδα των οµολογιών H(A, ℓ) του P2 συµπίπτει (µέσω ισοµορφίας) µε

την οµάδα R∗. Σύµφωνα µε µια καθιερωµένη ορολογία, λέµε ότι

οι οµολογίες του P2 ταξινοµούνται από την (αβελιανή) οµάδα R∗ .

3.3.15 Ασκήσεις.

1) Αναφορικά µε τα σχόλια που ακολουθούν την απόδειξη του Θεωρήµατος

3.3.6, να αποδειχθεί ότι η τιµή του t που δίνεται από την (3.3.13) (για q ,

0) συµπίπτει µε την τιµή που προκύπτει για r , 0, αν είναι ταυτοχρόνως

q , 0 και r , 0.

2) Σε ποια οµολογία αντιστοιχεί ο πίνακας της µορφής (3.3.6) µε t = 1;

3) Σε σχέση µε την απόδειξη της Πρότασης 3.3.5, να δειχθεί ότι το [1,0, 0]
είναι κέντρο µε τη µέθοδο της Παρατήρησης 3.2.3, χωρίς τη χρήση του

τύπου ψ̄(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) · (M t)−1>.

[Υπόδειξη: Οποιαδήποτε k ∈ J ([1, 0,0]) έχει τη µορφή k = <0, ̙, γ >. Ε-

ποµένως, για τυχόν [a, b, c] ∈ k µε [a, b, c] , [1, 0,0], αρκεί να επαληθεύ-

σουµε τη σχέση ψ̄(k) = ψ̄([1, 0,0] ∨ [a, b, c]) = [1, 0,0] ∨ φ̄([a, b, c]) = k.]

4) [Γενίκευση του Λήµµατος 3.3.2] Αν µια συγγραµµικότητα (φ, ψ) του P2

προκύπτει από ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f του R3 (µε αντίστοιχο πί-

νακα M ), τότε η (φ, ψ) προκύπτει επίσης και από τον αυτοµορφισµό τ f

(και τον πίνακα τ ·M ), για κάθε τ ∈ R∗.

5) ΄Εστω ότι (φ,ψ) είναι µια συγγραµµικότητα του P2, η οποία προκύπτει από

ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f του R3 (µε αντίστοιχο πίνακα M ) σύµφωνα

µε το Πόρισµα 3.2.2. Να αποδειχθεί ότι η (φ−1, ψ−1) προκύπτει από τον

αυτοµορφισµό f −1 (και τον αντίστοιχο πίνακα M−1).

6) Υποθέτουµε ότι (A, B, C, D) και (A′, B′, C′, D′) είναι δύο τετράδες σηµείων

του P2, έτσι ώστε τα σηµεία της κάθε µίας να µην είναι ανά τρία συγγραµ-

µικά. Να δειχθεί ότι υπάρχει συγγραµµικότητα (φ, ψ) του P2, τέτοια ώστε

φ(A) = A′, φ(B) = B′, φ(C) = C′ και φ(D) = D′.
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7) Αν η (φ, ψ) ∈ H([0,0, 1], < 0,0, 1 >) προκύπτει από ένα γραµµικό αυτο-

µορφισµό του R3, ποια είναι η µορφή του αντιστοίχου πίνακα; Να γενι-

κευθεί το προηγούµενο αποτέλεσµα για κάθε οµολογία της προηγούµενης

οµάδας.

3.4 Οι επάρσεις του P2

Εδώ ϑα δείξουµε ότι οι επάρσεις του P2 έχουν ιδιότητες ανάλογες προς τις ιδιό-

τητες των οµολογιών του, δηλαδή αντιστοιχούν σε απλούς πίνακες ή κατάλληλα

στοιχεία του R. Επειδή ϑα εφαρµόσουµε µία τεχνική παρόµοια προς αυτήν της

προηγουµένης παραγράφου, ϑα είµαστε αρκετά σύντοµοι, αφήνοντας στον ανα-

γνώστη την απόδειξη των επιµέρους λεπτοµερειών.

Αρχίζουµε µε τη µελέτη της οµάδας των επάρσεων E([0,0, 1], <1,0,0>).

3.4.1 Θεώρηµα. Κάθε έπαρση (φ, ψ) ∈ E([0,0, 1], < 1,0, 0 >) προκύπτει από

ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f του R3, του οποίου ο αντίστοιχος πίνακας έχει τη

µορφή

(3.4.1)



1 0 s

0 1 0

0 0 1

 , s ∈ R.

Αντιστρόφως, κάθε πίνακας της προηγουµένης µορφής ορίζει µίαν έπαρση της

οµάδας E([0,0, 1], <1, 0,0>).

Απόδειξη. Για την απόδειξη του πρώτου µέρους διακρίνουµε τις εξής περιπτώ-

σεις :

α) Θεωρούµε πρώτα µίαν έπαρση (φ̄, ψ̄) ∈ E([0, 0,1], <1,0, 0>), η οποία υ-

ποθέτουµε ότι προέρχεται από ένα γραµµικό αυτοµορφισµό f̄ του R3, µε αντίστοι-

χο πίνακα M̄ = (fij), i, j = 1, 2,3 [ϐλ. και την ανάλογη σχέση (3.3.5)]. ΄Οπως στην

Πρόταση 3.3.1, εκµεταλλευόµαστε το γεγονός ότι τα [0,1, 0], [0, 0,1], [0,1, 1],
ως σηµεία του άξονα, είναι σταθερά για την (φ̄, ψ̄). ΄Ετσι, η σχέση φ̄([0, 1, 0]) =
[0, 1,0] σηµαίνει ότι υπάρχει λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε (0,1, 0) · M̄ = λ (0, 1,0), οπότε

f22 = λ, f21 = f23 = 0.(3.4.2)

Αναλόγως, η φ̄([0, 0,1]) = [0,0, 1], µαζί µε την (3.4.2), συνεπάγεται ότι υπάρχει

µ ∈ R∗, έτσι ώστε

f33 = µ, f31 = f32 = 0.(3.4.3)
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Τέλος, από τη φ̄([0, 1, 1]) = [0, 1,1], σε συνδυασµό µε τις (3.4.2) και (3.4.3),

ϐρίσκουµε ότι λ = µ, οπότε ο πίνακας M̄ παίρνει τη µορφή

(3.4.4) M̄ =



f11 f12 f13

0 λ 0

0 0 λ

 , µε λ ∈ R∗.

Παρατηρούµε ότι, οποιοδήποτε άλλο σηµείο του άξονα και αν χρησιµοποι-

ήσουµε, δεν µπορούµε να απλοποιήσουµε περισσότερο τον πίνακα (3.4.4). Ε-

ποµένως, ϑα πρέπει να αναζητήσουµε κάποια κατάλληλα σηµεία (έξω από τον

άξονα), των οποίων να προσδιορίζεται η µορφή της εικόνας, ώστε να µπορέσουµε

να συνεχίσουµε την προηγούµενη διαδικασία. Τέτοια σηµεία είναι τα [1,0, 0]
και [1,1, 0].

Για το σηµείο [1, 0,0] διαπιστώνουµε τα εξής : αν ϑέσουµε φ̄([1, 0, 0]) =
[p, q, r], τότε (ϐλ. Πρόταση 2.2.12 και Σχήµα 3.4) η σχέση

[p, q, r] ∈ [0, 0,1] ∨ [1, 0,0] = <0,1,0>

Σχήµα 3.4

συνεπάγεται ότι q = 0, δηλαδή [p, q, r] = [p, 0, r], µε (p, r) , (0, 0). Επίσης,

p , 0 (αφού [p, q, r] < < 1, 0,0 >), οπότε [p, q, r] = [p, 0, r] = [1,0, s], όπου

s = r · p−1 ∈ R. Εποµένως, η φ̄([1, 0, 0]) = [p, q, r] = [1, 0, s] ισοδυναµεί µε την

(1,0, 0) · M̄ = ν (1, 0, s), για κάποιο ν ∈ R∗. Από την τελευταία σχέση και την

(3.4.4) προκύπτει ότι

(3.4.5) M̄ =



ν 0 νs

0 λ 0

0 0 λ

 .
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Παρόµοια, αν ϑέσουµε φ̄([1, 1,0]) = [p′, q′, r ′], η σχέση

[p′, q′, r ′] ∈ [0, 0,1] ∨ [1, 1,0] = <1,−1,0>

συνεπάγεται ότι p′ = q′, άρα [p′, q′, r ′] = [p′, p′, r ′] = [1,1, s′], όπου ϑέσαµε

s′ = r ′·p′−1 ∈ R (p′ , 0 επειδή [p′, q′, r ′] < <1, 0,0>). Εποµένως, η φ̄([1, 1, 0]) =
[1, 1, s′] και η (3.4.5) δείχνουν ότι υπάρχει ρ ∈ R∗, τέτοιο ώστε ν = ρ = λ, οπότε

s = s′ και ο M̄ µετασχηµατίζεται στον

M̄ =



ρ 0 ρs

0 ρ 0

0 0 ρ

 , όπου ρ ∈ R∗, t ∈ R.

Αποδεικνύοντας το ανάλογο του Λήµµατος 3.3.2 και της Πρότασης 3.3.3 για

την E([0,0, 1], <1, 0,0>), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η (φ̄, ψ̄) προκύπτει

τελικώς και από τον αυτοµορφισµό f = ρ−1 · f̄ , µε αντίστοιχο πίνακα M = ρ−1 ·M̄.

Συνεπώς, ο M έχει ακριβώς τη µορφή (3.4.1).

ϐ) Για να δείξουµε ότι και οποιαδήποτε (φ, ψ) ∈ E([0, 0,1], <1,0, 0>) προ-

κύπτει από έναν αυτοµορφισµό µε πίνακα της ίδιας µορφής, ακολουθούµε την

απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.6, σε συνδυασµό µε την περίπτωση α). Ακριβέστε-

ϱα, ϑεωρούµε το σηµείο P = [1, 0,0] (αντί του [1,1, 0] του Θεωρήµατος 3.3.6),

οπότε, εργαζόµενοι όπως στην α), διαπιστώνουµε ότι φ([1, 0,0]) = [1,0, s], s ∈ R.

Κατόπιν, σχηµατίζουµε τον πίνακα

M =



1 0 s

0 1 0

0 0 1

 , µε s ∈ R,

που είναι της µορφής (3.4.1), και τον αντίστοιχο γραµµικό αυτοµορφισµό f του

R
3. Ο f (και ο αντίστοιχος M ) ορίζει µία συγγραµµικότητα (φ̄, ψ̄), σύµφωνα µε

το Πόρισµα 3.2.2. Ιδιαιτέρως, όπως δείχνουµε στη συνέχεια, (φ̄, ψ̄) ∈ E([0,0,1],
<1,0, 0>), εποµένως

φ̄([1, 0, 0]) = [(1, 0,0) ·M ] = [1, 0, s] = φ([1, 0,0]),

άρα (φ, ψ) = (φ̄, ψ̄). ∆ηλαδή, τυχούσα έπαρση (φ, ψ) ∈ E([0, 0,1], < 1,0,0 >)
προκύπτει από ένα γραµµικό ισοµορφισµό µε πίνακα της µορφής (3.4.1).

Μένει να αποδείξουµε τον ισχυρισµό ότι κάθε συγγραµµικότητα (φ̄, ψ̄), που

προκύπτει από έναν πίνακα όπως ο (3.4.1), έχει κέντρο το [0, 0,1] και άξονα την

<1,0, 0>. Πραγµατικά, οποιαδήποτε ευθεία k ∈ J ([0,0, 1]) έχει τώρα τη µορφή

k = <α, ̙,0>. Επιπλέον,

(M t)−1
=



1 0 0

0 1 0

−s 0 1

 ,
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οπότε ψ(k) = < (α, ̙, 0) · (M t)−1 > = < α, ̙, 0 > = k, δηλαδή το [0, 0,1] είναι

κέντρο. Αναλόγως, αν P ∈ <1,0,0>, παρατηρούµε ότι P =<0, q, r >, οπότε

φ(P) = [(0, q, r) ·M ] = [0, q, r] = P,

που αποδεικνύει ότι η <1,0,0> είναι άξονας και ολοκληρώνει την απόδειξη. �

3.4.2 Πόρισµα. Αν M̃′ είναι η οµάδα των πινάκων της µορφής (3.4.1) και το R

ϑεωρηθεί εφοδιασµένο µε τη δοµή της προσθετικής οµάδας, τότε λαµβάνουµε την

εποµένη ακολουθία ισοµορφισµών αβελιανών οµάδων:

E([0,0, 1], <1,0,0>)
F ′

−−−→ M̃′
T ′

−−−→ R,

όπου οι F ′ και T ′ ορίζονται αναλόγως προς τους ισοµορφισµούς F και T του

Πορίσµατος 3.3.8.

Λόγω του ισοµορφισµού F ′, ένας πίνακας της µορφής (3.4.1), που αντιστοιχεί

σε µίαν έπαρση (φ, ψ) ∈ E([0,0, 1], <1,0,0>), καλείται πίνακας της (φ, ψ).

3.4.3 Θεώρηµα. Οποιαδήποτε οµάδα επάρσεων E(A, ℓ) του P2, µε A ∈ ℓ, είναι

ισόµορφη µε την E([0,0,1], <0,0, 1>), άρα έχουµε την ακολουθία των ισοµορφι-

σµών αβελιανών οµάδων

E(A, ℓ)
H′

� E([0,0,1], <1,0, 0>)
F ′

� M̃′
T ′

� R.

Απόδειξη. Ο ισοµορφισµόςH′ κατασκευάζεται ως εξής : στον άξονα ℓ επιλέγουµε

ένα σηµείο B , A, ενώ εκτός του ℓ επιλέγουµε δύο διαφορετικά σηµεία C και D,

έτσι ώστε τα A, B, C, D να είναι ανά τρία µη συγγραµµικά.

Σχήµα 3.5
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΄Οπως στο Λήµµα 3.3.12 [σύµφωνα και µε τη γενικότερη ΄Ασκηση 3.3.15 (6)],

διαπιστώνουµε ότι υπάρχει συγγραµµικότητα (σ, τ) του P2, τέτοια ώστε

σ(A) = [0, 0, 1], σ(B) = [0, 1,0],

σ(C) = [1,0, 0], σ(D) = [1, 1,0],

οπότε η H′ ορίζεται µέσω της σχέσης

H′ ((σ, τ)) = (σ ◦ φ ◦ σ−1 , τ ◦ ψ ◦ τ−1) = (σ, τ) ◦ (φ, ψ) ◦ (σ, τ)−1.

Η υπόλοιπη απόδειξη ακολουθεί την ανάλογη του Θεωρήµατος 3.3.10. �

3.4.4 Παρατηρήσεις. 1) Η µορφή του πίνακα (3.4.1) δικαιολογεί γιατί στο

Πόρισµα 3.4.2 και στο Θεώρηµα 3.4.3 παίρνουµε την προσθετική οµάδα R ≡

(R,+).
2) Τα Θεωρήµατα 3.3.10 και 3.4.3 δείχνουν ότι στο P2 οι οποιεσδήποτε

οµάδες H(A, ℓ), A < ℓ (αντίστ. E(A, ℓ), A ∈ ℓ) είναι αβελιανές. ΄Οπως ϑα δούµε

στα επόµενα κεφάλαια, η µεταθετικοτητα των προηγουµένων οµάδων δεν ισχύει

γενικώς, αλλά µόνο σε µερικές κατηγορίες προβολικών επιπέδων (Desargues,

Πάππου), στις οποίες εµπίπτει ϐεβαίως και το P2.

3.4.5 Ασκήσεις.

1) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες όλων των συµπερασµάτων της Παρα-

γράφου 3.4.

2) Να δικαιολογηθεί (χωρίς προσφυγή στη σχετική κατασκευή) γιατί στον

πίνακα (3.4.1) δεν είναι κατ᾿ ανάγκην s ∈ R∗.

3) ΄Εστω (φ, ψ) ∈ E([0, 0,1], < 1, 0,0 >). Αν [a, b, c] είναι ένα σηµείο του P2

µε a , 0 και φ([a, b, c]) = [a, b, c], να επαληθευθεί (χωρίς χρήση του

Πορίσµατος 2.2.19) ότι η (φ, ψ) είναι η ταυτοτική έπαρση.

4) Να προσδιοριστεί το s του πίνακα (3.4.1) µιας έπαρσης (φ, ψ) από µία

αρχική συνθήκη (Xo, φ(Xo)).

5) Αν η (φ, ψ) ∈ E([1,0, 0], <0,0, 1>) προκύπτει από ένα γραµµικό αυτοµορ-

ϕισµό του R3, ποια είναι η µορφή του αντιστοίχου πίνακα; Να γενικευθεί

το αποτέλεσµα για κάθε έπαρση της προηγουµένης οµάδας.
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3.5 Το P2 ως πλήρωση του συνήθους επιπέδου

Θεωρούµε το (συσχετισµένο) επίπεδο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας (P,L,I) [ϐλ.

Παράδειγµα 1.1.3 (1)]. Μεσω της (αυθαίρετης) επιλογής ενός συστήµατος ορθο-

γωνίων αξόνων, το P ταυτίζεται µε το R2, οπότε κάθε σηµείο του P ταυτίζεται µε

ένα µοναδικό Ϲεύγος (x, y) ∈ R2.

΄Οπως είδαµε στην Παράγραφο 1.6, η πλήρωση ενός συσχετισµένου επιπέδου

(P,L,I) οδηγεί στο προβολικό επίπεδο (P+,L+,I+). Εδώ ϑα δείξουµε ότι η

πλήρωση του Ευκλειδείου επιπέδου είναι προβολικό επίπεδο ισόµορφο µε το

P
α
2 = (Pα ,Lα ,∈) ≡ P2 (ϐλ. Θεώρηµα 3.1.1 και Σύµβαση 3.1.2).

Για το σκοπό αυτό ορίζουµε την απεικόνιση φ : Pα → P+ µε

φ([x, y, z]) :=
(
x

z
,
y

z

)
, αν z , 0,(3.5.1)

και

φ([x, y, z]) := ℓ
.
, αν z = 0,(3.5.2)

όπου ℓ είναι µία οποιαδήποτε από τις παράλληλες ευθείες µε κλίση λ = y/x.

Η φ είναι καλά ορισµένη : πρώτα διαπιστώνουµε αµέσως ότι η έκφραση

(3.5.1) είναι ανεξάρτητη της εκλογής του αντιπροσώπου της κλάσης [x, y, z].
Στην έκφραση (3.5.2) ϐλέπουµε ακόµη ότι το κλάσµα y/x δεν µπορεί να πάρει

τη µορφή 0/0, αφού δεν µηδενίζονται ταυτόχρονα τα x και y. Επίσης, η τιµή ℓ
.

δεν εξαρτάται ούτε από την εκλογή του αντιπροσώπου της κλάσης [x, y, z], ούτε

από την εκλογή µιας συγκεκριµένης ℓ από την κλάση των παράλληλων ευθειών

µε κλίση λ.

Ιδιαιτέρως, για z = 0 και x , 0 (οπότε λ ∈ R) έχουµε ότι

[x, y, 0] =
[
1,
y

x
, 0

]
= [1, λ, 0],

εποµένως

ℓ
.
= φ([x, y, 0]) = φ([1, λ,0]),(3.5.3)

ενώ, για z = 0 και x = 0 (οπότε y , 0, λ = ∞), ϑα είναι [0, y, 0] = [0, 1, 0] και

ℓ
.
= φ([0, y, 0]) = φ([0, 1,0]).(3.5.4)

3.5.1 Λήµµα. Η απεικόνιση φ είναι 1 – 1 και επί.
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Απόδειξη. Το 1 – 1 είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της φ. Για το επί ϑεωρούµε

τυχόν P+ ∈ P+ και ϑα δείξουµε ότι υπάρχει X ∈ Pα µε φ(X) = P+. Πραγµατικά,

αν P+ = (a, b) ∈ R2 (: πραγµατικό σηµείο), αρκεί να πάρουµε X = [a, b, 1]. Αν

P+ = ℓ
.

(: ιδεατό σηµείο) και η κλίση της ℓ (άρα και όλων των παραλλήλων προς

αυτήν) είναι λ ∈ R, αρκεί να πάρουµε X = [1, λ, 0], ενώ, αν η κλίση της ℓ είναι

∞, µπορούµε να πάρουµε X = [0, 1,0]. �

3.5.2 Λήµµα. Η φ απεικονίζει συγγραµµικά σηµεία του Pα σε συγγραµµικά ση-

µεία του P+.

Απόδειξη. Θεωρούµε τρία διαφορετικά συγγραµµικά σηµεία Pi = [ai , bi , ci ] (i =
1, 2,3) και ϑέτουµε Qi := φ(Pi ).

∆ιακρίνουµε τις επόµενες περιπτώσεις :

α) Και τα τρία σηµεία Qi να είναι πραγµατικά, δηλαδήQi ∈ R
2. Αυτό σηµαίνει

ότι ci , 0 (i = 1, 2,3), οπότε

Qi =

(
ai

ci
,
bi

ci

)
.(3.5.5)

Επειδή, κατά το Λήµµα 3.5.1, τα Q1, Q2 είναι διαφορετικά σηµεία, ορίζεται η

ευθεία k := Q1 ∨ Q2. Η ευθεία αυτή, ϑεωρουµένη ως ευθεία του R2 (� P), έχει

εξίσωση της µορφής

x − u1

y − v1

=
u2 − u1

v2 − v1

,(3.5.6)

όπου ui =
ai

ci
και vi =

bi

ci
(i = 1,2,3).

Παρατηρούµε ότι την (3.5.6) ικανοποιεί και το σηµείο (u3, v3), λόγω της

υπόθεσης της συγγραµικότητας των σηµείων Pi και της αντίστοιχης συνθήκης

(3.1.14). Εποµένως, τα Qi (i = 1, 2,3) είναι όλα σηµεία της k, δηλαδή είναι

συγγραµµικά στο P � R2, άρα είναι συγγραµµικά και στο P+, επειδή ανήκουν

και στην k+.

ϐ) ∆ύο σηµεία, π.χ. τα Q1 και Q2, να είναι πραγµατικά και το Q3 ιδεατό.

Αναλόγως προς την προηγούµενη περίπτωση, ϑα ισχύει η (3.5.5) για i = 1,2,

ενώ Q3 = ℓ
.
, για κάποια ευθεία ℓ του P µε κλίση λ =

a3

c3
. Εµφανίζονται τώρα οι

επόµενες δύο υποπεριπτώσεις :

ϐ1) λ ∈ R. Τότε, λόγω της (3.5.3), P3 = [1, λ, 0] και η συνθήκη της συγ-

γραµµικότητας των Pi (i = 1,2, 3) συνεπάγεται ότι

λ =
b1c2 − b2c1

a1c2 − a2c1
=
v2 − v1

u2 − u1

.
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Το προηγούµενο λ είναι ακριβώς η κλίση της ευθείας k = Q1 ∨ Q2, άρα k//ℓ.

Συνεπώς, η k+ = J (k) ∪ {k
.
} = J (k) ∪ {ℓ

.
} είναι η κοινή ευθεία των σηµείων Qi

(i = 1,2, 3).

ϐ2) λ = ∞. Τότε, λόγω της (3.5.4), P3 = [0, 1,0]. ΄Οπως προηγουµένως,

ϐρίσκουµε ότι η κλίση της k = Q1 ∨Q2 είναι επίσης ∞, οπότε η k+ είναι η κοινή

ευθεία των Qi (i = 1, 2,3).

γ) ΄Ολα τα σηµεία Qi (i = 1, 2,3) να είναι ιδεατά. Τότε η κοινή τους ευθεία

είναι η ε∞. Ας σηµειωθεί ότι η περίπτωση να είναι ιδεατά δύο σηµεία και το τρίτο

πραγµατικό δεν µπορεί να εµφανιστεί (γιατί;). Εποµένως αποδεικνύεται πλήρως

το συµπέρασµα της εκφώνησης. �

Τα προηγούµενα ϐοηθητικά συµπεράσµατα, σε συνδυασµό µε την ΄Ασκηση

2.1.11 (8) και τα σχόλια του Εδαφίου 1.6.6, αποδεικνύουν το αποτέλεσµα που

περιγράψαµε στην εισαγωγή αυτής της παραγράφου. Ακριβέστερα έχουµε το

3.5.3 Θεώρηµα. Το πραγµατικό προβολικό επίπεδο P2 είναι ισόµορφο µε την

πλήρωση του (συσχετισµένου) επιπέδου της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, άρα είναι

ισόµορφο και µε το κλασικό προβολικό επίπεδο.

3.5.4 Ασκήσεις.

1) Να επαληθευτεί ότι η απεικόνιση φ, που ορίζεται µε τις (3.5.1) και (3.5.2),

είναι καλά ορισµένη.

2) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες των αποδείξεων των Ληµµάτων 3.5.1

και 3.5.2.

3) Να εξηγηθεί το "γιατί", που αναφέρεται στην περίπτωση γ) της απόδειξης

του Λήµµατος 3.5.2.





Κεφάλαιο 4

Προβολικά επίπεδα

Desargues

Η αιφνιδία άνοδος της συνθετικής Προβολικής

Γεωµετρίας κατά τον 17ο αιώνα εµφανίζεται τώ-

ϱα σαν µία καθυστερηµένη αναβίωση του ελλη-

νικού πνεύµατος . . . ΄Οµως, ήταν µόνον µε το

εκκεντρικό «Πρόχειρο Σχέδιο» (συντετµηµένος

τίτλος) του Desargues στα 1639, που η συν-

ϑετική Προβολική Γεωµετρία αναπτύχθηκε σε

νέο και ανεξάρτητο κλάδο της γεωµετρίας.

E. T. Bell [6, σελ. 158]

Τ ο θεωρηµα του Desargues (που οφείλεται στον Γάλλο αρχιτέκτονα, µηχα-

νικό και µαθηµατικό G. Desargues, 1593–1662) αποτελεί –ιστορικώς– ένα

από τα παλαιότερα και σηµαντικότερα αποτελέσµατα της κλασικής Προβολι-

κής Γεωµετρίας. Στο (αφηρηµένο) πλαίσιο, που αναπτύσσεται εδώ, το ϑεώρηµα

ισχύει κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις, πράγµα που οδηγεί στη διάκριση της

κατηγορίας των προβολικών επιπέδων του παρόντος κεφαλαίου.

125
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Στην Παράγραφο 1 δίνεται ο αλγεβρικός χαρακτηρισµός ενός επιπέδου De­

sargues, σύµφωνα µε τον οποίον δεχόµαστε (αξιωµατικά) την ύπαρξη οµολογιών

µε δεδοµένο κέντρο και άξονα, οι οποίες ικανοποιούν συγκεκριµένες συνθήκες.

Σε ένα τέτοιο επίπεδο, αποδεικνύεται ότι το σύνολο όλων των επάρσεων µε κοινόν

άξονα αποτελεί αβελιανή οµάδα.

Ο γεωµετρικός χαρακτηρισµός του επιπέδου Desargues παρουσιάζεται στην

Παράγραφο 2. Συνοπτικά, αυτός ισοδυναµεί µε τη συνθήκη: «δύο τρίγωνα είναι

προοπτικά ως προς κέντρο τοτε και µόνον τότε όταν είναι προοπτικά ως προς

άξονα».

Βεβαίως, από ιστορική άποψη, η γεωµετρική προσέγγιση προηγείται της αλ-

γεβρικής. Εδώ ακολουθούµε την αντίστροφη πορεία, επειδή η πρόσφατη αλγε-

ϐρική µελέτη του P2 (που έγινε στο Κεφάλαιο 3) µας παρέχει αµέσως ένα ϐασικό

παράδειγµα επιπέδου Desargues.

Στην Παράγραφο 3 µελετούµε τις προβολικότητες αυτής της κατηγορίας επι-

πέδων. ΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα στην κατεύθυνση αυτή είναι το ότι οι προβο-

λικότητες τώρα ανάγονται σε συνθέσεις 2 ή 3 προοπτικοτήτων.

4.1 Αλγεβρική ερµηνεία του επιπέδου Desargues

Ακολουθώντας τη Σύµβαση 2.1.10, δίνουµε πρώτα τον επόµενο ορισµό.

4.1.1 Ορισµός. Υποθέτουµε ότι P ≡ (P,L, ∈) είναι ένα προβολικό επίπεδο. Αν

A, X, X ′ είναι σηµεία και ℓ ευθεία του P, ϑα λέµε ότι τα προηγούµενα στοιχεία

ορίζουν µία προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′), εάν ισχούν τα εξής :

i) Τα σηµεία A, X, X ′ είναι συγγραµµικά και τέτοια ώστε

X , A , X ′.

ii) Τα σηµεία X, X ′ δεν ανήκουν στην ℓ.

Από τον προηγούµενο ορισµό ϕαίνεται ότι σε µία προσδιοριστική τετράδα

µπορεί να είναι A ∈ ℓ ή A < ℓ, καθώς επίσης και X = X ′ ή X , X ′.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι (A, ℓ, X, X ′) είναι µία προσδιοριστική τετράδα στο

πραγµατικό προβολικό επίπεδο P2, µε A < ℓ. Η µελέτη της οµάδας των οµο-

λογιών H(A, ℓ), που έγινε στην Παράγραφο 3.3, δείχνει ότι υπάρχει πάντοτε µία

(µοναδική) οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ), τέτοια ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη

φ(X) = X ′.
Πραγµατικά, σύµφωνα µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.10, µία τέτοια

οµολογία (φ, ψ) αντιστοιχεί, µέσω καταλλήλου ισοµορφισµού οµάδων h, στην

οµολογία (φo, ψo) ∈ H([1, 0,0], <1,0,0>), η οποία καθορίζεται από τη συνθήκη

(4.1.1) φo([1, 1, 0]) = σ(X ′)
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(τα D και D′ του Θεωρήµατος 3.3.10 αντικαθίστανται τώρα από τα X και X ′,

αντιστοίχως). Απ᾿ το άλλο µέρος, η (φo, ψo) ορίζεται πλήρως από έναν πίνακα

της µορφής (3.3.6), του οποίου το αντίστοιχο t έχει µία συγκεκριµένη τιµή,

που προσδιορίζεται από την (4.1.1). Θυµίζουµε ότι ο τρόπος υπολογισµού του t

εξηγείται στα σχόλια που ακολουθούν την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.6.

Εποµένως, για να ϐρούµε την οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ) ϐρίσκουµε πρώτα

την οµολογία (φo, ψo) ∈ H([1, 0,0], <1,0, 0>), που ικανοποιεί την (4.1.1). [Ση-

µειώνουµε ότι το σ(X ′) είναι γνωστό σηµείο, αφού το X ′ είναι δεδοµένο σηµείο

και η (σ, τ) είναι µία γνωστή συγγραµµικότητα του P2, η οποία κατασκευάζεται

όπως στο Θεώρηµα 3.3.10 και το Λήµµα 3.3.12]. Η Ϲητουµένη (φ, ψ) δίνεται

τώρα από τη σχέση (φ, ψ) = h−1
(
(φo, ψo)

)
. Επιπλέον,

φ(X) = (σ−1 ◦ φo ◦ σ)(X) = σ−1(φo([1, 1,0])) = X ′.

Προφανώς, η (φ, ψ) είναι µονοσήµαντα ορισµένη σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.2.19.

Με παρόµοιους συλλογισµούς αποδεικνύουµε ότι και µία προσδιοριστική

τετράδα (A, ℓ, X, X ′) του P2, µε A ∈ ℓ, ορίζει πάντοτε µία (µοναδική) έπαρση

(φ, ψ) ∈ E(A, ℓ), τέτοια ώστε φ(X) = X ′.

Τα προηγούµενα αποδεικνύουν την

4.1.2 Πρόταση. Για κάθε προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) του πραγµατικού

προβολικού επιπέδου P2, µε A < ℓ (αντιστ. A ∈ ℓ) υπάρχει πάντοτε µία (µοναδική)

οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ) [αντιστ. έπαρση (φ, ψ) ∈ E(A, ℓ)], η οποία ικανοποιεί τη

συνθήκη φ(X) = X ′.

Το συµπέρασµα της Πρότασης 4.1.2 δεν ισχύει σε οποιαδήποτε προβολικό

επίπεδο, όπως αποδεικνύουν διάφορα (αντι)παραδείγµατα (ϐλ., π.χ., R. Harts­

horne [14, σελ. 19], R. J. Mihalek [20, σελ. 65], F. W. Stevenson [28, σελ.

167], C. Weibel [32]). Εποµένως, η απαίτηση να ορίζονται όλες οι οµολογίες

και επάρσεις, που αντιστοιχούν σε όλες τις δυνατές προσδιοριστικές τετράδες

ενός τυχόντος προβολικού επιπέδου, είναι ένας ισχυρός περιορισµός, ο οποίος

οδηγεί στη διάκριση µιάς ειδικότερης κατηγορίας προβολικών επιπέδων, όπως

ακριβέστερα ορίζεται στη συνέχεια.

4.1.3 Ορισµός. ΄Ενα προβολικό επίπεδο P καλείται επίπεδο Desargues (De­

sarguesian plane), αν ισχύει το επόµενο αξίωµα:

(ΠΕ 4) Για κάθε προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) του P, µε A < ℓ, υπάρχει µία

(µοναδική) οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ), τέτοια ώστε φ(X) = X ′.

Για συντοµία, επίσης, λέµε ότι

∇ σε ένα επίπεδο Desargues υπάρχουν όλες οι δυνατές οµολογίες,
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εννοώντας ότι για κάθε κατάλληλη προσδιοριστική τετράδα ορίζεται η αντίστοιχη

οµολογία. Θυµίζουµε ότι η µοναδικότητα της οµολογίας (φ, ψ) του αξιώµατος

(ΠΕ 4) είναι συνέπεια του Πορίσµατος 2.2.19.

Από την Πρόταση 4.1 2 προκύπτει αµέσως το

4.1.4 Πόρισµα. Το P2 είναι επίπεδο Desargues.

Μία ϐασική συνέπεια του Ορισµού 4.1.3 είναι η εποµένη

4.1.5 Πρόταση. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues P υπάρχουν και όλες οι

δυνατές επάρσεις. ∆ηλαδή, για κάθε προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) του P,

µε A ∈ ℓ, υπάρχει µία (µοναδική) (φ, ψ) ∈ E(A, ℓ), τέτοια ώστε φ(X) = X ′.

Απόδειξη. Αρκεί να εκφράσουµε τη Ϲητουµένη (φ, ψ) ως σύνθεση καταλλήλων

οµολογιών, η ύπαρξη των οποίων εξασφαλίζεται από την υπόθεση ότι το P είναι

επίπεδο Desargues.

Προς τούτο αναζητούµε ένα σηµείο P ∈ X ∨ X ′, τέτοιο ώστε, αν (φ1, ψ1)
είναι η οµολογία που αντιστοιχεί στην τετράδα (X, ℓ, X ′, P), και (φ2, ψ2) είναι

η οµολογία που αντιστοιχεί στην (P, ℓ, X, X ′), να µπορούµε να γράψουµε ότι

(φ, ψ) = (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1).
΄Εστω Y ∈ P τυχόν σηµείο µε Y < X ∨X ′. Υποθέτοντας ότι υπάρχει το P, άρα

και η (φ,ψ), η εικόνα Y ′ := φ(Y ) προσδιορίζεται σύµφωνα µε την κατασκευή

του Θεωρήµατος 2.2.16, την οποίαν υπενθυµίζουµε στο ϐοηθητικό Σχήµα 4.1(α).

Σχήµα 4.1
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Επίσης, το ίδιο Y ϑα έχει, µέσω της (φ1, ψ1), µίαν εικόνα Y1 := φ1(Y ), που

ϐρίσκεται µε ανάλογο τρόπο, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1(ϐ). Κατόπιν,

εφαρµόζοντας την (φ2, ψ2) στο Y1, ϐρίσκουµε και το σηµείο φ2(Y1), όπως ϕαίνε-

ται στο παρακάτω σχήµα, όπου η κατασκευή του Y1 του Σχήµατος 4.1(ϐ) τώρα

επαναλαµβάνεται µε διακεκοµµένες γραµµές.

Σχήµα 4.2

Από την πρώτη διαδικασία προκύπτει ότι

(4.1.2) Y ′ = φ(Y ) = (A ∨ Y ) ∧ (X ′ ∨ Z),

όπου Z = (X ∨ Y ) ∧ ℓ, ενώ από την τελευταία διαδικασία έχουµε την

(4.1.3) φ2(Y1) = (P ∨ Y1) ∧ (X ′ ∨ I),

όπου I = (X ∨ Y1) ∧ ℓ. Εποµένως, η απαίτηση να είναι φ = φ2 ◦ φ1 οδηγεί στη

σχέση

Y ′ = φ(Y ) = φ2(φ1(Y )) = φ2(Y1),

και, λόγω της (4.1.3), στην

Y ′ = φ2(Y1) = (P ∨ Y1) ∧ (X ′ ∨ I),

από την οποίαν προκύπτει ότι τα σηµεία Y ′, P και Y1 είναι συγγραµµικά, οπότε

(4.1.4) P ∈ Y ′ ∨ Y1.
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Απ᾿ το άλλο µέρος (ϐλ. και το Σχήµα 4.2),

Y ′ ∨ Y1 = φ2(Y1) ∨ Y1 = φ2(Y1) ∨ H = Y ′ ∨ H = Y ′ ∨
(
(X ′ ∨ Y ) ∧ ℓ

)
,

όπου H = (X ′ ∨ Y ) ∧ ℓ. Οι τελευταίες σχέσεις, σε συνδυασµό µε την (4.1.4),

οδηγούν στην

(4.1.5) P ∈ Y ′ ∨
(
(X ′ ∨ Y ) ∧ ℓ

)
.

΄Αρα, η P ∈ X ∨ X ′ και η (4.1.5) συνεπάγονται την

(4.1.6) P = (X ∨ X ′) ∧
[
Y ′ ∨

(
(X ′ ∨ Y ) ∧ ℓ

)]
.

Η προηγουµένη ανάλυση µας οδηγεί τελικώς στην κατασκευή της (φ, ψ)
µε την εξής διαδικασία, που συνοψίζεται και στο Σχήµα 4.3: επιλέγουµε ένα

αυθαίρετο σηµείο Y µε Y < X∨X ′ και ϑεωρούµε το σηµείο Y ′ := (A∨Y )∧(X ′∨Z)
[ϐλ. και τη σχέση (4.1.2)]. Κατόπιν προσδιορίζουµε το σηµείο P, σύµφωνα µε την

(4.1.6). Τέλος, ορίζουµε τη συγγραµµικότητα (φ, ψ) := (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1), όπου

οι οµολογίες (φi , ψi), i = 1, 2, αντιστοιχούν στις τετράδες που αναφέρονται στην

αρχή της απόδειξης, µε P πλέον το παραπάνω συγκεκριµένο σήµειο.

Σχήµα 4.3

Για να ολοκληρωθεί η απόδειξη πρέπει να επαληθεύσουµε ότι η (φ, ψ) είναι

έπαρση µε τις αναφερόµενες ιδιότητες.
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Πρώτα παρατηρούµε ότι, από τον ορισµό των οµολογιών (φi , ψi), είναι

(4.1.7) φ(X) = φ2(φ1(X)) = φ2(X) = X ′,

δηλαδή ικανοποιείται η Ϲητουµένη συνθήκη.

Κατόπιν, επειδή η ℓ είναι άξονας και των δύο οµολογιών, για κάθε σηµείο

Q ∈ ℓ έχουµε ότι

φ(Q) = φ2(φ1(Q)) = φ2(Q) = Q,

δηλαδή η ℓ είναι άξονας και της (φ, ψ).
Εφόσον η (φ, ψ) είναι αξονική συγγραµµικότητα, ϑα έχει και ένα κέντρο (ϐλ.

Θεώρηµα 2.2.7). Αν το καλέσουµε A′, τότε η (4.1.7) συνεπάγεται ότι τα A′, X και

X ′ είναι συγγραµµικά, άρα A′ ∈ X ∨ X ′. Επίσης, επειδή η (φ2, ψ2) αντστοιχεί

στην τετράδα (P, ℓ.X, X ′), έχουµε ότι φ2(Y1) = Y ′ (ϐλ. και Σχήµα 4.3), άρα

φ(Y ) = φ2(φ1(Y )) = φ2(Y1) = Y ′,

οπότε τα A′, Y, Y ′ είναι συγγραµµικά και A′ ∈ Y ∨ Y ′. Εποµένως,

A′ = (X ∨ X ′) ∧ (Y ∨ Y ′) = A,

που αποδεικνύει ότι το A ∈ ℓ είναι (το) κέντρο της (φ, ψ), οπότε (φ, ψ) ∈ E(A, ℓ)
και κλείνει η απόδειξη. �

Αν συµβολίσουµε µε E(ℓ) το σύνολο όλων των επάρσεων µε κοινόν άξονα µία

ευθεία ℓ ∈ L, αποδεικνύεται το επόµενο γενικό

4.1.6 Λήµµα. Σε οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο, το σύνολο E(ℓ) αποτελεί οµάδα

(µε πράξη τη σύνθεση επάρσεων).

Απόδειξη. Αν (φi , ψi) ∈ E(ℓ), i = 1, 2, ϑα δείξουµε ότι

(φ, ψ) := (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) = (φ1 ◦ φ2, ψ1 ◦ ψ2) ∈ E(ℓ).

[Υποθέτουµε ότι η (φ, ψ) και καµία από τις (φi , ψi) δεν συµπίπτουν µε την ταυ-

τοτική έπαρση, διαφορετικά το συµπέρασµα είναι προφανες.]

΄Οπως και στην προηγουµένη απόδειξη, η ℓ είναι άξονας της (φ, ψ), αφού

φ(P) = φ1(φ2(P)) = φ1(P) = P, ∀ P ∈ ℓ.

Αν καλέσουµε A, A1, A2 τα κέντρα των (φ, ψ), (φ1, ψ1), (φ2, ψ2) αντιστοίχως,

διακρίνουµε τις επόµενες περιπτώσεις :

i) A1 = A2. Τότε, για κάθε k ∈ J (A1) = J (A2), είναι

ψ(k) = ψ1(ψ2(k)) = ψ1(k) = k,
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δηλαδή το A1 = A2 είναι κέντρο και της (φ, ψ). ΄Αρα, κατά την Πρόταση 2.2.21,

A = A1 = A2 ∈ ℓ, οπότε (φ, ψ) ∈ E(ℓ).

ii) A1 , A2. Τότε ϑα είναι A1 , A , A2. Πραγµατικά, αν υποθέσουµε ότι

A = A2, τότε η (φ1, ψ1) = (φ, ψ) ◦ (φ2, ψ2)−1, ως σύνθεση επάρσεων από την

οµάδα E(A2, ℓ), ϑα είχε ως κέντρο και το σηµείο A2, άρα ϑα έπρεπε να είναι

A1 = A2 (άτοπο). Παρόµοια διαπιστώνεται ότι και A , A1.

Μένει να δείξουµε ότι, και σ᾿ αυτήν την περίπτωση, είναι A ∈ ℓ. Αυτό ισχύει

γιατί αν δεχτούµε ότι A < ℓ, τότε ϑα ορίζονταν η ευθεία m = A ∨ A2, για την

οποίαν έχουµε ότι

ψ1(m) = ψ(ψ−1
2 (m)) = ψ(m) = m.

Επειδή η m είναι σταθερή για τη (φ1, ψ1), ϑα είναι είτε m = ℓ, είτε m ∈ J (A1) (αν

m , ℓ) [ϐλ. ΄Ασκηση 2.2.23(4)]. Η περίπτωση m = ℓ συνεπάγεται ότι A ∈ ℓ, που

είναι άτοπο. Στο ίδιο άτοπο καταλήγουµε αν υποθέσουµε ότι m ∈ J (A1), επειδη

A ∈ m = A1 ∨A2 = ℓ. Εποµένως, αναγκαστικά είναι A ∈ ℓ και (φ, ψ) ∈ E(ℓ), όπως

ισχυριστήκαµε.

Η επαλήθευση των αξιωµάτων της οµάδας για την E(ℓ) είναι πλέον στοιχειώ-

δης. �

4.1.7 Παρατήρηση. Το προηγούµενο λήµµα προφανώς γενικεύει το Πόρισµα

2.2.11 [για την οµάδα E(A, ℓ)]. Εδώ δείξαµε ότι το σύνολο των επάρσεων µε τον

ίδιον άξονα και όλα τα δυνατά κέντρα (και όχι µόνον µε το ίδιο κεντρο, όπως στο

προαναφερόµενο πόρισµα), αποτελούν οµάδα.

΄Οπως αναγράφεται στην εκφώνηση του Λήµµατος 4.1.6, το συµπέρασµα

ισχύει για οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο. Αν όµως περιοριστούµε σε επίπεδα

Desargues, τότε η E(ℓ) αποκτά µια πρόσθετη ιδιότητα, όπως αποδεικνύεται στο

επόµενο σηµαντικό αποτέλεσµα.

4.1.8 Θεώρηµα. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues η οµάδα E(ℓ) είναι αβε-

λιανή (µεταθετική), για οποιαδήποτε ℓ ∈ L.

Απόδειξη. Αν (φi , ψi) ∈ E(ℓ) είναι δύο επάρσεις µε αντίστοιχα κέντρα Ai (i = 1, 2),
ϑα δειξουµε ότι

(4.1.8) (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1) = (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2).

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : i) A1 , A2 και ii) A1 = A2.

Στην πρώτη περίπτωση, για την απόδειξη της (4.1.8) αρκεί να δείξουµε ότι η

συγγραµµικότητα

(σ, τ) :=
(
(φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1)

)−1
◦ (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

= (φ−1
1 ◦ φ

−1
2 ◦ φ1 ◦ φ2, ψ

−1
1 ◦ ψ

−1
2 ◦ ψ1 ◦ ψ2)
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είναι η ταυτοτική. Για τούτο ϑεωρούµε οποιαδήποτε ευθεία k ∈ J (A2) µε k , ℓ.

Παρατηρούµε ότι ψ2(k) = k, άρα

(4.1.9) τ(k) = ψ−1
1

(
ψ−1

2 (ψ1(k))
)
.

Επειδή A2 = k ∧ ℓ, έχουµε ότι A2 = φ1(A2) ∈ ψ1(k), δηλαδή η ψ1(k) διέρχεται

από το κέντρο A2 της (φ2, ψ2) [που είναι κέντρο και της (φ−1
2 , ψ−1

2 ), σύµφωνα µε

την Πρόταση 2.2.10]. Εποµένως,

ψ−1
2 (ψ1(k)) = ψ1(k),

οπότε η (4.1.9) µετασχηµατίζεται στην

τ(k) = ψ−1
1 (ψ1(k)) = k,

από την οποίαν προκύπτει ότι το A2 είναι κέντρο της (σ, τ). Με παρόµοιο τρόπο

διαπιστώνεται ότι και το A1 είναι κέντρο της (σ, τ). Επειδή υποθέσαµε ότι A1 , A2,

η Πρόταση 2.2.21 συνεπάγεται ότι η (σ, τ) είναι η ταυτοτική συγγραµµικότητα.

Στην περίπτωση ii) ϑέτουµε A := A1 = A2 και επιλέγουµε ένα τυχόν σηµείο

P ∈ ℓ µε P , A. Επίσης ϑεωρούµε δύο κατάλληλα (αλλά αυθαίρετα) σηµεία X και

X ′, έτσι ώστε η τετράδα (P, ℓ, X, X ′) να είναι προσδιοριστική. Εφ᾿ όσον το επίπεδο

είναι Desargues, η προηγουµένη τετράδα ορίζει µίαν αντίστοιχη έπαρση (φ, ψ).
Εποµένως, για τις επάρσεις (φ, ψ) και (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2), µε αντίστοιχα κέντρα

P και A, ισχύει η περίπτωση i), οπότε

(4.1.10)
(φ, ψ) ◦

(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

)
=

(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

)
◦ (φ, ψ)

= (φ1, ψ1) ◦
(
(φ2, ψ2) ◦ (φ, ψ)

)
.

Επίσης, επειδή η (φ2, ψ2) έχει κέντρο το A και η (φ, ψ) το P µε P , A, η

(φ2, ψ2) ◦ (φ, ψ) ϑα έχει κέντρο ένα σηµείο B µε A , B , P [ϐλ. απόδειξη του

Λήµµατος 4.1.6, περίπτωση ii)]. Εποµένως, οι (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2)◦(φ, ψ) έχουν

διαφορετικά κέντρα, άρα µετατίθενται και η (4.1.10) µετασχηµατίζεται στην

(4.1.11) (φ, ψ) ◦
(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

)
=

(
(φ2, ψ2) ◦ (φ, ψ)

)
◦ (φ1, ψ1).

Αναλόγως έχουµε ότι (φ2, ψ2) ◦ (φ, ψ) = (φ, ψ) ◦ (φ2, ψ2), λόγω της οποίας η

(4.1.11) παίρνει τελικώς τη µορφή

(φ, ψ) ◦
(
(φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2)

)
= (φ, ψ) ◦

(
(φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1)

)
.

Επειδή η (φ, ψ) είναι ισοµορφισµός, η τελευταία σχέση οδηγεί στην (4.1.8), όπως

Ϲητούσαµε. �
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4.1.9 Παρατήρηση. ΄Οπως ϕαίνεται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.8, στην

περίπτωση i) δεν χρησιµοποιήθηκε καθόλου η υπόθεση ότι το επίπεδο P είναι

Desargues. Εποµένως, µπορούµε να διατυπώσουµε το συµπέρασµα:

▽
Σε οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο, δύο επάρσεις µε κοινόν άξονα και

διαφορετικά κέντρα πάντοτε µετατίθενται.

Αντιθέτως, η υπόθεση ότι το P είναι επίπεδο Desargues είναι ουσιώδης για την

απόδειξη της µεταθετικότητας δύο επάρσεων µε κοινόν άξονα και κοινό κέντρο,

όπως στην περίπτωση i̇i).

4.1.10 Πόρισµα. Σε ένα επίπεδο Desargues, η οµάδα E(A, ℓ) είναι αβελιανή, για

κάθε (A, ℓ) ∈ P × L µε A ∈ ℓ.

Στην ίδια κατηγορία προβολικών επιπέδων µπορούµε επίσης να απαντήσου-

µε και στο επόµενο

Ερώτηµα: Ποιό είναι το πλήθος των στοιχείων της οµάδας L(A, ℓ), για οποιοδή-

ποτε Ϲεύγος (A, ℓ) ∈ P × L;

Ας υποθέσουµε πρώτα ότι A < ℓ.

Σταθεροποιούµε ένα (αυθαίρετο) σηµείο Xo ∈ P, έτσι ώστε Xo , A και Xo < ℓ

(ένα τέτοιο σηµείο υπάρχει πάντοτε !). Αν (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ), τότε η εικόνα φ(Xo)
του Xo είναι σηµείο της A ∨ Xo µε φ(Xo) , A και φ(Xo) , (A ∨ Xo) ∧ ℓ = Z [ϐλ.

Σχήµα 4.4(α) και ΄Ασκηση 2.2.23(6)].

Σχήµα 4.4
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Εποµένως, µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

(4.1.12) H : H(A, ℓ) −→ J (A ∨ Xo) − {A, Z} : (φ, ψ) 7→ φ(Xo).

∆ιαπιστώνουµε ότι η H είναι απεικόνιση 1 – 1: αν (φ, ψ) και (φ′, ψ′) είναι

οµολογίες µε φ(Xo) = φ(X ′o), τότε ϑα είναι και (φ, ψ) = (φ′, ψ′), σύµφωνα µε το

Πόρισµα 2.2.19.

Επίσης, η H είναι απεικόνιση επί : για οποιοδήποτε Y ∈ J (A∨Xo)− {A, Z}, η

τετράδα (A, ℓ, Xo, Y ) είναι προσδιοριστική. Επειδή το επίπεδο είναι Desargues,

υπάρχει (µοναδική) (φ̄, ψ̄) ∈ H(A, ℓ) µε φ̄(Xo) = Y .

΄Αρα, ϐάσει του Συµβολισµού 1.4.5, καταλήγουµε στη σχέση

(4.1.13) |H(A, ℓ) | = | J (A ∨ Xo) − {A, Z} |.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι A ∈ ℓ.

Και στην περίπτωση αυτή εργαζόµαστε αναλόγως. ΄Οµως, η µόνη ϑέση που

δεν µπορεί να πάρει τώρα το Xo είναι το σηµείο Z = (A ∨ Xo) ∧ ℓ = A [ϐλ. και

Σχήµα 4.4(ϐ)]. ΄Αρα µπορούµε να ορίσουµε την 1 – 1 και επί απεικόνιση

(4.1.14) E : E(A, ℓ) −→ J (A ∨ Xo) − {A} : (φ, ψ) 7→ φ(Xo).

΄Ετσι καταλήγουµε στην

(4.1.15) |E(A, ℓ) | = | J (A ∨ Xo) − {A} |.

Από το Πόρισµα 1.4.7 προκύπτει ότι οι (4.1.13) και (4.1.15) δεν αξαρτώνται

από την επιλογή του Xo. Εποµένως, τα προηγούµενα συνοψίζουν την απάντηση

στο παραπάνω ερώτηµα ως εξής :

4.1.11 Πόρισµα. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues, το πλήθος των στοιχείων

της οµάδας L(A, ℓ) δίνεται από τις σχέσεις :

|L(A, ℓ) | =

{
|H(A, ℓ) | = | J (A ∨ Xo) − {A, (A ∨ Xo) ∧ ℓ} |, αν A < ℓ,

|E (A, ℓ)| = | J (A ∨ Xo) − {A} |, αν A ∈ ℓ,

όπου το Xo είναι τυχόν σηµείο του επιπέδου, µε Xo , A και Xo < ℓ.

Ιδιαιτέρως, για πεπερασµένα προβολικά επίπεδα, ισχύει ότι

|L(A, ℓ) | =

{
|H(A, ℓ) | = | J (ℓ) | − 2, αν A < ℓ,

|E (A, ℓ)| = | J (ℓ) | − 1, αν A ∈ ℓ.
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4.1.12 Ασκήσεις.

1) Αν σε µία προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, X, X ′) είναι X = X ′, ποιά είναι τότε

η αντίστοιχη συγγραµµικότητα που προσδιορίζει; Για την ύπαρξή της είναι

απαραίτητο το επίπεδο να είναι Desargues;

2) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξης της Πρότασης 4.1.5, του

Θεωρήµατος 4.1.8 και του Πορίσµατος 4.1.10.

3) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξη του Λήµµατος 4.1.6 και

να επαληθευθεί ότι η E(ℓ) ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα της οµάδας.

4) Να δοθεί µία άλλη απόδειξη της περίπτωσης i) του Λήµµατος 4.1.6, λαµ-

ϐάνοντας υπ᾿ όψιν ότι το E(A, ℓ), µε A ∈ ℓ, είναι οµάδα.

5) Να δικαιολογηθεί γιατί το επίπεδο της κλασικής Προβολικής Γεωµετρίας

είναι επίπεδο Desargues.

6) Να εξηγηθεί γιατί η απεικόνιση (4.1.14) είναι 1 – 1 και επί.

7) ΑνH και E είναι οι απεικονίσεις (4.1.12) και (4.1.14) αντιστοίχως, να προσ-

διοριστούν οι συγγραµµικότητες H−1(Xo) και E−1(Xo), όπου το Xo είναι το

σταθεροποιηµένο σηµείο µε Xo , A και Xo < ℓ, που χρησιµοποιήθηκε για

τον ορισµό των H και E.

4.2 Γεωµετρική ερµηνεία του επιπέδου Desargues

Στην παράγραφο αυτή ϑα δείξουµε ότι ο (αλγεβρικός) Ορισµός 4.1.3 του επιπέ-

δου Desargues ισοδυναµεί µε µία «γεωµετρική» συνθήκη, η οποία στην κλασική

Προβολική Γεωµετρία είναι γνωστή ως Θεώρηµα του Desargues.

Θεωρούµε στη συνέχεια ένα τυχόν προβολικό επίπεδο P ≡ (P,L, ∈).

4.2.1 Ορισµός. Υποθέτουµε ότι A, B, C είναι τρία διαφορετικά και µη συγγρα-

µικά σηµεία του P. ΄Ενα (πλήρες) τρίγωνο (triangle) µε κορυφές (vertices) τα

A, B, C είναι το σύνολο (ϐλ. και το Σχήµα 4.5)

{A,B, C} ∪ {A ∨ B, B ∨ C, C ∨ A} ⊂ P × L.

Οι ευθείες A ∨ B, B ∨ C, C ∨ A καλούνται πλευρές (sides) και το προηγούµενο

τρίγωνο συµβολίζεται µε ABC (ή µε οποιαδόποτε άλλη σειρά των κορυφών του).
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Σχήµα 4.5

4.2.2 Ορισµός. ∆ύο τρίγωνα ABC και A′B′C′ καλούνται προοπτικά ως προς

κέντρο (perspective from center) αν υπάρχει ένα σηµείο O ∈ P [που ονοµά-

Ϲεται κέντρο προοπτικότητας (center of perspectivity)] και µία 1 – 1 και επί

απεικόνιση πo : {A, B, C} −→ {A′, B′, C′}, τέτοια ώστε οι τριάδες {O, X, πo(X)} να

αποτελούναι από συγγραµµικά σηµεία, για κάθε X = A, B, C. Οι αντίστοιχες

κορυφές X, πo(X) καλούνται οµόλογες (homologous).

Περιφραστικά ϑα λέγαµε ότι, σε δύο τρίγωνα προοπτικά ως προς κέντρο O,

οι οµόλογες κορυφές ϐρίσκονται σε ευθείες που συγκλίνουν στο κέντρο προο-

πτικότητας O.

Σχήµα 4.6

Στο Σχήµα 4.6(α) εµφανίζεται µιά προοπτικότητα, ας την καλέσουµε πo, µε ο-

µόλογες κορυφές τα Ϲεύγη
(
A, πo(A) = A′

)
,
(
B, πo(B) = B′

)
,
(
C, πo(C) = C′

)
,

ενώ το Σχήµα 4.6(ϐ) περιγράφει µία π′o, µε οµόλογες κορυφές
(
A, π′o(A) = B′

)
,(

B, π′o(B) = A′), (C, π′o(C) = C′
)
.
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Η δυϊκή έννοια της προοπτικότητας τριγώνων ως προς άξονα δίνεται στον

επόµενο ορισµό.

4.2.3 Ορισµός. ∆ύο τρίγωνα ABC και A′B′C′ καλούνται προοπτικά ως προς

άξονα (perspective from axis) αν υπάρχει µία ευθεία ℓ ∈ L [που ονοµάζεται άξο-

νας προοπτικότητας (axis of perspectivity)] και µία 1 – 1 και επί απεικόνιση

πℓ : {A ∨ B,B ∨ C, C ∨ A} −→ {A′ ∨ B′, B′ ∨ C′, C′ ∨ A′},

τέτοια ώστε οι τριάδες ευθειών {ℓ, x, πℓ(x)}, όπου x = A ∨ B, B ∨C, C ∨ A, να συ-

γκλίνουν στο ίδιο σηµείο. Οι αντίστοιχες πλευρές x, πℓ(x) καλούνται οµόλογες.

Περιφραστικά, σε δύο τρίγωνα προοπτικά ως προς άξονα ℓ, οι οµόλογες πλευ-

ϱές τέµνονται σε σηµεία τα οποία ϐρίσκονται όλα επάνω στον άξονα. Το επόµενο

σχήµα απεικονίζει δύο τέτοια τρίγωνα ABC και A′B′C′.

Σχήµα 4.7

∆ιατυπώνουµε τώρα την εποµένη συνθήκη:

(D)
∆ύο τρίγωνα είναι προοπτικά ως προς κέντρο τότε και

µόνον τότε αν είναι προοπτικά ως προς άξονα.

Μπορούµε να δούµε ότι σε ορισµένες περιπτώσεις, όπου τα τρίγωνα έχουν

µια ειδική (εκφυλισµένη) «τοποθέτηση», η συνθήκη (D) αποτελεί έναν ισχυρισµό
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ο οποίος επαληθεύεται. Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο τρίγωνα

προοπτικά ως προς κέντρο, µε οµόλογες κορυφές (A, A′), (B, B′), (C, C′) και µε

το κέντρο προοπτικότητας O να συµπίπτει µε την κορυφή A [ϐλ. Σχήµα 4.8(α)].

Τότε τα ίδια τρίγωνα είναι προοπτικά και ως προς άξονα, που είναι ακριβώς η

ευθεία B′ ∨ C′, δηλαδή η πλευρά του τριγώνου A′B′C′ που δεν περιέχει την

οµόλογη κορυφή της A.

Σχήµα 4.8

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο τρίγωνα ABC και A′B′C′, τα

οποία είναι προοπτικά ως προς την ευθεία B′ ∨ C′ και µε οµόλογες πλευρές

(A ∨ B,A′ ∨ B′), (A ∨ C, A′ ∨ C′), (B ∨ C, B′ ∨ C′) (ίδιο σχήµα). Τότε τα τρίγωνα

είναι προοπτικά ως προς το κέντρο O = A. Πραγµατικά, στην περίπτωση αυτή οι

A ∨ B και A′ ∨ B′ τέµνονται στο B′, οπότε τα σηµεία A, B, B′ είναι συγγραµµικά

και A ∈ B ∨ B′. Παρόµοια και τα A, C, C′ είναι συγγραµµικά, άρα A ∈ C ∨ C′.

Εποµένως το A είναι το Ϲητούµενο κέντρο προοπτικότητας.

Μία άλλη εκφυλισµένη περίπτωση εµφανίζεται στο Σχήµα 4.8(ϐ), όπου συµ-

πίπτουν δύο οµόλογες πλευρές. Αν τα τρίγωνα είναι προοπτικά ως προς κέντρο,

ϑα είναι προοπτικά και προς άξονα, που είναι τώρα η κοινή πλευρά τους, και

αντιστρόφως.

Στη γενική περίπτωση όµως, σε τυχόν προβολικό επίπεδο, δύο τρίγωνα προ-

οπτικά ως προς κέντρο (αντιστ. ως προς άξονα) δεν είναι απαραιτήτως και προο-

πτικά ως προς άξονα (αντιστ. κέντρο). Αντιθέτως, ισχύει η
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4.2.4 Πρόταση. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues ισχύει η συνθήκη (D).

Απόδειξη. Θεωρούµε δύο τρίγωνα ABC και A′B′C′, τα οποία είναι προοπτικά ως

προς το κέντρο O, µε Ϲεύγη οµολόγων κορυφών (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας)

τα (A, A′), (B, B′), (C, C′). Υποθέτουµε ότι δεν έχουµε κάποια εκφυλισµένη πε-

ϱίπτωση τοποθέτησης τριγώνων, οπότε το συµπέρασµα είναι άµεσο (όπως στην

παραπάνω συζήτηση).

Θα δείξουµε ότι τα σηµεία

D := (A ∨ B) ∧ (A′ ∨ B′)

E := (B ∨ C) ∧ (B′ ∨ C′)

Z := (A ∨ C) ∧ (A′ ∨ C′)

ϐρίσκονται σε µία κοινή ευθεία ℓ, η οποία ϑα είναι και ο αντίστοιχος άξονας (για

διευκόλυνση στους συλλογισµούς παραθέτουµε το επόµενο σχήµα).

Σχήµα 4.9

Παρατηρούµε ότι D , E (αλλιώς τα τρίγωνα ϑα ήσαν ευθείες), άρα ορίζεται η

ℓ := D ∨ E. Ισχυριζόµαστε ότι Z ∈ ℓ.

Για την απόδειξη του ισχυρισµού ϑεωρούµε την τετράδα (O, ℓ, B, B′), για την

οποίαν ισχύουν τα εξής :
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• Τα O, B,B′ είναι διαφορετικά µεταξύ τους (αλλιώς ϑα είχαµε εκφυλισµένες

περιπτώσεις) και συγγραµµικά.

• Τα B, B′ δεν ανήκουν στην ℓ: αν, για παράδειγµα, B ∈ ℓ, τοτε ϑα είχαµε ότι

D = (A ∨ B) ∧ ℓ = B = (B ∨ C) ∧ ℓ = E,

που είναι άτοπο. ΄Αρα η (O, ℓ, B, B′) είναι προσδιοριστική τετράδα σε επίπεδο

Desargues, οπότε ορίζει µία συγγραµµικότητα (φ, ψ) µε κέντρο O και άξονα ℓ,

η οποία ϑα είναι οµολογία (αν O < ℓ) ή έπαρση (αν O ∈ ℓ), µε

(4.2.1) φ(B) = B′.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2.13, οι ευθείες A∨C, ψ(A∨C) και ℓ ϑα διέρχο-

νται από το ίδιο σηµείο. Επειδη (A∨C)∧ψ(A∨C) ∈ ℓ και ϑέλουµε (A∨C)∧ℓ = Z ,

ο παραπάνω ισχυρισµός µας ϑα έχει αποδειχθεί αν δείξουµε ότι

(4.2.2) ψ(A ∨ C) = φ(A) ∨ φ(C) = A′ ∨ C′.

Για τον σκοπό αυτό ϑα υπολογίσουµε τα σηµεία-εικόνες φ(A) και φ(C), εκφρά-

Ϲοντας τα A και C ως τοµές καταλλήλων ευθειών, των οποίων η αντίστοιχη εικόνα

(µέσω της ψ) προσδιορίζεται εύκολα. ΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε ότι

A = (O ∨ A) ∧ (A ∨ B) = (O ∨ A) ∧ (B ∨ D),

οπότε, εφαρµόζοντας τη (φ, ψ), έχουµε ότι

(4.2.3) φ(A) = ψ(O ∨ A) ∧ ψ(B ∨ D) = ψ(O ∨ A) ∧
(
φ(B) ∨ φ(D)

)
.

Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι ψ(O∨A) = O∨A, φ(D) = D [αφού η (φ, ψ) έχει κέντρο

O και άξονα ℓ], καθώς και την (4.2.1), µετασχηµατίζουµε την (4.2.3) στην

(4.2.4) φ(A) = (O ∨ A) ∧ (B′ ∨ D).

Λόγω των σχέσεων O∨A = O∨A′ και B′ ∨D = B′ ∨A′, η (4.2.4) οδηγεί τελικώς

στην

(4.2.5) φ(A) = (O ∨ A′) ∧ (B′ ∨ A′) = A′.

Παρόµοια έχουµε ότι

C = (O ∨ C) ∧ (B ∨ C) = (O ∨ C) ∧ (B ∨ E),

απ᾿ όπου ϐρίσκουµε ότι

φ(C) = ψ(O ∨ C) ∧ ψ(B ∨ E) = (O ∨ C) ∧
(
φ(B) ∨ φ(E)

)

= (O ∨ C) ∧ (B′ ∨ E) = (O ∨ C′) ∧ (B′ ∨ C′) = C′.
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Η τελευταία σχέση και η (4.2.4) αποδεικνύουν την (4.2.2), όπως Ϲητούσαµε.

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη πρέπει να δείξουµε και το αντίστροφο

συµπέρασµα, δηλαδή ότι δύο τρίγωνα προοπτικά ως πρός άξονα είναι και προ-

οπτικά ως προς κέντρο. Αυτό όµως είναι το δυϊκό του πρώτου συµπεράσµατος,

εποµένως κλείνει η απόδειξη. �

Η αντίστροφη της Πρότασης 4.2.4 διατυπώνεται στην ακόλουθη

4.2.5 Πρόταση. Αν σε ένα προβολικό επίπεδο P ≡ (P,L, ∈) ισχύει η συνθήκη

(D), τότε αυτό είναι επίπεδο Desargues.

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχούσα προσδιοριστική τετράδα (A, ℓ, Xo, X
′
o) µε A < ℓ.

Θα δείξουµε ότι υπάρχει µία (µοναδική) οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ), η οποία

ικανοποιεί τη συνθήκη

(4.2.6) φ(Xo) = X ′o.

΄Οπως έχουµε δεί στο Θεώρηµα 2.2.16, αν η (φ, ψ) ήταν γνωστή, τότε [χρη-

σιµοποιώντας και την (4.2.6)] ϑα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε την εικόνα ο-

ποιουδήποτε σηµείου του επιπέδου, σύµφωνα µε τις σχέσεις (2.2.7′) και (2.2.8′).

Αυτές τις σχέσεις ϑα χρησιµοποιήσουµε, αντιστρόφως, για τον προσδιορισµό της

Ϲητουµένης οµολογίας.

Ακριβέστερα, ορίζουµε πρώτα την απεικόνιση φ : P → P µε

(4.2.7a) φ(Xo) := X ′o ; φ(A) := A,

ενώ, για X , A, Xo , ϑέτουµε

(4.2.7b) φ(X) := (A ∨ X) ∧
[
X ′o ∨

(
(X ∨ Xo) ∧ ℓ

)]
; X < Xo ∨ X

′
o,

και, αναλόγως,

(4.2.7c) φ(X) := (A ∨ X) ∧
[
φ(Yo) ∨

(
(X ∨ Yo) ∧ ℓ

)]
; X ∈ Xo ∨ X

′
o,

όπου, κατά τα γνωστά, το Yo είναι ένα (σταθεροποιηµένο) ϐοηθητικό σηµείο

εκτός της ευθείας Xo ∨ X
′
o. Παρατηρούµε ότι η φ είναι καλά ορισµένη, 1 – 1 και

επί απεικόνιση, µε την ιδιότητα φ(X) = X , για κάθε X ∈ ℓ (να αποδειχθούν οι

ισχυρισµοί).

Στη συνέχεια ορίζουµε και την απεικόνιση ψ : L → L µε

ψ(ℓ) := ℓ ; ψ(A ∨ Xo) := A ∨ Xo,(4.2.8a)

ψ(k) := (k ∧ ℓ) ∨ φ
(
(A ∨ Xo) ∧ k

)
; k , ℓ, A ∨ Xo.(4.2.8b)
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Η ψ είναι είναι επίσης καλά ορισµένη απεικόνιση, µε ψ(k) = k, για κάθε ευθεία

k ∈ J (A) (απόδειξη !).

Θα δείξουµε ότι το Ϲεύγος (φ, ψ) ορίζει µία συγγραµµικότητα του P. Επειδή η

φ είναι ήδη 1 – 1 και επί, αρκεί να δείξουµε (ϐλ. Ορισµό 2.2.1 και Πόρισµα 2.1.6)

ότι το (φ, ψ) είναι µορφισµός προβολικών επιπέδων, δηλαδή, για οποιοδήποτε

(P,m) ∈ P × L, µε P ∈ m, είναι και φ(P) ∈ ψ(m). Ο ισχυρισµός αυτός απο-

δεικνύεται αµέσως σε ορισµένες τετριµµένες περιπτώσεις, όπως όταν m ∈ J (A),
m ∈ J (Xo), m ∈ J (X ′o) ή m = ℓ (να συµπληρωθεί η απόδειξη τους).

Ας δούµε τη γενική περίπτωση, χρησιµοποιώντας και το ϐοηθητικό Σχήµα

4.10. Προηγουµένως ϑα κάνουµε ακόµη µία παραδοχή: το επίπεδο στο οποίον

εργαζόµαστε δεν είναι το επίπεδο των 7 σηµείων, ούτε οποιοδήποτε πεπερασµέ-

νο επίπεδο, δηλαδή επίπεδο µε πεπερασµένο πλήθος σηµείων (και ευθειών).

΄Οπως επεξηγούµε στο Παράδειγµα 6.1.21, κάθε πεπερασµένο προβολικό επί-

πεδο είναι επίπεδο Desargues, εποµένως σε µια τέτοια περίπτωση δεν έχουµε

να αποδείξουµε τίποτε.

Σχήµα 4.10

Θεωρούµε, λοιπόν, τυχόν (P,m) ∈ P × L µε P ∈ m. Εφ᾿ όσον m , ℓ, A ∨ Xo

(για να µην αναχθούµε στις τετριµµένες περιπτώσεις σύµπτωσης που αναφέραµε
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πιο πάνω), ϑα ορίζονται επί της m και τα σηµεία

M := (A ∨ Xo) ∧m, N := m ∧ ℓ.

Αν πάρουµε τώρα κι ένα άλλο σηµείο Q ∈ m, διαφορετικό από τα M,N, P, τότε

ϑέτουµε

Q′ := φ(Q), M ′ := φ(M), N ′ := φ(N).

Επειδή υποθέσαµε ότι m < J (Xo), ορίζεται το τρίγωνο XoQP. Επίσης, και τα

σηµεία X ′o, Q
′, P′ είναι διαφορετικά µεταξύ τους (επειδή τα Xo, Q, P είναι διαφο-

ϱετικά και η φ είναι 1 – 1) και µη συγγραµµικά. Πραγµατικά, ας υποθέσουµε

ότι τα X ′o, Q
′, P′ είναι συγγραµµικά. Εφαρµόζοντας την (4.2.7b) για X = P,Q,

έχουµε ότι

P′ = φ(P) ∈ X ′o ∨
(
(P ∨ Xo) ∧ ℓ

)
, Q′ = φ(Q) ∈ X ′o ∨

(
(Q ∨ Xo) ∧ ℓ

)
.

΄Οµως, εξαιτίας της υποτιθέµενης συγγραµµικότητας των X ′o, Q
′, P′, ϑα ήταν και

(P ∨ Xo) ∧ ℓ = (P′ ∨ X ′o) ∧ ℓ = (Q′ ∨ X ′o) ∧ ℓ = (Q ∨ Xo) ∧ ℓ,

δηλαδή τα Xo, Q, P ϑα ήσαν συγγραµµικά (άτοπο). Εποµένως, ορίζεται τελικώς

και το τρίγωνο X ′oQ
′P′.

Από τον προσδιορισµό των P′, Q′ [µέσω της (4.2.7b)] και τη συγγραµµικότητα

των A, Xo, X
′
o συνάγεται αµέσως ότι τα τρίγωνα XoQP και X ′oQ

′P′ είναι προοπτικά

ως προς κέντρο (το A). Εποµένως, λόγω της συνθήκης (D), ϑα είναι και προοπτικά

ως προς άξονα, τον οποίον καλούµε (προσωρινά) ℓ̄. Αυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία

τοµής των οµολόγων πλευρών

E := (Xo ∨ P) ∧ (X ′o ∨ P
′)

Z := (Xo ∨ Q) ∧ (X ′o ∨ Q
′)

N̄ := (Q ∨ P) ∧ (Q′ ∨ P′)

ϐρίσκονται στην ℓ̄. Εδώ πρέπει να επισηµάνουµε ότι ακόµη δεν έχουµε αποδείξει

ότι N̄ = N , όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.10. ΄Οµως, και πάλι από τον ορισµό της

φ, εχουµε ότι τα E, Z είναι σηµεία της ℓ, άρα ℓ̄ = E ∨ Z = ℓ, οπότε

N̄ = ℓ̄ ∧ (Q ∨ P) = ℓ ∧m = N.

Προσδιορίζουµε τώρα την εικόναM ′ = φ(M). ΕπειδήM ∈ A∨Xo, ϑα χρησιµο-

ποιήσουµε ένα κατάλληλο ϐοηθητικό σηµείο. Ως τέτοιο µπορούµε να πάρουµε

το P. Συνεπώς, η (4.2.7c) οδηγεί στην

M ′ = (A ∨M) ∧
[
P′ ∨

(
(M ∨ P) ∧ ℓ

)]

= (A ∨ Xo) ∧
(
P′ ∨ (m ∧ ℓ)

)

= (A ∨ Xo) ∧ (P′ ∨ N),
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από την οποίαν προκύπτει ότι M ′ ∈ P′ ∨ N , δηλαδή τα M ′, P′, N είναι συγγραµ-

µικά. Εποµένως, ϐάσει της (4.2.8b) για k = m, έχουµε ότι

φ(P) = P′ ∈ N ∨M ′ = N ∨ φ(M)

= (m ∧ ℓ) ∨ φ
(
(A ∨ Xo) ∧m

)

= ψ(m),

δηλαδή ϐρίσκουµε ότι φ(P) ∈ ψ(m), η οποία αποδεικνύει πλήρως ότι το Ϲεύγος

(φ, ψ) είναι µορφισµός του P στον εαυτό του, όπως Ϲητούσαµε.

Η συγγραµµικότητα (φ, ψ) έχει κέντρο το A και άξονα την ℓ (σύµφωνα µε τις

ιδιότητες των φ και ψ, που αφήσαµε προς απόδειξη), άρα (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ). Επειδή

από τον ορισµό της φ ικανοποιείται η (4.2.6), καταλήγουµε στο συµπέρασµα της

εκφώνησης. �

Οι Προτάσεις 4.2.4 και 4.2.5 ενοποιούνται στο επόµενο ϐασικό

4.2.6 Θεώρηµα. ΄Ενα προβολικό επίπεδο είναι επίπεδο Desargues τότε και µό-

νον τότε αν ισχύει η συνθήκη (D).

Το Θεώρηµα 4.2.6 οδηγεί στον ισοδύναµο «γεωµετρικό» ορισµό του επιπέδου

Desargues. Ακριβέστερα :

4.2.7 Ορισµός (γεωµετρικός). ΄Ενα προβολικό επίπεδο καλείται επίπεδο De­

sargues αν ισχύει η συνθήκη (D).

Ο χαρακτηρισµός «γεωµετρικός» οφείλεται στη γεωµετρική διατύπωση της

συνθήκης (D). Σε αντιδιαστολή, ο Ορισµός 4.1.3 µπορεί να χαρακτηριστεί ως

«αλγεβρικός» για προφανείς λόγους.

Για το επόµενο αποτέλεσµα παραπέµπουµε στην ορολογία του εδαφίου 1.6.6.

4.2.8 Το Κλασικό Θεώρηµα του Desargues. Στο κλασικό προβολικό επίπεδο

η συνθήκη (D) είναι αληθής, δηλαδή προκύπτει από τα αξιώµατα (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3).

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του Πορίσµατος 4.1.4, σε συνδυασµό µε τα Θεωρή-

µατα 3.5.3 και 4.2.6. �

Από το τελευταίο συµπέρασµα συνάγεται ότι στο επίπεδο της κλασικής Προ-

ϐολικής Γεωµετρίας η συνθήκη (D) αποτελεί ένα ϑεώρηµα που αποδεικνύεται.

∆ηλαδή, αποδεικνύεται ότι δύο τρίγωνα προοπτικά ως προς κέντρο είναι και

προοπτικά ως προς άξονα, και αντιστρόφως. Αυτό είναι ακριβώς το πρωτότυπο

ϑεώρηµα που απέδειξε ο Desargues (απ᾿ όπου και η ονοµατολογία του Θεω-

ϱήµατος 4.2.8), στα πρώτα ϐήµατα της συνθετικής Προβολικής Γεωµετρίας. Για
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µίαν απόδειξη του ϑεωρήµατος στο πλαίσιο της κλασικής Προβολικής Γεωµετρί-

ας παραπέµπουµε στον Μ. Μπρίκα [22, σελ. 70 –76, και σελ. 247–250].

Αντιθέτως, όπως ήδη σχολιάσαµε και µετά την Πρόταση 4.1.2, στη γενική

περίπτωση η συνθήκη (D) δεν είναι συνέπεια των αξιωµάτων (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3) και

αληθεύει µόνον σε ένα επίπεδο Desargues.

Επεκτείνοντας την προηγουµένη ορολογία και στο αφηρηµένο πλαίσιο της

παρούσας έκθεσης, ϑα µπορούσαµε να χαρακτηρίσουµε ως Θεώρηµα Desargu­

es το Θεώρηµα 4.2.6.

4.2.9 Ασκήσεις.

1) Αν ABC και A′B′C′ είναι δύο τρίγωνα προοπτικά ως προς κέντρο και B =

B′, να αποδειχθεί ότι τα ίδια τρίγωνα είναι προοπτικά και ως προς άξονα,

ο οποίος να προσδιοριστεί. Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το δυϊκό

συµπέρασµα.

2) Να ϐρεθούν και µερικές άλλες εκφυλισµένες περιπτώσεις τριγώνων προ-

οπτικών ως προς κέντρο ή άξονα, που επαληθεύουν τη συνθήκη (D).

3) Αναφορικά µε την απόδειξη της Πρότασης 4.2.4, να εξηγηθεί πλήρως :

α) Γιατί D , E· ϐ) Γιατί τα σηµεία O, B και B′ είναι διαφορετικά µεταξύ

τους· γ) Γιατί τα σηµεία B και B′ δεν ανήκουν στην ℓ· δ) Πότε είναι O ∈ ℓ.

4) Να αποδειχθούν οι ιδιότητες των απεικονίσεων φ και ψ, οι οποίες ορίζονται

από τις σχέσεις (4.2.7a) – (4.2.7c) και (4.2.8a) – (4.2.8b) αντιστοίχως.

5) Να συµπληρωθεί το τελευταίο µέρος της απόδειξης της Πρότασης 4.2.4

δείχνοντας αυτοτελώς (δηλ. χωρίς τη χρήση της αρχής του δυϊσµού) ότι, σε

ένα επίπεδο Desargues, δύο τρίγωνα προοπτικά ως προς άξονα είναι και

προοπτικά ως προς κέντρο.

6) Υποθέτουµε ότι (φ, ψ) είναι µία συγγραµµικότητα µε κέντρο A και άξονα

ℓ, σε ένα τυχόν προβολικό επίπεδο (όχι αναγκαίως Desargues). Αν PQR

είναι ένα τρίγωνο, να αποδειχθεί ότι είναι προοπτικό ως προς κέντρο και

άξονα µε το φ(P)φ(Q)φ(R).

4.3 Προβολικότητες σε επίπεδα Desargues

Στην παράγραφο αυτή ϑα αποδείξουµε µερικά συµπεράσµατα για τις προβολι-

κότητες ενός επιπέδου Desargues, που ϑα χρησιµοποιηθούν στο επόµενο κεφά-

λαιο, προκειµένου να ολοκληρώσουµε το Θεµελιώδες Θεώρηµα 1.5.10.
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Με τους ορισµούς και συµβολισµούς της Παραγράφου 1.5, αποδεικνύουµε

πρώτα την

4.3.1 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι k, ℓ, m είναι τρείς διαφορετικές ευθείες ενός επι-

πέδου Desargues, οι οποίες διέρχονται από το ίδιο σηµείο O. Επίσης, υποθέτουµε

ότι A, B είναι δύο σηµεία του επιπέδου, τέτοια ώστε A < k, ℓ και B < ℓ, m. Αν

π1 = π1(k, ℓ, A) και π2 = π2(ℓ, m, B), τότε η προβολικότητα Π = π2 ◦ π1 είναι µία

προοπτικότητα από την k στην m.

Απόδειξη. Αν A = B, τότε το συµπέρασµα είναι προφανές.

Υποθέτουµε τώρα ότι A , B. Αν X είναι τυχόν σηµείο της k µε X , O και

X < A ∨ B, ϑέτουµε

Y := (A ∨ X) ∧ ℓ, Z := (B ∨ Y ) ∧m,

όπως και στο επόµενο σχήµα.

Σχήµα 4.11

Εποµένως, από τον ορισµό των π1 και π2, έχουµε διαδοχικά ότι

(4.3.1)
Π (X) = π2(π1(X)) = π2

(
(A ∨ X) ∧ ℓ

)

= π2(Y ) = (B ∨ Y ) ∧m = Z.
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Αναλόγως, αν πάρουµε και οποιοδήποτε άλλο σηµείο X ′ της k, µε τις ίδιες

υποθέσεις όπως για το X , ορίζουµε τα σηµεία

Y ′ := (A ∨ X ′) ∧ ℓ, Z ′ := (B ∨ Y ′) ∧m.

Επειδή ισχύουν οι σχέσεις

X, X ′ ∈ k, Y, Y ′ ∈ ℓ, Z, Z ′ ∈ m, και k, ℓ, m ∈ J (O),

τα τρίγωνα XYZ και X ′Y ′Z ′ είναι προοπτικά ως προς το κέντρο O, άρα, λόγω

της συνθήκης (D), ϑα είναι και προοπτικά ως προς άξονα, που είναι ακριβώς η

A ∨ B. Από την προηγουµένη προοπτικότητα των τριγώνων, ορίζεται το σηµείο

C = (X ∨ Z) ∧ (X ′ ∨ Z ′) ∈ A ∨ B.

Προφανώς, τα σηµεία C,X, Z είναι συγγραµµικά. Αν λοιπόν ϑεωρήσουµε την

προοπτικότητα π = π(k,m, C), τότε, για οποιοδήποτε X ∈ k, η (4.3.1) συνεπάγε-

ται ότι

π(X) = (C ∨ X) ∧m = (X ∨ Z) ∧m = Z = Π (X).

Εποµένως Π = π, που αποδεικνύει την πρόταση. �

4.3.2 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι Π είναι προβολικότητα µεταξύ δύο διαφορε-

τικών ευθειών ℓ και k ενός επιπέδου Desargues, η οποία είναι σύνθεση τριών

προοπτικοτήτων. Τότε η Π ανάγεται σε σύνθεση δύο (νέων) προοπτικοτήτων.

Απόδειξη. Ακολουθώντας την απόδειξη του R. J. Mihalek [20, Lemma 7.3], υ-

ποθέτουµε ότι

(4.3.2) Π = π3(n, k, Q) ◦ π2(m, n, P) ◦ π1(ℓ, m,O)

(για την καλλίτερη κατανόηση των συλλογισµών, όπου χρειάζεται, οι προοπτικό-

τητες ϑα γράφονται στην πλήρη µορφή τους).

Θα διακρίνουµε διάφορες περιπτώσεις, αναλόγως προς τη ϑέση των κέντρων

O, P, Q και των ευθειών ℓ, m, n, k.

i) Οι ℓ,m, n, k είναι διαφορετικές, δεν διέρχονται ανά τρείς από το ίδιο ση-

µείο, και P < h := (ℓ ∧m) ∨ (n ∧ k), όπως στο Σχήµα 4.12.

Στην περίπτωση αυτή ϑέτουµε S := ℓ ∧ m και T := n ∧ k, οπότε h = S ∨ T ,

και ϑεωρούµε τις προοπτικότητες

π = π(m, h, P), π = π(h, n, P).
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Σχήµα 4.12

Τότε, για κάθε B ∈ m, έχουµε ότι π(B) = (P∨B)∧h =: B′ και π(B′) = (P∨B′)∧n.

΄Οµως τα P, B, B′ είναι (από τον ορισµό της προοπτικότητας) συγγραµµικά, άρα

P ∨ B = P ∨ B′, οπότε

(π ◦ π)(B) = π(B′) = (P ∨ B′) ∧ n = (P ∨ B) ∧ n = π2(B′), B ∈ m.

Εποµένως, π ◦ π = π2 και η (4.3.2) µετασχηµατίζεται στην

(4.3.3) Π = π3(n, k, Q) ◦ π(h, n, P) ◦ π(m,h, P) ◦ π1(ℓ, m,O).

Παρατηρούµε ότι οι ευθείες ℓ, m, h διέρχονται και οι τρείς από το S, ενώ

O < ℓ, m (για να ορίζεται η π1) και P < m,h (από την υπόθεση, και για να ορίζεται

η π2). Επειδή ισχύουν οι υποθέσεις της Πρότασης 4.3.1, η προβολικότητα π ◦π1

είναι προοπτικότητα, δηλαδή π ◦ π1 = π̄(ℓ, h, Ō), για κάποιο Ō < ℓ, h. Συνεπώς η

(4.3.3) παίρνει τη µορφή

(4.3.4) Π = π3(n, k, Q) ◦ π(h, n, P) ◦ π̄(ℓ, h, Ō).

Αλλά οι ευθείες h, n, k διέρχονται όλες από το T , ενώ Q < n, k και P < h, n.

΄Αρα, εφαρµόζοντας και πάλι την Πρόταση 4.3.1, έχουµε ότι π3 ◦ π = π̄
′, όπου

π̄′ = π̄′(h, k, Ō′), για κατάλληλο Ō′. Η (4.3.4) ανάγεται τώρα στην Π = π̄′ ◦ π̄, η

οποία αποδεικνύει το ϑεώρηµα στην περίπτωση αυτή.

ii) Οι ℓ, m, n, k είναι διαφορετικές, δεν διέρχονται ανά τρείς από το ίδιο ση-

µείο, και P ∈ h := (ℓ ∧m) ∨ (n ∧ k) =: S ∨ T .
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Επιλέγουµε τυχούσα ευθεία m′ µε m′ ∈ J (m ∧ n), m′ < J (O), m , m′ , n,

και ϑέτουµε S′ := ℓ ∨m′, όπως και στο επόµενο σχήµα.

Σχήµα 4.13

Επίσης, ϑεωρούµε τις προοπτικότητες

π = π(ℓ, m′, O), π = π(m′,m, O).

΄Οπως στην προηγουµένη περίπτωση, ελέγχουµε ότι π ◦ π = π1, άρα η (4.3.2)

γράφεται µε τη µορφή

(4.3.5) Π = π3(n, k, Q) ◦ π2(m, n, P) ◦ π(m′, m, O) ◦ π(ℓ, m′, O)

Επειδή η π2(m, n, P) ◦ π(m′, m, O) είναι προβολικότητα από την m′ στην n και

ισχύουν οι υποθέσεις της Πρότασης 4.3.2, ϑα είναι π2(m, n, P) ◦ π(m′,m, O) =
π̄(m′, n, P̄), για κατάλληλο κέντρο P̄. ΄Αρα, η (4.3.5) γίνεται

(4.3.6) Π = π3(n, k, Q) ◦ π̄(m′, n, P̄) ◦ π(ℓ, m′, O).

Θα προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε την περίπτωση i) στην προβολικότητα

(4.3.6). Πριν απ᾿ αυτό παρατηρούµε ότι S , S′ [διαφορετικά ϑα είχαµε ότι m =

S ∨ (m ∧ n) = S′ ∨ (m ∧ n) = m′ (άτοπο)]. Επίσης, αν υπολογίσουµε την εικόνα

Π (S) του S, όταν η Π δίνεται µε την αρχική της µορφή (4.3.2), ϐρίσκουµε ότι
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Π (S) = T . Πραγµατικά, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι S = ℓ ∧ m, T = n ∧ k και

P ∈ S ∨ T (άρα P ∨ S = S ∨ T ), έχουµε διαδοχικά ότι

Π (S) = (π3 ◦ π2 ◦ π1)(S) = (π3 ◦ π2)(S)

= π3

(
(P ∨ S) ∧ n

)
= π3

(
(S ∨ T ) ∧ n

)

= π3(T ) = (Q ∨ T ) ∧ k = T.

Η τελευταία, µαζί µε το 1 – 1 της Π , συνεπάγεται επίσης ότι Π (S′) , T .

Για να εφαρµόσουµε τώρα την περίπτωση i), πρέπει πρώτα να εξασφαλίσουµε

ότι P̄ < (ℓ∧m′)∨ (n ∧k) = S′ ∨T . Αυτό συµβαίνει γιατί αλλιώς τα σηµεία P̄, S′, T

ϑα ήσαν συγγραµµικά, οπότε P̄ ∨ S′ = T ∨ S′. ΄Ετσι, υπολογίζοντας το Π (S′) µε

τη ϐοήθεια της (4.3.6), ϑα είχαµε ότι

Π (S′) = (π3 ◦ π̄ ◦ π)(S′) = (π3 ◦ π̄)
(
π(S′))

= (π3 ◦ π̄)
(
(O ∨ S′) ∧m′

)
= (π3 ◦ π̄)(S′)

= π3

(
(P̄ ∨ S′) ∧ n

)
= π3

(
(T ∨ S′) ∧ n

)

= π3(T ) = (Q ∨ T ) ∧ k = T,

αποτέλεσµα πού αντιφάσκει προς την ήδη ισχύουσα σχέση Π (S′) , T .

Η δεύτερη απαίτηση, για την εφαρµογή της i), είναι οι ευθείες ℓ, m′, n, k να

µην διέρχονται ανά τρείς από το ίδιο σηµείο. Αυτό, προφανώς, εξασφαλίζεται

αν επιλέξουµε την m′ ετσι ώστε, εκτός των άλλων, m′ < J (ℓ ∧ k). Με αυτές τις

επιλογές ισχύουν οι υποθέσεις της περίπτωσης i) για την προβολικότητα (4.3.6),

άρα καταλήγουµε στο συµπέρασµα του ϑεωρήµατος.

iii) Οι ℓ, m, n, k είναι διαφορετικές και τουλάχιστον τρείς από αυτές διέρχο-

νται από το ίδιο σηµείο.

∆ιακρίνουµε τις επόµενες ϕυσιολογικές υποπεριπτώσεις :

iiiα) Οι προηγούµενες ευθείες διέρχονται όλες από το ίδιο σηµείο.

Αφού οι k,m, n διέρχονται από το ίδιο σηµείο, η Πρόταση 4.3.1 συνεπάγεται

ότι

π2(m, n, P) ◦ π1(ℓ, m, O) = π(ℓ, n, O′),

για κάποιο κατάλληλο κέντρο O′. Εποµένως, η (4.3.2) παίρνει τη µορφή

(4.3.6′) Π = π3(n, k, Q) ◦ π(ℓ, n, O′).

[Φυσικά, και για την τελευταία προβολικότητα ισχύει η Πρόταση 4.3.1, αφού

οι ℓ, n, k διέρχονται από το ίδιο σηµείο. ΄Αρα Π = π̄(ℓ, k, Q′), δηλαδή εδώ µπο-

ϱούµε να αναχθούµε τελικά και σε προοπτικότητα. Αυτό όµως δεν αναιρεί το

συµπέρασµα του ϑεωρήµατος επειδή ισχύει και η (4.3.6′).]
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iii̙) Τρείς διαδοχικές ευθείες διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Τέτοιες είναι οι τριάδες ℓ, m, n και m,n, k. Και στις δύο περιπτώσεις, εφαρ-

µόζοντας τη συλλογιστική της υποπερίπτωσης iiia), καταλήγουµε επίσης στο

συµπέρασµα.

iiiγ) Τρείς ευθείες, όχι όλες διαδοχικές, διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Ας πάρουµε, για παράδειγµα, ότι διέρχονται από το ίδιο σηµείο οι ℓ, n, k.

Στην περίπτωση αυτη επιλέγουµε τυχούσα ευθεία n′, τέτοια ώστε n′ ∈ J (m ∧ n),
n′ < J (Q) και m , n′ , n.

Σχήµα 4.14

Με την ίδια διασικασία που εφαρµόσαµε και σε προηγούµενες περιπτώσεις,

ϑεωρούµε τις προοπτικότητες π = π(n, n′, Q), π = π(n′, k, Q) και διαπιστώνουµε

ότι π ◦ π = π3. Τότε η (4.3.2) ανάγεται στην

(4.3.7) Π = π(n′, k, Q) ◦ π(n, n′, Q) ◦ π2(m, n, P) ◦ π1(ℓ, m,O).

΄Οµως, από την επιλογή της n′, οιm, n, n′ διέρχονται από το ίδιο σηµείο και τα

P, Q κανοποιούν τις υποθέσεις της Πρότασης 4.3.1, άρα π(n, n′, Q)◦π2(m, n, P) =
π̄(m, n′, P′), για κάποιο P′, οπότε η (4.3.7) γίνεται

Π = π(n′, k, Q) ◦ π̄(m, n′, P′) ◦ π1(ℓ, m, O).

Εξετάζοντας τις προοπτικότητες της τελευταίας ισότητας διαπιστώνουµε ότι οι

εµφανιζόµενες ευθείες ℓ, m, n′, m δεν διέρχονται ανά τρείς από το ίδιο σηµείο.

Εποµένως, ϑα έχουµε είτε την περίπτωση i), είτε την ii), οπότε πάλι καταλήγουµε

στο συµπέρασµα του ϑεωρήµατος.

iv) Τουλάχιστον δύο από τις ℓ, m, n, k συµπίπτουν.
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Για να δούµε τι ακριβώς συµβαίνει εδώ, ας κάνουµε πρώτα µία παρατήρηση.

Αν είναι, π.χ., m = n, τότε η αντίστοιχη προοπτικότητα π2 εκφυλίζεται στην ταυ-

τοτική απεικόνιση (για τον λόγο αυτό άλλωστε στην Παράγραφο 1.5 ασχοληθή-

καµε µε προοπτικότητες µεταξύ διαφορετικών ευθειών, που έχουν ενδιαφέρον).

΄Ετσι διακρίνουµε τις υποπεριπτώσεις :

ivα) Τρείς από τις ℓ, m, n, k συµπίπτουν.

Ας πάρουµε ότι, για παράδειγµα, ℓ = m = n (εξαιρείται, λόγω της υπόθεσης,

η περίπτωση της ισότητας ℓ = k). Τότε Π = π3(n, k, Q) = π3(ℓ, k, Q). Η τελευταία

προοπτικότητα µπορεί να παρασταθεί ως σύνθεση δύο προοπτικοτήτων, αν ϑεω-

ϱήσουµε τυχούσα ευθεία ϱ ∈ J (ℓ∧k), ϱ < J (Q), ℓ , ϱ , k, και τις προοπτικότητες

π(ℓ, ϱ, Q), π′(ϱ, k, Q). ∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι π3 = π
′ ◦ π (να συµπληρωθούν

οι λεπτοµέρειες).

iv̙) ∆ύο διαδοχικές ευθείες συµπίπτουν.

Αν είναι ℓ = m, ή m = n, ή n = k, τότε, σύµφωνα µε την παραπάνω παρατή-

ϱηση, η Π παριστάνεται ως σύνθεση δύο προοπτικοτήτων.

ivγ) ∆ύο µη διαδοχικές ευθείες συµπίπτουν.

Ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι ℓ = n όπως και στο παρακάτω σχήµα.

Σχήµα 4.15

Ακολουθώντας και πάλι την ίδια διαδικασία, ϑεωρούµε µίαν ευθεία n′, τέτοια

ώστε n′ ∈ J (m ∧ n), n′ < Q, m , n′ , n, και τις προοπτικότητες π(n, n′, Q),
π(n′, k, Q). Επειδή π(n′, k, Q) ◦ π(n, n′Q) = π3(n, k, Q), έχουµε ότι

Π = π(n′, k, Q) ◦ π(n, n′, Q) ◦ π2(m, n, P) ◦ π1(ℓ, m,O).

Εφαρµόζοντας την Πρόταση 4.3.1 για τις π, π2, µετασχηµατίζουµε την τελευταία

σχέση στην

(4.3.8) Π = π(n′, k, Q) ◦ π̄(m, n′, P̄) ◦ π1(ℓ, m, O),
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για κατάλληλο P̄.

Αν τώρα n′ = k, τότε η (4.3.8) δίνει ότι

Π = π̄(m, n′, P̄) ◦ π1(ℓ, m, O)

= π̄(m, k, P̄) ◦ π1(ℓ, m,O),

ενώ, για n′ , k, η (4.3.8) ανάγεται στην περίπτωση iii). ΄Ετσι εξαντλούνται όλες

οι δυνατές περιπτώσεις και ολοκληρώνεται η απόδειξη ΕΠΙΤΕΛΟΥΣ. �

Τα προηγούµενα συµπεράσµατα οδηγούν στο εξής αξιοσηµείωτο αποτέλε-

σµα:

4.3.3 Θεώρηµα. Αν k, ℓ είναι δύο διαφορετικές ευθείες ενός προβολικού επιπέ-

δου Desargues, τότε κάθε προβολικότητα µεταξύ των k και ℓ µπορεί να παρασταθεί

ως σύνθεση το πολύ δύο προοπτικοτήτων.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 4.3.1 και το Θεώρηµα 4.3.2, το αποτέλεσµα

ισχύει, προφανώς, για κάθε προβολικότητα που είναι απλώς προοπτικότητα ή

είναι σύνθεση δύο ή τριών προοπτικοτήτων.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος στη γενική περίπτωση, ϑα χρησιµοποιή-

σουµε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής. ΄Ετσι, υποθέτοντας ότι το συµπέ-

ϱασµα ισχύει για οποιαδήποτε προβολικότητα, η οποία είναι σύνθεση n προ-

οπτικοτήτων (n ≥ 3), ϑα δείξουµε ότι το ίδιο ισχύει και για οποιαδήποτε προβο-

λικότητα, που είναι σύνθεση n+1 προοπτικοτήτων. Πραγµατικά, ας ϑεωρήσουµε

µία προβολικότητα Π της τελευταίας µορφής (ϐλ. και το παρακάτω διάγραµµα).

J (k)
π1(k, ℓ1, O1) - J (ℓ1)

π2(ℓ1, ℓ2, O2) - J (ℓ2)

J (ℓ)

Π

?
�πn+1(ℓn+1, ℓ, On+1)

J (ℓn+1) � · · · � J (ℓ3)

π3(ℓ2, ℓ3, O3)

?

∆ιάγραµµα 4.1

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

α) k , ℓ3. Τότε (σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.3.2) η προβολικότητα π3 ◦π2 ◦π1

ανάγεται σε σύνθεση δύο προοπτικοτήτων, δηλαδή

π3 ◦ π2 ◦ π1 = π
′
2 ◦ π

′
1,
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όπου π′1 = π
′
1(k,m,Q1) και π′2 = π

′
2(m, ℓ3, Q2), για κατάλληλα m,Q1, Q2. Εποµέ-

νως το ∆ιάγραµµα 4.1 αντικαθίσταται από το

J (k)
π′1 - J (m)

J (ℓ)

Π

?
�πn+1 ◦ · · · ◦ π4

J (ℓ3)

π′2

?

∆ιάγραµµα 4.2

δηλαδή, τώρα η Π είναι σύνθεση n προοπτικοτήτων. ΄Αρα, κατα την υπόθεση (της

επαγωγής), η Π ανάγεται τελικώς σε σύνθεση δύο προοπτικοτήτων.

ϐ) k = ℓ3. Στην περίπτωση αυτή, για την π4 = π4(ℓ3, ℓ4, O3), µπορούµε να

γράψουµε ότι π4 = π̃ ◦ π̄, όπου π̄ = π̄(ℓ3, m, O3) και π̃ = π̃(m, ℓ4, O3). ΄Αρα το

∆ιάγραµµα 4.2 µπορεί να πάρει τη µορφή

J (k)
π1- J (ℓ1)

π2- J (ℓ2)
π3- J (ℓ3)

J (m)

π̄

-

J (ℓ)

Π

?
�πn+1

· · · · · � π5
J (ℓ4)

π4

?�
π̃

∆ιάγραµµα 4.3

απ᾿ το οποίο ϕαίνεται ότι η Π είναι σύνθεση n+2 προοπτικοτήτων. Εφαρµόζοντας

τώρα το Θεώρηµα 4.3.2 για τις π2, π3, π̄, µπορούµε να γράψουµε ότι

π̄ ◦ π3 ◦ π2 = π
′
3 ◦ π

′
2,

όπου π′2 = π
′
2(ℓ1, x, P1) και π′3 = π

′
3(x,m, P2), για κατάλληλα x, P1, P2. Εποµένως,

το ∆ιάγραµµα 4.3 µετασχηµατίζεται στο
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J (k)
π1 - J (ℓ1)

π′2- J (x)

J (m)

π′3

-

J (ℓ)

Π

?
�πn+1

· · · · · �π5
J (ℓ4)

�
π̄

∆ιάγραµµα 4.4

που δείχνει ότι ηΠ είναι σύνθεση n+1 προοπτικοτήτων (µε k , ℓ), άρα [σύµφωνα

µε την περίπτωση α)] τελικώς παριστάνεται ως σύνθεση δύο προοπτικοτήτων,

όπως Ϲητούσαµε. �

4.3.4 Πόρισµα. Σε ένα επίπεδο Desargues, κάθε προβολικότητα επί της αυτής

ευθείας µπορεί να παρασταθεί ως σύνθεση το πολύ τριών προοπτικοτήτων.

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχούσα προβολικότητα της µορφής Π : J (k) → J (k).
Επιλέγουµε µίαν οποιαδήποτε ευθεία ℓ µε ℓ , k, ένα σηµείο O µε k ∋/ O < ℓ,

και σχηµατίζουµε την προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O). Επειδή η π ◦ Π είναι προ-

ϐολικότητα µεταξύ δύο διαφορετικών ευθειών, από το Θεώρηµα 4.3.3 συνάγεται

ότι π ◦ Π = π2 ◦ π1, για δύο κατάλληλες προοπτικότητες π1 και π2. Εποµένως,

Π = π−1 ◦ π2 ◦ π1, που αποδεικνύει το πόρισµα. �

4.3.5 Ασκήσεις.

1) Να συµπληρωθεί η απόδειξη της Πρότασης 4.3.1 στην περίπτωση A = B.

2) Με τους συµβολισµούς της απόδειξης της Πρότασης 4.3.1, να δειχθεί ότι

π(P) = Π (P), αν P = (A ∨ B) ∧ k.

3) Αναφορικά µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.2:

α) Να ολοκληρωθεί η διερεύνηση όλων των δυνατοτήτων, που εµφανίζονται

στην υποπερίπτωση iiiγ).
ϐ) Να αποδειχθεί η σχέση π = π′ ◦ π, στην υποπερίπτωση ivα).
γ) Να συµπληρωθούν και οι υπόλοιπες δυνατότητες της περίπτωσης iv).

4) Στην απόδειξη του Πορίσµατος 4.3.4, να εξηγηθεί γιατί υπάρχει ευθεία ℓ

και σηµείο O µε τις περιγραφόµενες ιδιότητες.



Κεφάλαιο 5

Προβολικά επίπεδα

του Πάππου

Στο τέλος σχεδόν της δηµιουργικής πε-

ϱιόδου [της Αλεξανδρινής σχολής], ένας

γεωµέτρης που εµφανίστηκε καθυστερη-

µένα, ο Πάππος (δεύτερο µισό του 3ου

αιώνα), είτε µετέδωσε είτε ανεκάλυψε ο

ίδιος τρία προφητικά ϑεωρήµατα.

E. T. Bell [6, σελ. 59]

Ε να αλλο παλαιο σηµαντικό αποτέλεσµα της κλασικής Προβολικής Γεωµετρί-

ας είναι το Θεώρηµα του Πάππου. Ο σπουδαίος αυτός Αλεξανδρινός µαθη-

µατικός, συγγραφέας της περίφηµης «Συναγωγής», ο οποίος ήκµασε περί το 320

π.Χ., απέδειξε το ϕερώνυµο ϑεώρηµα στο πλαίσιο της γνωστής τότε (Ευκλείδειας)

Γεωµετρίας. ΄Οµως, σε µεταγενέστερους χρόνους, έγινε κατανοητό ότι πρόκειται

για ϑεώρηµα της Προβολικής Γεωµετρίας. Στο δικό µας πλαίσιο ισχύει κάτω από

ορισµένες προϋποθέσεις, πράγµα που οδηγεί σε µια νέα κατηγορία προβολικών

επιπέδων.

157
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Στην πρώτη παράγραφο, όπως κάναµε και στα επίπεδα Desargues, ξεκινάµε

µε τον αλγεβρικό ορισµό του επιπέδου του Πάππου, ϐασικό παράδειγµα του

οποίου είναι το P2. Στη συνέχεια δίνεται η γεωµετρική του ερµηνεία.

Στα επίπεδα του Πάππου (όπως και στην κλασική περίπτωση) αληθεύουν οι

προτάσεις του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Προβολικής Γεωµετρίας, του οποί-

ου την πρώτη µορφή είδαµε στο Κεφάλαιο 1 (Θεώρηµα 1.5.11). Η ολοκληρωµένη

µορφή του ϑεωρήµατος δίνεται στην Παράγραφο 2 του παρόντος κεφαλαίου.

Στην Παράγραφο 3 γίνεται ένα σύντοµος σχολιασµός της Γεωµετρίας Klein

των επιπέδων Desargues και Πάππου.

5.1 Επίπεδα του Πάππου

Στη µελέτη των επιπέδων Desargues διαπιστώσαµε ότι, για κάθε (A, ℓ) ∈ P × L
µε A ∈ ℓ, η οµάδα των επάρσεων E(A, ℓ) είναι αβελιανή (ϐλ. Πόρισµα 4.1.10).

Εποµένως, δηµιουργείται το εύλογο ερώτηµα αν είναι αβελιανή και η οµάδα των

οµολογιών H(A, ℓ), όταν A < ℓ. ∆ιάφορα (αντι)παραδείγµατα δείχνουν ότι κάτι τέ-

τοιο δεν συµβαίνει σε οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο. Σχετικώς παραπέµπουµε

στον R. J. Mihalek [20, σελ. 118] και στην Ασκηση 6.3.7(6) του εποµένου κεφα-

λαίου.

΄Ετσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο «αλγεβρικό» ορισµό µιας νέας κατηγορίας

προβολικών επιπέδων.

5.1.1 Ορισµός. ΄Ενα προβολικό επίπεδο P ≡ (P,L, ∈) καλείται επίπεδο του

Πάππου (Pappian plane) αν είναι επίπεδο Desargues και ισχύει το αξίωµα:

(ΠΕ 5) Για κάθε (A, ℓ) ∈ P × L µε A < ℓ, η οµάδα (των οµολογιών) H(A, ℓ) είναι

αβελιανή (µεταθετική).

5.1.2 Παραδείγµατα. 1) Το P2 είναι επίπεδο του Πάππου, σύµφωνα µε Πόρι-

σµα 4.1.4 και το Θεώρηµα 3.3.13.

2) Κάθε επίπεδο Desargues µε πεπερασµένο πλήθος σηµείων είναι επίπεδο

του Πάππου. Αυτό δικαιολογείται στο επόµενο κεφάλαιο (ϐλ. Πόρισµα 6.1.19).

Πριν προχωρήσουµε στη «γεωµετρική» συνέπεια του προηγούµενου ορισµού,

χρειαζόµαστε µια προκαταρκτική κατασκευή. Γι᾿ αυτήν υποθέτουµε ότι

∇ οι ευθείες του επιπέδου έχουν τουλάχιστον τέσσερα διαφορετικά σηµεία.

Κάτι τέτοιο εξασφαλίζεται πάντοτε αν το σύστηµα των αξιωµάτων (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3)

εµπλουτιστεί µε το λεγόµενο αξίωµα του Fano. Αυτό ϑα χρησιµοποιηθεί ιδιαι-

τέρως στο Κεφάλαιο 7, όπου παραπέµπουµε για τον σχετικό ορισµό και άλλες

λεπτοµέρειες (ϐλ. κυρίως τις Παρατηρήσεις 7.1.3 και την Πρόταση 7.1.4).
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Θεωρούµε τώρα δύο τυχούσες ευθείες k, ℓ, µε k , ℓ, καθώς και δύο διατε-

ταγµένες τριάδες διαφορετικών σηµείων (A, B, C) και (A′, B′, C′) επί των k και ℓ

αντιστοίχως. Υποθέτουµε οτι τα προηγούµενα σηµεία είναι διαφορετικά και από

το O := k ∧ ℓ και ϑέτουµε (ϐλ. και το Σχήµα 5.1):

D := (A ∨ B′) ∧ (A′ ∨ B)

E := (B ∨ C′) ∧ (B′ ∨ C)

Z := (A ∨ C′) ∧ (A′ ∨ C)

Σχήµα 5.1

∆ιατυπώνουµε τώρα την επόµενη συνθήκη:

(Π) Τα σηµεία D, E, Z είναι συγγραµµικά.

Η κοινή ευθεία των σηµείων D,E, Z καλείται ευθεία του Πάππου, ενώ το

Σχήµα 5.1 λέγεται και (πλήρες) σχήµα του Πάππου (Pappus’ configuration).

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι η (Π) ισοδυναµεί µε τον Ορισµό 5.1.1. Πριν

απ᾿ αυτό ας δούµε µερικές χρήσιµες διευκρινίσεις.

5.1.3 Παρατηρήσεις. 1) Αν οι ευθείες του προβολικού επιπέδου περιέχουν µό-

νον τρία διαφορετικά σηµεία, τότε έχουµε µία τετριµµένη περίπτωση συνθήκης

(Π). Πραγµατικά, στην περίπτωση αυτή κάποιο από τα A, B, C και κάποιο από

τα A′, B′, C′ συµπίπτει µε το O. Εποµένως, δύο από τα D,E, Z συµπίπτουν µε το

O, και η ευθεία του Πάππου είναι η ευθεία που ορίζεται από το O και το τρίτο

από τα D,E, Z που δεν συµπίπτει µε το O. Για παράδειγµα, αν A = A′ = O, τότε

D = Z = O και η ευθεία του Πάππου είναι η O ∨ E.
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Την ίδια τετριµµένη περίπτωση έχουµε σε τυχόν προβολικό επιπέδο, του

οποίου οι ευθείες διαθέτουν περισσότερα από 3 διαφορετικά σηµεία, αλλά ένα

σηµείο από την κάθε τριάδα συµπίπτει, όπως προηγουµένως, µε το O.

Ακριβώς για να αποφύγουµε τέτοιες περιπτώσεις, επιβάλλουµε τις αναφερό-

µενες συνθήκες στις ευθείες k, ℓ και τις επ᾿ αυτών τριάδες σηµείων.

2) Στο Σχήµα 5.1, ϕυσικά, η τοποθέτηση των τριάδων σηµείων (A, B, C) και

(A′, B′, C′) δεν σχετίζεται µε τη διάταξη των σηµείων στις αντίστοιχες τριάδες.

΄Ετσι ϑα µπορούσαµε να έχουµε και ένα σχήµα όπως το παρακάτω :

Σχήµα 5.2

3) Για να διευκολύνουµε τη διαδικασία του εντοπισµού των σηµείων της

συνθήκης (Π), για δεδοµένες τριάδες σηµείων, ακολουθούµε τον επόµενο «σχη-

µατικό» τρόπο : αν δίνονται οι τριάδες (A, B, C) και (A′, B′, C′), ϑεωρούµε τον

πίνακα 
A B C

A′ B′ C′



οπότε τα σηµεία D,E, Z της ευθείας του Πάππου είναι τα αντίστοιχα σηµεία

τοµής των «διαγωνίων» των παρακάτω «τετραγώνων»:


A B

A′ B′



︸︷︷︸
⇓

D


B C

B′ C′



︸︷︷︸
⇓

E


A C

A′ C′



︸︷︷︸
⇓

Z
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Αν δοθούν οι τριάδες (B, A, C) και (C′, A′, B′), τότε από τον πίνακα

B A C

C′ A′ B′



προκύπτουν ως σηµεία της ευθείας του Πάππου τα D, E, Z , όπως ϕαίνεται στα

«τετράγωνα»:

B A

C′ A′



︸︷︷︸
⇓

D


A C

A′ B′



︸︷︷︸
⇓

E


B C

C′ B′



︸︷︷︸
⇓

Z

και στο ακόλουθο σχήµα:

Σχήµα 5.3

Αποδεικνύουµε τώρα το εξής ϐασικό συµπέρασµα:

5.1.4 Πρόταση. Σε ένα επίπεδο του Πάππου ισχύει η συνθήκη (Π).

Απόδειξη. Ας πάρουµε (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) τις τριάδες (A, B, C) και

(A′, B′, C′) µαζί µε τα αντίστοιχα σηµεία D, E, Z , όπως στο Σχήµα 5.1. Παρατη-

ϱούµε ότι D , Z , γιατί αν ήταν D = Z , τότε ϑα είχαµε ότι

B′ = (A ∨ B′) ∧ ℓ = (A ∨ D) ∧ ℓ =
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= (A ∨ Z) ∧ ℓ = (A ∨ C′) ∧ ℓ = C′,

που είναι άτοπο. Εποµένως, ορίζεται η ευθεία m = D∨Z , και ϑα πρέπει δείξουµε

ότι E ∈ m.

Θεωρούµε τη συγγραµµικότητα (φ1, ψ1), που αντιστοιχεί στην προσδιορι-

στική τετραδα (O,m,B, A), και τη συγγραµµικότητα (φ2, ψ2), που αντιστοιχεί

στην (O,m, A, C), οπότε φ1(B) = A και φ2(A) = C. Οι συγγραµµικότητες αυτές

υπάρχουν επειδή το επίπεδο είναι Desargues. Θα είναι και οι δύο είτε οµολογίες

είτε επάρσεις, ανάλογα µε το αν είναι O < m ή O ∈ m. Σε κάθε περίπτωση, αν

ϑέσουµε (φ, ψ) = (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1), ισχύει η σχέση

(5.1.1) (φ, ψ) = (φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1) = (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2).

Πραγµατικά, αν O ∈ m, οι (φ1, ψ1) και (φ2, ψ2) ανήκουν στην E(m), οπότε η

(5.1.1) είναι συνέπεια του Θεωρήµατος 4.1.8. Αν O < m, τότε οι προηγούµε-

νες συγγραµµικότητες ανήκουν στην H(O,m), άρα η (5.1.1) είναι συνέπεια του

Ορισµού 5.1.1.

Ισχυριζόµαστε ότι

(5.1.2) ψ(B ∨ C′) = B′ ∨ C.

Επειδή ψ(B ∨C′) = φ(B)∨ φ(C′), υπολογίζουµε τα φ(B) και φ(C′) λαµβάνο-

ντας υπ᾿ όψιν την (5.1.1). Ακριβέστερα, ϐρίσκουµε ότι

φ(B) = φ2(φ1(B)) = φ2(A) = C,

ενώ, επειδή D, Z ∈ m και ℓ ∈ J (O),

φ(C′) = φ2(φ1(C′)) = φ1(φ2(C′)) = φ1

(
φ2((A ∨ Z) ∧ ℓ)

)

= φ1

(
(φ2(A) ∨ φ2(Z)) ∧ ψ2(ℓ)

)
= φ1

(
(C ∨ Z) ∧ ℓ

)

= φ1(A′) = φ1

(
(B ∨ A′) ∧ ℓ

)
= φ1

(
(B ∨ D) ∧ ℓ

)

= ψ1(B ∨ D) ∧ ψ1(ℓ) =
(
φ1(B) ∨ φ1(D)

)
∧ ψ1(ℓ)

= (A ∨ D) ∧ ℓ = (A ∨ B′) ∧ ℓ = B′,

οπότε καταλήγουµε στην (5.1.2). Εποµένως, κατά το Πόρισµα 2.2.15, οι ευθείες

B ∨ C′, ψ(B ∨ C′) = B′ ∨ C και ο άξονας m της (φ, ψ) τέµνονται στο ίδιο σηµείο,

οπότε

E = (B ∨ C′) ∧ (B′ ∨ C) ∈ m,

όπως ακριβώς ισχυριστήκαµε. �

Η απόδειξη του αντιστρόφου συµπεράσµατος της Πρότασης 5.1.4 πραγµα-

τοποιείται σε δύο στάδια. Συγκεκριµένα έχουµε πρώτα την
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5.1.5 Πρόταση. Αν σε ένα προβολικό επίπεδο ισχύει η συνθήκη (Π), τότε αυτό

είναι επίπεδο Desargues.

Απόδειξη. Κατά την Πρόταση 4.2.5, αρκεί να δείξουµε ότι δύο τυχόντα τρίγωνα

ABC και A′B′C′, προοπτικά ως προς ένα κέντρο O, είναι επίσης προπτικά ως

προς άξονα και αντιστρόφως. Επειδή το αντίστροφο αποδεικνύεται µε ανάλογους

(δυϊκούς) συλλογισµούς, ϑα αρκεσθούµε στην απόδειξη του ευθέος µέρους. Για

διευκόλυνση παραθέτουµε το Σχήµα 5.4 σε συνδυασµό µε το Σχήµα 4.9.

Σχήµα 5.4

Υποθέτουµε (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) ότι έχουµε τα Ϲεύγη οµολόγων

κορυφών (A, A′), (B, B′), (C, C′), οπότε ϑα πρέπει να δείξουµε ότι τα σηµεία

τοµής των οµολόγων πλευρών

D := (A ∨ B) ∧ (A′ ∨ B′)

E := (B ∨ C) ∧ (B′ ∨ C′)

Z := (A ∨ C) ∧ (A′ ∨ C′)
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είναι συγγραµµικά (η κοινή τους ευθεία ϑα είναι τώρα ο άξονας της προοπτι-

κότητας). Φυσικά, υποθέτουµε ότι δεν έχουµε κάποια εκφυλισµένη περίπτωση

τοποθέτησης τριγώνων, οπότε το συµπέρασµα είναι άµεσο (όπως σχολιάσαµε

πριν την Πρόταση 4.2.5).

Θα αποδείξουµε τη συγγραµµικότητα των D,E, Z εφαρµόζοντας τη συνθήκη

(Π) διαδοχικά σε κατάλληλες ευθείες και τριάδες σηµείων τους. Για τον λόγο

αυτόν ορίζουµε πρώτα το σηµείο

P := (A ∨ B) ∧ (A′ ∨ C′)

(υποθέτουµε ότι A ∨ B , A′ ∨ C′, διαφορετικά έχουµε µιαν εκφυλισµένη πε-

ϱίπτωση). Κατόπιν ϑεωρούµε τις (διαφορετικές !) ευθείες A ∨ B και O ∨ C µε

τις αντίστοιχες διατεταγµένες τριάδες σηµείων τους (A, B, P) και (C′, O, C). Τα

σηµεία της κάθε τριάδας είναι διαφορετικά µεταξύ τους, καθώς και προς το

M := (A ∨ B) ∧ (O ∨ C)

(αλλιώς ϑα είχαµε και πάλι µιαν εκφυλισµένη περίπτωση). Εποµένως, λόγω της

συνθήκης (Π), τα σηµεία

(5.1.3)

(A ∨ O) ∧ (C′ ∨ B) =: Q

(B ∨ C) ∧ (O ∨ P) =: R

(A ∨ C) ∧ (C′ ∨ P) = (A ∨ C) ∧ (A′ ∨ C′) = Z

είναι συγγραµµικά.

Παρόµοια, ϑεωρούµε τις ευθείες A′∨C′ και O∨B, µε τις αντίστοιχες τριάδες

σηµείων τους (A′, C′, P) και (B,O,B′). Πάλι ϐεβαιωνόµαστε ότι τα σηµεία αυτά

είναι διαφορετικά µεταξύ τους, καθώς και προς το

N := (A′ ∨ C′) ∧ (O ∨ B),

οπότε η (Π) εξασφαλίζει τη συγγραµµικότητα των σηµείων

(5.1.4)

(A′ ∨ O) ∧ (B ∨ C′) = (A ∨ O) ∧ (C′ ∨ B) = Q

(C′ ∨ B′) ∧ (O ∨ P) =: S

(A′ ∨ B′) ∧ (B ∨ P) = (A′ ∨ B′) ∧ (A ∨ B) = D.

Τέλος, ϑεωρούµε τις ευθείες B ∨ C′ και O ∨ P, µε τις αντίστοιχες τριάδες

σηµείων (B,Q,C′) και (S, P, R), οπότε και τα σηµεία (που δεν ϕαίνονται στο

Σχήµα 5.4)

(5.1.5)

(B ∨ P) ∧ (S ∨ Q) =: T

(Q ∨ R) ∧ (P ∨ C′) =: X

(B ∨ R) ∧ (S ∨ C′) =: Y
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είναι συγγραµµικά.

Θα δείξουµε ότι τα T, X, Y συµπίπτουν αντιστοίχως µε τα D, Z, E (γι᾿ αυτό

άλλωστε δεν σηµειώνονται στο προηγούµενο σχήµα). Αυτό, προφανώς, λόγω της

συγγραµµικότητας των (5.1.5), ϑα ολοκληρώσει την απόδειξη.

Παρατηρούµε ότι, από τον ορισµό των D και P, είναι D ∈ A ∨ B ∋ P, άρα

(5.1.6) B ∨ P = A ∨ B = A ∨ D,

ενώ η συγγραµµικότητα των Q,S, D [ϐλ. σχέσεις (5.1 4)] δίνει ότι

(5.1.7) S ∨ Q = S ∨ D.

Συνεπώς, οι (5.1.6), (5.1.7) και η πρώτη των (5.1.5) συνεπάγονται την

(5.1.8) T = (B ∨ P) ∧ (S ∨ Q) = (A ∨ D) ∧ (S ∨ D) = D,

αφού, όπως διαπιστώνεται αµέσως, A ∨ D , S ∨ D.

Παρόµοια, από τον ορισµό των P και Z καθώς και τη συγγραµµικότητα των

A′, C′, P, Z , είναι

(5.1.9) P ∨ C′ = A′ ∨ C′ = A′ ∨ Z,

ενώ η συγγραµµικότητα των Q,R, Z οδηγεί στην

(5.1.10) Q ∨ R = Q ∨ Z.

΄Αρα, από τις (5.1.9), (5.1.10) και τη δεύτερη των (5.1.5), προκύπτει η

(5.1.11) X = (Q ∨ R) ∧ (P ∨ C′) = (Q ∨ Z) ∧ (A′ ∨ Z) = Z.

Τέλος, από τον ορισµό των R, S και την τρίτη των (5.1.5), ϐρίσκουµε ότι

(5.1.12) Y = (B ∨ R) ∧ (S ∨ C′) = (B ∨ C) ∧ (B′ ∨ C′) = E.

Οι (5.1.8), (5.1.11) και (5.1.12) ολοκληρώνουν την απόδειξη, όπως εξηγήσαµε

πιο πάνω. �

Η δεύτερη ϐασική συνέπεια της (Π) δίνεται στην

5.1.6 Πρόταση. Αν σε ένα προβολικό επίπεδο (P,L, ∈) ισχύει η συνθήκη (Π),

τότε, για κάθε (A, ℓ) ∈ P × L µε A < ℓ, η H(A, ℓ) είναι αβελιανή οµάδα.
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Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε ότι, για οποιεσδήποτε οµολογίες (σ, τ) και

(φ, ψ) της H(A, ℓ), είναι (σ, τ) ◦ (φ, ψ) = (φ, ψ) ◦ (σ, τ). Σύµφωνα µε το Πόρισµα

2.2.19, αρκεί να δείξουµε ότι

(5.1.13) (σ ◦ φ)(P) = (φ ◦ σ)(P),

για τυχόν σηµείο P του επιπέδου, µε P , A και P < ℓ. Για ένα τέτοιο P ϑέτουµε

Σχήµα 5.5

Q := σ(P) και R := φ(P). Παρατηρούµε ότι, αν δύο από τα P, Q, R συµπίπτουν,

τότε το συµπέρασµα είναι άµεσο : πραγµατικά, αν Q = R, τότε σ(P) = φ(P),
άρα (σ, τ) = (φ, ψ), απ᾿ όπου και το συµπέρασµα. Παρόµοια, αν P = Q, τότε

(σ, τ) = (idP, idL) (ϐλ. Πόρισµα 2.2.18), οπότε το συµπέρασµα είναι τετριµµένο.

Ανάλογα και για P = R, οπότε (φ, ψ) = (idP, idL).
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Ας εξετάσουµε τώρα τη γενικότερη περίπτωση κατά την οποίαν τα P, Q, R εί-

ναι όλα διαφορετικά µεταξύ τους. Τότε, ϐάσει της Πρότασης 2.2.12, τα A, P, Q, R

είναι συγγραµµικά. Καλούµε m την κοινή ευθεία των σηµείων αυτών και ϑεω-

ϱούµε ακόµη µια τυχούσα ευθεία n ∈ J (A) µε n , m, καθώς κι ένα τυχόν σηµείο

P′ ∈ n µε P′ , A και P′ < ℓ . Θέτουµε Q′ := σ(P′) και R′ := φ(P′).
Λόγω της Πρότασης 2.2.13, οι ευθείες P∨P′, τ(P∨P′) = σ(P)∨σ(P′) = Q∨Q′

και ℓ συγκλίνουν στο ίδιο σηµείο, ας το καλέσουµε Z , απ᾿ το οποίο διέρχεται

επίσης και η ευθεία ψ(P ∨ P′) = φ(P) ∨ φ(P′) = R ∨ R′.
Εφ᾿ όσον η (φ, ψ) είναι δεδοµένη οµολογία, ακολουθώντας τη µεθοδολογία

του Θεωρήµατος 2.2.16, µπορούµε να προσδιορίσουµε το σηµείο D := φ(Q) =
φ(σ(P)), χρησιµοποιώντας τα γνωστά σηµεία P′ και φ(P′) = R′. Επίσης, για

τη δοσµένη (σ, τ), µπορούµε να ϐρούµε το E := σ(R) = σ(φ(P)), µέσω των P′

και σ(P′) = Q′. Στο Σχήµα 5.5 η διακεκοµµένη γραµµή (αντιστ. διάστικτη)

απεικονίζει τον προσδιορισµό του D (αντιστ. του E ). Ακριβέστερα, έχουµε ότι

D = (A ∨ Q) ∧ (R′ ∨ H) = m ∧ (R′ ∨ H), όπου H = (P′ ∨ Q) ∧ ℓ,

E = (A ∨ R) ∧ (Q′ ∨ I) = m ∧ (Q′ ∨ I), όπου I = (P′ ∨ R) ∧ ℓ.

Θα δείξουµε ότι D = E (όπως άλλωστε ϕαίνεται στο ίδιο Σχήµα 5.5). Για το

σκοπό αυτό ϑεωρούµε τις ευθείες m και n µε τις αντίστοιχες τριάδες σηµείων

τους (Q, R, D) και (R′, Q′, P′). Επειδή τα σηµεία αυτά είναι διαφορετικά µεταξύ

τους, καθώς και προς το A (γιατί ;), η συνθήκη (Π) συνεπάγεται ότι τα σηµεία

(5.1.14)

Z := (Q ∨ Q′) ∧ (R′ ∨ R)

X := (R ∨ P′) ∧ (Q′ ∨ D)

H := (Q ∨ P′) ∧ (R′ ∨ D)

είναι συγγραµµικά, άρα

(5.1.15) X ∈ Z ∨ H = ℓ.

Από την (5.1.15) και τη δεύτερη των (5.1.14) έχουµε ότι

(5.1.16) X = (R ∨ P′) ∧ ℓ = I.

Επίσης, από την (5.1.16) και τη δεύτερη των (5.1.14) προκύπτει ότι τα

D,Q′, X = I είναι συγγραµµικά, άρα Q′ ∨ D = Q′ ∨ I. Επειδή όµως D,E ∈ m,

έχουµε ακόµη ότι

D = (Q′ ∨ D) ∧m = (Q′ ∨ I) ∧m = E,

όπως ισχυριστήκαµε πιο πάνω. Η τελευταία σχέση και ο ορισµός των D, E οδη-

γούν ακριβώς στην (5.1.13) µε την οποίαν κλείνει η απόδειξη. �
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Οι Προτάσεις 5.1.5, 5.1.6 και 5.1.7 συνοψίζονται στο επόµενο ϐασικό

5.1.7 Θεώρηµα. ΄Ενα προβολικό επίπεδο είναι επίπεδο του Πάππου τότε και

µόνον τότε αν ισχύει η συνθήκη (Π).

Σε αντιδιαστολή προς τον «αλγεβρικό» Ορισµό 5.1.1, το προηγούµενο συµπέ-

ϱασµα οδηγεί στον ισοδύναµο «γεωµετρικό» ορισµό του επιπέδου του Πάππου.

Ακριβέστερα :

5.1.8 Ορισµός (γεωµετρικός). ΄Ενα προβολικό επίπεδο καλείται επίπεδο του

Πάππου αν ισχύει η συνθήκη (Π).

Ιδιαιτέρως ισχύει το

5.1.9 Το Κλασικό Θεώρηµα του Πάππου. Στο κλασικό προβολικό επίπεδο η

συνθήκη (Π) είναι αληθής.

Απόδειξη. Το συµπέρασµα προκύπτει αν συνδυάσουµε το Θεώρηµα 3.5.3 µε το

Παράδειγµα 5.1.2. �

Το τελευταίο αποτέλεσµα δείχνει ότι, στο επίπεδο της κλασικής Προβολικής

Γεωµετρίας, η συνθήκη (Π) αποτελεί ένα ϑεώρηµα, το οποίον αποδεικνύεται.

Αυτό είναι και το περιεχόµενο του αρχικού Θεωρήµατος του Πάππου, απ᾿ όπου

και η σχετική ονοµατολογία. Για µίαν άλλη απόδειξη του ίδιου ϑεωρήµατος, στο

πλαίσιο του κλασικου προβολικού επιπέδου (µε χρήση στοιχειώδους Αναλυτικής

Γεωµετρίας), παραπέµπουµε στον Μ. Μπρίκα [22, σελ. 250].

Γενικεύοντας τα πράγµατα, στο δικό µας πλαίσιο, ϑα µπορούσαµε να χαρα-

κτηρίσουµε ως Θεώρηµα του Πάππου το Θεώρηµα 5.1.7.

5.1.10 Ασκήσεις.

1) Να εξηγηθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξης του Θεωρήµατος 5.1.9.

2) Να διατυπωθεί η δυϊκή µορφή της συνθήκης (Π).

3) Να αποδειχθεί ότι όλα τα σηµεία της συνθήκης (Π) είναι µεταξύ τους διαφο-

ϱετικά, αν οι ευθείες του προβολικού επιπέδου έχουν τουλάχιστον τέσσερα

διαφορετικά σηµεία.

4) Στην απόδειξη της Πρότασης 5.1.6 να εξηγηθούν οι ισχυρισµοί που αναφέ-

ϱονται στις τριάδες των σηµείων που οδηγούν στις σχέσεις (5.1.3) – (5.1.5).

Επίσης, να δικαιολογηθεί η σχέση (5.1.12).

5) Στην απόδειξη της Πρότασης 5.1.7 να εξηγηθεί η ύπαρξη του πλήρους

σχήµατος του Πάππου, για τις ευθείες m, n και τις αντίστοιχες τριάδες

σηµείων (Q, R, D) και (R′, Q′, P′).
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5.2 Το πλήρες Θεµελιώδες Θεώρηµα της Προβολικής

Γεωµετρίας

Με τη ϐοήθεια των αποτελεσµάτων των Παραγράφων 4.3 και 5.1, είµαστε τώρα σε

ϑέση να συµπληρώσουµε την πρώτη µορφή του Θεµελιώδες Θεώρηµατος 1.5.11

της Προβολικής Γεωµετρίας.

5.2.1 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Προβολικής Γεωµετρίας (Πλήρης µορ-

ϕή). Η συνθήκη (Π) είναι ισοδύναµη µε (κάθε µία από) τις προτάσεις του Θεωρή-

µατος 1.5.11.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η (Π) είναι ισοδύναµη µε την πρόταση iii) του Θεω-

ϱήµατος 1.5.11. Γι᾿ αυτόν το σκοπό υποθέτουµε πρώτα ότι Π : J (k)→ J (ℓ) είναι

µία προβολικότητα µεταξύ των διαφορετικών ευθειών k, ℓ, τέτοια ώστε Π (S) = S,

όπου S = k ∧ ℓ. Συνεπώς, πρέπει να δείξουµε ότι η Π είναι προοπτικότητα.

Σχήµα 5.6

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.3.3, µπορούµε να γράψουµε ότι Π = π2 ◦ π1,

όπου π1 = π1(k,m, A) και π2 = π2(m, ℓ, B) είναι προοπτικότητες µε κατάλληλα
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κέντρα A, B και k , m , ℓ. Θέτουµε

D := m ∧ k, E := m ∧ ℓ, Z := m ∧ (S ∨ A),

όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 5.6.

Από τον ορισµό των π1, π2 και την υπόθεση για την προβολικότητα Π , δια-

πιστώνουµε ότι

S = Π (S) = π2((π1(S)) = π2

(
(A ∨ S) ∧m)

)
= π2(Z) = (B ∨ Z) ∧ ℓ,

άρα τα σηµεία S, Z, B είναι συγγραµµικά, οπότε B ∈ S ∨ Z = S ∨ A. Εποµένως

και τα A, S, B είναι (διαφορετικά) συγγραµµικά σηµεία.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε επί της k τυχόν σηµείο X µε D , X , S. Επειδή

π1(X) ∈ m, τα D, π1(X), E είναι επίσης (διαφορετικά) συγγραµµικά σηµεία. Ε-

ποµένως, εφαρµόζοντας τη συνθήκη (Π) για τις τριάδες (διαφορετικών συγγραµ-

µικών) σηµείων (A, S, B) και (D, π1(X), E), έχουµε ότι και τα

(5.2.1)

(
A ∨ π1(X)

)
∧ (D ∨ S) = (A ∨ X) ∧ k = X

(A ∨ E) ∧ (D ∨ B) =: O

(S ∨ E) ∧
(
π1(X) ∨ B) = ℓ ∧

(
B ∨ π1(X)

)
= π2(π1(X)) = Π (X)

είναι συγγραµµικά σηµεία (οπότε ορίζουν την αντίστοιχη ευθεία του Πάππου).

Τέλος, ϑεωρούµε και την προοπτικότητα π = π(k, ℓ, O), για την οποία διαπι-

στώνουµε ότι

(5.2.2) π(X) = (O ∨ X) ∧ ℓ =
(
O ∨ Π (X)

)
∧ ℓ = Π (X),

για κάθε X ∈ k µε X , D, S, ως συνέπεια της συγγραµµικότητας των σηµείων

X,O, Π (X) και του γεγονότος ότι Π (X) ∈ ℓ. Επίσης

(5.2.3)
π(D) = (O ∨ D) ∧ ℓ = (B ∨ D) ∧ ℓ

= π2(D) = π2(π1(D)) = Π (D),

[λόγω της συγγραµµικότητας των B,O, D από τη δεύτερη των (5.2.1)], όπως και

(5.2.4) π(S) = Π (S).

Οι σχέσεις (5.2.2) – (5.2.4) σηµαίνουν ότι, για κάθε P ∈ k, είναι Π (P) = π(P),
δηλαδή Π = π. ΄Αρα η Π είναι µία προοπτικότητα, όπως Ϲητούσαµε.

Αντίστρόφως, υποθέτοντας ότι ισχύει η πρόταση iii) του Θεωρήµατος 1.5.11,

ϑα καταλήξουµε στην (Π). ΄Ετσι, για δύο τυχούσες τριάδες διαφορετικών σηµείων
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(A, B, C) και (A′, B′, C′), επί των διαφορετικών ευθειων k και ℓ αντιστοίχως, ϑα

δείξουµε ότι τα σηµεία

D := (A ∨ B′) ∧ (A′ ∨ B)

E := (B ∨ C′) ∧ (B′ ∨ C)

Z := (A ∨ C′) ∧ (A′ ∨ C)

είναι συγγραµµικά. Προς τούτο ϑέτουµε

S := k ∧ ℓ, P := (A ∨ B′) ∧ (A′ ∨ C), Q := (A ∨ C′) ∧ (B′ ∨ C)

και ϑεωρούµε τις προοπτικότητες

π1 = π1(A ∨ B′, k, A′), π2 = π2(k, B′ ∨ C, C′).

Για διευκόλυνση παραθέτουµε το επόµενο σχήµα, που αποτελεί τροποποίηση

του Σχήµατος 5.1, σύµφωνα µε τα παραπάνω δεδοµένα.

Σχήµα 5.7

Παρατηρούµε ότι η συγγραµµικότητα Π := π2 ◦ π1 είναι µία προβολικότητα

µεταξύ των (διαφορετικών) ευθειών A ∨ B′ και B′ ∨ C. Επειδή

π1(B′) = (A′ ∨ B′) ∧ k = ℓ ∧ k = S,

διαπιστώνεται ότι

Π (B′) = π2(π1(B′)) = π2(S)

= (C′ ∨ S) ∧ (B′ ∧ C)

= ℓ ∧ (B′ ∨ C) = B′,



172 Κεφάλαιο 5. Προβολικά επίπεδα του Πάππου

άρα, λόγω της πρότασης iii) του Θεµελιώδους Θεωρήµατος, η Π είναι προοπτι-

κότητα µεταξύ των προαναφεροµένων ευθειών. Ακόµη έχουµε ότι

Π (A) = π2(π1(A)) = π2(A) = Q,

Π (P) = π2(π1(P)) = π2(C) = C,

οπότε το κέντρο της προοπτικότητας Π είναι το σηµείο (ϐλ. Παρατήρηση 1.5.4)

(
A ∨ Π (A)

)
∧

(
P ∨ Π (P)

)
= (A ∨ Q) ∧ (P ∨ C)

= (A ∨ C′) ∧ (A′ ∨ C) = Z.

Συνεπώς (επίσης ϐάσει της Παρατήρησης 1.5.4), το κέντρο Z και τα σηµεία D και

Π (D) = π2(π1(D)) = π2(B) = E είναι συγγραµικά. ΄Αρα αποδείξαµε τη συνθήκη

(Π), µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

΄Αµεση συνέπεια του Θεώρήµατος 5.2.1 είναι το επόµενο συµπέρασµα, που

αποτελεί, ουσιαστικά, αναδιατύπωση του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Προβο-

λικής Γεωµετρίας και χαρακτηρίζει τα επίπεδα του Πάππου.

5.2.2 Θεώρηµα. ΄Ενα προβολικό επίπεδο είναι επίπεδο του Πάππου τότε και

µόνον τότε αν ισχύει µία από τις (άρα και όλες οι) προτάσεις του Θεµελιώδους

Θεωρήµατος 1.5.11.

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα (όπως ήδη σχολιάσαµε και στην Παρατήρηση

1.5.12) συνάγεται ότι, σε ένα επίπεδο του Πάππου, οι προτάσεις του Θεωρήµατος

1.5.11 όχι µόνον είναι ισοδύναµες, αλλά και αληθεύουν, δηλαδή προκύπτουν

από τα αξιώµατα (ΠΕ 1) – (ΠΕ 5).

5.2.3 Ασκήσεις.

1) Στην απόδειξη του πρώτου µέρους του Θεωρήµατος 5.2.1 [ (Π)⇒ Θεώρηµα

1.5.11(iii) ], να δικαιολογηθεί γιατί οι τριάδες (A, S, B) και (D, π1(X), E)
αποτελούνται από διαφορετικά σηµεία.

2) Στην απόδειξη του δευτέρου µέρους του ιδίου ϑεωρήµατος [ Θεώρηµα

1.5.11(iii) ⇒ (Π) ], να δικαιολογηθεί γιατί ορίζονται τα σηµεία P, Q και

οι προοπτικότητες π1, π2.

5.3 Παρατηρήσεις επί της Γεωµετρίας Klein

Στα Σχόλια 2.2.3 µιλήσαµε σύντοµα για τη Γεωµετρία Klein (P,Aut(P)) ενός

προβολικού επιπέδου και είπαµε ότι η µελέτη ορισµένων υποοµάδων τηςAut(P)
οδηγεί στη διάκριση διαφόρων κατηγοριών προβολικών επιπέδων.
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Αυτό ϕάνηκε µε σαφήνεια στα επίπεδα του Πάππου, τα οποία χαρακτηρίζο-

νται από τη µεταθετικότητα της H(A, ℓ) ≤ Aut(P), για οποιαδήποτε (A, ℓ) ∈ P×L
µε A , ℓ (ϐλ. Ορισµό 5.1.1).

Αναλόγως, η ύπαρξη οµολογιών από την οµάδα H(A, ℓ), που ικανοποιούν

δεδοµένες συνθήκες, χαρακτηρίζει τα επίπεδα Desargues (ϐλ. Ορισµό 4.1.3).

Για την ίδια κατηγορία επιπέδων, µίαν έµµεση πληροφορία παρέχουν οι οµάδες

E(ℓ). Αν υπάρχει κάποια ℓ ∈ L, τέτοια ωστε η αντίστοιχη E(ℓ) να µην είναι

µεταθετική, τότε το προβολικό επίπεδο δεν είναι επίπεδο Desargues σύµφωνα

µε το Θεώρηµα 4.1.8. Φυσικά, η µεταθετικότητα των οµάδων αυτής της µορφής

δεν εξασφαλίζει από µόνη της ότι το προβολικό επίπεδο είναι επίπεδο Desargues.

Για τη µελέτη άλλων υποοµάδων της Aut(P) ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης

παραπέµπεται στον F. W. Stevenson [28].





Κεφάλαιο 6

Προβολικά επίπεδα

και διαιρετικοί δακτύλιοι

Ο Steiner και ο Chasles γίνονται οι εύ-

γλωτοι πρόµαχοι της συνθετικής σχολής της

γεωµετρίας, ενώ ο Plücker και αργότερα ο

Hesse και ο Cayley ειναι οι ηγέτες του ανα-

λυτικού κινήµατος. Η εκπληκτική γονιµότη-

τα και η οµορφιά των συνθετικών µεθόδων

απήλησε για λίγο καιρό να οδηγήσει την

αναλυτική σχολή στην ανυπαρξία.

J. Pierpont [24, σελ. 59]

Τ ο κεφαλαιο αυτο στοχεύει στη ϑεµελίωση της αναλυτικής Προβολικής Γε-

ωµετρίας, µέσω µιας συστηµατικής περιγραφής της αλγεβροποίησης του

τυχόντος προβολικού επιπέδου. Η διαδικασία αυτή γενικεύει την αλγεβρική µε-

λέτη του P2, που έγινε στο Κεφάλαιο 3.

Στις δύο πρώτες παραγράφους του κεφαλαίου κατασκευάζεται ο διαιρετικός

δακτύλιος R ενός επιπέδου Desargues και αποδεικνύεται ότι, µέσω ισοµορφίας,

είναι µονοσήµαντα ορισµένος.

175
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Στην Παράγραφο 3, ξεκινώντας από τυχόντα διαιρετικό δακτύλιο D, κατα-

σκευάζουµε ένα προβολικό επίπεδο Desargues PD. Η κατασκευή είναι ανάλογη

προς αυτήν του P2, µέσω καταλλήλων κλάσεων ισοδυναµίας. Ιδιαιτέρως, αν τοD

είναι σώµα, τότε οδηγούµαστε σε ένα επίπεδο του Πάππου και αντιστρόφως.

Τον ενδιαφέροντα συσχετισµό των αλγεβρικών και γεωµετρικών µεθόδων δια-

ϕωτίζουν περισσότερο οι Παράγραφοι 4 και 5. Ακριβέστερα, στην Παράγραφο 4

αποδεικνύεται ότι ένας δεδοµένος διαιρετικός δακτύλιος D είναι ισόµορφος µε

τον διαιρετικό δακτύλιο του επιπέδου PD. Στην Παράγραφο 5 αποδεικνύεται η

ισοµορφία µεταξύ του τυχόντος προβολικού επιπέδου P και του επιπέδου PR,

που προκύπτει από τον διαιρετικό δακτύλιο R του P.

Η προηγουµένη αλγεβρική προσέγγιση επιτρέπει, µεταξύ των άλλων, και την

εισαγωγή των οµογενών συντεταγµένων στα προβολικά επίπεδα Desargues, όπως

εξηγείται στο τέλος του κεφαλαίου.

6.1 Ο διαιρετικός δακτύλιος ενός επιπέδου Desargues

• Σε ολόκληρη την παράγραφο αυτή ϑεωρούµε ότι δίνεται ένα προβολικό επί-

πεδο Desargues P ≡ (P,L, ∈). Ισχύει πάντοτε η Σύµβαση 2.1.10

Στο P σταθεροποιούµε µίαν ευθεία k και δύο διαφορετικά σηµεία της S και

O. Ακόµη σταθεροποιούµε µίαν ευθεία ℓ ∈ J (S) µε ℓ , k, και ορίζουµε το σύνολο

R := J (k) − {S} = {P ∈ k : P , S }.

Σχήµα 6.1

Θεωρώντας την οµάδα των επάρσεων E(S, ℓ), για κάθε P ∈ R ϑα συµβολίζουµε

µε εP ∈ E(S, ℓ) την έπαρση που ικανοποιεί τη συνθήκη εP (O) = P.

Εδώ, για λόγους ευκολίας, έχουµε ακολουθήσει την επόµενη σύµβαση, την

οποίαν ϑα εφαρµόσουµε συστηµατικά στη συνέχεια :
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6.1.1 Σύµβαση. Για κάθε µορφισµό προβολικών επιπέδων (φ,ψ), ϑα χρησιµο-

ποιούµε το ίδιο γράµµα φ και για την απεικόνιση µεταξύ σηµείων και για την

απεικόνιση µεταξύ ευθειών, δηλαδή γράφουµε φ : P → P′ και φ : L → L′ (αντί

της ψ).

Από τα συµφραζόµενα ϑα ϕαίνεται πότε η φ αναφέρεται στην απεικόνιση

σηµείων ή στην απεικόνιση ευθειών. Για παράδειγµα, στη σχέση εP (O) = P η

εP αντιστοιχεί στην απεικόνιση σηµείων, ενώ στην εP (ℓ) = ℓ η εP εκφράζει την

απεικόνιση µεταξύ ευθειών.

Ως προς την επάρση εP ας παρατηρήσουµε ότι αυτή υπάρχει πάντοτε, για

κάθε P ∈ R, επειδή αντιστοιχεί στην προσδιοριστική τετράδα (S, ℓ, O, P) και το P

είναι επίπεδο Desargues.

Με τους προηγουµένους συµβολισµούς ορίζουµε την απεικόνιση

(6.1.1) ε : R −→ E(S, ℓ) : P 7→ ε(P) := εP .

6.1.2 Λήµµα. Η ε είναι καλά ορισµένη απεικόνιση 1 – 1 και επί.

Απόδειξη. Η ε είναι καλά ορισµένη επειδή, για κάθε P ∈ R, η εP είναι µονοσή-

µαντα ορισµένη.

Αν, για τυχόντα P, Q ∈ R, είναι ε(P) = ε(Q), τότε εP = εQ και

P = εP (O) = εQ(O) = Q,

που αποδεικνύει ότι η ε είναι απεικόνιση 1 – 1.

Για την απόδειξη του επί της ε εργαζόµαστε ως εξής : αν δίνεται τυχούσα

έπαρση φ ∈ E(S, ℓ) (ϑυµίζουµε ότι ακολουθούµε τη Σύµβαση 6.1.1), αναζητούµε

ένα σηµείο X ∈ R, τέτοιο ώστε ε(X) = εX = φ. Αρα, από την προηγουµένη σχέση

προκύπτει ότι το Ϲητούµενο σηµείο είναι το X = εX (O) = φ(O).
Πρέπει όµως να επαληθεύσουµε ότι πράγµατικά είναι X ∈ R και ε(X) =

φ. Για τον πρώτο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι, αφού φ ∈ E(S, ℓ), τα σηµεία

S, O, φ(O) = X είναι συγραµµικά, οπότε X ∈ S ∨ O = k. Επίσης, αφού το S

είναι κέντρο και O , S, τότε X = φ(O) , S, άρα X ∈ R. Τέλος, έπειδή, εX (O) =
X = φ(O), το Πόρισµα 2.2.19 συνεπάγεται ότι εX = φ, συνεπώς ε(X) = φ, όπως

Ϲητούσαµε. �

Από την απόδειξη του «επί» του λήµµατος, αποµονώνουµε το επόµενο χρή-

σιµο αποτέλεσµα:

6.1.3 Πόρισµα. Ισχύει η σχέση ε−1(φ) = φ(O), για κάθε φ ∈ E(S, ℓ).
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Εφ᾿ όσον η E(S, ℓ) έχει δοµή αβελιανής οµάδας [µε πράξη τη σύνθεση επάρ-

σεων (ϐλ. Πορίσµατα 2.2.11 και 4.1.10)], µπορούµε να µεταφέρουµε τη δοµή

αυτή και επί του R, µέσω της απεικόνισης ε. Ακριβέστερα, µεταξύ των στοιχείων

του R εισάγουµε µία πράξη πρόσθεσης

+ : R × R −→ R : (P, Q) 7−→ P + Q,

η οποία ορίζεται µε τη σχέση

(6.1.2) P + Q := ε−1(ε(P) ◦ ε(Q)
)
= ε−1(εP ◦ εQ).

Αυτή είναι µία συνήθης διαδικασία µεταφοράς µιας αλγεβρικής δοµής, ορι-

σµένης επί ενός συνόλου, σε ένα άλλο σύνολο, υπό την προϋπόθεση ότι υπάρχει

µεταξύ των αναφεροµένων συνόλων µία απεικόνιση 1 – 1 και επί.

6.1.4 Λήµµα. Για κάθε P, Q ∈ R, ισχύον οι σχέσεις

εP ◦ εQ = εP+Q,(6.1.3)

P + Q = εP (Q).(6.1.4)

Απόδειξη. Από την (6.1.2) έχουµε αµέσως ότι εP ◦ εQ = ε(P +Q) = εP+Q. Απ᾿ το

άλλο µέρος, η (6.1.3) συνεπάγεται ότι

P + Q = εP+Q(O) = (εP ◦ εQ)(O) = εP (εQ(O)) = εP (Q). �

6.1.5 Πρόταση. Το Ϲεύγος (R,+) αποτελεί αβελιανή οµάδα και η ε είναι ισοµορ-

ϕισµός (αβελιανών) οµάδων.

Απόδειξη. Παρά το γεγονός ότι το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια της µε-

ταφοράς της αλγεβρικής δοµής της E(S, ℓ) επί του R, ϑα δώσουµε µία λεπτο-

µερή απόδειξη, µέσω της οποίας ϑα προσδιορίσουµε το ουδέτερο στοιχείο και τη

µορφή των αντιστρόφων στοιχείων.

Πρώτα δείχνουµε ότι το R διαθέτει ουδέτερο στοιχείο. Πραγµατικά, αν το

καλέσουµε προσωρινά X , τότε πρέπει X + P = P = P + X , για κάθε P ∈ R. Από

την X + P = P και την (6.1.2), έχουµε ότι P = ε−1(εX ◦ εP ), απ᾿ όπου

εX ◦ εP = ε(P) = εP .

Αναλόγως, από την P + X = P, έχουµε ότι

εP ◦ εX = εP .

Εποµένως, εX = idP, οπότε X = εX (O) = idP(O) = O, δηλαδή
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• το ουδέτερο στοιχείο της (R,+) είναι ακριβώς το σηµείο O ∈ R.

Θα δείξουµε τώρα ότι, για κάθε R ∋ P , O υπάρχει το αντίθετό του στο R.

Για ένα τέτοιο P ας καλέσουµε Y το αντίθετό του. Τότε πρέπει Y +P = O = P +Y .

΄Οπως πριν, ϐρίσκουµε ότι ε−1(εY ◦ εP ) = O, ή

εY ◦ εP = ε(O) = εO = idP

(ϐλ. Πόρισµα 2.2.18). Αναλόγως έχουµε και τη σχέση

εP ◦ εY = idP,

άρα εY = (εP )−1 ≡ ε−1
P και Y = εY (O) = ε−1

P (O). Εποµένως,

• το αντίθετο του P ∈ R είναι το −P = ε−1
P (O).

Για κάθε P,Q, R ∈ R ϐρίσκουµε διαδοχικά [µέσω των (6.1.2) και (6.1.3)]:

(P + Q) + R = ε−1(εP+Q ◦ εR) = ε−1((εP ◦ εQ) ◦ εR
)

= ε−1(εP ◦ (εQ ◦ εR)
)
= ε−1(εP ◦ εQ+R)

= P + (Q + R),

απ᾿ όπου προκύπτει η προσεταιριστικότητα της πράξης.

Τέλος, για οποιαδήποτε P, Q ∈ R, η (6.1.2) δίνει ότι

ε(P + Q) = εP ◦ εQ = ε(P) ◦ ε(Q),

δηλαδή η ε είναι µορφισµός οµάδων, άρα (ως απεικόνιση 1 – 1 και επί) είναι

ισοµορφισµός. �

Αν αφαιρέσουµε το ουδέτερο στοιχείο από το R, ϑα ορίσουµε στο νέο σύνολο

και µία πράξη πολλαπλασιασµού, µε την οποίαν ϑα αποκτήσει δοµή (πολλα-

πλασιαστικής) οµάδας. Ακριβέστερα, ορίζουµε το σύνολο (ϐλ. και Σχήµα 6.2)

R∗ := R − {O} = J (k) − {S, O},

και επί της k σταθεροποιούµε ακόµη ένα σηµείο I µε S , I , O.

Θεωρώντας την οµάδα των οµολογιών H(O, ℓ) και ακολουθώντας τη Σύµβαση

6.1.1, για κάθε P ∈ R∗ ϑα συµβολίζουµε µε hP ∈ H(O, ℓ) την οµολογία που

ικανοποιεί τη συνθήκη hP (I) = P. Επιπλέον, ορίζουµε την απεικόνιση

(6.1.5) h : R∗ −→ H(O, ℓ) : P 7→ h(P) := hP .
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Σχήµα 6.2

6.1.6 Λήµµα. Η h είναι καλά ορισµένη απεικόνιση 1 – 1 και επί.

Απόδειξη. Ανάλογη αυτής του Λήµµατος 6.1.2. �

6.1.7 Πόρισµα. Ισχύει η σχέση h−1(φ) = φ(I), για κάθε φ ∈ H(O, ℓ).

Μέσω της h µπορούµε να µεταφέρουµε τη δοµή της (όχι αναγκαίως αβελια-

νής) οµάδας H(O, ℓ) επί του R∗. ΄Ετσι ορίζουµε την πράξη πολλαπλασιασµού

∗ : R∗ × R∗ −→ R∗ : (P, Q) 7→ P ∗ Q,

όπου

P ∗ Q := h−1(h(P) ◦ h(Q)
)
= h−1(hP ◦ hQ).(6.1.6)

Παρόµοια προς το Λήµµα 6.1.4, έχουµε το

6.1.8 Λήµµα. Για κάθε P, Q ∈ R∗, ισχύον οι σχέσεις

hP ◦ hQ = hP∗Q,(6.1.7)

P ∗ Q = hP (Q).(6.1.8)

6.1.9 Πρόταση. Το Ϲεύγος (R∗, ∗) αποτελεί (πολλαπλασιαστική) οµάδα και η h

είναι ισοµορφισµός οµάδων.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ανάλογη προς αυτήν της Πρότασης 6.1.5. Σηµειώ-

νουµε µόνον ότι

• το ουδέτερο στοιχείο της (R∗, ∗) είναι ακριβώς το σηµείο I ∈ R∗, ενώ

• το αντίστροφο ενός P ∈ R∗ είναι το P−1
= h−1

P (I) ≡ (hP )−1(I). �
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Ας δούµε τώρα σε ένα σχήµα την κατασκευή του αθροίσµατος P +Q, για δύο

σηµεία P, Q ∈ R. Θα ϑεωρήσουµε ότι και τα δύο σηµεία είναι διαφορετικά από

το κέντρο O, αλλιώς η κατασκευή είναι τετριµµένη.

Επειδή, κατά την (6.1.4), P +Q = εP (Q), ϑα εφαρµόσουµε τη µέθοδο της πε-

ϱίπτωσης ii) του Θεωρήµατος 2.2.16 για τον προσδιορισµό των σηµείων-εικόνων

της εP , ϑεωρώντας γνωστά τα σηµεία O και εP (O) = P.

΄Οπως στην προαναφεροµένη γενική µέθοδο, ϐρίσκουµε πρώτα την εικόνα

εP (Yo) ενός ϐοηθητικού σηµείου Yo < S ∨ O = k, και κατόπιν, µε τη ϐοήθεια

των Yo και εP (Yo), προσδιορίζουµε το εP(Q) = P + Q. Η κατασκευή του εP (Yo)
απεικονίζεται στο Σχήµα 6.3 µε διάστικτες γραµµές, ενώ η κατασκευή του P +Q

[µέσω των Yo και εP (Yo)] απεικονίζεται µε διακεκοµµένες γραµµές.

Σχήµα 6.3

Η κατασκευή του −P γίνεται µε τρόπο ανάλογο προς την κατασκευή του P−1,

που εξηγείται µε λεπτοµέρειες στη συνέχεια.

Αν P ∈ R∗, για να προσδιορίσουµε το P−1 ϑα ϐασιστούµε στη σχέση P−1
=

h−1
P (I) (ϐλ. Πρόταση 6.1.9). Αυτό σηµαίνει ότι εδώ ϑα πρέπει να χρησιµοποιή-

σουµε την οµολογία h−1
P και ένα κατάλληλο σηµείο, του οποίου να είναι γνωστή

η εικόνα (µέσω της h−1
P ). Από την hP(I) = P έχουµε ότι h−1

P (P) = I. ΄Αρα, µπορού-

µε και πάλι να εφαρµόσουµε τη µέθοδο του Θεωρήµατος 2.2.16 [περίπτωση ii)],

µε τη ϐοήθεια των γνωστων σηµείων P και I. ΄Οπως προηγουµένως, ϐρίσκουµε

πρώτα την εικόνα h−1
P (Yo) ενός ϐοηθητικού σηµείου Yo < k, και στη συνέχεια,

µέσω των Yo και h−1
P (Yo) προσδιορίζουµε την εικόνα του I, δηλαδή το Ϲητούµενο

h−1
P (I) = P−1. Η όλη διαδικασία απεικονίζεται στο Σχήµα 6.4.
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Η κατασκευή του P ∗ Q γίνεται αναλόγως προς αυτήν του αθροίσµατος, που

έγινε πιο πάνω.

Σχήµα 6.4

Θα δείξουµε ότι οι πράξεις "+" και "∗" συνδέονται µεταξύ τους µε την επιµε-

ϱιστική ιδιότητα. Πρώτα αποδεικνύουµε την

6.1.10 Πρόταση. Ισχύει η σχέση

(6.1.9) P ∗ (Q + R) = (P ∗ Q) + (P ∗ R),

για κάθε P, Q, R ∈ R∗ µε Q + R , O.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε τις (6.1.8) και (6.1. 4), το πρώτο µέλος της (6.1.9) µετα-

σχηµατίζεται ως εξής :

P ∗ (Q + R) = hP (Q + R) = hP (εQ(R)) = (hP ◦ εQ)(R).

Παρόµοια, το δεύτερο µέλος της ίδιας σχέσης παίρνει τη µορφή

(P ∗ Q) + (P ∗ R) = εP∗Q(P ∗ R) = (εP∗Q ◦ hP )(R).

Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι (hP ◦ εQ)(R) = (εP∗Q ◦ hP )(R), πράγµα που

εξασφαλίζεται µε το επόµενο γενικότερο αποτέλεσµα. �
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6.1.11 Λήµµα. Για κάθε X, Y ∈ R∗, ισχύει η σχέση

εX∗Y = hX ◦ εY ◦ h−1
X .

Απόδειξη. Θέτουµε φ := hX ◦ εY ◦ h−1
X . Εφ᾿ όσον οι εY και hX (άρα και η h−1

X )

είναι συγγραµµικότητες µε άξονα ℓ, τότε και η φ ϑα είναι συγγραµµικότητα µε

τον ίδιον άξονα. Θα δείξουµε ότι το κέντρο της φ είναι το S.

Πραγµατικά, για οποιαδήποτε ευθεία m ∈ J (S), µε m , ℓ (αλλιώς το αποτέ-

λεσµα είναι άµεσο), έχουµε ότι

(6.1.10) φ(m) = hX
(
εY

(
h−1
X (m)

))
.

Επειδή S ∈ m και το S ανήκει στον άξονα ℓ της h−1
X , ϑα είναι h−1

X (S) =
S ∈ h−1

X (m), άρα η ευθεία h−1
X (m) διέρχεται από το κέντρο S της εY , οπότε

εY
(
h−1
X (m)

)
= h−1

X (m) και η (6.1.10) µετασχηµατίζεται στη

φ(m) = hX
(
h−1
X (m)

)
= m.

Εποµένως, φ ∈ E(S, ℓ).
Απ᾿ το άλλο µέρος, εφ᾿ όσον το O είναι κέντρο των hX και h−1

X , έχουµε ότι

φ(O) = (hX ◦ εY ◦ h−1
X )(O) = (hX ◦ εY )

(
h−1
X (O)

)

= hX (εY (O)) = hX (Y ) = X ∗ Y = εX∗Y (O)

Αφού οι επάρσεις φ, εX∗Y ∈ E(S, ℓ) συµπίπτουν στο σηµείοO, µεO , S και O < ℓ,

ϑα συµπίπτουν παντού (ϐλ. Πόρισµα 2.2.19), άρα φ = εX∗Y που αποδεικνύει τη

σχέση της εκφώνησης. �

Αναλόγως προς την Πρόταση 6.1.10 έχουµε και την

6.1.12 Πρόταση. Ισχύει η σχέση

(6.1.11) (P + Q) ∗ R = (P ∗ R) + (Q ∗ R),

για κάθε P, Q, R ∈ R∗ µε P + Q , O.

Αν εφαρµόσουµε τη µέθοδο που ακολουθήσαµε για την απόδειξη της (6.1.9),

ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι hP+Q(R) = (εP∗R◦hQ)(R). ΄Οµως, δεν µπορούµε να

προχωρήσουµε πιο πέρα (αποδεικνύοντας και το ανάλογο του Λήµµατος 6.1.11

στην περίπτωσή µας), επειδή το R τώρα εµφανίζεται και ως µεταβλητή στις δύο

συγγραµµικότητες και ως δείκτης στην εP∗R.

Για να ξεπεράσουµε το αδιέξοδο, καταφεύγουµε στο εξής τέχνασµα: επιλέ-

γουµε µία ϐοηθητική ευθεία ℓo ∈ J (O) µε ℓo , k και ϑεωρούµε την οµάδα των
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οµολογιών H(S, ℓo). Για ένα P ∈ R∗, συµβολίζουµε µε hPτην οµολογία από την

οµάδα H(S, ℓo), που ικανοποιεί τη συνθήκη hP(I) = P. Προφανώς, η hP αντιστοι-

χεί στην προσδιοριστική τετράδα (S, ℓo, I, P).

Σχήµα 6.5

Με τους προηγουµένους συµβολισµούς αποδεικνύεται τώρα το

6.1.13 Λήµµα. Για κάθε X, Y ∈ R∗, ισχύει η σχέση

hX ◦ hY = hY ◦ h
X .

Απόδειξη. Θέτουµε

h :=
(
hY ◦ h

X )−1
◦ (hX ◦ hY ) =

(
hX

)−1
◦ h−1

Y ◦ h
X ◦ hY .

Επειδή οι hY και h−1
Y έχουν κέντρο το O, για κάθε m ∈ J (O) είναι

(6.1.12) h(m) =
((
hX

)−1
◦ h−1

Y ◦ h
X
)
(m).

Ακόµη, επειδή O ∈ m, ϑα είναι και hX (O) = O ∈ hX (m) (αφού το O ανήκει

στον άξονα ℓo της hX ), άρα η hX (m) διέρχεται από το κέντρο O της h−1
Y , οπότε

h−1
Y

(
hX (m)

)
= hX (m). ΄Ετσι η (6.1.12) παίρνει τη µορφή

h(m) =
(
hX

)−1
(
hX (m)

)
= m,

από την οποίαν συνάγεται ότι το O είναι κέντρο της h.

Παρόµοια, για κάθε m ∈ J (S) είναι

(6.1.13) h(m) =
((
hX

)−1
◦ h−1

Y

)(
hX (hY (m))

)
.
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Αλλά S ∈ m, άρα hY (S) = S ∈ hY (m) (επειδή το S ανήκει στον άξονα ℓ της hY ),

δηλαδή η hY (m) διέρχεται από το κέντρο S της hX , οπότε hX (hY (m)) = hY (m)
και η (6.1.13) ανάγεται στην

h(m) =
(
hX

)−1
(
h−1
Y

(
hY (m)

))
=

(
hX

)−1(m) = m

[αφού το S είναι κέντρο και της
(
hX

)−1
]. Εποµένως, το S είναι κέντρο της h. Εφ᾿

όσον S , O, η h έχει δύο κέντρα. ΄Αρα, κατά την Πρόταση 2.2.21, h = idP, η

οποία αποδεικνύει το συµπέρασµα του λήµµατος. �

6.1.14 Πόρισµα. Για κάθε X, Y ∈ R∗, ισχύει η σχέση

(6.1.14) hX (Y ) = hY (X) = Y ∗ X.

Απόδειξη. Υπολογίζοντας και τα δύο µέλη της σχέσης του Ληµατος 6.1.13 στο

σηµείο I, ϐάσει των ορισµών των hX και hY ϐρίσκουµε ότι

(
hX ◦ hY

)
(I) = hX (hY (I)) = hX (Y ),

(
hY ◦ h

X )(I) = hY (hX (I)) = hY (X).

Εποµένως, hX (Y ) = hY (X) = Y ∗ X , που αποδεικνύει το πόρισµα. �

Μετά από αυτά είµαστε σε ϑέση να δώσουµε την

Απόδειξη της Πρότασης 6.1.12. Σύµφωνα µε τις (6.1.14) και (6.1.4), το πρώτο

µέλος της σχέσης (6.1.11) µετασχηµατίζεται διαδοχικά στην

(P + Q) ∗ R = hR(P + Q) = hR(εP (Q)) = (hR ◦ εP )(Q),

ενώ το δεύτερο µέλος στην

(P ∗ R) + (Q ∗ R) = εP∗R(Q ∗ R) = εP∗R(hR(Q)) = (εP∗R ◦ hR)(Q).

Οι προηγούµενες σχέσεις, σε συνδυασµό µε το επόµενο (γενικό) λήµµα, απο-

δεικνύουν την (6.1.11). �

6.1.15 Λήµµα. Ισχύει η σχέση

εX∗Y = hY ◦ εX ◦
(
hY

)−1
,

για κάθε X, Y ∈ R∗.
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Απόδειξη. Ακολουθούµε την τεχνική του Λήµµατος 6.1.11: η συγγραµµικότητα

hY ◦ εX ◦
(
hY

)−1
έχει κέντρο S, αφού οι συγγραµµικότες που την συνθέτουν

έχουν κοινό κέντρο το S.

Απ᾿ το άλλο µέρος, για κάθε P ∈ ℓ έχουµε ότι
(
hY

)−1(P) ∈
(
hY

)−1(ℓ) = ℓ,

επειδή ℓ ∈ J (S) και το S είναι κέντρο της
(
hY

)−1
. ΄Αρα η ℓ είναι άξονας της

παραπάνω συγγραµµικότητας, οπότε hY ◦ εX ◦
(
hY

)−1
∈ E(S, ℓ). ΄Οµως,

(
hY ◦ εX ◦

(
hY

)−1
)
(O) =

(
hY ◦ εX

)
(O) = hY (X) = X ∗ Y = εX∗Y (O).

Η προηγουµένη σχέση και το Πόρισµα 2.2.19 αποδεικνύουν συµπέρασµα. �

Ο πολλαπλασιασµός "∗" (που αρχικά ορίστηκε στο R∗) επεκτείνεται σε ολό-

κληρο το R αν ϑέσουµε

(6.1.15) X ∗ O = O ∗ X := O, ∀ X ∈ R.

Τότε οι (6.1.9) και (6.1.11) έχουν έννοια για οποιαδήποτε στοιχεία του R, συνε-

πώς καταλήγουµε στο

6.1.16 Θεώρηµα. Ισχύουν οι επιµεριστικές σχέσεις

P ∗ (Q + R) = (P ∗ Q) + (P ∗ R),

(P + Q) ∗ R = (P ∗ R) + (Q ∗ R),

για κάθε P, Q, R ∈ R

Ανακεφαλαιώνοντας, ϐλέπουµε ότι στο R ορίσαµε δύο πράξεις : µία πρόσθε-

ση "+", µέσω της οποίας το Ϲεύγος (R,+) αποτελεί αβελιανή (προσθετική) οµάδα,

και έναν πολλαπλασιασµό "∗" [µετά και την επέκταση (6.1.15)], µέσω του ο-

ποίου το Ϲεύγος (R∗, ∗), όπου R∗ = R − {O}, αποτελεί οµάδα (όχι κατ᾿ ανάγκην

αβελιανή). Επιπλέον, οι δύο πράξεις συνδέονται µε την επιµεριστική ιδιότητα,

δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις του Θεωρήµατος 6.1.15. Αυτά όλα σηµαίνουν ότι η

τριάδα (R,+, ∗) είναι ένας διαιρετικός δακτύλιος (division ring).

Σηµειώνουµε ότι η δοµή του διαιρετικού δακτυλίου ϐρίσκεται ανάµεσα στη

δοµή του δακτυλίου και του σώµατος. Στο Παράρτηµα υπενθυµίζονται οι ϐασι-

κοί ορισµοί και ιδιότητες των προηγουµένων εννοιών. Επίσης, ένα παράδειγµα

διαιρετικού δακτυλίου που δεν είναι σώµα δίνεται στην Ασκηση 6.1.21(8), στο

τέλος αυτής της παραγράφου.

Τα µέχρι τώρα συµπεράσµατα συνοψίζονται στο εξής ϐασικό αποτέλεσµα:

6.1.17 Θεώρηµα. Σε κάθε προβολικό επίπεδο Desargues αντιστοιχεί ένας διαι-

ϱετικός δακτύλιος (R,+, ∗).
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Παρ᾿ όλο που ένα τµήµα του εποµένου συµπεράσµατος απαιτεί τη χρήση ενός

αποτελέσµατος που ϑα αποδειχθεί στην εποµένη παράγραφο (Θεωρηµα 6.2.2),

εδώ είναι η κατάλληλη ϑέση για τη διατύπωση και απόδειξη του συµπεράσµατος

αυτού. Για την ακρίβεια έχουµε το

6.1.18 Πόρισµα. ΄Ενα προβολικό επίπεδο Desargues είναι επίπεδο του Πάππου

τότε και µόνον τότε αν η τριάδα (R,+, ∗) είναι σώµα.

Απόδειξη. Αν το προβολικό επίπεδο είναι επίπεδο του Πάππου, τοτε (κατά τον

Ορισµό 5.1.1) η οµάδα των οµολογιών H(O, ℓ) είναι αβελιανή, οπότε λόγω του

ισοµορφισµού h, ϑα είναι αβελιανή και η οµάδα R∗ (ϐλ. Πρόταση 6.1.9). Επο-

µένως η τριάδα (R,+, ∗) είναι σώµα.

Αντιστρόφως, αν (R,+, ∗) είναι σώµα, τότε η R∗ είναι αβελιανή οµάδα, άρα

και η ισόµορφη προς αυτήν H(O, ℓ). Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεωρηµα 6.2.2,

ϑα είναι αβελιανή και κάθε άλλη οµάδα H(A, k), για οποιοδήποτε (A, k) ∈ P×L
µε A < k. ΄Αρα έχουµε ένα προβολικό επίπεδο του Πάππου. �

Στην ΄Αλγεβρα αποδεικνύεται το εξής σηµαντικό :

Θεώρηµα του Wedderburn. Κάθε πεπερασµένος διαιρετικός δακτύλιος

είναι σώµα (ϐλ. T. W. Hungerford [18, Corollary 6.9, Chapter IX]).

Αυτό µας οδηγεί στο

6.1.19 Πόρισµα. Κάθε πεπερασµένο προβολικό επίπεδο Desargues είναι επίπε-

δο του Πάππου.

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του Πορίσµατος 6.1.18 και του Θεωρήµατος του

Wedderburn. �

6.1.20 Συµβολισµός. Τα σηµεία O και I, που αντιστοιχούν στα ουδέτερα στοι-

χεία των πράξεων "+" και "∗" (ϐλ. αποδείξεις των Προτάσεων 6.1.5 και 6.1.9)

συµβολίζονται επίσης µε 0 (µηδέν) και 1, αντιστοίχως. Η επιλογή των γραµµά-

των O και I έγινε ακριβώς λόγω της οπτικής συγγένειάς τους µε τα 0 και 1, ώστε

να ϑυµίζουν τα ουδέτερα στοιχεία των αντιστοίχων πράξεων.

6.1.21 Παράδειγµα. Ο διαιρετικός δακτύλιος του επιπέδου των 7 σηµείων.

Θεωρούµε το επίπεδο των 7 σηµείων, όπως περιγράφεται στο Παράδειγµα

1.2.3(1). ∆ιαπιστώνουµε ότι είναι επίπεδο Desargues. Αυτό µπορεί να γίνει µε

δύο τρόπους :

α) Στοιχειωδώς ϐλέπουµε ότι οποιαδήποτε τρίγωνα προοπτικά ως προς κέντρο

είναι και προοπτικα ως προς άξονα, και αντιστρόφως. Να σηµειωθεί ότι όλες οι

περιπτώσεις προοπτικών τριγώνων είναι εκφυλισµένες (ϐλ. τη σχετική συζήτηση

πριν την Πρόταση 4,2,4), για τούτο και ο έλεγχος είναι άµεσος.
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ϐ) Επειδή το επίπεδο είναι πεπερασµένο, κατά το Πόρισµα 6.1.19 ϑα είναι

επίπεδο του Πάππου, άρα και Desargues.

Εφ᾿ όσον το επίπεδο των 7 σηµείων είναι επίπεδο Desargues, ορίζεται ο

διαιρετικός δακτύλιος R, που ϑα είναι σώµα ϐάσει του Πορίσµατος 6.1.18 και

της προηγουµένης παρατήρησης ϐ). Ας δούµε ποιό είναι ακριβώς αυτό το R,

ακολουθώντας τη γενική κατασκευή του διαιρετικού δακτυλίου : Επιλέγουµε

δύο ευθείες, π.χ. τις k := {A1, A2, A3} και ℓ := {A3, A6, A7}. Τότε S = k ∧ ℓ =

{A3}, οπότε R = J (k) − {S} = {A1, A2}. ΄Οµως το R, ως διαιρετικός δακτύλιος,

περιέχει οπωσδήποτε τα δύο ουδέτερα στοιχεία 0 και 1 (ϐλ. Συµβολισµό 6.1 20).

Εποµένως,

R = {A1, A2} = {0,1} � Z2,

δηλαδή το R είναι σώµα ισόµορφο µε το Z2.

Στο ίδιο αποτέλεσµα ϕθάνουµε αν, για την κατασκευή του διαιρετικού δακτυ-

λίου, πάρουµε οποιοδήποτε άλλο Ϲεύγος τεµνοµένων ευθειών. Αυτό δείχνει ότι ο

διαιρετικός δακτύλιος του υπ᾿ όψιν επιπέδου είναι, µέσω ισοµορφίας, µονοσή-

µαντα ορισµένος. Αυτό ϑα αποδειχθεί και γενικότερα στην εποµένη παράγραφο.

6.1.22 Ασκήσεις.

1) Ποιός είναι ο διαιρετικός δακτύλιος του P2;

2) Να αποδειχθεί ότι εO = h I = idP.

3) Να αποδειχθεί η σχέση hP∗Q = hQ ◦ hP , για κάθε P, Q ∈ R∗.

4) Να συµπληρωθούν οι αποδείξεις των Ληµµάτων 6.1.6, 6.1.8, του Πορί-

σµατος 6.1.7, και της Πρότασης 6.1.9.

5) Να απεικονιστούν σε σχήµατα το σηµείο −P, για P ∈ R, και το σηµείο

P ∗ Q, για P,Q ∈ R∗.

6) Να αποδειχθούν οι σχέσεις ε−P = ε−1
P και hP−1 = h−1

P , για κατάλληλο P

κάθε ϕορά.

7) Αν P ∗Q = O, να αποδειχθεί ότι ένα τουλάχιστον από τα P, Q συµπίπτει µε

το O. ∆ηλαδή το R δεν έχει διαιρέτες του µηδενός.

8) Θεωρούµε το γραµµικό χώρο R4 και µία ϐάση του (e, i, j, k). Ορίζουµε έναν

πολλαπλασιασµό ∗ : R4×R4 → R4 µε τον εξής τρόπο : αν q = ae+bi+cj+dk

και q′ = a′e+b′i+c′j+d′k, τότε το q∗q′ προκύπτει αν πολλαπλασιάσουµε

τα δύο αθροίσµατα κατά όρους, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι ισχύουν :

1) Η προσεταιριστική ιδιότητα.
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2) Η σχέση λx = xλ, για κάθε λ ∈ R και x = e, i, j, k.

3) Ο επόµενος πίνακας πολλαπλασιασµού των στοιχείων της ϐασης :

∗ e i j k

e e i j k

i i ­1 k ­j

j j ­k ­1 i

k k j ­i ­1

[Επεξήγηση: Για να ϐρούµε, π.χ., το γινόµενο i ∗ j ανατρέχουµε στην τοµή

της γραµµής που ϐρίσκεται το i και της στήλης που ϐρίσκεται το j, οπότε

i ∗ j = k. Παρόµοια, j ∗ i = −k, k ∗ k = −1 κ.ο.κ. Τα τρία προηγούµενα

αποτελέσµατα επισηµαίνονται στον πίνακα µε έντονα (bold) στοιχεία].

Με ϐάση τα προηγούµενα, Ϲητούνται τα εξής :

α) Να ϐρεθεί η µορφή του q ∗ q′.

ϐ) Να αποδειχθεί ότι η τριάδα R = (R4,+, ∗) αποτελεί διαιρετικό δακτύλιο, αν

+ είναι η συνήθης πρόσθεση του R4.

γ) Να δικαιολογηθεί γιατί το R δεν είναι σώµα.

δ) Να εξηγηθεί γιατί ο πολλαπλασιασµός "∗" επεκτείνει τον πολλαπλασια-

σµό των µιγαδικών αριθµών.

Το προηγούµενο R καλείται διαιρετικός δακτύλιος των πραγµατικών τετρά-

δων ή των τετραδικών αριθµών (quaternions).

6.2 Το µονοσήµαντο του διαιρετικού δακτυλίου

΄Οπως είδαµε στην προηγουµένη παράγραφο, η κατασκευή του διαιρετικού δα-

κτυλίου R έγινε µε την αυθαίρετη επιλογή µιας ευθείας k και τριών διαφορετικών

σηµείων της S, O, I, καθώς επίσης και µε την επιλογή µιας ευθείας ℓ, µε ℓ , k

και ℓ ∈ J (S). Εποµένως, γεννάται το εύλογο ερώτηµα της σύγκρισης του R µε

το διαιρετικό δακτύλιο R′, ο οποίος προκύπτει από δύο άλλες ανάλογες ευθείες

k′, ℓ′ και αντίστοιχα σηµεία S′, O′, I ′.

Για την απάντηση στο προηγούµενο ερώτηµα χρειαζόµαστε µερικά προκα-

ταρκτικά συµπεράσµατα. Υπενθυµίζουµε ότι για τους µορφισµούς προβολικών

επιπέδων ακολουθούµε τη Σύµβαση 6.1.1.
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6.2.1 Λήµµα. Υποθέτουµε ότι P ≡ (P,L, ∈) είναι ένα προβολικό επίπεδο De­

sargues και (A, B, C,D) µία τετράδα διαφορετικών σηµείων, τα οποία είναι ανά

τρία µη συγγραµµικά. Τότε, για κάθε άλλη τετράδα (A′, B′, C′, D′) µε τις ίδιες

ιδιότητες, υπάρχει µία (όχι κατ᾿ ανάγκην µονοσήµαντα ορισµένη) συγγραµµικότη-

τα σ ∈ Aut(P), τέτοια ώστε :

σ(A) = A′, σ(B) = B′, σ(C) = C′, σ(D) = D′.

Απόδειξη. Επιλέγουµε µιαν ευθεία k ∈ L, µε A, A′ < k, οπότε, επειδή το P είναι

επίπεδο Desargues, υπάρχει η έπαρση α ∈ E(S, k) µε α(A) = A′ (προφανώς

S = (A ∨ A′) ∧ k). Επιλέγουµε επίσης και µιαν ευθεία ℓ ∈ L µε ℓ ∈ J (A′) και

B′ < ℓ. Καλούµε ̙ ∈ E(S′, ℓ) την έπαρση (µε κέντρο S′ = (α(B) ∨ B′) ∧ ℓ) που

ικανοποιεί τη συνθήκη ̙(α(B)) = B′. Εποµένως,

(6.2.1) (̙ ◦ α)(A) = ̙(A′) = A′, (̙ ◦ α)(B) = ̙(α(B)) = B′.

Για το σηµείο (̙ ◦ α)(C) υπάρχουν δύο δυνατότητες :

i) (̙ ◦ α)(C) , C′ και ii) (̙ ◦ α)(C) = C′.

Στην περίπτωση i), ϑέτοντας m := A′ ∨ B′, ϑεωρούµε την έπαρση γ ∈ E(m)
µε γ

(
(̙ ◦ α)(C)

)
= C′ και κατάλληλο κέντρο (ποιο ;). Φυσικά, για να ορίζεται

η έπαρση αυτή ϑα πρέπει τα C′ και (̙ ◦ α)(C) να µην είναι σηµεία του άξονα

m. Πραγµατικά, από την υπόθεση για την τετράδα (A′, B′, C′, D′), ϐλέπουµε ότι

C′ < A′ ∨ B′ = m. Επίσης, (̙ ◦ α)(C) < m, γιατί αν ήταν ̙(α(C)) ∈ m, τότε ϑα

είχαµε ότι (αφού A′ ∈ ℓ)

α(C) ∈ ̙−1(m) = ̙−1(A′ ∨ B′) = ̙−1(A′) ∨ ̙−1(B′) = A′ ∨ ̙−1(B′).

΄Οµως, από την τελευταία, τον ορισµό της α και τη δεύτερη των (6.2.1), προκύπτει

ότι

C ∈ α−1(A′) ∨ α−1(̙−1(B′)
)
= A ∨ (̙ ◦ α)−1(B′) = A ∨ B,

που είναι άτοπο.

Επειδή η γ έχει άξονα την m = A′∨B′ και ισχύουν οι (6.2.1), διαπιστώνουµε

ότι η συγγραµµικότητα γ ◦ ̙ ◦ α ικανοποιεί τις σχέσεις :

(6.2.2)

(γ ◦ ̙ ◦ α)(A) = γ(A′) = A′,

(γ ◦ ̙ ◦ α)(B) = γ(B′) = B′,

(γ ◦ ̙ ◦ α)(C) = C′.

Τώρα, ως προς την εικόνα του D, µέσω της ίδιας συγγραµµικότητας, διακρίνουµε

πάλι δύο περιπτώσεις :
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i1) (γ ◦ ̙ ◦ α)(D) = D′ και i2) (γ ◦ ̙ ◦ α)(D) , D′.

Στην περίπτωση i1) είναι ϕανερόν ότι η γ ◦ ̙ ◦ α είναι η Ϲητουµένη συγγραµ-

µικότητα σ. Στη i2) παρατηρούµε ότι, ϑέτοντας D′′ := (γ ◦̙◦α)(D), είναι D′′ , A′

και D′′ < B′ ∨ C′ (γιατί;), οπότε µπορούµε να ϐρούµε µία (µοναδική) οµολογία

δ ∈ H(A′, B′ ∨C′) µε δ(D′′) = E, όπου E := (A′ ∨C′)∧ (B′ ∨D′′) [ϐεβαιωνόµαστε

πάλι ότι E , A′ και E < B′∨C′]. Εποµένως, από τον ορισµό της δ και τις (6.2.2),

προκύπτουν οι σχέσεις :

(6.2.3)

(δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α)(A) = δ(A′) = A′,

(δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α)(B) = δ(B′) = B′,

(δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α)(C) = δ(C′) = C′,

(δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α)(D) = δ(D′) = E.

Θεωρούµε, τέλος, την οµολογία ε ∈ H(B′, A′ ∨ C′) µε ε (E) = D′ (η ε υπάρχει

επειδή E , B′ , D′ και E,D′ < A′ ∨ C′). Εποµένως, από τις (6.2.3) και τη

συνθήκη ε (E) = D′, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η ε ◦ δ ◦ γ ◦ ̙ ◦ α είναι η

Ϲητουµένη συγγραµµικότητα σ.

Η περίπτωση ii) αντιµετωπίζεται παρόµοια. Συνοπτικά διακρίνουµε τις δύο

υποπεριπτώσεις :

ii1) (̙ ◦ α)(D) = D′ και ii2) (̙ ◦ α)(D) =: D′′ , D′.

Στην περίπτωση ii1) προφανώς η ̙ ◦α είναι η Ϲητουµένη σ. Στην ii2) κατασκευά-

Ϲουµε τις οµολογίες δ και ϸ όπως στην περίπτωση i2), οπότε η σ είναι τώρα η

συγγραµµικότητα ϸ ◦ δ ◦ ̙ ◦ α. �

Το Λήµµα 6.2.1 αποτελεί προφανώς γενίκευση, σε τυχόν προβολικό επίπεδο

Desargues, του Λήµµατος 3.3.12, πράγµα που µας επιτρέπει να δείξουµε και

την ανάλογη γενίκευση του Θεωρήµατος 3.3.10, όπως δίνεται στο επόµενο

6.2.2 Θεώρηµα. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues, οποιεσδήποτε οµάδες

οµολογιών H(A, ℓ) και H(A′, ℓ′) (όπου A < ℓ, A′ < ℓ′) είναι ισόµορφες.

Απόδειξη. Ακολουθούµε τη µεθοδολογία της απόδειξης του Θεωρήµατος 3.3.10

µε τις απαραίτητες τροποποιήσεις.

Περιληπτικά, εργαζόµαστε ως εξής : επί της ℓ επιλέγουµε δύο διαφορετικά

σηµεία B,C. Επίσης, επιλέγουµε και ένα σηµείο D µη κείµενο επί της ℓ, έτσι

ώστε A , D και τα A,B, C, D να είναι ανά τρία µη συγγραµµικά. Παρόµοια,

κατασκευάζουµε µίαν ανάλογη τετράδα (A′, B′, C′, D′).
Εφαρµόζοντας το Λήµµα 6.2.1, ϐρίσκουµε µία συγγραµµικότητα σ, που

απεικονίζει τα A, B, C, D επί των A′, B′, C′, D′ αντιστοίχως. Ο Ϲητούµενος ισοµορ-

ϕισµός h : H(A, ℓ) → H(A′, ℓ′) ορίζεται από τη σχέση h(φ) := σ ◦ φ ◦ σ−1, για

κάθε φ ∈ H(A, ℓ). �
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Παρόµοια έχουµε και την εποµένη γενίκευση του Θεωρήµατος 3.4.3:

6.2.3 Θεώρηµα. Σε ένα προβολικό επίπεδο Desargues, οποιεσδήποτε οµάδες

επάρσεων είναι ισόµορφες.

Απόδειξη. Εργαζόµαστε όπως στο Θεώρηµα 3.4.3 για αντίστοιχα κατάλληλα ση-

µεία. Ο ισοµορφισµός έχει µορφή ανάλογη αυτής του ισοµορφισµού του Θεω-

ϱήµατος 6.2.2. �

Ερχόµαστε τώρα στο κύριο αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου.

6.2.4 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι R είναι ο διαιρετικός δακτύλιος, ο οποίος κατα-

σκευάζευται από δύο διαφορετικές ευθείες k, ℓ και τα σηµεία S, O, I (όπου S = k∧ℓ,

O ∈ ℓ ∋ I και O , I , S , O). Αν R′ είναι ο διαιρετικός δακτύλιος, ο οποίος κατα-

σκευάζεται από τις ευθείες k′, ℓ′ και τα σηµεία S′, O′, I ′ ( µε ανάλογες ιδιότητες),

τότε οι R και R′ είναι ισόµορφοι .

Απόδειξη. Επί της ℓ ϑεωρούµε δύο σηµεία A, B, που είναι διαφορετικά µεταξύ

τους καθώς και προς το S. Οµοίως, ϑεωρούµε και δύο σηµεία A′, B′ ∈ J (ℓ′)
µε A′ , B′ , S′ , A′. Παρατηρούµε ότι οι τετράδες σηµείων (A, B.O, I) και

(A′, B′, O′, I ′) ικανοποιούν τις συνθήκες του Λήµµατος 6.2.1, άρα υπάρχει συγ-

γραµµικότητα σ ∈ Aut(P), τέτοια ώστε σ(A) = A′, σ(B) = B′, σ(O) = O′ και

σ(I) = I ′, οπότε είναι

σ(k) = σ(O ∨ I) = σ(O) ∨ σ(I) = O′ ∨ I ′ = k′,

σ(ℓ) = σ(A ∨ B) = σ(A) ∨ σ(B) = A′ ∨ B′ = ℓ′.

Θέτουµε f := σ |R (: περιορισµός της σ επί του R). Τότε, για κάθε P ∈ R,

διαπιστώνουµε ότι

f (P) ∈ k′ [επειδή P ∈ k, οπότε f (P) = σ(P) ∈ σ(k) = k′], και

f (P) , S′ [διαφορετικά η f (P) = S′ ϑα έδινε ότι P = σ−1(S′) = S (άτοπο)].

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι f (p) ∈ R′, άρα η f είναι απεικόνι-

ση της µορφής f : R → R′, που είναι, προφανώς, 1 – 1 και επί.

Θα δείξουµε ότι η f είναι επίσης µορφισµός δακτυλίων (άρα και ισοµορφι-

σµός), δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις

f (P + Q) = f (P) + f (Q),(6.2.4)

f (P ∗ Q) = f (P) ∗ f (Q).(6.2.5)

Για την απόδειξη της πρώτης παρατηρούµε ότι, µέσω της (6.1.4),

(6.2.6) f (P + Q) = σ(εP(Q)) = (σ ◦ εP )(Q) = (σ ◦ εP ◦ σ−1)(σ(Q)).
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Επειδή εP ∈ E(S, ℓ), το Θεώρηµα 6.2.3 (σε συνδυασµό µε την απόδειξη του

Θεωρήµατος 6.2.2) συνεπάγεται ότι ε′σ(P) := σ ◦ εP ◦ σ−1 ∈ E(S′, ℓ′). Εποµένως η

(6.2.6) µετασχηµατίζεται ως ακολούθως :

f (P + Q) = (σ ◦ εP ◦ σ−1)(σ(Q)) =

= ε′σ(P)(σ(Q)) = σ(P) + σ(Q) = f (P) + f (Q),

που αποδεικνύει την (6.2.4).

Για την (6.2.5) προχωρούµε αναλόγως :

f (P ∗ Q) = σ
(
hP (Q)

)
= (σ ◦ hP ◦ σ

−1)(σ(Q)) =

= h′σ(P)(σ(Q)) = σ(P) ∗ σ(Q) = f (P) ∗ f (Q),

µε την οποίαν κλείνει η απόδειξη. �

Σύµφωνα µε το προηγούµενο ϐασικό αποτέλεσµα, όλοι οι διαιρετικοί δακτύ-

λιοι, που κατασκευάζονται όπως στην Παράγραφο 6.1, είναι ισόµορφοι. ΄Αρα το

Θεώρηµα 6.2.4 µπορεί να αναδιατυπωθεί και µε την ακόλουθη µορφή:

6.2.5 Θεώρηµα. Ο διαιρετικός δακτύλιος ενός προβολικού επιπέδου Desargues

είναι, µέσω ισοµορφίας, µονοσηµάντως ορισµένος.

6.2.6 Ασκήσεις.

1) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξης του Λήµµατος 6.2.1,

που αναφέρονται στην ύπαρξη των χρησιµοποιουµένων επάρσεων και ο-

µολογιών. Επίσης να συµπληρωθεί η απόδειξη της περίπτωσης ii).

2) Να γίνει λεπτοµερής απόδειξη των Θεωρηµάτων 6.2.2 και 6.2.3.

3) Να αποδειχθεί ότι σ ◦ εP ◦ σ−1 ∈ E(S′, ℓ′) και σ ◦ hP ◦ σ
−1 ∈ H(O′, ℓ′)

[όπως ισχυριστήκαµε στην απόδειξη των σχέσεων (6.2.4) και (6.2.5)] και

να δικαιολογηθούν οι συµβολισµοί ε′
σ(P), h′σ(P).

6.3 Κατασκευή προβολικού επιπέδου από διαιρετικό

δακτύλιο

Στην παράγραφο αυτή υποθέτουµε ότι µας δίνεται ένας διαιρετικός δακτύλιος

D ≡ (D,+, ·). Θυµίζουµε ότι το Ϲεύγος (D,+) αποτελεί αβελιανή (προσθετική)

οµάδα, της οποίας το ουδέτερο (µηδενικό) στοιχείο συµβολίζεται µε 0, ενώ το

Ϲεύγος (D∗ := D− {0}, ∗) αποτελεί (πολλαπλασιαστική) οµάδα (όχι απαραιτήτως
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αβελιανή), της οποίας το ουδέτερο (µοναδιαίο) στοιχείο συµβολίζεται µε 1. Για

ευκολία ϑα παραλείπεται το σύµβολο του πολλαλασιασµού "·" και ϑα γράφουµε

απλώς ab, αντί a · b, για οποιαδήποτε a, b ∈ D.

΄Εχοντας ως πρότυπο την αλγεβρική κατασκευή του P2 (ϐλ. Παράγραφο 3.1),

ορίζουµε την τριάδα (PD,LD, ∈) µε

PD :=
{
[a, b, c]

∣∣∣ (a, b, c) ∈ D3
∗

}
,

LD :=
{
<k, ℓ, m>

∣∣∣ (k, ℓ, m) ∈ D3
∗

}
,

όπου

[a, b, c] =
{
r(a, b, c) | r ∈ D∗

}
,

<k, ℓ, m>=
{
[a, b, c] ∈ PD : ak + bℓ + cm = 0

}
.

Η σχέση της σύµπτωσης προφανώς εµπεριέχεται στον ορισµό των < k, l, m >,

δηλαδή

( ∗ ) [p, q, r] ∈<u, v,w> ⇔ pu + qv + rw = 0.

΄Ενας άλλος τρόπος ορισµού των στοιχείων του PD είναι να ϑεωρηθούν ως

κλάσεις (ισοδυναµίας) της σχέσης ισοδυναµιας στο D3
∗

(a′, b′, c′) ∼ (a, b, c) ⇔ ∃ r ∈ D∗ : (a′, b′, c′) = r(a, b, c),

ενώ τα στοιχεία του LD είναι οι κλάσεις της σχέσης ισοδυναµίας (πάλι στο D3
∗ )

(k′, ℓ′, m′) ∼ (k, ℓ, m) ⇔ ∃ s ∈ D∗ : (k′, ℓ′, m′) = (k, ℓ, m)s.

Αν συµβολίσουµε, προσωρινά, τις τελευταίες κλασεις µε ≪ k, ℓ, m ≫, ευκο-

λα διαπιστώνουµε ότι ανάµεσα στο σύνολο των κλάσεων της τελευταίας µορφής

και στα σύνολα < k, ℓ, m > (όπως ορίστηκαν στην αρχή), υπάρχει µία αντιστοι-

χιά 1 – 1 και επι, µέσω της οποίας αυτά ταυτίζονται. ΄Ετσι χρησιµοποιούµε και

στις δύο περιπτώσεις τον απλούστερο συµβολισµό < k, ℓ, m > για τα στοιχεία

του LD, διευκρινίζοντας (αν χρειάζεται) την αντίστοιχη ερµηνεία τους. Η σχέση

σύµπτωσης παραµένει η ( ∗ ), όµως τώρα (στην περίπτωση χρήσης κλάσεων ισο-

δυναµίας) πρέπει να ελεγχθεί ότι αυτή είναι καλά ορισµένη, δηλαδή ανεξάρτητη

της επιλογής των αντιπροσώπων των κλάσεων (΄Ασκηση !).

6.3.1 Παρατηρήσεις. 1) Στον ορισµό των κλάσεων [a, b, c] και ≪ k, ℓ, m ≫

ϑα πρέπει να επισηµανθεί η διαφορά στον πολλαπλασιασµό των αντιπροσώπων

µε τα στοιχεία του D∗. Ενώ στην πρώτη παρίπτωση έχουµε (a′, b′, c′) = r(a, b, c)
(πολλαπλασιασµός από αριστερά), στη δεύτερη είναι (k′, ℓ′, m′) = (k, ℓ, m)s (πολ-

λαπλασιασµός από δεξιά). Η διαφοροποίση αυτή είναι απαραίτητη για να εξα-

σφαλιστεί ότι η σχέση σύµπτωσης είναι καλά ορισµένη.
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2) Με την εξαίρεση της ϑέσης των παραγόντων r και s, οι προηγούµενες

σχέσεις ισοδυναµίας δεν διαφέρουν ουσιωδώς. Η γεωµετρική όµως ερµηνεία των

αντιστοίχων κλάσεων ισοδυναµίας είναι εντελώς διαφορετική.

3) Και στην ( ∗ ), επίσης, η ϑέση των παραγόντων έχει ουσιαστική σηµασία

και πρέπει να µένει η ίδια διαρκώς, αφού δεν ισχύει η µεταθετική ιδιότητα στον

πολλαπλασιασµό του διαιρετικού δακτυλίου.

6.3.2 Θεώρηµα. Η τριάδα PD ≡ (PD,LD,∈) είναι προβολικό επίπεδο.

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί τη γενική ιδέα της απόδειξης του Θεωρήµατος

3.1.1 (Α΄ τρόπος), λαµβάνοντας ιδιαιτέρως υπ᾿ όψιν την µη µεταθετικότητα του

πολλαπλασιασµού.

Για την απόδειξη του αξιώµατος (ΠΕ 1) ϑεωρούµε δύο διαφορετικά σηµεία

[ai , bi , ci ] ∈ PD (i = 1,2) και αναζητούµε µια µοναδική ευθεία < x, y, z > του

LD που τα περιέχει. Προφανώς, µια τέτοια ευθεία ϑα προσδιορίζεται από τις

εξισώσεις

a1x + b1y + c1z = 0,(6.3.1)

a2x + b2y + c2z = 0.(6.3.2)

Επειδή (a1, b1, c1) , (0,0, 0), µπορούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, να υπο-

ϑέσουµε ότι a1 , 0. Τότε η (6.3.1) δίνει την

(6.3.3) x + a−1
1 b1y + a

−1
1 c1z = 0.

Για το συντελεστή a2 διακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

i) a2 , 0, και ii) a2 = 0.

Στην πρώτη περίπτωση, πολλαπλασιάζοντας µε a2, µετασχηµατίζουµε την

(6.3.3) στην

a2x + a2a
−1
1 b1y + a2a

−1
1 c1z = 0.

Αφαιρώντας την τελευταία από την (6.3.2) ϐρίσκουµε ότι

(6.3.4)
(
b2 − a2a

−1
1 b1

)
y +

(
c2 − a2a

−1
1 c1

)
z = 0.

Παρατηρούµε ότι ένας εκ των συντελεστών των y, z στην (6.3.4) πρέπει να είναι

διαφορετικός από το 0, γιατί αν ήταν

b2 − a2a
−1
1 b1 = 0 = c2 − a2a

−1
1 c1,

τότε, ϑέτοντας r = a2a
−1
1 , ϑα είχαµε ότι [a1, b1, c1] = [a2, b2, c2], που είναι άτοπο

συµφωνα µε την αρχική υπόθεση για τα ϑεωρούµενα σηµεία.
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΄Ετσι, αν υποθέσουµε ότι b2 −a2a
−1
1 b1 , 0, τότε από την (6.3.4) προκύπτει η

(6.3.5) y = −
(
b2 − a2a

−1
1 b1

)−1
·
(
c2 − a2a

−1
1 c1

)
z.

Επίσης, από τις (6.3.3) και (6.3.5) ϐρίσκουµε ότι

(6.3.6) x = a−1
1

[
b1

(
b2 − a2a

−1
1 b1

)−1
·
(
c2 − a2a

−1
1 c1

)
− c1

]
z.

Εποµένως, δίνοντας στο z µίαν αυθαίρετη τιµή από το D∗, η τριάδα που προ-

κύπτει [απ᾿ αυτό και τις αντίστοιχες τιµές των y, x, µέσω των (6.3.5) και (6.3.6)

αντιστοίχως], προσδιορίζει τη Ϲητουµένη ευθεία.

Εδώ πρέπει να παρατητήσουµε ότι όλες οι τριάδες που προκύπτουν, καθώς

το z διατρέχει το D∗, δίνουν την ίδιαν ακριβώς ευθεία < x, y, z > ∈ LD, δηλαδή

εξασφαλίζουµε το µονοσήµαντο αυτής. Επίσης, στην ειδική περίπτωση z = 0,

τότε τα x, y ϑα προσδιοριστούν µε ανάλογο τρόπο από το απλοποιηµένο πλέον

σύστηµα των (6.3.1) και (6.3.2), και όχι από τις (6.3.5) και (6.3.6), οι οποίες

οδηγούν στη µη αποδεκτή µηδενική λύση.

Με ανάλογο τρόπο προχωρούµε στην περίπτωση που είναι c2 − a2a
−1
1 c1 , 0.

Στην περίπτωση ii) αναγκαίως ένας εκ των συντελεστών b2, c2 ϑα είναι διά-

ϕορος του 0. Αν, για παράδειγµα, είναι b2 , 0, τότε η (6.3.2) δίνει ότι

(6.3.7) y = −b−1
2 c2z,

οπότε, από τις (6.3.3) και (6.3.7) προκύπτει η

(6.3.8) x = a−1
1

(
b1b

−1
2 c2 − c1

)
z.

Οι (6.3.7) και (6.3.8), µαζί µε τις διάφορες τιµές του z, προσδιορίζουν (κατά

τρόπο µονοσήµαντο) τη Ϲητουµένη ευθεία. Με παρόµοιο τρόπο συµπληρώνονται

και οι υπόλοιπες περιπτώσεις. Εποµένως το (ΠΕ 1) αποδεικνύεται πλήρως.

Για το (ΠΕ 2) ϑεωρούµε τις διαφορετικές ευθείες <ki , ℓi , mi >∈ LD (i = 1, 2).
Αποδεικνύουµε την ύπαρξη ενός (µοναδικού) κοινού σηµείου [x, y, z] επιλύοντας

το σύστηµα

xk1 + yℓ1 + zm1 = 0(6.3.9)

xk2 + yℓ2 + zm2 = 0.(6.3.10)

Η επίλυση του συστήµατος αυτού γίνεται µε την ίδια διαδικασία που ακολουθή-

σαµε για το σύστηµα των (6.3.1) και (6.3.2), µε τη διαφορά ότι τώρα οι πολλα-

πλασιασµοί µε παράγοντες της µορφής k−1
1 κλπ. ϑα γίνονται από δεξιά.

Τέλος, διαπιστώνουµε αµέσως ότι τα σηµεία [1, 0,0], [0, 1,0], [0, 0,1] και

[1, 1,1] είναι διαφορετικά και ανα τρία µη συγγραµµικά. Εποµένως αποδεικνύ-

εται και το αξίωµα (ΠΕ 3). �
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6.3.3 Παρατηρήσεις. 1) Από την απόδειξη του (ΠΕ 1) ϐλέπουµε ότι το σύ-

στηµα των (6.3.1) και (6.3.2) διαθέτει µη µηδενικές λύσεις και το σύνολο των

λύσεων αποτελεί πρότυπο (ως προς D) από αριστερά. Αναλόγως και οι λύσεις

του συστήµατος (6.3.9) – (6.3.10) αποτελούν πρότυπο από δεξιά. Για τις σχετικές

αλγεβρικές έννοιες ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να συµβουλευτεί τα

συγγράµµατα [5], [18] και [19].

2) Αν, ιδιαιτέρως, το D είναι σώµα, η απόδειξη του Θεωρήµατος 6.3.2 είναι

ακριβώς ίδια µε αυτήν του Θεωρήµατος 3.1.1.

Με παρόµοιες διαδικασίες µπορούµε να συνεχίσουµε την (αλγεβρική) µελέτη

του PD και να πάρουµε συµπεράσµατα ανάλογα µε αυτά του Κεφαλαίου 3,

κάνοντας τις αναγκαίες τροποποιήσεις, όπου χρειάζεται. Εδώ ϑα περιοριστούµε

σε µερικά συµπεράσµατα, που µας είναι απαραίτητα για τη συνέχεια.

6.3.4 Λήµµα. Στο προβολικό επίπεδο PD ισχύουν τα επόµενα :

i) Κάθε οµολογία φ ∈ H([1, 0,0], < 1,0,0>) προκύπτει από έναν πίνακα της

µορφής

(6.3.11) M =



s 0 0

0 1 0

0 0 1

 , όπου s ∈ D∗.

ii) Κάθε έπαρση φ ∈ E([0,0, 1], < 1,0,0 >) προκύπτει από έναν πίνακα της

µορφής

(6.3.12) M ′ =



1 0 s

0 1 0

0 0 1

 , όπου s ∈ D.

Απόδειξη. Ανάλογη προς στις αποδείξεις των Θεωρηµάτων 3.3.6 και 3.4.1. �

Με τη ϐοήθεια του προηγουµένου λήµµατος και των Θεωρηµάτων 6.2.2 και

6.2.3, αποδεικνύονται και τα ανάλογα των Θεωρηµάτων 3.3.13 και 3.4.3 για το

PD, τα οποία συνοψίζονται στο ακόλουθο

6.3.5 Θεώρηµα. Στο προβολικό επίπεδο PD ισχύουν οι επόµενες ισοµορφίες

οµαδων:

H(A, ℓ) � H([1, 0, 0], <1,0, 0>) � M̃ � (D∗, ·), αν A < ℓ,

E(A, ℓ) � E([0, 0,1], <1,0,0>) � M̃′ � (D,+), αν A ∈ ℓ,

όπου M̃ (αντιστ. M̃′) είναι το σύνολο των πινάκων της µορφής (6.3.11) [αντιστ.

(6.3.12)] του Λήµµατος 6.3.4.
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Ιδιαιτέρως ισχύει το επόµενο ϑεµελιώδες, για τη δοµή του PD, αποτέλεσµα,

που είναι ανάλογο του Πορίσµατος 4.1.4.

6.3.6 Πόρισµα. Το προβολικό επίπεδο PD είναι επίπεδο Desargues.

Απόδειξη. Μπορούµε να επαναλάβουµε τους συλλογισµούς που ακολουθήσαµε

πριν τις (και που οδηγούν στις) αποδείξεις της Πρότασης 4.1.2 και του Πορίσµα-

τος 4.1.4. �

6.3.7 Ασκήσεις.

1) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες της απόδειξης του Θεωρήµατος 6.3.2.

2) Να αποδειχθεί ότι στο PD υπάρχουν όλες οι δυνατές επάρσεις.

3) Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν άλλα συµπεράσµατα του P2, των

οποίων τα ανάλογα ισχύουν στο PD και δεν αναφέρονται στην παρούσα

παράγραφο.

4) Να ϐρεθεί η ικανή και αναγκαία συνθηκη ώστε το PD να είναι επίπεδο του

Πάππου.

5) Αν Pi = [ai , bi , ci ] ∈ PD (i = 1, 2,3) είναι τρία διαφορετικά σηµεία, να

αποδειχθεί ότι οι επόµενες συθήκες είναι ισοδύναµες :

P3 ∈ P1 ∨ P2,( i )

a3 = ra1 + sa2, b3 = rb1 + sb2, c3 = rc1 + sc2,( ii )

για κατάλληλα r, s ∈ D∗. Πώς σχετίζεται το αποτέλεσµα µε την Εφαρµογή

3.1.3(4);

6) Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα αυτής της παραγράφου, να δικαιολο-

γηθεί γιατί υπάρχουν προβολικά επίπεδα Desargues, τα οποία δεν είναι

επίπεδα του Πάππου.

6.4 Συσχετισµός των δακτυλίων D και R

Υποθέτουµε ότι δίνεται ένας διαιρετικός δακτύλιος D. ΄Οπως είδαµε στην προ-

ηγουµένη παράγραφο, από τον D κατασκευάζεται ένα προβολικό επίπεδο De­

sargues PD. Απ᾿ το άλλο µέρος, στο PD αντιστοιχεί ένας διαιρετικός δακτύλιος

R. Σκοπός µας εδώ είναι να δείξουµε ότι οι διαιρετικοί δακτύλιοι D και R είναι

ισόµορφοι.
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Επειδή, κατά το Θεώρηµα 6.2.5 (ϐλ. επίσης και το Θεώρηµα 6.2.4), ο διαι-

ϱετικός δακτύλιος είναι µονοσήµαντα ορισµένος µέσω ισοµορφίας, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι ο R κατασκευάζεται από τα εξής στοιχεία :

k =<0,1, 0>, ℓ =<1,0,0>,

S = [0, 0,1], O = [1, 0,0], I = [1, 0,1].

Εποµένως, µε τους συµβολισµούς της Παραγράφου 6.1, αποδεικνύεται το

6.4.1 Λήµµα. Στο προβολικό επίπεδο PD ισχύουν τα επόµενα :

i) Κάθε οµολογία hP ∈ H([1,0, 0], <1,0,0>), όπου P = [1, 0, p] ∈<0,1,0>

µε p ∈ D∗, εχει αντίστοιχο πίνακα της µορφής

M =



p−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

ii) Κάθε έπαρση εP ∈ E([0, 0,1], < 1,0, 0>), όπου P = [1,0, p] ∈< 0,1, 0>

µε p ∈ D, εχει αντίστοιχο πίνακα της µορφής

M ′ =



1 0 p

0 1 0

0 0 1

 .

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ο πίνακας της hP έχει τη µορφή (6.3.11). Επειδή

h [1,0,p]
(
[1,0, 1]

)
= hP (I) = P = [1, 0, p],

το ανάλογο του Πορίσµατος 3.2.2 για το PD µας δίνει ότι

[
(1,0, 1) ·



s 0 0

0 1 0

0 0 1


]
= [1,0, p],

ή, ισοδύναµα, [s, 0, 1] = [1, 0, p]. ΄Αρα υπάρχει r ∈ D∗, τέτοιο ώστε (s, 0,1) =
r(1,0, p), απ᾿ όπου προκύπτει ότι s = p−1, οπότε ο πίνακας M έχει τη µορφή της

περίπτωσης i).

Παρόµοια, αν ο πίνακας της εP είναι ο M ′ της (6.3.12), η ε[1,0,p]([1,0, 0]) =
[1,0, p] οδηγεί στη σχέση

[
(1, 0,0) ·



1 0 s

0 1 0

0 0 1


]
= [1, 0, p],

από την οποίαν ϐρίσκουµε ότι s = p, δηλαδή καταλήγουµε στον πίνακα M ′ της

περίπτωσης ii). �
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∆είχνουµε τώρα το κύριο συµπέρασµα αυτής της παραγράφου.

6.4.2 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι PD είναι το προβολικό επίπεδο Desargues, που

κατασκευάζεται από έναν διαιρετικό δακτύλιοD ≡ (D,+, ·). Αν R ≡ (R,+, ∗) είναι

ο διαιρετικός δακτύλιος του PD, τότε οι D και R είναι ισόµορφοι.

Απόδειξη. Θεωρούµε ότι ο R κατασκευάζεται από τις ευθείες k, ℓ και τα σηµεία

S, O, I που ορίσαµε πριν την εκφώνηση του Λήµµατος 6.4.1. Παρατηρούµε ότι,

µε αυτά τα δεδοµένα, κάθε P ∈ k, µε P , S, έχει τη µορφή P = [1,0, p].
Εποµένως, ορίζεται η απεικόνιση

f : D −→ R : p 7→ f (p) := [1, 0, p],

η οποία είναι 1 – 1 και επί (γιατί;).

Θα πρέπει να δείξουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις :

f (p + q) = f (p) + f (q),(6.4.1)

f (p q) = f (p) ∗ f (q),(6.4.2)

για κάθε p, q ∈ D. Θυµίζουµε ότι (για ευκολία) γράφουµε p q αντί p · q.

Πραγµατικά, από τον ορισµό της f και την (6.1.2), για οποιαδήποτε p, q ∈ D∗
έχουµε ότι

f (p) + f (q) = εf (p)(f (q)) = ε[1,0,p]
(
[1,0, q]

)
.

Η προηγουµένη σχέση, µέσω του Λήµµατος 6.4.1 [περίπτωση ii)], µετασχηµατί-

Ϲεται στην

f (p) + f (q) =
[
(1,0, q) ·



1 0 p

0 1 0

0 0 1


]
= [1,0, p + q] = f (p + q),

που αποδεικνύει την (6.4.1).

Απ᾿ το άλλο µέρος, ϐάσει της (6.1.8) και της περίπτωσης i) του Λήµµατος

6.4.1, για οποιαδήποτε p, q ∈ D∗ είναι

f (p) ∗ f (q) = h f (p)(f (q)) = h [1,0,p]
(
[1, 0, q]

)

= [(1, 0, q) ·



p−1 0 0

0 1 0

0 0 1


]

= [p−1, 0, q] = [1,0, p q]

= f (p q),
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που αποδεικνύει την (6.4.2) για p, q ∈ D∗.

Επειδή

(6.4.3) f (0) = [1, 0,0] = 0,

η σχέση (6.1.15) συνεπάγεται ότι η (6.4.2) ισχύει για κάθε p, q ∈ D, οπότε

ολοκληρώνεται η απόδειξη. �

Το συµπέρασµα του Θεωρήµατος 6.4.2 απεικονίζεται στο Σχήµα 6.6, όπου τα

διπλά ϐέλη υποδεικνύουν απλώς τη µετάβαση από το ένα εικονιζόµενο αντικεί-

µενο στο άλλο, ενώ το οριζόντιο απεικονίζει τον ισοµορφισµό f του ϑεωρήµατος.

PD

D
� -==

==
==
==
==
==
=⇒

R

=============⇒

Σχήµα 6.6

6.4.3 Ασκήσεις.

1) Να δικαιολογηθεί γιατί τα σηµεία της ευθείας < 0,1, 0 >, που είναι δια-

ϕορετικά από το [1,0, 0], έχουν τη µορφή [1,0, p]. Ποιά είναι η σηµασία

αυτής της διαπίστωσης για την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.4.2;

2) Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση f του Θεωρήµατος 6.4.2 είναι πραγµατικά

1 – 1 και επί.

3) Να δικαιολογηθεί ο ισχυρισµός (στο τέλος απόδειξης του Θεωρήµατος

6.4.2) ότι η (6.4.2) ισχύει σε ολόκληρο το D.

6.5 Συσχετισµός των επιπέδων P και PR

Εδώ ϑα ξεκινήσουµε από ένα προβολικό επίπεδο Desargues P. Ο διαιρετι-

κός δακτύλιος R του P ορίζει µε τη σειρά του ένα νέο επίπεδο Desargues

PR ≡
(
PR,LR, ∈

)
. Θα δείξουµε ότι ισχύει το επόµενο αποτέλεσµα, του οποίου

η απόδειξη είναι αρκετά τεχνική και µακροσκελής, για τούτο και καταλαµβά-

νει σχεδόν όλη την παρούσα παράγραφο. Την περιλαµβάνουµε εδώ για λόγους

πληρότητος.
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6.5.1 Θεώρηµα. Τα προβολικά επίπεδα (Desargues) P και PR είναι µεταξύ τους

ισόµορφα.

Το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος απεικονίζεται στο επόµενο σχήµα, το οποίον

είναι ανάλογο του Σχήµατος 6.6 που περιγράφει το Θεώρηµα 6.4.2.

R

P
� -==

==
==
==
==
==
=⇒

PR

=============⇒

Σχήµα 6.7

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε µια παραλλαγή της ϐασικής ιδέας του F. W. Ste­

venson [28, σελ. 261]. Οι σχετικές αλλαγές υπαγορεύονται από τις διαφορές

που υπάρχουν στην περιγραφή του διαιρετικού δακτυλίου, την κατασκευή προ-

ϐολικού επιπέδου από διαιρετικό δακτύλιο κ.α.

΄Οπως γνωρίζουµε, ο διαιρετικός δακτύλιος R του επιπέδου P κατασκευά-

Ϲεται επιλέγοντας δύο ευθείες k, ℓ (k , ℓ), και σταθεροποιώντας επί της k δύο

διαφορετικά σηµεία O και I µε O , S := k∧ ℓ , I. Θυµίζουµε ότι R = J (k)−{S},
ενώ τα O και I αποτελούν τα ουδέτερα στοιχεία της πρόσθεσης "+ " και του

πολλαπλασιασµού " ∗ ", αντιστοίχως.

Σχήµα 6.8

Εφ᾿ όσον τα στοιχεία του διαιρετικού δακτυλίου R είναι σηµεία της k (διαφο-

ϱετικά από το S), τα σηµεία του PR ϑα είναι της µορφής, π.χ., [A, B, C], ενώ οι

ευθείες ϑα έχουν τη µορφή, π.χ., <A,B, C> κλπ. µε A, B, C ∈ J (k) − {S}.
Στη συνέχεια επιλέγουµε µιαν ευθεία k′ ∈ J (O), µε k′ , k (οπότε k′ , ℓ), και

ϑέτουµε T := k∨ℓ. Επί της k′ σταθεροποιούµε επίσης ένα σηµείο I ′, διαφορετικό

από τα O και T (ϐλ. Σχήµα 6.8). ∆ηλαδή, επί της k′ κάνουµε µια επιλογή
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σηµείων, όπως στην k, µε την οποία ϑα µπορούσαµε να κατασκευάσουµε (µε τη

ϐοήθεια της ℓ και του T ) έναν ισοδύναµο διαιρετικό δακτύλιο R′.

∆οθέντος ενός σηµείου A ∈ R∗ = J (k) − {S, O}, έχουµε όρισει την οµολογία

hA ∈ H(O, ℓ), µε hA(I) = A. Ακολουθώντας την κατασκευή του Θεωρήµατος

2.2.16, µπορούµε να προσδιορίσουµε το σηµείο A′ := hA(I ′) ∈ k′. Ακριβέστερα,

το σηµείο αυτό δίνεται από τη σχέση

(6.5.1)

A′ := hA(I ′) = (O ∨ I ′) ∧
(
hA(I) ∨ Z

)

= k′ ∧ (A ∨ Z)

= k′ ∧
[
A ∨

(
(I ∨ I ′) ∧ ℓ

)]
,

σύµφωνα µε τις (2.2.7), (2.2.7′) και το επόµενο σχήµα.

Σχήµα 6.9

Παρατηρούµε ότι, για κάθε A ∈ R∗, είναι A′ ∈ J (k′) − {T, O}. Πραγµατικά,

αν ήταν A′ = O, τότε ϑα είχαµε ότι hA(I ′) = O, άρα (επειδή το O είναι κέντρο

της h−1
A ) ϑα ήταν και I ′ = h−1

A (O) = O, που είναι άτοπο. Αναλόγως, επειδή το T

ανήκει στον άξονα ℓ της h−1
A , ελέγχουµε ότι A′ , T [διαφορετικά ϑα καταλήγαµε

στη σχέση I ′ = T (άτοπο)]. Εποµένως, µεταβάλλοντας το A στη σηµειοσειρά

J (k)−{S, O}, λαµβάνουµε αντίστοιχα σηµεία A′ της J (k′)−{T, O}, οπότε ορίζουµε

µίαν αντιστοιχία ανάµεσα στις αναφερόµενες σηµειοσειρές.

Αλλά και αντιστρόφως, για κάθε B′ ∈ J (k′) − {T, O}, µπορούµε να προσδιο-

ϱίσουµε ένα B ∈ J (k) − {S, O}, τέτοιο ώστε hB(I ′) = B′. Πραγµατικά, αν υπάρχει

τέτοιο B, τότε ϑα ισχύουν οι αντίστοιχες σχέσεις (6.5.1), άρα τα σηµεία Z, B, B′

είναι συγγραµµικά, οπότε B ∈ B′ ∨ Z και το Ϲητούµενο σηµείο είναι το

(6.5.2) B = k ∧ (B′ ∨ Z) = k ∧
[
B′ ∨

(
(I ∨ I ′) ∧ ℓ

)]
.

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ακόµη ότι B = h′B′(I), όπου h′B′ ∈ H(O, ℓ)
µε h′B′(I

′) = B′.
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Η προηγουµένη διαδικασία εισάγει την καλά ορισµένη 1 – 1 και επί απεικό-

νιση

(6.5.3) J (k) − {S, O} ∋ A 7−→ A′ ∈ J (k′) − {T, O}.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα τυχόν σηµείο P ∈ P, που δεν ανήκει στις ευθείες

k, k′ και ℓ.

Σχήµα 6.10

Τότε ορίζονται τα σηµεία

A ≡ AP := (T ∨ P) ∧ k,(6.5.4)

B′ ≡ B′P := (S ∨ P) ∧ k′(6.5.5)

(για ευκολία, ο δείκτης P ϑα παραλείπεται συστηµατικά στη συνέχεια). Συνεπώς,

µέσω της (6.5.3) ορίζονται και τα αντίστοιχα A′ = A′P , B = BP . Προφανώς A, B ∈

J (k) − {S, O} και A′, B′ ∈ J (k′) − {T,O}.
Για να καταλήξουµε στο Ϲητούµενο ισοµορφισµό προβολικών επιπέδων, ξε-

κινάµε µε την απεικόνιση

f : P −−−−→ PR,

η οποία ορίζεται µε τις σχέσεις :

f (O) := [I, O, O],

f (S) := [O, O, I ], f (I) := [I, O, I ],

f (T ) := [O, I, O], f (I ′) := [I, I, O],

f (X) := [I, O, X ], ∀ X ∈ J (k) − {S} = R,

f (Y ′) := [I, Y, O], ∀ Y ′ ∈ J (k′) − {T } = R′,

f (P) := [I, BP , AP ] ≡ [I, B, A], ∀ P < J (k), J (k′), J (ℓ).
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Θα δείξουµε ότι η f διατηρεί τη συγγραµµικότητα των σηµείων της k και της k′.

α) Επειδή όλα τα σηµεία της k είναι συγγραµµικά µε τα S και O, αρκεί να

δείξουµε ότι, για τυχόν X ∈ k, είναι f (X) ∈ f (S) ∨ f (O). Αλλά

f (S) ∨ f (O) = [O,O, I ] ∨ [I, O, O] =<O, I, O>,

οπότε f (X) = [I, O, X ] ∈<O, I, O>.

ϐ) Για τη συγγραµµικότητα των εικόνων των σηµείων της k′, αρκεί να δεί-

ξουµε ότι f (Y ′) ∈ f (T ) ∨ f (O), για οποιοδήποτε Y ′ ∈ k′. Αλλά

f (T ) ∨ f (O) = [O, I, O] ∨ [I, O, O] =<O,O, I >,

οπότε f (Y ′) = [I, Y, O] ∈<O,O, I >.

Θεωρούµε τώρα τον περιορισµό της f επί του συνόλου P − J (ℓ). Χρησιµο-

ποιώντας το ίδιο σύµβολο και για τον περιορισµό, διαπιστώνουµε εύκολα ότι

προκύπτει µία απεικόνιση της µορφής

f : P − J (ℓ) −−−−→ PR − J (<I, O, O>),

η οποία είναι 1 – 1 και επί.

΄Οµως, η αφαίρεση µιας ευθείας από ένα προβολικό επίπεδο οδηγεί στην

αποπλήρωσή του, που είναι πλέον συσχετισµένο επίπεδο (ϐλ. Θεώρηµα 1.6.5).

Σκοπός µας είναι να κατασκευάσουµε, µέσω της f , ένα (συσχετισµένο) ισοµορ-

ϕισµό µεταξύ των παραπάνω συσχετισµένων επιπέδων, από τον οποίον ϑα προ-

κύψει,τελικώς, ο ισοµορφισµός του παρόντος ϑεωρήµατος. Επειδή η f είναι ήδη

απεικόνιση 1 – 1 και επί, για την κατασκευή του συσχετισµένου ισοµορφισµού

αρκεί να αποδείξουµε ότι η f διατηρεί τη συγγραµµικότητα οποιωνδήποτε ση-

µείων [ϐλ. τις σχετικές Ασκήσεις 2.1.11(9) και 2.1.11(10)].

Η συγγραµµικότητα των εικόνων των σηµείων της k και της k′ έχει ήδη

ελεγχθεί. Για συγγραµµικά σηµεία σε άλλες ευθείες διακρίνουµε τις παρακάτω

περιπτώσεις, τις οποίες υπαγορεύει ουσιαστικά ο ορισµός της f .

i) ∆ιατήρηση συγγραµµικότητας σηµείων επί τυχούσας ευθείας m ∈ J (T ):

Για τυχόν P ∈ J (m) − {T }, είναι f (P) = [I, B, A], όπου A = (T ∨ P) ∧ k και

B′ = (S ∨ P) ∧ k′ [ϐλ. σχέσεις (6.5.4) και (6.5.5)] ενώ B = (Z ∨ B′) ∧ k (ϐλ.

και το Σχήµα 6.11). ΄Οπως και στις περιπτώσεις α) και ϐ), επειδή m = T ∨ A, η

Ϲητουµένη συγγραµµικότητα εξασφαλίζεται αν, για κάθε P όπως προηγουµένως,

τα σηµεία f (P), f (T ), f (A) είναι συγγραµµικά. Αλλά

f (T ) ∨ f (A) = [O, I, O] ∨ [I, O, A] =<−A,O, I >,
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επί της οποίας κείται το f (P) = [I, B.A], αφού I ∗ (−A) + B ∗ O + A ∗ I = O.

Σχήµα 6.11

ii) ∆ιατήρηση συγγραµµικότητας σηµείων επί τυχούσας ευθείας m ∈ J (S):
Εργαζόµαστε όπως στην περίπτωση i).

iii) ∆ιατήρηση συγγραµµικότητας σηµείων επί τυχούσας ευθείας m ∈ J (O):

Αρκεί να δείξουµε ότι, για οποιαδήποτε P,Q ∈ J (m) − {O}, τα σηµεία

f (P) = [I, B, A], f (Q) = [I, D, C], f (O) = [I, O, O]

είναι συγγραµµικά, όπου (ϐλ. και Σχήµα 6.12)

A = (T ∨ P) ∧ k, B′ = (S ∨ P) ∧ k′,

C = (T ∨ Q) ∧ k, D′ = (S ∨ Q) ∧ k′,

Θυµίζουµε ότι, για ευκολία, έχουµε συµφωνήσει να συµβολίζουµε τα AP , B
′
P , AQ, B

′
Q

µε A, B′, C, D′ αντιστοίχως.

Επειδή το P είναι επίπεδο Desargues, υπάρχει µία (µοναδική) οµολογία

h ∈ H(O, ℓ), τέτοια ώστε h(P) = Q. Για την h έχουµε ότι

h(T ∨ P) = h(T ) ∨ h(P) = T ∨ Q,

h(S ∨ P) = h(S) ∨ h(P) = S ∨ Q,

αφού τα S, T ϐρίσκονται στον άξονα ℓ. Εποµένως, επειδή οι k, k′ διέρχονται από

το κέντρο O και ισχύουν οι σχέσεις (6.5.4), (6.5.5),

h(A) = h(T ∨ P) ∧ h(k) = (T ∨ Q) ∧ k = C,(6.5.6)

h(B′) = h(S ∨ P) ∧ h(k′) = (S ∨ Q) ∧ k′ = D′.(6.5.7)
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Σχήµα 6.12

Ισχυριζόµαστε ότι

(6.5.8) h(B) = D.

Πραγµατικά, από την (6.5.7) και τον ορισµό των B′, D′ [ϐλ. (6.5.1)], έχουµε ότι

hB(I ′) = B′ = h−1(D′) = (h−1 ◦ hD)(I ′).

Εφ᾿ όσον οι οµολογίες hB και h−1 ◦ hD της H(O, ℓ) συµπίπτουν στο I ′, που

διαφέρει από το κέντρο O και δεν ϐρίσκεται στον άξονα ℓ, ϑα συµπίπτουν παντού

(ϐλ. Πόρισµα 2.2.19), άρα είναι hD = h ◦ hB, από την οποίαν συνάγεται ότι

D = hD(I) = (h ◦ hB)(I) = h(hB(I)) = h(B),

όπως ισχυριστήκαµε.

Απ᾿ το άλλο µέρος, για τις οµολογίες h,hC ◦ h−1
A ∈ H(O, ℓ) έχουµε ότι

(
hC ◦ h−1

A

)
(A) = hC

(
h−1
A (A)

)
= hC

(
hA−1(A)

)

= hC (A−1 ∗ A) = hC (I) = C = h(A),
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σύµφωνα µε τις (6.1.8), (6.5.6) και την ΄Ασκηση 6.1.22(6). Επειδή A , O και A < ℓ

[αλλιώς αναγόµαστε σε γνωστές ήδη περιπτώσεις (ποιές ;)] ϑα είναι h = hC ◦h−1
A ,

απ᾿ όπου συνάγεται ότι

(6.5.9) D = h(B) =
(
hC ◦ h−1

A

)
(B) = hC

(
A−1 ∗ B

)
= C ∗ A−1 ∗ B.

Ερχόµαστε τώρα στη συγγραµµικότητα που αναφέρθηκε στην αρχή της πα-

ϱούσας περίπτωσης. Παρατηρούµε ότι

f (O) ∨ f (P) = [I, O, O] ∨ [I, B, A] =<O, I,−A−1 ∗ B> .

Συνεπώς,

f (Q) ∈ f (O) ∨ f (P) ⇔ [I, D, C] ∈<O, I,−A−1 ∗ B>

⇔ D − C ∗ A−1 ∗ B = O,

που ισχύει λόγω της (6.5.9), οπότε κλείνει η περίπτωση iii).

iv) ∆ιατήρηση συγγραµµικότητας σηµείων επί τυχούσας ευθείας m (που δεν

εµπίπτει, ϕυσικά, σε καµία από τις προηγούµενες περιπτώσεις) :

Σχήµα 6.13

Μια τέτοια ευθεία τέµνει αναγκαστικά τις ℓ, k′ και k. Θέτουµε (ϐλ. και το Σχήµα

6.13)

U := m ∧ ℓ, V ′ := m ∧ k′, W := m ∧ k, m′ := U ∨ O.

Προφανώς, η Ϲητουµένη διατήρηση συγγραµµικότητας τώρα εξασφαλίζεται αν

δείξουµε ότι, για τυχόν P ∈ m = W∨V ′, τα f (W ), f (P), f (V ′) είναι συγγραµµικά.
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Επειδή W ∈ J (k)− {S} = R (γιατί ;), υπάρχει το −W ∈ R καθώς και η έπαρση

ε−W ∈ E(S, ℓ), για την οποίαν εχουµε ότι [λόγω της (6.1.4)]

ε−W (O) = −W, ε−W (W ) = −W +W = O

και (αφού το U ανήκει στον άξονα ℓ )

ε−W (m) = ε−W (W ∨ U ) = ε−W (W ) ∨ ε−W (U ) = O ∨ U = m′.

Εποµένως, η ε−W απεικονίζει τα σηµεία W,P, V ′ της k στα αντίστοιχα σηµεία

ε−W (W ) = O, ε−W (P), ε−W (V ′) της m′. ΄Οµως, η m′ διέρχεται από το O, οπότε

για τα σηµεία της ισχύει η περίπτωση iii), άρα τα

(6.5.10)
f
(
ε−W (W )

)
= f (O) = [I, O, O],

f
(
ε−W (P)

)
και f

(
ε−W (V ′)

)

είναι συγγραµµικά.

Για να δούµε τη συνέπεια της συγγραµµικότητας των προηγουµένων σηµεί-

ων, ϑα πρέπει να προσδιορίσουµε την αναλυτική µορφή των δύο τελευταίων στο

προβολικό επίπεδο PR.

Για το πρώτο ϑέτουµε f
(
ε−W (P)

)
= [I, Y, X ], όπου ([σύµφωνα µε τις σχέσεις

(6.5.4) και (6.5.5)]) είναι

X =
(
T ∨ ε−W (P)

)
∧ k, Y ′ =

(
S ∨ ε−W (P)

)
∧ k′.

Ας ϐρούµε τα X , Y ′ και Y . Ως συνήθως, ϑα ϑέσουµε

f (P) = [I, B, A],

όπου τα A και B′ δίνονται και πάλι από τις (6.5.4) και (6.5.5). Από την A =

(T ∨ P) ∧ k προκύπτει ότι

ε−W (A) = ε−W (T ∨ P) ∧ ε−W (k)

=
(
ε−W (T ) ∨ ε−W (P)

)
∧ ε−W (k)

=
(
T ∨ ε−W (P)

)
∧ k

= X

(να δικαιολογηθούν πλήρως οι ισότητες). Εποµένως,

X = ε−W (A) = −W + A = A −W.
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Επίσης, από τον ορισµό του Y ′, και λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι το S είναι κέντρο

της ε−W , έχουµε ότι

Y ′ =
(
S ∨ ε−W (P)

)
∧ k′

=
(
ε−W (S) ∨ ε−W (P)

)
∧ k′

= ε−W (S ∨ P) ∧ k′

= (S ∨ P) ∧ k′ = B′,

απ᾿ όπου και Y = B. ΄Αρα καταλήγουµε στη σχέση

(6.5.11) f
(
ε−W (P)

)
= [I, Y, X ] = [I, B, A −W ].

Αναλόγως ϑέτουµε f
(
ε−W (V ′)

)
= [I, Ȳ , X̄ ], όπου

X̄ =
(
T ∨ ε−W (V ′)

)
∧ k, Ȳ ′ =

(
S ∨ ε−W (V ′)

)
∧ k′.

Από την (T ∨ V ′) ∧ k = O οδηγούµαστε στις

−W = ε−W (O) = ε−W
(
(T ∨ V ′) ∧ k

)

=
(
ε−W (T ) ∨ ε−W (V ′)

)
∧ ε−W (k)

=
(
T ∨ ε−W (V ′)

)
∧ k = X̄ .

Παρόµοια, από τον ορισµό του Ȳ ′, έχουµε ότι

Ȳ ′ =
(
S ∨ ε−W (V ′)

)
∧ k′

= ε−W (S ∨ V ′) ∧ k′

= (S ∨ V ′) ∧ k′ = V ′

(να δικαιολογηθούν και πάλι οι δύο προηγούµενες οµάδες ισοτήτων). ΄Αρα έχου-

µε και Ȳ = V , οπότε καταλήγουµε στην

(6.5.12) f
(
ε−W (V ′)

)
= [I, Ȳ , X̄ ] = [I, V,−W ].

Συνοψίζοντας, οι (6.5.10) – (6.5.12), οδηγούν στην τριάδα των συγγραµµικών

σηµείων

f
(
ε−W (W )

)
= [I, O, O],

f
(
ε−W (P)

)
= [I, B, A −W ],

f
(
ε−W (V ′)

)
= [I, V,−W ].
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Η συγγραµµικότητα των τελευταίων συνεπάγεται τις ισοδύναµες συνθήκες

[I, B, A −W ] ∈ [I, O, O] ∨ [I, V,−W ] ⇔

[I, B, A −W ] ∈<O, V−1 ∗W, I > ⇔

B ∗ V−1 ∗W + A −W = O.(6.5.13)

Ας γυρίσουµε τώρα στη συγγραµµικότητα των f (W ), f (P), f (V ′), οποία είναι

το Ϲητούµενο της περίπτωσης iv) που εξετάζουµε. Εφ᾿ όσον W ∈ k και V ′ ∈ k′,

έχουµε ότι f (W ) = [I, O,W ], f (V ′) = [I, V, O], οπότε, µαζί µε την f (P) = [I, B, A],
έλέγχουµε ότι ισχύουν οι ισοδυναµίες

f (W ), f (P), f (V ′) συγγραµµικά ⇔

f (P) ∈ f (W ) ∨ f (V ′) ⇔

[I, B, A] ∈ [I, O,W ] ∨ [I, V, O] ⇔

[I, B, A] ∈<I,−V−1,−W−1> ⇔

I − B ∗ V−1 − A ∗W−1
= O ⇔

B ∗ V−1 ∗W + A −W = O.

∆ηλαδή, η Ϲητουµένη συγγραµµικότητα ανάγεται στην ήδη ισχύουσα συνθήκη

(6.5.13). Εποµένως ολοκληρώνεται και η περίπτωση iv).

Ανακεφαλαιώνοντας, δείξαµε ότι η f : P − J (ℓ) → PR − J (< I,O, O > είναι

πραγµατικά ένας συσχετισµένος ισοµορφισµός. ΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα

2.3.6, η f εισάγει έναν ισοµορφισµό (προβολικών επιπέδων)

f + :
(
P − J (ℓ)

)+
−−−−→

(
PR − J (<I, O,O>

)+

µεταξύ των αντιστοίχων πληρώσεων. Επειδή τα τελευταία επίπεδα είναι, κατά

το Θεώρηµα 2.3.4, ισόµορφα αντιστοίχως µε τα αρχικά επίπεδα P και PR,

καταλήγουµε στο συµπέρασµα του ϑεωρήµατος. Η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί

ΕΠΙΤΕΛΟΥΣ. �

Για την κατανόηση του καταληκτικού µέρους της προηγουµένης απόδειξης

παραθέτουµε το επόµενο διάγραµµα, στο οποίον οι απεικονίσεις φ+
P

και φ+
PR

αντιστοιχούν στον ισοµορφισµό του Θεωρήµατος 2.3.4, ενώ οι  και ′ συµβολί-

Ϲουν τις ϕυσικές εµφυτεύσεις των σηµειουµένων συσχετισµένων επιπέδων στις

αντίστοιχες πληρώσεις τους. Με Φ (και διακεκοµµένη γραµµή) σηµειώνεται ο

ισοµορφισµός του Θεωρήµατος 6.5.1.
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P − J(ℓ)
f - PR − J(< I, O, O>)

(
P − J(ℓ)

)+ f + -
�



(
PR − J(<I, O, O>

)+

′

-

P
Φ -

φ+
P -

PR
�

φ+
PR

∆ιάγραµµα 6.1

Ποια όµως είναι η σηµασία του προηγουµένου αποτελέσµατος, για την από-

δειξη του οποίου τόσο πολύ κοπιάσαµε; Προφανώς, τα σηµεία P ∈ P µπορούν

να ταυτιστούν µε κλάσεις ισοδυναµίας της γενικής µορφής [a, b, c] ∈ PR (για

ευκολία χρησιµοποιούµε πεζά γράµµατα αντί κεφαλαίων). ΄Ενας οποιοσδήπο-

τε αντιπρόσωπος (a, b, c) της κλάσης αποτελεί τις οµογενείς συντεταγµένες

(homogeneous coordinates) του P. Ο όρος προέρχεται από την «οµογένεια»,

δηλαδή τη σχέση (a′, b′, c′) = r(a, b, c) που συνδέει τα στοιχεία της κλάσης.

Αναλόγως, οι ευθείες του ιδίου επιπέδου ταυτίζονται µε κλάσεις της µορφής

<k, ℓ, m>∈ LR.

Με αυτήν τη διαδικασία επιτυγχάνεται η αλγεβροποίηση του τυχόντος προ-

ϐολικού επιπέδου Desargues, µέσω της οποίας η συνθετική µελέτη αντικειµένων

του προβολικού επιπέδου ανάγεται στη µελέτη αντιστοίχων αλγεβρικών αντικει-

µένων και δοµών.

6.5.2 Παρατήρηση. Συχνά, αντί του PD (για το προβολικό επίπεδο που κα-

τασκευάζεται από τον διαιρετικό δακτύλιο D), χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

P2(D). ΄Ετσι το Θεώρηµα 6.5.1 µπορεί να διατυπωθεί και µε τη µορφή:

∇ Για κάθε προβολικό επίπεδο Desargues ισχύει ο ισοµορφισµός P � P2(R).

Ας σηµειωθεί ότι ο δείκτης 2 υποδηλώνει επίπεδο, δηλαδή προβολικό χώρο διά-

στασης 2, καθ᾿ όσον ορίζονται και προβολικοί χώροι ανώτερης διάστασης.

6.5.3 Ασκήσεις.

1) Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 6.5.1:

a) Να απαντηθούν τα σηµειούµενα "γιατί".

b) Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση (6.5.3) είναι πραγµατικά καλά ορισµέ-

νη, 1 – 1 και επί.
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c) Θεωρούµε τα σηµεία A, B′ που ορίζονται µε τις σχέσεις (6.5.4) και

(6.5.5). Αν A′, B είναι τα σηµεία που αντιστοιχούν στα προηγούµενα µέσω

της (6.5.3), να δικαιολογηθεί γιατί είναι A, B ∈ J (k) − {S, O} και A′, B′ ∈

J (k′) − {T, O}.
d) Να αποδειχθεί ότι η απεικόνιση f : P−J (ℓ) −→ PR−J (<I,O, O>) είναι

1 – 1 και επί.

e) Να δοθούν οι λεπτοµέρεις της περίπτωσης ii).

2) ∆ίνεται το σύνολο F := {0, 1}. Να δικαιολογηθεί γιατί το P2(F ) είναι επίπεδο

του Πάππου, το οποίο και να προσδιοριστεί.

3) Πώς συµβολίζεται, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 6.5.2, το πραγµατικό

προβολικό επίπεδο P2; Ποιά δοµική διαφορά υπάρχει ανάµεσα στο τε-

λευταίο επίπεδο και το P2(R), αν R είναι ο διαιρετικός δακτύλιος ενός

επιπέδου Desargues;

4) Να ταξινοµηθούν, µέσω του διαιρετικού δακτυλίου R, οι οµάδες των οµο-

λογιών και των επάρσεων τυχόντος προβολικού επιπέδου Desargues.





Κεφάλαιο 7

Αρµονικές τετράδες

και κωνικές

῾Ο Pascal . . . δεκαεξαετής µόλις ἀνεκάλυψεν

(1639) τὸ περίφηµον ϑεώρηµα αὐτου̃ ἐπί του̃ ἐγ-

γεγραµµένου εἰς κωνικήν ἑξακορύφου (τὸ µυ-

στικόν ἑξάγραµµα, ὡς τὸ ἀπεκάλεσε). Τὸ ϑε-

ώρηµα του̃το ἐπιτρέπει τὴν εὓρεσιν, τῃ ϐοη-

ϑείᾳ προβολικω̃ν κατασκευω̃ν, τυχόντος σηµεί-

ου κωνικη̃ς ὁριζοµένης ὑπό πέντε σηµείων αυ-

τής. ∆έον νὰ σηµειωθη̃ι ὅτι ὁ Pascal ὑπη̃ϱξε µα-

ϑητής του̃ Desargues, µὲ τὸν ὁπο̃ιον ὁ πατήρ

του συνεδέετο διά ϕιλίας.

Μ. Μπρικας [22, σελ. 319]

Α ντικειµενο του παροντος κεφαλαίου είναι η σύντοµη µελέτη δύο κλασικών

ϑεµάτων : των αρµονικών τετράδων και των κωνικών. Οι αρµονικές τετράδες,

που αποτελούν το προβολικό ανάλογο της αρµονικής διαίρεσης ενός ευθυγράµ-

µου τµήµατος του ευκλειδείου επιπέδου, εξετάζονται στην πρώτη παράγραφο.

215



216 Κεφάλαιο 7. Αρµονικές τετράδες και κωνικές

Η δεύτερη παράγραφος αφιερώνεται στην έννοια και τις ϑεµελιώδεις ιδιότητες

των κωνικών στο προβολικό επίπεδο. Τα περιώνυµα ϑεωρήµατα των Pascal και

Brianchon δίνονται στις παραγράφους 3 και 4, αντιστοίχως.

Το κεφάλαιο κλείνει µε την υπόδειξη µερικών άλλων κλασικών ϑεµάτων,

τα οποία µπορούν να αποτελέσουν αντικείµενο µελέτης από τον ενδιαφερόµενο

αναγνώστη.

7.1 Αρµονικές τετράδες

Στο σύνηθες (ευκλείδειο) επίπεδο ϑεωρούµε µίαν ευθεία ℓ και τέσσερα διαφορε-

τικά σηµεία A, B, C, D. Υποθέτουµε ότι στην ℓ έχει καθοριστεί η ϑετική ϕορά,

δηλαδή η ℓ είναι ένας άξονας.

Σχήµα 7.1

Για την ευκολία της έκθεσης, ας υποθέσουµε ότι τα προηγούµενα σηµεία

έχουν τη διάταξη του Σχήµατος 7.1. Στην ορολογία της κλασικής γεωµετρίας,

τα σηµεία C και D αποτελούν σηµεία «διαίρεσης» (ή «διαχωρισµού») του ευθυ-

γράµµου τµήµατος AB. Το C είναι το «εσωτερικό» ενώ το D το «εξωτερικό» σηµείο

διαίρεσης.

Αν συµβολίσουµε µε (AB), (AC) κ.ο.κ. το κατευθυνόµενο µήκος του ευθυ-

γράµµου τµήµατος µέσα στην παρένθεση, µπορούµε να σχηµατίσουµε τον διπλό

λόγο

(7.1.1)
(AC)
(CB)

:
(AD)
(DB)

Μνηµονοτεχνικά παρατηρεί κανείς ότι ο πρώτος λόγος σχηµατίζεται από την

τριάδα (A, C, B) και τα Ϲεύγη (A, C), (C, B), ενώ ο δεύτερος από την τριάδα

(A, D, B) και τα Ϲεύγη (A, D), (D, B). Και στις δύο περιπτώσεις τα C και D «δια-

χωρίζουν» τα σηµεία A, B.

Λέµε ότι τα σηµεία A, B, C, D «χωρίζουν αρµονικά» το τµήµα AB, αν ο διπλός

λόγος (7.1.1) είναι «αρµονικός», δηλαδή ισχύει η σχέση

(7.1.2)
(AC)
(CB)

:
(AD)
(DB)

= −1.

Ας δούµε την αιτιολογία της προηγουµένης ορολογίας : από την (7.1.2) προ-

κύπτει η σχέση

(7.1.3) (AC) · (DB) = − (CB) · (AD).
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Απ᾿ το άλλο µέρος (λόγω και της κατεύθυνσης που δώσαµε στο µήκος), είναι

(CB) = (AB) − (AC),

(DB) = −[(AD) − (AB)].

Αντικαθιστώντας τις δύο προηγούµενες σχέσεις στην (7.1.3), µετά από στοιχειώ-

δεις πράξεις ϐρίσκουµε ότι

(AB) =
2

1

(AC)
+

1

(AD)

,

δηλαδή το (AB) είναι ο «αρµονικός µέσος» των (AC) και (AD), µε άλλα λόγια τα

(AC), (AB), (AD) αποτελούν αρµονική πρόοδο.

Με µεθόδους της Ευκλείδειας Γεωµετρίας µπορούµε να δείξουµε ότι ο αρµο-

νικός λόγος διατηρείται µε τις προβολές. Ακρίβέστερα, αν προβάλλουµε την ℓ σε

µία οποιαδήποτε ευθεία k, µε κέντρο προβολής τυχόν σηµείο O εκτός των ℓ και

k, και καλέσουµε A′, B′, C′, D′ τις αντίστοιχες προβολές των A, B, C, D [δηλαδή,

µε τη γνωστή ορολογία της Παραγράφου 1.5, αν ϑεωρήσουµε την προοπτικότητα

π(ℓ, k, O) και ϑέσουµε π(A) = A′, π(B) = B′ κλπ.], τότε

(A′C′)
(C′B′)

:
(A′D′)
(D′B′)

= −1.

Σχήµα 7.2

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι λαµβάνουµε την παραπάνω αρµονική διαίρεση

και τον αντίστοιχο αρµονικό λόγο, αν κατασκευάζεται ένα τετράπλευρο EFGH,
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έτσι ώστε τα Ϲεύγη των απέναντι πλευρών να τέµνονται στα σηµεία A, B και οι

δύο διαγώνιοι να διέρχονται από τα C, D (ϐλ. Σχήµα 7.2).

Η ιδιότητα της διατήρησης του αρµονικού λόγου µέσω των προβολών υπο-

ϐάλλει την ιδέα ότι αυτός (ο λόγος) µπορεί να οριστεί και στο προβολικό επίπεδο.

Σε µια τέτοια προσέγγιση γίνεται αντιληπτόν ότι έννοιες όπως το µήκος, η κα-

τεύθυνση, ο λόγος (: διαίρεση) δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν. Αντιθέτως, ο

τελευταίος χαρακτηρισµός της αρµονικότητας σηµείων µέσω τετραπλεύρου, επι-

δέχεται αντίστοιχη ερµηνεία στο προβολικό επίπεδο. Αυτήν την έννοια της αρ-

µονικότητας ϑα εξετάσουµε στο υπόλοιπο της παραγράφου, αφού αναφέρουµε

προηγουµένως µερικούς ϐασικούς ορισµούς και κατασκευές, που είναι απαραί-

τητες για να δώσουµε ακριβές περιεχόµενο στις προηγούµενες ιδέες.

Μετά το τρίγωνο, ο αµέσως επόµενος απλός σχηµατισµός είναι το τετρακό-

ϱυφο, όπως ορίζεται στη συνέχεια.

7.1.1 Ορισµός. ΄Ενα (πλήρες) τετρακόρυφο (quandrangle) είναι ένα υποσύ-

νολο του P ∪ L, που αποτελείται από τέσσερα διαφορετικά και ανα τρία µη

συγγραµµικά σηµεία, µαζί µε τις έξι ευθείες που σχηµατίζουν αυτά ανά δύο. Αν

καλέσουµε τα σηµεία E, F, G, H, τότε το σχηµατιζόµενο τετρακόρυφο συµβολί-

Ϲεται µε EFGH και έχουµε ότι

EFGH = {E, F,G, H} ∪
{
E ∨ F, F ∨ G,G ∨ H,H ∨ E, E ∨ G, F ∨H

}
.

Τα επόµενα σχήµατα απεικονίζουν δύο τετρακόρυφα EFGH.

(α) (ϐ)

Σχήµα 7.3

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι αναφερόµαστε γενικώς σε τετρακόρυφα,

χωρίς να γίνεται διάκριση σε κυρτά [Σχήµα 7.3(α)] ή µη κυρτά [Σχήµα 7.3(ϐ)],

όπως συµβαίνει στην Ευκλείδεια Γεωµετρία.

7.1.2 Ορισµός. Σε ένα τετρακόρυφο EFGH, τα σηµεία E, F, G, H καλούνται

κορυφές (vertices), ενώ οι ευθείες E ∨ F , F ∨ G, G ∨ H, H ∨ F , E ∨ G, F ∨H
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καλούνται πλευρές (sides). Οι τελευταίες δηµιουργούν τα Ϲεύγη των αντικει-

µένων ή απέναντι πλευρών (opposite sides) (E ∨ F, G ∨ H), (E ∨ H, F ∨ G)
και (E ∨ G, F ∨ H). Τα σηµεία τοµής των αντικειµένων πλευρών

D1 := (E ∨ F ) ∧ (G ∨ H),

D2 := (E ∨ H) ∧ (F ∨ G),

D3 := (E ∨ G) ∧ (F ∨ H),

ονοµάζονται διαγώνια σηµεία (diagonal points).

Στα επόµενα ϑα χρειαστουµε τετρακόρυφα των οποίων τα διαγώνια σηµεία

δεν είναι συγγραµµικά, οπότε σχηµατίζουν ένα (πλήρες) τρίγωνο (ϐλ. Ορισµό

4.2.1), που ονοµάζεται διαγώνιο τρίγωνο (diagonal triangle) του τετρακορύ-

ϕου. Αυτό εξασφαλίζεται µε το επόµενο

Αξίωµα (F): Τα διαγώνια σηµεία ενός πλήρους τετρακορύφου είναι µη συγ-

γραµµικά.

7.1.3 Παρατηρήσεις. 1) Η ύπαρξη διαγωνίου τριγώνου δεν εξασφαλίζεται στο

οποιοδήποτε προβολικό επίπεδο, που ορίζεται µόνο µε τα αξιώµατα (ΠΕ 1) –

(ΠΕ 3). Για παράδειγµα, στο επίπεδο των 7 σηµείων, τα διαγώνια σηµεία όλων

των τετρακορύφων του είναι συγγραµµικά. Αυτό δικαιολογεί την εισαγωγή του

αξιώµατος (F).

2) Το F του αξιώµατος προέρχεται από το όνοµα του Gino Fano (1871–1952).

Εκτός, όµως, από την ύπαρξη του διαγωνίου τριγώνου, το αξίωµα (F) έχει και

την εξής συνέπεια :

7.1.4 Πρόταση. Αν στα αξιώµατα του προβολικού επιπέδου (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3) προ-

στεθεί και το αξίωµα (F ), τότε κάθε ευθεία του επιπέδου διαθέτει τουλάχιστον

τέσσερα διαφορετικά σηµεία.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ℓ είναι µία τυχούσα ευθεία και P, Q, R τα τρία

σηµεία της, που εξασφαλίζονται από την Πρόταση 1.2.6. Για διευκόλυνση, πα-

ϱαθέτουµε το Σχήµα 7.4 στην εποµένη σελίδα.

Θεωρούµε δύο ευθείες k,m ∈ J (P), µε k , m , l , k (ϐλ. Πρόταση 1.2.8).

Επί της k επιλέγουµε τυχόν σηµείον A , P. Επειδή A , R, ορίζεται η A ∨ R, για

την οποίαν διαπιστώνουµε ότι A ∨ R , m [: αν ήταν A ∨ R = m, τότε τα A, P, R

ϑα ήσαν συγγραµµικά και m = A∨P = k (άτοπο)]. Εποµένως ορίζεται το σηµείο

D := (A ∨ R) ∧ m. Προφανώς D , A, P, Q, R (έλεγχος !), άρα ορίζεται η Q ∨ D.

Επειδή Q ∨ D , k (γιατί ;), υπάρχει το B := (Q ∨ D) ∧ k. Αναλόγως ορίζεται και

το C := (B ∨ R) ∧m. ∆ιαπιστώνουµε επίσης ότι C , A, B, D.
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΄Ετσι καταλήγουµε στην κατασκευή τεσσάρων διαφορετικών σηµείων A, B, C,

D, τα οποία, επιπλέον, είναι και ανά τρία µη συγγραµµικά (να ελεγχθούν οι

προηγούµενοι ισχυρισµοί), οπότε έχουµε ένα πλήρες τετρακόρυφο ABCD, µε

αντικείµενες πλευρές που δίνονται από τα Ϲεύγη (A ∨ B, C ∨ D), (A ∨ D, B ∨ C),
(B ∨ D, A ∨ C).

Προφανώς, τα P, R είναι διαγώνια σηµεία. Επίσης, το Ϲεύγος (B ∨ D, A ∨ C)
ορίζει το διαγώνιο σηµείο S, ενώ το T := (A ∨ C) ∧ ℓ είναι το Ϲητούµενο τέταρτο

σηµείο της ℓ. Φυσικά, πρέπει να δείξουµε ότι T , P,Q, R.

Σχήµα 7.4

Πραγµατικά, αν υποθέσουµε ότι T = P, τότε A ∨ T = A ∨ P, άρα

S = (A ∨ C) ∧ (B ∨ D) = (A ∨ T ) ∧ (B ∨ Q) = (A ∨ P) ∧ (B ∨ Q) = B.

Τότε όµως και A∨C = A∨S = A∨B, δηλαδή τα A, B, C είναι συγγραµµικά, που

είναι άτοπο.

Ανάλογο άτοπο προκύπτει αν υποτεθεί ότι T = R. Στην περίπτωση αυτή

έχουµε ότι

S = (A ∨ T ) ∧ (B ∨ Q) = (A ∨ R) ∧ (B ∨ Q) = D,

οπότε A ∨ C = A ∨ S = A ∨ D, δηλαδή τα A, C, D είναι συγγραµµικά (άτοπο).

Τέλος, αν T = Q, τότε

S = (B ∨ Q) ∧ (A ∨ T ) = (B ∨ Q) ∧ (A ∨ Q) = Q,

άρα, S = Q ∈ P ∨R. Αυτό σηµαίνει ότι τα διαγώνια σηµεία P, S, R είναι συγγραµ-

µικά, σε αντίφαση προς το αξίωµα (F). Εποµένως, T , P,Q, R, οπότε η ℓ διαθέτει

τουλάχιστον τέσσερα διαφορετικά σηµεία. �
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Ερχόµαστε τώρα στο κύριο αντικείµενο αυτής της παραγράφου.

7.1.5 Ορισµός. Τέσσερα διαφορετικά σηµεία A, B, C, D µίας σηµειοσειράς σχη-

µατίζουν αρµονική τετράδα (σηµείων) ή αρµονικό σύνολο (harmonic qua­

druple/set), αν υπάρχει πλήρες τετρακόρυφο, µε κορυφές µη κείµενες επί του

άξονος της σηµειοσειράς, και τέτοιο ώστε τα A, B να είναι διαγώνια σηµεία του,

ενώ τα C,D ανήκουν στις υπόλοιπες πλευρές που διέρχονται από το τρίτο διαγώ-

νιο σηµείο (ϐλ. Σχήµα 7.2). Το σηµείο C καλείται αρµονικό συζυγές (harmonic

conjugate) του D και το D αρµονικό συζυγές του C (ως προς A και B).

Μία αρµονική τετράδα, όπως προηγουµένως, συµβολίζεται µεH(AB, CD).

Σηµειώνουµε ότι στον συµβολισµό αυτόν είναι καθιερωµένο τα δύο πρώτα

σηµεία να αναφέρονται στα διαγώνια σηµεία του τετρακορύφου, ενώ τα δεύτερα

αναφέρονται στα συζυγή σηµεία της τετράδας. ΄Οπως όµως ϑα ϕανεί στη συνέ-

χεια [ϐλ. Θεώρηµα 7.1.7 και Παρατήρηση 7.1.9(2)], η διάκριση αυτή δεν είναι

ουσιώδης, καθ᾿ όσον τα C, D µπορούν να ϑεωρηθούν διαγώνια σηµεία άλλου

τετρακορύφου, οπότε τα A, B είναι αρµονικά συζυγή.

Από τον ορισµό και την προηγουµένη παρατήρηση συνάγεται ότι

(7.1.4) H(AB, CD)⇔H(BA, CD)⇔H(BA, DC)⇔H(AB, DC).

Εποµένως, στον συµβολισµό της αρµονικής τετράδας µπορούµε να εναλλά-

ξουµε τα διαγώνια σηµεία µεταξύ τους, οµοίως και τα συζυγή, αλλά δεν µπο-

ϱούµε να εναλλάξουµε ένα διαγώνιο µε ένα συζυγές.

7.1.6 Θεώρηµα. Υποθέτουµε ότι P είναι ένα προβολικό επίπεδο Desargues στο

οποίον ισχύει και το αξίωµα (F ). Αν A, B και C είναι τρία διαφορετικά συγγραµµικά

σηµεία, τότε υπάρχει ένα µοναδικό αρµονικό συζυγές D του C (ως προς A και B).

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι δίνονται τρία σηµεία A, B, C, όπως στην εκφώνηση,

και ας καλέσουµε ℓ την κοινή τους ευθεία. Θα δείξουµε πρώτα ότι µπορούµε να

προσδιορίσουµε επί της ℓ ένα αρµονικό συζυγές του C.

Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο σηµείο E < ℓ και µία τυχούσα ευθεία m ∈ J (B),
µε m , ℓ και m < J (E) (ϐλ. Σχήµα 7.5)

Θέτουµε

F := (A ∨ E) ∧m, G := (E ∨ C) ∧m, H := (A ∨ G) ∧ (E ∨ B).

Χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία διαπιστώνεται ότι τα σηµεία E, F , G και H αποτελούν

κορυφές ενός πλήρους τετρακορύφου (δηλαδή είναι όλα µεταξύ τους διαφορε-
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τικά και ανά τρία µη συγγραµµικά), οπότε το Ϲητούµενο αρµονικό συζυγές του

C (ως προς A και B) είναι το σηµείο D := (F ∨H) ∧ ℓ.

Σχήµα 7.5

Το D είναι σηµείο της ℓ, διαφορετικό από τα A, B, C. Η απόδειξη του ισχυ-

ϱισµού γίνεται όπως στην κατασκευή του τετάρτου σηµείου µιας ευθείας, που

έγινε στην απόδειξη της Πρότασης 7.1.4.

Παρά την αυθαιρεσία στην επιλογή του σηµείου E και της ευθείας m στην

προηγουµένη κατασκευή, το D είναι το µοναδικό συζυγές του C. Πραγµατικά,

ας υποθέσουµε ότι, εκτός του πλήρους τετρακορύφου EFGH, µέσω του οποίου

προσδιορίστηκε το D, υπάρχει και ένα άλλο τετρακόρυφο E′F ′G′H′, µε το οποίον

προσδιορίζεται και ένα δεύτερο σηµείο D′, συζυγές του C. Κατά τον ορισµό της

αρµονικής τετράδας, από τα αναφερόµενα τετρακόρυφα ϑα έχουµε τις σχέσεις :

A = (E ∨ F ) ∧ (G ∨ H), B = (E ∨ H) ∧ (F ∨ G),

C = (E ∨ G) ∧ ℓ, D = (F ∨H) ∧ ℓ,

A = (E′ ∨ F ′) ∧ (G′ ∨H′), B = (E′ ∨ H′) ∧ (F ′ ∨ G′),

C = (E′ ∨ G′) ∧ ℓ, D′ = (F ′ ∨H′) ∧ ℓ.

Τα προηγούµενα απεικονίζονται στο Σχήµα 7.6, όπου όµως τα D και D′ ϕαίνο-

νται να συµπίπτουν, όπως ακριβώς ϑα δείξουµε στη συνέχεια. Από τις παραπάνω

σχέσεις και το γεγονός ότι A, B, C ∈ ℓ προκύπτει ότι τα τρίγωνα EFG και E′F ′G′

είναι προοπτικά ως προς άξονα (την ευθεία ℓ), άρα (επειδή ϐρισκόµαστε σε ε-
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πίπεδο Desargues) είναι προοπτικά και ως προς κέντρο. Αυτό σηµαίνει ότι οι

ευθείες

(7.1.5) E ∨ E′, F ∨ F ′, G ∨ G′

διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Σχήµα 7.6

Αναλόγως, επειδή τα τρίγωνα EGH, E′G′H′ είναι προοπτικά ως προς τον

ίδιον άξονα ℓ, ϑα είναι προοπτικά και ως προς κέντρο, άρα οι ευθείες

(7.1.6) E ∨ E′, G ∨ G′, H ∨H′

διέρχονται από ένα κοινό σηµείο.

Εποµένως, οι (7.1.5) και (7.1.6) συνεπάγονται ότι όλες οι εµφανιζόµενες σε

αυτές ευθείες, και ιδιαίτερα οι E ∨ E′, F ∨ F ′, H ∨ H′ διέρχονται από το αυτό

σηµείο (το οποίο δεν εµφανίζεται στο σχήµα). Μα αυτό ακριβώς σηµαίνει ότι

τα τρίγωνα EFH και E′F ′H′ είναι προοπτικά ως προς κέντρο, άρα και ως προς

άξονα. Η τελευταία ιδιότητα συνεπάγεται ότι οι οµόλογες πλευρές τέµνονται επί
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της αυτής ευθείας, δηλαδή τα σηµεία

A = (E ∨ F ) ∧ (E′ ∨ F ′),

B = (E ∨ H) ∧ (E′ ∨ H′),

X := (F ∨H) ∧ (F ′ ∨H′),

είναι συγγραµµικά, οπότε X ∈ A ∨ B = ℓ. Εποµένως, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν τον

ορισµό των X, D και D′, ϐρίσκουµε ότι

X = (F ∨ H) ∧ ℓ = D και X = (F ′ ∨H′) ∧ ℓ = D′,

από τις οποίες καταλήγουµε στη σχέση D = D′, που κλείνει την απόδειξη. �

Το επόµενο αποτέλεσµα δείχνει ότι, εκτός από τις µεταθέσεις (7.1.4), επιτρέ-

πεται και µετάθεση του Ϲεύγους των δύο διαγωνίων σηµείων µε αυτό των συζυγών.

Ακριβέστερα αποδεικνύουµε το

7.1.7 Θεώρηµα. Σε ένα προβολικό επίπεδο όπως στο Θεώρηµα 7.1.6, ισχύει η

ισοδυναµία

H(AB, CD)⇔H(CD, AB).

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότιH(AB, CD)⇒H(CD,AB).
Εφ᾿ όσον έχουµε την αρµονική τετράδα H(AB, CD), τα A, B είναι διαγώνια

σηµεία ενός πλήρους τετρακορύφου EFGH, ενώ τα C, D είναι τα δύο συζυγή,

που ϐρίσκονται επί των υπολοίπων αντικειµένων πλευρών. ∆ηλαδή, αν ℓ είναι η

κοινή ευθεία των A, B, C, D, έχουµε ότι (ϐλ. και το Σχήµα 7.7)

A = (E ∨ F ) ∧ (G ∨H), B = (E ∨ H) ∧ (F ∨ G),

C = (E ∨ G) ∧ ℓ, D = (F ∨ H) ∧ ℓ.

Καλούµε S το τρίτο διαγώνιο σηµείο του EFGH, δηλ. S = (E ∨ G) ∧ (F ∨ H),
και ϑέτουµε T := (F ∨ C) ∧ (D ∨ G). Ελέγχουµε ότι δηµιουργείται το πλήρες

τετρακόρυφο SFTG. Παρατηρούµε ότι

(F ∨ T ) ∧ (S ∨ G) = (F ∨ C) ∧ (E ∨ G) = C,

(F ∨ S) ∧ (T ∨ G) = (F ∨ H) ∧ (D ∨ G) = D.

Εποµένως, τα C, D είναι διαγώνια σηµεία του SFTG, οπότε είναι κατάλληλα για

τη δευτερη αρµονική τετράδα του ϑεωρήµατος, η οποία ϑα έχει οριστεί πλήρως,
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αν αποδείξουµε ότι τα A και B (ως υποψήφια συζυγή) ϐρίσκονται στις αντι-

κείµενες πλευρές που διέρχονται από το τρίτο διαγώνιο σηµείο του SFTG. ΄Ηδη,

Σχήµα 7.7

από το πρώτο τετρακόρυφο, είναι (F ∨ G) ∧ ℓ = B, οπότε, επειδή A ∈ ℓ, µένει να

δείξουµε ότι η T ∨ S διέρχεται από το A.

Για την απόδειξη του τελευταίου ισχυρισµού ϑεωρούµε τα τρίγωνα ESH και

FTG, για τα οποία διαπιστώνουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις

(E ∨H) ∧ (F ∨ G) = B,

(E ∨ S) ∧ (F ∨ T ) = (E ∨ G) ∧ (F ∨ C) = C,

(S ∨ H) ∧ (T ∨ G) = (F ∨H) ∧ (D ∨ G) = D.

Επειδή τα σηµεία B, C,D είναι συγγραµµικά (όλα κείνται επί της ℓ), συνάγεται

ότι τα τρίγωνα ESH και FTG είναι προοπτικά ως προς τον άξονα ℓ, άρα είναι και

προοπτικα ως προς κάποιο κέντρο X , από το οποίο διέρχονται οι ευθείες που

συνδέουν τις οµόλογες κορυφές, δηλαδή είναι

F ∨ E, T ∨ S, G ∨ H ∈ J (X).

Τότε όµως X = (F ∨ E) ∧ (G ∨H) = A, άρα και T ∨ S ∈ J (A), όπως Ϲητούσαµε.

Η απόδειξη της συνεπαγωγήςH(CD, AB)⇒H(AB, CD) γίνεται µε ανάλογη

διαδικασία. �

Συνδυάζοντας τις (7.1.4) και το προηγούµενο αποτέλεσµα, οδηγούµαστε στο
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7.1.8 Πόρισµα. Με τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 7.1.7, ισχύουν οι επόµενες

ισοδυναµίες :

H(AB, CD)⇔H(BA, CD)⇔H(BA, DC)⇔H(AB, DC)⇔

⇔H(CD, AB)⇔H(DC, AB)⇔H(DC,BA)⇔H(CD, BA).

7.1.9 Παρατηρήσεις. 1) ΄Οπως ϕαίνεται στο προηγούµενο αποτέλεσµα, από

τις 24 δυνατές µεταθέσεις των A,B, C, D (ως γνωστόν, το πλήθος τους είναι 4!),

µόνον 8 από αυτές σχηµατίζουν αρµονική τετράδα. Μία προσεκτική παρατήρηση

δείχνει ότι σε όλες τις αρµονικές τετράδες δεν υπάρχει χωρισµός σηµείων του

Ϲεύγους (A, B) από σηµεία του (C, D) και αντιστρόφως.

2) Το Θεώρηµα 7.1.7 δείχνει ότι και τα A, B είναι µεταξύ τους συζυγή (ως

προς τα C και D). Εποµένως, σε οποιαδήποτε αρµονικη τετράδα, που σχηµατί-

Ϲεται από τα σηµεία A, B, C,D, τα (A, B) και (C, D) αποτελούν Ϲεύγη αρµονικών

συζυγών σηµείων, κάθε ένα από τα οποία δεν διαχωρίζεται από τα σηµεία του

άλλου Ϲεύγους.

Η δυϊκή έννοια του τετρακορύφου δίνεται στον ακόλουθο ορισµό.

7.1.10 Ορισµός. ΄Ενα (πλήρες) τετράπλευρο (quadrilateral) είναι ένα υποσύ-

νολο του P ∪ L, που αποτελείται από τέσσερις διαφορετικές ευθείες, ανά τρείς

µη συγκλίνουσες στο αυτό σηµείο, µαζί µε τα έξι σηµεία που σχηµατίζουν αυτές

ανά δύο. Αν καλέσουµε e, f, g, h τις ευθείες, τότε το σχηµατιζόµενο τετράπλευρο

συµβολίζεται µε efgh, οπότε έχουµε ότι

efgh = {e, f, g, h} ∪ {e ∧ f, f ∧ g, g ∧ h, h ∧ e, e ∧ g, f ∧ h}.

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται ένα τετράπλευρο efgh.

Σχήµα 7.8

7.1.11 Ορισµός. Οι ευθείες ενός τετραπλεύρου efgh καλούνται πλευρές, ενώ

τα σηµεία e∧f, f ∧g, g∧h, h∧e, e∧g, f ∧h καλούνται κορυφές. Τα τελευταία
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δηµιουργούν τα Ϲεύγη των αντικειµένων (ή απέναντι)κορυφών (e ∧ f, g ∧ h),
(e ∧ h, f ∧ g) και (e ∧ g, f ∧ h). Οι ευθείες που ορίζουν οι αντικείµενες κορυφές

d1 := (e ∧ f ) ∨ (g ∧ h),

d2 := (e ∧ h) ∨ (f ∧ g),

d3 := (e ∧ g) ∧ (f ∧ h),

ονοµάζονται διαγώνιες ευθείες (diagonal lines).

Το δυϊκό του αξιώµατος (F) εξασφαλίζει ότι οι διαγώνιες ευθείες ενός τετρα-

πλεύρου δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο, άρα αποτελούν τις πλευρές ενός

τριγώνου, που καλείται διαγώνιο τρίγωνο του τετραπλεύρου.

7.1.12 Ορισµός. Τέσσερις διαφορετικές ευθείες a, b, c, d µιας δέσµης ευθειών

σχηµατίζουν αρµονική τετράδα (ευθειών) ή αρµονικό σύνολο (harmonic qu­

adruple/set), αν υπάρχει ένα πλήρες τετράπλευρο (µε πλευρές µη διερχόµενες

από το κέντρο της δέσµης και) τέτοιο ώστε οι a, b να είναι διαγώνιες ευθείες του,

ενώ οι c, d διέρχονται από τις υπόλοιπες κορυφές που ϐρίσκονται επί της τρίτης

διαγωνίου ευθείας (ϐλ. Σχήµα 7.9). Η ευθεία c καλείται αρµονική συζυγής της

d και η d αρµονική συζυγής της c (ως προς a και b).

Μία αρµονική τετράδα, όπως προηγουµένως, συµβολίζεται µεH(ab, cd).

Σχήµα 7.9

Για τις αρµονικές τετράδες ευθειών ισχύουν τα δυϊκά των συµπερασµάτων

που αποδείξαµε για τις αρµονικές τετράδες σηµείων. Αφήνουµε στον αναγνώστη

στη ϕροντίδα της διατύπωσης τους. Εξάλλου, η απόδειξή τους, χωρίς εφαρµογή

της αρχής του δυϊσµού, αποτελεί µίαν επωφελή άσκηση.

Θα συνδέσουµε τώρα τις αρµονικές τετράδες µε τις προβολικότητες, που

αποτελούν ϐασικό µετασχηµατισµό σηµειοσειρών και δεσµών ευθειών.
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7.1.13 Λήµµα. Υποθέτουµε ότι τέσσερα (διαφορετικά) σηµεία A, B, C, D µιας

ευθείας ℓ σχηµατίζουν αρµονική τετράδα H(AB, CD). Αν O είναι οποιοδήποτε

σηµείο µε O < ℓ και a := (O ∨ A), b := (O ∨ B), c := (O ∨ C),d := (O ∨ D), τότε

ορίζεται και η αρµονική τετράδα H(ab, cd).

Απόδειξη. Επί της a ϑεωρούµε τυχόν σηµείο H, µε A , H , O. Θέτουµε

G := c ∧ (H ∨ B) και F := b ∧ (A ∨ G),

οπότε σχηµατίζεται το τετρακόρυφο OFGH. Παρατηρούµε ότι τα A και B είναι

Σχήµα 7.10

διαγώνια σηµεία του τελευταίου, ενώ το C ανήκει στην πλευρά που διέρχεται από

το τρίτο διαγώνιο σηµείο. Αν ϑεωρήσουµε και το σηµείο D′ := (H ∨ F ) ∧ ℓ, τότε

έχουµε την αρµονική τετράδαH(AB, CD′), άρα το D′ είναι το αρµονικό συζυγές

του C, όπως και το D. Λόγω του µονοσηµάντου του αρµονικόυ συζυγούς (ϐλ.

Θεώρηµα 7.1.6), έχουµε ότι D′ = D, οπότε η H ∨ F διέρχεται από το D.

Με την προηγουµένη διαδικασία σχηµατίζεται το τετράπλευρο µε πλευρές

H ∨ F , F ∨ B, B ∨ A, A ∨ H. Στο τετράπλευρο αυτό οι a, b συµπίπτουν µε

τις διαγώνιες ευθείες του, ενώ οι c, d διέρχονται από τις κορυφές της τρίτης

διαγωνίου. Εποµένως, σχηµατίζεται η αρµονική τετράδα H(ab, cd). �

Εφαρµόζοντας την ορολογία του Ορισµού 1.4.3 και τον συµβολισµό της σχέ-

σης (1.4.1), σε συνδυασµό µε την ΄Ασκηση 1.4.10(1), το προηγούµενο αποτέλε-

σµα αναδιατυπώνεται µε την ακόλουθη µορφή:

7.1.14 Λήµµα. Οποιαδήποτε στοιχειώδης απεικόνιση δℓ,O : J (ℓ) → J (O) (O < ℓ)

διατηρεί τις αρµονικές τετράδες. ∆ηλαδή, από κάθε αρµονική τετράδα σηµείων

H(AB, CD) µε A, B, C,D ∈ J (ℓ), προκύπτει η αντίστοιχη αρµονική τετράδα ευθειών

H(ab, cd), όπου a = δℓ,O(A), b = δℓ,O(B), c = δℓ,O(C),d = δℓ,O(D).
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Το δυϊκό του προηγουµένου συµπεράσµατος διατυπώνεται ως εξής :

7.1.15 Λήµµα. Οποιαδήποτε στοιχειώδης απεικόνιση δO,ℓ : J (O) → J (ℓ) (O < ℓ)

διατηρεί τις αρµονικές τετράδες. ∆ηλαδή, από κάθε αρµονική τετράδα ευθειών

H(ab, cd) µε a, b, c, d ∈ J (O), προκύπτει η αντίστοιχη αρµονική τετράδα σηµείων

H(AB, CD), όπου A = δO,ℓ(a), B = δO,ℓ(b), C = δO,ℓ(c), D = δℓ,O(d).

Τα προηγούµενα συµπεράσµα τελικώς οδηγούν στο

7.1.16 Θεώρηµα. Οι προβολικότητες διατηρούν τις αρµονικές τετράδες. Ακριβέ-

στερα, αν A, B, C, D είναι τέσσερα διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας ℓ, που ορίζουν

την αρµονική τετράδα H(AB, CD), και Π : J (ℓ) → J (ℓ′) είναι µία τυχούσα προ-

ϐολικότητα, τότε H(A′B′, C′D′), όπου P′ = Π(P) µε P = A, B, C, D. Ανάλογα

συµπεράσµατα ισχύουν και για προβολικότητες µεταξύ δεσµών ευθειών, ή µεταξύ

σηµειοσειρών και δεσµών ευθειών.

Απόδειξη. Το αποτέλεσµα είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της προβολικότητας

Π και των Ληµµάτων 7.1.14 – 1.7.15. �

7.1.17 Πόρισµα. Υποθέτουµε ότι τα σηµεία A, B, C, D ∈ J (ℓ) σχηµατίζουν την

αρµονική τετράδα H(AB, CD), ενώ τα A′, B′, C′, D′ ∈ J (ℓ′) σχηµατίζουν την αρ-

µονική τετράδα H(A′B′, C′D′). Τότε υπάρχει προβολικότητα Π : J (ℓ) → J (ℓ′),
τέτοια ώστε Π(P) = P′, όπου P = A, B, C, D.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.5.8, µπορούµε να ϐρούµε µία προβολι-

κότητα Π : J (ℓ) → J (ℓ′), τέτοια ώστε Π(A) = A′, Π(B) = B′ και Π(C) = C′.

Θέτουµε D̄ := Π(D). Τότε, κατά το Θεώρηµα 7.1.16, H(A′B′, C′D̄), οπότε το D̄

είναι συζυγές του C. Αλλά, εφ᾿ όσον H(A′B′, C′D′), τότε και το D′ είναι συζυγές

του C. Συνεπώς, D̄ = D′, απ᾿ όπου Π(D) = D′, µε την οποίαν αποδεικνύεται το

συµπέρασµα. �

7.1.18 Ασκήσεις.

1) Να επαληθευθεί η Παρατήρηση 7.1.3(1).

2) Να ελεχθούν οι ισχυρισµοί που επισηµαίνονται στην απόδειξη της Πρότα-

σης 7.1.4.

3) Στο πρώτο µέρος της απόδειξης του Θεωρήµατος 7.1.6 (κατασκευή του συ-

Ϲυγούς σηµείου D) να δικαιολογηθεί πλήρως η ύπαρξη του τετρακορύφου

EFGH καθώς και ότι D , A, B, C.

4) Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1.7 να επιβεβαιωθεί ότι πραγµατικά ο-

ϱίζεται το πλήρες τετρακόρυφο SFTG.
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5) Να αποδειχθούν, χωρίς χρήση της αρχής του δυϊσµού, τα αντίστοιχα των

Θεωρηµάτων 7.1.6, 7.1.7, και του Πορίσµατος 7.1.8, για τις αρµονικές

τετράδες ευθειών.

6) Να συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες στην απόδειξη του Λήµµατος 7.1.13.

7) Ειδικεύοντας την ορολογία του τετρακορύφου και τετραπλεύρου, να ορι-

στούν οι έννοιες τρικόρυφο και τρίπλευρο. Σε ποιά γνωστή έννοια σχηµα-

τισµού καταλήγουν και οι δύο ;

7.2 Κωνικές σηµειοσειρές και δέσµες

Στην Αναλυτική Γεωµετρία, οι κωνικές τοµές (έλλειψη, υπερβολή, παραβολή)

ορίζονται µέσω δευτεροβαθµίων αλγεβρικών εξισώσεων. ΄Οµως, στη (συνθετική)

Ευκλείδεια Γεωµετρία, οι προηγούµενες καµπύλες περιγράφονται ως γεωµετρι-

κοί τόποι σηµείων του επιπέδου, που ικανοποιούν µια χαρακτηριστική ιδιότητα.

Για παράδειγµα, η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων (του επιπέ-

δου) των οποίων το άθροισµα των αποστάσεων από δύο δεδοµένα σταθερά σηµεία

(:τις εστίες) παραµένει σταθερό κλπ.

Οι παραπάνω χαρακτηρισµοί, όπως είναι ϕανερό, δεν µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν για µια γενίκευση της εννοίας της κωνικής τοµής. Αντιθέτως, η ιδιότητα

των καµπυλών αυτών να παριστάνονται µε κατάλληλες τοµές ενός κυκλικού κώ-

νου (απ᾿ όπου και η ορολογία «κωνικές τοµές») είναι µία ιδιότητα προβολικής

ϕύσης, αφού κάθε σηµείο της κωνικής τοµής «προβάλλεται» (µέσω της κορυφής

του κώνου) στη ϐάση και αντιστρόφως.

Μία περαιτέρω προσεκτική ανάλυση του τρόπου µε τον οποίον µετασχηµα-

τίζεται µία κωνική τοµή στο σύνηθες προβολικό επίπεδο (δηλαδή στην πλήρωση

του ευκλειδείου επιπέδου σε προβολικό) οδήγησε τον J. Steiner (1796–1863)

στον παρακάτω Ορισµό 7.2.1, που έχει έννοια και στο παρόν γενικό πλαίσιο

της συνθετικής Προβολικής Γεωµετρίας. Για τη σχετική ανάλυση παραπέµπου-

µε στον J. W. Blattner [7, σελ. 223–225]. Πολλοί ϑεωρούν ότι η συνθετική αυτή

προσέγγιση των κωνικών από τον Steiner είναι ίσως και η σπουδαιότερη συµβολή

του στην Προβολική Γεωµετρία (ϐλ., π.χ., I. M. Yaglom [31, σελ. 43]).

Πριν διατυπώσουµε τον ορισµό της κωνικής σηµειοσειράς και δέσµης

ϑα υποθέσουµε ότι σε ολόκληρη την παρούσα παράγραφο, το προβολικό

επίπεδο P ≡ (P,L,I) είναι επίπεδο του Πάππου,

οπότε ισχύει το πλήρες Θεµελιώδες Θεώρηµα της Προβολικής 5.2.1 (ϐλ. επίσης

και την πρώτη µορφή του στο Θεώρηµα 1.5.11).
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7.2.1 Ορισµός. Μία κωνική σηµειοσειρά K (point conic) είναι το σύνολο των

σηµείων τοµής των αντιστοίχων ευθειών δύο δεσµών ευθειών, οι οποίες συνδέο-

νται µεταξύ τους µε µία προβολικότητα που δεν είναι προοπτικότητα. ∆ηλαδή,

αν Π : J (O) → J (O′) (O , O′) είναι µία προβολικότητα µεταξύ των σηµειουµέ-

νων δεσµών ευθειών, τότε η κωνική, που ορίζεται από τις προηγούµενες δέσµες

ευθειών, είναι το σύνολο σηµείων

K :=
{
k ∧ Π (k) | k ∈ J (O)

}
.

Σχήµα 7.11

Η δυϊκή έννοια της κωνικής σηµειοσειράς είναι η κωνική δέσµη (line conic).

Στην περίπτωση αυτή, µία κωνική δέσµη ϑα προκύπτει από µία προβολικότητα,

που δεν είναι προοπτικότητα, µεταξύ σηµειοσειρών Π : J (ℓ) → J (ℓ′) (ℓ , ℓ′) και

ϑα αποτελείται από το σύνολο των ευθειών

K :=
{
P ∨ Π (P) | P ∈ J (ℓ)

}
.

Μία άλλη χρήσιµη έννοια είναι αυτή της εφαπτοµένης, όπως ακριβώς ορίζεται

στη συνέχεια.

7.2.2 Ορισµός. Αν P είναι τυχόν σηµείο µιας κωνικής σηµειοσειράς K , η εφ-

απτοµένη (tangent line) της K στο P είναι η ευθεία η οποία έχει ένα µοναδικό

κοινό σηµείο µε την K , το P.

Στον προηγούµενο ορισµό µιλάµε για την εφαπτοµένη στο P. Αυτό υπονοεί

ότι η εφαπτοµένη σε ένα σηµείο είναι µονοσήµαντα ορισµένη, όπως ϑα αποδειχ-

ϑεί πιο κάτω (ϐλ. Πρόταση 7.3.3).

Η δυϊκή έννοια της εφαπτοµένης σε σηµείο µιας κωνικής σηµειοσειράς είναι

το σηµείο επαφής (point of contact) µιας κωνικής δέσµης. Είναι, προφανώς, το

σηµείο του επιπέδου από το οποίον διέρχεται µία µοναδική ευθεία της κωνικής

δέσµης.
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7.2.3 Παρατηρήσεις. 1) Επειδή χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο για τις κω-

νικές σηµειοσειρές και τις κωνικές δέσµες, το είδος της κωνικής ϑα καθορίζεται

κάθε ϕορά από τα συµφραζόµενα.

2) Οι προηγούµενοι ορισµοί δεν απαιτούν την υπόθεση ότι το P είναι επίπεδο

του Πάππου. ΄Οµως, ο ουσιαστικός ϱόλος της υπόθεσης αυτής ϑα ϕανεί σύντοµα.

Μία στοιχειώδης ιδιότητα των κωνικών σηµειοσειρών, που δικαιολογεί και το

Σχήµα 7.11, περίγράφεται στο επόµενο αποτέλεσµα.

7.2.4 Πρόταση. Τα κέντρα O και O′ των δεσµών ευθειών, µέσω των οποίων (και

της αντίστοιχης προβολικότητας) ορίζεται µία κωνική σηµειοσειρά K , ανήκουν και

αυτά στην K .

Απόδειξη. Ας ϑέσουµε ℓ := O ∨ O′ ∈ J (O). Τότε ϑα είναι ℓ , Π (ℓ), διαφορετικά

η Π ϑα ήταν προοπτικότητα (άτοπο), ως συνέπεια της δυϊκής συνθήκης iii) του

Θεµελιώδους Θεωρήµατος 1.5.11 (σε συνδυασµό µε το πλήρες Θεµελιώδες Θεώ-

ϱηµα 5.2.1 και τη ϐασική υπόθεση για το παρόν προβολικό επίπεδο). Εποµένως,

ϐάσει του ορισµού της ℓ και της κωνικής σηµειοσειράς,

O′ = ℓ ∧ Π (ℓ) ∈ K .

Η απόδειξη του ότι και O ∈ K είναι ανάλογη. �

7.2.5 Λήµµα. Πέντε διαφορετικά σηµεία Pi (i = 1, . . . ,5), ανα τρία µη συγγραµ-

µικά, ορίζουν µία κωνική σηµειοσειρά η οποία και τα περιέχει.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις δέσµες ευθειών J (P1) και J (P2), οπότε

P1 ∨ P3, P1 ∨ P4, P1 ∨ P5 ∈ J (P1) και P2 ∨ P3, P2 ∨ P4, P2 ∨ P5 ∈ J (P2).

Λόγω της µη συγγραµµικότητας ανά τρία των Pi , οι παραπάνω ευθείες είναι

όλες µεταξύ τους διαφορετικές. Εποµένως, κατά τη δυϊκή της Πρότασης 1.5.8,

υπάρχει προβολικότητα Π : J (P1)→ J (P2), τέτοια ώστε

Π (P1 ∨ P3) = P2 ∨ P3, Π (P1 ∨ P4) = P2 ∨ P4, Π (P1 ∨ P5) = P2 ∨ P5.

Η προβολικότητα αυτή δεν είναι προοπτικότητα. Πραγµατικά, αν ήτανΠ = π,

όπου π = π(P1, P2, k) είναι κάποια προοπτικότητα από τη δέσµη J (P1) στη J (P2),
µε άξονα k [: J (P1) ∋/ k < J (P2)] τότε ϑα είχαµε ότι

P2 ∨ P3 = Π (P1 ∨ P3) = π(P1 ∨ P3) :=
(
(P1 ∨ P3) ∧ k

)
∨ P2,

απ᾿ όπου προκύπτει ότι τα P1, P2, P3 είναι συγγραµµικά (άτοπο).

Εφ᾿ όσον η Π είναι προβολικότητα που δεν εκφυλίζεται σε προοπτικότητα,

όλα τα σηµεία k ∧ Π (k), για κάθε k ∈ J (P1), ορίζουν µία κωνική σηµειοσειρα

K . Προφανώς, από τον ορισµό της τελευταίας, P3, P4, P5 ∈ K . Επίσης, από το

Πόρισµα 7.2.4, και P1, P2 ∈ K . �
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Η προηγουµένη κατασκευή ϐασίστηκε στην αυθαίρετη επιλογή των P1 και

P2 ως κέντρων καταλλήλων δεσµών ευθειών. Εποµένως, αν αλλάξουµε τα κέντρα,

κατασκευάζεται µία άλλη, ϕαινοµενικά διαφορετική από την προηγουµένη, κω-

νική σηµειοσειρα, που περιέχει τα πέντε δεδοµένα σηµεία. Θα δείξουµε ότι η

νέα κωνική σηµειοσειρά συµπίπτει µε την αρχική. ΄Οµως γι᾿ αυτό χρειαζόµα-

στε µερικά προκαταρκτικά τεχνικά συµπεράσµατα, τα οποία, εκτός των άλλων,

προετοιµάζουν και την απόδειξη του Θεωρήµατος του Pascal, που αναφέρεται

στη εποµένη παράγραφο. Η σχετική προσέγγιση µπορεί να γίνει µε διαφόρους

τρόπους. Εδώ ϑα ακολουθήσουµε τη µεθοδολογία της J. N. Cederberg [8, σελ.

149–152].

∆ίνουµε πρώτα τον εξής ϐασικό ορισµό.

7.2.6 Ορισµός. ΄Ενα (απλό) εξακόρυφο (hexagon), µε κορυφές τα έξι διαφο-

ϱετικά και ανά τρία µη συγγραµµικά σηµεία Pi (i = 1, . . . ,6) είναι ο σχηµατισµός

του προβολικού επιπέδου

P1P2P3P4P5P6 :=
{
P1, P2, P3, P4, P5, P6

}
∪

{
P1 ∨ P2, P2 ∨ P3, P3 ∨ P4, P4 ∨ P5, P5 ∨ P6, P6 ∨ P1

}
.

(α) (ϐ)

Σχήµα 7.12

Οι προηγούµενες ευθείες καλούνται πλευρές του εξακορύφου. Τα Ϲεύγη

(P1, P4), (P2, P5), (P3, P6)
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αποτελούν τις αντικείµενες (ή απέναντι) κορυφές, ενώ τα Ϲεύγη

(P1 ∨ P2, P4 ∨ P5), (P2 ∨ P3, P5 ∨ P6), (P3 ∨ P4, P6 ∨ P1)

αποτελούν τις αντικείµενες (ή απέναντι)πλευρές του εξακορύφου. Τα σηµεία

τοµής των τελευταίων καλούνται διαγώνια σηµεία [ϐλ. τα σχετικά Σχήµατα 7.12

(α) και (ϐ)].

7.2.7 Λήµµα. Υποθέτουµε ότι A, B, C, D είναι τέσσερα διαφορετικά σηµεία µιας

κωνικής σηµειοσειράς, η οποία ορίζεται από µία προβολικότητα Π : J (O)→ J (O′)
που δεν είναι προοπτικότητα. Τότε τα διαγώνια σηµεία του εξακορύφου OAO′BCD

είναι συγγραµµικά. Και αντιστρόφως, αν δίνεται ένα εξακόρυφο OAO′BCD του

οποίου τα διαγώνια σηµεία είναι συγγραµµικά, τότε οι κορυφές A,B, C, D ανή-

κουν σε µία κωνική σηµειοσειρά που κατασκευάζεται από µια προβολικότητα της

προηγουµένης µορφής.

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη, να επιστήσουµε την προσοχή του ανα-

γνώστη στη ϑέση των κέντρων O,O′ ως προς τα σηµεία A, B, C,D.

Σχήµα 7.13

Απόδειξη. Τα διαγώνια σηµεία του εξακορύφου OAO′BCD είναι τα σηµεία

E := (O ∨ A) ∧ (B ∨ C), F := (A ∨ O′) ∧ (C ∨ D), G := (O′ ∨ B) ∧ (D ∨ O).

Θεωρούµε τη στοιχειώδη απεικόνιση δ1 : J (O) → J (B ∨ C), από την οποίαν
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παίρνουµε τις αντιστοιχίες

(7.2.1)

O ∨ A 7−→ δ1(O ∨ A) := (O ∨ A) ∧ (B ∨ C) = E,

O ∨ B 7−→ δ1(O ∨ B) := (O ∨ B) ∧ (B ∨ C) = B,

O ∨ C 7−→ δ1(O ∨ C) := (O ∨ C) ∧ (B ∨ C) = C,

O ∨ D 7−→ δ1(O ∨ D) := (O ∨ D) ∧ (B ∨ C) =: H.

Επίσης, ϑεωρούµε τη στοιχειώδη απεικόνιση δ2 : J (O′) → J (C ∨ D), από την

οποίαν παίρνουµε τις

(7.2.2)

O′ ∨ A 7−→ δ2(O′ ∨ A) := (O′ ∨ A) ∧ (C ∨ D) = F,

O′ ∨ B 7−→ δ1(O′ ∨ B) := (O′ ∨ B) ∧ (C ∨ D) =: I,

O′ ∨ C 7−→ δ1(O′ ∨ C) := (O′ ∨ C) ∧ (C ∨ D) = C,

O′ ∨ D 7−→ δ1(O′ ∨ D) := (O′ ∨ D) ∧ (C ∨ D) = D.

Αν τώρα σχηµατίσουµε την προβολικότητα

Π := δ2 ◦ Π ◦ δ
−1
1 : J (B ∨ C) −→ J (C ∨ D),

για το σηµείο C της κωνικής προκύπτει ότι [χρησιµοποιώντας και τις τρίτες

σχέσεις των (7.2.1) και (7.2.2)]

Π (C) = (δ2 ◦ Π )
(
δ−1

1 (C)
)
= (δ2 ◦ Π )(O ∨ C)

= δ2

(
Π (O ∨ C)

)
= δ2(O′ ∨ C) = C,

άρα [ϐλ. Θεωρήµατα 5.2.1 και 1.5.11(συνθήκη iii)] η Π είναι µία προοπτικότητα

π = π(B ∨ C,C ∨ D,K), της οποίας το κέντρο (προσωρινά το συµβολίζουµε µε K)

προσδιορίζεται ακριβώς από δύο Ϲεύγη αντιστοίχων σηµείων επί των δεδοµένων

αξόνων (ϐλ. Πρόταση 1.5.5). Εδώ παρατηρούµε ότι η B ∨ C περιέχει τα γνωστα

σηµεία A, C, E,H, ενώ η C∨D περιέχει τα C,D, I, F . Απ᾿ το άλλο µέρος, οι (7.2.1)

και (7.2.2) δίνουν και τις αντιστοιχίες

(7.2.3)

B
δ−1

1
−−−−−−−→ O ∨ B

Π
−−−−−−→ O′ ∨ B

δ2
−−−−−−→ I,

E
δ−1

1
−−−−−−−→ O ∨ A

Π
−−−−−−→ O′ ∨ A

δ2
−−−−−−→ F,

H
δ−1

1
−−−−−−−→ O ∨ D

Π
−−−−−−→ O′ ∨ D

δ2
−−−−−−→ D.

Εποµένως K = (B ∨ I) ∧ (E ∨ F ) = G. ΄Οµως, από το ίδιο σηµείο G ϑα διέρχεται

και η ευθεία των άλλων δύο αντιστοίχων σηµείων E και F , δηλαδή E ∨F ∈ J (G).
΄Αρα τα E, F, G είναι συγγραµµικά, όπως Ϲητούσαµε.
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Το αντίστροφο αποδεικνύεται αντιστρέφοντας την προηγουµένη διαδικασία.

Για την πληρότητα σηµειώνουµε τα κύρια ϐήµατά της : ϑεωρούµε την προοπτι-

κότητα π = π(B ∨ C, C ∨ D, G), από την οποίαν προκύπτουν οι σχέσεις

(7.2.4) π(B) = I, π(C) = C, π(H) = D, π(E) = F.

Κατόπιν σχηµατίζουµε την προβολικότητα Π := δ−1
2 ◦ π ◦ δ1. Η τελευταία, µέσω

των (7.2.1), (7.2.2) και (7.2.4) οδηγεί στις

Π (O ∨ A) = O′ ∨ A, Π (O ∨ B) = O′ ∨ B,

Π (O ∨ C) = O′ ∨ C, Π (O ∨ D) = O′ ∨ D,

Συνεπώς, A = (O ∨ A) ∧ Π (O ∨ A) ∈ K κ.ο.κ, οπότε κλείνει η απόδειξη. �

Μπορούµε τώρα να συµπληρώσουµε το Λήµµα 5.2.5 µε το µονοσήµαντο της

κωνικής. Ακριβέστερα, αποδεικνύουµε το επόµενο

7.2.8 Θεώρηµα. Η κωνική σηµειοσειρά που ορίζεται από πέντε διαφορετικά και

ανά τρία µη συγγραµµικά σηµεία είναι µονοσηµάντως ορισµένη.

Απόδειξη. Θεωρούµε την κωνική σηµειοσειρά K , που κατασκευάτηκε (στο Λήµ-

µα 7.2.5) από τα σηµεία Pi (i = 1, . . . , 5), µέσω της Π : J (P1) → J (P2). Θα

πρέπει να δείξουµε ότι, αν αντικαταστήσουµε τα κέντρα P1, P2 των δεσµών ευ-

ϑειών µε οποιαδήποτε άλλα σηµεία από τα Pi , η νέα κωνική, ας την πούµε K ′,

ϑα συµπίπτει µε την K , δηλαδή πρέπει να δείξουµε ότι κάθε σηµείο της K είναι

σηµείο της K ′ και αντιστρόφως.

Για το σκοπό αυτό ϑεωρούµε τυχόν X ∈ K και σχηµατίζουµε το εξακόρυφο

P1P4P2P3P5X . Τα διαγώνια σηµεία του είναι τα

(P1 ∨ P4) ∧ (P3 ∨ P5), (P4 ∨ P2) ∧ (P5 ∨ X), (P2 ∨ P3) ∧ (X ∨ P1).

Τα τελευταία, σύµφωνα µε το Λήµµα 7.2.7, είναι συγγραµµικά. Τα ίδια ση-

µεία όµως είναι και διαγώνια σηµεία του εξακορύφου P4P2P3P5XP1, οπότε (α-

πο το αντίστροφο του Λήµµατος 7.2.7) το X ανήκει στην κωνική K ′, που κα-

τασκευάζεται από τα ίδια σηµεία Pi (i = 1, . . . ,5), µέσω της προβολικοτητας

Π ′ : J (P4) → J (P3). Και αντιστρόφως, µε τα ίδια εξακόρυφα, τυχόν X της K ′

ανήκει και στην K .

Παρόµοια εργαζόµαστε αν στο εξακόρυφο P1P4P2P3P5X κρατήσουµε τα P1,

P2 στη ϑέση τους και πάρουµε µίαν άλλη µετάθεση των P3, P4, P5 (αφήνοντας

το X στην έκτη κορυφή) κ.ο.κ. Με αυτόν τον τρόπο αποδεικνούουµε ότι κατα-

σκευάζεται η ίδια κωνική σηµειοσειρά, για οποιαδήποτε επιλογή δύο σηµείων

από τα Pi ως κέντρων δεσµών ευθειών αντιστοίχων προβολικοτήτων. �



7.3. Το ϑεώρηµα του Pascal 237

΄Αµεση συνέπεια των προηγουµένων (ϐλ. και Ορισµό 7.2.1) είναι το

7.2.9 Θεώρηµα (Steiner). Μία κωνική σηµειοσειρά ορίζεται από δύο οποιαδήπο-

τε διαφορετικά σηµεία της και µία προβολικότητα, η οποία δεν είναι προοπτικότητα,

µεταξύ των δεσµών ευθειών µε κέντρα τα σηµεία αυτά.

7.2.10 Πόρισµα. Μία ευθεία τέµνει µία κωνική σηµειοσειρά το πολύ σε δύο

σηµεία.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ℓ είναι µία ευθεία που έχει τρία (διαφορετικά)

κοινά σηµεία A, B και C µε µία κωνική σηµειοσειρά K . Αν O και O′ είναι δύο

τυχόντα σηµεία της K , τότε η K ορίζεται µονοσηµάντως από τα O, O′, A, B και

C, µέσω µιας προβολικότητας Π : J (O) → J (O′), που δεν είναι προοπτικότητα

(ϐλ. Λήµµα 7.2.5).

Θεωρούµε τις στοιχειώδεις απεικονίσεις δ1 : J (O) → J (ℓ), δ2 : J (ℓ) → J (O′)
και την προβολικότητα Π := δ2 ◦ Π ◦ δ

−1
1 : J (ℓ)→ J (ℓ). Παρατηρούµε ότι

Π (A) = (δ2 ◦ Π ◦ δ
−1
1 )(A) = (δ2 ◦ Π )(O ∨ A)

= δ2(O′ ∨ A) = (O′ ∨ A) ∧ ℓ = A,

και, µε ανάλογο τρόπο, Π (B) = B, Π (C) = C. Εποµένως, κατά το Θεώρηµα

1.5.11, Π = idJ(ℓ), οπότε Π = δ−1
2 ◦ δ1, δηλαδή η Π είναι προοπτικότητα. Το

συµπέρασµα αυτό είναι άτοπο. Το άτοπο προήλθε από την υπόθεση ότι υπάρχ-

ουν τρία διαφορετικά σηµεία τοµής της ℓ µε την κωνική σηµειοσειρά. Εποµένως,

τα κοινά σηµεία είναι το πολύ δύο. �

7.2.11 Ασκήσεις.

1) Αν K είναι κωνική σηµειοσειρά και P οποιοδήποτε σηµείο της, να απο-

δειχθεί ότι | K | = | J (P) |.

2) Αν στον ορισµό 7.2.1 παραλειφθεί η απαίτηση η προβολικότητα Π να µην

είναι προοπτικότητα, τότε τι ϑα συνέβαινε στο συµπέρασµα του Πορίσµατος

7.2.10;

3) Πόσα διαφορετικά εξακόρυφα ορίζουν έξι (διαφορετικά) σηµεία ;

7.3 Το ϑεώρηµα του Pascal

΄Οπως αναφέρεται στην προµετωπίδα του κεφαλαίου, ο B. Pascal (1623–1662)

απέδειξε το οµώνυµο ϑεώρηµα, που το ονόµασε ϑεώρηµα του µυστικού εξαγράµ-

µου, σε ηλικία 16 ετών, το 1639. Η απόδειξη έγινε στο πλαίσιο της Ευκλείδειας
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Γεωµετρίας και δηµοσιεύθηκε το 1640 στο έργο του ‘‘Essai pour les coniques’’

(«∆οµίµιο για τις κωνικές»).

7.3.1 Θεώρηµα (Pascal). Αν ένα εξακόρυφο P1P2P3P4P5P6 είναι εγγεγραµένο

σε µία κωνική σηµειοσειρά K (δηλαδή οι κορυφές του ϐρίσκονται επί της K ), τότε

τα διαγώνια σηµεία του εξακορύφου είναι συγγραµµικά.

Απόδειξη. Ουσιαστικά το ϑεώρηµα έχει αποδειχθεί στο Λήµµα 7.2.5. Εφ᾿ όσον

τα σηµεία του εξακορύφου ϐρίσκονται επί της K , µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι

η τελευταία προκύπτει (µονοσήµαντα) από µία κατάλληλη προβολικότητα Π :
J (P1)→ J (P3) και τα σηµεία P2, P4, P5, P6. Συνεπώς, κατά το προαναφερόµενο

λήµµα, τα διαγώνια σηµεία D1 = (P1 ∨ P2)∧ (P4 ∨ P5), D2 = (P2 ∨ P3)∧ (P5 ∨ P6)
και D3 = (P3 ∨ P4) ∧ (P6 ∨ P1) είναι συγγραµµικά (ϐλ. και το Σχήµα 7.14). �

Σχήµα 7.14

Η ευθεία επί της οποίας ϐρίσκονται τα διαγώνια σηµεία του εγγεγραµένου

σε κωνική σηµειοσειρα εξακορύφου καλείται ευθεία του Pascal.

Φυσικά, και πάλι ϐάσει του ιδίου Λήµµατος 7.2.7, αν τα διαγώνια σηµεία

ενός εξακορύφου P1P2P3P4P5P6 είναι συγγραµµικά, τότε οι κορυφές του ϑα

ϐρίσκονται επί µιας κωνικής σηµειοσειράς. ΄Ετσι καταλήγουµε στο αντίστροφο

του Θεωρήµατος του Pascal, οπότε µπορούµε να το αναδιατυπώσουµε και µε τη

εποµένη ολοληρωµένη µορφή:

7.3.2 Θεώρηµα. ΄Εξι διαφορετικά σηµεία, ανά τρία µη συγγραµµικά, ϐρίσκονται

επί κωνικής σηµειοσειράς τότε και µόνον τότε, αν τα διαγώνια σηµεία του εξακο-

ϱύφου, που σχηµατίζεται µε κορυφές τα δεδοµένα έξι σηµεία, είναι συγγραµµικά.
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Το ϑεώρηµα του Pascal µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό

τυχόντος σηµείου µιας κωνικής σηµειοσειράς, η οποία έχει οριστεί από πεντε

σηµεία. Ακριβέστερα, αν η κωνική σηµειοσειρά K ορίζεται από τα σηµεία P1, P2,

P3, P4, P5, και υποθέσουµε ότι X είναι τυχόν σηµείο της (ϕυσικά διαφορετικό

από τα προηγούµενα), τότε –κατά το ϑεώρηµα του Pascal– τα διαγώνια σηµεία

του σχηµατιζοµένου εξακορύφου P1P2P3P4P5X , δηλαδή τα

D1 = (P1 ∨ P2) ∧ (P4 ∨ P5),

D2 = (P2 ∨ P3) ∧ (P5 ∨ X),

D3 = (P3 ∨ P4) ∧ (X ∨ P1),

είναι συγγραµµικά. Εδώ πρέπει να παρατηρηθεί ότι αν το X δεν είναι γνωστό,

τότε το µόνο γνωστό διαγώνιο σηµείο είναι το D1. Εποµένως, το X ϐρίσκεται στις

ευθείες P5 ∨ X και X ∨ P1, γεγονός που οδηγεί στην εποµένη ιδέα κατασκευής :

Πρώτα ϑεωρούµε τυχούσα ευθεία ℓ ∈ J (P5) (που ϑα παίξει το ϱόλο της P5∨X ),

οπότε ορίζουµε το σηµείο

(7.3.1) D2 := (P2 ∨ P3) ∧ ℓ.

Επίσης, επειδή ϑα πρέπει D3 = (P3 ∨ P4)∧ (X ∨ P1) και D3 ∈ D1 ∨D2, µπορούµε

να ορίσουµε το σηµείο D3 µε τη σχέση

(7.3.2) D3 := (P3 ∨ P4) ∧ (D1 ∨ D2).

Τέλος, επειδή ϑέλουµε να είναι X ∈ ℓ, καθώς και (από τον αρχικό ορισµό του

D3) τα D3, X και P1 να είναι συγγραµµικά, δηλαδή X ∈ P1 ∨ D3, συνάγεται ότι

(7.3.3) X = (P1 ∨ D3) ∧ ℓ.

Ανακεφαλαιώνοντας, λοιπόν, προσδιορίζουµε τυχόν σηµείο της K (διαφορε-

τικό από τα Pi , i = 1, . . . 5) µε την εξής διαδικασία : ϑεωρούµε τυχούσα ευθεία

ℓ από το P5, και ορίζουµε το σηµείο D2, µέσω της (7.3.1). Κατόπιν ορίζουµε το

D3 µέσω της (7.3.2), εφ᾿ όσον ήδη έχουµε στη διάθεσή µας τα D1, D2. Τέλος, η

(7.3.3) µας δίνει ένα σηµείο της κωνικής σηµειοσειράς [ϐλ. και Ασκηση 7.3.4(1)].

Προφανώς, µεταβάλλοντας την ℓ, παίρνουµε και τα άλλα σηµεία της K .

Θα κλείσουµε την παράγραφο µε µερικά συµπεράσµατα για την εφαπτοµένη

µιας κωνικής σηµειοσειράς.

7.3.3 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι K είναι µία κωνική σηµειοσειρά καιA ένα σηµείο

της. Τότε υπάρχει µία µοναδική εφαπτοµένη tA της K στο A. Επιπλέον, ισχύει η

σχέση

tA = Π (A ∨ B),

όπου το B είναι τυχόν σηµείο της K και Π : J (B) → J (A) µία προβολικότητα, η

οποία δεν είναι προοπτικότητα.
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Απόδειξη. Μαζί µε το A, ϑεωρούµε και τέσσερα άλλα διαφορετικά σηµεία B, C,

D και E τηςK . Γνωρίζουµε ότι η K µπορεί να οριστεί από τα πέντε προηγούµενα

σηµεία, µέσω µιας προβολικότητας (η οποία δεν εκφυλίζεται σε προοπτικότητα)

Π : J (B) → J (A). Θέτουµε tA = Π (A ∨ B). Προφανώς, από τον ορισµό της

κωνικής σηµειοσειράς, A = (A ∨B) ∧Π (A ∨ B) = (A ∨B) ∧ tA, άρα η tA περιέχει

το A. Θα δείξουµε ότι, εκτός του A, η tA δεν έχει άλλο κοινό σηµείο µε τη K ,

οπότε είναι εφαπτοµένη στο A.

Πραγµατικά, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και ένα άλλο κοινό σηµείο P , A.

Τότε εµφανίζονται δύο δυνατότητες :

α) P ∈ A ∨ B. Στην περίπτωση αυτή, τα A, B και P είναι συγγραµµικά, άρα

tA = A ∨ P = A ∨ B. Τότε όµως, Π (A ∨ B) = tA = A ∨ B, εποµένως (κατά το

Θεµελιώδες Θεώρηµα της Προβολικής) η Π είναι προοπτικότητα (άτοπο).

ϐ) P < A∨B. Θεωρούµε την ευθεία B ∨ P ∈ J (B). Τότε Π (B ∨ P) ∈ J (A), άρα

από τον ορισµό της κωνικής σηµειοσειράς, P = (B ∨ P) ∧ Π (B ∨ P) ∈ K και

Π (B ∨ P) = A ∨ P.

Απ᾿ το άλλο µέρος,

Π (A ∨ B) = tA = A ∨ P.

Οι τελευταίες σχέσεις συνεπάγονται ότι Π (B ∨ P) = Π (A ∨ B), απ᾿ όπου (λόγω

του 1 – 1 της Π ), B ∨ P = A ∨ B, δηλαδή τα A, B, P είναι συγγραµµικά (άτοπο).

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση η tA είναι εφαπτοµένη.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει και µία άλλη εφαπτοµένη τA στο A. Εφ᾿

όσον τA ∈ J (A), ϑα υπάρχει µία µονοσηµάντως ορισµένη ευθεία τ ∈ J (B), τέτοια

ώστε Π (τ) = τA. Τότε το σηµείο C = τA ∧ τ είναι σηµείο της K . ΄Οµως η τA, ως

εφαπτοµένη, ϑα έχει µόνον ένα κοινό σηµείο µε την K , άρα αναγκαστικά είναι

C = A, οπότε τ = A ∨ B. Κατά συνέπειαν,

τA = Π (τ) = Π (A ∨ B) = tA.

Τα προηγούµενα αποδεικνύουν πλήρως την πρόταση. �

7.3.4 Ασκήσεις.

1) Να δικαιολογηθεί γιατί το σηµείο X , που ορίζεται απο τη σχέση (7.3.3),

είναι πραγµατικά σηµείο της κωνικής σηµειοσειράς K .

2) Πόσες ευθείες Pascal ορίζουν 6 διαφορετικά σηµεία µιας κωνικής σηµειο-

σειράς ;
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7.4 Το ϑεώρηµα του Brianchon

Στην Παράγραφο 7.2 ορίσαµε τις έννοιες κωνική δέσµη και σηµείον επαφής,

που είναι δυϊκές της κωνικής σηµειοσειράς και της εφαπτοµένης. Εποµένως,

για όλα τα συµπεράσµατα των Παραγράφων 7.2 και 7.3, που αναφέρονται στις

κωνικές σηµειοσειρές, ισχύουν και τα αντίστοιχα δυϊκά τους, που αφορούν στις

κωνικές δέσµες. Για την ακριβή διατύπωση του δυϊκού του ϑεωρήµατος του

Pascal δίνουµε πρώτα τον επόµενο ορισµό.

7.4.1 Ορισµός. ΄Ενα (απλό) εξάπλευρο, µε πλευρές τις έξι διαφορετικές, και

ανά τρείς µη διερχόµενες από το ίδιο σηµείο, ευθείες αi (i = 1, . . . , 6) είναι ο

σχηµατισµός του προβολικού επιπέδου

α1α2α3α4α5α6 :=
{
α1, α2, α3, α4, α5, α6

}
∪

{
α1 ∧ α2, α2 ∧ α3, α3 ∧ α4, α4 ∧ α5, α5 ∧ α6, α6 ∧ α1

}
.

Τα προηγούµενα σηµεία τοµής καλούνται κορυφές του εξαπλεύρου. Τα Ϲεύγη

(α1, α4), (α2, α5), (α3, α6)

αποτελούν τις αντικείµενες (ή απέναντι) πλευρές, ενώ τα Ϲεύγη

(α1 ∧ α2, α4 ∧ α5), (α2 ∧ α3, α5 ∧ α6), (α3 ∧ α4, α6 ∧ α1)

αποτελούν τις αντικείµενες (ή απέναντι κορυφές του εξαπλεύρου. Οι ευθείες

που σχηµατίζουν τα τελευταία καλούνται διαγώνιες ευθείες..

Το Σχήµα 7.15 της εποµένης σελίδας απεικονίζει ένα εξάπλευρο, στο οποίον

οι διαγώνιες ευθείες σηµειώνονται µε διακεκοµµένες γραµµές.

Αν στον παραπάνω ορισµό ϑέσουµε

α1 ∧ α2 = P2, α2 ∧ α3 = P3, α3 ∧ α4 = P4,

α4 ∧ α5 = P5, α5 ∧ α6 = P6, α6 ∧ α1 = P1,

τότε έχουµε αµέσως και τις σχέσεις

P1 ∨ P2 = α1, P2 ∨ P3 = α2, P3 ∨ P4 = α3,

P4 ∨ P5 = α4, P5 ∨ P6 = α5, P6 ∨ P1 = α6.
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Σχήµα 7.15

Τα προηγούµενα σηµαίνουν ότι οι κορυφές ενός εξαπλεύρου είναι κορυφές

ενός εξακορύφου, του οποίου οι αντίστοιχες πλευρές είναι οι πλευρές του αρχι-

κού εξαπλεύρου, και αντιστρόφως. Εποµένως οι έννοιες (απλό) εξακόρυφο και

(απλό) εξάπλευρο οδηγούν στον ίδιο σχηµατισµό του προβολικού επιπέδου και

µπορούν να έχουν το κοινό όνοµα (απλό) εξάγωνο.

Η µόνη ουσιαστική διαφορά, στις σχετικές έννοιες που διατυπώθηκαν, είναι

τα διαγώνια σηµεία και οι διαγώνιες ευθείες. ΄Οµως και οι δύο έννοιες ορίζονται

και στα εξακόρυφα και στα εξάπλευρα (παρ᾿ όλο που –για τις συγκεκριµένες

ανάγκες της έκθεσης µας– στον Ορισµό 7.2.6 µιλάµε µόνον για διαγώνια σηµεία,

ενώ στον Ορισµό 7.4.1 αναφερόµαστε µόνο στις διαγώνιες ευθείες)

Ερχόµαστε τώρα στο δυϊκό του Θεωρήµατος 7.3.2. ΄Οπως και στην Παράγρα-

ϕο 7.3, υποθέτουµε ότι εργαζόµαστε σε ένα επίπεδο του Πάππου.

7.4.2 Θεώρηµα (Brianchon). ΄Εξι διαφορετικες ευθείες, ανά τρείς µη διερχό-

µενες από το ίδιο σηµείο, ϐρίσκονται επί κωνικής δέσµης τότε και µόνον τότε, αν

οι διαγώνιες ευθείες του εξαπλεύρου, που σχηµατίζεται µε πλευρές τις δεδοµένες

ευθείες, διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Το κοινό σηµείο των διαγωνίων καλείται σηµείο του Brianchon.

Το προηγούµενο αποτέλεσµα αποδείχτηκε από τον C. J. Brianchon (1783–

1864), σε ηλικία 21 ετών, και δηµοσιεύτηκε το 1806 (ϐλ. Μ. Μπρίκα [22, σελ.

135]). Η απόδειξη του έγινε χωρίς τη χρήση της αρχής του δυϊσµού, η οποία

άλλωστε διατυπώθηκε στη γενική της µορφή πολύ αργότερα (περί το 1825). Φυ-

σικά, το ϑεώρηµα αποδείχτηκε στο πλαίσιο του κλασικού προβολικού επιπέδου
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(: πλήρωση του ευκλειδείου επιπέδου). Επίσης και η αρχική του διατύπωση δια-

ϕέρει από αυτήν του Θεωρήµατος 7.2.4. Ακριβέστερα, µε τη δική µας ορολογία,

αυτή έχει ώς εξής (ϐλ. και Σχήµα 7.16):

7.4.3 Αρχική µορφή του Θεωρήµατος του Brianchon. Αν οι πλευρές ενός

απλού εξαγώνου αποτελούν εφαπτόµενες µιας κωνικής (σηµειοσειράς), τότε οι

διαγώνιες ευθείες του εξαγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

Η τελευταία διατύπωση, εκ πρώτης όψεως, ϕαίνεται να µην σχετίζεται µε

αυτήν του Θεωρήµατος 7.4.2, συνεπώς δεν είναι προφανής η δυϊκότητά της

προς το Θεώρηµα του Pascal. ΄Οµως, µπορούµε να αποδείξουµε ότι ισχύουν τα

επόµενα συµπεράσµατα :

1. Οι εφαπτόµενες µιας κωνικής σηµειοσειράς αποτελούν κωνική δέσµη.

2. Τα σηµεία επαφής µιας κωνικής δέσµης αποτελούν κωνική σηµειοσειρά.

3. Αν K είναι µία κωνική σηµειοσειρά, K ′ η κωνική δέσµη που σχηµατίζουν

οι εφαπτόµενες της K , και K ′′ η κωνική σηµειοσειρά που σχηµατίζουν τα

σηµεία επαφής της K ′, τότε K = K ′′

Σχήµα 7.16

Πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι οι παραπάνω προτάσεις είναι αληθείς στο

κλασικό προβολικό επίπεδο, αλλά και σε ένα προβολικό επίπεδο του Πάππου,

υπό την προϋπόθεση ότι το τελευταίο έχει χαρακτηριστική διαφορετική του 2. Ως

χαρακτηριστική του επιπέδου του Πάππου εννοούµε την χαρακτηριστική του

αντιστοίχου σώµατος. Επειδή η πλήρης ανάπτυξη των σχετικών λεπτοµερειών,

χωρίς να είναι ιδιαίτερα δύσκολη από τεχνική άποψη, είναι έξω από τα όρια του

ϐιβλίου αυτού, ο αναγνώστης παραπέµεται στον J. W. Blattner [7, § 5.6].

Με τις προηγούµενες διευκρινίσεις, διαπιστώνουµε ότι µπορούµε να διατυ-

πώσουµε το ϑεώρηµα του Brianchon, υπό την αρχική µορφή 7.4.3, και στο
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παρόν αφηρηµένο πλαίσιο, οπότε (µε την προϋπόθεση ότι το επίπεδο του Πάπ-

που έχει χαρακτηριστική διάφορη του 2) καταλήγουµε στο Θεώρηµα 7.4.2 και

αντιστρόφως. Αυτό ακριβώς δικαιολογεί και τον χαρακτηρισµό του Θεωρήµατος

7.4.2 ως ϑεωρήµατος του Brianchon.

7.4.4 ΄Ασκηση.

Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν, χωρίς τη χρήση της αρχής του δυϊ-

σµού, τα δυϊκά συµπεράσµατα της Παραγράφου 7.4.

7.5 ΄Αλλα ϑέµατα προς µελέτη

Οι σκοποί και τα όρια, που έχουµε ϑέσει γι᾿ αυτήν την πρώτη γνωριµία µε τις

πιο ϐασικές έννοιες της Προβολικής Γεωµετρίας, µας επιβάλλουν να κλείσουµε

εδώ τη σύντοµη εισαγωγή µας σ᾿ αυτόν τον κλάδο της γεωµετρίας. Με το παρόν

υπόβαθρο, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να προσεγγίσει και τα εξής

ενδιαφέροντα ϑέµατα :

1. Την αναλυτική περιγραφή των κωνικών, µέσω αλγεβρικών εξισώσεων. Στην

περίπτωση του κλασικού προβολικού επιπέδου καταλήγουµε στις οικείες δευτε-

ϱοβάθµιιες εξισώσεις. Σχετικώς παραπέµπουµε στα συγγράµµατα [7, σελ. 230–

235], [8, σελ. 179–188] και, για την κλασική περίπτωση, στο [22, σελ. 216–223]

2. Τη µελέτη των πόλων (poles) και πολικών (polars). Αφού οριστεί η έννοια

του εσωτερικού και εξωτερικού σηµείου µιας κωνικής, η πολική ενός σηµείου P

(µιλώντας πολύ περιγραφικά) είναι µία ευθεία η οποία, αναλόγως µε το αν το ση-

µείο είναι εξωτερικό, ή επί της κωνικής, ή εσωτερικό, είναι αντιστοιχως η ευθεία

που καθορίζεται από τα σηµεία επαφής των δύο εφαπτοµένων που άγονται από

το P προς την κωνική, ή η εφαπτοµένη της κωνικής στο P, ή κατάλληλη «τέµνου-

σα» της κωνικής. Η απεικόνιση που, σε κάθε σηµείο του επιπέδου, αντιστοιχεί

την πολική του (ως προς δεδοµένη κωνική) καλείται πολικότητα (polarity). Για

λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στα [7, σελ. 247–266], [8, σελ. 179–188] και [22,

σελ. 152–154, 224–246, 216–223].

3. Τον διπλό ή αναρµονικό λόγο (cross ratio) τεσσάρων σηµείωνR(A,B, C, D),
ο οποίος είναι µία αριθµητική τιµή (που ορίζεται µε αναλυτικές µεθόδους) και

µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένας λόγος λόγων αποστάσεων. Το ενδιαφέρον εδώ ϐρί-

σκεται στο γεγονός ότι H(AB, CD) ⇔ R(A,B, C.D) = −1 (ϐλ. [7, σελ. 209–214],

[8, σελ. 165–168] και [22, σελ. 195–206, 238–240]).

Εκτός από τα προηγούµενα, που συµπληρώνουν κυρίως το Κεφάλαιο 7, τα

παρακάτω ϑέµατα αποτελούν επίσης ενδιαφέροντα συµπληρώµατα της γενικό-

τερης µελέτης της προβολικής γεωµετρίας :
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4. Η ϑεµελίωση του προβολικού χώρου. Σχετικώς παραπέµπουµε στο [7, σελ.

96–101] και –κυρίως– στο [20, 160–194].

5. Η παρουσίαση της Προβολικής Γεωµετρίας ως µιας γενικής γεωµετρίας,

η οποία περιλαµβάνει την Υπερβολική, τη Συσχετισµένη (αλλιώς «Οµοπαϱαλ-

ληλική» ή «Αφφινική») και την Ευκλείδεια Γεωµετρία, καθώς και τη Γεωµετρία

της Οµοιότητας, ϐρίσκεται στο [8, σελ. 190–199].





Παράρτηµα

Συγκεντρώνουµε εδώ µερικές στοιχειώδεις αλγεβρικές έννοιες, τις οποίες χρησι-

µοποιήσαµε σε προηγούµενα κεφάλαια. Για λεπτοµέρειες ο αναγνώστης µπορεί

να συµβουλευτεί, π.χ., τα συγγράµµατα [2], [5], [18], [19]. Η στοιχειώδης Γραµ-

µική ΄Αλγεβρα ϑεωρείται γνωστή.

Α. Οµάδες

Μία οµάδα (group) είναι ένα σύνολο G εφοδιασµένο µε µία πράξη πολλαπλα-

σιασµού

· : G × G −→ G : (a, b) 7→ a · b,

έτσι ώστε να ισχύουν οι επόµενες ιδιότητες :

i) Ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, δηλαδή

(a · b) · c = a · (b · c),

για κάθε a, b, c ∈ G.

ii) Υπάρχει ένα (µοναδικό) ουδέτερο ή µοναδιαίο στοιχείο e ∈ G, µε την

ιδιότητα

a · e = e · a = a,

για κάθε a ∈ G.

iii) Για κάθε a ∈ G υπάρχει το αντίστροφό του, που συβµολίζεται µε a−1 ∈ G

και ικανοποιεί τις σχέσεις

a · a−1
= a−1

· a = e.

Μία οµάδα, όπως προηγουµένως, συµβολίζεται και ως ένα Ϲεύγος (G, ·), όταν

ϑέλουµε να σηµειώσουµε και τον αντίστοιχο πολλαπλασιασµό. Συνήθως σ᾿ ένα

«γινόµενο» a ·b παραλείπεται το σύµβολο "·" του πολλαπλασιασµού και γράφουµε

απλώς ab.
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Η τετριµµένη οµάδα είναι η οµάδα G = {e}, δηλαδή αποτελείται µόνον από

το ουδέτερο στοιχείο.

Αν G είναι οµάδα και H ⊆ G, τότε το H καλείται υποοµάδα της G (συµβο-

λισµός : H ≦ G), αν το H είναι οµάδα µε την πράξη του πολλαπλασιασµού που

εισάγει η G επί του H. Αποδεικνύεται ότι H ≦ G αν ab−1 ∈ H, για κάθε a, b ∈ H.

Ισοδύναµα, H ≦ G αν ισχύουν οι συνθήκες :

i) ab ∈ H, για κάθε a, b ∈ H.

ii) a−1 ∈ H, για κάθε a ∈ H.

Μία οµάδα G καλείται αβελιανή (abelian) ή µεταθετική (commutative) αν

ab = ba, για κάθε a, b ∈ G. Στην περίπτωση αυτή, πολλές ϕορές αντί του

συµβόλου "·" χρησιµοποείται το "+" και το ουδέτερο στοιχείο συµβολίζεται µε 0.

Αν G ≡ (G, ·) και H ≡ (H, ∗) είναι οµάδες, µία απεικόνιση h : G → H καλείται

οµοµορφισµός αν διατηρεί την πράξη του πολλαπλασιασµού, δηλαδή

h(a · b) = h(a) ∗ f (b),

για κάθε a, b ∈ G. ΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων h : G → H καλείται ισοµορφι-

σµός αν η h είναι απεικόνιση 1 – 1 και επί. Αποδεικνύεται ότι στην περίπτωση

αυτή η h−1 : H → G είναι επίσης οµοµορφισµός οµάδων.

Β. ∆ακτύλιοι

΄Ενας δακτύλιος (ring) είναι µία τριάδα D ≡ (D,+, ·), όπου οι πράξεις της

πρόσθεσης

+ : D ×D −→ D : (a, b) 7→ a + b

και του πολλαπλασιασµού

· : D ×D −→ D : (a, b) 7→ a · b

ικανοποιούν τις επόµενες συνθήκες :

i) Το Ϲεύγος (D,+) αποτελεί αβελιανή (µεταθετική) οµάδα.

ii) Ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, δηλαδή

(a · b) · c = a · (b · c),

για κάθε a, b, c ∈ D.

iii) Ισχύουν οι επιµεριστικές ιδιότητες

a · (b + c) = a · b + a · c,

(a + b) · c = a · c + b · c,
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για κάθε a, b, c ∈ D.

Το µηδενικό (ουδέτερο) στοιχείο της πρόσθεσης συµβολίζεται µε 0.

΄Οπως και στην περίπτωση της οµάδας, παραλείπεται το σύµβολο "·" του

πολλαπλασιασµού και γράφουµε απλώς ab αντί a · b.

΄Ενας δακτύλιος D καλείται µεταθετικός (commutative ring) αν είναι µετα-

ϑετικός ο πολλαπλασιασµός.

΄Επίσης, ένας δακτύλιος µε µονάδα (ring with unit ή unital ring) είναι

ένας δακτύλιος εφοδιασµένος µε ένα (µοναδικό) στοιχείο, που συµβολίζεται µε 1

(1 , 0) και καλείται µονάδα (unit), έτσι ώστε να ισχύουν οι σχέσεις a1 = 1a = a,

για κάθε a ∈ D.

΄Ενας διαιρετικός δακτύλιος (division ring) είναι ένας δακτύλιος µε µονά-

δα, έτσι ώστε το Ϲεύγος (D∗, ·) να είναι (πολλαπλασιαστική) οµάδα. Θυµίζουµε

ότιD∗ := D−{0}. ΄Αρα, στον διαιρετικό δακτύλιο, κάθε µη µηδενικό στοιχείο έχει

αντίστροφο. Ιδιαιτέρως, ένας µεταθετικός διαιρετικός δακτύλιος καλείται σώµα

(field). Εποµένως, σε ένα σώµα (D,+, ·) και οι δύο οµάδες (D,+) και (D∗, ·) είναι

µεταθετικές.

Υποθέτουµε ότι δίνονται δύο δακτύλιοι D ≡ (D,+, ·) και R ≡ (R,⊕,⊙). ΄Ενας

µορφισµός µεταξύ τωνD και R (ring morhism) είναι µία απεικόνιση f : D→ R,

η οποία διατηρεί τις πράξεις του δακτυλίου, δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις :

f (a + b) = f (a) ⊕ f (b),

f (a · b) = f (a) ⊙ f (b),

για κάθε a, b ∈ D.

΄Ενας µορφισµός δακτυλίων f : D → R καλείται ισοµορφισµός (isomor­

phism) αν η f είναι απεικόνιση 1 – 1 και επί. Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύεται

ότι και η f −1 : R → D είναι επίσης µορφισµός δακτυλίων.

Συχνά αντί του όρου µορφισµός δακτυλίων χρησιµοποιείται και ο όρος οµο-

µορφισµός δακτυλίων.
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Πληκτρολογώντας τις λέξεις projective geometry σε οποιαδήποτε µηχανή

αναζήτησης του διαδικτύου, ο αναγνώστης µπορεί να ϐρεί ένα τεράστιο

πλήθος σχετικών πληροφοριών, µεταξύ των οποίων περιλαµβάνονται άρ-

ϑρα εγκυκλοπαιδειών, εκλαΐκευτικά άρθρα (πολλά µε κινούµενα σχέδια),

αναφορές σε εφαρµογές (όπως στην οπτική γεωµετρία), και πληθώρα πα-

νεπιστηµιακών σηµειώσεων.





Υποδείξεις λύσεων

Περιλαµβάνονται εδώ µόνον οι λύσεις µερικών επιλεγµένων ασκήσεων.

1.1.11(2). ΄Εστω ℓ τυχούσα ευθεία ενός συσχετισµένου επιπέδου. Σύµφωνα µε

το Θεώρηµα 1.1.9, υπάρχουν 4 διαφορετικά σηµεία A, B, C, D, που είναι ανά 3

µη συγγραµµικά. Στην ακραία περίπτωση που δύο (το πολύ) από τα A, B, C, D

ανήκουν στην ℓ, έχουµε αµέσως το αποτέλεσµα.

∆ιακρίνουµε τις εξής δύο µη τετριµµένες περιπτώσεις :

i) Κανένα από τα προηγούµενα σηµεία δεν ανήκει στην ℓ.

Τότε ορίζονται οι ευθείες A ∨ B, A ∨ C και A ∨D, που είναι διαφορετικές µεταξύ

τους καθώς και προς την ℓ (ϐλ. και την απόδειξη της Πρότασης 1.2.6). Απ᾿ αυτές,

µία το πολύ µπορεί να είναι παράλληλη προς την ℓ, ας πούµε η A∨D. Εποµένως,

οι A ∨ B, A ∨ C ϑα τέµνουν την ℓ στα αντίστοιχα σηµεία X και Y . Παρατηρούµε

ότι X , Y , γιατί διαφορετικά ϑα είχαµε ότι A ∨ B = A ∨ X = A ∨ Y = A ∨ C

(άτοπο).

ii) ΄Ενα από τα A, B, C, D ϐρίσκεται επί της ℓ, ας πούµε το A. Τότε προσδιορί-

Ϲουµε ένα δεύτερο σηµείο Z , A ακολουθώντας παρόµοια µε την προηγουµένη
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διαδικασία, όπως συνοπτικά απεικονίζεται και το επόµενο σχήµα.

1.1.11(3). Α΄ Τρόπος: ΄Εστω P τυχόν σηµείο ενός Σ.Ε. Πρώτα παρατηρούµε ότι

υπάρχει µία ευθεία ℓ, η οποία δεν περιέχει το P. Πραγµατικά, από το (ΣΕ 3) εξα-

σφαλίζεται η ύπαρξη 3 διαφορετικών και µη συγγραµµικών σηµείων A, B, C. Αν

το P συµπίπτει µε ένα απο τα προηγούµενα σηµεία, τότε µπορούµε να πάρουµε

ως ℓ την ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο. Αν το P δεν συµπίπτει µε κανένα απο

τα σηµεία αυτά, τότε ϑα ανήκει το πολύ σε µία από τις 3 ευθείες που ορίζουν

ανά 2 τα A, B, C, άρα µπορούµε να επιλέξουµε τη µια από τις υπόλοιπες.

Σύµφωνα µε την προηγουµένη διαπίστωση, µπορούµε να ϑεωρήσουµε τώρα

µιαν ευθεία ℓ, που δεν περιέχει το P. Κατά την ΄Ασκηση 1.1.11(2), η ℓ περιέχει

δύο διαφορετικά σηµεία, ας τα καλέσουµε X και Y .

Επειδή X , P , Y , ορίζονται οι P∨X και P∨Y . Επίσης, κατά το (ΣΕ 2), υπάρχει

µία µοναδική ευθεία k, που είναι παράλληλη προς την ℓ και διέρχεται από το P.

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι οι k, P ∨ X, P ∨ Y είναι 3 διαφορετικές διαφορετικές

ευθείες που διέρχονται από το P.

Β΄ Τρόπος: Θεωρούµε τα 4 σηµεία A, B, C, D του Θεωρήµατος 1.1.9 και διακρί-

νουµε διάφορες δυνατές περιπτώσεις, σε σχέση µε τη ϑέση του P ως προς τα

A, B, C,D.

i) Το P συµπίπτει µε ένα από τα προηγούµενα σηµεία, π.χ. το A. Τότε οι

ευθείες P ∨B, P ∨C και P ∨D αποδεικνύουν τον ισχυρισµό της άσκησης, επειδή
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είναι µεταξύ τους διαφορετικές [αν ήταν, για παράδειγµα, P ∨B = P ∨C, τότε τα

P = A και B,C ϑα ήσαν συγγραµµικά (άτοπο)].

ii) Το P ϐρίσκεται στην τοµή δύο ευθειών, από αυτές που ορίζουν ανά 2 τα

A, B, C, D, όπως στην οµάδα των παρακάτω τεσσάρων σχηµάτων.

Στην περίπτωση που, για παράδειγµα, P = (A ∨ C) ∧ (B ∨ D), ϕέρνουµε από

το C την k//B∨D και από το D την ℓ//A∨C. Παρατηρούµε ότι k , ℓ [διαφορετικά

η k = ℓ ϑα συνεπάγονταν ότι το C ϑα ήταν σηµείο της ℓ (άτοπο)]. Επίσης k //—ℓ

[στην αντίθετη περίπτωση ϑα ήταν και B ∨ D//ℓ (άτοπο)]. Εποµένως ορίζεται το

E = k ∧ ℓ. Επειδή E , P, ορίζεται και η P ∨ E. Οι ευθείες P ∨ E, A ∨ C και

B ∨ D επαληθεύουν τον ισχυρισµό, αφού είναι µεταξύ τους διάφορες [αν, π.χ.,

ήταν P ∨ E = A ∨ C, τότε το E ϑα ανήκε στην A ∨ C (άτοπο)].
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iii) Το P ϐρίσκεται σε µία από τις ευθείες που ορίζουν 2 από τα προηγούµενα

σηµεία, ας πούµε την A ∨ B (ϐλ. το προηγούµενο σχήµα). Οι P ∨ C και P ∨ D

είναι διαφορετικές µεταξύ τους καθώς και προς την A∨B. Πραγµατικά, αν ήταν

P ∨ C = P ∨ D τότε ϑα είχαµε ότι

C = (P ∨ C) ∧ (C ∨ D) = (P ∨ D) ∧ (C ∨ D) = D,

που είναι άτοπο. Επίσης, η A∨B = P ∨C, για παράδειγµα, ϑα συνεπάγονταν ότι

τα A, B, C ϑα ήσαν συγγραµµικά, που είναι επίσης άτοπο. Οι A∨B, P ∨C, P ∨D

αποτελούν τις Ϲητούµενες ευθείες.

iv) Αν το P δεν συµπίπτει µε κανένα από τα A, B, C, D, τότε µπορούµε να

πάρουµε τις ευθείες P∨A, P∨B, P∨C, οι οποίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους.

1.1.11(4). Αν S = k ∧m και υποθέσουµε ότι η m δεν τέµνει την ℓ, τότε από το

S ϑα είχαµε δύο παράλληλες προς την ℓ, πράγµα που αντιβαίνει στο (ΣΕ 2).

1.2.9(2). Το συµπέρασµα είναι άµεση συνέπεια του αξιώµατος (ΠΕ 3) [αντιστοί-

χως του (ΣΕ 3)].

1.2.9(3). Αν ℓ είναι οποιαδήποτε ευθεία, τότε, από τα 4 σηµεία του (ΠΕ 3),

τουλάχιστον 2 ϐρίσκονται εκτός της ℓ. Αν τώρα δίνεται ένα σηµείο P, τουλάχιστον

2 από τις ευθείες, που ορίζονται από ίδια 4 προηγούµενα σηµεία, δεν περιέχουν

το P.
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1.2.9(4). Αν S = k ∧ ℓ, τότε υπάρχει σηµείο A της k, µε A , S, και σηµείο B

της ℓ, µε B , S. Επειδή A , B, ορίζεται η A∨B. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.6,

η A ∨B διαθέτει ακόµη ένα σηµείο C διαφορετικό από τα A και B. Το C είναι το

Ϲητούµενο επειδή δεν ανήκει σε καµιά από τις δύο ευθείες. Πραγµατικά αν, για

παράδειγµα, (C, k) ∈ I, τότε k = A ∨ C = A ∨ B, άρα (B, k) ∈ I (άτοπο).

Στην περίπτωση ενός συσχετισµένου επιπέδου διακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

i) Αν οι k και ℓ τέµνονται, ϑέτουµε S = k ∧ ℓ.

Επειδή η k διαθέτει τουλάχιστον ένα σηµείο A , S [ϐλ. ΄Ασκηση 1.1.11(2)],

µπορούµε να ϕέρουµε από το A µία (µοναδική) ευθεία ℓ′//ℓ. Η ℓ′ διαθέτει και

ένα σηµείο O , A. ∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι το O είναι ένα σηµείο όπως το

Ϲητούµενο.

ii) Ας υποθέσουµε τώρα ότι οι k και ℓ είναι παράλληλες. Η k διαθέτει τουλά-

χιστον δύο διαφορετικά σηµεία A, B και η ℓ άλλα δύο A′, B′. Αν το επίπεδο έχει

µόνον 4 σηµεία, τότε δεν υπάρχει σηµείο µε τη Ϲητουµένη ιδιότητα. Αν υπάρ-

χουν περισσότερα από 4, τότε υπάρχει ένα X διαφορετικό από τα προηγούµενα.

Στην περίπτωση που το X δεν ϐρίσκεται σε καµιά από τις k, ℓ, τότε αυτό είναι το

Ϲητούµενο. Αν το X ανήκει, ας πούµε, στην k, τότε ορίζονται οι ευθείες A ∨ A′
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και B ∨ A′, από τις οποίες το πολύ µία είναι παράλληλη προς την X ∨ B′.

Η τοµή της τελευταίας µε την µη παράλληλη από τις προηγούµενες δίνει ένα

σηµείο O µε τη Ϲητουµένη ιδιότητα. Παρόµοια εξετάζεται η περίπτωση να ανήκει

το X στην ℓ.

1.2.9(5). Η επαλήθευση των αξιωµάτων του προβολικού επιπέδου είναι άµεση.

Το επίπεδο αυτό ϐρίσκεται σε 1 – 1 και επί αντιστοιχία µε το P2. Πραγµατικά,

κάθε ευθεία τουR3, που περνάει από την αρχή των αξόνων 0, τέµνει τη µοναδιαία

σφαίρα σε δύο αντιδιαµετρικά σηµεία. Αντιστρόφως, δύο αντιδιαµετρικά σηµεία

ορίζουν µια διάµετρο, άρα ευθεία που περνάει από το 0. Επίσης, κάθε µέγιστος

κύκλος ορίζει ένα επίπεδο που περνάει από το 0 και αντιστρόφως.

1.3.4(1). Το ίδιο το επίπεδο των 7 σηµείων.

1.3.4(2). Αυτό διαπιστώνεται µε πολλούς τρόπους. Για παράδειγα :

– Από το δυϊκό του (ΣΕ 1), που δεν αληθεύει πάντοτε λόγω της ύπαρξης παραλ-

λήλων ευθειών.

– Από τη δυϊκή διατύπωση του αξιώµατος (ΣΕ 2), που οδηγεί στη µη οριζοµένη

έννοια παραλληλίας σηµείων [παραλληλία δύο διαφορετικών σηµείων, δυΐκώς

προς αυτήν των ευθειών, ϑα σήµαινε ανυπαρξία «κοινής» ευθείας (που περιέχει

τα σηµεία αυτά), σε αντίφαση µε το (ΣΕ 1)].

– Το δυΐκό συµπέρασµα της ΄Ασκησης 1.1.11(3) συνεπάγεται ότι κάθε ευθεία

διαθέτει τουλάχιστον 3 διαφορετικά σηµεία, πράγµα που δεν είναι γενικώς αλη-

ϑές (: στο συσχετισένο επίπεδο των τεσσάρων σηµείων οι ευθείες έχουν ακριβώς

δύο διαφορετικά σηµεία).

1.3.4(3). ΄Οχι, αφού το δυϊκό του (ΠΕ 3) δεν περιέχεται στο σύστηµα των α-

ξιωµάτων (ΠΕ 1) – (ΠΕ 3). Θα πρέπει να προστεθούν οι Προτάσεις 1.2.4 και

1.2.7.

1.4.10(1). Η απόδειξη γίνεται µε συλλογισµούς δυϊκούς προς αυτούς της Προ-

τασης 1.4.4.

1.4.10(2). Το συµπέρασµα είναι δυϊκό του Πορίσµατος 1.4.7.
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1.4.10(3). Θεωρούµε τυχόν σηµείο O εκτός της ℓ. Τότε, σύµφωνα µε την προ-

ηγουµένη άσκηση και το Πόρισµα 1.4.6, έχουµε ότι |J (A)| = |J (O)| = |J (ℓ)|.
Εποµένως το Πόρισµα 1.4.6 ισχύει είτε το O ϐρίσκεται επί της m είτε όχι.

1.4.10(4). Σε ένα τέτοιο προβολικό επίπεδο όλες οι ευθείες ϑα περιέχουν τουλά-

χιστον 4 διαφορετικά σηµεία (αλλιώς ϑα αναγόµαστε στο επίπεδο των 7 σηµείων).

Εποµένως, το πλήθος των σηµείων ϑα είναι τουλάχιστον 32
+ 3 + 1 = 13.

1.4.10(6). Επειδή από το O διέρχεται µία ευθεία παράλληλη προς την m, στην

περίπτωση που το συσχετισµένο επίπεδο περιέχει άπειρο πλήθος σηµείων δεν

ισχύει η Πρόταση 1.4.4 και τα Πορίσµατα 1.4.6 και 1.4.7. Αν όµως το επίπεδο

έχει πεπερασµένο πλήθος σηµείων, τότε το ανάλογο του Πορίσµατος 1.4.6 είναι

|J (m)| = |J (O)| −1. Με τις ίδιες προϋποθέσεις [και χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση

1.2.9(4) για το συσχετισµένο επίπεδο], η παραπάνω σχέση οδηγεί στην |J (k)| =
|J (ℓ)|, που δίνει το συσχετισµένο ανάλογο του Πορίσµατος 1.4.7.

1.4.10(7). Ακολουθούµε τη συλλογιστική της Πρότασης 1.4.8: Θεωρούµε ένα

σηµείο O εκτός της ℓ. Ορίζονται οι n διαφορετικές ευθείες O ∨ Ai , όπου Ai
(i = 1, . . . , n) τα σηµεία της ℓ. Επίσης από το O διέρχεται και µία m παράλληλη

προς την ℓ. Κάθε µία από τις προηγούµενες ευθείες διαθέτει n − 1 διαφορετικά

σηµεία από το O. Εποµένως, µαζί µε το O, έχουµε (n +1)(n−1)+1 = n2 διαφο-

ϱετικά σηµεία. Αποδεικνύουµε ότι αυτά είναι ακριβώς τα σηµεία του επιπέδου:

αν υπάρχει ακόµη ένα σηµείο Q διαφορετικό από τα προηγούµενα, τότε ορίζεται

η O ∨ Q, η οποία αναγκαστικά ϑα συµπίπτει είτε µε την m, είτε µε µία από τις

O ∨ Ai . Εποµένως το Q είναι ένα από τα προηγούµενα n2 σηµεία.

1.4.10(8). ΄Εστω ℓ τυχούσα ευθεία και Ai (i = 1, . . . , n) τα σηµεία της. Αν P τυχόν

σηµείον του επιπέδου, που δεν ανήκει στην ℓ, τότε [ϐλ. τη λύση της ΄Ασκησης

1.4.10(6) για πεπερασµένα συσχετισµένα επίπεδα] είναι |J (P)| = |J (ℓ)|+1 = n+1.

Αν το P ανήκει στην ℓ, τότε αυτό συµπίπτει µε κάποιο απο τα Ai . Χωρίς

ϐλάβη της γενικότητας ας υποθέσουµε ότι P = A1. Θεωρούµε και ένα O εκτός

της ℓ. Εποµένως από το P διέρχονται οι ευθείες ℓ, P ∨ O και kj //O ∨ Aj (j =
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2, . . . , n), δηλαδή συνολικά n+1 ευθείες (ϐλ. και το παραπάνω σχήµα). Εύκολα

διαπιστώνουµε ότι όλες είναι διαφορετικές µεταξύ τους.

1.5.13(3). Θεωρούµε τυχούσα ευθεία ℓ , k µε ℓ < J (P) (πάντοτε µπορεί να

ϐρεθεί µια τέτοια ευθεία !).

Η ℓ είναι διαφορετική από τις x, y, z, άρα ορίζονται τα σηµεία X ′ = ℓ∧x, Y ′ = ℓ∧y

και Z ′ = ℓ ∧ z. ∆ιαπιστώνουµε ότι τα τελευταία είναι διαφορετικά µεταξύ τους.

Εποµένως (ϐλ. Πρόταση 1.5.8) υπάρχει προβολικότητα Π : J (k) → J (ℓ), τέτοια

ώστε Π (X) = X ′, Π (Y ) = Y ′, Π (Z) = Z ′. Αν ϑεωρήσουµε και την προοπτικότητα

π : J (ℓ) → J (P), τότε π(X ′) = x, π(Y ′) = y, π(Z ′) = z , οπότε η Π := π ◦ Π είναι

η Ϲητουµένη προβολικότητα.

1.6.8(3). Οι ευθείες {A, B} και {C,D} είναι παράλληλες, άρα ορίζουν το ιδεατό

σηµείο

k· = {A, B}· = {C,D}·.

Παρόµοια, οι παράλληλες {A, D} και {B, C} ορίζουν το

l· = {A, D}· = {B,C}·,

ενώ οι παράλληλες {A, C}, {B,D} ορίζουν το

m· = {A, C}· = {B,D}·.

Συνεπώς, η πλήρωση αποτελείται από τα πραγµατικά σηµεία A, B, C,D και τα

ιδεατά k·, l·, m·, δηλαδή καταλήγουµε στο προβολικό επίπεδο των 7 σηµείων. Οι

ευθείες της πλήρωσης είναι, προφανώς, οι

{A, B, k·}, {C,D, k·}, {A, D, l·}, {B, C, l·}, {A, C,m·}, {B,D,m·}, ε∞ = {k·, l·,m·}.
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Το παρακάτω σχήµα αποτελεί µια απεικόνιση της προηγούµενης διαδικασίας.

1.6.8(4). Αν αφαιρέσουµε µιαν ευθεία, για παράδειγµα την {A1, A5, A7} τότε

παίρνουµε το συσχετισµένο επίπεδο των 4 σηµείων, όπως ϕαίνεται και στο επό-

µενο ϐοηθητικό σχήµα.

2.1.11(1). Ας υποθέσουµε ότι φ(P) ∈ ψ(ℓ). Θεωρούµε τυχόν σηµείο X ∈ ℓ, οπότε

φ(X) ∈ ψ(ℓ). Επειδή X , P, ορίζεται η X ∨P, άρα ψ(X ∨P) = φ(X)∨φ(P) = ψ(ℓ).
Εποµένως, το 1 – 1 του µορφισµού συνεπάγεται ότι X ∨ P = ℓ (άτοπο).

Αν υποθέσουµε ότι ο µορφισµός δεν είναι 1 – 1, ισχυριζόµαστε ότι δεν ισχύει

το προηγούµενο συµπέρασµα, δηλαδή µπορούµε να ϐρούµε Q ∈ P και k ∈

L, έτσι ώστε Q < k και φ(Q) ∈ ψ(k). Πραγµατικά, αφού η ψ δεν είναι 1 – 1,

υπάρχουν τουλαχιστον δύο ευθείες k, m, τέτοιες ώστε k , m και ψ(k) = ψ(m).
Θέτουµε S = k ∧m και επί της m επιλέγουµε και ένα σηµείο Q , S. Προφανώς

Q < k. Επιπλέον, αφού (φ, ψ) είναι µορφισµός, η Q ∈ m συνεπάγεται ότι φ(Q) ∈
ψ(m) = ψ(k), εποµένως καταλήγουµε στον ισχυρισµό.

2.1.11(2). Πρόκειται για την αντιθετοαντιστροφή της προηγουµένης άσκησης

[: αν ήταν P < ℓ, τότε αναγκαίως ϑα είχαµε ότι φ(P) < ψ(ℓ) (άτοπο)].

2.1.11(3). ΄Εστω τυχόν (P′, ℓ′) ∈ P′×L′ µε P′ ∈ ℓ′. Λόγω της υπόθεσης υπάρχουν

P ∈ P και ℓ ∈ L, τέτοια ώστε φ(P) = P′ και ψ(ℓ) = ℓ′. Εποµένως φ(P) ∈ ψ(ℓ).
Εφαρµόζοντας τώρα την ΄Ασκηση 2.1.11(2), από την τελευταία σχέση προκύπτει
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ότι P ∈ ℓ, και, ισοδύναµα, φ−1(P′) ∈ ψ−1(ℓ′), µε την οποίαν καταλήγουµε στο

συµπέρασµα.

2.1.11(4). Εκφράζουµε πρώτα την ψ µέσω της φ: αν ℓ είναι µία ευθεία του

πρώτου επιπέδου, ϑεωρούµε δύο τυχόντα σηµεία της A, B. Τότεψ(ℓ) = ψ(A∨B) =
φ(A)∨φ(B). Προφανώς, αν πάρουµε δύο άλλα σηµεία της ℓ, ας πούµε τα C, D (ή

τα A, C, αν έχουµε το επίπεδο των 7 σηµείων, οπότε οι ευθείες έχουν ακριβώς 3

σηµεία) ϑα έχουµε ότι ℓ = A∨B = C ∨D, άρα ψ(ℓ) = φ(C)∨φ(D) = φ(A)∨φ(B).
Αναλόγως εκφράζεται η φ µέσω της ψ.

2.1.11(5). ΄Εστω ℓ τυχούσα ευθεία του πρώτου επιπέδου. Σύµφωνα µε την προ-

ηγουµένη άσκηση, ϑα είναι ψ(ℓ) = φ(A)∨φ(B) = ψ′(ℓ), για οποιαδήποτε σηµεία

A, B της ℓ. Επειδή η τελευταία ισχύει για κάθε ℓ ∈ L, συνάγεται ότι ψ = ψ′.

2.1.11(7). Για οποιοδήποτε (P, ℓ) ∈ P1 ×L1 µε P ∈ ℓ, ο ορισµός του µορφισµού

συνεπάγεται το επόµενο µεταθετικό διάγραµµα, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

(P, ℓ) ∈ I1

(φ1, ψ1) - (
φ1(P), ψ1(ℓ)

)
∈ I2

(
φ2(φ1(P)), ψ2(ψ1(ℓ))

)
∈ I3

(φ2, ψ2)

?
(φ2 ◦ φ1, ψ2 ◦ ψ1)

-

2.1.11(8). Για τυχούσα ευθεία ℓ ϑέτουµε ψ(ℓ) := φ(A) ∨ φ(B), όπου A, B είναι

δύο οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία της ℓ. Η ψ είναι καλά ορισµένη : πραγµα-

τικά, αν πάρουµε δύο άλλα σηµεία της C και D, διαφορετικά µεταξύ τους καθώς

και προς τα προηγούµενα (ή τα A, C, αν η ευθεία διαθέτει µόνον 3 σηµεία), τότε

η συγγραµµικότητα των A, B, C, D και η υπόθεση συνεπάγονται τη συγγραµµι-

κότητα των φ(A), φ(B), φ(C), φ(D). Εποµένως, ψ(ℓ) = φ(A)∨φ(B) = φ(C)∨φ(D),
που αποδεικνύει ότι ο ορισµός της ψ(ℓ) είναι ανεξάρτητος της επιλογής των ση-

µείων της ℓ.

Κατόπιν διαπιστώνουµε ότι το Ϲεύγος (φ, ψ) ορίζει µορφισµό προβολικών ε-

πιπέδων : για τυχόν (P, ℓ) µε P ∈ ℓ, µπορούµε να γράψουµε ότι ℓ = A ∨B, οπότε,

όπως προηγουµένως, φ(P) ∈ φ(A) ∨ φ(B) = ψ(ℓ).
Επειδή η φ είναι 1 – 1 και επί, το (φ, ψ) είναι ισοµορφισός (ϐλ. Πόρισµα

2.1.6). Τέλος, το µονοσήµαντο της ψ είναι συνέπεια της ΄Ασκησης 2.1.11(5).

2.1.11(9). Η απόδειξη του ερωτήµατος α) ακολουθεί την απόδειξη των αναλόγων

συµπερασµάτων του προβολικού επιπέδου.
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Για το ϐ) προχωρούµε ως εξής : Θεωρούµε δύο διαφορετικές (αλλιώς το συ-

µπέρασµα είναι προφανές) παράλληλες ευθείες k, ℓ. Θα δείξουµε ότι ψ(k)//ψ(ℓ).
Ας υποθέσουµε ότι ψ(k)//—ψ(ℓ). Λόγω του 1 – 1 της ψ, είναι και ψ(k) , ψ(ℓ),
οπότε ορίζεται το X ′ = ψ(k)∧ψ(ℓ) ∈ P′. Επειδή η φ είναι επί, υπάρχει X ∈ P µε

φ(X) = X ′. Απ᾿ το άλλο µέρος, το ανάλογο της Πρότασης 2.1.4 γιά το συσχετι-

σµένο επίπεδο, συνεπάγεται ότι φ(X) = ψ(k) ∧ ψ(ℓ) = φ(k ∧ ℓ), οπότε (αφού η φ

είναι 1 – 1) και X = k ∧ ℓ (άτοπο). Συνεπώς, k//ℓ ⇒ ψ(k)//ψ(ℓ).
Στο ίδιο άτοπο καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε το συσχετισµένο ανάλογο

της ΄Ασκησης 2.1.11(2): από την φ(X) ∈ ψ(k) προκύπτει ότι X ∈ k. Παρόµοια,

X ∈ ℓ κλπ.

2.1.11(10). α) Το επί της ψ αποδεικνύεται όπως στο Θεώρηµα 2.1.5.

Αν υποθέσουµε ότι δεν ισχύει το 1 – 1 της ψ, ϑα υπάρχουν τουλάχιστον δύ-

ο ευθείες k, ℓ ∈ L µε k , ℓ και ψ(k) = ψ(ℓ). ΄Οπως και στην απόδειξη του

Θεωρήµατος 2.1.5, ισχυριζόµαστε ότι

(*) ∀ X ∈ P ⇒ φ(X) ∈ ψ(k) = ψ(ℓ),

που οδηγεί σε άτοπο. Η απόδειξη όµως του ισχυρισµού (*) απαιτεί κατάλληλες

τροποποιήσεις λόγω της ύπαρξης παραλλήλων. ΄Ετσι ϑα ϑεωρήσουµε πρώτα την

περίπτωση συσχετισµένων επιπέδων των οποίων οι ευθείες διαθέτουν τουλάχιστον

3 διαφορετικά σηµεία. ∆ιακρίνουµε τώρα τις περιπτώσεις :

i) k//ℓ. Θεωρούµε τυχόν X ∈ P εκτός των k, ℓ. Επίσης, επί της ℓ επιλέγουµε

ένα οποιοδήοτε σηµείο της, ας το πούµε A. Αφού X , A, ορίζεται η A ∨ X που

ϑα τέµνει την k σε κάποιο σηµείο B [ϐλ. ΄Ασκηση 1.1.11(4), και το παρακάτω

σχήµα]. Λόγω του µορφισµού έχουµε τις σχέσεις

(A, k) ∈ I ⇒ (φ(A), ψ(k)) ∈ I′

(B, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(B), ψ(ℓ)) ∈ I′.

Οι τελευταίες, λόγω του (ΣΕ 1), του 1 – 1 της φ, και της ΄Ασκησης 2.1.11(9α)

οδηγούν στην

ψ(A ∨ B) = φ(A) ∨ φ(B) = ψ(k) = ψ(ℓ).
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Εποµένως, η X ∈ A ∨ B συνεπάγεται την φ(X) ∈ ψ(A ∨ B) = ψ(k) = ψ(ℓ), που

αποδεικνύει τον (*) στην περίπτωση αυτή.

ii) k //—ℓ Θεωρούµε τα X, A όπως προηγουµένως. Παρατηρούµε ότι A ∨ X //—k.

Πραγµατικά, αν ήταν A ∨ X//k, τότε ϑα ήταν και ψ(A ∨ X)//ψ(k) = ψ(ℓ). Αλλά

(A, ℓ) ∈ I ⇒ (φ(A), ψ(ℓ) ∈ I′,

(A, A ∨ X) ∈ I ⇒ (φ(A), ψ(A ∨ X) ∈ I′,

οπότε οι παράλληλες ψ(A ∨ X) και ψ(ℓ) ϑα είχαν κοινό σηµείο το φ(A) (άτοπο).

Εποµένως, αναγκαστικά, k //—ℓ και προχωρούµε στην απόδειξη του (*) όπως στην

προηγουµένη περίπτωση.

Σε όλα τα προηγούµενα υποθέσαµε ότι οι ευθείες έχουν τουλάχιστον 3 διαφο-

ϱετικά σηµεία. Αν υποθέσουµε ότι έχουν µόνον 2, τότε και τα δύο επίπεδα είναι

της µορφής του Παραδείγµατος 1.1.3. Ας καλέσουµε τα σηµεία τους A, B, C, D

και A′, B′, C′, D′ αντιστοίχως (ϐλ. και το σχήµα της εποµένης σελίδας), και ας

υποθέσουµε (για ευκολία) ότι

φ(A) = A′, φ(B) = B′ φ(C) = C′, φ(D) = D′.

Το επί της ψ αποδεικνύεται όπως στη γενική περίπτωση.

Για το 1 – 1 προχωρούµε ως εξής : αν πάρουµε δύο οποιεσδήποτε ευθείες

του πρώτου επιπέδου (όλες είναι διαφορετικές µεταξύ τους), για παράδειγµα τις

A ∨ B, C ∨ D, τότε

ψ(A ∨ B) = φ(A) ∨ φ(B) = A′ ∨ B′

, C′ ∨ D′ = φ(C) ∨ φ(D) = ψ(C ∨ D).

Παρόµοια ισχύουν και για τα άλλα Ϲεύγη διαφορετικών ευθειών.

ϐ) Ακολουθώντας τη διαδικασία της απόδειξης του Θεωρήµατος 2.1.8 ορί-

Ϲουµε την τριάδα (P, L̃, ∈) και δείχνουµε ότι ισχύουν τα αξιώµατα (ΣΕ 1) και

(ΣΕ 3) όπως στην περίπτωση του προβολικού επιπέδου.
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Για το (ΣΕ 2) ακολουθούµε αναλόγους συλλογισµούς, κατάλληλα προσαρ-

µοσµένους στα νέα δεδοµένα. Για την ακρίβεια ϑεωρούµε τυχόν (P, ℓ̃) ∈ P × L̃
µε P < ℓ̃ = J (ℓ). Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι (P, ℓ) < I, άρα [σύµφωνα µε το

(ΣΕ 2) για το (P,L,I)] υπάρχει µοναδική k ∈ ℓ µε k//ℓ και (P, k) ∈ I. Ελέγχουµε

αµέσως ότι J (k)∩J (ℓ) = ∅. Αυτό σηµαίνει ότι k̃//̃ℓ µε P ∈ k̃. Η k̃ είναι η µοναδική

ευθεία που περνάει από το P και είναι παράλληλη πρός την ℓ̃. Πραγµατικά, αν

υπάρχει και µία m̃ = J (m) µε m̃//̃ℓ και P ∈ m̃, τότε J (m)∩ J (k) = ∅, οπότε m//ℓ

µε (P,m) ∈ I. Εποµένως m = k και m̃ = k̃, που ολοκληρώνει την απόδειξη του

(ΣΕ 2).

Τέλος ϑεωρούµε το Ϲεύγος (idP, J ). Και οι δύο απεικονίσεις είναι 1 – 1 και επί.

Επίσης διατηρείται η σύµπτωση (όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.8). Η

διατήρηση της παραλληλίας είναι επίσης προφανής : αν k//ℓ (µε k , ℓ, αλλιώς

το συµπέρασµα είναι τετριµµένο), τότε J (k) ∩ J (ℓ) = ∅, άρα J (k) = k̃//̃l = J (ℓ).

γ) Το Ϲεύγος (φ−1, ψ−1) διατηρεί τη σχέση της σύµπτωσης, όπως στην ΄Ασκη-

ση 2.1.11(3), χρησιµοποιώντας ϐέβαια τα απαραίτητα συµπεράσµατα από την

΄Ασκηση 2.1.11(9α).

∆ιατήρηση της παραλληλίας : αν k′//ℓ′, υπάρχουν k, ℓ ∈ L µε ψ(k) = k′

και ψ(ℓ) = ℓ′. Προφανώς k//ℓ, αλλιώς το φ(k ∧ ℓ) ϑα ήταν κοινό σηµείο των

παραλλήλων k′, ℓ′. Εποµένως, ψ−1(k′) = k//ℓ = ψ−1(ℓ′).

δ) Εργαζόµαστε µε ανάλογο τρόπο.

2.2.23(4). ΄Αµεση συνέπεια το Πορισµατος 2.2.18 και του δυϊκού του.

2.2.23(5). Ειδική περίπτωση της 2.1.11(8).

2.2.23(6). Λόγω του 1 – 1 της φ, στην περίπτωση της οµολογίας έχουµε ότι

Xo , A ⇒ φ(Xo) , φ(A) = A,

Xo , Z ⇒ φ(Xo) , φ(Z) = Z,

απ᾿ όπου και το αποτέλεσµα.

Στην περίπτωση της έπαρσης είναι A = Z , άρα φ(Xo) ∈ J (A ∨ Xo) − {A }.

2.2.23(7). ΄Εστω τυχούσα οµολογία (φ, ψ) ∈ H(A, ℓ). Θεωρούµε ένα οποιοδήποτε

σηµείο Xo µε Xo , A και Xo < ℓ. Εφ᾿ όσον η A∨Xo διαθέτει ακριβώς 3 σηµεία, αυτά

είναι τα A, Xo και Z = A∨Xo∧ℓ. Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή (κατά την προηγουµένη

άσκηση)φ(Xo) , A, Z , αναγκαστικά ϑα είναι φ(Xo) = Xo. Εποµένως [ϐλ. Πόρισµα

2.2.18] (φ, ψ) = (idP, idL), οπότε H(A, ℓ) = {(idP, idL)}. ∆ηλαδή η οµάδα είναι

τετριµµένη. Προφανώς αυτό συµβαίνει στο προβολικό επίπεδο των 7 σηµείων.
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2.3.9(3). ∆εν υπάρχει η αναφεροµένη περίπτωση. Αν ήταν, για παράδειγµα,

(A, ℓo) ∈ I και (B, ℓo) < I, τότε ϑα υπήρχε κατάλληλη k, έτσι ώστε B = φ(B) =
φ(A) = (k−)· (άτοπο).

2.3.9(4). Από την ΄Ασκηση 2.1.11(9β) προκύπτει και η διατήρηση της παραλ-

ληλίας, άρα το (φ, ψ) ορίζει µορφισµό συσχετισµένων επιπέδων. Το Ϲητούµενο

τώρα προκύπτει από την ΄Ασκηση 2.1.11(10).

2.3.9(5). Η άσκηση αποτελεί το συσχετισµένο ανάλογο της ΄Ασκησης 2.2.23(5)

[ϐλ. επίσης και την ΄Ασκηση 2.1.11(8)]. Για την επίλυσή της ακολουθούµε (µε

τις κατάλληλες τροποποιήσεις) την ιδέα των δύο τελευταιων, χρησιµοποιώντας τα

απαραίτητα συµπεράσµατα των Ασκήσεων 2.1.11(9) και 2.1.11(10).

3.1.4(4). α) [2, 1,3] ∨ [1, 0,−1] =<1,−5,1>.

ϐ) ∆εν ορίζεται ευθεία αφού [−2,0, 4] = [−2(1,0,−2)] = [1, 0,−2], δηλαδή τα

δεδοµένα σηµεία συµπίπτουν.

3.1.4(5). α) ∆εν υπάρχει τοµή. ϐ) <1,0, 0> ∧ <1,−2, 1>= [0, 1,2].

3.1.4(6). Είναι τα [t, 1,0], για κάθε t ∈ R.

3.2.4(1). Αν [a′, b′, c′] = [a, b, c], τότε (a′, b′, c′) = λ (a, b, c) (για λ ∈ R∗), άρα η

γραµµικότητα της f συνεπάγεται ότι φ([a′, b′, c′]) = [λ f (a, b, c)] = [f (a, b, c)].
Ανάλογα ισχύουν και για την (3.2.9).

3.2.4(2). ∆ιαπιστώνουµε ότι η f είναι γραµµική απεικόνιση 1 – 1 (άρα και επί),

δηλαδή γραµµικός αυτοµορφισµός του R3. Εποµένως, η f ορίζει µία συγραµµι-

κότητα του P2. Για να ϐρούµε την ακριβή µορφη της τελευταίας, υπολογίζουµε

τον πίνακα M της f , που είναι ο

M =



1 0 0

0 1 1

0 0 1

 .

Ακόµη έχουµε οτι

M t
=



1 0 0

0 1 0

0 1 1

 και
(
M t)−1

=



1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 ,

οπότε

φ([a, b, c]) = [f (a, b, c)] = [a, b, b + c],

ψ(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) ·
(
M t)−1

> = <α, ̙ − γ, γ > .
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3.2.4(3). Λύνουµε την α), οπότε για τη ϐ) προχωρούµε αναλόγως.

Α΄ Τρόπος: Θεωρούµε την απεικόνιση f : R3 → R3, η οποία ορίζεται µε τη σχέση

f (x, y, z) := (z, y, x). ∆ιαπιστώνουµε ότι είναι γραµµικός αυτοµορφισµός του R3,

µε αντίστοιχο πίνακα

M =



0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,

και (
M t)−1

= M t
= M.

Εποµένως, η f ορίζει µία συγγραµµικότητα, ας την καλέσουµε (φ̄, ψ̄), µεσω των

σχέσεων

φ̄([a, b, c]) = [f (a, b, c)] = [c, b, a],

ψ̄(<α, ̙, γ >) = < (α, ̙, γ) ·
(
M t)−1

> = <γ, ̙, α> .

Επειδή, για κάθε [x, y, z] ∈ P2, είναι φ([x, y, z]) = φ̄([x, y, z]), προκύπτει ότι

φ = φ̄. ΄Αρα το Ϲεύγος (φ, ψ), µε ψ = ψ̄, είναι η συγγραµµικότητα που ορίζει η

απεικόνιση φ.

Β΄ Τρόπος: Πρώτα διαπιστώνουµε ότι η φ είναι απεικόνιση 1– 1. Πραγµατικά, αν,

για οποιαδήποτε [x, y, z], [x′, y′, z′] του P2, είναι φ([x, y, z]) = φ([x′, y′, z′]), τότε

ϑα είναι και [z, y, x]) = [z′, y′, x′], άρα υπάρχει λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε (z′, y′, x′) =
λ (z, y, x), απ᾿ όπου προκύπτει ότι [x, y, z] = [x′, y′, z′].

Η φ είναι επί : αν [a, b, c] είναι τυχόν σηµείον του P2, Ϲητούµε να ϐρούµε

[x, y, z] ∈ P2 τέτοιο ώστε φ([x, y, z]) = [z, y, x] = [a, b, c]. Για να συµβαίνει αυτό

αρκεί να ϐρούµε λ ∈ R∗, τέτοιο ώστε (z, y, x) = λ (a, b, c). Αν πάρουµε λ = 1,

τότε το Ϲητούµενο [x, y, z] είναι το [c, b, a].
Απ᾿ το άλλο µέρος, ϑεωρούµε 3 διαφορετικά συγγραµµικά σηµεία [ai , bi , ci ]

(i = 1, 2,3). Τότε [ϐλ. σχέση (3.1.14)]

( * )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Αν πάρουµε τώρα τις εικόνες των προηγουµένων σηµείων µέσω της φ, δηλαδή

τα φ([ai , bi , ci ]) = [ci , bi , ai ], τότε σχηµατίζεται η αντίστοιχη ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 b1 a1

c2 b2 a2

c3 b3 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆.
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Λόγω της ( * ), έχουµε ότι ∆ = 0, δηλαδή η φ απεικονίζει συγγραµµικά σηµεία σε

συγγραµµικά. ΄Αρα, κατά την ΄Ασκηση 2.2.23(5), ορίζεται µία συγγραµµικότητα

(φ, ψ).
Θα προσδιορίσουµε τώρα την ψ (ϕυσικά χωρίς χρήση πινάκων). ΄Ετσι, για

τυχούσα ευθεία k = <α, ̙, γ >, ϑέτουµε ψ(k) = <x, y, z >. Αν πάρουµε και δύο

(διαφορετικά) σηµεία [p, q, r] και [p̄, q̄, r̄] της k, τότε

<α, ̙, γ >= [p, q, r] ∨ [p̄, q̄, r̄],

απ᾿ όπου προκύπτει το σύστηµα

( Ι )
pα + q ̙ + rγ = 0

p̄α + q̄ ̙ + r̄γ = 0.

Επίσης, από τις σχέσεις

<x, y, z>= ψ(<α, ̙, γ >) = ψ([p, q, r] ∨ [p̄, q̄, r̄]) =

= φ([p, q, r]) ∨ φ([p̄, q̄, r̄]) = [r, q, p] ∨ [r̄ , q̄, p̄]

οδηγούµαστε στο σύστηµα

( ΙΙ )
rx + qy + pz = 0

r̄x + q̄y + p̄z = 0.

Συγκρίνοντας τα συστήµατα (I) και (II) ϐλέπουµε ότι µπορούµε να πάρουµε

(x, y, z) = (γ, ̙, α), οπότε ψ(<α, ̙, γ >) = <γ, ̙, α>, η οποία συµπίπτει µε τη

µορφή της ψ που ϐρήκαµε και µε τον άλλο τρόπο.

3.2.4(4). Υπολογίζουµε τη Ϲητουµένη ευθεία γιά τη συγγραµµικότητα α) της

προηγουµένης άσκησης.

Α΄ Τρόπος: Βρήκαµε προηγουµένως ότι η φ ορίζει συγγραµµικότητα (φ, ψ) µε

πίνακα

(
M t)−1

= M t
= M =



0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

Εποµένως,

ψ(<0,0,1>) =< (0, 0,1) ·M>=<1,0, 0>.

Β΄ Τρόπος: Θα εκφράσουµε τη δοθείσα ευθεία µέσω δύο σηµείων της. Για το

σκοπό αυτό ϑα ϐρούµε πρώτα τη µορφή των σηµείων της ευθείας. ΄Ετσι, αν

[x, y, z] ∈< 0,0, 1>, τότε z = 0, άρα τα σηµεία της < 0, 0,1> έχουν τη µορφή
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[x, y, 0]. Εποµένως, µπορούµε να εκφράσουµε την <0,0,1> µέσω των [1,0, 0]
και [0, 1,0], που είναι απλά και διευκολύνουν τους υπολογισµούς. Συνεπως,

µέσω του τύπου της φ, ϐρίσκουµε ότι

ψ(<0,0, 1>) = φ([1, 0,0]) ∨ φ([0, 1,0])

= [0,0, 1] ∨ [0,1, 0] =<1,0, 0>.

3.2.4(5). Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα κέντρο A = [a, b, c]. Τότε ϑα είναι

[a, b, c] = φ([a, b, c]) = [c, b, a]. Εποµένως, ϑα υπάρχει λ , 0, τέτοιο ώστε

c = λa, b = λb, a = λc. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

Ι) b , 0 και ΙΙ) b = 0.

Στην Ι) ϑα είναι λ = 1, άρα c = a και A = [a, b, a]. Κατά συνέπειαν, εµφανί-

Ϲονται δύο υποπεριπτώσεις :

I1) a = 0. Τότε A = [0, b, 0] = [0, 1, 0]
Ας δούµε αν το το A = [0,1, 0] είναι πραγµατικά κέντρο. Αν ϑεωρήσουµε

τυχούσα k =<α, ̙, γ > ∈ J (A), τότε k = <α, 0, γ >. Επειδή η τελευταία πρέπει

να παραµένει σταθερή (αναλλοίωτη) µέσω της ψ, ϑα είναι

<α, 0, γ >= ψ(<α,0, γ >) =<γ, 0, α>,

άρα ϑα υπάρχει ρ , 0, τέτοιο ώστε γ = ρα, α = ργ. Παρατηρούµε ότι αναγκαίως

α , 0 , γ, οπότε α2
= γ2. Εποµένως, οι µόνες σταθερές (ως προς την ψ) ευθείες,

που διέρχονται από το A, είναι οι k που ικανοποιούν τη συνθήκη α2
= γ2. Αυτό

σηµαίνει ότι το A = [0, 1, 0] δεν είναι κέντρο, αφού παραµένουν σταθερές µόνον

συγκεκριµένες ευθείες της δέσµης J (A), και όχι όλες, όπως απαιτεί ο ορισµός

του κέντρου.

I2) a , 0. Τότε A = [a, b, a] = [1, b/a, 1] = [1, p, 1], µε p , 0. Τυχούσα

ευθεία k = <α, ̙, γ > ∈ J ([1, p, 1]) ϑα ικανοποιεί την

( * ) α + p̙ + γ = 0.

Επιπλέον, αν το A ήταν κέντρο, ϑα ήταν και

<α, ̙, γ >= ψ(<α, ̙, γ >) =<γ, ̙, α>,

οπότε ϑα υπήρχε µ , 0, έτσι ώστε γ = µα, ̙ = µ̙, a = µγ.

Αν ̙ = 0, τότε η ( * ) συνεπάγεται ότι <α, ̙, γ >=<α, 0,−α >=< 1, 0,−1>.

΄Αρα, η µόνη σταθερή (ως προς την ψ) ευθεία, που διέρχεται από το A είναι η

<1,0,−1>.

Αν ̙ , 0, τότε µ = 1, οπότε γ = α και η ( * ) οδηγεί στη ̙ = −p/2α, άρα

και πάλι οι σταθερές ευθείες της δέσµης του A είναι αυτές που ικανοποιούν την
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τελευταία συνθήκη, και όχι όλες οι ευθείες οι διερχόµενες εκ του A. Συνεπώς,

το A = [1, p, 1] δεν είναι κέντρο.

Στην περίπτωση ΙΙ) ϑα είναι A = [a, 0, c]. Για να είναι το A κέντρο, ϑα πρέπει,

όπως και στην περίπτωση Ι), να είναι

[a, 0, c] = φ([a,0, c]) = [c, 0, a],

άρα c = νa, a = νc (ν , 0). Παρατηρούµε ότι αναγκαία a , 0 , c και ν = ±1.

Συνεπώς, διακρίνουµε τις υποπεριπτώσεις :

II1) ν = 1. Τότε A = [a, 0, c] = [1, 0,1]. Εργαζόµενοι όπως στην περίπτωση

Ι), διαπιστώνουµε ότι το A δεν είναι κέντρο, αφού παραµένουν σταθερές (µέσω

της ψ) µόνον ορισµένες ευθείες που διέρχονται από το A (ποιές ;).

II2) ν = −1. Τότε A = [1,0,−1]. Τώρα, τυχούσα k =<α, ̙, γ > ∈ J ([1, 0,−1])
ϑα έχει τη γενική µορφή k =<α, ̙, α>, οπότε

ψ(k) = ψ(<α, ̙, α>) = <α, ̙, α> = k.

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το [1,0,−1] είναι, τελικώς, το

κέντρο της δεδοµένης (φ, ψ).
Για τον προσδιορισµό του άξονα εργαζόµαστε µε ανάλογο τρόπο και ϐρί-

σκουµε ότι είναι η ευθεία <1,0,−1>.

3.3.15(1). Για q , 0 ϐρήκαµε ότι t =
b

q
·
p

a
, ενώ για r , 0 ϐρίσκουµε (µε ανά-

λογη διαδικασία) ότι t′ =
c

r
·
p

a
. ΄Οµως, τα [1, 0,0], [a, b, c], [p, q, r] είναι συγ-

γραµµικά, άρα

0 = det



1 0 0

a b c

p q r

 = br − qc.

Εποµένως,
b

q
=
c

r
, οπότε t = t′.

3.3.15(2). Στην ταυτοτική, αφού ο πίνακας τώρα είναι ο µοναδιαίος (ταυτοτικός),

ο οποίος αντιστοιχεί στον ταυτοτικό αυτοµορφισµό του R3.

3.3.15(3). Θεωρούµε τυχούσα ευθεία k ∈ J ([1, 0,0]), όπως στην υπόδειξη. Ε-

πειδή k = < 0, ̙, γ >, τυχόν P = [a, b, c] ∈ k, µε [a, b, c] , [1,0, 0], ικανοποιεί

τη σχέση

( * ) ̙b + γc = 0.
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Απ᾿ το άλλο µέρος, σύµφωνα και µε την υπόδειξη, έχουµε ότι

ψ̄(k) = [1, 0,0] ∨ φ̄([a, b, c])

= [1, 0,0] ∨
[
(a, b, c) ·



t 0 0

0 1 0

0 0 1


]

= [1, 0,0] ∨ [at, b, c].

Παρατηρούµε ότι το [at, b, c] είναι σηµείο της k, λόγω της ( * ). Εποµένως,

ψ̄(k) = [1, 0, 0] ∨ [at, b, c] = k.

Φυσικά πρέπει να ελεγθεί ότι [1, 0, 0] , [at, b, c]. Αυτό συµβαίνει γιατί στην

αντίθετη περίπτωση ϑα υπήρχε λ , 0, τέτοιο ώστε (at, b, c) = λ(1,0, 0), οπότε

b = c = 0 και a , 0 (αφού t, λ , 0). Εποµένως, ϑα ήταν [a, b, c] = [a, 0,0] =
[1,0, 0], το οποίον αντίκειται στην αρχική υπόθεση για το P.

3.3.15(4). Ας καλέσουµε (Φ,Ψ ) τη συγγραµµικότητα που προκύπτει από τον

αυτοµορφισµό τ f (µε αντίστοιχο πίνακα τ M ). Τότε, για κάθε σηµείο [a, b, c] του

P2 είναι

Φ([a, b, c]) = [(a, b, c) · (τ M)] = [τ(a, b, c) ·M ]

= [(a, b, c) ·M ] = φ([a, b, c]).

΄Αρα, Φ = φ. Παρόµοια ϐρίσκουµε ότι και Ψ = ψ. Εποµένως, η (φ, ψ) προκύπτει

και από τον αυτοµορφισµό τ f .

3.3.15(5). Καλούµε (Φ,Ψ ) τη συγγραµµικότητα που προκύπτει από τον αυτο-

µορφισµό f −1 (µε αντίστοιχο πίνακα M−1). Τότε, για κάθε σηµείο [a, b, c] του P2,

έχουµε ότι

(Φ ◦ φ)([a, b, c]) = Φ
(
φ([a, b, c])

)
= Φ

(
[(a, b, c) ·M ]

)

=
[(

(a, b, c) ·M
)
·M−1]

= [a, b, c],

δηλαδή Φ ◦ φ = id|Pα . Οµοίως ϐρίσκουµε ότι και φ ◦Φ = id|Pα , οπότε Φ = φ−.

Για να δείξουµε ότι και Ψ = ψ−, είτε ακολουθούµε την προηγουµένη διαδι-

κασία (µε πίνακες), είτε εφαρµόζουµε την ΄Ασκηση 2.1.11(5): ϑεωρούµε τα Ϲεύγη

(Φ,Ψ ) και (φ−1, ψ−1). Επειδή Φ = φ−, κατά την προαναφερθείσα άσκηση ϑα

είναι και Ψ = ψ−. ΄Αρα (φ−1, ψ−1) = (Φ,Ψ), απ᾿ την οποίαν προκύπτει το Ϲητού-

µενο.
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3.3.15(6). Αρκεί να εφαρµόσουµε το Λήµµα 3.3.12 (δύο ϕορές, κατά αντίθετες

κατευθύνσεις).

3.3.15(7). Ακολουθώντας ακριβώς τη διαδικασία που εφαρµόσαµε στη µελέτη

της H([1, 0, 0], <1,0, 0>), ϐρίσκουµε ότι ο Ϲητούµενος πίνακας έχει τη µορφή



1 0 0

0 1 0

0 0 t

 , όπου t ∈ R∗.

3.4.5(2). Αν ήταν αναγκαίως s , 0, τότε στους πίνακες της µορφής (3.4.1) δεν

ϑα περιλαµβάνονταν ο µοναδιαίος (ταυτοτικός) πίνακας, ο οποίος αντιστοιχεί

στην ταυτοτική έπαρση. Εποµένως, στην οµάδα E([0, 0,1], < 1,0, 0 >) δεν ϑα

περιλαµβάνονταν το µοναδιαίο στοιχείο (άτοπο).

3.4.5(3). Αν ο πίνακας της (φ, ψ) έχει τη µορφή (3.4.1), η υπόθεση συνεπάγεται

ότι [a, b, as + c] = [a, b, c], οπότε υπάρχει λ , 0, τέτοιο ώστε (a, b, as + c) =
λ(a, b, c). Εποµένως, λ = 1 και s = 0, άρα M = I (: ο µοναδιαίος πίνακας) και η

(φ, ψ) είναι η ταυτοτική έπαρση.

3.4.5(4). Εργαζόµαστε όπως στα σχόλια µετά το Θεώρηµα 3.3.6: αν υποθέσουµε

ότι φ([a, b, c]) = [p, q, r], όπου τα [a, b, c], [p, q, r] είναι σηµεία διαφορετικά από

το κέντρο [0, 0, 1] και δεν ϐρίσκονται στον άξονα < 1,0, 0 >, τότε ϑα υπάρχει

λ ∈ R∗, έτσι ώστε

(p, q, r) = λ (a, b, c) ·



1 0 s

0 1 0

0 0 1

 ,

οπότε

p = λa, q = λb, r = λ(as + c).( * )

Επειδή τα [0, 0,1], [a, b, c], [p, q, r] είναι συγγραµµικά, έχουµε ακόµη ότι

0 = det



0 0 1

a b c

p q r

 = aq − bp.

Επίσης a , 0, αφού [a, b, c] < <1,0, 0>. Εποµένως, οι τελευταίες συνθήκες, σε

συνδυασµό µε τις ( * ) δίνουν ότι

λ =
p

a
και s =

ar − c

ap
.
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3.4.5(5). Εργαζόµενοι όπως στην περίπτωση της οµάδας (E([0, 0,1], <1,0, 0>),
ϐρίσκουµε ότι ο Ϲητούµενος πίνακας έχει τη µορφή



1 0 0

0 1 0

s 0 1

 , όπου s ∈ R.

4.1.12(1). Σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.2.18, η συγγραµµικότητα τώρα είναι η

ταυτοτική. Επειδή αυτή υπάρχει πάντοτε, δεν είναι απαραίτητο το επίπεδο να

είναι επίπεδο Desargues.

4.1.12(4). Οι (φ1, ψ1), (φ2, ψ2) έχοντας το ίδιο κέντρο K := A1 = A2 ϑα ανήκουν

στην οµάδα E(K, ℓ), άρα (φ1, ψ1) ◦ (φ2, ψ2) ∈ E(K, ℓ). Εποµένως, το κέντρο A της

σύνθεσης συµπίπει µε το K, λόγω του µονοσηµάντου του κέντρου (ϐλ. Πρόταση

2.2.21).

4.1.12(5). Υποθέτουµε ότι (A, ℓ, X, X ′) είναι µία προσδιοριστική τετράδα του

κλασικού προβολικού επιπέδου µε A < ℓ. Ας συµβολίσουµε µε (Φ,Ψ ) τον

(αντίστροφο) ισοµορφισµό από το κλασικό προβολικό επίπεδο στο P2, που ε-

ξασφαλίζεται µεσω το Θεωρήµατος 3.5.3. ∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι η τετράδα(
Φ(A), Ψ (ℓ), Φ(X), Φ(X ′)

)
είναι προσδιοριστική στο P2 µε Φ(A) ∈ Ψ (ℓ), άρα υ-

πάρχει µία (µοναδική) οµολογία του P2, ας την καλέσουµε (φ̄, ψ̄) µε κέντρο

Φ(A), άξονα Ψ(ℓ), και τέτοια ώστε φ̄(Φ(X)) = Φ(X ′).
Ορίζουµε το Ϲεύγος (φ, ψ) := (Φ,Ψ )− ◦ (φ̄, ψ̄) ◦ (Φ,Ψ ) και παρατηρούµε ότι

είναι συγγραµµικότητα του κλασικού προβολικού επιπέδου, ως σύνθεση ισο-

µορφισµών προβολικών επιπέδων. Επειδή

φ(X) = (Φ− ◦ φ̄ ◦ Φ)(X) = Φ−(Φ(X)) = X ′,

ϑα έχουµε αποδείξει τον ισχυρισµό της άσκησης, αν δείξουµε ότι η (φ, ψ) έχει

κέντρο A και άξονα ℓ (άρα είναι οµολογία).

Πραγµατικά, για τυχούσα ευθεία k ∈ J (A), ϐρίσκουµε ότι

ψ(k) = (Ψ−1 ◦ ψ̄ ◦Ψ )(k) = Ψ−
(
ψ̄(Ψ (k)

)
.

΄Οµως, η A ∈ k συνεπάγεται ότι Φ(A) ∈ Ψ (k), οπότε ψ̄(Ψ (k)) = Ψ (k), αφού

το Φ(A) είναι το κέντρο της (φ̄, ψ̄). ΄Αρα, τελικώς, ψ(k) = (Ψ−(Ψ (k)) = k, που

αποδεικνύει ότι το A είναι πραγµατικά το κέντρο της (φ, ψ). Με ανάλογο τρόπο

αποδεικνύουµε ότι η ℓ είναι ο άξονας της ίδιας συγγραµµικότητας.

4.1.12(7). Αν ϑέσουµε H−1(Xo) = (φ̄, ψ̄), ϑα έχουµε ότι

Xo = H
(
(φ̄, ψ̄)

)
= φ̄(Xo).
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Εποµένως, κατά το Πόρισµα 2.2.18, H−1(Xo) = (φ̄, ψ̄) = (idP, idL). Το ίδιο ισχύει

και για την E.

4.2.9(4). Για το 1 – 1 της φ εργαζόµαστε ως εξής : Θεωρούµε πρώτα δύο σηµεία

X και X̄ , που δεν ϐρίσκονται στην Xo ∨ X
′
o, µε φ(X) = φ(X̄ ). Θέτουµε

Z = (X ∨ Xo) ∧ ℓ και Z̄ = (X̄ ∨ Xo) ∧ ℓ.

Επειδή (ϐλ. Πρόταση 2.2.13)

Z = (X ∨ Xo) ∧ ℓ =
(
φ(X) ∨ φ(Xo)

)
∧ ℓ,

Z̄ = (X̄ ∨ Xo) ∧ ℓ =
(
φ(X̄ ) ∨ φ(Xo)

)
∧ ℓ,

η υπόθεση συνεπάγεται ότι Z = Z̄ , άρα

X = (Xo ∨ Z) ∧ (A ∨ φ(X)) = (X̄o ∨ Z) ∧ (A ∨ φ(X̄ )) = X̄ .

Με παρόµοιο τρόπο εξετάζεται η περίπτωση X, X̄ ∈ X ∨ Xo.

Για το επί της φ προχωρούµε ως εξής : ΄Εστω τυχόν P ∈ P. Αναζητούµε X

τέτοιο ώστε φ(X) = P. Επειδή τα A, X, φ(X) = P είναι συγγραµµικά, ϑα είναι

X ∈ A ∨ P. Αλλά και X ∈ Xo ∨ Z , όπου Z = X ′o ∨ P. ∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι το

X = (Xo ∨ Z) ∧ (A ∨ P) είναι το Ϲητούµενο σηµείο.

Επίσης, για κάθε X ∈ ℓ µε X < Xo ∨ X
′
o, είναι

φ(X) = (A ∨ X) ∧ [X ′o ∨
(
(X ∨ Xo) ∧ ℓ

)
]

= (A ∨ X) ∧ (X ′o ∨ X) = X.

Παρόµοια και για κάθε X ∈ ℓ µε X ∈ Xo ∨ X
′
o, άρα φ(X) = X , για κάθε X ∈ ℓ.

Τέλος, για οποιαδήποτε k ∈ J (A) έχουµε ότι

ψ(k) = (k ∧ ℓ) ∨ φ
(
(A ∨ Xo) ∧ k

)
= (k ∧ ℓ) ∨ φ(A) = (k ∧ ℓ) ∨ A = k.

4.2.9(6). Εφ᾿ όσον τα P, Q, R είναι διαφορετικά µεταξύ τους (για να ορίζεται

το τρίγωνο PQR), ϑα είναι διαφορετικά µεταξύ τους και τα φ(P), φ(Q), φ(R),
οπότε ορίζεται το τρίγωνο φ(P)φ(Q)φ(R). Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή η (φ, ψ) είναι

κεντρική/αξονική συγγραµµικότητα, οι ευθείες P ∨φ(P), Q ∨φ(Q) και R ∨φ(R)
διέρχονται από το κέντρο A (ϐλ. Πρόταση 2.2.12), δηλαδή τα τρίγωνα PQR και

φ(P)φ(Q)φ(R) είναι προοπτικά ως προς κέντρο.

Τα ίδια τρίγωνα είναι και προοπτικά ως προς άξονα (την ευθεία ℓ ), επειδή τα

Ϲεύγη των ευθειών (P∨Q, φ(P)∨φ(Q)), (P∨R, φ(P)∨φ(R)) και (Q∨R, φ(Q)∨φ(R))
τέµνονται επί της ℓ (ϐλ. Πρόταση 2.2.13).
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5.1.10(4). Θα δείξουµε ότι D , Z (παρόµοια εξετάζονται και οι υπόλοιπες περι-

πτώσεις). Πραγµατικά, αν ήταν D = Z , ϑα είχαµε ότι

A ∨ B′ = A ∨ D = A ∨ Z = A ∨ C′,

συνεπώς ϑα ήταν και

B′ = (A ∨ B′) ∧ ℓ = (A ∨ C′) ∧ ℓ = C′,

που είναι άτοπο.

6.1.22(1). Αν R συµβολίζει τον διαιρετικό δακτύλιο του P2, τότε [ϐάσει της σχέ-

σης (6.1.1), του Λήµµατος 6.1.2 και του Θεωρήµατος 3.4.3] έχουµε κατά σειράν

τις ισοµορφίες

R � E(S, ℓ) � R,

για κατάλληλα S και ℓ του P2. Εποµένως ο Ϲητούµενος δακτύλιος µπορεί να

ταυτιστεί (µέσω ισοµορφίας) µε το σώµα των πραγµατικών αριθµών, πράγµα που

συµφωνεί και µε το γεγονός ότι το P2 είναι επίπεδο του Πάππου (ϐλ. Παραδείγ-

µατα 5.1.2).

6.1.22(2). Επειδή εO(O) = O, όπου O , S και O < ℓ, το Πόρισµα 2.2.18

συνεπάγεται ότι εO = idP. Η σχέση h I = idP αποδεικνύεται µε παρόµοιο τρόπο.

6.1.22(3). Παρατηρούµε ότι

(
hQ ◦ hP

)
(I) = hQ

(
hP(I)

)
= hQ(P) = P ∗ Q = hP∗Q(I).

Επειδή οι οµολογίες hQ ◦ hP και hP∗Q από την οµάδα H(S, ℓo) συµπίπτουν στο

I, όπου I , S και I < ℓo, το Πόρισµα 2.2.18 αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

6.1.22(5). Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται το P ∗ Q.

Οι διάστικτες γραµµές δείχνουν τον προσδιορισµό της εικόνας hP (Yo) ενός ϐοη-
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ϑητικού σηµείου Yo < O ∨ I, ενώ οι διακεκοµµένες απεικονίζουν την κατασκευή

του P ∗ Q = hP (Q) µε τη ϐοήθεια των Yo και hP (Yo).
Η κατασκευή του −P παρουσιάζεται στο ακόλουθο σχήµα.

Επεξήγηση: επειδή −P = ε−1
P (O), προσδιορίζουµε πρώτα την εικόνα ε−1

P (Yo)
ενός ϐοηθητικού σηµείου Yo < S ∨ O, όπως ϕαίνεται µε τις διάστικτες γραµµές

του σχήµατος. Κατόπιν (ϐλ. τις διακεκοµµένες γραµµές), προσδιορίζουµε το −P

µε τη ϐοήθεια των Yo και ε−1
P (Yo). Θυµίζουµε εδώ ότι για τον προσδιορισµό του

ε−1
P (Yo) ϑα χρησιµοποιούµε τα γνωστά σηµεία P και ε−1

P (P) = O. Η τελευταία

σχέση είναι προφανής συνέπεια της εP (O) = P.

6.1.22(6). Σύµφωνα µε όσα αναφέρονται στην απόδειξη της Πρότασης 6.1.9,

hP−1(I) = P−1
= h−1

P (I),

για κάθε P ∈ R∗. ΄Οπως και σε προηγούµενες ασκήσεις, επειδή οι οµολογίες hP−1

και h−1
P συµπίπτουν σε ένα σηµείο διαφορετικό από το κέντρο και µη κείµενο

επί του άξονος, ϑα συµπίπτουν παντού. Εποµένως hP−1 = h−1
P . Για την ε−P = ε−1

P

εργαζόµαστε αναλόγως.

6.1.22(7). Αν ήταν P , O , Q, τότε ϑα ήταν και P, Q ∈ R∗. Εποµένως, αφού το

R∗ είναι οµάδα, ϑα είχαµε ότι P ∗ Q ∈ R∗ := R − {O}, δηλαδή P ∗ Q , O (άτοπο).

΄Ενα άλλος τρόπος είναι ο εξής : αν P , O, τότε από την O = P ∗ Q = hP (Q)
προκύπτει ότι Q = h−1

P (O) = O, επειδή το O ανήκει στον άξονα ℓ της h−1
P .

Παρόµοια, αν Q , O, τότε από την O = P ∗ Q = hQ(P) προκύπτει ότι P =

(hQ)−1(O) = O, επειδή το O ανήκει στον άξονα ℓo της (hQ)−1.

6.2.6(3). Προφανώς η σ ◦εP ◦σ−1 είναι συγραµµικότητα, ως σύνθεση συγγραµ-

µικοτήτων. Θα δείξουµε ότι έχει κέντρο το S′.
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Κατ᾿ αρχάς παρατηρούµε ότι (ϐλ. και την απόδειξη του Θεωρήµατος 6.2.4)

σ(S) = σ(k ∧ ℓ) = σ(k) ∧ σ(ℓ) = k′ ∧ ℓ′ = S′.

Εποµένως, για τυχούσα m′ ∈ J (S′), είναι S = σ−1(S′) ∈ σ−1(m′), δηλαδή η

σ−1(m′) διέρχεται από το κέντρο της εP , άρα εP
(
σ−1(m′)

)
= σ−1(m′), οπότε

(σ ◦ εP ◦ σ−1)(m′) = m′, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Παρόµοια, για κάθε X ′ ∈ ℓ′, έχουµε ότι σ−1(Q′) ∈ σ−1(ℓ′) = ℓ, άρα εP
(
σ−1(Q′)

)

= σ−1(Q′), αφού η ℓ είναι άξονας της εP . Εποµένως (σ ◦ εP ◦ σ−1)(Q′) = Q′, που

αποδεικνύει ότι η ℓ′ είναι άξονας. ΄Αρα, τελικώς, σ ◦ εP ◦ σ−1 ∈ E(S′, ℓ′).
Απ᾿ το άλλο µέρος,

(σ ◦ εP ◦ σ−1)(O′) = (σ ◦ εP)(O) = σ(P),

εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι σ ◦ εP ◦ σ−1
= ε′

σ(P). Ο τόνος µπαίνει για

να υπενθυµίσει ότι ϐρισκόµαστε τώρα στην οµάδα των επάρσεων E(S′, ℓ′).
Για την σ ◦ hP ◦ σ

−1 ∈ H(O′, ℓ′) εργαζόµαστε αναλόγως.

6.3.7(2). Ακολουθούµε τη διαδικασία της απόδειξης της Πρότασης 4.1.2.

6.3.7(4). Βάσει του του Ορισµού 5.1.1 και του ισοµορφισµού οµάδων H(A, ℓ) �
(D∗, ·) (ϐλ. Θεώρηµα 6.3.5), το PD είναι επίπεδο του Πάππου τότε και µόνον

τότε αν το D∗ είναι αβελιανή οµάδα, δηλαδή τότε και µόνον τότε αν το D είναι

σώµα.

6.3.7(5). ∆είχνουµε πρώτα ότι (ii) ⇒ (i): Αν ϑέσουµε P1 ∨ P2 = <k, ℓ, m >, τότε

ισχύουν οι σχέσεις

a1k + b1ℓ + c1m = 0,(1)

a2k + b2ℓ + c2m = 0,(2)

οπότε, µέσω των (ii), (1) και (2) έχουµε ότι

a3k + b3ℓ + c3m = (ra1 + sa2)k + (rb1 + sb2)ℓ + (rc1 + sc2)m

= r(a1k + b1ℓ + c1m) + s(a2k + b2ℓ + c2m)

= 0,

η οποία αποδεικνύει ακριβώς την (i).

Για την απόδειξη της (i) ⇒ (ii) εργαζόµαστε ως εξής : επειδή (a1, b1, c1) ,
(0,0, 0), µπορούµε (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) να υποθέσουµε ότι a1 , 0.

Θεωρούµε το σύστηµα

ra1 + sa2 = a3,(3)

rb1 + sb2 = b3,(4)
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µε αγνώστους r και s, τους οποίους και ϑα προσδιορίσουµε. Μπορούµε να υπο-

ϑέσουµε ότι b2 − a2a
−1
1 b1 , 0 [: αν η προηγουµένη διαφορά µηδενίζεται, τότε

αντί του συστήµατος των (3) και (4) παίρνουµε το σύστηµα των ra1 + sa2 = a3

και rc1+sc2 = c3, οπότε τώρα (αναγκαστικά) c2−a2a
−1
1 c1 , 0. Αυτό ισχύει γιατί,

αν ήταν b2 −a2a
−1
1 b1 = c2 −a2a

−1
1 c1 = 0, τότε, ϑέτοντας d = a2a

−1
1 , ϑα ήταν και

P2 = [a2, b2, c2] = [d(a1, b1, c1)] = [a1, b1, c1] = P2

(άτοπο). Φυσικά d ∈ D∗, αλλιώς ϑα ήταν (a2, b2, c2) , (0,0, 0), που είναι επίσης

άτοπο].

Με την προηγουµένη παραδοχή, επιλύοντας τις (3) και (4) ως προς r και s,

ϐρίσκουµε ότι

s = (b3 − a3a
−1
1 b1) · (b2 − a2a

−1
1 b1)−1,

r = a3a
−1
1 − (b3 − a3a

−1
1 b1) · (b2 − a2a

−1
1 b1)−1 · a2a

−1
1 .

Εποµένως, για r και s όπως παραπάνω, ίσχύουν οι σχέσεις (3) και (4), που

είναι οι δύο πρώτες των (ii), άρα µένει να αποδειχθεί και η τρίτη εξ αυτών. Για

το σκοπό αυτό ϑέτουµε και πάλι P1 ∨ P2 = < k, ℓ, m >. Πρώτα παρατηρούµε

ότι m , 0: πραγµατικά, αν ήταν m = 0, τότε οι (1) και (2) µετασχηµατίζονται,

αντιστοίχως, στις

a1k + b1ℓ = 0,(5)

a2k + b2ℓ = 0.(6)

Απ᾿ το άλλο µέρος, επειδή a1 , 0, προκύπτει ότι k = −a−1
1 b1ℓ. Αντικαθιστώντας

την τελευταία στην (6) ϐρίσκουµε ότι b2 − a2a
−1
1 b1 · ℓ = 0. Επειδή η παράσταση

της παρένθεσης δεν µηδενίζεται (όπως υποθέσαµε παραπάνω), ϑα είναι αναγκαία

ℓ = 0. Τότε, όµως, η (5) συνεπάγεται ότι k = 0, άρα τελικά <k, ℓ, m> = <0,0, 0>

(άτοπο). Συνεπώς, m , 0, όπως ισχυριστήκαµε.

Γυρίζοντας πίσω στην υπόθεση P3 = P1 ∨P2, ϐλέπουµε ότι αυτή συνεπάγεται

τις (1), (2) και την

(7) a3k + b3ℓ + c3m = 0.

΄Αρα, λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν τις (1),(2), (7), καθώς και τις (3), (4), που ήδη ισχύουν,

έχουµε διαδοχικά τις σχέσεις :

c3 − rc1 − sc2 = −(a3k + b3ℓ)m
−1
+

+r(a1k + b1ℓ)m
−1
+ s(a2k + b2ℓ)m

−1
=

= (−a3 + ra1 + sa2)km−1
+ (−b3 + rb1 + sb2)km−1

= 0,
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η οποία αποδεικνύει την τρίτη των (ii), όπως Ϲητούσαµε.

Στη διατύπωση της άσκησης επισηµαίνουµε ότι τα r και s είναι κατάλληλα

στοιχεία του D∗. Το "κατάλληλα" προφανώς αναφέρεται στο ότι αυτά συνδέονται

µε τα [ai , bi , ci ] µε τις σχέσεις που ϐρήκαµε κατά την επίλυση του συστήµατος

(3) και (4). Ας δικαιολογήσουµε γιατί r, s ∈ D∗: αν r = 0 (ή s = 0), τότε το P3 ϑα

συµπίπτει µε το P2 (ή, αντιστοίχως, µε το P1), πράγµα που αντιβαίνει την αρχική

υπόθεση για τα P1, P2, P3.

Τέλος, σηµειώνουµε ότι µπορούµε να αναπτύξουµε µία ϑεωρία οριζουσών

στο πλαίσιο των διαιρετικών δακτυλίων, µε ιδιότητες ανάλογες προς αυτές των

συνήθων οριζουσών. Στην περίπτωση αυτή, οι συνθήκες (i) και (ii) είναι ισοδύνα-

µες µε τη συνθήκη ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

που συµπίπτει µε την (3.1.14) όταν D = R.

6.3.7(6). Κάθε προβολικό επίπεδο, που προκύπτει από έναν διαιρετικό δακτύ-

λιο D, είναι επίπεδο Desargues. Για να είναι επίπεδο του Πάππου πρέπει το D

να είναι σώµα [ϐλ. ΄Ασκηση 6.3.7(4)], πράγµα που δεν ισχύει για οποιοδήποτε

διαιρετικό δακτύλιο, όπως προκύπτει από το παράδειγµα των πραγµατικών τε-

τράδων [ϐλ. ΄Ασκηση 6.1.22(8)]. ΄Ετσι, το προβολικό επίπεδο που κατασκευάζεται

από τον διαιρετικό δακτύλιο των πραγµατικών τετράδων είναι επίπεδο Desargues

αλλά όχι επίπεδο του Πάππου.

6.4.3(1). Αν [x, y, z] είναι τυχόν σηµείο της <0,1,0>, τότε (από τον ορισµό της

σχέσης της σύµπτωσης) προκύπτει ότι y = 0. Επίσης, επειδή [x, y, z] , [0, 0,1],
είναι και x , 0. Εποµένως,

[x, y, z] = [x, 0, z] = [x(1, 0, x−1z)] = [1, 0, p],

όπου p = x−1z ∈ D. Ιδιαιτέρως, για p = 0 παίρνουµε το O = [1,0, 0] της

<0,1,0>.

Επειδή κάθε κλάση της µορφής [1, 0, p] καθορίζεται πλήρως από το p ∈ D,

δηµιουργείται η δυνατότητα της σύνδεσης του D µε το R, όπως δείχνεται και

τυπικά στο Θεώρηµα 6.4.2.

6.4.3(3). Αν p = 0, τότε

( * ) f (p · q) = f (0) = [1, 0,0] = O,

ενώ

f (p) ∗ f (q) = [1, 0,0] ∗ f (q) = O ∗ f (q) = h f (q)(O) = O
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(αφού το O είναι το κέντρο της h f (q)). ΄Αρα έχουµε την (6.4.3).

Αν q = 0, τότε πάλι ισχύει η ( * ) και

f (p) ∗ f (q) = f (p) ∗ [1,0, 0] = f (p) ∗ O = h f (p)(O) = O

(επειδή το O είναι το κέντρο και της h f (p)). Εποµένως καταλήγουµε στην (6.4.3).

Στην περίπτωση p = q = 0 έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα, επειδή ισχύει η ( * )

και f (p) ∗ f (q) = [1, 0,0] ∗ [1,0, 0] = O ∗ O = O.

6.5.3(2). Το F := {0,1} αποτελεί, κατά τρόπον τετριµµένο, σώµα, ΄Αρα, το P2(F )
αποτελεί επίπεδο του Πάππου. Απ᾿ το άλλο µέρος, έχουµε ϐρεί (ϐλ. Παράδειγµα

6.1.21) ότι ο διαιρετικός δακτύλιος του προβολικού επιπέδου των 7 σηµείων

είναι ισόµορφος µε το Z2. Εποµένως, ταυτίζοντας το F µε το Z2, το Θεώρηµα

6.5.1 αποδεικνύει ότι το P2(F ) είναι ισόµορφο µε το επίπεδο των 7 σηµείων.

Ανάλογα πρός το Σχήµα 6.7, τώρα έχουµε το επόµενο :

Z2 ≡ F

P7

� -==
==
==
==
==
==
=⇒

P2(F )

=============⇒

όπου P7 συµβολίζει το προβολικό επίπεδο των 7 σηµείων.

6.5.3(3). Μπορούµε να γράψουµε ότι P2 = P2(R). Το τελευταίο είναι επίπεδο

του Πάππου, κάτι που δεν συµβαίνει οπωσδήποτε και για το P2(R), αν το R είναι

µόνον διαιρετικός δακτύλιος.

6.5.3(4). Μετά την ταύτιση τυχόντος προβολικού επιπέδου R µε το RP = P2(R)
(ϐλ. Θεώρηµα 6.5.1), το ανάλογο του Θεωρήµατος 6.3.5 για D = R δίνει τις

ισοµορφίες

H(A, ℓ) � H([I, O, O], <I, O,O>) � M̃ � (R∗, ·), αν A < ℓ,

E(A, ℓ) � E([O,O, I ], <I, O, O>) � M̃′ � (R,+), αν A ∈ ℓ,

όπου, κατά το Λήµµα 6.3.4, M̃ είναι το σύνολο των πινάκων της µορφής

M =



P 0 0

0 1 0

0 0 1

 , όπου P ∈ R∗,



Υποδείξεις λύσεων 283

και M̃′ το σύνολο των πινάκων της µορφής

M ′ =



1 0 Q

0 1 0

0 0 1

 , όπου Q ∈ R.

Επειδή το O (αντιστ. I ) αντιπροσωπεύει το µηδενικό (αντιστ. µοναδιαίο) στοι-

χείο του R, στις παραπάνω σχέσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα σύµβολα

0 και 1 αντί των O και I, σε πλήρη αναλογία µε τα Θεωρήµατα 3.3.13, 3.4.3 και

6.3.5.

7.1.18(7). Πρόκειται περί του (πλήρους) τριγώνου (ϐλ. Ορισµό 4.2.1).

7.2.11(1). ΄Εστω K µία κωνική. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι ορίζεται από

το δεδοµένο P, τυχόν άλλο σηµείο της P′ και µία κατάλληλη προβολικότητα

Π : J (P)→ J (P′). Ορίζουµε την απεικόνιση J (P) ∋ k 7−→ k ∧Π (k) ∈ K , η οποία

είναι προφανώς επί. Ελέγχουµε ότι είναι και 1 – 1: αν k1 ∧ Π (k1) = k2 ∧ Π (k2),
τότε

k1 = O ∨
(
k1 ∧ Π (k1)

)
= O ∨

(
k2 ∧ Π (k2)

)
= k2.

Εποµένως, το 1 – 1 και επί της προηγουµένης απεικόνισης και ο ορισµός της

κωνικής σηµειοσειράς οδηγούν στην

|J (O)| =
∣∣∣{k ∧ Π (k) | k ∈ J (P)

}∣∣∣ = |K|.

7.2.11(2). ΄Εστω ότι η κωνική σηµειοσειρά K κατασκευάζεται µέσω µιας προ-

ϐολικότητας π = π(O,O′, ℓ). Τότε η K ϑα περιέχει τα σηµεία της µορφής

P = m ∧ π(m) = m ∧
(
(m ∧ ℓ) ∨ O′), ∀ m ∈ J (O).

Αλλά τα προηγούµενα σηµεία ανήκουν και στηνm, η οποία περιέχει τουλάχιστον

3 διαφορετικά σηµεία. Εποµένως, ϑα υπήρχαν ευθείες που ϑα είχαν τουλάχιστον

3 διαφορετικά σηµεία κοινά µε την K .

7.2.11(3). Τα λαµβανόµενα εξακόρυφα είναι τόσα όσα και οι διαφορετικοί τρό-

ποι µε τους οποίους µπορούµε να ονοµάσουµε τα σηµεία, όπως ABCDEF ,

ACBDEF κ.ο.κ. Κάθε τέτοια διάταξη δηµιουργεί και τις αντίστοιχες εξάδες πλευ-

ϱών, µε τις οποίες ορίζεται κάθε εξακόρυφο. Λαµβάνοντας υπ᾿ όψιν ότι A ∨ B =

B ∨ A κλπ., έχουµε 60 διαφορετικά εξακόρυφα.

7.3.4(1). Θεωρούµε το εξακόρυφο P1P2P3P4P5X , όπου X := (P1 ∨ D3) ∧ ℓ και

ℓ ∈ J (P5). Επίσης, έχουµε και τις σχέσεις

D2 := (P2 ∨ P3) ∧ ℓ και D3 := (P3 ∨ P4) ∧ (D1 ∨ D2).
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Αν συµβολίζουµε µε D̄1, D̄2 και D̄3 τα διαγώνα σηµεία του P1P2P3P4P5X , τότε

έχουµε ότι

D̄1 = (P1 ∨ P2) ∧ (P4 ∨ P5) = D1

D̄2 = (P2 ∨ P3) ∧ (P5 ∨ X) = (P2 ∨ P3) ∧ ℓ = D2,

επειδή ℓ ∈ J (P5) και X ∈ ℓ, ενώ

(1) D̄3 = (P3 ∨ P4) ∧ (X ∨ P1).

Από τον ορισµό του X προκύπτει ότι τα X, P1, D3 είναι συγγραµµικά, άρα

(2) X ∨ P1 = P1 ∨ D3 = X ∨ D3,

οπότε η (1) µετασχηµατίζεται στην

(3) D̄3 = (P3 ∨ P4) ∧ (X ∨ D3).

΄Οµως,

(X ∨ D3) ∋ D3 ∈ P3 ∨ P4 και X ∨ D3 , P3 ∨ P4,

άρα η (3) δίνει ότι D̄3 = D3.

Επειδή τα διαγώνια σηµεία του P1P2P3P4P5X συµπίπτουν µε τα D1, D2, D3,

που είναι ήδη συγγραµµικά, συνάγεται ότι τα P1, P2, P3, P4, P5, X ανήκουν στην

K , άρα X ∈ K .

Ας επαληθεύσουµε ότι X ∨ D3 , P3 ∨ P4, όπως ισχυριστήκαµε πιο πάνω: αν

δεν συνέβαινε αυτό, τότε [λόγω και της (2)] ϑα είχαµε ότι

P3 ∨ P4 = X ∨ D3 = X ∨ P1.

Αλλά έτσι η ευθεία P3 ∨ P4 ϑα περιείχε τρία (διαφορετικά) σηµεία της K , τα

P1, P3, P4, που είναι άτοπο κατά το Πόρισµα 7.2.10.

7.3.4(2). Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 7.2.11(3), ϑα υπάρχουν 60 ευθείες, όχι

απαραιτήτως όλες διαφορετικές µεταξύ τους.
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Στον πίνακα δίνονται τα κυριότερα σύµβολα, που έχουν κάποιο σταθερό νόηµα, µαζί µε
µία σύντοµη περιγραφή τους και τη σελίδα της πρώτης εµφάνισής τους.

Κεφάλαιο 1

P σύνολο σηµείων 18

L σύνολο ευθειών 19

I σχέση σύµπτωσης 19

k//ℓ παράλληλες ευθείες 20

k //—ℓ ευθείες µη παράλληλες 22

(P,L,I) συσχετισµένο επίπεδο 20

— " — προβολικό επίπεδο 25

P ∨ Q ένωση των σηµείων P και Q 21

— " — ϐλ. επίσης και σελίδα 25

k ∧ ℓ τοµή των ευθειών k και ℓ 22

— " — ϐλ. επίσης και σελίδα 25

(P∗,L∗,I∗) δυϊκό προβολικό επίπεδο 33

J (m) σηµειοσειρά ή δέσµη σηµείων της ευθείας m 34

J (O) δέσµη ευθειών του σηµείου O 34

|J (O)| ισχύς της δέσµης ευθειών J(O) 36

#J (O) άλλος συµβολισµός της ισχύος της J(O) 36

|J (m)| ισχύς της σηµειοσειράς J(m) 36
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π = π(k, ℓ, O) προοπτικότητα 40

k
O

∧ ℓ άλλος συµβολισµός της προοπτικότητας 40

Π προβολικότητα 42

ℓ· := [ ℓ ] κλάση των παραλλήλων προς την ℓ ευθειών 47

ε∞ ιδεατή ή κατ᾿ εκδοχήν ευθεία 47

P+ το σύνολο P ∪ ε∞ 47

P+ τα σηµεία του P+ 47

ℓ∗ το σύνολο J(ℓ) ∪ { ℓ· } 47

L+ το σύνολο {ℓ∗ | ℓ ∈ L} ∪ {ε∞} 47

ℓ+ οι ευθείες του L+ 47

(P+,L+,I+) η πλήρωση συσχετισµένου επιπέδου 48

P− το σύνολο P − J(ℓo) 50

k− το σύνολο J(k) − {k ∧ ℓo} 50

L− το σύνολο των ευθειών της µορφής k− 50

(P−,L−,I−) η αποπλήρωση προβολικού επιέδου 51

Κεφάλαιο 2

(φ, ψ) µορφισµός προβολικών επιπέδων 58

P(P) το δυναµοσύνολο του P 62

L̃ το σύνολο J(L) 62

1P η ταυτοτική απεικόνιση του P 62

(φ2, ψ2) ◦ (φ1, ψ1) σύνθεση µορφισµών 64

— " — ϐλ. και σύνθεση συγγραµµικοτήτων, σελίδα 65

(φ, ψ)−1 αντίστροφος ισοµορφισµός 64

— " — ϐλ. και αντίστροφη συγγραµµικότητα, σελίδα 66

Aut(P) η οµάδα των συγγραµµικοτήτων του P 65

L(A, ℓ) το σύνολο συγγραµµικοτήτων µε κέντρο A και

άξονα ℓ 70
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H(A, ℓ) το σύνολο των οµολογιών µε κέντρο A και άξονα ℓ 70

E(A, ℓ) το σύνολο των επάρσεων µε κέντρο A και άξονα ℓ 70

Κεφάλαιο 3

R∗ το σύνολο R − {0} 88

Π(α, ̙, γ) το επίπεδο του R3 µε συντελεστές (α, ̙, γ) 89

R
3
∗ το σύνολο R3 − {(0, 0,0)} 89

[a, b, c] η κλάση ισοδυναµίας του (a, b, c) 89

Pα το σύνολο των κλάσεων [a, b, c], µε (a, b, c) ∈ R3
∗ 90

Lα το σύνολο των κλάσεων < α, ̙, γ >, µε (α, ̙, γ) ∈ R3
∗ 90

P
α
2 το προβολικο επιπεδο (Pα,Lα , ∈) 91

το σύνολο των πινάκων της µορφής

M̃


t 0 0

0 1 0

0 0 1

 , t ∈ R∗ 108

— " — ϐλ. και πίνακες µε στοιχεία του D∗, σελίδα 197

το σύνολο των πινάκων της µορφής

M̃′


0 0 s

0 1 0

0 0 1

 , s ∈ R 119

— " — ϐλ. και πίνακες µε στοιχεία του D, σελίδα 197

Κεφάλαιο 4

(A, ℓ, P, P′) προσδιοριστική τετραδα 126

E(ℓ) το σύνολο των επάρσεων µε κοινόν άξονα ℓ 131

ABC τρίγωνο µε κορυφές A,B, C 136

Κεφάλαιο 6

R το σύνολο J (k) − {S} 176

εP η έπαρση της E(S, ℓ) µε εP(O) = P 176

ε η απεικόνιση R ∋ P 7→ εP ∈ E(S, ℓ) 177

P + Q αθροισµα σηµείων του R 178
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(R,+) η προσθετική οµάδα R 178

−P το αντίθετο του P ∈ R 179

R∗ το σύνολο R − {O} 179

hP η οµολογία της H(O, ℓ) µε hP (I) = P 179

h η απεικόνιση R∗ ∋ P 7→ hP ∈ H(O, ℓ) 179

P ∗ Q γινόµενο σηµείων του R∗ 180

(R∗, ∗) η πολλαπλασιαστική οµάδα R∗ 180

P−1 το αντίστροφο του P ∈ R∗ 180

hP η οµολογία της H(S, ℓo) µε hP(I) = P 184

(R,+, ∗) ο διαιρετικός δακτύλιος επίπέδου Desargues 186

(D,+, ·) διαιρετικός δακτύλιος (γενικώς) 186

— " — ϐλ. επίσης και στο Παράρτηµα, σελίδα 249

(PD,LD, ∈) το προβολικό επίπεδο που κατασκευάζεται

από έναν διαιρετικό δακτύλιο D 194

P2(D) ισοδύναµος συµβολισµός του PD 212

Κεφάλαιο 7

EFGH τετρακόρυφο µε κορυφές E, F, G,H 218

H(AB, CD) αρµονική τετράδα σηµείων 221

efgh τετράπλευρο µε πλευρές e, f, g, h 226

H(ab, cd) αρµονική τετράδα ευθειών 227

K κωνική σηµειοσειρά ή δέσµη 231

P1P2P3P4P5P6 εξακόρυφο µε κορυφές P1, P2, P3, P4, P5, P6 233

tA η εφαπτοµένη κωνικής σηµειοσειράς στο

σηµείο A 239

α1α2α3α4α5α6 εξάπλευρο µε πλευρές α1, α2, α3, α4, α5, α6 241
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Αξίωµα (F)[του Fano], 219

άξονας

– προοπτικότητας, 138

– σηµειοσειράς, 34

– συγγραµµικότητας, 67

αποπλήρωση, 51

αρµονική συζυγής, 227

αρµονική τετράδα

– ευθειών, 227

– σηµείων, 221

αρµονικό συζυγές, 221

αρµονικό σύνολο

– ευθειών, 227

– σηµείων, 221

αρχή του δυϊσµού, 31, 33

Γεωµετρία Klein, 66

∆ακτύλιος, 248

– διαιρετικός, 249

– µε µονάδα, 249

– µεταθετικός, 249

δέσµη

– ευθειών, 34

– σηµείων, 34

διαγώνια σηµεία

– εξακορύφου, 234

– τετρακορύφου, 219

διαγώνιες ευθείες

– εξαπλεύρου, 241

– τετραπλεύρου, 227

διαγώνιο τρίγωνο

– τετρακορύφου, 219

– τετραπλεύρου, 227

διαιρετικός δακτύλιος, 186, 249

– προβολικού επιπέδου, 186

– του επιπέδου των 7 σηµείων, 187

– των πραγµατικών τετράδων, 189

– των τετραδικών αριθµών, 189

διατήρηση

– παραλληλίας, 64

– συγγραµµικότητας σηµείων, 64

– σύµπτωσης, 58, 64

δυϊκή πρόταση, 31

Ελαχίστη ισχύς

– προβολικού επιπέδου, 38

– συσχετισµένου επιπέδου, 24

ένωση σηµείων, 21, 25

εξάγωνο, 242

εξακόρυφο, 233

εξάπλευρο, 241

έπαρση, 70

επέκταση µορφισµού, 84

επίπεδο

– προβολικό, 25

– κλασικό, 54

– συσχετισµένο, 20

επιτρεπτές ϑέσεις, 78

ευθεία, 19, 24

– αρµονική συζυγής, 227

– ιδεατή, 48

– κατ᾿ εκδοχήν, 48

– πραγµατική , 48
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– του Πάππου, 159

– του Pascal, 238

ευθείες

– διαγώνιες

– εξαπλεύρου, 241

– τετραπλεύρου, 227

– παράλληλες, 20

εφαπτοµένη κωνικής, 231

Θεώρηµα

– Θεµελιώδες της Προβολικής

– Α΄ µορφή, 45

– πλήρης µορφή, 169

– Πάππου, 168

– Brianchon, 242

– Desargues, 145

– Pascal, 238

– Steiner, 237

– Wedderburn, 187

Ισόµορφα

– προβολικά επίπεδα, 58

– σύνολα, 57

ισοµορφισµός

– δακτυλίων, 249

– δοµής, 57

– οµάδων, 248

– προβολικών επιπέδων, 58

– συσχετισµένων επιπέδων, 65

ισχύς

– δέσµης ευθειών, 36

– σηµειοσειράς, 36

Κέντρο

– δέσµης ευθειών, 34

– προοπτικότητας, 40, 137

– συγγραµµικότητας, 67

κορυφές

– αντικείµενες/απέναντι

– εξακορύφου, 234

– εξαπλεύρου, 241

– τετραπλεύρου, 227

κορυφή

– εξακορύφου, 233

– εξαπλεύρου, 241

– τετρακορύφου, 218

– τετραπλεύρου, 226

– τριγώνου, 136

κωνική

– δέσµη, 231

– σηµείο επαφής της, 231

– σηµειοσειρά, 231

– εφαπτοµένη της, 231

Μονάδα δακτυλίου, 249

µορφισµός, 56

– δακτυλίων, 249

– προβολικών επιπέδων, 58

– 1–1, 58

– επί, 58

– συσχετισµένων επιπέδων, 65

Οµάδα, 247

– αβελιανή, 248

– µεταθετική, 248

– τετριµµένη, 248

οµογενείς συντεταγµένες, 212

οµόλογες

– κορυφές, 137

– πλευρές, 138

οµολογία, 70

οµοµορφισµός

– δακτυλίων, 249

– οµάδων, 248

Πίνακας

– έπαρσης, 119

– οµολογίας, 110

πλευρά

– εξακορύφου, 233

– εξαπλεύρου, 241

– τετρακορύφου, 219
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– τετραπλεύρου, 226

– τριγώνου, 136

πλευρές

– αντικείµενες/απέναντι

– εξακορύφου, 234

– εξαπλεύρου, 241

– τετρακορύφου, 219

πλήρωση, 48

πράξη

– πολλαπλασιασµού, 180, 247

– πρόσθεσης, 178, 248

προβολικό επίπεδο, 25

– Desargues, 127, 145

– δυϊκό, 32

– πεπερασµένο, 36

– πραγµατικό διάστασης 2, 27

– των επτά σηµείων, 25

– Πάππου, 158, 168

προβολικότητα, 42

προοπτικότητα, 40

προσδιοριστική τετραδα, 126

Σηµεία συγγραµµικά, 20

σηµείο, 18, 24

– αρµονικό συζυγές, 221

– διαγώνιο

– εξακορύφου, 234

– τετρακορύφου, 219

– επαφής κωνικής, 231

– ιδεατό, 47

– κατ᾿ εκδοχήν, 47

– κοινό, 22

– πραγµατικό, 47

– του Brianchon, 242

σηµειοσειρά, 34

στοιχείο

– αντίστροφο, 247

– µοναδιαίο, 247

– ουδέτερο, 247

στοιχειώδης απεικόνιση, 35

συγγραµµικότητα, 65

– αξονική, 67

– κεντρική, 67

– συσχετισµένη, 84

σύµπτωση, ϐλέπε σχέση σύµπτωσης

συνθήκη

– (D) [Desargues], 138

– (Π) [Πάππου], 159

σχέση σύµπτωσης, 19, 24

σχήµα (πλήρες) του Πάππου, 159

σώµα, 249

Τάξη προβολικού επιπέδου, 39

τετράπλευρο, 226

τετρακόρυφο, 218

τοµή ευθειών, 22, 25

τρίγωνα προοπτικά

– ως προς άξονα, 138

– ως προς κέντρο, 137

τρίγωνο, 136

– διαγώνιο τετρακορύφου, 219

– διαγώνιο τετραπλεύρου, 227

Υποοµάδα, 248

Χαρακτηριστική επιπέδου

του Πάππου, 243
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