
Pijanìthtec I. Ask seic 5

Suneqeic katanomec

1. An h tuqaÐa metablht  X èqei puknìthta fX(x) = 1
2x2

1|x|≥1, na brejeÐ h puknìthta thc

Y := X2.

2. An h tuqaÐa metablht  X èqei puknìthta fX(x) = e−x1x≥0, na brejeÐ h puknìhthta thc

Y :=

X an X ≤ 1,

1/X an X > 1.

3. An h tuqaÐa metablht  X èqei puknìthta fX(x) = λe−λx1x≥0 ìpou λ eÐnai mia jetik  stajer�

(dhlad  hX akoloujeÐ thn ekjetik  katanom  me par�metro λ), na deiqjeÐ ìti h Y = [X] (akèraio

mèroc tou X) akoloujeÐ thn gewmetrik  katanom 1. Poi� eÐnai h mèsh tim  thc Y ?

4. H tuqaÐa metablht  X èqei puknìthta fX(x) = cx−r1x≥1, ìpou oi c, r eÐnai jetikèc stajerèc.

(a) Poièc eÐnai oi epitreptèc timèc tou r?

(b) Na brejeÐ h tim  thc stajer�c c sunart sei tou r.

(g) Gia poièc timèc tou r isqÔei EX <∞?

5. (a) An h U akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto di�sthma (0, 1), tìte gia a < b h

X := a+ (b− a)U

akoloujeÐ thn omoiìmorfh sto (a, b).

(b) An h X akoloujeÐ omoiìmorfh katanom  sto di�sthma (a, b), ìpou a < b, tìte h

U :=
X − a
b− a

akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto (0, 1).

6. 'Estw θ > 0. Upojètoume ìti h tuqaÐa metablht  U akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto

di�sthma (0, 1).

(a) ApodeÐxte ìti h tuqaÐa metablht  X := − log(U)/θ akoloujeÐ thn ekjetik  katanom  me

par�metro θ.

(b) BreÐte thn puknìthta thc tuqaÐac metablht c2 Y := log
(

U
1−U

)
.

7. An h X akoloujeÐ omoiìmorfh katanom  se k�poio di�sthma (a, b), X ∼ U(a, b), kai èqei mèsh

tim  µ = 5 kai diaspor� σ2 = 3 na breÐte touc arijmoÔc a, b. EpÐshc na upologÐsete akrib¸c

1Aut n pou metr�ei to arijmì apotuqi¸n wc thn pr¸th epituqÐa se mia akoloujÐa peiram�twn. Sto biblÐo tou k.

KoÔtra, gewmetrikh onom�zetai aut  pou metr�ei arijmì prospajei¸n wc thn pr¸th epituqÐa, h opoÐa isoÔtai me thn

prohgoÔmenh auxhmènh kat� èna.
2H sugkekrimènh Y lème ìti akoloujeÐ thn Logistik  (Logistic) katanom .
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thn pijanìthta P (|X − µ| > 2) kai na thn sugkrÐnete me to �nw fr�gma pou dÐnei h anisìthta

Chebychev.

8. RÐqnoume èna z�ri kai an emfanisteÐ h èndeixh i tìte dialègoume tuqaÐa ènan arijmì, èstw X,

apì to di�sthma (0, i) (sÔmfwna me thn omoiìmorfh katanom  U(0, i)). BreÐte thn puknìthta thc

X. Kat� mèso ìro poion arijmì dialègoume?

9. (Katanom  Weibul) 'Estw c > 0. 'Otan h X akoloujeÐ ekjetik  katanom  me par�metro θ > 0

tìte lème ìti h tuqaÐa metablht  Y = X1/c akoloujeÐ thn katanom  Weibul me paramètrouc c

kai θ. BreÐte thn sun�rthsh puknìthtac thc Y .

10. H tuqaÐa metablht  X akoloujeÐ thn ekjetik  katanom  me k�poia par�metro θ > 0.

H X parist�nei to qrìno zw c (se èth) enìc hlektronikoÔ exart matoc. O kataskeuast c

prosfèrei eggÔhsh a = 2 et¸n, kai autì eÐnai to mègisto a ètsi ¸ste toul�qiston to 95% twn

exarthm�twn na leitourgoÔn toul�qiston mèqri to qrìno eggÔhshc (¸ste na mhn qrei�zetai na

ta antikatast sei). Poiìc eÐnai o mèsoc qrìnoc zw c twn exarthm�twn, kai poia h diaspor� tou

qrìnou zw c twn exarthm�twn?

11. To b�roc X enìc koutioÔ anayuktikoÔ akoloujeÐ kanonik  katanom  me mèsh tim  µ = 330gr

kai tupik  apìklish σ = 10gr. BreÐte

(a) Thn pijanìthta ìpwc èna tuqaÐa epilegmèno koutÐ èqei b�roc megalÔtero twn 340gr.

(b) Thn pijanìthta ìpwc èna tuqaÐa epilegmèno koutÐ èqei b�roc mikrìtero twn 310gr.

(g) Thn pijanìthta ìpwc èna tuqaÐa epilegmèno koutÐ èqei b�roc metaxÔ twn 310gr kai twn 340gr.

(d) Thn pijanìthta ìpwc metaxÔ dèka tuqaÐa epilegmènwn kouti¸n, to polÔ 8 apì aut� èqoun

b�roc mikrìtero twn 340gr.

(e) Ton anamenìmeno arijmì kouti¸n, metaxÔ dèka tuqaÐa epilegmènwn kouti¸n, pou èqoun b�roc

mikrìtero twn 340gr.

12. Gia mia suneq  katanom , o arijmìc a lègetai di�mesoc thc katanom c an P (X ≥ a) =

P (X ≤ a), ìpou h tuqaÐa metablht  X akoloujeÐ thn dedomènh katanom .

(a) Na deiqjeÐ ìti k�je suneq c katanom  èqei toul�qiston èna di�meso.

(b) Poiìc eÐnai ènac di�mesoc gia thn katanom  N(µ, σ2)? EÐnai monadikìc?

13. Na brejeÐ ènac di�mesoc gia thn ekjetik  katanom  me par�metro λ.

14. An X ∼ exp(λ), na deiqjeÐ ìti gia k ∈ N isqÔei

E(Xk) =
k!

λk
.

15. 'Estw ìti X ∼ N(µ, σ2). An P (X > 1.85) = 0.2 kai P (X > 1.70) = 0.9 na brejoÔn ta

µ, σ2. DÐnetai ìti Φ−1(0.8) = 0.85,Φ−1(0.9) = 1.29
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16. An X ∼ N(0, 1), na deiqjeÐ ìti X2 ∼ Γ(1/2, 1/2).

*17. An Z ∼ N(0, 1) kai f : R → R eÐnai paragwgÐsimh me suneq  par�gwgo kai me {x ∈ R :

f(x) 6= 0} fragmèno, na deiqjeÐ ìti

E(f ′(X)) = E(Xf(X)).

18. UpologÐste tic apìlutec ropèc E|Z|p, p > 0, ìtan h Z akoloujeÐ tupopoihmènh kanonik 

N(0, 1) sunart sei thc sun�rthshc G�mma, kai deÐxte ìti E|X − µ| = σ
√

2
π
ìtan X ∼ N(µ, σ2).

*19. An h F eÐnai sun�rthsh katanom c miac tuqaÐac metablht c, tìte xèroume ìti ikanopoieÐ

ta ex c:

(i) eÐnai aÔxousa,

(ii) eÐnai dexi� suneq c,

(iii) limx→−∞ F (x) = 0,

(iv) limx→∞ F (x) = 1.

AntÐstrofa t¸ra, upojètoume ìti mia F : R → R ikanopoieÐ tic (i)-(iv), kai epiplèon ìti eÐnai

gnhsÐwc aÔxousa kai suneq c. Kai èstw U tuqaÐa metablht  me katanom  thn omoiìmorfh sto

(0, 1). OrÐzoume thn tuqaÐa metablht 

X := F−1(U).

Na deiqjeÐ ìti h X èqei sun�rthsh katanom c F .

Sqìlio: H upìjesh ìti h F eÐnai gnhsÐwc aÔxousa kai suneq c den qrei�zetai. QwrÐc aut n,

orÐzei kaneÐc gia t ∈ [0, 1]

F−1(t) := inf{x ∈ R : F (x) ≥ t}.
Kai apodeiknÔetai p�li ìti h F−1(U) èqei sun�rthsh katanom c F .

SumperaÐnoume loipìn ìti

(a) K�je F pou ikanopoieÐ tic (i)-(iv) eÐnai sun�rthsh katanom c k�poiac tuqaÐac metablht c,

p.q., thc F−1(U). Kai epomènwc oi sunj kec (i)-(iv) eÐnai ikanèc kai anagkaÐec ¸ste mia sun�r-

thsh na eÐnai sun�rthsh katanom c miac tuqaÐac metablht c.

(b) An èqoume èna mhqanismì pou par�gei mÐa tuqaÐa metablht  U me katanom  omoiomorfh sto

(0, 1), tìte mporoÔme na parag�goume opoiad pote �llh tuqaÐa metablht  mèsw tou metasqhma-

tismoÔ F−1(U). ArkeÐ bèbaia na mporoÔme na upologÐsoume thn F−1. Autì k�name sthn �skhsh

6(a).
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Apant seic

1. UpologÐzoume thn sun�rthsh katanom c thc Y . Gia t ∈ R èqoume

FY (t) := P (Y ≤ t) = P (X2 ≤ t),

to opoÐo eÐnai 0 gia t < 1 giatÐ h X paÐrnei me pijanìthta 1 timèc me apìluth tim  ≥ 1. Gia t ≥ 1,

P (X2 ≤ t) = P (|X| ≤
√
t) =

∫
|x|≤
√
t

fX(x) dx =

∫ −1
−
√
t

1

2x2
dx+

∫ √t
1

1

2x2
dx = 1− 1

t
.

'Ara h FY eÐnai suneq c (sto R) kai diaforÐsimh sto R\{1} me suneq  par�gwgo sto Ðdio sÔnolo.
Apo gnwst  prìtash (blèpe full�dio sumplhrwm�twn jewrÐac), èpetai ìti h katanom  thc Y

èqei puknìthta fY (t) = t−21t≥1.

2. 'Omoia ìpwc sthn prohgoÔmenh �skhsh, FY (t) = 0 gia t < 0 kai FY (t) = 1 gia t > 1, en¸ gia

t ∈ [0, 1] èqoume

FY (t) = P (Y ≤ t) = P (Y ≤ t,X ≤ 1) + P (Y ≤ t,X > 1) = P (X ≤ t) + P (1/X ≤ t)

= FX(t) + 1− FX(1/t).

ProkÔptei ìti h FY eÐnai suneq c (sto R), kai gia t ∈ (0, 1) h teleutaÐa sqèsh gia thn FY dÐnei

me parag¸gish

F ′Y (t) = fX(t) + t−2fX(1/t) = e−t + t−2e−1/t.

Dhlad  h F ′Y up�rqei kai eÐnai suneq c sto sumpl rwma enìc peperasmènou sunìlou (tou {0, 1}).
Apo gnwst  prìtash èpetai ìti mia puknìthta gia thn Y eÐnai h

fY (t) =

e−t + t−2e−1/t an t ∈ (0, 1),

0 an t ∈ R \ (0, 1).

3. Epeid  P (X ≥ 0) = 1, èqoume ìti o Y eÐnai me pijanìthta 1 ènac mh arnhtikìc akèraioc. Gia

k ∈ Z, k ≥ 0,

P ([X] = k) = P (k ≤ X < k + 1) = λ

∫ k+1

k

e−λx dx = e−λk − e−λ(k+1) = e−λk(1− e−λ).

Gewmetrik  me par�metro p = 1− e−λ.

4. (a) r > 1. (b) c = r − 1. (g) r > 2.

6. (b) Gia t ∈ R,

FY (t) = P

(
U

1− U
≤ et

)
= P

(
U ≤ et

1 + et

)
=

1

1 + e−t
.

Puknìthta fY (t) = F ′Y (t) = e−t(1 + e−t)−2 gia k�je t ∈ R.

7. a = 2, b = 8. H zhtoÔmenh pijanìthta eÐnai 2/6=1/3. To fr�gma apì thn anisìthta

Chebyshev eÐnai 3/4.
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8. 'Eqoume peÐrama se dÔo b mata. Wc sun jwc, desmeÔoume wc proc to ti ègine sto pr¸to b ma.

'Estw N h tuqaÐa metablht  pou katagr�fei to apotèlesma thc rÐyhc tou zarioÔ. Profan¸c

FX(t) = 0 gia t < 0 kai FX(t) = 1 gia t > 6, en¸ gia t ∈ [0, 6] èqoume

P (X ≤ t) =
6∑
i=1

P (X ≤ t |N = i)P (N = i) =
1

6

6∑
i=1

min{i, t}
i

=
1

6

(
[t] + t

6∑
t<i≤6

1

i

)
.

H trÐth èkfrash èkfrash gia thn sun�rthsh katanom c thc X deÐqnei ìti aut  eÐnai suneq c. H

teleutaÐa deÐqnei ìti h FX eÐnai diaforÐsimh sto R \ {0, 1, . . . , 6} me suneq  par�gwgo sto Ðdio

dÔnolo. 'Ara mia puknìthta gia thn X eÐnai h

fX(t) =

1
6

∑6
t<i≤6

1
i

an t ∈ (0, 6),

0 diaforetik�.

'Epeita, E(X) =
∫
R tfY (t) dt = ... = 7/4. O upologismìc autìc eÐnai pio �mesoc me qr sh thc

desmeumènhc mèshc tim c, thn opoÐa den èqoume kalÔyei akìmh.

9. 'Omoia ìpwc sthn 'Askhsh 1, FY (t) = 0 gia t < 0, en¸ gia t ≥ 0 èqoume

FY (t) = P (X1/c ≤ t) = P (X ≤ tc) = FX(tc).

ProkÔptei ìti h FY eÐnai suneq c (sto R), kai gia t > 0 h teleutaÐa sqèsh gia thn FY dÐnei me

parag¸gish

F ′Y (t) = fX(tc) c tc−1.

Dhlad  h F ′Y up�rqei kai eÐnai suneq c sto sumpl rwma enìc peperasmènou sunìlou (tou {0}
an c ≤ 1 kai tou ∅ an c > 1). Apo gnwst  prìtash èpetai ìti mia puknìthta gia thn Y eÐnai h

fY (t) = θce−θt
c

tc−11t>0.

10. To mègisto a pou ikanopoieÐ thn P (X ≥ a) ≥ 0.95, dhlad  thn e−aθ ≥ 0.95, eÐnai to

a = − log 0.95
θ

. Apì ta dedomèna, autì eÐnai to 2. Epomènwc

θ = − log 0.95

2
≈ 0.02564.

O mèsoc ìroc thc kai h diaspor� thc X eÐnai antÐstoiqa 1/θ ≈ 39, 1/θ2 ≈ 1520.

11. Ja qrhsimopoi soume to ìti h tuqaÐa metablht  Z := (X−µ)/σ = (X−330)/10 akoloujeÐ

thn tupik  kanonik  katanom  gia na ekfr�soume ìlec tic zhtoÔmenec pijanìthtec sunart sei

thc sun�rthshc katanom c, Φ, thc N(0, 1).

(a) P (X > 340) = P (Z > 1) = 1− Φ(1) ≈ 0.158

(b) P (X < 310) = P (Z < −2) = Φ(−2) ≈ 0.023

(g) P (310 < X < 340) = P (−2 < Z < 1) = Φ(1)− Φ(−2) ≈ 0.818

(d) O arijmìc N twn kouti¸n apo ta 10 pou èqoun b�roc mikrìtero apì 340gr akoloujeÐ thn

diwnumik  katanom  me paramètrouc n = 10, kai p := P (X < 340) = Φ(1) ≈ 0.84. 'Ara

P (N ≤ 8) = 1− P (N > 8) = 1− P (N = 9)− P (N = 10) = 1− 10p9 (1− p)− p10.
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(e) E(N) = np ≈ 8.41

12. (a) An o a eÐnai di�mesoc, tìte epeid  h katanom  eÐnai suneq c, èqoume P (X = a) =

0, P (X ≥ a) = P (X > a). 'Ara

1 = P (X ≤ a) + P (X > a) = P (X ≤ a) + P (X ≥ a) = 2P (X ≤ a) = 2F (a).

Sthn trÐth isìthta qrhsimopoi same thn idiìthta tou di�mesou. Epeid  h F eÐnai suneq c (anti-

stoiqeÐ se suneq  katanom , den èqei �lmata) kai

F (−∞) = 0 < 1/2 < 1 = F (∞),

apì to je¸rhma endi�meshc tim c, up�rqei a ∈ R me F (a) = 1/2. Gia autì to a èqoume

P (X ≥ a) = 1− P (X < a) = 1− P (X ≤ a) = 1/2 = P (X ≤ a).

'Ara toul�qiston ènac di�mesoc up�rqei.

(b) Apo ta epiqeir mata sto (a) prokÔptei ìti o a ∈ R eÐnai ènac di�mesoc an kai mìno an

F (a) = 1/2. Sthn perÐptwsh thc katanom cN(µ, σ2), h F eÐnai gnhsÐwc aÔxousa (èqei puknìthta

jetik  se ìlo to R), opìte up�rqei mìno ènac di�mesoc. Ja deÐxoume ìti isoÔtai me thn mèsh

tim  µ. 'Eqoume

F (µ) = P (X ≤ µ) = P

(
X − µ
σ

≤ 0

)
=

1

2
.

H teleutaÐa isìthta isqÔei giatÐ h (X − µ)/σ èqei katanom  N(0, 1), kai gia aut n xèroume ìti

èqei puknìthta �rtia sun�rthsh.

13. An o a eÐnai ènac di�mesoc, tìte

P (X ≥ a) = P (X ≤ a) =⇒ e−λa = 1− e−λa =⇒ a =
log 2

λ
.

'Ara up�rqei mìno ènac di�mesoc, to opoÐo  tan anamenìmeno giatÐ h sun�rthsh katanom c F thc

ekjetik c eÐnai gnhsÐwc aÔxousa sto [0,∞) me F (0) = 0, F (∞) = 1.

14. Gia k = 0 isqÔei profan¸c. An isqÔei gia ènan k ≥ 0 fusikì, tìte

E(Xk+1) =

∫ ∞
0

xk+1λe−λx dx =

∫ ∞
0

xk+1(−e−λx)′ dx = (k + 1)

∫ ∞
0

xke−λx dx

=
k + 1

λ

∫ ∞
0

xkλe−λx dx =
k + 1

λ
E(Xk) =

(k + 1)!

λk+1
.

Sthn paragontik  olokl rwsh, qrhsimopoi same to ìti limx→∞ x
k+1e−λx = 0.

15. H tuqaÐa metablht  Z := (X − µ)/σ akoloujeÐ thn katanom  N(0, 1). Apo ta dedomèna

0.2 = P

(
Z >

1.85− µ
σ

)
= 1− Φ

(
1.85− µ

σ

)
=⇒ Φ

(
1.85− µ

σ

)
= 0.8 = Φ(0.85).

Kai epeid  h Φ eÐnai 1-1, paÐrnoume
1.85− µ

σ
= 0.85 (1)

'Omoia, brÐskoume ìti

Φ

(
1.70− µ

σ

)
= 0.1 = 1− 0.9 = 1− Φ(1.29) = Φ(−1.29).
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O teleutaÐoc upologismìc upagoreÔetai apo thn grafik  par�stash thc puknìthtac thc N(0, 1).

'Ara
1.70− µ

σ
= −1.29 (2)

BrÐskoume apì tic (1), (2) ìti µ ≈ 1.79, σ ≈ 0.07

16. 'Estw Y = X2. H sun�rthsh katanom c thc Y isoÔtai me 0 sto (−∞, 0) giatÐ P (Y < 0) =

P (∅) = 0. 'Omoia, FY (0) = P (Y ≤ 0) = P (X = 0) = 0 giatÐ h X èqei suneq  katanom .

Gia x > 0,

FY (x) = P (X2 ≤ x) = P (−
√
x ≤ X ≤

√
x) = Φ(

√
x)− Φ(−

√
x).

An f eÐnai h puknìthta thc N(0, 1), paragwgÐzoume thn teleutaÐa isìthta, kai paÐrnoume

F ′Y (x) =
1

2
√
x

(
f(
√
x) + f(−

√
x)
)

=
1√
x
f(
√
x) =

1√
2π

x−1/2e−x/2.

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti h FY eÐnai suneq c, kai h F ′Y up�rqei kai eÐnai suneq c sto

R \ {0} (to opoÐo èqei peperasmèno sumpl rwma). 'Ara h Y èqei puknìthta

fY (x) =
1√
2π

x−1/2e−x/21x>0 =
(1/2)

1
2

Γ(1/2)
x

1
2
−1e−x/21x>0,

h opoÐa eÐnai h puknìthta thc Γ(1/2, 1/2). Qrhsimopoi same to ìti Γ(1/2) =
√
π.

17. Estw a < b pragmatikoÐ ¸ste f = f ′ = 0 sto (−∞, a] ∪ [b,∞). Tìte

E(f ′(X)) =
1√
2π

∫ b

a

f ′(x)e−x
2/2 dx =

1√
2π
f(x) e−x

2/2

∣∣∣∣x=b
x=a

− 1√
2π

∫ b

a

f(x)(e−x
2/2)′ dx

=
1√
2π

∫ b

a

f(x)xe−x
2/2 dx = E(Xf(X)).

Sthn paragontik  olokl rwsh, qrhsimopoi same to ìti f(a) = f(b) = 0.

18. UpologÐzoume

E|Z|p =

∫
R
|x|p 1√

2π
e−x

2/2 dx =

√
2

π

∫ ∞
0

xp e−x
2/2 dx

x=
√
2y

=
2p/2√
π

∫ ∞
0

y(p−1)/2 e−y dy

=
2p/2√
π

Γ

(
p+ 1

2

)
. (3)

Eidikèc perÐptwseic:

(a) p = 2k, me k mh arnhtikì akèraio. QrhsimopoioÔme thn sqèsh Γ(x + 1) = xΓ(x) pou isqÔei

gia k�je x > 0, kai thn Γ(1/2) =
√
π.

E(Z2k) =
2k√
π

Γ

(
k +

1

2

)
=

2k√
π

(
k − 1

2

)(
k − 3

2

)
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
= (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1.

Autìn ton arijmì ton èqoume sunant sei sto Full�dio 1, �skhsh 22(i). EÐnai to pl joc twn

diaforetik¸n zeugarwm�twn 2k diaforetik¸n antikeimènwn. Autì den eÐnai tuqaÐo.
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(b) p = 2k+ 1, me k mh arnhtikì akèraio. QrhsimopoioÔme p�li thn sqèsh Γ(x+ 1) = xΓ(x) kai

to ìti Γ(1) = 1.

E(|Z|2k+1) =
2k+

1
2

√
π

Γ(k + 1) =
2k+

1
2

√
π
k!

T¸ra, an X ∼ N(µ, σ2), èqoume ìti Z := (X − µ)/σ ∼ N(0, 1), opìte

E|X − µ| = σE|Z| = σ

√
2

π
.

Qrhsimopoi same thn (3) gia p = 1.

19. Gia t ∈ R èqoume

FX(t) := P (X ≤ t) = P (F−1(U) ≤ t) = P (U ≤ F (t)) = F (t).

Sthn teleutaÐa isìthta qrhsimopoi same to ìti h U akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto

(0, 1) kai ìti o F (t) eÐnai ènac arijmìc sto (0, 1). Sthn trÐth isìthta qrhsimopoi same to ìti h

F eÐnai gnhsÐwc aÔxousa me sÔnolo tim¸n to (0, 1), opìte gia t ∈ R kai U ∈ (0, 1) èqoume

F−1(U) ≤ t⇐⇒ U ≤ F (t).


