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Δηζαγσγηθό ΢εκείσκα 

 

 

 

΢ηελ παξνχζα έθδνζε πεξηιακβάλνληαη θείκελα εηζεγήζεσλ πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ ζην 1
ν
 Γηήκεξν Γηαιφγνπ γηα ηε Γηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ κε ζέκα  ―Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ σο κέζν δηδαζθαιίαο 

ησλ καζεκαηηθψλ ζην Γεκνηηθφ ζρνιείν θαη ζην Γπκλάζην‖, πνπ 

νξγαλψζεθε ζηηο 8 θαη 9 Μαξηίνπ 2002 ζην Παηδαγσγηθφ Σκήκα 

Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο  ηνπ Αξηζηνηειείνπ Παλεπηζηεκίνπ Θεζζαινλίθεο. 

Βαζηθή επηδίσμε ηνπ δηεκέξνπ απηνχ ζπλεδξίνπ απνηέιεζε ε ζπλάληεζε 

εθπαηδεπηηθψλ ηεο πξσηνβάζκηαο θαη δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, 

εξεπλεηψλ ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη ηζηνξηθψλ ησλ καζεκαηηθψλ 

θαη ε αλάπηπμε ελφο πξνβιεκαηηζκνχ γηα ηηο δπλαηφηεηεο, ηηο 

πξνυπνζέζεηο, ηα πιαίζηα θαη ηα ελδερφκελα πιενλεθηήκαηα ηεο ρξήζεο 

ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ηφζν ζηελ αλάπηπμε ηεο 

δηδαζθαιίαο φζν θαη ζηελ ππνζηήξημε ηεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ ζην 

Γεκνηηθφ ζρνιείν θαη ζην Γπκλάζην.  

Ζ ζεκαηνινγία ηνπ ζπλεδξίνπ αλαπηχρζεθε ζε ηξεηο άμνλεο θαη ηελ ίδηα 

δνκή αθνινπζεί ε δεκνζίεπζε ησλ θεηκέλσλ ζηελ παξνχζα έθδνζε: 

- Εεηήκαηα πνπ ζπλαξηψληαη κε ην επηζηεκνινγηθφ θαη δηδαθηηθφ 

ππφβαζξν ηεο ρξήζεο ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ 

αλάπηπμε ηεο δηδαζθαιίαο θαη ζηελ ππνζηήξημε ηεο κάζεζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν. 

- Εεηήκαηα δηδαθηηθήο πξνζαξκνγήο θαη κεζφδεπζεο ηεο ρξήζεο 

ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιηθφ πεξηβάιινλ θαη 

- Παξνπζίαζε εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ θαη πξνηάζεσλ αμηνπνίεζεο 

ζεκάησλ απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ηνπο ζην 

Γεκνηηθφ ζρνιείν θαη ζην Γπκλάζην. 
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΢ην δηήκεξν έιαβαλ κέξνο 240 εθπαηδεπηηθνί ηεο πξσηνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο, 48 εθπαηδεπηηθνί ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, 8 ζρνιηθνί 

ζχκβνπινη θαη θνηηεηέο θαη θνηηήηξηεο. 
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Έρεη ε ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ ζέζε 

ζηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε; 

 

Δπαγγειία Σξέζζνπ 

Αλαπιεξψηξηα θαζεγήηξηα Π.Σ.Γ.Δ, Α.Π.Θ 

 

Δίλαη ζεκαληηθφ γηα ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε φηη εθπαηδεπηηθνί φισλ ησλ 

βαζκίδσλ ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε ζέζε πνπ κπνξεί λα έρεη ε ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην πεξηερφκελν ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη ηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν κπνξεί λα επεξεάζεη ηε δηδαζθαιία ηνπ ζρνιηθνχ καζήκαηνο.  

-Θα επεξεάζεη θαη πξέπεη λα επεξεάδεη ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ε 

ηζηνξία ηνπο; 

-Θα πξέπεη λα δηδάμνπκε θαη ηζηνξία ζην πιαίζην ηνπ καζήκαηνο ησλ 

καζεκαηηθψλ; 

-Ζ γλψζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ είλαη κηα γλψζε ρξήζηκε γηα ηνλ 

εθπαηδεπηηθφ ή/θαη απαξαίηεηε γηα ηα παηδηά; 

-Πνπ, πσο, γηαηί λα ζπκπεξηιάβνπκε ηελ ηζηνξία ζηα αλαιπηηθά 

πξνγξάκκαηα; 

-Θα δηδαρζεί ε ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ σο μερσξηζηφ κάζεκα, σο κέξνο 

ηνπ καζήκαηνο Ηζηνξία ησλ επηζηεκψλ γηα παξάδεηγκα, ή ζα ελζσκαησζεί 

σο ππνζεκεηψζεηο ζην κάζεκα ησλ καζεκαηηθψλ, π.ρ. θαηά ηε δηδαζθαιία 

ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο ζα καζαίλνπλ ηα παηδηά θαη θάπνηεο 

πιεξνθνξίεο γηα ηνλ ίδην ηνλ Ππζαγφξα;  

-Ζ ηζηνξία ζα επεξεάζεη ην πεξηερφκελν ησλ καζεκαηηθψλ κε ηελ 

πξνζζήθε λέσλ ζεκαηηθψλ πεξηνρψλ, γηα παξάδεηγκα ην αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα ησλ Μάγηα, ή ζα επεξεάζεη θαη ηε δηδαζθαιία ηνπ πεξηερνκέλνπ; 

Ζ κία ηάζε δελ απνθιείεη θπζηθά ηελ άιιε 

Γηα θάπνηα απφ απηά ηα εξσηήκαηα ππνζέησ φηη ζα αθνπζηνχλ ηδέεο θαη 

απφςεηο, ζα αλαπηπρζεί επηρεηξεκαηνινγία θαη ζα γίλεη ζπδήηεζε ζήκεξα 

θαη αχξην.  
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΋ινη/εο, πνπ βξηζθφκαζηε ζήκεξα εδψ, αζθαιψο δελ έρνπκε νχηε ηελ ίδηα 

άπνςε νχηε ηελ ίδηα ζρέζε θαη ηελ ίδηα ζηάζε γηα ηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ. ΋πσο άιισζηε δελ έρνπκε ηελ ίδηα πξνζσπηθή ηζηνξία θαη 

ηελ ίδηα «καζεκαηηθή» ηζηνξία σο έλα κέξνο ηεο πξνζσπηθήο καο ηζηνξίαο. 

΋κσο γλσξίδνπκε θάπνηα ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ θαη 

ην εξψηεκα είλαη ηη θάλνπκε κε απηά; Θα αλαζχξσ ζήκεξα θάπνηα.  

(α) Γλσξίδνπκε φηη ν Δπθιείδεο ζπγθαηαιέγεηαη κεηαμχ ησλ κεγαιχηεξσλ 

καζεκαηηθψλ ηεο αξραηφηεηαο. Γλσζηφο σο ν ζπγγξαθέαο ησλ ΢ηνηρείσλ ή 

ζηνηρεηψηεο φπσο αλαθέξνληαλ ζπλήζσο, ηαπηίδεηαη ζρεδφλ κε ηε 

γεσκεηξία. Σα ΢ηνηρεία (13 βηβιία) ηνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα πνιινχο 

αηψλεο σο βαζηθφ θείκελν δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ. Γλσξίδνπκε 

επίζεο φηη ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ε ζχγθξηζε δχν κεγεζψλ γίλεηαη κε 

ηε κέζνδν ηεο επίζεζεο. Ίζα είλαη δχν κεγέζε πνπ ηνπνζεηψληαο ην έλα 

επάλσ ζην άιιν δηαπηζηψλνπκε ηελ ηζφηεηά ηνπο.  

(β) Γλσξίδνπκε φηη ν Ππζαγφξαο επηζθέθζεθε ηνπο Γειθνχο φπνπ έκεηλε 

θαη κπήζεθε ζηα κπζηηθά ησλ αξηζκψλ απφ ηε Θεκηζηφθιεηα, ηελ ηέξεηα ηνπ 

λανχ ηνπ Απφιισλα. Σαμίδεςε θαη έκεηλε πνιιά ρξφληα ζηελ Αίγππην φπνπ 

έκαζε ηε γιψζζα ησλ ηεξέσλ, κειέηεζε ηηο βίβινπο ησλ αδχησλ, ζπνχδαζε 

ηελ αηγππηηαθή θηινζνθία, ηα καζεκαηηθά, ηελ αζηξνλνκία θαη ηελ ηαηξηθή. 

΋ηαλ νη Βαβπιψληνη θαηέιαβαλ ηελ Αίγππην ν Ππζαγφξαο κεηαθέξζεθε σο 

αηρκάισηνο ζηελ Βαβπιψλα φπνπ καζήηεπζε θνληά ζηνπο Μάγνπο, ηα κέιε 

ηεο ηεξαηηθήο ηάμεο. Λέγεηαη φηη κεηά ηε Βαβπιψλα πήγε ζηελ Ηλδία φπνπ 

καζήηεπζε δίπια ζηνπο Βξαρκάλεο ζνθνχο. Σν 520 π.Υ. ν Ππζαγφξαο 

επηζθέθζεθε ηελ θάησ Ηηαιία φπνπ γλψξηζε ηε Θεαλψ, έλζεξκε καζήηξηά 

ηνπ, πνπ έγηλε αξγφηεξα ζχδπγφο ηνπ. Ζ Θεαλψ δίδαμε ζηελ Ππζαγφξεηα 

ζρνιή πνπ επέηξεπε ηε θνίηεζε θαη ζε γπλαίθεο, 18 γπλαίθεο 

παξαθνινχζεζαλ ηε ζρνιή θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο, θαη κεηά 

ην ζάλαην ηνπ Ππζαγφξα αλέιαβε ηε δηεχζπλζή ηεο καδί κε ηηο θφξεο ηεο. 

Ζ θφξε ηνπ Ππζαγφξα ε Γακψ ππήξμε αμηφινγε καζεκαηηθφο ην ίδην θαη νη 

άιιεο δχν θφξεο ηνπ ε Αξγηλψηε θαη ε Μπία. Γλσξίδνπκε επίζεο φηη ε 

παηξφηεηα ηνπ γλσζηνχ ζε φινπο καο σο Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο 

δηεθδηθείηαη θαη απφ ηνπο Ηλδνχο, ρσξίο σζηφζν λα ππάξρνπλ ελδείμεηο φηη 

νη Έιιελεο πήξαλ ηελ απφδεημε απφ ηελ Ηλδία. Φαίλεηαη φηη ην ζέκα 

αλαπηχρζεθε ζε θάζε κηα απφ ηηο δχν ρψξεο αλεμάξηεηα.  
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(γ) Γλσξίδνπκε φηη ην θηλέδηθν tangram, έλα είδνο ζχγρξνλνπ παδι, 

απνηειείηαη απφ επηά επζχγξακκα ζρήκαηα: δχν κεγάια ίζα ηξίγσλα, έλα 

κέηξηνπ κεγέζνπο ηξίγσλν, δχν κηθξά ίζα ηξίγσλα, έλα ηεηξάγσλν θαη έλα 

παξαιιειφγξακκν. Απηά ηα επηά επζχγξακκα ζρήκαηα αλ ζπλδπαζηνχλ 

θαηάιιεια ζρεκαηίδνπλ έλα ηεηξάγσλν. Με δηαθνξεηηθνχο ζπλδπαζκνχο 

κπνξνχλ λα ζρεκαηίζνπλ άιια θπξηά θαη έλα πιήζνο κε θπξηψλ 

πνιπγψλσλ θαη κηα πνηθηιία αλαπαξαζηάζεσλ, γηα παξάδεηγκα αλζξψπηλσλ 

κνξθψλ πνπ ηξέρνπλ, θάζνληαη, ρνξεχνπλ ή θνιπκπνχλ, δψσλ, θπηψλ θαη 

αληηθεηκέλσλ. Οη Κηλέδνη, απνθαινχζαλ ην tangram, "πίλαθα ηεο ζνθίαο", 

θαζψο ρσξίο πεξίζθεςε θαη θαληαζία δελ είλαη εχθνιν λα παίμεηο ην 

παηρλίδη, θαη ζπλφδεπαλ ην tangram κε έλα κχζν πνπ «δηθαηνινγνχζε» απηή 

ηελ ελαζρφιεζε κε ην ζπλδπαζκφ ησλ 7 θνκκαηηψλ. 

(δ) Γλσξίδνπκε ηνλ Ηλδφ Ramanujan (1887-1920) γηα ηε δνπιεηά ηνπ πάλσ 

ζηνλ δηακεξηζκφ αξηζκψλ. Ο Ramanujan κηα καζεκαηηθή επθπΐα πνπ 

αλαγλσξίζηεθε πελήληα ρξφληα κεηά ην ζάλαηφ ηνπ, πήξε κηα ππνηξνθία ζε 

ειηθία 11 εηψλ γηα ηηο εμαηξεηηθέο ηθαλφηεηέο ηνπ ζηα καζεκαηηθά, απέηπρε 

φκσο ζε φιεο ηηο άιιεο εμεηάζεηο θαη έηζη δελ κπφξεζε λα πάεη ζην 

Παλεπηζηήκην. Ο Hardy (1941)
1
, εληππσζηαζκέλνο απφ ηε δνπιεηά ηνπ 

Ramanujan, έγξαθε γη‘ απηφλ ζην βηβιίν ηνπ "Ζ απνινγία ελφο 

Μαζεκαηηθνχ"  

 «Οθείισ ζ΄ απηφλ πεξηζζφηεξα απφ νπνηνλδήπνηε άιινλ ζηνλ θφζκν, κε 

κία κφλνλ εμαίξεζε…..:» 

«(Δγψ) δελ έθαλα πνηέ ηίπνηε ρξήζηκν. Κακηά δηθή κνπ αλαθάιπςε δελ ζα 

θάλεη θάπνηα δηαθνξά, κηθξή ή κεγάιε ζην λα γίλεη ν θφζκνο πην 

επράξηζηνο. ΋ηαλ είκαη αλαγθαζκέλνο λα αθνχσ θνπξαζηηθνχο θαη 

ζηνκθψδεηο αλζξψπνπο γχξσ κνπ, φηαλ είκαη ζηελνρσξεκέλνο, ιέσ ζηνλ 

εαπηφ κνπ, έθαλα θάηη πνπ πνηέ εζείο δελ ζα κπνξέζεηε λα θάλεηε. 

΢πλεξγάζηεθα κε ηνλ Ramanujan……..»  

_______________ 

1
 Hardy, G. H. (1941). A mathematician‟s apology. University Press, Cambridge.
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Έρνπκε ινηπφλ ηελ ηζηνξία, ηηο ηζηνξίεο αλζξψπσλ πνπ ζπλέβαιαλ ζηε 

δεκηνπξγία ηεο ηζηνξίαο. Ση καο ιέλε απηέο νη ηζηνξίεο; Πσο κπνξνχλ λα 

γνληκνπνηήζνπλ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ; 

(α) Απφ ηελ ηζηνξία ηνπ Δπθιείδε καζαίλσ έλαλ ηξφπν γηα λα απνδείμσ φηη 

δχν κεγέζε είλαη ίζα.  

(β) Απφ ηελ ηζηνξία ηνπ Ππζαγφξα καζαίλσ φηη απφδεημε παξφκνηα κε 

απηήλ ηνπ Ππζαγφξα, γηα ην γλσζηφ ζε φιν ηνλ θφζκν Ππζαγφξεην 

ζεψξεκα, έρνπλ θάλεη δηαθνξεηηθνί ιανί αλεμάξηεηα ν έλαο απφ ηνλ άιιν. 

Μαζαίλσ επίζεο φηη ν Ππζαγφξαο ηαμίδεςε ζηελ Αθξηθή θαη ζηελ Αζία θαη 

εθεί καζήηεπζε γηα ρξφληα δίπια ζηνπο ζνθνχο ηεο επνρήο. Μαζαίλσ ηέινο 

φηη κηα γπλαίθα ηνλ κχεζε ζηελ αξηζκνζνθία θαη φηη ε γπλαίθα ηνπ θαη νη 

ηξεηο ηνπ θφξεο δίδαμαλ καζεκαηηθά ζηε ζρνιή ηνπ ζηελ θάησ Ηηαιία.  

(γ) Απφ ηελ ηζηνξία ηνπ tangram καζαίλσ φηη εθεί, ζηελ καθξηλή Κίλα, 

αλέπηπζζαλ ηε θαληαζία θαη ηελ πεξίζθεςε «παίδνληαο» κε ην ζπλδπαζκφ 

επζπγξάκκσλ ζρεκάησλ.  

(δ) Σέινο απφ ηελ ηζηνξία ηνπ Ramanujan καζαίλσ φηη έλαο Ηλδφο πνπ δελ 

ζπνχδαζε ζην Παλεπηζηήκην γηαηί δελ πέξαζε ζηηο εηζαγσγηθέο εμεηάζεηο 

ήηαλ κηα καζεκαηηθή ηδηνθπΐα.  

Πσο απηή ε γλψζε απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηε δηδαζθαιία ηνπ ζρνιηθνχ καζήκαηνο; 

(α) Ζ ηζηνξία ηνπ Δπθιείδε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ θαηαλφεζε 

ηεο έλλνηαο ηνπ εκβαδνχ. Υξεζηκνπνηψληαο ζηε δηδαζθαιία γλψζεηο απφ ηα 

ζηνηρεία ηνπ Δπθιείδε θαη εθαξκφδνληαο ηε κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηνχζε 

γηα λα απνδείμεη ηελ ηζφηεηα δχν επηθαλεηψλ κπνξεί λα έρνπκε θαιχηεξα 

απνηειέζκαηα ζηελ θαηαλφεζε ηεο κέηξεζεο εκβαδνχ απφ ηα παηδηά.  

(β) Ζ ηζηνξία ηνπ Ππζαγφξα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί πνιιαπιά. (1) γηα 

λα δνζεί ε δπλαηφηεηα ζηα παηδηά λα δηαπηζηψζνπλ κειεηψληαο ην 

Ππζαγφξεην ζεψξεκα φηη ζην ίδην απνηέιεζκα (ηελ απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο) κπνξνχκε λα θηάζνπκε απφ δηαθνξεηηθέο δηαδξνκέο, (2) γηα 

λα δηαιπζεί ην απηνλφεην φηη ηα καζεκαηηθά είλαη πξντφλ απνθιεηζηηθά ηνπ 

Γπηηθνχ πνιηηηζκνχ. Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ αλαδεηθλχεηαη σο κηα 

δηαδξνκή ζηε δηαθνξεηηθφηεηα θαη ηα καζεκαηηθά θαίλεηαη φηη 
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δεκηνπξγνχληαη θαη αλαπηχζζνληαη κέζα απφ ηηο πξνζπάζεηεο πνιιψλ 

αλζξψπσλ ζηνλ θφζκν, αλδξψλ θαη γπλαηθψλ, (3) γηα λα δηαιπζεί ην 

απηνλφεην φηη ηα καζεκαηηθά είλαη κηα απνθιεηζηηθά αλδξηθή πεξηνρή. Απφ 

ηελ ηζηνξία θαίλεηαη φηη θαη ζηελ αξραηφηεηα, ππήξραλ γπλαίθεο 

καζεκαηηθνί. Δίλαη κηα πνιχ θαιή επθαηξία λα ζπδεηεζνχλ νη παξάγνληεο 

πνπ επεξέαδαλ ηε ζρέζε ηεο γπλαίθαο κε ηα καζεκαηηθά θαη λα γίλνπλ 

γλσζηέο νη πνιηηηζκηθέο θαη θνηλσληθέο ζπλζήθεο πνπ επέηξεπαλ/απέθιεηαλ 

ηε ζπκκεηνρή ηεο ζηε καζεκαηηθή παηδεία.  

(γ) Ζ ηζηνξία ηνπ tangram κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε δηδαζθαιία 

πεξηερνκέλνπ πνπ αθνξά ζε ηδηφηεηεο γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ θαη ζηηο 

κεηαμχ ηνπο ζρέζεηο, ζε ζπγθξίζεηο κεγεζψλ, ζε κεηξήζεηο εκβαδψλ κε 

απζαίξεηεο κνλάδεο κέηξεζεο. Μπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

θαλεί φηη ιανί ζε δηάθνξα κέξε ηεο γεο αλέπηπμαλ δξαζηεξηφηεηεο θαη 

παηρλίδηα κε ηα νπνία κπνξνχζαλ λα αζθεζνχλ ζε δηαλνεηηθή πεηζαξρία. 

Γξαζηεξηφηεηεο απηνχ ηνπ είδνπο κπνξεί λα θέξνπλ ζην αλαιπηηθφ 

πξφγξακκα ησλ καζεκαηηθψλ ηελ ηδηαίηεξα ελδηαθέξνπζα δηάζηαζε ηνπ 

κχζνπ, θαη ηε δσληάληα ηεο πνιηηηζκηθήο δηαθνξεηηθφηεηαο. Ο 

εκπινπηηζκφο ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο κε δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

θέξλνπλ ζηελ επηθάλεηα θαη θάλνπλ γλσζηνχο θαη άιινπο πνιηηηζκνχο, 

δίλεη ηελ επθαηξία ζηα παηδηά θαη ζηνλ/ζηελ εθπαηδεπηηθφ λα 

ζπγθεληξψζνπλ πιεξνθνξίεο, λα ζρνιηάζνπλ θαη λα ζπδεηήζνπλ ηηο 

δξαζηεξηφηεηεο ζηα ηζηνξηθά, γεσγξαθηθά θαη πνιηηηζκηθά ηνπο πιαίζηα 

θαη βγάδνπλ παηδηά θαη εθπαηδεπηηθφ απφ ηα ζηελά, πεξηνξηζκέλα θαη 

πεξηνξηζηηθά κνλνπνιηηηζκηθά ζπκθξαδφκελα ηνπ πεξηερνκέλνπ ησλ 

δηδαθηηθψλ εγρεηξηδίσλ. Γξαζηεξηφηεηεο θαη παηρλίδηα δηαθφξσλ ιαψλ πνπ 

ζηεξίδνπλ ή ζηεξίδνληαη ζε καζεκαηηθέο δξαζηεξηφηεηεο δίλνπλ ηε 

δπλαηφηεηα λα αλαγλσξηζηεί αμία ζε άιινπο πνιηηηζκνχο θαη λα 

δεκηνπξγεζεί ζεηηθή ζηάζε απέλαληη ζε πνιηηηζκηθέο κεηνλφηεηεο. 

Γξαζηεξηφηεηεο θαη παηρλίδηα άιισλ ιαψλ, ζπλπθαζκέλα κε ηηο 

δξαζηεξηφηεηεο, ηα πξνβιήκαηα θαη ηηο αζθήζεηο ηνπ δηδαθηηθνχ 

εγρεηξηδίνπ, δξαζηεξηφηεηεο δειαδή πνπ δελ εκθαλίδνληαη σο επηινγέο θαη 

ζπκπιεξψκαηα ηνπ ηππηθνχ πεξηερνκέλνπ ηνπ πξνγξάκκαηνο ζπνπδψλ 

αιιά σο ζεκαληηθέο πιεπξέο ελφο εληαίνπ φινπ, απνθηνχλ ζεκαζία θαη 

ζπλδένπλ ηα άρξνλα, άςπρα θαη αθεξεκέλα καζεκαηηθά κε ηνπο 

αλζξψπνπο πνπ ηα ζθέθηνληαη θαη ηα ρξεζηκνπνηνχλ.  
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Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα θάλεη ην 

κάζεκα ησλ καζεκαηηθψλ πην ελδηαθέξνλ, πην ειθπζηηθφ, πην επράξηζην 

ψζηε λα δεκηνπξγεζνχλ θίλεηξα θαη λα αλαπηπρζνχλ ζεηηθέο ζηάζεηο γηα ηε 

κάζεζε. Ο Ατλζηάηλ είπε θάπνηε ζε κηα ζπδήηεζε γηα ηελ εθπαίδεπζε φηη 

φια ηα πξάγκαηα πξέπεη λα ηα εξσηεπφκαζηε,   ε αγάπε είλαη θαιχηεξνο 

δάζθαινο απφ ην θαζήθνλ θαη ν Seymour Papert επίζεο ζε κηα ζπλέληεπμή 

ηνπ γηα ηελ εθπαίδεπζε είπε φηη ν έξσηαο είλαη ν θαιχηεξνο ηξφπνο λα 

απνθαζίζνπκε ην ηη ζα θάλνπκε ηειηθά ζηε δσή καο. Δίπε επίζεο φηη ν 

ξφινο ηεο εθπαίδεπζεο ζα έπξεπε λα είλαη λα δίλεη ζηνπο αλζξψπνπο ηε 

δπλαηφηεηα λα γλσξίζνπλ ηα πξάγκαηα ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα 

εξσηεπηνχλ, λα ηνπο εμνηθεηψζεη κε ελδηαθέξνληα πνπ ζα κπνξνχζαλ λα 

γεκίζνπλ ηε δσή ηνπο. Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κπνξεί λα βνεζήζεη ηα 

παηδηά λα βξνπλ θάπνην λφεκα, λα δνπλ κηα πξφθιεζε, λα γνεηεπζνχλ απφ 

ηα καζεκαηηθά, λα ζέινπλ λα ηα κάζνπλ απφ ελδηαθέξνλ θαη φρη απφ 

θαζήθνλ.  

(δ) Ζ ηζηνξία ηνπ Ramanujan κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί, εθηφο απφ ηε 

δηδαζθαιία πνπ αθνξά ζηελ αλάιπζε ελφο αξηζκνχ, γηα λα θάλεη νξαηνχο 

θαη κε επξσπαίνπο καζεκαηηθνχο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ 

καζεκαηηθή ηζηνξία νξηζκέλσλ πνιηηηζκψλ απνζησπάηαη απφ ηε 

καζεκαηηθή εθπαίδεπζε θαζψο θαίλεηαη φηη φζνη παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν 

ζηε δηακφξθσζε ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο ζε φια ηα 

επίπεδα έρνπλ επηιεθηηθή κλήκε. Έηζη έλα κεγάιν κέξνο ηεο ηζηνξίαο καο 

ράλεηαη, καδί ηεο θαη έλα κεγάιν κέξνο ηεο εκπεηξίαο. Έλα κεγάιν κέξνο 

ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ πηζαλφλ ράζεθε επεηδή γηα πάξα πνιιά 

ρξφληα ε παγθφζκηα ηαπηφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ ηαπηίζηεθε κε ηελ 

Δπξσπατθή ή δπηηθή ηαπηφηεηα. Έλα κεγάιν κέξνο ησλ απνζεκάησλ ηεο 

ηξάπεδαο εκπεηξίαο, πνπ είλαη ε ηζηνξία, ράζεθαλ γηαηί πνιιέο απφ απηέο ηηο 

εκπεηξίεο δελ ζεσξήζεθαλ αμηφινγεο. Έλα κεγάιν κέξνο ηεο καζεκαηηθήο 

ηζηνξίαο θάπνησλ πνιηηηζκψλ πηζαλφλ έζβεζε θάλνληαο θησρφηεξε ηελ 

ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. 

Ζ ηζηνξία ζηελ πεξίπησζε ηνπ Ππζαγφξα, ηνπ tangram θαη ηνπ Ramanujan 

δίλεη ηελ επθαηξία λα ζπδεηεζνχλ δεηήκαηα δχλακεο θαη εμνπζίαο. Πνηνη 

απνθάζηδαλ γηα παξάδεηγκα φηη νη γπλαίθεο δελ έρνπλ ζέζε ζηε καζεκαηηθή 

παηδεία ή φηη ηα καζεκαηηθά θάπνησλ πνιηηηζκψλ, είλαη πξαθηηθά, ιηγφηεξν 
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ζεκαληηθά απφ ηα καζεκαηηθά ηνπ δπηηθνχ θφζκνπ; Έρεη ζρέζε ν 

απνθιεηζκφο θάπνησλ αλζξψπηλσλ νκάδσλ απφ ηε καζεκαηηθή παηδεία θαη 

ν απνθιεηζκφο θάπνησλ πνιηηηζκψλ απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κε 

κηα πξνζπάζεηα λα δηαηεξεζεί ν έιεγρνο θαη ε δχλακε θάπνησλ θνηλνηήησλ 

ζε βάξνο θάπνησλ άιισλ;  

Ση αιιάδεη ινηπφλ, ηη κπνξεί λα αιιάμεη αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ηνπ ζρνιηθνχ καζήκαηνο; Απφ ηα 

παξαδείγκαηα πνπ αλέθεξα θαίλεηαη φηη  

Μπνξεί λα αιιάμεη ην πεξηερφκελν, αθνχ ζα βάινπκε άιινπο ζηφρνπο φπσο, 

ηα καζεκαηηθά σο πνιηηηζκηθφ ραξαθηεξηζηηθφ, θχιν θαη εθπαίδεπζε, 

ξαηζηζκφο θαη εθπαίδεπζε, θξηηηθή εθπαίδεπζε, εθπαίδεπζε κε αλζξψπηλν 

πξφζσπν 

Αιιάδεη ν ηξφπνο δηδαζθαιίαο αθνχ ζα έρνπκε άιιεο επηδηψμεηο θαη άιιν 

πεξηερφκελν.  

Απηή είλαη κηα θαηεχζπλζε, αζθαιψο δελ είλαη ε κνλαδηθή. Ζ εηζαγσγή ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε κπνξεί λα γίλεη κε 

δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο, αλάινγα κε ην πψο βιέπεη θαλείο ηα καζεκαηηθά 

θαη ηνπο ζηφρνπο πνπ έρεη απφ ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε.  

΋πσο θαη λα είλαη, ε ζπδήηεζε πνπ γίλεηαη ηα ηειεπηαία ρξφληα γηα ηε ζέζε 

ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε ζεσξψ φηη είλαη 

πνιχ ζεκαληηθή έζησ θαη κφλνλ γηαηί βάδεη ην ζέκα γηα πεξηζζφηεξε θαη 

πινπζηφηεξε ηζηνξία. Σε ζεσξψ ζεκαληηθή σο αληίζεηε ζηε γεληθή ηάζε 

γηα ιηγφηεξε ηζηνξία, ιηγφηεξε κλήκε, ιηγφηεξε πνηθηιία εκπεηξηψλ.  
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Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ:  

Έλα απαξαίηεην ζηνηρείν ηνπ αλαιπηηθνύ πξνγξάκκαηνο ησλ 

καζεκαηηθώλ ηνπ ζρνιείνπ 

 

David Lingard 

Mathematics Education Centre, Sheffield Hallam University 

 

 

Θα παξνπζηάζσ ζηελ εηζήγεζε κνπ κεξηθά επηρεηξήκαηα γηα ηνπο ιφγνπο 

πνπ πξέπεη λα ζεσξήζνπκε ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ σο απαξαίηεην 

ζηνηρείν ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ ζρνιείνπ θαη 

κεξηθά παξαδείγκαηα γηα ηνπο ηξφπνπο πνπ κπνξεί λα γίλεη απηφ. 

Ννκίδσ φηη πνιινί ιφγνη ζπλεγνξνχλ γηα ηελ εηζαγσγή ηεο ηζηνξίαο ζηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Αο αξρίζσ απφ ηηο απφςεηο άιισλ.  

Απφςεηο δηάζεκσλ καζεκαηηθψλ, φπσο: 

“Ννκίδσ φηη φπνηνο θαη φπνηα ζέιεη λα πξννδεχζεη ζηα καζεκαηηθά 

πξέπεη λα κειεηήζεη ηνπο θιαζζηθνχο ησλ καζεκαηηθψλ” 

Neils Henrik Abel (1802 – 1829)  

Απφςεηο ηζηνξηθψλ, φπσο: 

“Ζ κειέηε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ …. ζα βειηηψζεη ηελ 

πξνζσπηθφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ. Θα δηεπξχλεη ην κπαιφ ηνπο, ζα 

γιπθάλεη ηελ θαξδηά ηνπο θαη ζα αλαδείμεη ηα πξνηεξήκαηα ηνπο” 

George Sarton, ζην βηβιίν „The study of the history of mathematics‟, 

1936 
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Απφςεηο θπβεξλεηηθψλ θνξέσλ, φπσο: 

“Οη εθπαηδεπηηθνί πνπ έρνπλ ιίγεο γλψζεηο ηεο ηζηνξίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ ηείλνπλ λα δηδάζθνπλ κεκνλσκέλεο καζεκαηηθέο ηερληθέο, 

ρσξίο ζπζρέηηζε νχηε κε ηα πξνβιήκαηα απφ ηα νπνία πξνήιζαλ νχηε 

κε ηελ πξφνδν πνπ πξνέθπςε απφ απηέο ηηο ηερληθέο. 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα ελεκεξψζνπκε ηα παηδηά φηη νη πεξηζζφηεξεο 

γλψζεηο πνπ δηδάζθνληαη ζήκεξα σο ηειηθά πξντφληα είλαη 

απνηειέζκαηα καθξνρξφλησλ αλαδεηήζεσλ θαη εκπλεπζκέλσλ 

δηελέμεσλ.  

Σα καζεκαηηθά κπνξνχλ λα δηδαρζνχλ απνηειεζκαηηθά κφλν ζηε βάζε 

ηεο ηζηνξίαο ηνπο 

Έθζεζε Τπνπξγείνπ Παηδείαο Ζλσκέλνπ Βαζηιείνπ, 1958 

Απφςεηο εθπαηδεπηηθψλ, φπσο: 

“Ση είλαη ηα καζεκαηηθά; ….. κφλν ε θαηαλφεζε ηνπ γεγνλφηνο φηη ηα 

καζεκαηηθά δελ ήηαλ πάληα απηφ πνπ είλαη ζήκεξα θαη φηη ζην κέιινλ 

ζα δηαθνξεηηθά, κε άιια ιφγηα φηη ηα καζεκαηηθά έρνπλ ηζηνξία, δίλεη 

ζηελ εξψηεζε έλα νπζηαζηηθφ λφεκα” 

Torkil Heide, ζην άξζξν „Why teach history of mathematics‟,  

The Mathematical Gazette, March, 1992 

Ζ δηθηά κνπ άπνςε: 

“Πηζηεχνπκε φηη, θάπνηα γλψζε θαη θαηαλφεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ, φπσο επίζεο θαη θάπνηα ελαζρφιεζε κ‟ απηήλ, είλαη 

ζεκαληηθά ζηνηρεία ηεο εθπαίδεπζεο φισλ ησλ εθπαηδεπηηθψλ πνπ 

δηδάζθνπλ καζεκαηηθά, γηαηί ηνπο βνεζνχλ: 

(i)   λα απνθηήζνπλ έλα βαζχηεξν λφεκα ησλ καζεκαηηθψλ, 

(ii)  λα θάλνπλ πην αλζξψπηλα ηα καζεκαηηθά θαηά ηε δηδαζθαιία ηνπο  

(iii) λα ηνλίδνπλ ηε ζπλέρεηα ζηελ αλάπηπμε ησλ καζεκαηηθψλ θαη 

(iv) λα θαηαλννχλ ηελ πνιχ-πνιηηηζκηθή θιεξνλνκηά θαη ηελ 

πνιηηηζηηθή ζπλάθεηα ησλ καζεκαηηθψλ” 

David Lingard, ζην British Society for the History of Mathematics 

Newsletter, No 31, Άλνημε 1996 
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Καη ηέινο ε άπνςε ηνπ Ησλάζαλ: 

Όπσο φινη νη καζεηέο ζηνλ θφζκν, ν Ησλάζαλ είρε ζπλαληεζεί κε ην 

Θαιή αξθεηέο θνξέο. Κάζε θνξά φκσο, ν θαζεγεηήο ηνπ κηινχζε γηα ην 

ζεψξεκα, πνηέ γηα ηνλ άλζξσπν. Άιισζηε, ζην κάζεκα ησλ 

καζεκαηηθψλ δελ ζπδεηνχζαλ πνηέ γηα ηνπο αλζξψπνπο. Πνχ θαη πνχ 

θάπνην φλνκα έβγαηλε ζηελ επηθάλεηα, Θαιήο, Ππζαγφξαο, Παζθάι, 

Νηεθάξη. Ήηαλ φκσο έλα ζθέην φλνκα. ΢αλ φλνκα ηπξηνχ ή ζηαζκνχ 

ηνπ κεηξφ. Γελ κηινχζαλ πνηέ γηα ην πφηε ή ην πνχ ζπλέβε θάηη. Οη 

καζεκαηηθνί ηχπνη θαη νη απνδείμεηο απιψο πξνζγεησλφληνπζαλ ζηνλ 

πίλαθα. ΢αλ λα κελ ηνπο είρε πνηέ θαλείο δεκηνπξγήζεη, ζαλ λα ήηαλ 

εθεί πάληα, φπσο ηα βνπλά θαη ηα πνηάκηα. Δδψ θαη ηα βνπλά είραλ 

θάπνηα ηζηνξία, θάπνηα αξρή. Θα 'ιεγε θαλείο φηη ηα Θεσξήκαηα ήηαλ 

δηαρξνληθφηεξα απφ ηα βνπλά θαη ηα πνηάκηα! Σα καζεκαηηθά, δελ 

είλαη νχηε Ηζηνξία, νχηε Γεσγξαθία, νχηε Γεσινγία. Αιήζεηα, ηη είλαη; 

Ζ εξψηεζε δελ κνηάδεη λα ελδηαθέξεη πνιχ θφζκν. 

Νηελί Γθεηδ, Σν ζεψξεκα ηνπ Παπαγάινπ, Δθδφζεηο ΠΟΛΗ΢, Αζήλα, 

1999, ζ. 35. 

Πέξα απφ φια απηά φκσο (θαη λνκίδσ φηη ν Ησλάζαλ ζα ζπκθσλνχζε), ε 

εηζαγσγή ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ηνπο πξνθαιεί ην 

ελδηαθέξνλ γηαηί κπνξεί λα πεξηιακβάλεη: 

Γνινθνλία, βιέπε ηε δσή ηεο Τπαηίαο, 

Απάηεο , βιέπε ηε δσή ησλ Tartaglia, Cardano θαη Ferrari, 

Δηδχιιην θαη πνιηηηθή δνινπινθία, βιέπε ηε δσή ηνπ Evariste Galois, 

Κνηλσληθέο δηαθξίζεηο, βιέπε ηε δσή ηνπ James Joseph Sylvester, 

΢θάλδαιν, βιέπε ηε δσή Emilie du Chatelet, 

Ηδηνθπία παξά ηηο αληημνφηεηεο, βιέπε ηε δσή ηνπ Srinivasa Ramanujan, 

Γησγκφ, βιέπε ηε δσή ηνπ Galileo Galilei, 

Μνλαμηά θαη απειπηζία, βιέπε ηε δσή ηεο Sophie Germain, 

Θξεζθεπηηθφ πάζνο, βιέπε ηε δσή ηνπ Pascal ή 

Φχρσζε, βιέπε ηε δσή ηνπ Αξρηκήδε. 

Οη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο εθπαηδεπηηθνχο πνπ παξαθνινπζνχλ ηα 

καζήκαηα κνπ ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κε ξσηάλε  πάληνηε «Γηαηί 

δελ κηιάκε γηα φια απηά ζην ζρνιείν;». 
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Πσο κπνξνχκε λα εηζάγνπκε ζηνηρεία ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε 

δηδαζθαιία ηνπο. Θα εθζέζσ κεξηθά παξαδείγκαηα δηαθξίλνληαο ηα ζε 

παξαδείγκαηα θαηάιιεια γηα ηα καζεκαηηθά ηνπ πξσηνβάζκηνπ ζρνιείνπ 

θαη παξαδείγκαηα θαηάιιεια γηα ηα καζεκαηηθά ηνπ δεπηεξνβάζκηνπ 

ζρνιείνπ, αλ θαη ε δηάθξηζε δελ είλαη απιή. Τπάξρεη ζεκαληηθή 

αιιεινθάιπςε ησλ ζεκάησλ απηψλ θαη ε ρξήζε ηνπο ζηε κηα ή ηελ άιιε 

βαζκίδα ζπλαξηάηαη κε ηηο ηθαλφηεηεο ησλ καζεηψλ θαη καζεηξηψλ καο, 

φπσο θαη πνιινχο άιινπο παξάγνληεο.  

΢ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ πξσηνβάζκηνπ ζρνιείνπ κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ: 

- Αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα άιισλ πνιηηηζκψλ, φπσο γηα παξάδεηγκα ησλ 

αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ ησλ Βαβπισλίσλ ή ησλ Μάγηαο, κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ ηεο βάζεο θαη ηεο αμίαο 

ζέζεο ησλ ςεθίσλ ηνπ αξηζκεηηθνχ ζπζηήκαηνο (βιέπε κηα αληίζηνηρε 

δηδαθηηθή πξφηαζε ησλ Ηζππξιίδνπ θαη Υαζάπε ζηνλ παξφληα ηφκν). 

- Σα Αηγππηηαθά θιάζκαηα
1
, πξνζθέξνπλ εμαηξεηηθέο επθαηξίεο 

δηεξεπλεηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ. Δηδηθφηεξα ζηηο κέξεο καο, φπνπ κε ηε 

γεληθεπκέλε ρξήζε ησλ αξηζκνκεραλψλ (calculators) ηα παηδηά ζηεξνχληαη 

επθαηξηψλ άζθεζεο ζηηο πξάμεηο ησλ θιαζκάησλ. 

- Σα δίθηπα θαη άιιεο έλλνηεο ηεο ηνπνινγίαο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε 

εξγαζία ηνπ Euler γηα ην πξφβιεκα ησλ γεθπξψλ ηνπ Καίληλγθζκπεξγθ 

(βιέπε ηελ αληίζηνηρε εξγαζία ησλ Υαζάπε θαη Κνηζαθψζηα ζηνλ 

παξφληα ηφκν), θαη αθνχ κηιάκε γηα ηνλ Euler,  

- Ζ εηθαζία ηνπ Goldbach
2
, ηελ νπνία ν Euler δελ κπφξεζε λα απνδείμεη θαη 

γχξσ απφ ηελ νπνία πεξηπιέθεηαη ην κπζηζηφξεκα ηνπ Γνμηάδε, Ο ζείνο 

Πέηξνο θαη ε εηθαζία ηνπ Goldbach. Γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο εηθαζίαο ηνπ 

Goldbach απαηηείηαη κφλν ε γλψζε ηεο έλλνηαο ηνπ άξηηνπ αξηζκνχ, ηνπ 

πξψηνπ αξηζκνχ θαη ηεο πξφζζεζεο αξηζκψλ.  

- Πξνβιήκαηα απφ ηε δνπιεηά ηνπ ηλδνχ καζεκαηηθνχ Ramanujan (1887 – 

1920) ζηηο δηακεξίζεηο ησλ αξηζκψλ
3
. Ζ Έλσζε Δθπαηδεπηηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ ηεο Ηλδίαο έρεη εθδψζεη ηξία εμαηξεηηθά βηβιία κε ζπλαθή 

πξνβιήκαηα γηα ην Γεκνηηθφ ζρνιείν, ην Γπκλάζην θαη ην Λχθεην. 
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θαη ινηπά θαη ινηπά ….. 

΢ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ δεπηεξνβάζκηνπ ζρνιείνπ κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ: 

- Οη Κηλέδηθεο απνδείμεηο ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο
4
, 

- Θεσξήκαηα απφ ηηο εξγαζίεο ηνπ Ίππαξρνπ θαη ηνπ Πηνιεκαίνπ
5
 γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ κεθψλ ησλ ρνξδψλ ελφο θχθινπ κε βάζε ηηο γσλίεο νη 

νπνίεο βαίλνπλ ζηα ηφμα πνπ νξίδνληαη απφ ηηο ρνξδέο απηέο, ηα νπνία 

νδεγνχλ ζε ζεκαληηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο, φπσο γηα παξάδεηγκα 

εκ (α  β) = εκ α ζπλ β  ζπλ α εκ β 

- Σν πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ
6
 θαη νη ζπλαθείο εξγαζίεο  ησλ 

Guthrie, Kempe θαη De Morgan. 

- Ζ πξνέιεπζε ηνπ πεξίθεκνπ ηξηγψλνπ ηνπ Pascal
7
, ην νπνίν θαηαγξάθεηαη 

ζην πνίεκα Chandasutra ηνπ Ηλδνχ πνηεηή Pingala ηνπ 200 π.Υ.  

- Ζ κέζνδνο ηνπ Ήξσλα γηα ηνλ θαηά πξνζέγγηζε ππνινγηζκφ ηεο ηξίηεο 

ξίδαο ηνπ π. 

- Σν πείξακα πηζαλνηήησλ ηνπ Buffon (George-Luis Leclerc), ην νπνίν 

κπνξεί λα απνηειέζεη κηα εμαηξεηηθή θαη πνιχ δηαζθεδαζηηθή εηζαγσγή 

ζηα καζήκαηα αλάιπζεο
8
. 

- Έλα πιήζνο εμαηξεηηθψλ πξνβιεκάησλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηα βηβιία 

Liber Abbaci θαη Liber Quadratorum ηνπ Fibonacci, ζηνπο Αηγππηηαθνχο 

πάππξνπο ηνπ Ahmes θαη ηεο Μφζραο, ζην Κηλέδηθν βηβιίν Δλλέα 

Κεθάιαηα ηεο Σέρλεο ησλ Μαζεκαηηθψλ, ζην Ηλδηθφ βηβιίν Mahavira θαη 

ζε πνιιά άιια. Γηαηί πξέπεη λα θαηαζθεπάδνπκε λέα πξνβιήκαηα φηαλ 

ππάξρεη ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ έλα ηέηνην πιήζνο πξνβιεκάησλ; 

- ΢ηνηρεία απφ ηελ εξγαζία ηνπ άξαβα καζεκαηηθνχ Al-Khwarizmi γηα ην 

«ζπκπιήξσκα ηνπ ηεηξαγψλνπ», δειαδή ηελ επίιπζε εμηζψζεσλ 

δεπηέξνπ βαζκνχ. 

- ΢ηνηρεία απφ ηηο εξγαζίεο ηεο Sophie Germain θαη ηνπ Gauss γηα ηελ 

απφδεημε ηνπ Σειεπηαίνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Fermat, ηα νπνία νδήγεζαλ 

ζηνλ εληνπηζκφ ησλ αξηζκψλ ηεο Germain
9
. 
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- Τπνινγηζκνί ηνπ φγθνπ θφινπξεο ππξακίδαο θαη ζχγθξηζε ησλ 

Αηγππηηαθψλ θαη Κηλέδηθσλ κεζφδσλ. 

- Ζ απφδεημε ηνπ Lambert φηη ν αξηζκφο π είλαη άξξεηνο 

θαη ινηπά θαη ινηπά ….. 

Θα ήζεια λα ηειεηψζσ απηή ηε ζχληνκε εηζήγεζε κνπ ιέγνληαο φηη ε 

εηζαγσγή ηεο ηζηνξίαο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ δελ είλαη 

πξφβιεκα πεξηερνκέλνπ. Δίλαη πξφβιεκα ζηάζεο θαη πξφβιεκα εηθφλαο ηεο 

επηζηήκεο ησλ καζεκαηηθψλ θαη ησλ επηζηεκφλσλ καζεκαηηθψλ 

(Θπκεζείηε ηνλ Ησλάζαλ!). 

- Γηαηί θαηά ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ δελ δηαβάδνπκε ζηα παηδηά 

ηζηνξίεο; 

- Γηαηί δελ έρνπκε εηθφλεο θαη θσηνγξαθίεο καζεκαηηθψλ ζηνπο ηνίρνπο 

ησλ ζρνιηθψλ ηάμεσλ; 

- Γηαηί δελ ηνλίδνπκε ζπλερψο φηη νη καζεκαηηθνί δελ έρνπλ απαληήζεηο γηα 

φια, φηη νη θαη καζεκαηηθνί θάλνπλ ιάζε θαη είλαη απξφζεθηνη; 

“Απηφ ζπλέβε φηαλ ζρεηίζηεθα ζηελφηεξα κε ηνλ Taniyama. Ο Taniyama δελ 

ήηαλ θαζφινπ πξνζεθηηθφο ζηε δνπιεηά ηνπ σο καζεκαηηθφο – έθαλε έλα 

ζσξφ ιάζε. Αιιά έθαλε ιάζε ζηε ζσζηή θαηεχζπλζε, νπφηε ζην ηέινο 

εχξηζθε ζσζηέο απαληήζεηο. Πξνζπάζεζα λα ηνλ κηκεζψ, αιιά δηαπίζησζα 

φηη είλαη πνιχ δχζθνιν λα θάλεηο ζσζηά ιάζε” 

Goro Shimura (Ζ εηθαζία ησλ Shimura – Taniyama δξνκνιφγεζε ηελ 

απφδεημε ηνπ ηειεπηαίνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat απφ ηνλ Andrew Wiles)  

- Γηαηί δελ ππνγξακκίδνπκε φηη ηα καζεκαηηθά δελ ζπλαξηψληαη 

απαξαίηεηα κε ηνπο ππνινγηζηέο; 

“ πνηέ δελ ρξεζηκνπνηψ ππνινγηζηή. Μεξηθέο θνξέο κπνξεί λα 

κνπληδνπξψλσ ζην ραξηί.  Άιιεο θνξέο λα δσγξαθίδσ. Δπηρεηξψ λα βξσ 

ηχπνπο” 

Andrew Wiles (αλαθέξεηαη ζην βηβιίν ην Σειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat 

ηνπ Simon Singh). 
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- Γηαηί δελ ιέκε φηη ε επηζηήκε ησλ καζεκαηηθψλ δελ αλαπηχρζεθε θαη δελ 

ζπλαξηάηαη ππνρξεσηηθά κε ην θξηηήξην ηεο ρξεζηκφηεηαο; Αο δνχκε ηνπο 

αξραίνπο Έιιελεο καζεκαηηθνχο. 

“Οη καζεκαηηθνί δελ κειεηνχλ ηα ζεσξεηηθά καζεκαηηθά επεηδή είλαη 

ρξήζηκα. Σα κειεηνχλ γηαηί ζηε κειέηε ηνπο βξίζθνπλ επραξίζηεζε θαη 

βξίζθνπλ επραξίζηεζε γηαηί ζηε κειέηε ηνπο ππάξρεη κηα ηδηφηππε νκνξθηά” 

Henri Poincare (1854 – 1912) 

Πηζηεχσ φηη αγλνψληαο φια απηά ηα δεηήκαηα ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ αδηθνχκε θαη ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε θαη ηα παηδηά πνπ 

θνηηνχλ ζην ζρνιείν γηαηί  

“ …… ην πξσηαξρηθφ δήηεκα δελ είλαη Ση μέξνπκε, αιιά Πσο κάζακε απηφ 

πνπ μέξνπκε” 

Αξηζηνηέιεο (384 – 322 πΥ) 

΢αο επραξηζηψ θαη είκαη πάληα ζηε δηάζεζε ζαο γηα ηε ζπδήηεζε απηψλ 

ησλ ζεκάησλ
10

. 

 

΢εκεηώζεηο 

1  Οη αξραίνη Αηγχπηηνη γλψξηδαλ θαη ρξεζηκνπνηνχζαλ κφλν θιάζκαηα κε 

αξηζκεηή 1 θαη επηπξφζζεηα ηα θιάζκαηα 2/3 θαη 3/4.           

2 Ο Goldbach δηαηχπσζε to 1742 ηελ εηθαζία φηη θάζε άξηηνο αξηζκφο κπνξεί λα 

γξαθεί σο άζξνηζκα δχν πξψησλ αξηζκψλ. Γηα Παξάδεηγκα, 4=2+2, 6=3+3, 

8=3+5  θ.ν.θ. Ζ εηθαζία απηή παξά ην γεγνλφο φηη έρεη επηβεβαησζεί φηη αιεζεχεη 

γηα φινπο ηνπο άξηηνπο αξηζκνχο κέρξη θαη ην 20 000 000 000 δελ έρεη απνδεηρζεί 

φηη ηζρχεη γηα θάζε άξηην αξηζκφ.  

3 Ο Ρακαλνχηδαλ ΢ξηληβάζα, Ηλδφο καζεκαηηθφο, ν νπνίνο παξφιν πνπ δελ είρε 

ζπνπδάζεη καζεκαηηθά δηαηχπσζε πνιχ αμηφινγα ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ αξηζκψλ ζπκβάιινληαο ζηελ επέθηαζε ηεο ζεσξίαο ησλ αξηζκψλ.  

Γηακέξηζε αξηζκνχ απνθαιείηαη ζηε ζεσξία ησλ αξηζκψλ θάζε παξάζηαζε ελφο 

αθεξαίνπ ζεηηθνχ αξηζκνχ κε ηε κνξθή αζξνίζκαηνο  αξηζκψλ, νη νπνίνη 

πξνέξρνληαη απφ έλα ζχλνιν αξηζκψλ κε ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο, φπσο π.ρ. ην 

ζχλνιν ησλ πξψησλ αξηζκψλ ή ην ζχλνιν ησλ αξηζκψλ πνπ είλαη δπλάκεηο ηνπ 2 

ή ηνπ 3. Ζ εηθαζία ηνπ Goldbach απνηειεί κηα ηέηνηα πεξίπησζε. 
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4 Οη θηλέδηθεο απνδείμεηο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Gou-Gu, αληίζηνηρνπ ηνπ 

γλσζηνχ ζηε Γχζε Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο βαζίδνληαη ζηελ θαηάηκεζε 

γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ ζε επηκέξνπο ζρήκαηα θαη ζηε ζπλέρεηα ζηελ 

αλαζχλζεζε ηνπο ζε δηαθνξεηηθά ζρήκαηα, ζε κηα ινγηθή αληίζηνηρε ηνπ 

παηρληδηνχ tangram. Μηα απφ ηηο απνδείμεηο απηέο απεηθνλίδεηαη ζην αθφινπζν 

ζρήκα: 

΢ην νξζνγψλην ηξίγσλν BGC ζρεκαηίδνπκε ην ηεηξάγσλν ABCD κε πιεπξά ηελ 

ππνηείλνπζα BC θαη εκβαδφλ c
2
. Μεηαθηλνχκε ηα ηξίγσλα 1, 2 θαη 3 ζηηο ζέζεηο 

4, 5 θαη 6 αληίζηνηρα. Έηζη ην αξρηθφ ηεηξάγσλν ABCD κεηαζρεκαηίδεηαη (α) 

ζην ηεηξάγσλν EFBG κε πιεπξά ηελ θάζεηε πιεπξά ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ 

BG θαη εκβαδφλ b
2
 θαη (β) ζην ηεηξάγσλν GHIC κε πιεπξά ηελ θάζεηε πιεπξά 

ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ GC θαη εκβαδφλ a
2
. Άξα  a

2
 +b

2
 = c

2
. 

5 Με πην γλσζηφ ην απνθαινχκελν Θεψξεκα ηνπ Πηνιεκαίνπ 

Αλ ABCD είλαη έλα ηεηξάπιεπξν εγγεγξακκέλν ζε θχθιν ηφηε είλαη  e  f = a c +b 

d 

6 Ζ ππφζεζε φηη απαηηνχληαη ηέζζεξα κφλν ρξψκαηα γηα λα ρξσκαηηζηεί έλαο 

ράξηεο, έηζη ψζηε νη ρψξεο πνπ ζπλνξεχνπλ κεηαμχ ηνπο λα είλαη ρξσκαηηζκέλεο 

κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα, δηαηππψζεθε αξρηθά ην 1852 απφ ηνλ Φξάλζηο Γθνχζξη  

καζεηή ηνπ γλσζηνχ καζεκαηηθνχ Απγνχζηνπ Νηε Μφξγθαλ ζην 

Παλεπηζηεκηαθφ Κνιέγην ηνπ Λνλδίλνπ. Απφ ηφηε απαζρφιεζε πνιινχο 

καζεκαηηθνχο θαη θαηά θαηξνχο δηαηππψζεθαλ δηάθνξεο απνδείμεηο, νη νπνίεο 

φκσο απνδεηθλχνληαλ ιαλζαζκέλεο. Έηζη "ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ" παξέκεηλε ρσξίο απφδεημε κέρξη ην 1977, νπφηε απνδείρηεθε κε ηε 

βνήζεηα ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή απφ ηνπο ακεξηθαλνχο καζεκαηηθνχο  Άπει 

θαη Υάθελ θαη απνηειεί πηα έλα ζεψξεκα ησλ καζεκαηηθψλ. Οη πξνζπάζεηεο γηα 
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ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ έγηλαλ αθνξκή λα δεκηνπξγεζνχλ πνιιέο 

λέεο καζεκαηηθέο γλψζεηο ζηνλ θιάδν ησλ καζεκαηηθψλ πνπ είλαη γλσζηφο σο 

ηνπνινγία. 

7 Χο ηξίγσλν ηνπ Pascal είλαη γλσζηή ε δηάηαμε ησλ αξηζκψλ 

1 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 6 15 20 15 6 1 

………………………………………………………………………. 

 

ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη απφ δηάθνξεο ηδηφηεηεο, φπσο γηα παξάδεηγκα: 

- θάζε αξηζκφο είλαη ην άζξνηζκα ησλ αξηζκψλ πνπ είλαη πάλσ δεμηά θαη πάλσ 

αξηζηεξά ηνπ, π.ρ. 3=1+2  ή 

-  θάζε αξηζκφο είλαη ην άζξνηζκα φισλ ησλ αξηζκψλ ηεο δεμηάο ή ηεο 

αξηζηεξάο δηαγσλίνπ κε αξρή πξψην ζηε ζεηξά αξηζκφ πνπ βξίζθεηαη πάλσ δεμηά 

ή πάλσ αξηζηεξά ηνπ, π.ρ. 15=5+4+3+2+1 ή 15=10+4+1 

8 Σν πείξακα πηζαλνηήησλ ηνπ Buffon ζπλαξηάηαη κε ην εμήο πξφβιεκα: Έλα 

πάησκα έρεη παξάιιειεο γξακκέο ζε ζπγθεθξηκέλε απφζηαζε a κεηαμχ ηνπο. 

Μία βειφλα πνπ έρεη κήθνο κηθξφηεξνπ ηνπ κήθνπο α πέθηεη ζην πάησκα. Πνηα 

είλαη ε πηζαλφηεηα λα δηαζηαπξσζεί ε βειφλα κε κηα γξακκή ηνπ παηψκαηνο;  

9 Ζ Germain απέδεημε κηα επηκέξνπο, αιιά γεληθή, πεξίπησζε ηνπ γλσζηνχ ζηελ 

ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ σο Σειεπηαίνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Φεξκά: 

Ζ εμίζσζε  x
n
 + y

n
 = z

n
 έρεη κε κεδεληθέο αθέξαηεο ιχζεηο γηα n>2. 

Γηα n=2 ε εμίζσζε απηή είλαη ην γλσζηφ Ππζαγφξεην ζεψξεκα, ελψ νη Euler, 

Fermat, and Legendre βξήθαλ ιχζεηο γηα n=3, n=4 θαη n=5 αληίζηνηρα. 

Οη πξνζπάζεηεο ηεο Germain λα απνδείμεη ην ζεψξεκα απηφ ηελ νδήγεζαλ ζηνλ 

εληνπηζκφ ησλ γλσζηψλ σο αξηζκψλ ηεο Germain, πνπ είλαη νη άξηηνη πξψηνη 

αξηζκνί p γηα ηνπο νπνίνπο θαη νη αξηζκνί 2p+1 είλαη επίζεο άξηηνη πξψηνη, φπσο 

είλαη π.ρ. νη αξηζκνί 3 θαη 7. 

 

___________ 

Απφδνζε ζηα ειιεληθά θαη ζεκεηψζεηο: Γεκ. Υαζάπεο 
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Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ σο ζπληζηώζα 

ηνπ κεηαγλσζηηθνύ ππνβάζξνπ ησλ δαζθάισλ 

ηνπ ζρεηηθνύ καζήκαηνο 

 

Νίθνο Καζηάλεο  

Μαζεκαηηθφ Σκήκα  Α.Π.Θ. 

 

Δηζαγωγή 

΋ινη φζνη δηδάζθνχλ Μαζεκαηηθά έρνπλ σο εθφδην ηηο απζχπαξθηεο θαη 

ηειεζίδηθεο καζεκαηηθέο γλψζεηο πνπ ζπζζψξεπζαλ ζηε δηάξθεηα ησλ 

ζπνπδψλ ηνπο. Έρνπλ επίζεο σο παξαθαηαζήθε ηελ εμάζθεζή ηνπο ζην 

ρεηξηζκφ ησλ καζεκαηηθψλ αζθήζεσλ, πνπ απέθηεζαλ θαηά ηε καθξφρξνλε 

ηξηβή ηνπο κε ηηο εμεηαζηηθέο απαηηήζεηο ηεο ζρνιηθήο θαη παλεπηζηεκηαθήο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο. Μηα εμάζθεζε πνπ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί 

απφ κηα πξνζήισζε ζε θαηεγνξνπνηεκέλεο θαη δηαδηθαζηηθέο κνξθέο 

ζπκπεξηθνξάο θη αληίιεςεο.  

Αξθεί φκσο απηφο ν εμνπιηζκφο γηα ηε δηακφξθσζε θη αλάπηπμε κηαο 

καζεκαηηθήο κφξθσζεο ζηα πιαίζηα ηεο γεληθήο παηδείαο; Με άιια ιφγηα, 

ην απνιπηνθξαηηθφ ππφβαζξν ησλ καζεκαηηθψλ ζπνπδψλ απηψλ πνπ  

δηδάζθνπλ ή πξφθεηηαη λα δηδάμνπλ ζρνιηθά Μαζεκαηηθψλ απνηειεί ηελ 

ηθαλή πξνυπφζεζε γηα λα θαιιηεξγήζνπλ έλα επίπεδν καζεκαηηθήο παηδείαο 

ζηελ επξχηεξε θιίκαθα ησλ καζεηψλ; Δίλαη δειαδή επαξθέο γηα λα 

κπνξέζνπλ λα εξκελεχζνπλ θαη λα εμεγήζνπλ ηηο ζρνιηθέο καζεκαηηθέο 

γλψζεηο, πνπ ππεξβαίλνληαο ηηο κεραληζηηθέο ζπκπεξηθνξέο ηεο απιήο 

αλακεηάδνζεο ηεο ζρνιηθήο χιεο λα αλαπηχμνπλ ηελ θαηαλφεζε θαη ηελ 

θξηηηθή ζθέςε;  

Δίλαη αιήζεηα φηη απηφο ν πξνβιεκαηηζκφο θέξλεη ζην πξνζθήλην ην 

δήηεκα ηεο επηζηεκνληθήο θαη επαγγεικαηηθήο εμεηδίθεπζεο απηψλ πνπ 

δηδάζθνπλ ή πξφθεηηαη λα δηδάμνπλ Μαζεκαηηθά. Πξνβάιιεη δειαδή ην 

ζέκα φρη απιά ηεο δηαθνξνπνίεζεο ηνπο απφ ηηο άιιεο εηδηθφηεηεο ησλ 

καζεκαηηθψλ, ιφγνπ ράξε ηνπ αιγεβξίζηα ή ηνπ ζηαηηζηηθνιφγνπ, αιιά 
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ησλ εηδηθψλ πξνυπνζέζεσλ γηα ηελ επηζηεκνληθή ηνπο ηδηαηηεξφηεηα θαη 

ηελ επαγγεικαηηθή ηνπο θαηάξηηζε. Γηα ην ζθνπφ απηφ αμίδεη λα ηνληζηεί ε 

έκθαζε πνπ δίλεηαη απφ εηδηθνχο ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηελ 

εηεξνγέλεηα ησλ γλσζηηθψλ πιαηζίσλ θαη απαηηήζεσλ κεηαμχ απηψλ πνπ ζα 

δηδάμνπλ Μαζεκαηηθά θαη απηψλ πνπ ζα εμεηδηθεπηνχλ ζηα θαζαξά ή ηα 

εθαξκνζκέλα Μαζεκαηηθά.
1
 

Αλ επηθεληξσζεί ηψξα ε πξνζνρή ζηελ επηζηεκνινγηθή θαη ιεηηνπξγηθή 

ππνδνκή απηψλ πνπ δηδάζθνπλ ή πξφθεηηαη λα δηδάμνπλ Μαζεκαηηθά, ηφηε 

απνθαιππηηθή είλαη ε επηζήκαλζε
2
 ησλ ηεζζάξσλ δηαζηάζεσλ ηεο: ηεο 

γλψζεο-ηεο γλψζεο ζρεηηθά κε ηε γλψζε-ηεο γλψζεο γηα δξάζε-ηεο δξάζεο. 

Ζ πξψηε δηάζηαζε, απηή ηεο γλψζεο, πεξηιακβάλεη: ηε ζθαηξηθή κάζεζε 

ησλ πξνρσξεκέλσλ καζεκαηηθψλ ζεσξηψλ πνπ απνηεινχλ ηηο ζχγρξνλεο 

βάζεηο ηεο Μαζεκαηηθήο Δπηζηήκεο θαη κηα πξνζέγγηζε ησλ ζρνιηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ απφ αλψηεξε ζθνπηά, παξάιιεια  κε κηα παηδαγσγηθή θαη 

ςπρνινγηθή ζεψξεζε ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο. Ζ δεχηεξε δηάζηαζε, δει. 

ηεο γλψζεο ζρεηηθά κε ηε γλψζε, αθνξά ην παξαζθήλην ηεο γλψζεο, κε άιια 

ιφγηα ηελ επίγλσζε ηεο θχζεο, ηνπ ξφινπ θαη ηεο δπλακηθήο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Ζ ηξίηε δηάζηαζε, ηεο γλψζεο γηα δξάζε, έρεη λα θάλεη κε ην 

ζεσξεηηθφ πιαίζην ηεο νξγάλσζεο θαη  κεζφδεπζεο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

ζρνιηθψλ Μαζεκαηηθψλ, φπσο θαη ηεο αμηνιφγεζεο ηνπ καζεκαηηθνχ 

έξγνπ ζηελ ηάμε. Καη ε ηέηαξηε δηάζηαζε, ηεο δξάζεο, αληηπξνζσπεχεη ηελ 

πξαθηηθή εμάζθεζε θαη ηελ εκπεηξία ζηε δηδαζθαιία ησλ ζρνιηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη ηελ αλάπηπμε ηεο ζρνιηθήο καζεκαηηθήο παηδείαο 

γεληθφηεξα.   

Οη δηαζηάζεηο απηέο απεηθνλίδνπλ ηηο θαζνξηζηηθέο ζπληζηψζεο ηεο 

επηζηεκνληθήο κφξθσζεο θαη ηεο επαγγεικαηηθήο θαηάξηηζεο απηψλ πνπ 

δηδάζθνπλ ή πξφθεηηαη λα δηδάμνπλ Μαζεκαηηθά ζην ζρνιείν. Πην 

                                                
1
 Βι. Fletcher, T.J.: Is the Teacher of Mathematics a Mathematician or Not?, ζην βηβιίν: 

Steiner, H.-G. The Education of Mathematics Teacher, Institut für Didaktik der 

Mathematik der Universität Bielefeld, 1979, φπσο θαη ε δεκνζίεπζε: Dörfler, W.: 

Mathematics, Mathematics Education and Mathematicians: An Unbalanced Triangle, 

Bulletin of the International Commission on Mathematical Instruction, December 2000.   
2
 Βι. Καιδξπκίδνπ, Μ. / Καζηάλε, Ν. / Οηθνλφκνπ, Α.: Μφξθσζε θαη Δπαγγεικαηηθή 

Καηάξηηζε ησλ Γαζθάισλ ησλ Μαζεκαηηθψλ, Γηάζηαζε, 1-2, 1991, ζει. 18-28, εηδ. ζει. 

26. 
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ζπγθεθξηκέλα, ε ζπληζηακέλε απηψλ ησλ ζπληζηνπζψλ πξνζδηνξίδεη ην 

νινθιεξσκέλν εθείλν ππφβαζξν πνπ δηακνξθψλεη θαη ζηεξίδεη ηνπο 

εθπαηδεπηηθνχο κε αξκνδηφηεηα ηα ζρνιηθά Μαζεκαηηθά. Υσξίο δπζθνιία, 

φκσο, κπνξεί λα δηαπηζησζεί φηη ζηελ ειιεληθή πξαγκαηηθφηεηα ε ελ ιφγσ 

ζπληζηακέλε είλαη αθξσηεξηαζκέλε. ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ε 

επηζηεκνληθή κφξθσζε πνπ παξέρνπλ ηα Σκήκαηα Μαζεκαηηθψλ ζηελ 

Διιάδα είλαη απφιπηα πξνζεισκέλα ζε κηα ζπζζσξεπηηθή αληίιεςε ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο, φπνπ δεζπφδνπλ ηα ηδηφξξπζκα ηερλάζκαηα 

εθαξκνζκέλα ζε πξνδηαγξακκέλεο ζεκαηνινγίεο. Σν κνξθσηηθφ ηνπο 

ηδεψδεο είλαη απηφ ησλ ζθιεξψλ Μαζεκαηηθψλ, δει. ησλ εξεπλεηηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ, πνπ ελ πνιινίο δηαπλένληαη απφ κηα λννηξνπία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ γηα ηα Μαζεκαηηθά. Με άιια ιφγηα επηθξαηεί κηα 

ηερλνθξαηηθή αληίιεςε ζηηο καζεκαηηθέο ζπνπδέο ζηελ Διιάδα. Δίλαη 

κάιηζηα πνιχ ελδεηθηηθή ε άπνςε, πνπ είλαη αξθεηά δηαδεδνκέλε ζηα ελ 

ιφγσ Σκήκαηα, φηη “ε πνηφηεηα ηεο δηδαζθαιίαο ζηα Παλεπηζηήκηα 

αθνινπζεί ηελ έξεπλα [ζηα ζθιεξά Μαζεκαηηθά] ζαλ ζθηά”, ή φηη “γηα λα 

είζαη θαιφο δάζθαινο ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη λα μέξεηο θαιά Μαζεκαηηθά 

θαη λα είζαη θαιφο άλζξσπνο”.
3
 Κη απηφ δελ είλαη επηιήςηκν αλ ε 

απνθιεηζηηθή απνζηνιή ηνπο είλαη ε επηζηεκνληθή πξνεηνηκαζία ησλ 

απξηαλψλ καζεκαηηθψλ ηεο έξεπλαο. Ζ αληίθαζε είλαη φηη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ε ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ησλ πηπρηνχρσλ απηψλ ησλ 

Σκεκάησλ έρνπλ σο αληηθείκελν απαζρφιεζεο ηε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Ζ πεξηραξάθσζε ινηπφλ ηεο πξνεηνηκαζίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ ηεο Μέζεο Δθπαίδεπζεο ζηα πξφηππα ησλ καζεκαηηθψλ ηεο 

έξεπλαο απνηειεί κέγηζην εκπφδην ζηελ αλάπηπμε ησλ ηθαλνηήησλ 

θαηαλφεζεο ηεο επηζηεκνινγηθήο θαη πνιηηηζηηθήο ππνδνκήο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη θαηά ζπλέπεηα κεηψλεη δξαζηηθά ηηο δπλαηφηεηεο 

επηθνηλσλίαο κε κε καζεκαηηθνχο. Απφ ηελ άιιε κεξηά ηα Παηδαγσγηθά 

Σκήκαηα αλ θαη παξέρνπλ κηα επξεία παηδαγσγηθή θαη δηδαθηηθή κφξθσζε, 

πνπ ζηα Σκήκαηα Μαζεκαηηθψλ απηνχ ηνπ είδνπο κφξθσζε είλαη θαηά 

θαλφλα πεξηζσξηνπνηεκέλε έσο αλχπαξθηε, ελ ηνχηνηο πζηεξνχλ θη απηά, 

εθηφο θάπνησλ εμαηξέζεσλ, ζηελ θαιιηέξγεηα ηεο γλψζεο ζρεηηθά κε ηε 

καζεκαηηθή γλψζε, δει. ππνιείπνληαη ζην είδνο εθείλν ησλ ζπνπδψλ πνπ 

                                                
3
 Βι. Καζηάλε, Ν.: Μηα Δηζαγσγή ζηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ, Θεζζαινλίθε 1996, 

ζει. 29. 
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αλαδεηθλχεη ην γλσζηηθφ θαη πνιηηηζκηθφ ππφβαζξν ηεο καζεκαηηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο.  

Απφ ηηο επηζεκάλζεηο απηέο δηαθαίλεηαη φηη νη καζεκαηηθέο ζπνπδέο ζηα 

Διιεληθά Παλεπηζηήκηα θπξηαξρνχληαη απφ κηα ηερλνθξαηηθή ζπζζψξεπζε, 

δει. απφ κηα αζξνηζηηθή αληίιεςε απφιπησλ, απζχπαξθησλ, ακεηάβιεησλ 

καζεκαηθψλ γλψζεσλ
4
 θαη ζηεξνχληαη ηεο κεηαγλσζηηθήο κφξθσζεο, δει. 

ηεο ―επαηζζεηνπνηεκέλεο‖ γλψζεο γηα ηε θχζε, ηε ζεκαζία θαη ην ξφιν 

ησλ Μαζεκαηηθψλ. Έρεη σζηφζν ππνγξακκηζηεί ε ζεκαζία ηεο 

κεηαγλσζηηθήο παηδείαο ζηε δηδαθηηθή δξαζηεξηφηεηα ησλ εθπαηδεπηηθψλ 

γεληθά
5
 θαη ησλ καζεκαηηθψλ εηδηθφηεξα.

6
  

 

Σρεηηθά κε ηε κεηαγλώζε ζην πιαίζην ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο  

Γηαηζζεηηθά θαίλεηαη φηη ν πεξηνξηζκφο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο ζην 

πιαίζην ηεο απιήο πιεξνθφξεζεο δελ νδεγεί παξά ζε κηα κεραληζηηθή 

απνδνρή θαη ζπκπεξηθνξά. Γηαθαίλεηαη επίζεο φηη γηα ηνλ απεγθισβηζκφ 

απφ κηα ηέηνηα πεξηραξάθσζε απαηηείηαη ν εκπινπηηζκφο ηεο καζεκαηηθήο 

κφξθσζεο κε κηα ―ηζρπξή δφζε‖ επίγλσζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ, δει. 

ζπλεηδεηνπνίεζεο ηνπ παξαζθελίνπ ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη ηεο 

καζεκαηηθήο παηδείαο γεληθφηεξα. Δχθνια, ηψξα, κπνξεί λα παξαηεξεζεί 

φηη ην πεδίν θαιιηέξγεηαο θη αλάπηπμεο ηεο επίγλσζεο ηνπ ραξαθηήξα θαη 

ηνπ ξφινπ ησλ Μαζεκαηηθψλ δελ είλαη άιιν απφ ην κεηαγλσζηηθφ 

ππφβαζξν ηεο καζεκαηηθήο θνπιηνχξαο. Γη‘ απηφ ην ιφγν, δεκηνπξγείηαη 

έλα ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ζρεηηθά κε ηελ πθή ηεο κεηαγλψζεο ζηα πιαίζηα 

ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο. 

΢ην πιαίζην ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ ν φξνο κεηαγλψζε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ παξνπζηάζηεθε γηα πξψηε θνξά ην 1975 απφ ηελ εξεπλεηηθή 

νκάδα ηνπ Ηλζηηηνχηνπ Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ Παλεπηζηεκίνπ 

                                                
4
 Βι. Καζηάλε, Ν.: Σχπνη δηδαθηηθήο νξζνινγηθφηεηαο θαη είδε ηζηνξηθήο θαηαλφεζεο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ, Θέκαηα Παηδείαο, ηεπρ. 1, 2001, ζει. 51-57, εηδ. ζει. 52-53. 
5
 Βι. Smith, B.O. : Teachers for the Real World, The American Association of Colleges for 

Teacher Education, 1969, ζει. 125 θ.ε. 
6
 Βι. Otte, M. : Ζ Μφξθσζε ησλ Γαζθάισλ, Γηάζηαζε, 1, 1994, ζει. 52-59, εηδ. ζει. 56 

θ.ε. 
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Bielefeld ηεο Γεξκαλίαο.
7
 ΢πγθεθξηκέλα ρξεζηκνπνηήζεθε θαηά ηε δηάξθεηα 

ηνπ ζεκηλαξίνπ γηα ηηο ―Σάζεηο θαη ηα Πξνβιήκαηα ηεο Δθπαίδεπζεο ησλ 

Γαζθάισλ ησλ Μαζεκαηηθψλ‖, πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηηο 2 κε 6 

Γεθεκβξίνπ 1975 ζην Bielefeld.
8
 Μηα ζρεηηθή, φκσο, πξνζέγγηζε είρε 

αλαπηχμεη λσξίηεξα ν δηαπξεπήο άγγινο εηδηθφο ζηε Γηδαθηηθή ησλ 

Μαζεκαηηθψλ Richard R, Skemp. Ήδε απφ ην 1961 ρξεζηκνπνίεζε ηνλ φξν 

αλαζηνραζηηθή λνεκνζχλε (reflective intelligence),
9
 κε ηελ έλλνηα ―ηεο 

ηθαλφηεηαο λα αληηκεησπίδεη θάπνηνο ηηο δηθέο ηνπ λνεηηθέο δηαδηθαζίεο σο 

αληηθείκελν ζπλεηδεηήο παξαηήξεζεο‖,
10

 έλα είδνο δει. ελδνζθφπεζεο θαη 

απηνθξηηηθήο ελφο αηφκνπ γηα ηηο λνεηηθέο ηνπ ιεηηνπξγίεο θαη κεηαιιαγέο. 

΋πσο κάιηζηα δηεπθξίληζε, ζε κηα δεκνζίεπζή ηνπ,
11

 ε ηδέα απηή 

αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Jean Piaget ζην αμηνζεκείσην βηβιίν ηνπ La 

Psychologie de l‟ Intelligence, πνπ πξσηνεθδφζεθε ην 1947, κε ηνλ φξν 

―αλαζηνραζηηθή αθαίξεζε‖ θαη κε ηε ζεκαζία ηεο θαηαλφεζεο ή ηεο 

ζπλεηδεηνπνίεζεο ηνπ κεραληζκνχ άληιεζεο, αλαδηνξγάλσζεο θαη 

εδξαίσζεο ηεο γλψζεο. Ζ αλαζηνραζηηθή ινηπφλ λνεκνζχλε απνηειεί έλα 

είδνο απην-επίγλσζεο ηνπ ηξφπνπ αλάπηπμεο ηεο ζθέςεο, κ‘ άιια ιφγηα 

είλαη κηα πξνζέγγηζε ζην παξαζθήλην ηεο γλσζηηθήο ζπκπεξηθνξάο ελφο 

αλζξψπνπ θαη θαηά ζπλέπεηα αληηπξνζσπεχεη κηα ςπρνινγηθή δηάζηαζε 

ηνπ κεηαγλσζηηθνχ ππφβαζξνπ ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο. 

Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη ν φξνο κεηαγλψζε (metacognition) εκθαλίζηεθε 

ζηε Γλσζηηθή Φπρνινγία ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1970,
12

 ηελ επνρή 

                                                
7
 πνπ απαξηίδνληαλ απφ ηνπο : Thomas Mies, Michael Otte, Veronika Reiss, Heinz 

Steinbring, Dankwart Vogel, θαη ζπλεξγαδφηαλ ν Gert Schubring. 
8
 Βι. Tendencies and Problems of the Training of Mathematics Teachers, Materials 

prepared by the working group “Mathematiklehrerbildung”, Institut für Didaktik der 

Mathematik, Universität Bielefeld, December 1975, ζει. 106. Πξφθεηηαη γηα έλα 

εξεπλεηηθφ πξφγξακκα πνπ νινθιεξψζεθε ην 1981 κε ηελ έθδνζε ηνπ βηβιίνπ: Bromme, 

R. et al. : Perspektiven  für die Ausbildung der Mathematiklehrer, Aulis Verlag Deubner, 

1981. 
9
 Βι. Skemp,R. R. : Reflective intelligence and mathematics, British Journal for the  

Educational Psychology, 31, 1961, ζει. 45-55. 
10

 Βι. Skemp, R. R.: Intellingence, learning and action, Wiley, 1979, ζει. 175. 
11

 Βι. Skemp, R. R.: Reflective Intelligence, and the Use of Symbols, ζην βηβιίν The 

Process of Learning Mathematics, ed. by L. R. Chapman, Pergamon Press, 1972, ζει. 

195-205, εηδ. ζει. 195. 
12

 Βι. Flavell, J. H., Friedrichs, A. G. & Hoyt, J. D.: Developmental changes in 

memorisation processes, Cognitive Psychology, 1, 1970, ζει. 323-340, εηδ. ζει. 323. 
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δει. ηεο πξσηναλάπηπμεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θιάδνπ ηεο Φπρνινγίαο θαη 

ζε ζπλάξηεζε κε ηε δπλακηθή θαη ηηο αλαδεηήζεηο ηεο Σερλεηήο 

Ννεκνζχλεο θαη ησλ Ζιεθηξνληθψλ Τπνινγηζηψλ γεληθφηεξα. ΢ηα επφκελα 

ρξφληα νη γλσζηηθνί ςπρνιφγνη έδεημαλ ελδηαθέξνλ ζην ζπγθεθξηκέλν ζέκα 

θαη αλάιπζαλ δηάθνξεο πιεπξέο ηνπ.
13

 Ο ζρεηηθφο πξνβιεκαηηζκφο είρε σο 

αθεηεξία ηα εξσηήκαηα γηα ην ―πσο θαη ππφ πνηεο ζπλζήθεο ην άηνκν 

ζπιιέγεη, ζπληνλίδεη, θαη νινθιεξψλεη ηελ ππάξρνπζα γλψζε θαη δεμηφηεηέο 

ηνπ ζε λέεο ιεηηνπξγηθέο νξγαλψζεηο”. Οπφηε ππνζηήξηδαλ φηη “γηα λα γίλεη 

θάηη ηέηνην ζα πξέπεη ην άηνκν λα θαηαλνεί πνηα είλαη ε ππάξρνπζα γλψζε 

ηνπ, αλ απηή επαξθεί γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο θαηάζηαζεο, αλ 

πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί θαη λα πξνζαξκνζηεί ζηηο λέεο ζπλζήθεο, αλ 

ρξεηάδεηαη ζρεδηαζκφο θαη ζηξαηεγηθή πξηλ ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, αλ ε 

εθηέιεζε ησλ ελεξγεηψλ επίιπζεο είλαη νξζή θαη νδεγεί ζην επηδεηνχκελν 

απνηέιεζκα. Απηνχ ηνπ είδνπο ε θαηαλφεζε θηλείηαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ζε 

έλα επίπεδν αλψηεξν απφ ην επίπεδν ηεο απηφκαηεο γλσζηηθήο επεμεξγαζίαο 

ή ηνπ εθηειεζηηθνχ κεραληζκνχ, γηαηί πξνυπνζέηεη ελεκεξφηεηα απφ πιεπξάο 

ηνπ αηφκνπ γηα πξνεγνχκελεο γλσζηηθέο θαηαζηάζεηο. Γηα ην ιφγν απηφ είλαη 

κεηα-, αθνινπζεί θαη παξαθνινπζεί ηε γλψζε, είλαη κεηαγλψζε. Ζ κεηαγλψζε 

αλαθέξεηαη, επνκέλσο, ζηε γλψζε πνπ δηαζέηεη ην άηνκν γηα ηηο γλσζηηθέο 

ηνπ ιεηηνπξγίεο θαη ηα πξντφληα ηνπο θαη γηα φ,ηη ζρεηίδεηαη κε απηά. ΢πλέπεηα 

ηεο γλψζεο απηήο είλαη ε ελεξγφο παξέκβαζε, παξαθνινχζεζε, δηφξζσζε θαη 

ζπληνληζκφο ησλ γλσζηηθψλ ιεηηνπξγηψλ πξνθεηκέλνπ λα εμππεξεηεζεί 

θάπνηνο ζηφρνο”.
14

 

Μέζα ζ‘ απηφ ην πιαίζην ε έκθαζε ησλ αλαιχζεσλ ηεο κεηαγλψζεο 

δφζεθε ζηελ  

 απηνγλσζία ησλ πξνζσπηθψλ λνεηηθψλ ιεηηνπξγηψλ θαη πεπνηζήζεσλ 

θαη ζηε 

 ξχζκηζε θαη ηνλ έιεγρν ησλ αηνκηθψλ γλσζηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ. 

΢ην ςπρνινγηθφ απηφ πξφγξακκα δελ άξγεζε λα εθδεισζεί ην ελδηαθέξνλ 

θαη λα εμεηαζηεί ην κεηαγλσζηηθφ ππφβαζξν ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο. Οη 

                                                
13

 Βι.Livingston, J.A.: Metacognition: An Overview,1997, 

http://www.gse.buffalo.edu/fas/shuell/cep564/Metacog.htm 
14

 Βι. Κσζηαξίδνπ-Δπθιείδε, Α. : Γλσζηηθή Φπρνινγία, εθδ. Art of Text, 1992, ζει. 135. 
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πξψηεο ζρεηηθέο δεκνζηεχζεηο απηήο ηεο ζθνπηάο εκθαλίζηεθαλ ζηα κέζα 

ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1980, κε ζεκαληηθφηεξε απηή ηνπ γλσζηνχ ακεξηθάλνπ 

εξεπλεηή ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ Alan Schoenfeld.
15

 Ζ 

δεκνζίεπζε ηνπ Schoenfeld, ε νπνία ζεκεησηένλ πξνθάιεζε κηα επξεία 

ζπδήηεζε,
16

 εζηηάζηεθε ζην κεηαγλψζηηθν ππφζηξσκα ηεο δηαδηθαζίαο 

κάζεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ππέδεημε ηξεηο φςεηο ηνπ : ηηο πεπνηζήζεηο 

θαη πξνδηαζέζεηο (intuitions), ηελ απην-επίγλσζε ησλ πξνζσπηθψλ 

δηαδηθαζηψλ ζθέςεο, ηνλ έιεγρν θαη ηελ απην-ξχζκηζε. ΢πγθεθξηκέλα 

ππνζηήξημε φηη θάζε καζεηήο δηακνξθψλεη ηε καζεκαηηθή ηνπ 

δξαζηεξηφηεηα θαη ζπκπεξηθνξά, φρη αλεμάξηεηα απφ ηηο πεπνηζήζεηο ηνπ 

θαη ηηο πξνδηαζέζεηο ηνπ πεξί Μαζεκαηηθψλ, νχηε μεθνκκέλα απφ ηηο 

πξνεγνχκελεο εκπεηξίεο ηνπ ζηε πξνζπάζεηά ηνπ λα θαηαλνήζεη ηνλ θφζκν 

θαη λα δψζεη λφεκα ζηελ πξαγκαηηθφηεηα πνπ βηψλεη. Δπηζήκαλε 

ραξαθηεξηζηηθά φηη νη καζεηέο πνπ απνθηνχλ ηελ πεπνίζεζε φηη ηα ζρνιηθά 

Μαζεκαηηθά δελ είλαη άιιν παξά ρεηξηζκνί καζεκαηηθψλ ηχπσλ θαη 

ηππνπνηεκέλεο δηαδηθαζίεο, ρσξίο θακία ζρέζε κε ηελ πξαγκαηηθή δσή, ηελ 

αλαθάιπςε θαη ηε ιχζε πξνβιεκάησλ, έρνπλ, θαηά θαλφλα, 

ζπκπεξηθέξνληαη κεραληζηηθά θαη αλαπηχζζνπλ κηα απσζεηηθή ή παζεηηθή 

ζηάζε γηα ηα Μαζεκαηηθά.
17

 Παξάιιεια ππνγξάκκηζε ηε ζεκαζία ηεο 

απηφ-ζπλείδεζεο ησλ καζεηψλ γηα ηε γλσζηηθή ηνπο θαηάζηαζε, ησλ 

γλσζηηθψλ ηνπο δεμηνηήησλ θαη ηθαλνηήησλ. ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε 

ηζρπξίζηεθε φηη ―ε θαιή [δεμηφηεηα] επίιπζεο πξνβιεκάησλ [απφ έλα 

καζεηή] απαηηεί ηε απνηειεζκαηηθή ρξήζε ηνπ ηη γλσξίδεη, εάλ απηφο δελ 

έρεη κηα θαιή επίγλσζε ηνπ ηη γλσξίδεη, ίζσο βξεη δπζθνιία ζην λα γίλεη 

έλαο επηδέμηνο ιχηεο πξνβιεκάησλ‖.
18

 Δπίζεο ζπζρέηηζε ηνλ έιεγρν θαη ηελ 

απην-ξχζκηζε κε ηελ νξγάλσζε θαη ηε κεζφδεπζε ηνπ ρξφλνπ θαη ηεο 

πξνζπάζεηαο γηα ηελ αληηκεηψπηζε ελφο πξνβιήκαηνο, ελφο θαζήθνληνο. 
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 Βι. Garofalo, J. / Lester, F.K. JR. : Metacognition, Cognitive Monitoring, and 

Mathematical Performance, Journal for Research in Mathematics Education, 16(3), 1985, 

ζει. 163-176, θαη Schoenfeld, A.H. : What‘s all the Fuss about Metacognition?, ζην 

Schoenfeld, A.H.(ed.) : Cognitive Science and Mathematics Education, Lawrence 

Erlbaum Associates, 1987, ζει. 189-215. 
16

 Βι. http://mathforum.org/epigone/geometry-pre-college/clarwaysterd/  , 
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 ΢ην ίδην, ζει. 190. 
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Έλα ηέηνηα επηηειηθφ έξγν πξνυπνζέηεη: α) θαηαλφεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ή 

ηνπ θαζήθνληνο, β) ζρεδηαζκφ, γ) επίβιεςε ησλ ελεξγεηψλ θαη ησλ 

επηκέξνπο εθβάζεσλ θαη δ) εμέηαζε ησλ δηεμφδσλ ή απνθάζεηο γηα ην ηη 

γίλεηαη θαη ζε ηη κάθξνο ρξφλνπ.
19

 

Γίλεηαη θαλεξφ φηη ε νπηηθή γσλία ηνπ Schoenfeld γηα ηε κεηαγλσζηηθή 

δηάζηαζε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ζηεξίδεηαη ζηε Γλσζηηθή Φπρνινγία 

πνπ αλαπηχρζεθε θαη θαιιηεξγήζεθε ζηηο Ζ.Π.Α. απφ ηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο 

ηνπ 1960. Σν θχξην γλψξηζκα απηήο ηεο πξνζέγγηζεο είλαη ε έκθαζε ζηα 

πξνζσπνπαγή ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αλαζηνραζκνχ, δει. επηθεληξψλεηαη 

ζηελ απηνγλσζία θαη απηνθξηηηθή ησλ ππνθεηκέλσλ, πνπ ζεκαίλεη φηη 

αλαδεηθλχεη ηελ ππνθεηκεληθή, αηνκνθεληξηθή, πιεπξά ηνπ ζέκαηνο. Απηή ε 

πξνζήισζε παξαηεξείηαη θαη ζηηο άιιεο ζρεηηθέο δεκνζηεχζεηο ησλ 

ακεξηθάλσλ (θαη ησλ επεξεαζκέλσλ απ‘ απηνχο) εηδηθψλ ζηε Γηδαθηηθή 

ησλ Μαζεκαηηθψλ.
20

  

Γηαθνξεηηθή είλαη ε πξνζέγγηζε ηεο κεηαγλψζεο, δει. ηεο 

―αλαζηνραζηηθήο αθαίξεζεο‖, ζην πιαίζην ηεο Γελεηηθήο Δπηζηεκνινγίαο 

ηνπ Piaget. Καη απηφ γηαηί είρε γηα βάζε ―ηελ χπαξμε παξαιιειηζκνχ 

κεηαμχ ηεο ινγηθήο θαη ζεσξεηηθήο νξγάλσζεο ηεο γλψζεο θαη ησλ 

αληίζηνηρσλ ςπρνινγηθψλ δηαδηθαζηψλ δηακφξθσζήο ηεο‖
21

απφ ηε κηα θαη 

αιιεινζπζρέηηδε ηελ ηζηνξηθν-γλσζηηθή αλέιημε ηεο επηζηεκνληθήο ζθέςεο 

κε ηελ ςπρν-γελεηηθή αλάπηπμε ηεο λνεκνζχλεο ελφο αλζξψπνπ
22

 απφ ηελ 

άιιε. Οπφηε ε πξνζέγγηζε ηνπ ζπλδχαδε ηελ ππνθεηκεληθή πιεπξά κε ηελ 

επηζηεκνινγηθή πιεπξά (δει. κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο 
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20
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ζει. 93-114, Lester, F.K.: Reflections about Mathematical Problem-Solving Research, 

ζην ίδην, ζει. 115-124, Schoenfeld, A.: Learning to Think Mathematically: Problem 
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επηζηεκνληθήο γλψζεο) ππφ ην πξίζκα κηαο ηζηνξηθν-αλαπηπμηαθήο 

ζεψξεζεο.  

Μεηαηνπηζκέλε πξνο κηα πην επηζηεκνινγηθή απφρξσζε ήηαλ ε 

κεηαγλσζηηθή αλάιπζε ηεο εξεπλεηηθήο νκάδαο ηνπ Bielefeld. ΢ηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε πξφβαιε ηηο εμήο ηξεηο κεηαγλσζηηθέο ζπληζηψζεο 

ηεο  καζεκαηηθήο γλψζεο : Μεζνδνινγία θαη Θεσξία ηεο Δπηζηεκνληθήο 

Δξγαζίαο, Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη Γλψζε πεξί ησλ ΢ρέζεσλ κεηαμχ 

Μαζεκαηηθψλ θαη άιισλ Δπηζηεκψλ ή ΢ρνιηθψλ Μαζεκάησλ.
23

 Αλαθνξηθά 

κε ην κεηαγλσζηηθφ ξφιν ηεο Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ ππνδεηθλχεηαη ε 

επηζηεκνινγηθή ηζηνξία, πνπ ζα αλαδεηθλχεη ην παξαζθήλην ηεο 

ελλνηνινγηθήο αλάπηπμεο, ηελ ηδηαίηεξε θχζε ησλ καζεκαηηθψλ πιηθψλ θαη 

ηελ αιιειεμάξηεζε ηεο αλέιημεο ησλ Μαζεκαηηθψλ κε ηελ θνηλσληθή 

αλάπηπμε.
24

 

 

 Η ηζηνξία ηωλ καζεκαηηθώλ ωο κέζν κεηαγλωζηηθήο κόξθωζεο 

Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ε Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ πξνβάιιεηαη σο έλα 

ρξνλνγξάθεκα επηηεπγκάησλ θαη πξνηθηζκέλσλ καζεκαηηθψλ.
25

 ΢ε πνιχ 

κηθξφηεξε θιίκαθα παξνπζηάδεηαη σο ζπιινγή εχζηξνθσλ ηερληθψλ θαη 

απνδείμεσλ καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ θαη ζεσξεκάησλ ηνπ 

παξειζφληνο.
26

 Καη ζε ειάρηζηεο, έσο ζπάληεο, πεξηπηψζεηο αληηκεησπίδεηαη 

σο αλέιημε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ή σο πνιηηηζκηθή αλάπηπμε ηεο 

καζεκαηηθήο παηδείαο.
27

 ΢ηα δηαθνξεηηθά απηά είδε αλαπαξαζηάζεσλ ηεο 

Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθνί ηχπνη ηζηνξηθήο 

θαηαλφεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη θαηά ζπλέπεηα δηαθνξεηηθά 
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κεηαγλσζηηθά πιαίζηα. ΢πγθεθξηκέλα ε ρξνλνινγηθή πεξηγξαθή ησλ 

καζεκαηηθψλ επηηεπγκάησλ δεκηνπξγεί, θαηά θχξην ιφγν, ηελ αληίιεςε φηη 

ηα Μαζεκαηηθά δηακνξθψζεθαλ θαη δηακνξθψλνληαη σο κηα αιιεινπρία 

ηδηνθπψλ εκπλεχζεσλ πξνηθηζκέλσλ καζεκαηηθψλ. Ζ ηζηνξηθή παξνπζίαζε 

ησλ έμππλσλ ηερλαζκάησλ θαη απνδείμεσλ πξνβάιιεη, σο επί ην πιείζηνλ, 

έλαλ κνλνδηάζηαην κεζνδνινγηζκφ κε κεηαθπζηθέο απνρξψζεηο. Αληίζεηα ε 

αλάδεημε ησλ επηζηεκνινγηθψλ ηδηαηηεξνηήησλ, ζε ζπλάθεηα κε ηηο 

αληίζηνηρεο πνιηηηζκηθέο ζπγθπξίεο, θσηίδεη ηα ραξαθηεξηζηηθά 

γλσξίζκαηα ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη ηα ζπζρεηίδεη κε ηε δπλακηθή ηνπ 

πνιηηηζκηθνχ πιαηζίνπ κέζα ζην νπνίν αλαπηχζζεηαη θαη θαιιηεξγείηαη. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή απνθαιχπηεηαη ε θχζε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο θαη 

ζπκπεξηθνξάο σο ζπλέπεηα ζπιινγηθψλ θαηαζηάζεσλ θαη κ‘ απηφ ηνλ 

ηξφπν εκπινπηίδεηαη ζθαηξηθά ε κεηαγλσζηηθή πιεπξά ησλ 

Μαζεκαηηθψλ.
28

 

Καηά θαλφλα, ην πξνζσπηθφ ή αθαδεκατθφ ελδηαθέξνλ γηα ηελ ηζηνξία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ δεκηνπξγείηαη σο αληίδξαζε ή αληηπεξηζπαζκφ ζηελ 

ηερλνθξαηηθή θαηαπίεζε ηεο θαζηεξσκέλεο καζεκαηηθήο παηδείαο. ΢πλήζσο 

ε ζηξνθή πξνο ηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ γίλεηαη γηα λα κεηξηαζηεί ή 

λα απεκπιαθεί ε παξερφκελε καζεκαηηθή παηδεία απφ ηελ έληνλε 

ηππνθξαηία θαη ηνλ αληίζηνηρν δνγκαηηζκφ. Δπηδηψθεηαη κ‘ απηφ ηνλ ηξφπν 

λα εκπινπηηζηνχλ ηα ζρνιηθά Μαζεκαηηθά κε κηα αλζξσπηζηηθή δηάζηαζε, 

ε νπνία ζα αλαδεηθλχεη ηε καζεκαηηθή δεκηνπξγηθφηεηα σο αλέιημε ηεο 

αλζξψπηλεο ζθέςεο ζε δπλακηθέο πνιηηηζκηθέο θαηαζηάζεηο. Κη έηζη λα 

πεξηνξηζηεί ε θνξκαιηζηηθή κνλνιηζηθφηεηα. Απηφ φκσο ην ελδηαθέξνλ, γηα 

ιηγφηεξε ηερλνθξαηηθή θαη πεξηζζφηεξε αλζξσπηζηηθή καζεκαηηθή παηδεία, 

θηλδπλεχεη λα πεξηνξηζηεί ζ‘ έλαλ επηθαλεηαθφ εμσξατζκφ, ζε κηα 

πεξηθφζκεζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο κε ηζηνξηθά επηζέκαηα, ρσξίο 

νξγαληθή ζχλδεζε ηνπ ζχγρξνλνπ καζεκαηηθνχ ιφγνπ κε ηε δηαρξνληθή 

θαηαλφεζή ηνπ. Μάιηζηα, ζ‘ απηέο ηηο πεξηπηψζεηο δελ είλαη απίζαλν λα 

―δαηκνλνπνηζεί‖ ν ηππνθξαηηθφο ραξαθηήξαο ησλ ζχγρξνλσλ Μαζεκαηηθψλ 
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θαη λα πξνβιεζνχλ σο αληηζηάζκηζκα ηα ―δσληαλά‖ Μαζεκαηηθά ή ηα 

Μαζεκαηηθά ηεο ―πξαγκαηηθήο δσήο‖, κ‘ άιια ιφγηα λα επηθξαηήζεη κηα 

σθειηκηζηηθή, πξαγκαηηζηηθή ή πξαθηηθν-ηζηνξηθή αληίιεςε ησλ 

Μαζεκαηηθψλ σο ε θαη‘ εμνρήλ παηδαγσγηθά αξκφδνπζα ζθνπηά. Έλα 

ηέηνην νιίζζεκα έρεη ή ζα έρεη επίζεο αλαζηαιηηθέο επηπηψζεηο ζηελ 

θαιιηέξγεηα ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο, φπσο θαη ε θνξκαιηζηηθή 

εμφγθσζε. 

Δίλαη αιήζεηα φηη ε ζχγρξνλε Μαζεκαηηθή Δπηζηήκε έρεη αλαπηπρζεί ζ‘ 

έλα πςειφ επίπεδν ζεσξεηηθήο ζθέςεο, πνπ ρσξίο ακθηβνιία εθθξάδεη κηα 

θαηάθηεζε ηνπ ζχγρξνλνπ πνιηηηζκνχ. Σν γεγνλφο απηφ φρη κφλν δελ 

κπνξεί λα αγλνεζεί, αιιά πξέπεη λα βξεη κηα απήρεζε ζηε δηακφξθσζε ηεο 

καζεκαηηθήο θνπιηνχξαο ηνπ πνιίηε ηεο ειεθηξνληθήο επνρήο. Ζ δπζθνιία 

πξαγκαηνπνίεζεο απηήο ηεο πξνζδνθίαο βξίζθεηαη ζηελ απνθάιπςε ηεο 

ηδηαηηεξφηεηαο ηνπ λένπ ηξφπνπ ζθέςεο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ζηελ 

αλάδεημή ηεο ζηα ζεκεξηλά πιαίζηα ηεο καζεκαηηθήο κφξθσζεο ησλ λέσλ. 

Απηφ πξνυπνζέηεη ηε ζπλεηδεηνπνίεζε ηνπ γλσζηηθνχ ραξαθηήξα ησλ 

Μαζεκαηηθψλ απ‘ απηνχο πνπ ηα δηδάζθνπλ ή ζα ηα δηδάμνπλ. Έηζη γίλεηαη 

θαλεξή ε αλάγθε λα είλαη εθνδηαζκέλνη κ‘ έλαλ εμνπιηζκφ απφ ηε 

Φηινζνθία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Έλαλ εμνπιηζκφ πνπ ζα αλαπηχμεη ην 

επηζηεκνινγηθφ ππφβαζξν ηεο θαηαλφεζεο ηνπ καζεκαηηθνχ ηξφπνπ 

ζθέςεο θαη φρη έλαλ ινγηθνθξαηηθφ ζρνιαζηηθηζκφ, ν νπνίνο έρεη κηα 

δεζπφδνπζα ζέζε ζηνλ αθαδεκατθφ ρψξν ησλ καζεκαηηθψλ. Αλαθχπηεη 

ινηπφλ ην δήηεκα ησλ δηαθνξεηηθψλ πξνζεγγίζεσλ ζηε Φηινζνθία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηεο θαηάιιειεο, γηα ηελ πεξίπησζε, 

νπηηθήο γσλίαο.  

΢ην ζεκείν απηφ ρξεηάδνληαη θάπνηεο δηεπθξηλίζεηο γηα ηε ζεκεξηλή 

θαηάζηαζε ηεο Φηινζνθίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Καη εθείλν πνπ ζα πξέπεη λα 

ηνληζηεί, πξψηα απ‘ φια, είλαη ε παξνπζία δχν βαζηθψλ ηάζεσλ ζηηο 

ηειεπηαίεο εμειίμεηο ηνπ ελ ιφγσ ηνκέα. Ζ πξψηε πνπ θπξηαξρεί, απφ ηε 

δεθαεηία ηνπ 1930, ζηνλ θφζκν ησλ αθαδεκατθψλ καζεκαηηθψλ έρεη γηα 

βάζε ηε ινγηθν-ζεσξεηηθή δνκή θαη νξζνινγηθφηεηα, φπνπ ε έκθαζε 

δίλεηαη ζηε ζπληαθηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ θαη ζηε 

θσδηθνπνίεζε ηεο καζεκαηηθήο αιήζεηαο. Μέζα ζ‘ απηφ ην ζθεληθφ ε 

καζεκαηηθή γλψζε πξνβάιιεηαη σο παξάγσγν ησλ ζπλδπαζηηθψλ 
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δπλαηνηήησλ ελφο ινγηθνχ ινγηζκνχ θαη ηα αληηθείκελα ηεο καζεκαηηθήο 

ζθέςεο παξνπζηάδνληαη σο γισζζηθέο κνξθέο πνπ ιεηηνπξγνχλ ζηα πιαίζηα 

ζπληαθηηθν-παξαγσγηθψλ ζπζηεκάησλ.
29

 Σν θηινζνθηθφ απηφ ξεχκα 

αλάδεημε θαη ηζρπξνπνίεζε ζηε καζεκαηηθή θνηλφηεηα κηα λννηξνπία 

“ζεκειησηηζκνχ”  (foundationalism), δειαδή κηα πεπνίζεζε θαη κηα 

αμηνινγηθή ζθνπηά ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο φπνπ ε επίγλσζε ηεο 

ινγηθν-ζπληαθηηθήο δνκήο ησλ ζεκειίσλ ηεο απνηειεί ηελ πεκπηνπζία ηεο 

βαζχηεξεο θαηαλφεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ.
30

 Σν δεχηεξν ξεχκα ζηε 

Φηινζνθία ησλ Μαζεκαηηθψλ, πνπ μεπξφβαιε απφ ηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο 

ηνπ 1970 ππφ ηελ επίδξαζε ησλ ηδεψλ ηνπ Imre Lakatos (1922-1974) θαη 

ηεο Γλσζηηθήο Δπηζηήκεο, εζηηάδεη ηελ πξνζνρή ζηηο ελλνηνινγηθέο θαη 

κεζνδνινγηθέο αιιαγέο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζε ζπλάξηεζε κε ην θνηλσληθφ 

θαη πνιηηηζκηθφ πιαίζην αλαθνξάο.
31

 Ο πξνζαλαηνιηζκφο απηφο έδσζε κηα 

ηζρπξή ψζεζε ζηηο επηζηεκνινγηθέο δηεηζδχζεηο θαη ζηηο ηζηνξηθέο 

αλαιχζεηο ησλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ, δειαδή ηνπο δχν βαζηθνχο άμνλεο 

πνπ αθηηλνγξαθνχλ ηε θχζε θαη ηελ αλέιημε ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο 

καζεκαηηθήο ζθέςεο.
32

 Παξάιιεια δηαπιέθνληαη νη ςπρνινγηθέο θαη νη 

αλζξσπνινγηθέο  ή πνιηηηζκηθέο ζπληζηψζεο ζηελ θαηαλφεζε ηεο δνκήο, 

ηεο ιεηηνπξγίαο θαη ηεο αλάπηπμεο ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

Μέζα απφ ηε ζχγρξνλε απηή νπηηθή γσλία εκθαλίζηεθε ζην πξνζθήλην ε 

αλάγθε ηνπ κεηαγλσζηηθνχ εμνπιηζκνχ ησλ καζεκαηηθψλ ηεο εθπαίδεπζεο. 

Κη απηφ γηαηί ε καζεκαηηθή παηδεία απεγθισβίζηεθε απφ ηε λννηξνπία θαη 

ηελ νξζνινγηθφηεηα ηνπ Λνγηθνχ Θεηηθηζκνχ, πνπ πεξηφξηδε ηνλ νξίδνληα 

θαηαλφεζεο ζε κηα ινγηθνθξαηηθή απηαξέζθεηα θαη ζ‘ έλα  θνξκαιηζηηθφ 

επηθαηλφκελν, ζε αληηπαξάζεζε κε ηα άιια πεδία ηεο αλζξψπηλεο 
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30

 Βι. Corry, L.: Linearity and Reflexivity in the Growth of Mathematics, Science in 

Context, 3(2), 1989, ζει. 409-410. 
31

 Βι. Καζηάλε, Ν., πξ. ππ. 4, ζει. 53. 
32

 Βι. γηα παξάδεηγκα Ernest, P.: Philosophy of Mathematics Education, The Falmer Press, 

1991, Sierpinska, A. and Lerman, S.: Epistemology of Mathematics and of Mathematics 
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εκπεηξίαο.
33

 Σφζν ε νξκεηηθή εηζαγσγή θαη νη δηδαθηηθέο δπζθνιίεο ηνπ 

δνκηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο, ζηε δεθαεηία ηνπ 1960, φζν θαη νη γλσζηηθέο 

αιιαγέο πνπ απαηηνχζε ε ειεθηξνληθή παηδεία, απφ ηηο αξρέο ηνπ 1980, 

πξνθάιεζαλ ηελ αλάγθε γηα εκβάζπλζε, θξηηηθή ζθέςε θαη αλαζηνραζκφ 

ζηα πνηνηηθά θαη πνιηηηζκηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη 

κφξθσζεο, ε νπνία νδήγεζε ζηελ απνδέζκεπζε ηεο ζεψξεζεο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ απφ ηελ επηθπξηαξρία ηνπ Λνγηθνχ Θεηηθηζκνχ. Οη 

ελαιιαθηηθέο πξνζεγγίζεηο, φπσο ε θηινζνθηθή ζθνπηά ηνπ Imre Lakatos ή 

ηεο Γλσζηηθήο Δπηζηήκεο, πξνυπνζέηνπλ ηε κεηαγλσζηηθή 

ζπλεηδεηνπνίεζε, ε νπνία δελ είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηζηνξηθή 

θαηαλφεζε ησλ αιιαγψλ ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο θαη θνπιηνχξαο. 

Με ηε βνήζεηα ηνπ κεηαγλσζηηθνχ πξνβιεκαηηζκνχ αλαηέκλνληαη κηα 

ζεηξά δεηεκάησλ γηα ηε θχζε θαη αιιαγή ηνπ καζεκαηηθνχ πλεχκαηνο, γηα 

ηε γέλεζε θαη ηελ θαζηέξσζε ησλ λέσλ καζεκαηηθψλ ηδεψλ, ζεσξηψλ θαη 

κεζφδσλ, φπσο θαη γηα ηηο κνξθέο αμηνπνίεζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Αμίδεη, 

ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, λα επηζεκαλζεί φηη ην πςειφ ζεσξεηηθφ ηεο 

επίπεδν ησλ ζχγρξνλσλ Μαζεκαηηθψλ νθείιεηαη, ελ πνιινίο, ζηε ζρεζηαθή 

θχζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, πνπ ζεκαίλεη φηη ην πεξηερφκελφ ηνπο δελ 

πξνέξρεηαη απφ γελίθεπζε εκπεηξηθψλ αληηθεηκέλσλ, νχηε 

αληηπξνζσπεχνπλ νλφκαηα νκνεηδψλ πξαγκάησλ, αιιά ζρέζεηο κεηαμχ 

πξαγκάησλ. Πνιχ ραξαθηεξηζηηθά ν δηαθεθξηκέλνο γεξκαλφο θηιφζνθνο 

Ernest Cassirer (1874-1945) ππνζηήξηδε: 

«Γελ κπνξνχκε λα κηιήζνπκε γηα κεκνλσκέλνπο ή απνκνλσκέλνχο 

αξηζκνχο. Ζ νπζία ηνπ αξηζκνχ είλαη πάληνηε ζρεηηθή, φρη απφιπηε. Ο 

κεκνλσκέλνο αξηζκφο είλαη κνλάρα κηα κεκνλσκέλε ζέζε κέζα ζε κηα 

γεληθή ζπζηεκαηηθή ηάμε. Γελ έρεη δηθφ ηνπ είλαη, νχηε απηνηειή 

πξαγκαηηθφηεηα. Σν λφεκά ηνπ θαζνξίδεηαη απφ ηε ζέζε πνπ θαηέρεη 

ζην φιν αξηζκεηηθφ ζχζηεκα....΢ηελ πξφνδν ησλ αξηζκψλ δε 

ζπλαληάκε εμσηεξηθφ πεξηνξηζκφ, νχηε ―ηειεπηαίνλ φξν‖. Δθείλν πνπ 

ζπλαληάκε είλαη έλαο πεξηνξηζκφο πνπ απνξξέεη απφ κηα ελδνγελή 

ινγηθή αξρή. ΋ινη νη φξνη ζπλδένληαη κ‘ έλαλ θνηλφ δεζκφ. Πξνέξρεηαη 
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απφ κηα θαη κφλε γελεηηθή ζρέζε, ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη έλαλ αξηζκφ λ 

κε ηνλ ακέζσο επφκελφ (λ+1). Απφ ηελ πνιχ απιή ηνχηε ζρέζε 

κπνξνχκε λα βγάινπκε φιεο ηηο ηδηφηεηεο ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ. Σν 

δηαθξηηηθφ ζεκάδη θαη ην κέγηζην ινγηθφ πξνλφκην απηνχ ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ε πιήξεο δηαχγεηά ηνπ. ΢ηηο ζχγρξνλεο ζεσξίεο – ηνπ 

Φξέγθε θαη ηνπ Ράζζει, ηνπ Πεάλν θαη ηνπ Νηέληεθηλη – ν αξηζκφο 

έραζε φια ηα νληνινγηθά ηνπ κπζηηθά».
34

 

Απηή ε απψιεηα ηεο νληνινγηθήο βάζεο, ε νπνία δελ πξνέθπςε απζαίξεηα 

αιιά σο ζπλέπεηα ηεο αιιαγήο ηνπ καζεκαηηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο ζηηο 

πξψηεο δεθαεηίεο ηνπ 19
νπ

 αηψλα (γηα παξάδεηγκα ε αλάπηπμε ησλ 

Αξηζκεηηθψλ ΢πζηεκάησλ, ησλ κε-Δπθιείδεησλ Γεσκεηξίσλ, ηεο Θεσξίαο 

Οκάδσλ), αλάδεημε ηνλ θνξκαιηζκφ σο νπζηαζηηθφ επηζηεκνινγηθφ άμνλα 

ησλ ζχγρξνλσλ Μαζεκαηηθψλ. Μέζα απφ κηα ηέηνηα κεηαγλσζηηθή 

επαηζζεζία, δηαθαίλεηαη φηη είλαη κάιινλ αθέιεηα λα εμνξθίδεηαη ν 

θνξκαιηζκφο, αληί λα ζπλεηδνπνηείηαη ε ηζηνξηθή ηνπ ζεκαζία θαη ε 

ζεκεξηλή ηνπ γλσζηηθή αμία. 

Απφ ηηο πξνεγνχκελεο επηζεκάλζεηο θάλεθε ε κνξθσηηθή ζεκαζία ηεο 

κεηαγλψζεο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ζε ζπλάξηεζε κ‘ απηή ν 

αλαζηνραζηηθφο ξφινο ηεο ηζηνξηθήο δηείζδπζεο ζηελ αλέιημε ηνπ 

καζεκαηηθνχ ηξφπνπ ζθέςεο. Πνιχ ελδεηθηηθά, κάιηζηα, ηνλίζηεθε:  

«Ζ Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη λα πάξεη ζνβαξά ππ‘ φςε φηη 

δελ ππάξρεη γλψζε ρσξίο κεηαγλψζε, φηη θάπνηνο δελ κπνξεί λα κάζεη 

κηα ζεσξεηηθή έλλνηα ρσξίο κηα επαηζζεηνπνίεζε ζρεηηθά κε ηελ 

έλλνηα, γηα λα γίλεη θαηαλνεηφ ην είδνο ησλ ππνζηάζεσλ πνπ εθείλεο 

είλαη. Ζ κεηαγλψζε, σζηφζν, κπνξεί λα αλαπηπρζεί δηα κέζνπ ησλ 

ηζηνξηθψλ κειεηψλ».
35

 

Έλα παξάδεηγκα 

΢‘ φιν, ζρεδφλ, ηνλ θφζκν, ε αλάπηπμε ηεο αξραίαο ειιεληθήο ζθέςεο 

απνηειεί έλα αμηνζαχκαζην γεγνλφο. Κάπνηνη, κάιηζηα, κηινχλ γηα 

―ειιεληθφ ζαχκα‖. Καη‘ επέθηαζε, κέζα ζ‘ απηφ ην πλεχκα, αλαθέξεηαη θαη 

                                                
34

 Βι. Cassirer, E.: Γνθίκην γηα ηνλ Άλζξσπν. Δηζαγσγή ζηε Φηινζνθία ηνπ Αλζξψπηλνπ 

Πνιηηηζκνχ, εθδ. Κάιβνο, 1972, ζει. 317. 
35

 Βι. Otte, M. / Seeger, F., πξ. ππ. 33, ζει. 354. 



41 

 

ην ―ειιεληθφ ζαχκα ζηα Μαζεκαηηθά‖. Ίζσο απηή ε ζηάζε λα εθθξάδεη κηα 

ππεξβνιηθή έθπιεμε θαη έλαλ δηνγθσκέλν ελζνπζηαζκφ. Γελ πξνέξρεηαη, 

φκσο, απφ κηα κπζνπιαζία, απφ έλα πιαζκαηηθφ θαηαζθεχαζκα, γηαηί 

απερεί κηα αμηνζεκείσηε ηζηνξηθή πξαγκαηηθφηεηα: ηελ πνιηηηζκηθή 

αλακφξθσζε ηνπ Αξραίνπ Κφζκνπ, ε νπνία απνηέιεζε ηε κήηξα ηεο 

ζχγρξνλεο θνπιηνχξαο. Καη είλαη αιήζεηα φηη ε πνιηηηζκηθή απηή 

αλακφξθσζε ήηαλ θαη είλαη ην επίθεληξν ηνπ ηζηνξηθνχ ελδηαθέξνληνο θη ν 

απψηεξνο ζθνπφο κηαο πιεζψξαο κειεηψλ θαη αλαιχζεσλ ηνπ αξραίνπ 

ειιεληθνχ ηξφπνπ ζθέςεο θαη ζπκπεξηθνξάο. Πξφθεηηαη γηα κηα νπηηθή 

γσλία πνπ είλαη ζηελά ζπλπθαζκέλε κε ηε δηαρξνληθή θαη επξχηαηα 

δηαδεδνκέλε πεπνίζεζε φηη 

Ζ επξσπατθή ζθέςε αξρίδεη κε ηνπο αξραίνπο Έιιελεο.
36

 

Απηή ε ζηάζε είλαη, φπσο θαίλεηαη, αξθεηά ηζρπξή, γηαηί εκπλέεη, 

ελεξγνπνηεί θαη λνκηκνπνηεί ηνπο κειεηεηέο ηεο αξραίαο ειιεληθήο 

δεκηνπξγίαο. Απνηειεί ηαπηφρξνλα θαη ην πιαίζην δηακφξθσζεο ηνπ 

ζαπκαζκνχ γηα ηελ πλεπκαηηθή θαη πνιηηηζκηθή αλέιημε ησλ αξραίσλ 

Διιήλσλ. 

Μέζα ζ‘ απηφ ην πςειφ επίπεδν ελδηαθέξνληνο θαη ηζηνξηνγξαθηθήο 

δπλακηθήο ε αλάπηπμε ησλ αξραίσλ ειιεληθψλ Μαζεκαηηθψλ θαηέρεη κηα 

θεληξηθή ζέζε. Κη φρη ηπραία, γηαηί ην ζπγθεθξηκέλν είδνο επηζηεκνληθήο 

ζθέςεο άθεζε αλεμίηεια ηα ίρλε ηνπ απφ ηελ Αξραηφηεηα κέρξη ζήκεξα. 

΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε αμίδεη λα αλαθεξζεί ε πνιχ ραξαθηεξηζηηθή 

ξήζε ηνπ δηαπξεπή άγγινπ ηζηνξηθνχ ησλ Μαζεκαηηθψλ Sir Thomas L. 

Heath (1861-1940), φζνλ αθνξά ηα “΢ηνηρεία” ηνπ Δπθιείδε, ε 

αληηπξνζσπεπηηθφηεξε πξαγκαηεία ησλ αξραίσλ ειιεληθψλ Μαζεκαηηθψλ: 

Καλέλα ίζσο έξγν, εθηφο απφ ηε Βίβιν, δελ έρεη ηέηνηα δηάδνζε.
37

 

Μηα επηζήκαλζε πνπ δελ έραζε ηελ αμία ηεο κέρξη ηψξα, ζηελ αξρή, 

δειαδή, ηεο 3
εο

 ρηιηεηίαο  κ. Υ. Κη απηφ γηαηί ην δηεζλέο ελδηαθέξνλ γηα ην 
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ζπγθεθξηκέλν έξγν ηνπ Δπθιείδε δηαηεξείηαη ακείσην, φπσο θαηαδεηθλχεη ε 

αλαλεσκέλε επαλέθδνζή ηνπ ζηα γαιιηθά, ηε δεθαεηία ηνπ 1990, ε 

βειηησκέλε επαλέθδνζή ηνπ ζηα θηλεδηθά ην 1990 θαη ε πξψηε κεηάθξαζή 

ηνπ ζηα κνγγνιηθά ην 1987. 

Υσξίο ακθηβνιία πξφθεηηαη γηα κηα απήρεζε ηνπ Δπθιείδε ζ‘ φια ηα 

γεσγξαθηθά κήθε θαη πιάηε ηνπ θφζκνπ θαη ζ‘ φιεο ηηο επνρέο. Γεγνλφο 

πνπ αλαδεηθλχεη φρη κφλν ηε δηθή ηνπ δηαρξνληθφηεηα θαη 

δηαπνιηηηζκηθφηεηα, αιιά θαη ηε ζπνπδαηφηεηα φιεο ηεο καζεκαηηθήο 

θιεξνλνκηάο ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ. Κη απηφ γηαηί ε 

επηζηεκνληθή θαη ηζηνξηθή αμία ηνπ έξγνπ ηνπ δελ είλαη αλεμάξηεηε απφ 

ηελ σξηκφηεηα θαη ηε δπλακηθή ηνπ δηαλνεηηθνχ πεξηβάιινληνο απ‘ φπνπ 

πξνήιζε. Με άιια ιφγηα, ην έξγν ηνπ Δπθιείδε δελ ήηαλ, νχηε κπνξνχζε λα 

είλαη απνθνκκέλν απφ ηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ησλ αξραίσλ 

Διιήλσλ ηεο πξν-αιεμαλδξηλήο πεξηφδνπ. Θα κπνξνχζε, κάιηζηα, λα 

ζεσξεζεί σο ε πξψηε απνθνξχθσζε απηήο ηεο πλεπκαηηθήο αλέιημεο. 

Δίλαη αιήζεηα φηη νη ζθέςεηο απηέο δηαπεξλνχλ ηνλ επηθαλεηαθφ ζαπκαζκφ 

θαη θζάλνπλ ζ‘ έλαλ βαζχηεξν πξνβιεκαηηζκφ, ζην δήηεκα ηεο 

ζπλεθηηθφηεηαο ησλ εμαηνκηθεπκέλσλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ ηνπ Αξραίνπ 

Διιεληθνχ Πνιηηηζκνχ. Αλαθχπηεη, δειαδή, ην εξψηεκα ηεο δηακφξθσζεο, 

ηφηε, ελφο λένπ είδνπο καζεκαηηθήο ζθέςεο πνπ δηαθξίλεηαη απφ ηα 

αληίζηνηρα είδε ησλ πξν-ειιεληθψλ πνιηηηζκψλ ηεο Μεζνπνηακίαο θαη ηεο 

Αηγχπηνπ. Ο πξνβιεκαηηζκφο απηφο κπνξεί λα ηεζεί σο εμήο: 

Ση ραξαθηεξίδεη ηα αξραία ειιεληθά Μαζεκαηηθά; 

Πνηα είλαη ε ηδηαηηεξφηεηα ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ 

πνιηηηζκνχ; 

Γίλεηαη έηζη κηα νπηηθή γσλία γηα ηελ θαηαλφεζε ηνπ ραξαθηήξα ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο ζηελ Αξραία Διιάδα θαη γηα ηελ πνιηηηζκηθή 

δηθαηνιφγεζή ηνπ. Απηφ ζεκαίλεη φηη δηεγείξεηαη έλαο κεηαγλσζηηθφο 

πξνβιεκαηηζκφο γηα ην επηζηεκνινγηθφ θαη πνιηηηζκηθφ παξαζθήλην ηεο 

ηδηνκνξθίαο ηεο καζεκαηηθήο λννηξνπίαο θαη δξαζηεξηφηεηαο ησλ αξραίσλ 

Διιήλσλ. Με άιια ιφγηα, αλνίγεηαη έλαο δξφκνο γηα ηε δηείζδπζε ζην 

ππφβαζξν ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο θαη ζπκπεξηθνξάο ηνπ αξραίνπ 

ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ, κε πξνζαλαηνιηζκφ ηα γλσζηηθά θαη ζπιινγηθά 
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ραξαθηεξηζηηθά θη φρη δηακέζνπ ελφο πξνπεηάζκαηνο απφ ηερλνθξαηηθά 

επηηεχγκαηα θαη αηνκνθεληξηθή ζπνπδαηνινγία. 

Μηα απφ ηηο πξψηεο ελδείμεηο ηνπ λένπ ηξφπνπ ζθέςεο ηελ πεξίνδν ηεο 

αξραίαο ειιεληθήο Αλαγέλλεζεο, ηνπ 6
νπ

 π.Υ. αηψλα, είλαη ε κέηξεζε ηνπ 

χςνπο ηεο ππξακίδαο. ΢χκθσλα κε ηνλ Πινχηαξρν (πεξ. 50-130 κ.Υ.) θαη 

ηνλ Γηνγέλε Λαέξηην (3
νο

 αηψλαο κ.Υ.) ν Θαιήο ν Μηιήζηνο (πεξ. 625-546 

π.Υ.) κέηξεζε ην χςνο ηεο ππξακίδαο ζπζρεηίδνληαο ηε ζθηά ηεο κε ηε ζθηά 

κηαο ξάβδνπ.
38

 ΋πσο ππνδεηθλχνπλ φιεο νη ηζηνξηθέο αλαθαηαζθεπέο γηα ην  

 
 

ζθνπφ απηφ ν Μηιήζηνο ζνθφο κέηξεζε ηε ζθηά ηεο ππξακίδαο, φηαλ ε ζθηά 

ηεο ξάβδνπ είλαη ίζε κε ην χςνο ηεο, νπφηε ην κήθνο ηεο ζθηάο ηεο 

ππξακίδαο ζα ήηαλ φζν θαη ην χςνο ηεο. Απφ ηε κεζφδεπζε απηή 

δηαπηζηψλεηαη, ρσξίο δπζθνιία, φηη ην ζεσξεηηθφ ηεο ππφβαζξν 

ζηεξίδνληαλ ζ‘ έλαλ έκκεζν ηξφπν ζθέςεο. Γελ αληηκεησπίζζεθε δειαδή, 

νχηε κπνξνχζε λα αληηκεησπηζζεί, ε κέηξεζε απηή κ‘ έλαλ άκεζν ηξφπν, 

ιφγνπ ράξε κε ηελ απ‘ επζείαο κέηξεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ χςνπο κ‘ έλα 

ζρνηλί πνπ δηαπεξλάεη θαηαθφξπθα ηελ ππξακίδα απφ ηελ θνξπθή κέρξη ηε 

βάζε ηεο. 

Παξαηεξείηαη ινηπφλ έλαο ηδηφηππνο ηξφπνο ζθέςεο θαη πξσηφηππνο, εθ‘ 

φζνλ δελ έρεη ζεκαηνδνηεζεί θάηη παξφκνην ζηελ ηζηνξία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ πξηλ ηνλ Θαιή. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί εδψ φηη ην 

πεξηζηαηηθφ απηφ ηνπ έκκεζνπ ηξφπνπ ζθέςεο δελ είλαη ην κνλαδηθφ πνπ 

απνδίδεηαη ζηνλ Θαιή. ΢χκθσλα κε ηελ δνμνγξαθηθή παξάδνζε, έλα  
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δεχηεξν κεζνδνινγηθά φκνην πξφβιεκα πνπ έιπζε ν Μηιήζηνο ζνθφο ήηαλ 

ε κέηξεζε ηεο απφζηαζεο ελφο πινίνπ απφ ην ιηκάλη.
39

 ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή κηα ππνζεηηθή αλαθαηαζθεπή ηεο ιχζεο εμήο: ραξάζζεηαη ε θάζεηε 

επζεία ΛΜΑ ζηε λνεηή γξακκή ΛΜ (Ληκάλη-Πινίν), έηζη ψζηε ΛΜ=ΜΑ, 

ζηε ζπλέρεηα πξνζδηνξίδεηαη ην ζεκείν Π΄ πάλσ ζηελ θάζεηε επζεία ηεο 

ΛΜΑ ζην Α θαη κε ηελ ηδηφηεηα λα θαίλεηαη απ‘ απηφ ην Π κέζσ ηνπ Μ (κ‘ 

άιια ιφγηα ην Π΄ λα είλαη ζηελ ίδηα επζεία κε ην Π θαη ην Μ).
40

 

 

Σν εξψηεκα πνπ δεκηνπξγείηαη, ηψξα, είλαη: ππάξρνπλ άιιεο ηζηνξηθέο 

καξηπξίεο, ελδείμεηο ή εθθάλζεηο πνπ λα πηζηνπνηνχλ ηνλ έκκεζν ηξφπν 

ζθέςεο ζηνλ αξραίν ειιεληθφ πνιηηηζκφ θαη λα είλαη ηζηνξηνγξαθηθά 

ηζρπξφηεξεο απ‘ απηέο πνπ απνδίδνληαη ζηνλ Θαιή; 

Ζ πην πεηζηηθή πεξίπησζε είλαη ε κέηξεζε ηεο αθηίλαο ηεο γεο απφ ηνλ 

Δξαηνζζέλε ηνλ Κπξελαίν, ηνλ 3
ν
 αηψλα π.Υ. Πξφθεηηαη γηα έλα επίηεπγκα 

πνπ ήηαλ αδχλαηνλ λα πξνθχςεη κε άκεζν ηξφπν. Πξνήιζε κ‘ έλαλ έκκεζν 

ζπιινγηζκφ. ΢πγθεθξηκέλα ζπλδπάζηεθε ε κέηξεζε ηεο γσλίαο πνπ 

ζρεκαηίδεη ε θαηαθφξπθνο κε ηηο πξνζπίπηνπζεο αθηίλεο ηνπ ειίνπ 

(πηζαλφηαηα κε ηε βνήζεηα ηνπ ιφγνπ κηαο ξάβδνπ πξνο ηε ζθηά ηεο) ζηελ 

Αιεμάλδξεηα, ηε ζηηγκή πνπ νη αθηίλεο ηνπ ήιηνπ έπεθηαλ θαηαθφξπθα ζηε 

΢πήλε (ζεκεξηλφ Αζζνπάλ), ηε κέηξεζε ηεο Απφζηαζεο Αιεμάλδξεηαο-

΢πήλεο θαη ηελ αμηνπνίεζε ησλ καζεκαηηθψλ ηδηνηήησλ γηα ηηο εληφο 

ελαιιάμ γσλίεο θαη ησλ ηζνζθειψλ ηξηγψλσλ.
41
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Μηα επίζεο ραξαθηεξηζηηθή πεξίπησζε έκκεζνπ ηξφπνπ ζθέςεο είλαη ε 

ζπλεηδεηνπνίεζε ηνπ ζθαηξηθνχ ζρήκαηνο ηεο γεο. Πξφθεηηαη γηα κηα 

γλσζηηθή εμέιημε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε , φπσο θαίλεηαη, κε ηελ 

αμηνπνίεζε θάπνησλ παξαηεξεζηαθψλ ελδείμεσλ, φπσο π.ρ. ε ζηαδηαθή 

απψιεηα νπηηθήο επαθήο ελφο πινίνπ φηαλ απνκαθξχλεηαη απφ ην ιηκάλη, 

φπνπ ράλεηαη πξψηα ην ζθάθνο θαη κεηά ην θαηάξηη, ή ην εζσηεξηθφ ηφμν 

ηεο ζειήλεο ζηηο δηάθνξεο θάζεηο ηεο, ή αθφκε ε αιιαγή ησλ αζηεξηζκψλ 

κε ηε κεηαηφπηζε ζε δηαθνξεηηθά γεσγξαθηθά κήθε. Σα πξψηα ίρλε ηεο 

ηδέαο απηήο ζεκαηνδνηνχληαη ζηελ πξν-πιαησληθή πεξίνδν θαη 

θαζηεξψζεθε ηελ επνρή ηνπ Πιάησλα.
42

 

Γηαθαίλεηαη ινηπφλ φηη ν έκκεζνο ηξφπνο ζθέςεο δηαπνηίδεη ην 

επηζηεκνινγηθφ ππφβαζξν ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ. Γχζθνια, 

φκσο, έσο αδχλαην κπνξεί λα απνδνζεί θάηη αλάινγν ζηνπο πξν-ειιεληθνχο 

πνιηηηζκνχο. Πεξηπηψζεηο φπσο απηέο πνπ αλαθέξζεθαλ ήηαλ κάιινλ 

αζχκβαηεο κε ηνπο πξψηνπο κεγάινπο πνιηηηζκνχο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ 

ζηε Μεζνπνηακία θαη ζηελ Αίγππην, νη νπνίνη ραξαθηεξίδνληαη θχξηα απφ 

έλαλ εκπεηξηζκφ θαη κηα ακεζφηεηα. Έηζη δεκηνπξγείηαη ην εξψηεκα:  

Ση κεζνιάβεζε θαη άλνημε ν πλεπκαηηθφο εθείλνο 

νξίδνληαο πνπ εμέζξεςε ηνλ έκκεζν ηξφπν ζθέςεο; 

Γηα ην ζθνπφ απηφ ζα πξέπεη λα επηζεκαλζνχλ νη αιιαγέο ζηελ αξραία 

ειιεληθά θνπιηνχξα θαη ζπκπεξηθνξά, πνπ αλακφξθσζαλ ηε ζεσξεηηθή 

ππνδνκή ηνπ πεξηερνκέλνπ θαη ησλ δηαδηθαζηψλ ζθέςεο. 
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Σξεηο ζεκαληηθφηαηεο πνιηηηζκηθέο θαηλνηνκίεο άιιαμαλ ηε λννηξνπία θαη 

ηελ πλεπκαηηθή ζηάζε ησλ αξραίσλ Διιήλσλ θαη πξψηα απηψλ πνπ δνχζαλ 

ζην Αλαηνιηθφ Αηγαίν, απφ ηνλ 6
ν
 π.Υ. αηψλα πεξίπνπ. ΢πγθεθξηκέλα 

εκθαλίζηεθε θαη εδξαηψζεθε έλα λέν είδνο δηαθπβέξλεζεο θαη εμνπζίαο, 

έλαο λένο ηξφπνο εκπνξηθψλ ζπλαιιαγψλ θαη έλα λέν κέζν επηθνηλσλίαο.
43

 

Μ‘ άιια ιφγηα πξφβαιαλ, γχξσ ζηνλ 6
ν 

αηψλα π.Υ., ηξεηο λέεο ζεζκηθέο θαη 

λνεηηθέο θαηαζηάζεηο: ε δεκνθξαηία, ην λφκηζκα θαη ην αιθάβεην. Αμίδεη λα 

αλαιπζνχλ, ιίγν, απηέο νη λέεο ζπληζηψζεο ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ 

πνιηηηζκνχ. 

Δίλαη θνηλή αιήζεηα φηη έλα απφ ηα θχξηα ζηνηρεία πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ 

αξραία ειιεληθή θνηλσλία, ηελ πξν-αιεμαλδξηλή πεξίνδν, απνηειεί ε 

δεκνθξαηία ζε κηα ζεηξά απφ ειιεληθέο πφιεηο. Καη φινη ιίγν-πνιχ 

γλσξίδνχλ φηη ε δεκνθξαηία σο ζχζηεκα δηαθπβέξλεζεο, άζθεζεο 

εμνπζίαο θαη ζπιινγηθήο ζπκπεξηθνξάο είλαη θάηη πνιχ δηαθνξεηηθφ, 

δηακεηξηθά αληίζεην, απφ ηα δεζπνηηθά θαζεζηψηα ησλ πξν-ειιεληθψλ 

πνιηηηζκψλ ηεο Μεζνπνηακίαο, ηεο Αηγχπηνπ, ηεο Πεξζίαο, αιιά θαη απηψλ 

ηεο αξρατθήο ειιεληθήο πεξηφδνπ. Ζ εηδνπνηφο δηαθνξά ηνπο εθδειψλεηαη 

ζηνλ ηξφπν άζθεζεο ηεο εμνπζίαο. ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηα 

δεζπνηηθά ζπζηήκαηα δηαθπβέξλεζεο απφ κηα ακεζφηεηα ζηελ άζθεζε ηεο 

εμνπζίαο, ηνπ είδνπο ―απνθαζίδνπκε θαη δηαηάζνπκε‖. Αληίζεηα, ζηηο 

δεκνθξαηίεο ησλ ειιεληθψλ πφιεσλ ππήξραλ έκκεζεο κφλν δπλαηφηεηεο 

άζθεζεο ηεο δηαθπβέξλεζεο, δηα κέζνπ ηεο ζπγθαηάζεζεο θαη ηνπ ειέγρνπ 

ζεζκνζεηεκέλσλ ζπιινγηθψλ νξγάλσλ. Πνιχ ραξαθηεξηζηηθά ν έγθξηηνο 

άγγινο ηζηνξηθφο Antony Andrewes παξαηήξεζε φηη ―΢ηελ Αζήλα θαλέλαο 

δελ αζθνχζε εμνπζία γηα κεγαιχηεξν ρξνληθφ δηάζηεκα απφ φζν κπνξνχζε λα 

πείζεη ηελ εθθιεζία ηνπ δήκνπ φηη νη απφςεηο ηνπ είλαη ζσζηέο, θαη ήηαλ 

αλαγθαζκέλνο λα πείζεη ην ίδην ή ειαθξψο δηαθνξεηηθφ αθξναηήξην κε ηελ 

πάξνδν ηνπ ρξφλνπ, ρσξίο δηαθνπή”.
44

 Καη ν Αγεζίιανο Νηφθαο 

ζπκπιεξψλεη “νη αξκνδηφηεηεο ησλ αλσηέξσλ θξαηηθψλ αμησκαηνχρσλ 
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ήζαλ, εμαηηίαο ηεο δχλακεο πνπ είραλ ε Δθθιεζία ηνπ Γήκνπ, ε Βνπιή θαη ηα 

ιατθά δηθαζηήξηα, εμαηξεηηθά πεξηνξηζκέλεο…Αθφκε θαη ν Πεξηθιήο, πνπ 

είρε ζπγθεληξψζεη έλα πιήζνο πνιηηηθψλ, θπβεξλεηηθψλ θαη ζηξαηησηηθψλ 

αξκνδηνηήησλ, ήηαλ θπξίαξρνο ζηελ Δθθιεζία ηνπ Γήκνπ θαη θαζψξηδε ηηο 

απνθάζεηο ηεο κφλν ράξε ζηε δχλακε ηεο πξνζσπηθφηεηαο ηνπ θαη ηνπ ιφγνπ. 

Ζ ζέζε ηνπ ήηαλ λνκηθά επηζθαιήο, γηαηί ν Γήκνο κπνξνχζε ζηελ 

επηρεηξνηνλία πνπ γηλφηαλ ζε θάζε πξπηαλεία λα ηνλ απνκαθξχλε  απφ ην 

αμίσκα θαη λα  ηνλ παξαπέκςε ζε δηθαζηήξην”.
45

 Δπηζεκαίλεηαη, ινηπφλ, φρη 

κφλν ν έκκεζνο  ηξφπνο δηαθπβέξλεζεο, αιιά θαη ε αληίζηνηρε θνηλσληθή 

ζπκπεξηθνξά θαη λννηξνπία ησλ πνιηηψλ ηεο δεκνθξαηηθήο πφιεο. Δδψ 

αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη ε πξψηε δεκνθξαηηθή δηαθπβέξλεζε, πνπ είλαη 

γλσζηή, πξαγκαηνπνηήζεθε ζηε Υίν, γχξσ ζην 600 π.Υ.
46

 

 

΢ην πεδίν, ηψξα, ησλ εκπνξηθψλ δξαζηεξηνηήησλ παξαηεξείηαη έλαο 

ζεκαληηθφο λεσηεξηζκφο ζην δπηηθφ ηκήκα ηεο Μηθξάο Αζίαο, θαηά ηνλ 7
ν
 

αηψλα π.Υ. Ήηαλ ε ρξήζε ηνπ λνκίζκαηνο σο κέζν ζπλαιιαγψλ. Ζ 

εκθάληζε θαη ε θπθινθνξία ησλ λνκηζκάησλ “δηέιπε”, ζχκθσλα κε ηνλ 

δηαπξεπή άγγιν ηζηνξηθφ George Thomson, “φιεο ηηο παιηέο ζπλζήθεο”,
47

 

γεγνλφο πνπ δελ ήηαλ άζρεην κε ηηο θνηλσληθέο αλαθαηαηάμεηο, νχηε κε ηε 

ζεζκνπνίεζε θαη ιεηηνπξγία ησλ κνξθψλ δεκνθξαηηθνχ πνιηηεχκαηνο ζε 

θάπνηεο ειιεληθέο πφιεηο. Αλαθνξηθά κε ην ζέκα ν Αξηζηνηέιεο ηφληζε, 

ζηα Ζζηθά Νηθνκάρεηα, ηνλ δηακεζνιαβεηηθφ ξφιν ηνπ λνκίζκαηνο ζηελ 
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πνζνηηθή εθηίκεζε θαη ζχγθξηζε εηεξνγελψλ πξντφλησλ  θαη έηζη ηελ 

αληαιιαθηηθή ηζνδπλακία αλφκνησλ πξαγκάησλ.
48

 Έρεη κάιηζηα 

επηζεκαλζεί φηη ην δήηεκα απηφ ηεο ηζνδπλακίαο αλάγεηαη ζηνπο 

Ππζαγφξεηνπο, πνπ ην αληηκεηψπηζαλ κε ηε βνήζεηα ησλ αλαινγηψλ.
49

 Ζ 

αλέιημε ησλ αληαιιαθηηθψλ ηζνδπλακηψλ απφ ην εκπεηξηθφ πιαίζην ηνπ 

εκπνξίνπ ζ‘ έλα επξχηεξν πεδίν ζεψξεζεο, φπσο γηα παξάδεηγκα ζηηο 

ζρέζεηο ησλ κεθψλ ρνξδήο κε ηνπο παξαγφκελνπο κνπζηθνχο ήρνπο, 

αληίζηνηρα, ή ησλ δηαθνξεηηθψλ πνιηηηθψλ δηθαησκάησλ θαη ππνρξεψζεσλ 

ζην δεκνθξαηηθφ πνιίηεπκα, δελ ήηαλ άζρεηε κε ηελ αλάπηπμε ηεο 

ηζφηεηαο θαη ησλ αλαινγηψλ ζηα Μαζεκαηηθά.
50

 Απφ ηελ άιιε κεξηά νη 

πξν-ειιεληθνί πνιηηηζκνί, φπσο θαη ζηελ αξρατθή ειιεληθή πεξίνδν, 

έθαλαλ ηηο αληαιιαγέο άκεζα, δει. είδνο κε είδνο. ΢πγθεθξηκέλα ―απφ πνιχ 

λσξίο ζηελ ηζηνξία ηεο Μεζνπνηακίαο ρξεζηκνπνηείηαη ην θπξηφηεξν 

δεκεηξηαθφ, ην θξηζάξη, ζαλ κέηξν ηεο αμίαο θαη γεληθφ αληαιιαθηηθφ 

κέζν‖.
51

 ΢ηελ αξραία Αίγππην ―ρξεζηκνπνηνχληαη αξρηθά σο κνλάδεο 

αλαθνξάο γηα ηε κέηξεζε ηεο αληαιιαθηηθήο αμίαο δηάθνξα είδε-αιπζίδεο, 

θπζεξά, ζαλδάιηα θ.ν.θ. Αξγφηεξα ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζαλ κέηξν ηεο 

αληαιιαθηηθήο αμίαο έλα ζηαζεξφ βάξνο κεηάιινπ, ρξπζνχ, αζεκηνχ ή θαη 

ραιθνχ”.
52

 Αιιά θαη ―ν Όκεξνο αλαθέξεη ζηελ Ηιηάδα πσο ν Γιαχθνο 

αληάιιαμε ηε ρξπζή ηνπ παλνπιία αμίαο 100 βνδηψλ κε ηε κπξνχληδηλε 

παλνπιία ηνπ Γηνκήδε αμίαο 9 

βνδηψλ‖.
53

  

Ζ ηξίηε αμηνζεκείσηε θαηλνηνκία ηνπ 

αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ είλαη ε 

επαλαζηαηηθή αιιαγή ηνπ ηξφπνπ 

επηθνηλσλίαο κε ηελ εδξαίσζε ηεο 

αιθαβεηηθήο θσδηθνπνίεζεο ηνπ 

γξαπηνχ ιφγνπ. Σν λέν απηφ ζχζηεκα γξαθήο δηεχξπλε αξθεηά ηηο 
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εθθξαζηηθέο δπλαηφηεηεο κ‘ επαθφινπζν λα αλνίμεη έλαο λένο νξίδνληαο 

αθεξεκέλεο ζθέςεο.
54

  

 

Καη απηφ γηαηί ε αιθαβεηηθή γξαθή πξφβαιε κηα λέα γισζζηθή θαη 

γλσζηηθή ζπκπεξηθνξά. Ζ ζπγθεθξηκέλε αιιαγή γίλεηαη θαλεξή φηαλ 

ζπγθξηζνχλ ηα εηθνλνγξαθηθά, θαηά βάζε, ζπζηήκαηα γξαθήο ησλ πξν-

ειιεληθψλ πνιηηηζκψλ κε ηελ αιθαβεηηθή γξαθή. ΢ηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε κπνξεί λα δηαπηζησζεί φηη ζηα εηθνλνγξαθηθά ζπζηήκαηα ηα 

ζεκαηλφκελα εθθξάδνληαη άκεζα κε ηελ  νπηηθή  ηνπο αλαπαξάζηαζε, ελψ  

ζηελ αιθαβεηηθή  γξαθή  απηφ  γίλεηαη έκκεζα, γηαηί θάζε γξαπηή ιέμε 

είλαη έλαο ζπλδπαζκφο ζπκβφισλ πνπ δελ έρνπλ λφεκα απφ κφλα ηνπο. Να 

ζεκεησζεί φηη ην ειιεληθφ αιθάβεην πξνήιζε απφ ην θνηληθηθφ αιθάβεην 

θαη εμειίρζεθε απφ ηνλ 8
ν
 αηψλα π.Υ. κε δηάθνξεο ηνπηθέο ηδηνκνξθίεο. Σν 

403 π.Υ. έγηλε έλα ζεκαληηθφ βήκα νκνγελνπνίεζεο ηνπ, φηαλ νη Αζελαίνη 

πηνζέηεζαλ, κε ςήθηζκα, ην ησληθφ αιθάβεην ηεο Μηιήηνπ.
55

  

Οη ηξεηο απηέο θαηλνηνκίεο απνηεινχλ ην ―γελεηηθφ πιηθφ‖ ηνπ αξραίνπ 

ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ θαη ηνλ επηζηεκνινγηθφ ηνπ θνξέα. Ο ππξήλαο απηνχ 

ηνπ ―πιηθνχ‖ είλαη ν έκκεζνο ηξφπνο ζθέςεο. Αμίδεη λα αλαθεξζεί έλα 

παξάδεηγκα, απφ ηα πνιιά πνπ ππάξρνπλ, φπνπ κπνξεί λα επηζεκαλζεί ε 

πνιηηηζκηθή αμία ηνπ έκκεζνπ ηξφπνπ ζθέςεο ζηελ αξραία ειιεληθή 

πξαγκαηηθφηεηα θαη λα θαλεί ε δεκηνπξγηθφηεηά ηνπ. 

                                                
54

 Βι. Vernant, J.-P.: Μχζνο θαη ΢θέςε ζηελ Αξραία  Διιάδα, εθδ. Δγλαηία, ζει. 356. 
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 Βλ. Jean, G.: Η γραφή, η Μνήμη του Ανθρώπου, εκδ. Δεληθανάζη, 1991, ζελ. 206-207. 
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Ο Παξζελψλαο είλαη έλα απφ ραξαθηεξηζηηθφηεξα ζχκβνια ηνπ ―ειιεληθνχ 

ζαχκαηνο‖. Ζ αθηηλνβνιία ηνπ, ζηνλ θφζκν φιν, είλαη πνιχ κεγάιε. Γηαηί, 

φκσο; Ση είλαη απηφ πνπ πξνθαιεί ηνλ ππέξκεηξν ζαπκαζκφ; Δίλαη κφλν έλα 

κλεκείν πνπ ζεκαηνδνηεί κηα έλδνμε πεξίνδν ηεο ηζηνξίαο ηνπ πνιηηηζκνχ; 

Ή αλαδεηθλχεη κηα ζεκαληηθή ηδηαηηεξφηεηα ηεο θαηαζθεπήο ηνπ πνπ 

πξνζηδηάδεηαη κε ηελ πνιηηηζκηθή θαη πλεπκαηηθή πξφνδν ηεο ειιεληθήο 

θνπιηνχξαο; Ζ ζθνπηά απηή δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα μεπεξαζηεί ην 

επηθαηλφκελν θαη λα απνθαιπθζνχλ ζηνηρεία ηνπ θαιιηηερληθνχ θαη 

δηαλνεηηθνχ ―παξαζθελίνπ‖ ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ. Καη απηφ 

γηαηί κπνξεί λα θσηίζεη ηελ πνιηηηζκηθή απήρεζε ηνπ ηξφπνπ ζθέςεο θαη 

ζπκπεξηθνξάο ζηηο αηζζεηηθέο επαηζζεζίεο ησλ αξραίσλ Διιήλσλ. 

΢πγθεθξηκέλα ν Ηθηίλνο (5
νο

 αηψλαο π.Υ.), ν αξρηηέθηνλαο ηνπ Παξζελψλα, 

ήζειε λα δψζεη ζην λαφ ηεο Αθξφπνιεο ηελ εμήο κνξθή:            

 

Γλψξηδε, φκσο, φηη αλ ηνλ θαηαζθεχαδε κ‘ απηφ ην πξφηππν, ηφηε ην 

απνηέιεζκα ζα είρε ηηο εμήο νπηηθέο παξακνξθψζεηο: 

 

Γηα λα απνθχγεη ηηο αηζζεηηθέο απηέο αηέιεηεο έθαλε ηηο εμήο 

αληηζηαζκηζηηθέο παξεκβάζεηο: 
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Έηζη δεκηνχξγεζε έλα αξρηηεθηφλεκα πςειήο πνηνηηθήο ζηάζκεο, πνπ 

νθείιεηαη ζε κηα εθιεπηπζκέλε επαηζζεζία θαη ζ‘ έλα βαζχ αλαζηνραζκφ. 

Σα ραξαθηεξηζηηθά απηά γίλνληαη θαλεξά φηαλ ην ελ ιφγσ κλεκείν 

ζπγθξηζεί κε ηηο Ππξακίδεο θαη ηα Εηγθνπξάη. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ν 

Παξζελψλαο αθηηλνβνιεί ην κεγαιείν ηεο αξκνλίαο θαη ηεο αηζζεηηθήο 

αλάηαζεο, ελψ νη Ππξακίδεο θαη ηα Εηγθνπξάη πξνβάιινπλ ην 

κεγαινπξεπέο ηνπ φγθνπ ηνπο. Με άιια ιφγηα, ζηελ πξψηε πεξίπησζε 

αληαλαθιάηαη ε δηεηζδπηηθφηεηα ηνπ έκκεζνπ ηξφπνπ ζθέςεο θαη 

θαιιηηερληθήο ζηάζεο, ελψ ζηε δεχηεξε απνηππψλεηαη ε ππεξβνιή ηεο 

άκεζεο δχλακεο θαη αίγιεο, δειαδή ηε κεγαινπξαγκνζχλε ηεο εμνπζία πνπ 

αληηπξνζσπεχεη. 

Μέζα ζηε ξηδνζπαζηηθή αιιαγή πνπ επέθεξε ν έκκεζνο ηξφπνο ζθέςεο 

ζηνλ αξραίν ειιεληθφ πνιηηηζκφ, ε καζεκαηηθή ζθέςε δελ κπνξνχζε λα 

κείλεη ζηαηηθή. Δθηηλάρζεθε ζε πνιχ πςειφ επίπεδν θαη δεκηνχξγεζε ηελ 

πξψηε ―επαλάζηαζε‖ ζηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ.
56

 Αμίδεη λα 

επηζεκαλζνχλ φηη δχν λέεο ζπληζηψζεο πνπ επέθεξαλ ηελ επηζηεκνινγηθή 

κεηαιιαγή ζηε καζεκαηηθή ζθέςε ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ ήηαλ 

ε ηζφηεηα θαη ε απφδεημε. ΋ζν αθνξά ηελ πξψηε έρεη επηζεκαλζεί ε 

ζπλάθεηα ηεο κε ηηο πνιηηηζκηθέο δηαζηάζεηο πνπ εμέζξεςαλ ηνλ έκκεζν 

ηξφπν ζθέςεο. Δθείλν φκσο πνπ ζα πξέπεη λα ππνγξακκηζζεί είλαη ε 

απνπζία ηεο ηζφηεηαο θαη ηεο ιεηηνπξγηθφηεηάο ηεο απφ ηελ πνιηηηζκηθή θαη 

ηελ επηζηεκνινγηθή ζπγθπξία ηεο πξν-ειιεληθήο ηζηνξηθήο 

                                                
56

 Βι. Dauben, J.: Conceptual revolutions and the history of mathematics: two studies in the 

growth of knowledge, ζην Gillies, D.(ed.): Revolutions in Mathematics, Clarendon Press, 

1992, ζει. 49-82, εηδ. ζει. 52-57. 
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πξαγκαηηθφηεηαο. Καη απηφ γηαηί νη ζχγρξνλνη ηζηνξηθνί ησλ Μαζεκαηηθψλ 

παξαγλσξίδνπλ ην γεγνλφο απηφ θαη παξακνξθψλνπλ ηελ ηζηνξηθή 

θαηαλφεζε πξνβάιινληαο, θαηά θαλφλα, αλαρξνληζηηθέο αλαθαηαζθεπέο.
57

  

Δπίζεο θαη ε πξνέιεπζε ηεο απφδεημεο είλαη ζηελά ζπλπθαζκέλε κε ηνλ 

έκκεζν ηξφπν ζθέςεο, γηαηί απνηειεί ην απαξαίηεην ζηήξηγκα γηα ηελ 

απνδνρή ησλ απνηειεζκάησλ θαη ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηεο. Γηα παξάδεηγκα 

ν Θαιήο δελ κπνξνχζε απιψο λα αλαθνηλψζεη ην απνηέιεζκα ησλ 

ζπιινγηζκψλ θαη ησλ κεηξήζεσλ ηνπ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ χςνπο ηεο 

ππξακίδαο, έπξεπε λα ην ηεθκεξηψζεη, δηαθνξεηηθά ζα εθιακβάλνληαλ σο 

καγηθή ή κεηαθπζηθή ε ηθαλφηεηά ηνπ απηή. ΢ηνλ άκεζν ηξφπν ζθέςεο θαη 

ζπκπεξηθνξάο δελ ηίζεηαη, εθ ησλ πξαγκάησλ, ηέηνην δήηεκα. Θα πξέπεη, 

σζηφζν, λα ζεκεησζεί φηη ε αλάπηπμε ηεο απφδεημεο ζηνλ αξραίν ειιεληθφ 

πνιηηηζκφ δελ ήηαλ αλεμάξηεηε θαη απφ ηελ θαιιηέξγεηα ηεο 

επηρεηξεκαηνινγίαο ζηε Ρεηνξηθή, ζηε Φηινζνθία, ζηελ πνιηηηθή θαη ζηε 

δεκφζηα δσή. 

Απηή ε ζεψξεζε ηεο αξραίαο ειιεληθήο καζεκαηηθήο ζθέςεο, πνπ δελ 

πεξηραξαθψλεηαη απιά ζηηο πεξηγξαθέο ησλ ζπνπδαίσλ επηηεπγκάησλ θαη 

ζηηο απζεληίεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πνιηηηζκνχ, αιιά επηδηψθεη ηελ αλάδεημε 

ηεο επηζηεκνινγηθήο ηδηαηηεξφηεηαο ζε ζπλδπαζκφ κε ηηο αληίζηνηρεο 

αλζξσπνινγηθέο κεηαιιαγέο, έρεη σο θχξην άμνλα ηε κεηαγλσζηηθή 

πξνζέγγηζε ηνπ ζέκαηνο. Καη απηή ε κεηαγλσζηηθή πξνζέγγηζε κπνξεί λα 

ραξαθηεξηζηεί σο πνιηηηζκηθφο αλαζηνραζκφο (cultural reflexivity). Αξθεηά 

ελδεηθηηθή, γηα ηνλ ελ ιφγσ πξνβιεκαηηζκφ, είλαη ε εμήο επηζήκαλζε: 

 “Ο πξψηνο αθξνγσληαίνο ιίζνο ηεο [επηζηεκνληθήο αλάπηπμεο] ήηαλ ην 

δεχηεξν επίπεδν θαηαλφεζεο (second-order concept) ηεο απφδεημεο πνπ 

αλαπηχρζεθε ζηελ θιαζζηθή Διιάδα”.
58
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Καη απηφ ην δεχηεξν επίπεδν θαηαλφεζεο δελ είλαη άιιν παξά εθείλν ηεο 

ζπλεηδεηήο θαη ζπζηεκαηηθήο ζθέςεο ζρεηηθά κε ηε ζθέςε, δειαδή ηεο 

κεηαγλσζηηθήο θαηαλφεζεο. 

Ζ κεηαγλσζηηθή, ινηπφλ, θαηαλφεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ, θαη ζηελ 

θαηεχζπλζε απηή ηεο ηζηνξηθήο ηνπο αλάπηπμεο, απνηειεί ηνλ αθξνγσληαίν 

ιίζν ησλ καζεκαηηθψλ ηεο εθπαίδεπζεο. Καη απηφ γηαηί εληζρχεη 

ζεκαληηθφηαηα ηνλ ―επαγγεικαηηθφ‖ ηνπο εμνπιηζκφ πνπ ηνπο επηηξέπεη λα 

εμεγήζνπλ θαη λα εξκελεχζνπλ ηα Μαζεκαηηθά. Με άιια ιφγηα ηνπο 

δηεπθνιχλεη λα επηθνηλσλήζνπλ κε κε-καζεκαηηθνχο ζην ζεκαηηθφ πιαίζην 

ηεο εηδηθφηεηαο ηνπο.    
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Ζ δηακεζνιάβεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθώλ  

ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ 

 

 

Γεκήηξεο Υαζάπεο 

Παηδαγσγηθφ Σκήκα Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο Α.Π.Θ. 

 

 

Ζ δηακεζνιάβεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηεξεχλεζε ηεο 

κάζεζεο θαη ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ κε ζηφρν ηε βειηίσζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ηεο, είλαη κηα πνιχ παιηά ηδέα. Γηαηππψζεθε σο πξφηαζε 

κε ζρεηηθή πιεξφηεηα ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1960 ζηα πιαίζηα ησλ 

ζπδεηήζεσλ πνπ αλαπηχρζεθαλ εθείλε ηελ επνρή γηα ηελ κεηαξξχζκηζε ηεο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη έθηνηε επαλέξρεηαη κε πεξηζζφηεξε ή 

ιηγφηεξε έκθαζε θαη κε δηάθνξεο αθνξκέο ζε ζπζηάζεηο δηεζλψλ θαη 

εζληθψλ ζπιινγηθψλ νξγάλσλ (φπσο είλαη ε Γηεζλήο Δπηηξνπή 

Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο – ICMI, ην Δζληθφ ΢πκβνχιην Δθπαηδεπηηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ ησλ ΖΠΑ – NCTM,1989 ή ε Μαζεκαηηθή Έλσζε Ακεξηθήο 

ησλ ΖΠΑ), ζε επεμεξγαζίεο εηδηθψλ νκάδσλ κειέηεο (φπσο είλαη ε Γηεζλήο 

Οκάδα Μειέηεο ησλ ΢ρέζεσλ Ηζηνξίαο θαη Παηδαγσγηθήο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ), ζε εηζεγήζεηο θαη ζπδεηήζεηο δηεζλψλ θαη εζληθψλ 

ζπλεδξίσλ (φπσο ην 6
ν
 Γηεζλέο ΢πλέδξην γηα ηε Μαζεκαηηθή Δθπαίδεπζε 

ηνπ Γηεζλνχο ΢πκβνπιίνπ Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο - ICMI, ΢εβίιιε 

Ηζπαλίαο, 1996 ή ηα ζπλέδξηα ηεο Βξεηαληθήο - BSHM ή ηεο Ηηαιηθήο – 

SISM Δηαηξείαο γηα ηελ Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ)  θαη ζε πιήζνο 

δεκνζηεπκάησλ ζε πεξηνδηθά θαη ζπιινγηθνχο ηφκνπο πνπ αλαθέξνληαη ζε 

δεηήκαηα κάζεζεο θαη δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζε φιεο ηηο βαζκίδεο 

ηεο εθπαίδεπζεο (εληειψο ελδεηθηηθά, Katz, 2000, Swetz et. al., 1995)  

Απφ φιε απηή ηε δξαζηεξηφηεηα θαη ην πιήζνο ησλ αλαιχζεσλ θαίλεηαη λα 

πξνθχπηεη σο γεληθφ ζπκπέξαζκα κηα νκνθσλία γηα ηε ζεηηθή ζπκβνιή πνπ 
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ε δηακεζνιάβεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ θαίλεηαη λα έρεη ζηε 

δηεξεχλεζε ηεο κάζεζεο θαη ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Ο Fauvel 

(1991) κάιηζηα, έλαο απφ ηνπο πξσηεξγάηεο θαη δξαζηήξην κέινο ησλ 

ζπδεηήζεσλ γηα ηελ εηζαγσγή ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν απαξηζκεί ζε έλα κφλν θείκελν 

δέθα πέληε ιφγνπο γηα ηνπο νπνίνπο νη εθπαηδεπηηθνί νθείινπλ λα 

θαηαζηήζνπλ ηελ ηζηνξία ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ
1
. Σφζν ζην ζπγθεθξηκέλν φζν θαη ζε παξφκνηα θείκελα (γηα 

παξάδεηγκα, Avital 1995, Bidwell 1993, Ernest 1998, Garner 1996, Jones 

1989, Katz 1993, Kleiner 1993, Swetz 1995, Rickey 1995, Sawyer 1997, 

Scriba 1975, Sfard 1995, Swetz 1995α, 1995β, Voolich 1993), ε ζεηηθή 

ζπκβνιή ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ θαίλεηαη λα ηεθκεξηψλεηαη ζε ηξεηο θαηεγνξίεο 

επηρεηξεκάησλ: 

- Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ αλαδεηθλχεη θαη ππνγξακκίδεη ηνλ 

αλζξψπηλν ραξαθηήξα ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο. 

- Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ πξνθαιεί ην ελδηαθέξνλ θαη ζπκβάιιεη ζηε 

ζπγθξφηεζε κηαο ζεηηθήο ζηάζεο απέλαληη ζηα καζεκαηηθά θαη 

- Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ ζπλεηζθέξεη ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ 

θαη ησλ καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ, αλαδεηθλχνληαο ηα πιαίζηα θαη ηηο 

ζπλζήθεο πξνέιεπζεο ηνπο αιιά θαη ηνπο φξνπο ηεο εμέιημεο ηνπο . 

Με έκθαζε ζηε κηα ή ζηελ άιιε θαηεγνξία επηρεηξεκάησλ έρεη ζήκεξα 

δηακνξθσζεί κεηαμχ ησλ εξεπλεηψλ ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο θαη ησλ 

εθπαηδεπηηθψλ κηα επξεία, ηνπιάρηζηνλ ζε  ζεσξεηηθφ επίπεδν, ζπλαίλεζε 

γηα ηε ρξεζηκφηεηα ηεο εηζαγσγήο ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ 

ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. 

΢ην επίπεδν ηνπ ζρνιείνπ ηεο πξσηνβάζκηαο θαη ηεο δεπηεξνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο ηψξα, φπνπ επηρεηξήζεθε ε εηζαγσγή ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο 

ησλ καζεκαηηθψλ ζηα αλαιπηηθά πξνγξάκκαηα, ζηα ζρνιηθά βηβιία ή ζηηο 

δηδαθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο έρεη αθνινπζήζεη κηα απφ ηηο αθφινπζεο δχν 

ινγηθέο. 

Μηα πξψηε ινγηθή πξφζζεζεο ηζηνξηθψλ ζηνηρείσλ, ε νπνία δελ βαζίδεηαη 

ζε κηα ζπλνιηθή ηξνπνπνίεζε θαη πξνζαξκνγή ηνπ αλαιπηηθνχ 
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πξνγξάκκαηνο ησλ καζεκαηηθψλ, αιιά ζηελ πξνζζήθε απνζπαζκαηηθψλ 

εθζέζεσλ ηζηνξηθψλ επεηζνδίσλ, ζπλνπηηθψλ παξαζέζεσλ δεδνκέλσλ γηα 

ηε δσή θαη ην έξγν κεγάισλ καζεκαηηθψλ θαη παξνπζηάζεσλ κεκνλσκέλσλ 

ηζηνξηθψλ πξνβιεκάησλ, παξελζεηηθά θαη ζην πεξηζψξην ηνπ πεξηερνκέλνπ 

ησλ ζπλαθψλ ή ησλ ππνηηζέκελα ζπλαθψλ ζεκαηηθψλ ελνηήησλ ηνπ 

αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο ή θαη κφλν ησλ ζρνιηθψλ βηβιίσλ. Μηα ηέηνηα 

πεξίπησζε απνηειεί ε εηζαγσγή ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ 

κε ηε κνξθή έλζεησλ ―ηζηνξηθψλ ζεκεησκάησλ‖ ζε επηιεγκέλα θεθάιαηα 

ησλ βηβιίσλ ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ ζηε ρψξα καο θαη άιισλ 

βαζκίδσλ ηεο εθπαίδεπζεο ζε άιιεο ρψξεο.  

Μηα δεχηεξε ινγηθή αξλείηαη ηε δπλαηφηεηα ιεηηνπξγηθήο ζπλχθαλζεο ησλ 

ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ πνπ πξέπεη λα δηδάζθεη ην ζρνιείν κε ζηνηρεία ηεο 

ηζηνξηθήο ηνπο εμέιημεο, ρσξίο φκσο λα αξλείηαη ηελ παηδαγσγηθή 

ρξεζηκφηεηα ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ θαζαπηήο. Θεσξεί φκσο, φηη 

θάζε ηέηνην εγρείξεκα θαηαιήγεη αλαπφθεπθηα είηε ζηελ απνδφκεζε ηνπ 

πεξηερνκέλνπ θαη ζηνλ απνπξνζαλαηνιηζκφ ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ είηε ζηε δηαζηξέβισζε ησλ ηζηνξηθψλ δεδνκέλσλ ψζηε λα 

ππεξεηνχλ ηηο αλάγθεο ηνπ παξφληνο θαη επνκέλσο ζηελ αιινίσζε ηνπ 

ραξαθηήξα ηεο ηζηνξίαο σο απηνηεινχο επηζηεκνληθήο πξαθηηθήο (γηα 

παξάδεηγκα, Fried, 2001). Γη‘ απηφ πξνβάιιεη κηα ινγηθή δηάθξηζεο, 

ππνζηεξίδνληαο ηελ εηζαγσγή ζηνηρείσλ ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην 

δεπηεξνβάζκην θαηά θαλφλα ζρνιείν θαη ηδίσο ζηηο ηειεπηαίεο ηάμεηο ηνπ, 

σο έλα μερσξηζηφ δηδαθηηθφ αληηθείκελν, ην νπνίν δηδάζθεηαη ζε 

ζπλδπαζκφ θαη παξάιιεια κε ην κάζεκα ησλ καζεκαηηθψλ ιεηηνπξγψληαο 

ππνζηεξηθηηθά, αιιά απηφλνκα θαη ζε ζαθή δηάθξηζε απφ απηφ. 

΢ε κηα παξαπέξα αλάπηπμε ηεο ινγηθήο απηήο θαη σο παξαιιαγή ηεο 

πξνβάιιεηαη ε δηδαζθαιία ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ κέζα απφ 

θαηάιιεια επηιεγκέλα, απζεληηθά φκσο, ηζηνξηθά θείκελα ησλ 

καζεκαηηθψλ (ελδεηθηηθά, Laubenbacher and Pengelley 1992, 1996, 

Shulman 1998). Γηα ηελ εθδνρή απηή, ε ρξήζε ησλ πξσηφηππσλ πεγψλ ηεο 

ηζηνξίαο είλαη ε κφλε απνηειεζκαηηθή θαη ελδεδεηγκέλε πξαθηηθή γηα ηε 

δηδαζθαιία ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν. 

Μηα ηξίηε  ηέινο ινγηθή ε νπνία πξνθχπηεη σο εθδνρή, αιιά ζχκθσλα κε 

φια ηα δηαζέζηκα δεδνκέλα δελ έρεη επηρεηξεζεί κέρξη ζήκεξα θακηά 
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νινθιεξσκέλε θαη ζε έθηαζε πινπνίεζε ηεο, είλαη ε ζπλνιηθή 

αλαζεψξεζε ελφο αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο καζεκαηηθψλ θαη ε 

ελζσκάησζε ζ‘ απηφ ηεο ηζηνξίαο σο ζπζηαηηθνχ ζηνηρείνπ ηνπ, ζηε βάζε 

ηνπ νπνίνπ επηιέγεηαη θαη νξγαλψλεηαη ην πεξηερφκελν θαη θαζνξίδεηαη ε 

αθνινπζία αλάπηπμεο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν. Έλα 

απφ ηα ειάρηζηα αιιά ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα ηεο ινγηθήο απηήο 

απνηειεί έλα πξφγξακκα δηδαζθαιίαο ζηνηρείσλ ηνπ δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ, 

πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Katz (1993).  

Απφ φζα εθηέζεθαλ ζπλνπηηθά θαη αλαπφθεπθηα ειιεηπηηθά πξνεγνπκέλσο 

πξνθχπηεη ε αθφινπζε δηαπίζησζε. 

΢ε κηα ρξνληθή πεξίνδν κεγαιχηεξε ησλ ζαξάληα εηψλ έρεη ζπζζσξεπηεί 

έλα αμηφινγν σο πξνο ηνλ φγθν ζψκα ζεσξεηηθψλ αλαιχζεσλ θαη 

παηδαγσγηθψλ ζέζεσλ, φπσο επίζεο θαη κηα πιεζψξα θάζε είδνπο θαη 

κνξθήο δηδαθηηθνχ πιηθνχ, θαη έρεη δηακνξθσζεί κηα επξχηαηε ζπλαίλεζε 

ζηελ εξεπλεηηθή θαη εθπαηδεπηηθή θνηλφηεηα γηα ηηο ζεηηθέο επηπηψζεηο ηεο 

δηακεζνιάβεζεο ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ. Παξάιιεια φκσο, έρεη θαηαζηεί εκθαλήο ε αδπλακία 

πξαθηηθήο αμηνπνίεζεο ησλ αλαιχζεσλ, ησλ ζέζεσλ θαη ησλ πιηθψλ απηψλ 

ζην επίπεδν ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο ζην ζρνιείν ηεο πξσηνβάζκηαο 

θαη ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, αθνχ νη φπνηεο πξνηάζεηο θαη 

εθαξκνγέο θαηαγξάθνληαη, έρνπλ αθελφο έλα κεξηθφ ή θαη πνιιέο θνξέο 

απνζπαζκαηηθφ ραξαθηήξα θαη αθεηέξνπ δελ εμαζθαιίδνπλ κηα απνδνρή, ε 

νπνία λα επηηξέπεη ηε δηάδνζε θαη ηελ επέθηαζε ηνπο.  

Σν γεγνλφο απηφ ζπληζηά εθ πξψηεο φςεσο έλα παξάδνμν, ην νπνίν δελ 

θαίλεηαη λα ζίγεηαη, ζηηο ζπλαθείο αλαιχζεηο ή ζπδεηήζεηο θαη απηφ είλαη 

πξαγκαηηθά εληππσζηαθφ. Κη΄ φκσο ην θαηλνκεληθά παξάδνμν απηφ 

γεγνλφο, αλαδεηθλχεη νπζηαζηηθά έλα απφ ηα θαίξηα ζεκεία ηνπ ππφ 

ζπδήηεζε ζέκαηνο, αθνχ νδεγεί άκεζα ζην εμήο εξψηεκα: 

Πνηνη είλαη νη παξάγνληεο πνπ θαζνξίδνπλ - θαη ζηελ πξνθείκελε 

πεξίπησζε κε βάζε φιεο ηηο ελδείμεηο δπζρεξαίλνπλ - ηελ ελζσκάησζε 

ηζηνξηθψλ δηαζηάζεσλ ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ 

ζην ζρνιείν, παξά ηηο ζεηηθέο επηπηψζεηο πνπ νη ζεσξεηηθέο αλαιχζεηο 

απνδίδνπλ ζε έλα ηέηνην εγρείξεκα; 



59 

 

Ζ απάληεζε ηνπ εξσηήκαηνο απηνχ θαη ε εξκελεία ηνπ παξαδφμνπ πνπ ην 

ππνβάιιεη, φπσο θαη πνιιψλ άιισλ αδηεμφδσλ θαη αληίζηνηρσλ 

εξσηεκάησλ πνπ αθνξνχλ ηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε, ζα πξέπεη θαηά ηε 

γλψκε κνπ λα αλαδεηεζεί ζηηο θπξίαξρεο παξαδνρέο γηα ηε θχζε θαη ην 

ραξαθηήξα ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη ζηηο ζρέζεηο ησλ παξαδνρψλ 

απηψλ κε ηα πεξηερφκελα θαη ηηο πξαθηηθέο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ. 

Γηαηί θπξίαξρα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πεξηερνκέλνπ θαη ησλ πξαθηηθψλ ηεο 

δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ελζσκαηψλνπλ θαη πινπνηνχλ ζε κεγάιν 

βαζκφ ηηο θπξίαξρεο παξαδνρέο γηα ηε θχζε θαη ην ραξαθηήξα ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο θαη αληίζηξνθα ε θπξίαξρε, φπσο θαη θάζε, 

θηινζνθηθή-επηζηεκνινγηθή ζεψξεζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο εκπεξηέρεη 

θαη ππνβάιιεη αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο ζε θαζνξηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ ελζσκάησζε επνκέλσο ηζηνξηθψλ 

δηαζηάζεσλ ησλ καζεκαηηθψλ, σο ζπζηαηηθνχ ζηνηρείνπ ηεο  δηδαζθαιίαο 

ηνπο ζην ζρνιείν, πξνυπνζέηεη κηα αληίζηνηρε επηζηεκνινγηθή ζεψξεζε ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο. 

Ζ θπξίαξρε απφ ηηο αξρέο ηνπ πξνεγνχκελνπ αηψλα κέρξη ηηο κέξεο καο 

επηζηεκνινγηθή ζεψξεζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο νηθνδνκείηαη ζε 

παξαδνρέο κεηαμχ ησλ νπνίσλ πεξηιακβάλνληαη νη αθφινπζεο, 

δηαηππσκέλεο εληειψο ζπλνπηηθά: 

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε ζπγθξνηείηαη απφ έλα ζχλνιν πξνηάζεσλ (νξηζκνί, 

αμηψκαηα, ζεσξήκαηα) θαη κηα ζεηξά απνδείμεσλ (δηαδηθαζηψλ ειέγρνπ 

θαη ηεθκεξίσζεο) ηεο αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ απηψλ. 

- Οη απνδείμεηο ηεο αιήζεηαο ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ βαζίδνληαη 

απνθιεηζηηθά ζε έλα ζχλνιν παξαδνρψλ (αμηψκαηα θαη νξηζκνί) θαη ζε 

κηα ζεηξά θαλφλσλ ινγηθήο ζπλεπαγσγήο, πνπ απνηεινχλ κέξνο κηαο 

παξαδεθηήο ηππηθήο-παξαγσγηθήο ινγηθήο. 

- Αθνχ νη απνδείμεηο ηεο αιήζεηαο ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ είλαη 

απνθιεηζηηθά ινγηθέο, ρσξίο θακία πξνζθπγή ζηελ εκπεηξηθή 

πξαγκαηηθφηεηα, ε καζεκαηηθή γλψζε είλαη θαηά ζπλέπεηα αδηάςεπζηε, 

αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε, εμαξηεκέλε κφλν απφ ηηο παξαδνρέο ηεο θαη 

ηνπο θαλφλεο ηεο ηππηθήο-παξαγσγηθήο ινγηθήο. 
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- Ζ καζεκαηηθή γλψζε, σο αδηάςεπζηε, αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε γλψζε - 

νπζηαζηηθά σο εμ νξηζκνχ αιεζήο – ππνθείκελε κφλν ζηε δηθή ηεο 

εζσηεξηθή ινγηθή είλαη επνκέλσο αλεμάξηεηε απφ θάζε ρξνληθφ θαη 

θνηλσληθφ δεδνκέλν, αλεμάξηεηε δειαδή απφ θάζε ηζηνξηθή εμέιημε θαη 

θνηλσληθή πξαθηηθή
2
.  

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε είλαη θαηά ζπλέπεηα απαιιαγκέλε πιήξσο απφ ηα 

εκπεηξηθά δεδνκέλα θαη ηηο αληηθάζεηο ηεο θνηλσληθήο πξαγκαηηθφηεηαο, 

πιήξσο αλεμάξηεηε απφ ηηο θπξίαξρεο θνηλσληθέο αμίεο θαη άξα 

ηδενινγηθά νπδέηεξε.  

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε αλαπηχζζεηαη ζπζζσξεπηηθά θαη αδηάιεηπηα κε ηελ 

πξνζζήθε λέσλ καζεκαηηθψλ αιεζεηψλ, νη νπνίεο απνηεινχλ έλα 

ηειεζίδηθα πεξαησκέλν θαη νινθιεξσκέλν πξντφλ ηεο αλζξψπηλεο 

ζθέςεο.  

΢ηα πιαίζηα ηνπ επηζηεκνινγηθνχ απηνχ πξνηχπνπ ε ηζηνξία δελ απνηειεί 

ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, αθνχ ε καζεκαηηθή γλψζε 

δελ απνηειεί πξψηηζηα έλα ηζηνξηθφ θαη θνηλσληθφ πξντφλ. Κάησ απφ ηελ 

θπξηαξρία απηήο ηεο ζεψξεζεο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, ε ελζσκάησζε 

ηζηνξηθψλ δεδνκέλσλ ζηε  δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν είλαη 

νπζηαζηηθά αλέθηθηε θαη φπνπ επηρεηξείηαη δελ κπνξεί παξά λα έρεη 

απνζπαζκαηηθφ θαη επθαηξηαθφ ραξαθηήξα.  

Σα ηειεπηαία φκσο ρξφληα θαη έπεηηα απφ δεθαεηίεο πξνβιεκαηηζκνχ θαη 

δηαιφγνπ δηεπξχλεηαη - ζχκθσλα κε φια ηα δεδνκέλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ 

ηε δηεζλή βηβιηνγξαθία -  ε ακθηζβήηεζε ηνπ θπξίαξρνπ επηζηεκνινγηθνχ 

πξνηχπνπ ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, βαζηθά ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ 

ζθηαγξαθήζεθαλ πξνεγνχκελα θαη δηάθνξεο ελαιιαθηηθέο εθδνρέο πνπ 

πξνηάζζνπλ ηνλ ηζηνξηθφ θαη θνηλσληθφ ραξαθηήξα ηεο καζεκαηηθήο 

γλψζεο, απφ δηαθνξεηηθέο βέβαηα θηινζνθηθέο αθεηεξίεο, πξνβάιινληαη 

θαη θεξδίδνπλ έδαθνο ζηελ επηζηεκνληθή θαη εθπαηδεπηηθή θνηλφηεηα. 

Οη εθδνρέο απηέο νηθνδνκνχληαη ζηε βάζε ηεο παξαδνρήο, φηη ε 

καζεκαηηθή γλψζε - φπσο θαη θάζε επηζηεκνληθή γλψζε - είλαη θνηλσληθή 

θαηαζθεπή, ππνθείκελε ζηα ηζηνξηθά θαζνξηζκέλα θνηλσληθά θαη 

πνιηηηζκηθά πιαίζηα ηνπ ζηαδίνπ αλάπηπμεο ηεο. Γελ απνηειεί θαηά 

ζπλέπεηα κηα αδηάςεπζηε, αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε γλψζε, απηφλνκε θαη 
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θαηεγνξηθά δηαθξηκέλε απφ ηηο άιιεο κνξθέο ηεο αλζξψπηλεο γλψζεο, 

απαιιαγκέλε απφ ηα εκπεηξηθά δεδνκέλα θαη ηηο αληηθάζεηο ηεο θνηλσληθήο 

πξαγκαηηθφηεηαο (Kitcher 1983, Tymoczo 1986, Wittgenstein 1956). 

Αληίζεηα - φπσο θαη θάζε επηζηεκνληθή γλψζε – είλαη πξντφλ θνηλσληθήο 

δξαζηεξηφηεηαο ππνθείκελε ζε δηαξθείο δηαςεχζεηο θαη αλαζεσξήζεηο 

(Lakatos 1976/1996). Δπνκέλσο γηα ηηο εθδνρέο απηέο, ε καζεκαηηθή γλψζε 

δελ απνηειεί έλα ηειεζίδηθα πεξαησκέλν πξντφλ ηεο αλζξψπηλεο 

δξαζηεξηφηεηαο, εθθξαζκέλν νξηζηηθά απφ έλα θιεηζηφ ζχζηεκα 

πξνηάζεσλ (νξηζκψλ, αμησκάησλ θαη ζεσξεκάησλ) θαη κηα ζεηξά 

δεδνκέλσλ ηεθκεξίσζεο θαη απφδεημεο ηεο αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ 

απηψλ, αιιά σο πξντφλ θνηλσληθήο δξαζηεξηφηεηαο εληάζζεηαη ζε ηζηνξηθά 

θαζνξηζκέλα θνηλσληθά θαη πνιηηηζηηθά πιαίζηα, πνπ θαζνξίδνπλ ην 

επίπεδν θαη πξνζδηνξίδνπλ ηελ θαηεχζπλζε αλάπηπμεο ηεο. Ζ ηζηνξία 

δειαδή, απνηειεί ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ δηαδηθαζηψλ 

ειέγρνπ θαη ηεθκεξίσζεο ηεο αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ απηψλ, πνπ 

ζπγθξνηνχλ ηε καζεκαηηθή γλψζε. 

΢ηα πιαίζηα απηψλ ησλ εθδνρψλ ζεψξεζεο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο 

ππάξρνπλ επνκέλσο φιεο νη πξνυπνζέζεηο γηα ηελ νξγαληθή έληαμε ηεο 

ηζηνξηθήο δηάζηαζεο σο ζπζηαηηθνχ ζηνηρείνπ ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν ηεο πξσηνβάζκηαο θαη ηεο δεπηεξνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο. ΢ηελ πξννπηηθή επνκέλσο ηεο επηθξάηεζεο ηνπο θαη κφλν 

κπνξεί λα ζεσξεζεί εθηθηή κηα ξηδηθή αλαζεψξεζε ησλ θπξίαξρσλ 

πξνηχπσλ ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ.  

 

΢εκεηώζεηο 

1 
Λφγνη γηα ηελ εηζαγσγή ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν (Fauvel,  1991): 

- ΢πκβνιή ζηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ θηλήηξσλ γηα κάζεζε. 

- Αλάδεημε ηνπ αλζξψπηλνπ ραξαθηήξα ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο. 

- Ζ ηζηνξηθή εμέιημε ππνδεηθλχεη κηα δηάηαμε ηεο χιεο ησλ καζεκαηηθψλ ζην 

αλαιπηηθφ πξφγξακκα. 

- Ζ γλψζε ηεο ηζηνξίαο ηεο αλάπηπμεο ησλ ελλνηψλ ζπκβάιιεη ζηελ 

θαηαλφεζε ηνπο. 

- Σξνπνπνίεζε ησλ αληηιήςεσλ ησλ παηδηψλ γηα ηα καζεκαηηθά. 
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- Αλάδεημε ηεο αμίαο ησλ λεψηεξσλ ηερληθψλ κέζα απφ ηε ζχγθξηζε ηνπο κε 

παιηφηεξεο ηερληθέο.   

- ΢πκβνιή ζηελ αλάπηπμε πνιχ-πνιηηηζκηθψλ πξνζεγγίζεσλ ζηα καζεκαηηθά. 

- Παξνρή επθαηξηψλ θαη δπλαηνηήησλ δηεξεπλεηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ. 

- ΢πκβνιή ζηελ θαηαλφεζε λνεηηθψλ εκπνδίσλ ησλ παηδηψλ ζηελ θαηαλφεζε 

αιγεβξηθψλ ελλνηψλ. 

- Δλζάξξπλζε ησλ παηδηψλ κέζα απφ ηε ζπλεηδεηνπνίεζε ηνπ γεγνλφηνο, φηη 

θαη άιινη άλζξσπνη ζην παξειζφλ είραλ πξνβιήκαηα κε ηα καζεκαηηθά. 

- Δλίζρπζε ησλ παηδηψλ πνπ καζαίλνπλ πην γξήγνξα λα πξνρσξήζνπλ ζε 

παξαπέξα δηεξεπλήζεηο πξνβιεκάησλ. 

- ΢πκβνιή ζηελ θαηαλφεζε ηνπ ξφινπ ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ θνηλσλία. 

- Κάλεη ηα καζεκαηηθά πην ειθπζηηθά ή ηνπιάρηζηνλ ιηγφηεξν απσζεηηθά ζηα 

παηδηά. 

- Ζ ηζηνξηθή δηεξεχλεζε πξνθαιεί ην ελδηαθέξνλ θαη εμάπηεη ηε θαληαζία ησλ 

παηδηψλ. 

- Παξέρεη επθαηξίεο δηαζεκαηηθήο πξνζέγγηζεο ησλ καζεκαηηθψλ. 

2 
Τπνλννχκελε παξαδνρή ηεο νπηηθήο απηήο είλαη ε χπαξμε απφιπηα νξζψλ θαη 

ηειεζίδηθα νινθιεξσκέλσλ καζεκαηηθψλ αιεζεηψλ, νη νπνίεο ―αλαθαιχπηνληαη‖ 

ή ―καζαίλνληαη‖ θαη ε θαηαλφεζε ηνπο είλαη θαηά ζπλέπεηα κηα λνεηηθή 

δηαδηθαζία αλάινγε ηεο βηνινγηθήο δηαδηθαζίαο ηεο ―αθνκνίσζεο‖. 
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Ο ξόινο ηνπ ζρήκαηνο ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία θαη νη 

δηδαθηηθέο πξννπηηθέο κηαο ηζηνξηθήο «αλάγλσζεο» ηεο 

έλλνηαο ηνπ εκβαδνύ 

 

Κώζηαο Εαράξνο 

Γξ. Δπηζηεκψλ Αγσγήο - Καζεγεηήο ζηελ Γεπηεξνβάζκηα Δθπαίδεπζε 

 

Σν ζρήκα θαηαιακβάλεη έλα θεληξηθφ ξφιν ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία 

ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο θαη απνηειεί έλα νπζηψδεο κέξνο ηεο ξεηνξηθήο 

ηεο απφδεημεο. Απνδεηθηηθέο ηερληθέο πνπ αλαπηχζζνληαη ζηα πιαίζηα ηεο 

επθιείδεηαο γεσκεηξίαο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε «επίζεζε» πνπ 

εθαξκφδεηαη ζηελ ηζφηεηα ησλ ηξηγψλσλ, δελ πεξηνξίδνληαη ζε κηα 

αηζζεηεξηαθή αληίιεςε ησλ ζρεκάησλ. Απαηηνχλ ηνλ πξνζδηνξηζκφ 

θξηηεξίσλ θαη ηελ αλάπηπμε ινγηθψλ ζπκπεξαζκάησλ ψζηε ε «επίζεζε» λα 

απνηειέζεη κηα λνεηηθή δηαδηθαζία.  

Ζ ζχλζεζε ηεο αηζζεηεξηαθήο αληίιεςεο ηνπ ζρήκαηνο θαη ησλ 

ζπληεινχκελσλ λνεηηθψλ ιεηηνπξγηψλ, θάλνπλ ην παηδαγσγηθφ εγρείξεκα 

ηεο δηδαζθαιίαο ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο εμαηξεηηθά ελδηαθέξνλ. 

Δπηπιένλ, ε έξεπλα ζην ρψξν ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο ππνγξακκίδεη ην 

γεγνλφο φηη ν ζεβαζκφο ησλ ηδηαίηεξσλ ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ καζεκαηηθψλ 

αληηθεηκέλσλ πνπ θαινχκαζηε λα δηδάμνπκε, φπσο απηά πξνζδηνξίδνληαη 

ζην ζεσξεηηθφ πιαίζην ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο, ζπλεηζθέξεη ζεηηθά 

ζηελ δηδαζθαιία.  

Σα ζέκαηα πνπ ππαηληθηηθά ζίρηεθαλ εδψ ζα απνηειέζνπλ ην αληηθείκελν 

ηεο παξνπζίαζήο καο απηήο.  
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1. Γεσκεηξηθό ζρήκα: ζύλζεζε ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο θαη ηεο 

έλλνηαο. 

Oη γλσζηηθέο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο θαη καζήηξηεο θαηά 

ηελ δηδαζθαιία ηνπ καζήκαηνο ηεο Γεσκεηξίαο ζα απνδνζνχλ ζε κεγάιν 

βαζκφ ζηελ αδπλακία δηάθξηζεο ησλ γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ κε ηνπο 

νξηζκνχο ηνπο απφ ηε κηα θαη ησλ γξαθηθψλ αλαπαξαζηάζεψλ ηνπο απφ ηελ 

άιιε. Οη δχν απηέο δηαθξηηέο θαηεγνξίεο, δειαδή νη εηθνληθέο 

αλαπαξαζηάζεηο θαη νη έλλνηεο, ζπλζέηνπλ ηελ «εηθνληθή έλλνηα»  (figural 

concept) [Fischbein 1993]. Οη εηθνληθέο έλλνηεο είλαη «πλεπκαηηθέο 

θαηαζθεπέο πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ φιεο ηηο ηδηφηεηεο ησλ ελλνηψλ 

(γεληθφηεηα, αθαίξεζε, ηειεηφηεηα) θαη πνπ ηελ ίδηα ζηηγκή εκπεξηέρνπλ ηηο 

ηδηφηεηεο ηεο εηθφλαο (ζρήκα, δηαζηάζεηο, ζέζεηο ζην ρψξν)… ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, ( ...), πξφθεηηαη γηα κηα ηδεαηή θαηάζηαζε πνπ ζπλήζσο 

πξαγκαηψλεηαη ζην εμαζθεκέλν κπαιφ ηνπ καζεκαηηθνχ» [Fischbein 1993, 

ζ. 150]. ΢πκπεξαζκαηηθά, νη εηθνληθέο έλλνηεο είλαη «ην ηδεψδεο κηαο 

δηαδηθαζίαο ζπγρψλεπζεο θαη νινθιήξσζεο κεηαμχ ησλ ινγηθψλ θαη ησλ 

εηθνληθψλ φςεσλ» [Fischbein 1993, ζ. 150]. 

Ζ απφδνζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ απηψλ ζην γεσκεηξηθφ ζρήκα 

ππνγξακκίδεη ηε δηδαθηηθή ζεκαζία πνπ πξέπεη λα απνδνζεί ζηελ αλάπηπμε 

ηεο εηθνληθήο έλλνηαο, αθνχ απηή δελ είλαη ην θπζηθφ απνηέιεζκα ηεο 

γλσζηηθήο αλάπηπμεο ηνπ αηφκνπ. Μηα βαζηθή δπζθνιία πνπ εκθαλίδεηαη 

ζην ρεηξηζκφ ησλ εηθνληθψλ ελλνηψλ νθείιεηαη ζπλήζσο ζε κηα εγεκνλία 

ηεο εηθφλαο θαη ησλ πεξηνξηζκψλ ηεο, γεγνλφο πνπ ππνβαζκίδεη ηελ 

ζεκαζία ηεο έλλνηαο θαη ηνπ νξηζκνχ. Σν γεγνλφο απηφ έρεη ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ελφο επηζηεκνινγηθνχ εκπνδίνπ, αθνχ νη εδξαησκέλεο, απφ 

ην πξνθαλέο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζρήκαηνο αληηιήςεηο, εκπνδίδνπλ ηελ 

γλσζηηθή κεηαπήδεζε ζε έλα δεπηεξνγελέο επίπεδν φπνπ θπξηαξρνχλ νη 

λνεηηθέο ιεηηνπξγίεο  ηεο αθεξεκέλεο ινγηθήο γλψζεο. Δλδεηθηηθφ 

παξάδεηγκα ηεο δπζθνιίαο ζχλζεζεο ηεο εηθφλαο θαη  ηεο καζεκαηηθήο 

έλλνηαο θαη ηνπ νξηζκνχ, απνηειεί ην γεσκεηξηθφ ζεκείν: Δλψ ζην 

γεσκεηξηθφ ηνπ νξηζκφ ην ζεκείν είλαη κηα νληφηεηα κεδεληθήο δηάζηαζεο, 

ζηε γξαθηθή ηνπ αλαπαξάζηαζε ζεκεηψλεηαη κε κηα ζέζε ζην δηζδηάζηαην 

ρψξν. Γειαδή, ζην ηξφπν παξνπζίαζήο ηνπ πεξηέρεη δηαζηάζεηο. Δδψ, 

ράλεηαη ε ηδεαηή θαζαξφηεηα ηεο εηθνληθήο έλλνηαο θαη απηφ απνηειεί κηα 
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πεγή γλσζηηθήο ζχγθξνπζεο. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, έλα 

νπνηνδήπνηε ζρέδην δελ απνηειεί απφ κφλν ηνπ γεσκεηξηθή εηθφλα, αιιά 

απιά έλα γξάθεκα. Ζ γεσκεηξηθή εηθφλα είλαη κηα πλεπκαηηθή εηθφλα, 

αθεξεκέλε θαη ηδεαηή, νη ηδηφηεηεο ηεο νπνίαο έρνπλ απνιχησο 

πξνζδηνξηζηεί απφ ηνλ νξηζκφ.  

 

2. Ζ απόδεημε ζην ελλνηνινγηθό πιαίζην ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο: 

Δπηζηεκνινγηθέο απνζαθελίζεηο θαη ε δηδαθηηθή ηεο ζεκαζία. 

Πηζαλφλ ε αξρηθή καζεκαηηθή απφδεημε λα είλαη ην «δεηθλχλαη, ην θαζηζηάλ 

νξαηφλ ην ζπγθεθξηκέλν» (Szabo1973ζ. 258). Πξφθεηηαη νπζηαζηηθά γηα 

«λνεηηθά πεηξάκαηα»  πνπ θπξηαξρνχλε ζηα πξν-επθιείδεηα καζεκαηηθά 

[Lakatos 1996, ζ. 29]. ΋κσο, ε επθιείδεηα απφδεημε αθνινπζεί ηνλ 

παξαγσγηθφ ηξφπν ζθέςεο: Αξρηθά δηαηππψλεηαη ε πξφηαζε σο ππφζεζε. 

΢ηε ζπλέρεηα εξκελεχεηαη ε ππφζεζε απηή ζε κηα πεξίπησζε ε νπνία 

ραξαθηεξίδεηαη σο «ζπγθεθξηκέλε». Με ηελ ρξήζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

παξαδείγκαηνο γίλεηαη ε απφδεημε ηεο ππφζεζεο. Σέιoο, ε απφδεημε 

πξνζιακβάλεη γεληθή απνδεηθηηθή ηζρχ κε ηελ δηαηχπσζε ηνπ «φπεξ έδεη 

δείμαη» [Szabo 1973, ζ. 256]. 

΋πσο ήδε αλαθέξζεθε πξνεγνχκελα, ν ηξφπνο έληαμεο ησλ ζρεκάησλ ζηελ 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο δείρλεη φηη ν ξφινο 

ηνπο δελ πεξηνξίδεηαη κφλν ζε παηδαγσγηθνχο ζθνπνχο αιιά απνηεινχλ κηα 

νπζηψδε ινγηθή ζπληζηψζα ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο [Netz, 1999]. 

΋κσο, ε πξνζθπγή ζην ζπγθεθξηκέλν ζρήκα δελ ελέρεη ηνλ ξφιν ηεο 

απφδεημεο. Αλ θαη είλαη αλαγθαία ε ζπγθεθξηκέλε παξάζηαζε θαη ε 

απφδεημε πξνυπνζέηεη ηελ αηζζεηεξηαθή αληίιεςε ηνπ ζρήκαηνο, 

πξνυπάξρεη δειαδή κηα νπηηθή απφδεημε ηεο ππφζεζεο, ελ ηνχηνηο, «ην 

δεηθλπφκελνλ κε εκπεηξηθφλ θαη παξαζηαηηθφλ ηξφπνλ, ππεζηεξίδεην (…) 

βήκα πξνο βήκα, ππφ κηαο ινγηθήο ζθέςεσο. Ζ ζπγθεθξηκέλε παξάζηαζηο 

απεηέιεη κφλνλ ηνλ ππξήλα ηεο απνδείμεσο» [Szabo 1973, ζ. 260].  

΢ην ρψξν ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο έρεη αλαπηπρζεί κηα ζπδήηεζε ζρεηηθά 

κε ηελ αλαγθαηφηεηα δηδαζθαιίαο ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο. Αλ θαη ε 

ππνζεηηθν-παξαγσγηθή κέζνδνο έρεη ηαπηηζηεί κε ηα αξραία Διιεληθά 

Μαζεκαηηθά θαη κε ηα «΢ηνηρεία» ηνπ Δπθιείδε, ελ ηνχηνηο απηά 
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θαηεγνξνχληαη απφ ηνπο νπαδνχο ηεο απζηεξφηεηαο ζηελ απφδεημε φηη 

ρξεζηκνπνηνχλ πνιχ ζπρλά ηελ γεσκεηξηθή ελφξαζε ζηηο απνδείμεηο. 

Πξνθχπηεη ινηπφλ έλα πξφβιεκα λνκηκνπνίεζεο ηεο απφδεημεο, ησλ 

ζπλζεθψλ πνπ επζχλνληαη γη' απηή ηε λνκηκνπνίεζε, ησλ δηζηαγκψλ θαη 

ησλ δπζθνιηψλ πνπ ζπλνδεχνπλ ηελ εκθάληζή ηεο. 

Ο Δπθιείδεο, γηα παξάδεηγκα, ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ απφδεημε κηαο 

πξφηαζεο ζηελ ηζφηεηα ησλ ηξηγψλσλ, ηελ επίζεζε (ηελ επηθάιπςε) ηνπ 

ελφο πάλσ ζην άιιν. Ο ζπιινγηζκφο ηεο απφδεημήο ηνπ ζηεξίδεηαη άκεζα 

πάλσ ζην ζρήκα. ΋κσο ην ζρήκα «δελ είλαη απιφ ππφβαζξν ηνπ 

δηαινγηζκνχ, παξηζηάλεη ην αληηθείκελν πάλσ ζην νπνίν θέξεηαη ν 

δηαινγηζκφο θαη είλαη κέζα απφ ηελ ελφξαζε ηνπ αληηθεηκέλνπ πνπ 

ζρεκαηίδεηαη ν δηαινγηζκφο» [Bkouche 1992, ζ. 72]. Αληίζεηα, ε αιγεβξηθή 

απφδεημε δελ έρεη ηελ ζεσξεηηθή αλάγθε ηεο παξάζηαζεο ησλ 

αληηθεηκέλσλ, «είλαη θαζαξά ηππηθή, θάζε ελφξαζε έρεη ραζεί θαη γη' απηφ 

έρεη ραζεί θαη θάζε ζεκαζία πνπ είλαη δηαθνξεηηθή απ' απηή πνπ ζπλδέεηαη 

κε ηνλ ρεηξηζκφ ησλ ζπκβφισλ. Αιιά απηφ πνπ ράλεη ζε ζεκαζία, ην 

θεξδίδεη απφ ηελ δπλακηθφηεηα ηνπ λνήκαηνο ...΢πλεπψο ν δηαινγηζκφο ζα 

κεηαηξαπεί, ηνπιάρηζηνλ ζεσξεηηθά, ζε κηα θαζαξή ζχληαμε. Έηζη 

κεηαζρεκαηηζκνί ησλ αληηθεηκέλσλ θαη ησλ κεζφδσλ νδεγνχλ νη κελ ζηνπο 

δε ζέηνληαο μαλά ηελ αηηηνιφγεζε ησλ ζπλζεθψλ λνκηκνπνίεζεο ησλ 

απνδείμεσλ» [Bkouche 1992, ζ. 74-78].  

Ζ πνιιαπιφηεηα ησλ απνδείμεσλ ζέηεη ην πξφβιεκα ηεο ηζηνξηθφηεηάο ηνπο 

θαη ησλ ζπλζεθψλ πνπ ζπληεινχλ θάζε θνξά ζηε λνκηκνπνίεζή ηνπο. Ζ 

δηεξεχλεζε απηψλ ησλ ζπλζεθψλ βνεζνχλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο εμέιημεο 

ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθψλ, κέζα απφ ηα πξνβιήκαηα πνπ ηίζεληαη 

θαη ηελ πξνζπάζεηα επίιπζήο ηνπο. Γηαηί, θάζε θνξά πνπ κπαίλεη ζε 

ακθηζβήηεζε ην θχξνο ησλ απνδείμεσλ, δεκηνπξγείηαη ε αλαγθαηφηεηα 

λέσλ πξνζεγγίζεσλ. 

Ζ ηζηνξηθή πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο απφδεημεο, πνπ ζίγεηαη εδψ, δελ 

ζηνρεχεη ζηελ δεκηνπξγία κηαο ζρεηηθηζηηθήο αληίιεςεο, φζνλ αθνξά  ηελ 

λνκηκφηεηα ηεο απφδεημεο. Απελαληίαο καο εμνπιίδεη κε έλα εξκελεπηηθφ 

πιαίζην πνπ «καο θάλεη λα ακθηβάιινπκε ζνβαξά γηα ηελ ζπζζσξεπηηθή 

δηαδηθαζία, κέζα απ' ηελ νπνία ππνηίζεηαη φηη νη κεκνλσκέλεο ζπλεηζθνξέο 

ζηελ επηζηήκε ζπληίζεληαη» [Kuhn 1987, ζ. 64]. Ζ ηζηνξηθή πξνζέγγηζε 
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καο ηνλίδεη φηη «νη ζπλζήθεο λνκηκνπνίεζεο, νη απαηηήζεηο ηεο 

απζηεξφηεηαο, είλαη δεκέλεο κε ηελ ίδηα ηε θχζε ησλ πξνβιεκάησλ πνπ 

έρνπλ ζηρζεί θαη κε ηηο ζπλζήθεο πνπ επηηξέπνπλ λα επηθπξψζνπκε ηελ 

βεβαηφηεηα ησλ αλαθεξφκελσλ εθθσλήζεσλ, βεβαηφηεηα πνπ 

θαηαζθεπάδεηαη ζην γεληθφ πιαίζην ζην νπνίν ηα ζηγφκελα πξνβιήκαηα 

έρνπλ κειεηεζεί θαη επηιπζεί» [Bkouche 1991, ζ. 81 ]. 

Δπηζηξέθνληαο μαλά ζηηο απνδείμεηο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο πνπ 

ζηεξίδνληαη ζε κηα νπηηθή ζεψξεζε ηνπ ζρήκαηνο, πξέπεη λα επηζεκάλνπκε 

πσο εδψ ν δηαινγηζκφο εδξάδεηαη ζηελ αηζζεηεξηαθή αληίιεςε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ, αιιά παξάιιεια απηνλνκείηαη απ' απηήλ. Γηαθνξεηηθά ζα 

είρακε κηα παζεηηθή ζεψξεζε ηνπ ζρήκαηνο πνπ δελ ζα ζπλέβαιε ζηελ 

νηθνδφκεζε θαηλνχξγηαο γλψζεο. Γηαηί «νη γλψζεηο καο δελ πξνέξρνληαη 

νχηε κφλν απφ ηελ αίζζεζε νχηε κφλν απφ ηελ αηζζεηεξηαθή αληίιεςε, 

...Γελ γλσξίδνπκε, πξάγκαηη, έλα αληηθείκελν, παξά κφλν ελεξγψληαο πάλσ 

ηνπ θαη κεηακνξθψλνληάο ην...» [Piaget 1981, ζ. 71-72]. ΢ε αληίζεζε 

ινηπφλ κε κηα πεξηνξηζκέλε άπνςε ηνπ νξζνινγηζκνχ, πνπ ππνζηεξίδεη ηνλ 

νινθιεξσηηθφ δηαρσξηζκφ ηνπ δηαινγηζκνχ απφ ην αηζζεηφ, ε Δπθιείδεηα 

αληίιεςε λνκηκνπνηεί ηα επηρεηξήκαηά ηεο απφ ηελ αηζζεηή ζεψξεζε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ, πνπ παξηζηάλεηαη κε ην ζρήκα θαη απφ ηελ άιιε, ε αλάπηπμε 

απηή ηνπ δηαινγηζκνχ είλαη πνπ πξνζδίδεη έλαλ αθεξεκέλν ραξαθηήξα ζην 

ζπγθεθξηκέλν ζρήκα. Έηζη, «νθείινπκε λα απνθαηαζηήζνπκε ην ‗κάηη‘ ζαλ 

έλα λφκηκν φξγαλν ηεο αλαθάιπςεο θαη ηνπ ζπκπεξαζκνχ» [Davis 1993, ζ. 

342].  

Απφ ηα παξαπάλσ κπνξνχκε λα ζπλάγνπκε φηη ην αθεξεκέλν καζεκαηηθφ 

αληηθείκελν δελ είλαη θάηη ην ζηαζεξφ θαη δεδνκέλν, αιιά νηθνδνκείηαη 

θαηά ηα ζηάδηα ηεο γλσζηηθήο αλάπηπμεο πνπ καο επηηξέπνπλ λα 

γλσξίζνπκε ηηο ηδηφηεηέο ηνπ. Δπηπξφζζεηα, ε ζπγθξφηεζε ηεο ινγηθήο 

γλψζεο εδξάδεηαη πάλσ ζην αηζζεηφ θαη ην εκπεηξηθφ. ΢πλεπψο ζην πεδίν 

ηεο δηδαθηηθήο πξάμεο κπνξνχκε λα απνδερηνχκε φηη: 

i. Οη απνδείμεηο ελδέρεηαη λα είλαη πνιιαπιέο, ηφζν γηα ιφγνπο πνπ 

ζπλδένληαη κε ηελ ειηθία θαη ην επίπεδν γλσζηηθήο αλάπηπμεο, φζν θαη 

γηαηί ζπληειείηαη έλαο ζπλερήο κεηαζρεκαηηζκφο ζηνλ ηξφπν χπαξμεο 

ηεο γλψζεο παξάιιεια κε ηελ αλάπηπμή ηεο. 
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ii. Ζ «απφδεημε κπνξεί λα ζηρζεί αξθεηά λσξίο ζηελ δηδαζθαιία» [Bkouche 

1991, ζ. 85] αξθεί ε θαηαζθεπή ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ λα 

ελαξκνλίδεηαη κε ην επίπεδν γλσζηηθήο αλάπηπμεο ηνπ καζεηή. 

iii. Σέινο, ε νηθεηνπνίεζε ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ πνπ πεξηγξάθεηαη 

απφ ην ζρήκα δελ είλαη απζφξκεηε ζπλέπεηα ηεο εηζαγσγήο ησλ 

καζεκάησλ Γεσκεηξίαο, αιιά κηαο ζπζηεκαηηθήο ελαζρφιεζεο θαη 

δηδαζθαιίαο.  

 

3. Ζ "επίζεζε" σο απνδεηθηηθή κέζνδνο θαη ε έλλνηα ηνπ εκβαδνύ 

3.1 Ζ αξρή ηεο «επίζεζεο» 

΋πσο ήδε αλαθέξζεθε, κηα βαζηθή αξρή ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο γηα ηε 

ζχγθξηζε δχν κεγεζψλ είλαη ε αξρή ηεο επίζεζεο (ηεο επηθάιπςεο). 

΢χκθσλα κε ηελ αξρή ηεο επίζεζεο ζαλ ίζα ζα νξηζηνχλ δχν κεγέζε πνπ, 

επηζέηνληαο ην έλα ζην άιιν, δηαπηζηψλνπκε ηελ ηζφηεηά ηνπο [Bkouche 

1992, ζ. 80-81]. Ζ επηθάιπςε απνηειεί κηα ζπλήζε ζρνιηθή πξαθηηθή ζηε 

ζχγθξηζε γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ ήδε απφ ην Γεκνηηθφ. ΋κσο, ελψ γηα ηηο 

κηθξφηεξεο ζρνιηθέο ειηθίεο έρεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο άκεζεο δξάζεο, 

γηα ηηο κεγαιχηεξεο ε δξάζε απηή είλαη κηα λνεηηθή δηεξγαζία θαηά ηελ 

νπνία δηεξεπλψληαη νη φξνη θαη νη ζπλζήθεο γηα ηελ ζχγθξηζε.  

Πξάγκαηη, ελψ ε Γεσκεηξία θαίλεηαη λα ζηεξίδεηαη ζε κηα εκπεηξηθή άπνςε 

πνπ ζπζρεηίδεη έλα ζηεξεφ ζψκα θαη ηελ θίλεζή ηνπ πάλσ ζ' έλα άιιν 

πξνθεηκέλνπ  λα ζπκπεξάλνπκε ηελ ηζφηεηά ηνπο, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα σο 

έλα ππνζεηηθφ-παξαγσγηθφ ζχζηεκα ζηνρεχεη ζηελ δηαηχπσζε θαλφλσλ 

πνπ ζα πξνβιέπνπλ «εθ ησλ πξνηέξσλ ηηο ζπλζήθεο ηεο ηζφηεηαο» 

[Bkouche 1992, ζ. 82] ησλ ζπγθξηλφκελσλ ζσκάησλ. Σα θξηηήξηα ηεο 

ηζφηεηαο πνπ δηαηππψλνληαη επηηξέπνπλ ηελ απαινηθή ηεο θίλεζεο. Έρνπκε 

δειαδή κηα πξνζπάζεηα κεηαθνξάο απφ ηα εκπεηξηθά δεδνκέλα ζηελ 

νηθνδφκεζε ινγηθήο γλψζεο, δειαδή γλψζεο πνπ ζηεξίδεηαη ζε ινγηθέο 

πξάμεηο.  
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3.2 Οη δηδαθηηθέο πξννπηηθέο κηαο ηζηνξηθήο “αλάγλσζεο” ηεο έλλνηαο ηνπ 

εκβαδνχ.  

Υξεζηκνπνηνχκε εδψ κηα δηαζηαιηηθή εξκελεία ηεο έλλνηαο ηεο επίζεζεο 

πνπ πεξηιακβάλεη θαη ηελ έλλνηα ηνπ εκβαδνχ. Δμάιινπ, ν ινγηζκφο πνπ 

αλαπηχζζεηαη πάλσ ζηα εκβαδά δελ ζρεηίδεηαη κε ηελ ζχγρξνλε αιγεβξηθή 

ηνπ έθθξαζε, αιιά «άκεζα πάλσ ζηε θχζε ησλ κεγεζψλ» [Bkouche 1992, 

ζ. 85] θαη ζε έλα «πνηνηηθφ» πξνζδηνξηζκφ ηνπο. Ο Δπθιείδεο γηα λα δείμεη 

φηη δχν ζρήκαηα έρνπλ ίζα εκβαδά «απφδεηρλε φηη ην έλα απ' απηά κπνξεί λα 

ρσξηζηεί ζε κέξε ηέηνηα ψζηε, αλ θαηάιιεια αλαπξνζαξκνζηνχλ, λα 

παξάγνπλ ην άιιν ζρήκα» [Βunt, Jone & Bedient 1981, ζ. 205]. Ζ κέζνδνο 

ηεο ζχγθξηζεο εκβαδψλ ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία ζηεξίρζεθε νπζηαζηηθά 

ζηελ πξφηαζε 35 ησλ ‗΢ηνηρείσλ‘ ηνπ Δπθιείδε:  

―ηα παξαιιειφγξακκα ηα επί ηεο απηήο βάζεσο φληα θαη ελ ηαηο απηαίο 

παξαιιήινηο ίζα αιιήινηο εζηίλ (Σα παξαιιειφγξακκα ηα έρνληα ηελ 

απηήλ βάζηλ θαη επξηζθφκελα κεηαμχ ησλ απηψλ παξαιιήισλ είλαη κεηαμχ 

ηνπο ίζα)‖ [Δπθιείδνπ Γεσκεηξία 1952, ΢ηνηρείσλ Βηβιίνλ Η, ζ. 72-73] 

(ζρήκα 1). 

 

΢ρήκα 1 

Σν παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ είλαη ηζνδύλακν κε ην παξαιιειόγξακκν 

ΔΒΓΕ. 

 

Ζ πξφηαζε απηή ζα ζπλδπαζηεί κε ηηο  ―θνηλέο έλλνηεο‖ 2, 3 θαη 7: 

Κνηλή έλλνηα 2: ―Καη εάλ απφ ίζσλ ίζα πξνζηεζεί ηα φια εζηίλ ίζα (θαη εάλ 

εηο ίζα πξνζηεζνχλ ίζα ηα πξνθχπηνληα είλαη κεηαμχ ησλ ίζα)‖. 

Κνηλή έλλνηα 3: ―Καη εάλ ίζνηο απφ ίζα αθαηξεζή, ηα θαηαιεηπφκελά εζηίλ 

ίζα (θαη εάλ απφ ίζσλ αθαηξεζνχλ ίζα, ηα ππφινηπα είλαη κεηαμχ ησλ ίζα)‖. 
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Κνηλή έλλνηα 7: ―Καη ηα εθαξκφδνληα επ' άιιεια είλαη ίζα κεηαμχ ησλ (θαη 

ηα εθαξκφδνληα επ' άιιεια είλαη ίζα κεηαμχ ησλ)‖ [Δπθιείδνπ Γεσκεηξία 

1952, ΢ηνηρείσλ Βηβιίνλ Η, ζ. 38-39].  

Δπηπξφζζεηα, γίλεηαη ρξήζε ηεο πξφηαζεο 1 ηνπ VI βηβιίνπ ησλ 

‗΢ηνηρείσλ‘:  

―Σα ηξίγσλα θαη ηα παξαιιειφγξακκα ην ππφ ην απηφ χςνο φληα πξνο 

αιιήια εζηίλ σο αη βάζεηο (ηα ηξίγσλα θαη ηα παξαιιειφγξακκα ηα νπνία 

είλαη ππφ ην απηφ χςνο, είλαη κεηαμχ ησλ σο αη βάζεηο)‖ [Δπθιείδνπ 

Γεσκεηξία 1952, ΢ηνηρείσλ Βηβιίνλ VI, ζ. 69]. 

Παξαηεξνχκε εδψ φηη ε έλλνηα ηεο ηζφηεηαο πνπ πεξηέρεηαη ζηελ πξφηαζε 

35, θαζψο θαη ζηηο θνηλέο έλλνηεο 2, 3 θαη 7 δελ αλαθέξεηαη ζηελ 

αξηζκεηηθή ηζφηεηα πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κέηξεζε ηνπ εκβαδνχ θαη 

νπσζδήπνηε δελ ζεκαίλεη αξηζκεηηθή ηζνδπλακία επηθαλεηψλ. «΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ε έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο δελ θαίλεηαη λα είλαη βαζηθή 

έλλνηα ησλ ΢ηνηρείσλ, αθνχ ν Δπθιείδεο δελ ρξεζηκνπνηεί ιέμε πνπ λα 

αλαθέξεηαη ζε απηή» [Fowler 1987, ζ. 11]. Παξαηεξνχκε δειαδή, φηη ζηελ 

δηαδηθαζία ηεο ζχγθξηζεο ησλ επηθαλεηψλ ζηελ Γεσκεηξία ηνπ Δπθιείδε, 

δηαηεξνχληαη ηα θπζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο έλλνηαο ηεο επηθάλεηαο.    

Tα καζεκαηηθά ζηηο δπηηθέο θνηλσλίεο αλαπηχζζνληαη ήδε απφ ηνλ 16
ν
 

αηψλα ζε κηα πξννπηηθή αξηζκεηηθνπνίεζεο, κε απνθνξχθσκα ηελ 

αξηζκεηηθή ηππνπνίεζε ηνπ 19νπ θαη 20νπ αηψλα πνπ ζπλαληάκε ζηνλ 

θιάδν ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο. Απηή ε ηάζε ηεο αξηζκεηηθνπνίεζεο 

δηεηζδχεη ζε φινπο ηνπο θιάδνπο ησλ καζεκαηηθψλ. ΢ηελ Γεσκεηξία, γηα 

παξάδεηγκα, «νη επζείεο αληηκεησπίδνληαη σο ‗κήθνο‘, ην ‗εκβαδφλ‘ ελφο 

νξζνγσλίνπ γίλεηαη ην γηλφκελν ησλ κεθψλ, ηεο βάζεο θαη ηνπ χςνπο θαη 

απηή ε αληίιεςε πξνζδηνξηζκνχ επεθηείλεηαη ζην εκβαδφλ ησλ 

πεξηζζφηεξσλ δηζδηάζηαησλ ζρεκάησλ» [Fowler 1987, ζ. 8-9]. Ζ ινγηθή 

απηή επεθηείλεηαη θαη ζηα ηξηζδηάζηαηα ζρήκαηα θαη βέβαηα ζηηο θαζαξά 

αιγεβξηθέο θαηαζθεπέο ησλ λ-δηάζηαησλ (λ>3) ζρεκάησλ, φπνπ νη ηδηφηεηέο 

ηνπο εθθξάδνληαη αιγεβξηθά. ΋κσο, «ηα Διιεληθά Μαζεκαηηθά, κέρξη ηνλ 

2ν πρ. αηψλα, είλαη ζε κεγάιν βαζκφ δηαθνξεηηθά» θαη «θαίλνληαη λα είλαη 

απνιχησο κε-αξηζκεηηθνπνηεκέλα» [Fowler 1987, ζ. 10]. Έηζη, ζα ήηαλ 

ιάζνο θαηά ηελ άπνςή καο λα βιέπνπκε ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία «ην 
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παξειζφλ ηνπ πεδίνπ ηεο λα αλαπηχζζεηαη γξακκηθά πξνο ηε ζεκεξηλή 

πιενλεθηηθή ζέζε (…). Με ηελ θαηάιιειε επηινγή θαη κε ηελ παξαπνίεζε, 

νη επηζηήκνλεο παιηφηεξσλ επνρψλ παξνπζηάδνληαη λα έρνπλ εξγαζηεί 

πάλσ ζην ίδην ζχλνιν ζηαζεξψλ θαλφλσλ, πνπ έθηαζαλ λα θαίλνληαη 

επηζηεκνληθά έγθπξνη κεηά ηελ πην πξφζθαηε (επηζηεκνληθή) επαλάζηαζε 

ζηε ζεσξία θαη ηε κέζνδν» [Κuhn 1987, ζ. 217]. 

Σηο απφςεηο πνπ δηαηππψζεθαλ παξαπάλσ γηα ηα εηδηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

επθιείδεηαο γεσκεηξίαο θαη ηεο δηδαζθαιίαο ηεο πξνζπαζήζακε λα 

απνηππψζνπκε ζε έξεπλά καο κε καζεηέο θαη καζήηξηεο ηεο ηειεπηαίαο 

ηάμεο ηνπ Γεκνηηθνχ θαη ηεο πξψηεο ηάμεο ηνπ Γπκλαζίνπ
1
. Οη καζεηέο θαη 

καζήηξηεο θαιέζηεθαλ λα αληηκεησπίζνπλ πξνβιήκαηα κέηξεζεο 

επηθαλεηψλ θαη ζπκκεηείραλ ζε κηα δηδαζθαιία φπνπ ηνλίζηεθαλ ηα 

ελλνηνινγηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηαδηθαζίαο κέηξεζεο επηθαλεηψλ 

επηπέδσλ ζρεκάησλ, δειαδή ηνλίζηεθε: 

- Ζ κέζνδνο ζχγθξηζεο επηθαλεηψλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην ζεσξεηηθφ 

πιαίζην ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία, φηαλ 

ζέινπκε λα δείμνπκε φηη δχν ζρήκαηα έρνπλ ίζα εκβαδά, δείρλνπκε φηη 

ην έλα απ' απηά κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε κέξε ηέηνηα ψζηε, αλ θαηάιιεια 

αλαζπληεζνχλ, λα δεκηνπξγήζνπλ ην άιιν ζρήκα. 

- Ζ  αξρή ηεο «επίζεζεο», ζχκθσλα κε ηελ νπνία ε ζχγθξηζε δχν κεγεζψλ 

ζα επηηεπρζεί επηζέηνληαο ην έλα πάλσ ζην άιιν. Δδψ ρξεζηκνπνηήζακε 

κηα δηαζηαιηηθή εξκελεία ηεο έλλνηαο ηεο "επίζεζεο" πνπ εκπεξηέρεη θαη 

ηελ κέηξεζε/επηθάιπςε επηθαλεηψλ. 

- Σέινο, ζηε κέηξεζε ρξεζηκνπνηήζεθαλ εξγαιεία κέηξεζεο πνπ 

πξνζηδηάδνπλ ζηηο κεηξνχκελεο επηθάλεηεο. ΢πγθεθξηκέλα νη 

καζεηέο/ηξηεο πξνηξέπνληαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ γηα ηελ κέηξεζε ην 

ηεηξαγσληθφ εθαηνζηφ πνπ είλαη ζρεδηαζκέλν ζην θχιιν εξγαζίαο πνπ 

ηνπο δίλεηαη. Σνπο δίλεηαη, επίζεο θαη έλαο αβαζκνιφγεηνο ράξαθαο 

(θαλφλαο) γηα ηελ δηεπθφιπλζε ζηελ ράξαμε επζεηψλ. 

                                                
1
 Αλαιπηηθά ζηνηρεία γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο έξεπλαο βξίζθνληαη ζην: Κ. Εαράξνο, 

2000.  
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Ζ αλάιπζε θαη αμηνιφγεζε ησλ δεδνκέλσλ έδεημαλ φηη ηα πξνηεηλφκελα 

εξγαιεία κέηξεζεο πνπ δηέζεηαλ νη καζεηέο θαη καζήηξηεο, «ππέδεημαλ» 

ζηξαηεγηθέο αληηκεηψπηζεο ησλ πξνβιεκάησλ θαη επεξέαζαλ ηελ 

νξγάλσζε ηεο δξαζηεξηφηεηάο ηνπο, γεγνλφο πνπ απαληάηαη θαη ζε άιιεο 

έξεπλεο κε αλάινγε πξννπηηθή [Nunes, et al. 1993]. Δπηπιένλ, 

δηαπηζηψζεθε ε ζεηηθή ζπκβνιή ηεο δηαδηθαζίαο κέηξεζεο επηθαλεηψλ κε 

επίζεζε (επηθάιπςε). Οη θπξίαξρεο ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

απφ ηνπο καζεηέο θαη ηηο καζήηξηεο πεξηείραλ ηνλ ηεηξαγσληζκφ ησλ 

επηθαλεηψλ θαη ηελ απαξίζκεζε ησλ ηεηξαγσληθψλ κνλάδσλ φπσο, γηα 

παξάδεηγκα, θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.  

 

΢ρήκα 2 

Ζ ζηξαηεγηθή ηεο επηθάιπςεο πνπ εθαξκόδεηαη από ηνπο καζεηέο θαη 

ηηο καζήηξηεο 

 

Αληίζεηα, νη καζεηέο θαη καζήηξηεο ηνπ δείγκαηνο πνπ δελ είραλ ππνβιεζεί 

ζηελ εηδηθή δηδαζθαιία, αιιά δηδάρηεθαλ ηελ ελφηεηα ηεο κέηξεζεο 

επηθαλεηψλ κε έκθαζε ζηε ρξήζε ησλ ηχπσλ, ρξεζηκνπνίεζαλ θχξηα 

πνιιαπιαζηαζηηθέο κεζφδνπο. Ο ηχπνο πνπ απαληάηαη εδψ ζπρλά είλαη ν 

ηχπνο Δ = βάζε Υ χςνο ή Δ = κήθνο Υ πιάηνο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη αθφκε 

θαη ζε πεξηπηψζεηο πνπ ε εθαξκνγή ηνπ είλαη αδχλαηε ή νδεγεί ζε 

αληηθαηηθά απνηειέζκαηα Γηα παξάδεηγκα, ην εκβαδφλ ηνπ παξαπάλσ 

ζρήκαηνο κεξηθέο θνξέο ππνινγίδεηαη κε ηε ρξήζε ηνπ ηχπνπ 3Υ5=15cm
2
 

(ζρήκα 3), ελψ άιιεο θνξέο ζα ππνινγηζηεί απφ ηνλ ίδην καζεηή κε δπν 

ηξφπνπο: κε ηνλ ηεηξαγσληζκφ θαη ηελ απαξίζκεζε ησλ ηεηξαγψλσλ πνπ ζα 

βξεζεί 9cm
2
, ελψ πνιιαπιαζηαζηηθά ζα βξεζεί ίζν κε  5Υ4=20 cm

2
 (φπνπ 5 

είλαη ηα ηεηξαγσλάθηα πνπ εθάπηνληαη ηεο βάζεο θαη 4 απηά πνπ 

απνκέλνπλ) (ζρήκα 4). 
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                      ΢ρήκα 3                                   ΢ρήκα 4 

Οη πνιιαπιαζηαζηηθέο ζηξαηεγηθέο 

Οη καζεηέο θαη καζήηξηεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηηο ζηξαηεγηθέο 

πνιιαπιαζηαζκνχ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ εκβαδψλ ησλ ζρεκάησλ, ελψ κε 

ηε ρξήζε ησλ ηχπσλ κπνξεί λα ππνινγίζνπλ ζσζηά ηελ αξηζκεηηθή 

έθθξαζε ηνπ εκβαδνχ ζηε πεξίπησζε ηνπ νξζνγσλίνπ, ζπρλά δελ 

θαηαλννχλ ην θπζηθφ πεξηερφκελν ηεο αξηζκεηηθήο έθθξαζεο ηνπ εκβαδνχ. 

Γηα παξάδεηγκα, φηαλ ηνπο δίλεηαη έλα νξζνγψλην δηαζηάζεσλ 3Υ5, ελψ 

βξίζθνπλ φηη Δ = 3Υ5 = 15 cm
2
, φηαλ εξσηψληαη πφζα ηεηξαγσλάθηα ηνπ 

ελφο εθαηνζηνχ ρσξάλε ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζρήκαηνο, πνιχ ζπρλά, 

αδπλαηνχλ λα δψζνπλ απαληήζεηο ή δίλνπλ ιαζεκέλεο. 

 

3.3 Ζ νηθνδφκεζε ησλ κνλάδσλ κέηξεζεο επηθαλεηψλ.  

΢ηελ έξεπλα ηεο δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ έρεη επηζεκαλζεί φηη ε 

δηαδηθαζία ηεο επηινγήο ηεο κνλάδαο κέηξεζεο θαη ηεο επηθάιπςεο ηεο 

κεηξνχκελεο επηθάλεηαο είλαη έλα ζεκειηαθφ ζπζηαηηθφ ηεο παηδηθήο 

νηθνδφκεζεο ηεο έλλνηαο ηνπ εκβαδνχ [Wheatley et.al. 1996, Reynolds 

et.al. 1996]. ΢ηηο έξεπλεο απηέο πξνβάιιεηαη ε άπνςε φηη ε νηθνδφκεζε θαη 

ν ζπληνληζκφο ησλ κνλάδσλ απνηειεί ηε βάζε ηεο παηδηθήο έιινγεο 

δξαζηεξηφηεηαο ζην ζέκα ηνπ εκβαδνχ. Ζ δηαδηθαζία ηεο νηθνδφκεζεο 

κνλαδηαίσλ ελνηήησλ είλαη κηα πλεπκαηηθή δηαδηθαζία ηεκαρηζκνχ ηεο 

εκπεηξηθήο πξαγκαηηθφηεηαο θαηά ηελ νπνία απνκνλψλεηαη έλα 

ραξαθηεξηζηηθφ ηεο, ελψ ηελ ίδηα ζηηγκή ην ραξαθηεξηζηηθφ απηφ 

εληάζζεηαη ζε κηα νιηζηηθή πξννπηηθή. ΢ηνπο ςπρνινγηθνχο κεραληζκνχο 

πνπ ιεηηνπξγνχλ εδψ εληνπίδνληαη δχν ζηξαηεγηθέο πξνζέγγηζεο πνπ 

ιεηηνπξγνχλ παξάιιεια: ΢ηε κηα ηα γεσκεηξηθά ζρήκαηα γίλνληαη 

αληηιεπηά σο νιφηεηεο, δειαδή σο επξχηεξεο γεσκεηξηθέο κνλάδεο. ΢ηελ 
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άιιε, ην γεσκεηξηθφ ζρήκα «θαηαθηάηαη» ζηαδηαθά κνλάδα-κνλάδα. ΢ηελ 

αλάιπζε ηεο παξαπάλσ πνξείαο δηαθξίλνληαη δηάθνξα επίπεδα λνεηηθψλ 

ιεηηνπξγηψλ, φπσο:   

- ε νηθνδφκεζε ελφο εηδψινπ ηνπ ζρήκαηνο, 

- ε δεκηνπξγία ελφο λνεηηθνχ «θαιχκκαηνο» ηεο επηθάλεηαο, 

- ε νηθνδφκεζε ελφο επαλαιακβαλφκελνπ πξνηχπνπ πνπ ζα απνηειέζεη ηε 

κνλαδηαία επηθάλεηα, θαη ηέινο, 

- ν ζπληνληζκφο ηνπ επηιεγκέλνπ πξνηχπνπ κε ην «θάιπκκα».  

Δπηρεηξψληαο λα επηθαιχςνπλ έλα ηδηαίηεξν ζρήκα νη καζεηέο/ηξηεο 

ηππνπνηνχλ ηελ πξφζεζε επηθάιπςεο απηνχ ηνπ ζρήκαηνο θαη παξάιιεια 

δεκηνπξγνχλ έλα πξφηππν-κνλάδα πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ επηθάιπςε 

[Reynolds 1996]. 

Πξέπεη εδψ λα ζεκεησζεί φηη ε επηινγή ηεο ηεηξαγσληθήο επηθάλεηαο πνπ 

έρεη θαζηεξσζεί σο κνλάδα κέηξεζεο επηθαλεηψλ δελ είλαη κηα απηνλφεηε 

θαη απζφξκεηε επηινγή ησλ παηδηψλ, φηαλ απηά δελ έρνπλ εμνηθεησζεί κε 

ηηο δηαδηθαζίεο κέηξεζεο πνπ απαληψληαη ζηε ζεζκνζεηεκέλε εθπαίδεπζε. 

΢ε έξεπλεο πνπ δηεξεπλνχλ ηηο επηινγέο κνλάδσλ κέηξεζεο πνπ θάλνπλ νη 

καζεηέο θαη καζήηξηεο απφ έλα ζχλνιν ζρεκάησλ, θαζψο θαη ηελ πηζαλή 

ζπζρέηηζε ηνπ ζρήκαηνο ηεο κεηξνχκελεο επηθάλεηαο κε ην ζρήκα ηεο 

επηιεγκέλεο κνλάδαο [Maher & Beattys, 1986, Heraud, 1987], 

δηαπηζηψζεθε  φηη ηα παηδηά επηιέγνπλ θάζε θνξά έλα κνλαδηθφ ηχπν 

ζρήκαηνο σο κνλάδα κέηξεζεο θαη πσο ην ζρήκα ηεο κεηξνχκελεο 

επηθάλεηαο επεξεάδεη ηελ επηινγή ηεο κνλάδαο. Ζ κνλάδα κέηξεζεο έρεη, 

ζπλήζσο, ην ζρήκα ηεο κεηξνχκελεο επηθάλεηαο.  

 

΢ύλνςε 

΢ηελ παξνπζίαζή καο εδψ πξνζπαζήζακε λα αλαδείμνπκε ηε ζεκαζία ηεο 

απφδεημεο ζην πιαίζην ηνπ ζεσξεηηθνχ πξνηχπνπ ηεο επθιείδεηαο 

γεσκεηξίαο θαη αλαθεξζήθακε ζηνλ εηδηθφηεξν ξφιν ηνπ ζρήκαηνο ζηε 

δηαδηθαζία απηή. Τπνγξακκίζακε ηνλ ξφιν ηεο απφδεημεο ζηελ δηαδηθαζία 

αλάπηπμεο ηεο γλψζεο θαη ηνλίζακε ηελ παηδαγσγηθή ζπλεηζθνξά 

ζηξαηεγηθψλ δηδαζθαιίαο πνπ αληινχλ ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξηθή εμέιημε 

ησλ γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ. Δδψ παξνπζηάζακε ηελ πεξίπησζε ηεο κέηξεζεο 
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ηεο επηθάλεηαο επηπέδσλ ζρεκάησλ κε ηε ζηξαηεγηθή ηεο επηθάιπςεο πνπ 

παξαπέκπεη ζηε γεληθή ζηξαηεγηθή ηεο «επίζεζεο» πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία γηα ηελ ζχγθξηζε κεγεζψλ. Πξφζεζή καο ήηαλ 

λα αλαδεηρζεί ε ζεηηθή ζπλεηζθνξά δηδαθηηθψλ πξαθηηθψλ πνπ εκθνξνχληαη 

απφ ηηο παξαπάλσ ηδέεο. 
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ρεηξηζκφ πξνβιεκάησλ ηεο Γεσκεηξίαο: Μηα εκπεηξηθή έξεπλα γηα ηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν καζεηέο θαη καζήηξηεο ηεο Πξσηνβάζκηαο θαη Γεπηεξνβάζκηαο 

Δθπαίδεπζεο αληηκεησπίδνπλ πξνβιήκαηα κέηξεζεο επηθαλεηψλ. Δξεπλεηηθή 

εξγαζία γηα ηελ Γηδαθηνξηθή Γηαηξηβή, πνπ εθπνλήζεθε ζην Παηδαγσγηθφ 

Σκήκα Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο ηνπ Αξηζηνηειείνπ Παλεπηζηεκίνπ 

Θεζζαινλίθεο. 
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Ζ ηζηνξία ζην ππζαγόξεην ζεώξεκα 

 

Kώζηαο Υαηδεθπξηάθνπ 

Παηδαγσγηθφ Σκήκα Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο, Παλεπηζηήκην Θεζζαιίαο. 

 

 

1. Σν ππζαγόξεην ζεώξεκα: ε δηαηύπσζή ηνπ θαη ε ζέζε ηνπ ζηα 

Σηνηρεία ηνπ Δπθιείδε 

Σν ππζαγφξεην ζεψξεκα είλαη ε πξφηαζε κδ΄ ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ ησλ 

΢ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε: «Δλ ηνηο νξζνγσλίνηο ηξηγψλνηο ην απφ ηεο ηελ 

νξζήλ γσλίαλ ππνηεηλνχζεο πιεπξάο ηεηξάγσλνλ ίζνλ εζηί ηνηο απφ ησλ ηελ 

νξζήλ γσλίαλ πεξηερνπζψλ πιεπξψλ ηεηξαγψλνηο».  ΢ηε λενειιεληθή 

γιψζζα ζπλήζσο ην απνδίδνπκε κε ηελ πξφηαζε: «΢ε θάζε νξζνγψλην 

ηξίγσλν ην ηεηξάγσλν ηεο ππνηείλνπζαο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ θάζεησλ πιεπξψλ ηνπ», απαιχλνληαο ηνλ γεσκεηξηθφ 

ραξαθηήξα ηεο αξραηνειιεληθήο δηαηχπσζεο. Αλ ζέιακε λα κείλνπκε 

πηζηνί ζην γεσκεηξηθφ χθνο ηνπ αξραίνπ θεηκέλνπ ζα κεηαθξάδακε: «΢ε 

θάζε νξζνγψλην ηξίγσλν ην ηεηξάγσλν κε πιεπξά ηελ ππνηείλνπζα είλαη 

ίζν πξνο ηα ηεηξάγσλα πνπ έρνπλ πιεπξέο ηηο δχν θαζέηνπο».  Γειαδή, ην 

εκβαδφλ ηνπ ηεηξαγψλνπ κε πιεπξά ηελ ππνηείλνπζα είλαη ίζν κε ην 

άζξνηζκα ησλ εκβαδψλ ησλ ηεηξαγψλσλ κε πιεπξέο ηηο θάζεηεο πιεπξέο 

ηνπ ηξηγψλνπ.  Μνινλφηη ν Δπθιείδεο δελ αλαθέξεηαη άκεζα ζε εκβαδά,  

θαη‘ νπζίαλ απνδεηθλχεη ηελ πξφηαζε κδ΄ ζπγθξίλνληαο εκβαδά ηξηγψλσλ, 

ηεηξαγψλσλ θαη νξζνγσλίσλ παξαιιεινγξάκκσλ ζην ζρήκα πνπ είλαη 

γλσζηφ σο «θαξέθια ηεο λχθεο», ηεο «θνξησκέλεο γξηαο» θ.ιπ
1
. 

Ζ ακέζσο επφκελε πξφηαζε ηνπ πξψηνπ βηβιίνπ, κε΄, είλαη ε αληίζηξνθε 

ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο: «Αλ ζε έλα ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν κηαο 

                                                
1
 Βι. ι.ρ. ζην Δπάγγεινο ΢ηακάηεο, Δπθιείδνπ Γεσκεηξία, η.1, ζ. 94-6, Ο.Δ.Γ.Β., Αζήλα 

1975. 
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πιεπξάο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ άιισλ δχν πιεπξψλ, 

ηφηε απηφ είλαη νξζνγψλην κε νξζή ηε γσλία πνπ βξίζθεηαη απέλαληη απφ 

ηελ πιεπξά απηή».  Ο Δπθιείδεο ηελ απνδεηθλχεη κε ηελ πξνζθηιή ηνπ 

κέζνδν ηεο εηο άηνπνλ απαγσγήο
2
.  Δπνκέλσο ε ππζαγφξεηα ζρέζε 

ραξαθηεξίδεη αθξηβψο ηα νξζνγψληα ηξίγσλα. 

Ο Δπθιείδεο απνδεηθλχεη μαλά ην ππζαγφξεην ζεψξεκα –ζε γεληθεπκέλε 

κνξθή-ζην έθην βηβιίν σο πξφηαζε ια΄: «Δλ ηνηο νξζνγσλίνηο ηξηγψλνηο ηφ 

απφ ηεο ηελ νξζήλ γσλίαλ ππνηεηλνχζεο πιεπξάο είδνο ίζνλ εζηί ηνηο απφ 

ησλ ηελ νξζήλ γσλίαλ πεξηερνπζψλ πιεπξψλ είδεζη ηνηο νκνίνηο ηε θαη 

νκνίσο αλαγξαθνκέλνηο», δειαδή «΢ηα νξζνγψληα ηξίγσλα ην ζρήκα κε 

βάζε ηελ ππνηείλνπζα είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ νκνεηδψλ κε απηφ 

ζρεκάησλ κε βάζε ηηο δχν θάζεηεο πιεπξέο»
3
.  Ζ απφδεημε ηνπ Δπθιείδε 

είλαη νπζηαζηηθά ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο κέζσ νκνηφηεηαο ηξηγψλσλ 

πνπ ζπλαληάκε ζπρλά ζε εγρεηξίδηα γεσκεηξίαο
4
. 

 

2. ΢ηνηρεία ηεο ηζηνξίαο ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο
5
 

΢ηελ ειιεληθή παξάδνζε, ην ππζαγφξεην ζεψξεκα απνδίδεηαη-φπσο 

καξηπξεί θαη ε νλνκαζία ηνπ-ζηνλ Ππζαγφξα (πεξίπνπ 572-497 π.Υ).  

Χζηφζν παξά ηνπο πνηθίινπο ζρεηηθνχο κχζνπο πνπ δηαζψδνληαη δελ 

γλσξίδνπκε νχηε ηη αθξηβψο απέδεημε απηφο νχηε πψο. Γλσξίδνπκε φηη νη 

Ππζαγφξεηνη γλψξηδαλ ηχπν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ππζαγφξεησλ ηξηάδσλ, 

αιιά ε ππζαγφξεηα ζρέζε ήηαλ γλσζηή θαη ζε άιινπο πνιηηηζκνχο πξηλ απφ 

ηελ επνρή πνπ έδεζε ν Ππζαγφξαο.  Παξαδείγκαηνο ράξε, ζηελ 

παιαηνβαβπισληαθή πιάθα ΒΜ 85196 εκθαλίδεηαη ην πξφβιεκα ηεο δνθνχ 

                                                
2
 Ο.π., ζ. 96 

3
 Βι. ζην Δπάγγεινο ΢ηακάηεο, Δπθιείδνπ Γεσκεηξία, η.2, ζ. 126-27, Ο.Δ.Γ.Β., Αζήλα 

1953. 
4
 Βι. ζην Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, Ο.Δ.Γ.Β. ησλ Γ. Θσκαΐδε, Θ. Ξέλνπ, Γ. Παληειίδε, Α. 

Πνχινπ, Γ. ΢ηάκνπ, ζ. 210. 
5
 Γηα ηελ ηζηνξία ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο, βι . πξφρεηξα Carl B. Boyer & Uta C. 

Merzbach, H Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ, (κεη. Βίβηαλ Κνπζνπιάθνπ), εθδ. Γ.Α. 

Πλεπκαηηθνχ, ζ. 39-43, 83-84, ζ.123 θαη ζ. 222-3.   Δδψ αθνινπζψ ην Victor J. Katz, A 

History of Mathematics, An Introduction, 2
nd

 ed., Addison-Wesley ζ. 30-35 (Σν βηβιίν 

απηφ, ζε δηθή κνπ κεηάθξαζε, ζα θπθινθνξήζεη απφ ηηο Παλεπηζηεκηαθέο Δθδφζεηο 

Κξήηεο).   
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πνπ επηιχεηαη κε ηε ρξήζε ηεο ππζαγφξεηαο ζρέζεο, ελψ νη ππζαγφξεηεο 

ηξηάδεο εκθαλίδνληαη ζηελ πεξίθεκε πιάθα Plimpton 322. ΢ηηο ηλδηθέο 

΢νπιβαζνχηξαο (θαλφλεο ησλ ζθνηληψλ) ην ζεψξεκα ππνλνείηαη ζηελ 

θαηαζθεπή: «ρνξδή πνπ ηεληψλεηαη (ζηαπξνεηδψο) πεξί ελφο ηεηξαγψλνπ 

παξάγεη δηπιάζην εκβαδφλ».  ΢ην ίδην θείκελν ππάξρνπλ παξαδείγκαηα 

ππζαγφξεησλ ηξηάδσλ, ιφγνπ ράξε ε (12, 35, 37).  ΢ην έλαην θεθάιαην ηνπ 

θηλεδηθνχ Σζηνπ-Σζαλγθ ΢νπάλ–΢νπ (Δλλέα Κεθάιαηα γηα ηε Μαζεκαηηθή 

Σέρλε), ηα πξνβιήκαηα 9 θαη 14, ιφγνπ ράξε, είλαη άκεζεο εθαξκνγέο ηνπ 

ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο, ελψ ηα πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ κήθε 

νξζνγσλίσλ νδεγνχλ ζε ξεηέο απαληήζεηο.  Παξαδείγκαηνο ράξε, 

εκθαλίδεηαη ε ππζαγφξεηα ηξηάδα (91, 60, 109). Μηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο, πνπ εχθνια κπνξεί λα γεληθεπζεί, ζπλαληάηαη ζην θηλεδηθφ 

Σζνπ Πέη ΢νπάλγθ Σζίλγθ (Κιαζηθή Αξηζκεηηθή ηνπ Γλψκνλα θαη ησλ 

Κπθιηθψλ Οπξάλησλ Μνλνπαηηψλ).   

Σν ππζαγφξεην ζεψξεκα είλαη φλησο πηζαλφ φηη νδήγεζε ζηελ έλλνηα ηνπ 

αξξήηνπ.  Χζηφζν πψο έγηλε απηφ δελ είλαη άκεζα γλσζηφ θαη νη κφλεο 

ζρεηηθέο λχμεηο πξνέξρνληαη απφ ηνλ Αξηζηνηέιε
6
.  Απφ ηελ άιιε, έρεη 

ππνζηεξηρζεί φηη ε γεσκεηξηθή γιψζζα ησλ Διιήλσλ αλαπηχρζεθε αθξηβψο 

γηα λα κπνξέζνπλ απηνί λα παξαθάκςνπλ ηελ αλαθνξά ζε άξξεηεο 

πνζφηεηεο, θάηη πνπ απνθεχγεηαη αλ αληί κε κήθε εξγαδφκαζηε κε 

«εκβαδά»
7
.  

 

3. Σν ππζαγόξεην ζεώξεκα θαη ε ηζηνξία ηνπ ζην ειιεληθό αλαιπηηθό 

πξόγξακκα ζήκεξα 

Σν ππζαγφξεην ζεψξεκα δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηελ χιε ηνπ Γεκνηηθνχ 

ζρνιείνπ.  ΢πκπεξηιακβάλεηαη σζηφζν ζηελ χιε ησλ καζεκαηηθψλ ηεο 

δεπηέξαο Γπκλαζίνπ θαη θπζηθά  ζηελ χιε ηεο γεσκεηξίαο ηνπ Λπθείνπ.  

Ζ παξάγξαθνο 3.1, Οη Πξαγκαηηθνί Αξηζκνί, ηνπ βηβιίνπ Μαζεκαηηθά ηεο 

Β‟ Γπκλαζίνπ (Ο.Δ.Γ.Β., 1996), αξρίδεη κε ην ππζαγφξεην ζεψξεκα ην νπνίν 

                                                
6
 Αξηζηνηέιεο, Αλαιπηηθά Πξφηεξα, i. 23, 41 a 26-27.  

7
 Βι. Lucas N. H. Bunt-Phillip S. Jones-Jack D. Bedient, Oη Ηζηνξηθέο Ρίδεο ησλ 

΢ηνηρεησδψλ Μαζεκαηηθψλ, (κεη. Α. Φεξεληίλνπ-Νηθνιαθνπνχινπ), ζ. 205-7, εθδ. Γ. Α. 

Πλεπκαηηθνχ, Αζήλα, 1981.  
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ζηελ παξάγξαθν 3.2 ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ εκηηειή εηζαγσγή ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ.  Σελ παξάγξαθν 3.1 αθνινπζεί ηζηνξηθφ ζεκείσκα 

πνπ δελ ζπλδέεηαη νξγαληθά κε ηε δηδαζθαιία ηνπ ζεσξήκαηνο.  

Αλεθκεηάιιεπην, ιφγνπ ράξε, κέλεη ην γεγνλφο φηη ε παξνπζηαδφκελε 

απφδεημε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο ζίγνπξα βαζίδεηαη ζηελ θηλεδηθή 

«απφδεημε» πνπ βξίζθνπκε ζην Σζνπ Πέη.  Γελ γίλεηαη θακηά αλαθνξά ζηηο 

ππζαγφξεηεο ηξηάδεο πνπ είλαη δπλαηφ λα βνεζήζνπλ θαη ζηελ ηζηνξηθή 

ηνπνζέηεζε ηνπ ζεσξήκαηνο θαη ζηελ ελνπνηεκέλε αλάπηπμε ηεο 

γεσκεηξίαο, ηεο ηξηγσλνκεηξίαο θαη ηεο άιγεβξαο πνπ αθνινπζείηαη.  

΢πλνπηηθά, ε ρξήζε ηεο ηζηνξίαο ζην παξφλ εγρεηξίδην δελ αληαπνθξίλεηαη 

νχηε ζηηο ζχγρξνλεο αληηιήςεηο γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ νχηε 

ζε εθείλεο γηα ηε δηδαζθαιία ηεο ίδηαο ηεο ηζηνξίαο.   

 

4. Ζ αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ζηε δηδαζθαιία ηνπ ππζαγνξείνπ 

ζεσξήκαηνο   

΢ην πεξίθεκν βηβιίν ηνπ Σoward a Theory of Instruction (1966), ν Jerome 

Brunner,  δείρλεη πψο κπνξεί λα δηδαρζεί -κε φ,ηη ζα απνθαινχζακε ηερληθέο 

«γεσκεηξηθήο άιγεβξαο»- ην δεπηεξνβάζκην αλάπηπγκα 
222 β  αβ2αβ)(α  ζε παηδηά ηνπ Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ.  Χζηφζν ην 

εξψηεκα γηαηί θάηη πξέπεη λα δηδαρζεί πξνεγείηαη ηνπ εξσηήκαηνο πψο 

κπνξεί ή πξέπεη απηφ λα δηδαρζεί. Θα ππνζηεξίμσ φηη ε πξνζέγγηζε πνπ 

πξνηείλσ, θαη ε νπνία ζπλδέεη ην ππζαγφξεην ζεψξεκα κε ηελ χιε ηνπ 

Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ, αλνίγεη ηνλ δξφκν γηα ηελ νξζφηεξε δηδαζθαιία ηνπ 

ζεσξήκαηνο θαη ζην Γπκλάζην θαη ζην Λχθεην, ηφζν απφ ηελ πιεπξά ηεο 

ηζηνξίαο φζν θαη απφ ηελ πιεπξά ησλ καζεκαηηθψλ.   

Εεηνχκελν βέβαηα δελ είλαη ε εηζαγσγή ηεο ηάδε ή δείλα χιεο ζην 

Γεκνηηθφ ζρνιείν.  Εεηνχκελα είλαη ε θαιή δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ θαη ηερληθψλ θαη, δεδνκέλεο ηεο δνκήο ηνπ εθπαηδεπηηθνχ 

ζπζηήκαηφο καο, δεηνχκελε επίζεο είλαη κηα πξνζέγγηζε ζηα καζεκαηηθά 

πνπ ζην κελ Γεκνηηθφ πξνεηνηκάδεη γηα ηα καζεκαηηθά ηνπ Γπκλαζίνπ, ζην 

δε Γπκλάζην δελ αγλνεί φ,ηη ζπλέβε ζην Γεκνηηθφ, αιιά ην ρξεζηκνπνηεί 

γφληκα γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάπηπμε ηεο ινγηθνκαζεκαηηθήο ζθέςεο ησλ 

καζεηψλ θαη καζεηξηψλ.  



85 

 

Δηδηθφηεξα, ε θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηνπ εκβαδνχ απνηειεί ζηφρν ηνπ 

αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο ηνπ Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ.  ΋πσο είλαη γλσζηφ ε 

ελαζρφιεζε κε ηελ ελφηεηα απηή ζην ζρνιείν ζπρλά πεξηνξίδεηαη ζηε 

δηδαζθαιία ησλ ηχπσλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ εκβαδψλ επίπεδσλ ζρεκάησλ 

θαη ηελ απνκλεκφλεπζή ηνπο απφ ηνπο καζεηέο θαη ηηο καζήηξηεο.  Χζηφζν, 

ζην πιαίζην ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ εκβαδνχ κπνξεί λα εηζαρζεί ε κειέηε ηνπ 

ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο (ρσξίο θαη‘ αλάγθε άκεζε αλαθνξά ζε απηφ) ή 

ηδεψλ πνπ δείρλνπλ πξνο απηφ.  Σν ππζαγφξεην ζεψξεκα ηζηνξηθά είλαη θαη 

ζεψξεκα γηα ηα εκβαδά, φπσο θαίλεηαη ηφζν απφ ηελ πξφηαζε κδ΄ ηνπ 

πξψηνπ βηβιίνπ φζν θαη απφ ηελ ια΄ ηνπ έθηνπ βηβιίνπ ησλ ΢ηνηρείσλ ηνπ 

Δπθιείδε. Ζ εκβαδηθή πξνζέγγηζε ζην ππζαγφξεην ζεψξεκα αθελφο βνεζά 

ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηνπ εκβαδνχ, αθεηέξνπ παξαθάκπηεη ηελ 

έλλνηα ηνπ άξξεηνπ αξηζκνχ πνπ δελ κπνξεί λα εηζαρζεί λσξίο, 

πξνεηνηκάδνληαο σζηφζν ηνλ δξφκν γηα ηε καζεκαηηθά νξζή πξαγκάηεπζή 

ηνπ. 

Ζ πξνζέγγηζε ζην ππζαγφξεην πνπ ζα αλαπηχμσ εθθηλεί απφ ην Γεκνηηθφ 

ζρνιείν θαη θζάλεη σο ην Λχθεην. Αμηνπνηεί δηδαθηηθά ηελ ηζηνξία ηνπ 

ζεσξήκαηνο θαη ζε ζπλδπαζκφ κε ηε ρξήζε ρεηξαπηηθψλ καζεζηαθψλ 

εξγαιείσλ (manipulatives) κπνξεί λα νδεγήζεη ηνπο καζεηέο θαη ηηο 

καζήηξηεο ηνπ Γεκνηηθνχ θαη ηνπ Γπκλαζίνπ κε παηδαγσγηθά θαη 

καζεκαηηθά νξζφ ηξφπν ζηε καζεκαηηθή απνδεηθηηθή κέζνδν πνπ εηζάγεηαη 

αξγφηεξα. 

Ζ πξνζέγγηζε απηή πέξα απφ ην φηη δηεπθνιχλεη ηε ζπζηεκαηηθή κειέηε 

ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο θαη θάλεη πην ελδηαθέξνπζα ηε δηδαζθαιία 

ηνπ απνηειεί επίζεο παξάδεηγκα δηαζεκαηηθήο πξνζέγγηζεο ζηε δηδαζθαιία 

θαη κπνξεί λα βξεη εθαξκνγή ηφζν ζην πιαίζην ηεο εηζαγφκελεο «επέιηθηεο 

δψλεο» φζν θαη ζην πιαίζην ηεο δηδαζθαιίαο κέζσ «εξγαζηψλ» (projects).  

΢ηελ πξνηεηλφκελε πξνζέγγηζε νη πξαθηηθέο θαη νη γλψζεηο ησλ κε 

ειιεληθψλ πνιηηηζκψλ δελ ππνηηκνχληαη σο ηερληθέο θαη γλψζεηο κηαο δήζελ 

παηδηθήο ειηθίαο ηεο αλζξσπφηεηαο πνπ θζάλεη ζηελ σξηκφηεηά ηεο κε ηνλ 

δπηηθφ πνιηηηζκφ. Μηα ηέηνηα πξνζέγγηζε είλαη άγνλε, κεηαηξέπεη ηελ 

ηζηνξία ησλ άιισλ πνιηηηζκψλ ζε ζχλνιν απφ γξαθηθέο, άρξεζηεο 

πιεξνθνξίεο θαη ηξνθνδνηεί κνληέια εζλνθεληξηθήο αληίιεςεο.   Δδψ, νη 

κε επθιείδεηεο πξνζεγγίζεηο αληηκεησπίδνληαη ηζφηηκα θαη αλαδεηθλχεηαη ε 
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παηδαγσγηθή ηνπο αμία.  Αλάινγα κε ην καζεζηαθφ πιαίζην νξηζκέλεο απφ 

ηηο ιχζεηο πνπ έδσζαλ κε ειιεληθνί πνιηηηζκνί κπνξεί λα είλαη 

παηδαγσγηθά πην πξφζθνξεο.  Δθθηλψληαο απφ απηέο, κειεηψληαο ηα 

πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηά ηνπο, ζπγθξίλνληάο ηεο κε ηελ 

αξραηνειιεληθή πξνζέγγηζε πνπ επηθξάηεζε, νη καζεηέο θαη νη καζήηξηεο 

θαηαλννχλ ηειηθά θαιχηεξα ην ππζαγφξεην θαζψο θάησ απφ ηελ θνκςή 

αιγεβξηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κεθψλ ησλ πιεπξψλ ελφο νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ, πνπ νη πεξηζζφηεξνί καο ηε ζπκνχληαη ηειηθά σο κηα 

«παξαμεληά» ησλ νξζνγψλησλ ηξηγψλσλ, αλαθαιχπηνπλ πνιιαπιά 

λνεκαηηθά θαη ζεκεησηηθά ζηξψκαηα.   

 

5. Ζ ρξήζε ηεο ηζηνξίαο ζε ελδεηθηηθέο δξαηεξηόηεηεο 

Έλα πνιχ ρξήζηκν ρεηξαπηηθφ εξγαιείν γηα ηε δηδαζθαιία ησλ εκβαδψλ 

είλαη ν γεσπίλαθαο.  Πξφθεηηαη γηα κηα επίπεδε επηθάλεηα πνπ θέξεη 

ζπλήζσο εηθνζηπέληε «ξαβδάθηα».  ΢πλνδεχεηαη απφ πνιχρξσκα 

ιαζηηράθηα κε ηα νπνία κπνξεί θαλείο λα νξίζεη πνηθίιεο πεξηνρέο πάλσ ηνπ 

ηεληψλνληάο ηα θαηάιιεια. Σν πιαζηηθφ πιηθφ κε ην νπνίν είλαη ζπλήζσο 

θαηαζθεπαζκέλνο ν γεσπίλαθαο θαη ν έληνλνο ρξσκαηηζκφο ηνπ ηνλ 

θαζηζηνχλ εκθαληζηαθά ειθπζηηθφ.  Χζηφζν ζηελ επηθάλεηά ηνπ θαη ζηηο 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ κπνξεί λα ζρεδηαζηνχλ γη‘ απηφλ, είλαη δπλαηφλ λα 

αλαγλσξίζνπκε ηελ αξραία ραξαθηηθή επηθάλεηα ησλ καζεκαηηθψλ, ηελ 

άκκν, θαη ηηο αξραίεο πξαθηηθέο ησλ αηγχπηησλ αξπεδνλαπηψλ, ησλ 

ρσξνκεηξψλ ηεο επνρήο. Πξαθηηθέο κε καθξά δηάξθεηα πνπ, παξά ηνλ 

ζθεπηηθηζκφ ηνπ van der Warden
8
, ηαηξηάδνπλ κε ηηο ζχγρξνλεο πξαθηηθέο 

βαιθάλησλ εκηεγγξάκκαησλ καζηφξσλ. Απφ ηελ άιιε, ν γεσπίλαθαο 

δείρλεη ζηελ θαηεχζπλζε ηνπ ραξηηνχ κηιηκεηξέ πνπ πξνζθέξεηαη ζε πην 

αθεξεκέλε ρεηξνγξαθηθή ρξήζε.  Δλ νιίγνηο ν γεσπίλαθαο είλαη έλα 

εξγαιείν επάλσ ζην νπνίν είλαη δπλαηφ λα δνχκε πνηθίιεο ζεκεησηηθέο 

πξαθηηθέο ηεο γεσκεηξηθήο επηζηεκηθήο παξάδνζεο. 

Σν παηδί, παίδνληαο κε ηνλ γεσπίλαθα, κπνξεί λα έξζεη ζε επαθή κε 

νξηζκέλεο απφ ηηο πξνβιεκαηηθέο θαηαζηάζεηο πνπ αληηκεηψπηζαλ νη 

                                                
8
 Βι. B. L. van der Waerden, H Αθχπληζε ηεο Δπηζηήκεο (κεη. Γ. Υξηζηηαλίδε), 

Παλεπηζηεκηαθέο Δθδφζεηο Κξήηεο, ζ. xxiv.   
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άλζξσπνη ζην παξειζφλ ηνπο, λα αλαθαιχςεη –έζησ θαζνδεγνχκελν- ηηο 

ιχζεηο πνπ έδσζαλ θαη λα ζπλεηδεηνπνηήζεη ηνπο πεξηνξηζκνχο ησλ 

εθάζηνηε πιηθψλ θαη λνεηηθψλ εξγαιείσλ ηνπο.   

Οη ζπλήζεηο γεσπίλαθεο ηνπ εκπνξίνπ δελ επηηξέπνπλ εκβαδά κεγαιχηεξα 

ηνπ 16. Ζ δαζθάια κπνξεί σζηφζν λα θαηαζθεπάζεη φπνηνπ κεγέζνπο 

γεσπίλαθα ζέιεη θαη κάιηζηα ε θαηαζθεπή ελφο γεσπίλαθα απφ ηα παηδηά 

κπνξεί λα απνηειέζεη δηδαθηηθή δξαζηεξηφηεηα.   

      ●        ●        ●        ●        ● 

      ●        ●        ●        ●        ● 

      ●        ●        ●        ●        ● 

      ●        ●        ●        ●        ● 

      ●        ●        ●        ●        ●  

                  Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε γεωπίλαθα εκπνξίνπ 

 

Οη δξαζηεξηφηεηεο πνπ πεξηγξάθνληαη παξαθάησ εληάζζνπλ νξγαληθά ηα 

φζα γλσξίδνπκε γηα ηελ ηζηνξία ηνπ ζεσξήκαηνο ζηε δηδαζθαιία ηνπ.  

Μπνξεί λα δνζνχλ ηφζν ζην Γεκνηηθφ φζν θαη ζην Γπκλάζην.  Χζηφζν ζην 

πιαίζην κηαο δξαζηεξηφηεηαο, αλάινγα κε ηε βαζκίδα ηεο εθπαίδεπζεο, 

είλαη δπλαηφλ λα πξνρσξήζνπκε ζε πεξηζζφηεξεο καζεκαηηθέο θαη 

ηζηνξηθέο ιεπηνκέξεηεο, ζε πεξηζζφηεξεο «πνιηηηζκηθέο» ιεπηνκέξεηεο. 

Γξαζηεξηόηεηα πξώηε:  Να νξηζηεί κε ην ιαζηηράθη πεξηνρή κε 

εκβαδφλ 1 (κνλαδηαίν ηεηξάγσλν). Καηφπηλ λα νξηζηνχλ πεξηνρέο κε 

εκβαδφλ 2, 3, 4, . . . .  Πνηα είλαη ε κεγαιχηεξε πεξηνρή πνπ κπνξεί λα 

νξηζηεί έηζη;  

Γξαζηεξηόηεηα δεύηεξε: Να νξηζηνχλ κε ην ιαζηηράθη ηεηξαγσληθέο 

πεξηνρέο κε εκβαδφλ 1, 4, 9, 16.   

Γξαζηεξηόηεηα ηξίηε: Να νξηζηεί κε ην ιαζηηράθη ηεηξαγσληθή πεξηνρή 

κε εκβαδφλ 2.  Καηφπηλ κε εκβαδφλ 8.   

Γξαζηεξηόηεηα ηέηαξηε: Να νξηζηεί κε ην ιαζηηράθη ηεηξαγσληθή 

πεξηνρή κε εκβαδφλ 5 (= 1 + 4).  ΢ρεκάηηζε ηεηξάγσλν κε εκβαδφλ 10 = (9 
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+ 1) θ.ν.θ.  Γεληθά, αλ ζνπ δψζσ ηεηξαγσληθέο πεξηνρέο εκβαδνχ Α θαη Β 

αληίζηνηρα, πψο κπνξείο λα θαηαζθεπάζεηο ηεηξαγσληθή πεξηνρή κε 

εκβαδφλ Α + Β;  

Γξαζηεξηόηεηα πέκπηε:  Μπνξείο λα νξίζεηο κε ην ιαζηηράθη 

ηεηξαγσληθή πεξηνρή εκβαδνχ 3 ζηνλ γεσπίλαθα; Ναί, φρη, γηαηί; 

 ΢ην πιαίζην ησλ δχν πξψησλ δξαζηεξηνηήησλ κπνξεί λα ζπδεηεζνχλ 

ζηελ ηάμε νη απαξρέο ηεο Γεσκεηξίαο, ε εηπκνινγία ηνπ φξνπ, νη 

αξπεδνλάπηεο θαη ηα ζρεηηθά απνζπάζκαηα ηνπ Ζξνδφηνπ.    

΢ηε δεχηεξε δξαζηεξηφηεηα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δεκηνπξγηθά 

ηε ιχζε πνπ έδσζαλ νη Βαβπιψληνη ζην πξφβιεκα ηνπ δηπιαζηαζκνχ ηεο 

άλσ επηθάλεηαο ηνπ ηεηξαγσληθνχ βσκνχ.  Ο [ππν]δηπιαζηαζκφο 

ηεηξαγσληθήο επηθάλεηαο κε ηε κέζνδν ησλ Βαβπισλίσλ αλαπαξίζηαηαη 

φκνξθα θαη αηηηνινγείηαη εχθνια ζηνλ γεσπίλαθα. Πξφθεηηαη νπζηαζηηθά 

γηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο ηεο νπνίαο ε απφδεημε 

κπνξεί λα θαηαλνεζεί θαη απφ παηδηά ησλ ηειεπηαίσλ ηάμεσλ ηνπ 

Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ.  

 

Ο νξηζκόο ηεηξαγώλνπ κε εκβαδόλ 2 ζηνλ γεωπίλαθα 

 

Ζ δξαζηεξηφηεηα απηή ζηα πξψηα ρξφληα ηνπ Γπκλαζίνπ απφ ηελ άιιε 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ζπδήηεζε ηφζν γηα ηνλ βαβπισληαθφ πνιηηηζκφ 

(ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ δηδάζθνληαη ζην κάζεκα ηεο ηζηνξίαο), φζν θαη γηα 

ηελ πεξίθεκε ζθελή κεηαμχ ηνπ ΢σθξάηε θαη ηνπ παίδα (δνχινπ) ζηνλ 

πιαησληθφ Μέλσλα.  Ζ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ απφ ηνλ παίδα, κε 

ηελ ηερληθή ηεο «θαζνδεγνχκελεο αλαθάιπςεο», έρεη ζεκαληηθή ζέζε ζηε 

ζεκειίσζε ηεο πιαησληθήο γλσζηνινγίαο πνπ βιέπεη ηε γλψζε σο 

αλάκλεζε.   
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΢ην πιαίζην ηεο ίδηαο δξαζηεξηφηεηαο θαηαζθεπάδνπκε ηεηξάγσλν κε 

εκβαδφλ 2 θαη κε ην θιαζηθφ ζρήκα ηεο «θαξέθιαο ηεο λχθεο».  Πψο;  

Οξίδνπκε κε ηα ιαζηηράθηα δχν κνλαδηαία ηεηξάγσλα φπσο ζην παξαθάησ 

ζρήκα θαη κε ηα ηέζζεξα νξζνγψληα ηξίγσλα απφ ηα νπνία απνηεινχληαη, 

πάιη, κε ιαζηηράθηα νξίδνπκε ην ηεηξάγσλν κε πιεπξά ηελ ππνηείλνπζα 

δείρλνληαο ηε δεηνχκελε ηζφηεηα. 

 

Τν ηεηξαγωληθό εκβαδόλ 2 κέζω ηεο θαξέθιαο ηεο λύθεο ζηνλ γεωπίλαθα 

΢ην πιαίζην ηεο ηέηαξηεο δξαζηεξηφηεηαο κπνξνχκε λα νξίζνπκε ζηνλ 

γεσπίλαθα ηεηξάγσλν κε εκβαδφλ 10 θαη λα δείμνπκε ην ππζαγφξεην 

ζεψξεκα γηα εκβαδά 1, 9 θαη 10 κε ηε βνήζεηα ηεο θηλεδηθήο κεζφδνπ πνπ 

ππνλνείηαη ζην Σζνπ-Πέη.  Με παξφκνηα ηερληθή κπνξνχκε λα νξίζνπκε 

ζηνλ γεσπίλαθα ηεηξάγσλν κε εκβαδφλ 5 (= 1+ 4).  Αθφκε κπνξνχκε λα 

δνχκε φηη ε θηλεδηθή πξνζέγγηζε νδεγεί ζην βαβπισληαθφ ζρήκα φηαλ 

επηρεηξνχκε λα νξίζνπκε ηεηξαγσληθφ εκβαδφλ 2 (= 1+1). 

 

Η θηλεδηθή απόδεημε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεωξήκαηνο ζηνλ γεωπίλαθα 
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Οη ίδηεο δξαζηεξηφηεηεο ζε ηάμεηο ηνπ Γπκλαζίνπ κπνξεί λα νδεγήζνπλ ζε 

βαζχηεξε κειέηε ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο.  Αμίδεη πιένλ λα 

πεξάζνπκε ζην ραξηί κηιεκεηξέ, φπνπ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε 

κεγαιχηεξα νξζνγψληα ηξίγσλα, ηεηξάγσλα θ.ιπ.   Βιέπνπκε σζηφζν ην 

ραξηί κηιηκεηξέ σο κηα πην αθεξεκέλε αλαπαξάζηαζε ηνπ γεσπίλαθα θαη 

φρη κέζσ ηνπ θαξηεζηαλνχ επηπέδνπ θαη ησλ ζπληεηαγκέλσλ.  Σν ραξηί 

κηιηκεηξέ, ν θαλφλαο θαη ην κνιχβη καο βνζνχλ λα ππεξβνχκε ηνπο 

πεξηνξηζκνχο ζην κέγεζνο πνπ ζέηεη ν γεσπίλαθαο.  Χζηφζν κε απηά δελ 

εγθαηαιείπνπκε ηε ινγηθή ηνπ πνπ ηψξα ηε ζπλδένπκε κε ην ηζηνξηθά 

κεηαγελέζηεξν καζεκαηηθφ «χθνο» ηεο αλαιπηηθήο γεσκεηξίαο, ρσξίο 

κάιηζηα λα ρξεηαζηεί λα πεξάζνπκε απφ ηελ έλλνηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ.   

Ο καζεηήο θαη ε καζήηξηα ζηαδηαθά νδεγνχληαη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ φηη 

ην ππζαγφξεην ζεψξεκα αηηηνινγεί κηα ηερληθή πνπ επηηξέπεη ηε ζχλζεζε 

δχν δνζκέλσλ ηεηξαγσληθψλ εκβαδψλ Α θαη Β ζην ηεηξαγσληθφ εκβαδφλ Α 

+ Β βάζεη ηνπ ζρήκαηνο ηνπ θηλεδηθνχ Σζνπ Πέη.  Σν πέξαζκα πηα ζηελ 

πξψηε επθιείδεηα απφδεημε, πνπ επίζεο είλαη εκβαδηθή, είλαη εχθνιν.  Ο 

Δπθιείδεο επίζεο ζπγθξνηεί ηεηξάγσλν εκβαδνχ Α+Β απφ δχν δνζκέλα 

ηεηξαγσληθά εκβαδά Α, Β, απιά αθνινπζψληαο δηαθνξεηηθή κέζνδν. Σα 

εκβαδά ησλ ηεηξαγψλσλ επί ησλ θάζεησλ πιεπξψλ κεηαζρεκαηίδνληαη ζε 

εκβαδά δχν νξζνγσλίσλ παξαιιεινγξάκκσλ απφ ηα νπνία απαξηίδεηαη ην 

ηεηξάγσλν επί ηεο ππνηείλνπζαο.  Δάλ ΑΒΓ είλαη ην νξζνγψλην ηξίγσλν, Α 

ε νξζή γσλία, Γ ην ίρλνο ηνπ χςνπο επί ηελ ππνηείλνπζα, ηφηε ην 

ηεηξάγσλν κε πιεπξά ηελ ΑΒ είλαη ηζεκβαδηθφ κε ην νξζνγψλην 

παξαιιειφγξακκν κε πιεπξέο ηελ ππνηείλνπζα θαη ην ΒΓ, ελψ ην 

ηεηξάγσλν κε πιεπξά ηελ ΑΓ είλαη ηζεκβαδηθφ κε ην νξζνγψλην 

παξαιιειφγξακκν κε πιεπξέο ηελ ππνηείλνπζα θαη ην ΓΓ.  Οη δχν απηέο 

ζρέζεηο ηζεκβαδηθφηεηαο κπνξεί λα εθθξαζηνχλ σο ζρέζεηο αλαινγίαο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηελ παξαηήξεζε φηη ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΓ είλαη φκνηα 

πξνο ην αξρηθφ ηξίγσλν ΑΒΓ.  Αιιά απηή δελ είλαη παξά ε δεχηεξε 

απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο.  
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Τν ππζαγόξεην ζεώξεκα ζηα Σηνηρεία ηνπ Δπθιείδε 

 

΢πκπεξαζκαηηθά, κε ηελ ελχθαλζε ηεο ηζηνξίαο ηνπ ζεσξήκαηνο ζηε 

δηδαζθαιία ηνπ νη καζεηέο θαη νη καζήηξηεο φρη κφλνλ καζαίλνπλ ηξεηο 

θιαζηθέο απνδείμεηο ηνπ ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο, αιιά θαη αλαπφθεπθηα 

αληηκεησπίδνπλ ηα κεγάια εξσηήκαηα ηεο ηζηνξίαο ηνπ: Πνηα είλαη ε ζρέζε 

κεηαμχ ησλ απνδείμεσλ απηψλ; Πνηα είλαη ε ζρέζε θάζε απφδεημεο κε ηνλ 

πνιηηηζκφ πνπ ηελ παξήγαγε; Πνηνη ήηαλ νη άλζξσπνη πνπ ηηο επηλφεζαλ θαη 

ηη ήζειαλ λα θάλνπλ;   

Με άιια ιφγηα πίζσ απφ ηελ επηβιεηηθή κνξθή ηνπ ζεσξήκαηνο-κλεκείνπ 

ζηνλ θφζκν ησλ Ηδεψλ, αξρίδνπλ λα δηαθξίλνπλ ηα ζψκαηα εθείλσλ πνπ 

θνπίαζαλ λα ην ιαμεχζνπλ.   
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Πεηξακαηηθή Γεσκεηξία:  

έλα παξάδεηγκα από ηελ Ηζηνξία ηεο Γεσκεηξίαο 

 

 

Κσλ/λνο Νηθνιαλησλάθεο 

Γξ Ηζηνξίαο ησλ Θεηηθψλ Δπηζηεκψλ θαη ηεο Σερλνινγίαο 

 

 

Ζ κειέηε ηεο Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ καο δείρλεη αλάγιπθα φηη ε 

καζεκαηηθή ζθέςε θαη νη καζεκαηηθέο γλψζεηο νηθνδνκνχληαη βαζκηαία, 

κέζα απφ δπζθνιίεο, ιάζε, εηθαζίεο θαη εκπφδηα, ζηελ πξνζπάζεηα λα 

ιπζνχλ πξνβιήκαηα πνπ ζέηνπλ νη θνηλσληθέο θαη επηζηεκνληθέο αλάγθεο. 

Ζ Γηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ έρεη αξρίζεη λα αλαγλσξίδεη, φηη ηα 

πξνβιήκαηα, πνπ νδήγεζαλ ζηελ αλάδπζε θάπνηαο καζεκαηηθήο έλλνηαο, 

θαζψο θαη ηα εκπφδηα, πνπ ρξεηάζηεθε λα ππεξληθεζνχλ γηα λα απνθηεζεί 

κηα πιήξεο θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο απηήο, κπνξνχλ λα παίμνπλ έλα πνιχ 

ζεκαληηθφ ξφιν ζηε κειέηε ησλ θαηαζηάζεσλ κάζεζεο θαη δηδαζθαιίαο. 

Αληηθεηκεληθφο ζθνπφο είλαη λα δεκηνπξγήζνπκε θαηαζηάζεηο – 

πξνβιήκαηα ηθαλά λα επλνήζνπλ ηελ αλάπηπμε ηνπ γλσζηηθνχ ζπζηήκαηνο 

ηνπ καζεηή. Ζ κειέηε ηεο ηζηνξηθήο γέλλεζεο κηαο καζεκαηηθήο έλλνηαο 

είλαη έλα απφ ηα κέζα πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ νη ζχγρξνλεο έξεπλεο γηα λα 

εθζέζνπλ ηελ νκάδα εθείλσλ ησλ πξνβιεκάησλ, πνπ ε θαηαζθεπή ηεο 

έλλνηαο πνπ εμεηάδεηαη, νδήγεζε ζηε ιχζε ηνπο. 

΢ην πιαίζην ηεο Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ κπνξνχκε λα δηαθξίλνπκε 

απινπνηψληαο πεξηφδνπο ζηηο νπνίεο αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθέο έλλνηεο γηα 

ηελ γεσκεηξία. Ζ ιέμε γεσκεηξία εηπκνινγηθά ζεκαίλεη κέηξεζε ηεο γεο. 

Μηα κεγάιε πεξίνδνο ζηελ ηζηνξία ηεο απνηειεί ε ιεγφκελε πεηξακαηηθή 

γεσκεηξία ΢‘ απηήλ αλήθεη έλα ζχλνιν ηερληθψλ κέηξεζεο θαη 

επηζήκαλζεο. Μ‘ απηήλ αζρνιήζεθαλ νη ρσξνκέηξεο (αξπεδνλάπηεο), νη 
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αζηξνλφκνη θαη νη αξρηηέθηνλεο ηεο Διιεληθήο, Ρσκατθήο θαη Μεζαησληθήο 

επνρήο. 

Δίλαη ζεκαληηθφ ζ‘ απηφ ην ζεκείν λα αλαθέξνπκε επηγξακκαηηθά δχν πνιχ 

ζεκαληηθέο πεξηφδνπο ηεο γεσκεηξίαο. 

Ζ πξψηε, κεηά ην Θαιή ηνλ Μηιήζην θαη ηνλ Ππζαγφξα, φηαλ 

δηακνξθψλεηαη ζε επηζηήκε κε ηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε ηνλ 3
ν
  αηψλα π.Υ. 

θαη ε ζέζε ηεο κέζα ζηα καζεκαηηθά είλαη ηφζν ζεκαληηθή ψζηε νη φξνη 

γεσκέηξεο θαη καζεκαηηθφο ηαπηίδνληαη. 

Ζ δεχηεξε  μεθηλά ην 19
ν
 αηψλα  κε ηελ εκθάληζε ησλ κε επθιείδεησλ 

γεσκεηξηψλ κε ηνπο (Bolyai, Riemann, Lobatchevski), φπνπ απηή ε 

επηζηήκε απνζπλδέεηαη πιήξσο απφ ηνλ αηζζεηφ θφζκν. 

΢ηε ζπλέρεηα ζα αζρνιεζνχκε θπξίσο κε δξαζηεξηφηεηεο απφ ηελ 

πεηξακαηηθή γεσκεηξία. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε δχν εξγαιεία, ην έλα ηνπ 

10
νπ

 θαη ην δεχηεξν ηνπ 16
νπ 

αηψλα. Απηά ρξεζηκνπνηνχληαλ γηα λα 

πξαγκαηνπνηνχληαη ζθνπεχζεηο πνπ επέηξεπαλ ηνλ πξνζδηνξηζκφ 

απξφζηησλ απνζηάζεσλ : πιάηνο ελφο πνηακνχ, απνκάθξπλζε ελφο πινίνπ, 

χςνο ελφο δέληξνπ θαη ελφο πχξγνπ θηι. Ζ ρξήζε απηψλ  ησλ εξγαιείσλ 

βαζίδεηαη ζηηο ηδηφηεηεο ησλ ηζνζθειψλ θαη ησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ. Ζ 

χπαξμε απηψλ ησλ ηξηγψλσλ πάλσ ζην εξγαιείν δίλεη χπαξμε ζε νπηηθά 

ηξίγσλα ζην ρψξν θα αλαδχεη ηελ αλαγθαηφηεηα ηεο θαηαλφεζεο ηεο 

έλλνηαο ηνπ ηξηγψλνπ. 

Απψηεξνο ζηφρνο καο είλαη, κεηά ηνλ ζρεδηαζκφ θαη ηελ θαηαζθεπή ησλ 

εξγαιείσλ, λα νδεγήζνπκε ηνπο καζεηέο λα ηα ρεηξηζηνχλ ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα. Σα παξνπζηάδνπκε κέζσ θαηαζηάζεσλ – πξνβιεκάησλ νη 

νπνίεο θεληξίδνπλ ην ελδηαθέξνλ ηνπο θαη ηνπο νδεγνχκε κέζσ 

πξαγκαηηθψλ  κεηξήζεσλ θαη ζρεδηαζκνχ λα θαηαλνήζνπλ ηελ 

αλαγθαηφηεηα απφθηεζεο δεμηνηήησλ θαη ηθαλνηήησλ ζην ζρεδηαζκφ ησλ 

ζρεκάησλ θαη γλψζεο ηδηνηήησλ ηξηγψλσλ. 

 

Καηαζθεπή ησλ εξγαιείσλ 

1. Σν πξψην εξγαιείν πνπ αλαθέξεηαη ζηελ Γεσκεηξία ηνπ Gerbert d‘ 

Aurillac ηνπ 10
νπ

 αηψλα ρξεζηκνπνηνχληαλ θπξίσο γηα ηελ κέηξεζε 

πςψλ. Σν πφδη ηεο θαζέηνπ είλαη απξφζηην θαη ην έδαθνο εληφο θάπνηαο 
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αθηίλαο ζεσξείηαη νξηδφληην. Σν ζπγθεθξηκέλν εξγαιείν απνηειείηαη απφ 

δχν θνκκάηηα μχιν, ην έλα κήθνπο 1,50 κ. θαη ην άιιν 0,40 κ πεξίπνπ. 

Απηά ηνπνζεηνχληαη θάζεηα κεηαμχ ηνπο έηζη ψζηε λα ζρεκαηίδεηαη έλα 

ηζνζθειέο θαη νξζνγψλην ηξίγσλν. 

 

        AC = CD 

Απφζπαζκα απφ ην θείκελν ηνπ Gerbert d‘ Aurillac 

 

2. Σν δεχηεξν εξγαιείν ζεκεηψλεηαη απφ ηνλ Errard (1594) θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαλ γηα ηελ κέηξεζε κηαο απξφζηηεο νξηδφληηαο 

απφζηαζεο. Απνηειείηαη απφ δχν θνκκάηηα μχινπ ηα νπνία ζπλδένληαη 

κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα δηαηεξνχλ ζηαζεξή κηα πξνεπηιεγκέλε γσλία. 
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Απφζπαζκα απφ ην θείκελα ηνπ Errard 

 

Καη ζηα δχν εξγαιεία ηνπνζεηνχκε έλα λήκα ζηάζκεο (αιθάδη). 

 

Γξαζηεξηόηεηα 1  

Παηδαγσγηθφο ζθνπφο: Να αζθεζνχλ νη καζεηέο ζηελ πξαθηηθή γεσκεηξία 

κε έλλνηεο θαζεηφηεηαο θαη κεηξήζεηο ζην έδαθνο (ρξήζε δεθάκεηξνπ). 
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Τιηθά : Δξγαιείν ηνπ Gerbert d‘ Aurillac. 

Οξγάλσζε : ζπδήηεζε ζηελ ηάμε θαη νκαδηθή εξγαζία έμσ απφ ηελ ηάμε. 

Σνπνζεηνχκε ηνπο καζεηέο κπξνζηά ζε κηα θαηάζηαζε – πξφβιεκα, 

ζέηνληαο ηνπο ην εμήο εξψηεκα «κε πνην ηξφπν κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε 

ην χςνο ελφο δέληξνπ ην νπνίν βξίζθεηαη κέζα ζηελ απιή ηνπ ζρνιείνπ ή 

ζηελ γεηηνληά καο » 

Αξρηθά θαηαζθεπάδνπκε ην εξγαιείν θαη δίλνπκε ζηνπο καζεηέο ρξφλν γηα 

λα ην κειεηήζνπλ. Αλαθέξνπκε φηη ην ζπγθεθξηκέλν εξγαιείν ην 

ρξεζηκνπνηνχζαλ ζηελ Αξραηφηεηα θαη ηνλ Μεζαίσλα γηα λα απαληήζνπλ 

αλάινγα εξσηήκαηα. Σν εξψηεκα πνπ αλαδχεηαη είλαη κε πνηφλ ηξφπν ην 

ρξεζηκνπνηνχζαλ. 

΋ινη νη καζεηέο βξίζθνληαη ρσξηζκέλνη ζε κηθξέο νκάδεο ησλ 4-5 αηφκσλ, 

έρνπλ ζηελ θαηνρή ηνπο ην εξγαιείν θαη βξίζθνληαη ζε κηα δηαδηθαζία 

θαηάζεζεο ηδεψλ. ΢ηαδηαθά ζα αλαδπζεί ε ηδέα ηνπ λα ζηνρεχζνπκε ςειά 

θξαηψληαο ην μχιν θαηαθφξπθα. Οη καζεηέο ρσξηζκέλνη ζε νκάδεο 

ηνπνζεηνχλ ην εξγαιείν θαηαθφξπθα θαη ζεκαδεχνπλ ηελ θνξπθή ηνπ 

δέληξνπ. Μέζσ ηεο πξάμεο γίλεηαη θαλεξή ε αλάγθε λα δνζεί ζε θάζε 

καζεηή έλαο ξφινο, δει. απηφο πνπ ζεκαδεχεη, απηφο πνπ ειέγρεη ην 

αιθάδη, απηφο πνπ ζεκαδεχεη κε ηελ θηκσιία ηελ ζέζε ηεο θαζέηνπ ζην 

έδαθνο θηι. 

΢ηαδηαθά αλαδχνληαη απνθάλζεηο ηεο κνξθήο «Αλ ζηαζνχκε πην καθξηά 

ζεκαδεχνπκε πην ςειά, αλ ζηαζνχκε πην θνληά ζεκαδεχνπκε πην ρακειά». 

΢ηαδηαθά αλαδχεηαη ην ηδεαηφ ηξίγσλν. Οη θνξπθέο ηνπ, νη δχν άθξεο ηνπ 

δέληξνπ, ε ζέζε ηνπ εξγαιείνπ. Οη πιεπξέο ηνπ, ην δέληξν, ε γξακκή πνπ 

ζα κεηξήζνπκε ζην έδαθνο θαη ε νπηηθή αθηίλα. Μέζα απφ απηά ηα 

ζηνηρεία αλαδχεηαη ε γεσκεηξηθή έλλνηα : πιεπξά ηξηγψλνπ. Μεηξνχκε 

ινηπφλ ηελ απφζηαζε κεηαμχ ηνπ δέληξνπ θαη ηνπ εξγαιείνπ.   
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Σν ηξίγσλν ACD είλαη ηζνζθειέο νξζνγψλην. ΋ηαλ ην εξγαιείν είλαη 

θαηαθφξπθν φπσο θαη ην πξνο κέηξεζε χςνο είλαη ίζν κε SS‘ (SB + BS‘ = 

SB + AB, δηφηη ABS‘ είλαη νξζνγψλην θαη ηζνζθειέο). 

 

 

Γξαζηεξηόηεηα 2 

Παηδαγσγηθφο ζθνπφο: Να νδεγήζνπκε ηνπο καζεηέο λα αλαπαξαζηήζνπλ 

ηελ θαηάζηαζε πνπ έδεζαλ θαη λα κεηαζρεκαηίζνπλ έλα ζρέδην ζε 

γεσκεηξηθφ ζρήκα ιακβάλνληαο ππφςηλ ηνπο ηηο ηδηφηεηεο ηνπ. 

Τιηθά: Φχιια ραξηηνχ κε ηεηξαγσλάθηα. 

Εεηάκε απφ ηνπο καζεηέο λα ζρεδηάζνπλ ηελ θαηάζηαζε πεηξακαηηζκνχ θαη 

κεηξήζεσλ γηα λα βξνπλ ην χςνο ηνπ δέληξνπ ρξεζηκνπνηψληαο ραξηί κε 

ηεηξαγσλάθηα. ΢ηαδηαθά εκθαλίδεηαη ε αλάγθε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

γξακκέο γηα λα αλαπαξαζηήζνπκε ην δέληξν, ην εξγαιείν θαη ην έδαθνο θαη 

λα επζπγξακκίζνπκε ηα ζεκεία Α θαη D ηνπ εξγαιείνπ κε ηελ θνξπθή ηνπ 
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δέληξνπ. Παξαηεξνχκε φηη ην ηξίγσλν είλαη ηζνζθειέο θαη νξζνγψλην. ΋ζν 

πην αθξηβέο είλαη ην ζρήκα καο ηφζν επθνιφηεξα ζα νδεγεζνχκε ζηα ζσζηά 

ζπκπεξάζκαηα. 

 

΢ρεδηάδνληαο ηελ θαηάζηαζε δηαπηζηψλνπκε φηη ε απφζηαζε κεηαμχ ηνπ 

δέληξνπ θαη ηνπ εξγαιείνπ δελ είλαη ίζε κε ην χςνο ηνπ δέληξνπ. Σν 

ελδηαθέξνλ ηξίγσλν δελ είλαη εθείλν πνπ αξρηθά πηζηεχακε αιιά εθείλν πνπ 

παξάγεηαη αλ πξνεθηείλνπκε ηελ νπηηθή αθηίλα ζην έδαθνο. Σν ηξίγσλν 

είλαη ηζνζθειέο θαη νξζνγψλην θαη βξίζθνπκε ζην έδαθνο κηα απφζηαζε 

ίζε κε ην χςνο ηνπ δέληξνπ. 

 

Γξαζηεξηόηεηα 3 

Παηδαγσγηθφο ζθνπφο: Οη καζεηέο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο ζε 

κηα θαηάζηαζε ιίγν δηαθνξεηηθή απφ ηελ δξαζηεξηφηεηα 2. 

΢ην πιαίζην ηεο ηξίηεο θαηά ζεηξά δξαζηεξηφηεηαο ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

κεηξήζνπκε ην χςνο ηνπ ζρνιείνπ. 

Οη νκάδεο ησλ καζεηψλ θαινχληαη λα δξαζηεξηνπνηεζνχλ απηφλνκα  ε κηα 

απφ ηελ άιιε ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο απιήο. Μεηά απφ δηάθνξεο 

κεηξήζεηο πεξλάκε ζηνλ ζρεδηαζκφ ηεο δξαζηεξηφηεηαο θαη ζπδεηάκε ηα 

δηάθνξα απνηειέζκαηα. Απηφ πνπ πξέπεη λα πξνζέμνπκε είλαη φηη ην 

ζεκείν πνπ ζθνπεχνπκε ζηελ ζθεπή ηνπ ζρνιείνπ θαη ην ζεκείν ζην πφδη 
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ηεο θαζέηνπ ίζσο λα κελ βξίζθνληαη πάλσ ζηελ ίδηα θάζεηε. Ίζσο ρξεηαζηεί 

λα επέκβνπκε γηα λα εμεγήζνπκε ηελ αλαγθαηφηεηα λα κεηξήζνπκε ηελ 

απφζηαζε ζην έδαθνο απφ ην εξγαιείν κέρξη ην ζεκείν ηνπ ηνίρνπ πνπ 

βξίζθεηαη ζηελ θάζεηε απφ ηελ ζθεπή θαη φρη πξνο ην θνληηλφηεξν ζεκείν. 

Οη καζεηέο γηα λα εμαζθαιίζνπλ ηελ θάζεηε κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

ζηνηρεία απφ ην θηίξην (παξάζπξα, ζσιελψζεηο). 

 

 

Γξαζηεξηόηεηα 4     

Παηδαγσγηθφο ζθνπφο: - Να νδεγεζνχλ νη καζεηέο λα κειεηήζνπλ έλα 

ηζνζθειέο ηξίγσλν ή λα επαλαρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ 

ηζνζθεινχο ηξηγψλνπ. 

   - Να γεσκεηξηθνπνηήζνπλ κηα θαηάζηαζε. 

Τιηθά:  εξγαιείν ηνπ Errard. 

Θέηνπκε ηνπο καζεηέο κπξνζηά ζε κηα θαηάζηαζε – πξφβιεκα . 

«Βξηζθφκαζηε ζηηο φρζεο ελφο πνηακνχ πνπ δελ κπνξνχκε λα δηαζρίζνπκε 

θαη ζεινπκε λα κεηξήζνπκε ην πιάηνο ηνπ». Ση πξέπεη λα θάλνπκε  (΢ε 

πεξίπησζε κε χπαξμεο πνηακνχ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ 

δξφκν). 

Οη καζεηέο αθνχ έρνπλ θαηαζθεπάζεη θαηά νκάδεο ην εξγαιείν ηνπ Errard, 

ην κειεηνχλ θαη ζπδεηάλε ηηο δηάθνξεο ηδέεο θαη ζθέςεηο ηνπο. ΢ηαδηαθά 

κπνξνχκε λα ζθεθηνχκε φηη ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε ην εξγαιείν 

θαηαθφξπθα ζηελ φρζε ηνπ πνηακνχ θαη ην δεχηεξν κε ζηαζεξφ θνκκάηη 

μχινπ λα ζηνρεχεη ηελ αληίπεξα φρζε. 
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΢‘ απηή ηελ δξαζηεξηφηεηα έρνπκε έλα ηδεαηφ νξζνγψλην ηξίγσλν ζην 

νπνίν ππάξρνπλ σο γλσζηά ζηνηρεία κηα πιεπξά (ην εξγαιείν) θαη ε γσλία. 

΢ηξέθνληαο ην εξγαιείν πξνο ηελ μεξά ζην ζεκείν φπνπ βξηζθφκαζηε, 

κεηαηξέπνπκε ηελ απξφζηηε απφζηαζε ζε πξνζηηή θάλνληαο ρξήζε 

ηδηνηήησλ ηζνζθειψλ ηξηγψλσλ. 

 

Ο παξαηεξεηήο βξίζθεηαη ζηελ φρζε ηνπ πνηακνχ. Σνπνζεηεί ην AC κε 

ηξφπν ψζηε λα ζηνρεχεη ηελ αληίπεξα φρζε B‘. Πεξηζηξέθνπκε νιφθιεξν 

ην εξγαιείν γχξσ απφ ην AB θαη πξνζδηνξίδνπκε ην B‘‘ πάλσ ζην έδαθνο 

πξνο ηελ κεξηά καο. 

Ζ απξφζηηε απφζηαζε BB‘ είλαη ίζε κε ηελ πξνζηηή θαη κεηξήζηκε 

απφζηαζε BB‘‘. 

Υσξίο λα είλαη απαξαίηεην ην εξγαιείν λα εθηειεί έλα εκηθχθιην, κπνξνχκε 

λα δηαηεξήζνπκε απηή ηελ ηδέα γηαηί επηηξέπεη ηνλ ζρεδηαζκφ ηζνζθειψλ 

ηξηγψλσλ θαη καο επηηξέπεη λα ζπδεηήζνπκε ηηο ηδηφηεηεο απηψλ ησλ 

ηξηγψλσλ. 
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Ζ ζέζε ηνπ ζρήκαηνο ζηελ γεσκεηξία 

Έλα γεσκεηξηθφ ζρήκα κπνξεί λα είλαη (1) κηα αλαπαξάζηαζε ζηνηρείσλ 

κηαο θαηαζθεπαζκέλεο πξαγκαηηθφηεηαο θαη (2) κηα αλαπαξάζηαζε 

ηδεαηψλ ελλνηψλ κηαο ζεσξίαο. Σν πέξαζκα απφ ηελ θαηάζηαζε (1) ζηελ 

θαηάζηαζε (2) ζπρλά αγλνείηαη. Απηφ ην πέξαζκα πεξηγξάθεη έλα 

ζεκαληηθφ ζηάδην ζηελ δεκηνπξγία ηεο έλλνηαο ηνπ γεσκεηξηθνχ ζρήκαηνο. 

Ζ απνπζία απηνχ ηνπ ζηαδίνπ νδεγεί ζε κηα απφ ηηο βαζηθφηεξεο δπζθνιίεο 

ηεο δηδαζθαιίαο ηεο γεσκεηξίαο. 

Μέζσ ησλ παξαπάλσ δξαζηεξηνηήησλ ζειήζακε λα επηθεληξψζνπκε ηελ 

πξνζνρή καο ζην ζηάδην φπνπ ην ζρέδην γίλεηαη αθεξεκέλν γεσκεηξηθφ 

ζρήκα αλαγθαίν ζηε επεμεξγαζία θαη ηελ ζχλζεζε ηεο ζθέςεο. Οη 

παξαπάλσ δξαζηεξηφηεηεο καο επηηξέπνπλ λα ζρεδηάζνπκε γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα πνπ έρνπλ θάπνηα ζεκαζία. ΢‘ απηά νη νπηηθέο αθηίλεο γίλνληαη 

επζείεο, ηα δέληξα γίλνληαη επζχγξακκα ηκήκαηα, νη δηάθνξεο ζέζεηο 

γίλνληαη ζεκεία ηα νπνία κε ηελ ζεηξά ηνπο δεκηνπξγνχλ ηξίγσλα ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ νπνίσλ κειεηάκε θαη ρξεζηκνπνηνχκε γηα ην πξνο επίιπζε 

πξφβιεκα. 

Ζ πεηξακαηηθή γεσκεηξία παξνπζηάδεη ην πιενλέθηεκα λα ρξεζηκνπνηεί 

πιηθά ζηνηρεία (εξγαιεία ηνπ Gerbert d‘ Aurillac, Errard) αιιά θα ηδεαηά 

(νπηηθέο αθηίλεο). Δπηηξέπεη λα κειεηήζνπκε ηελ ζχλδεζε κεηαμχ δχν εηδψλ 

ζηνηρείσλ, φηαλ ην ζρέδην ηεο πξαγκαηηθφηεηαο γίλεηαη γεσκεηξηθφ ζρήκα. 

Οη νπηηθέο αθηίλεο ζρεδηάδνληαη θαη ηαπηίδνληαη κε ηηο γξακκέο πνπ 
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ραξάδνπκε κ‘ έλαλ ράξαθα, θαη ζηελ ζπλέρεηα ηαπηίδνληαη κε ηηο 

αθεξεκέλεο επζείεο γξακκέο. Σα δέληξα θαζψο θαη ηα εξγαιεία  πεξλνχλ 

απφ ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαη απνρηνχλ ην ίδην status.  
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Ηζηνξηθέο παξεθβάζεηο ζηα όξηα ηεο πξαθηηθήο θαη 

ζεσξεηηθήο γεσκεηξίαο 

 

Γηάλλεο Θσκαΐδεο 

Γξ. Μαζεκαηηθψλ – Πεηξακαηηθφ ΢ρνιείν Παλεπηζηεκίνπ Μαθεδνλίαο 

 

Δηζαγσγή 

Έλα θνκβηθφ ζεκείν ζηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ 

απνηειεί ε κεηάβαζε απφ ηηο εκπεηξηθέο – πξαθηηθέο γλψζεηο, πνπ έρνπλ 

θπξίσο αιγνξηζκηθφ ραξαθηήξα, ζηηο ζεσξεηηθέο γλψζεηο πνπ εληάζζνληαη 

ζην πιαίζην ελφο καζεκαηηθνχ ζπζηήκαηνο θαη ππνβάιινληαη ζηε 

δηαδηθαζία ηεο απφδεημεο. Ζ κεηάβαζε απηή αλαδεηθλχεηαη ζε νμχ 

δηδαθηηθφ πξφβιεκα ζηελ πεξίπησζε ηεο Γεσκεηξίαο, φπνπ έλα πιήζνο 

γεσκεηξηθψλ γλψζεσλ πνπ έρνπλ δηδαρζεί νη καζεηέο ζην Γεκνηηθφ θαη ην 

Γπκλάζην γίλεηαη εμ αξρήο αληηθείκελν δηαπξαγκάηεπζεο ζην Λχθεην, κέζα 

ζην απζηεξφ ζεσξεηηθφ πιαίζην ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Οη καζεηέο 

πξέπεη ηψξα λα θαηαθηήζνπλ ηε ιηηή θαη πεξηεθηηθή γιψζζα ησλ 

γεσκεηξηθψλ νξηζκψλ θαη πξνηάζεσλ, λα θαηαλνήζνπλ ηε ζθνπηκφηεηα ηεο 

ινγηθήο ζεκειίσζεο θαη απφδεημεο θαη λα απνθηήζνπλ ηελ ηθαλφηεηα 

επηλφεζεο θαη δηαηχπσζεο απνδεηθηηθψλ ζπιινγηζκψλ. 

Πνιιέο εκπεηξηθέο έξεπλεο κηθξήο θαη κεγάιεο θιίκαθαο έρνπλ δείμεη φηη 

κφλν έλα πνιχ κηθξφ πνζνζηφ καζεηψλ είλαη ζε ζέζε λα δηεθπεξαηψζεη κε 

επηηπρία απηφ ην εγρείξεκα θαη αξθεηέο ζεσξεηηθέο αλαιχζεηο ή 

επηζθνπήζεηο έρνπλ επηρεηξήζεη λα δψζνπλ κηα εξκελεία θαη λα 

ζθηαγξαθήζνπλ θάπνηεο πξννπηηθέο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

(Hershkowitz et al. 1990/1996· Clements & Battista 1992·  Hershkowitz et 

al. 1996· Mammana & Villani 1998· Θσκαΐδεο & Πνχινο 2000). 

΢ηελ εξγαζία απηή ζα εμεηάζνπκε ην δήηεκα ηεο κεηάβαζεο απφ ηελ 

πξαθηηθή ζηε ζεσξεηηθή Γεσκεηξία κέζα απφ κηα δηπιή ηζηνξηθή 
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πξννπηηθή. ΢πγθεθξηκέλα, ζα θέξνπκε ζην θσο θαη ζα αμηνινγήζνπκε 

νξηζκέλα ηζηνξηθά ζηνηρεία ηα νπνία δείρλνπλ φηη ην ζπγθεθξηκέλν 

δηδαθηηθφ πξφβιεκα απαζρνινχζε ηνπο καζεκαηηθνχο ήδε απφ ηελ 

αξραηφηεηα, θαη φηη γηα ηελ αληηκεηψπηζή ηνπ επηζηξαηεχνληαλ κέζα πνπ 

αλάγνληαη ζηελ πξνέιεπζε ηεο Γεσκεηξίαο σο «επηζηήκεο» πνπ αζρνιείηαη 

κε ηε «κέηξεζε ηεο γεο». Απηή ε ηζηνξηθή πξννπηηθή δελ απνηειεί 

ζπλήζσο ζπληζηψζα ησλ εξεπλψλ πνπ αζρνινχληαη κε ηε κάζεζε ηεο 

Γεσκεηξίαο, παξά ην γεγνλφο φηη ε Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ θεξδίδεη ηα 

ηειεπηαία ρξφληα ζπλερψο έδαθνο σο πεδίν αλαθνξάο ησλ εξεπλεηψλ ηεο 

Γηδαθηηθήο αιιά θαη φζσλ δηδάζθνπλ Μαζεκαηηθά ζε φια ηα επίπεδα ηεο 

εθπαίδεπζεο (Biehler 1994· Fauvel & Maanen 2000). 

 

Η πξνέιεπζε ηεο Γεωκεηξίαο θαη ηα Σηνηρεία ηνπ Δπθιείδε 

Ο αξραίνο ηζηνξηθφο Ζξφδνηνο, ζην δεχηεξν απφ ηα βηβιία ηνπ, πνπ είλαη 

αθηεξσκέλν ζηελ ηζηνξία ηεο Αηγχπηνπ, αλαθέξεη φηη ν Φαξαψ ΢έζσζηξηο 

(πεξίπνπ 1850 π.Υ.) είρε ρσξίζεη ηελ θαιιηεξγήζηκε γε ζε ίζα ηεηξάγσλα 

αγξνηεκάρηα ηα νπνία κνίξαζε ζηνπο Αηγππηίνπο. Έηζη απφθηεζε κηα πεγή 

εζφδσλ νξίδνληαο ηελ πιεξσκή ελφο εηήζηνπ θφξνπ. ΋ηαλ θάπνηνο έραλε, 

ιφγσ ηεο αλφδνπ ησλ λεξψλ ηνπ Νείινπ, έλαο κέξνο ηεο γεο ηνπ, αλέθεξε 

ην γεγνλφο θαη ν ΢έζσζηξηο έζηειλε ππαιιήινπο λα κεηξήζνπλ ην κέξνο 

θαηά ην νπνίν ε γε είρε ειαηησζεί, έηζη ψζηε λα πιεξσζεί θφξνο αλάινγνο 

κε απηφλ πνπ είρε αξρηθά επηβιεζεί. Ννκίδσ, γξάθεη ν Ζξφδνηνο, φηη κε ηνλ 

ηξφπν απηφ αλαθαιχθζεθε ε Γεσκεηξία θαη κεηαθέξζεθε ζηελ Διιάδα. 

Ζ εκπεηξηθή πξνέιεπζε ηεο Γεσκεηξίαο απφ δηαδηθαζίεο πνπ αλαθέξνληαη 

ζηε κέηξεζε ηεο γεο επηβεβαηψλεηαη απφ πνιιέο άιιεο πεγέο ζρεηηθέο κε 

ηελ αξραία πνιενδνκία, ηελ αξρηηεθηνληθή θαη γεληθά ηα δεκφζηα έξγα, 

φπσο π.ρ. ε πεξίθεκε ζήξαγγα ηνπ Δππαιίλνπ ζηε ΢άκν πνπ 

θαηαζθεπάζηεθε γχξσ ζην 550 π.Υ. (Cuomo, 2001). ΢ηνπο δχν αηψλεο πνπ 

αθνινχζεζαλ, απηφ ην πξσηνγελέο πιηθφ εκπεηξηθψλ γεσκεηξηθψλ γλψζεσλ 

κεηαζρεκαηίζηεθε ζην ζεσξεηηθφ ζχζηεκα πνπ εθηίζεηαη κε ινγηθή 

απζηεξφηεηα ζηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε. Αλ θαη νη ιεπηνκέξεηεο απηήο ηεο 

εμέιημεο δελ είλαη γλσζηέο, νη ζχγρξνλνη ηζηνξηθνί ησλ Μαζεκαηηθψλ 

ζπγθιίλνπλ ζην ζπκπέξαζκα φηη ε ζεσξεηηθή ζπγθξφηεζε ηεο Γεσκεηξίαο 
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νθείιεηαη αθελφο ζηελ χπαξμε ζεκαληηθψλ αλνηθηψλ πξνβιεκάησλ (π.ρ. ν 

δηπιαζηαζκφο ηνπ θχβνπ, ε αλαθάιπςε ηεο αζπκκεηξίαο) θαη αθεηέξνπ ζε 

νξηζκέλα ζεκειηψδε ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αξραίνπ ειιεληθνχ πνιηηηζκνχ. 

΢ηα ηειεπηαία ζπκπεξηιακβάλεηαη ε δεκνθξαηηθή νξγάλσζε ηεο πφιεο–

θξάηνπο, πνπ επηβάιιεη ηελ θξηηηθή ζπκκεηνρή ζηα θνηλά θαη ηελ αλάπηπμε 

γλσζηηθψλ εξγαιείσλ ειέγρνπ ηεο αιήζεηαο. Σα ζηνηρεία απηά έδσζαλ ηα 

εξεζίζκαηα ζε κηα κηθξή ζρεηηθά νκάδα θηινζφθσλ λα αλαπηχμνπλ ζην 

κέγηζην βαζκφ ηε ζεσξεηηθή καζεκαηηθή γλψζε, ζηεξηδφκελνη ζηνλ ηδεαηφ 

ραξαθηήξα ησλ γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ θαη ζηηο αξρέο ηεο αμησκαηηθήο 

ζεκειίσζεο θαη ηεο ινγηθήο απφδεημεο (Knorr 1975· 1986· Netz 1999). Σν 

απνηέιεζκα απηήο ηεο εμέιημεο απνηππψλεηαη ζηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε, 

φπνπ ε ζεσξεηηθή γλψζε εθηίζεηαη ρσξίο θακηά αλαθνξά ζηελ εκπεηξηθή 

πξνέιεπζε ησλ ελλνηψλ ή ηηο εθαξκνγέο ηνπο, θαη ρσξίο θαλεξέο δηδαθηηθέο 

πξνζέζεηο. Μνλαδηθφ θξηηήξην θαη ζεκείν αλαθνξάο θαίλεηαη λα απνηεινχλ 

νη εζσηεξηθέο αλάγθεο αλάπηπμεο ηεο καζεκαηηθήο ζεσξίαο.    

Σα ζεκειηψδε απηά γλσξίζκαηα, πνπ δηαθνξνπνηνχλ ηηο ζεσξεηηθέο έλλνηεο 

απφ ηηο εκπεηξηθέο γλψζεηο, δελ απνηεινχζαλ ην θαζνιηθά απνδεθηφ 

πξφηππν θηινζνθηθήο θαη επηζηεκνληθήο ζθέςεο ζηνλ αξραίν Διιεληθφ 

θφζκν. Δίλαη γλσζηφ φηη θπζηθνί θηιφζνθνη φπσο ν Γεκφθξηηνο είραλ 

δηαηππψζεη επηρεηξήκαηα κε ηα νπνία έδεηρλαλ ηνλ αληηθαηηθφ ραξαθηήξα 

ησλ ηδεαηψλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ, ελψ νη Δπηθνχξεηνη θηιφζνθνη 

ριεχαδαλ ηελ ηαθηηθή ηνπ Δπθιείδε λα απνδεηθλχεη κε θάζε απζηεξφηεηα 

ηειείσο πξνθαλείο ηδηφηεηεο ησλ ζρεκάησλ.   

               

Ο ζεωξεηηθόο ραξαθηήξαο ηεο Δπθιείδεηαο Γεωκεηξίαο ωο πξόβιεκα 

δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο θαηά ηελ αξραηόηεηα 

Ζ κεγάιε δπζθνιία πνπ πξνθαινχζε ε δηάδνζε ησλ ζεσξεηηθψλ 

Μαζεκαηηθψλ, κέζσ ηεο δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο, ζ‘ έλα θνηλφ επξχηεξν 

απφ απηφ ησλ «εηδηθψλ» απνηππψλεηαη επδηάθξηηα ζηα πνιππιεζή 

εξκελεπηηθά ζρφιηα ηα νπνία ζπλνδεχνπλ ηνπο ρεηξφγξαθνπο θψδηθεο ησλ 

αξραίσλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ. Ηδηαίηεξα δηαθσηηζηηθφ είλαη απφ ηελ 

άπνςε απηή ην έξγν ηνπ λενπιαησληθνχ θηιφζνθνπ Πξφθινπ (5
νο

 αη. κ.Υ.), 

ν νπνίνο έγξαςε έλα νιφθιεξν έξγν κε ζρφιηα ζην 1
ν
 βηβιίν ησλ ΢ηνηρείσλ 
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ηνπ Δπθιείδε. Ο Πξφθινο ήηαλ θαζεγεηήο ζηελ Αθαδεκία ηνπ Πιάησλα 

ζηελ Αζήλα θαη φπσο θαίλεηαη δίδαζθε κεηαμχ άιισλ Μαζεκαηηθά ζε 

αξράξηνπο φζν θαη πξνρσξεκέλνπο ζπνπδαζηέο ηεο Φηινζνθίαο (Morrow 

1970· ΢παλδάγνο 2001β). Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ, γηα ην δήηεκα πνπ 

εμεηάδνπκε, φηη ζην έξγν απηφ ν Πξφθινο θαηαβάιιεη ηδηαίηεξε πξνζπάζεηα 

λα δηεπθξηλίζεη ηα ιεπηά ζεκεία ηεο γεσκεηξηθήο ζεσξίαο ζηνπο αλαγλψ-

ζηεο ηνπ επηθαινχκελνο, ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο, ηηο εκπεηξηθέο 

γεσκεηξηθέο γλψζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ θαζεκεξηλή δσή. 

Έλα πξψην παξάδεηγκα ησλ εξκελεπηηθψλ παξεκβάζεσλ ηνπ Πξφθινπ 

εκθαλίδεηαη ζηελ πξνζπάζεηα ηνπ λα εμεγήζεη ηελ αλάγθε ηεο ζρνιαζηηθήο 

αθξίβεηαο ζηε δηαηχπσζε ησλ ζεσξεκάησλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 

Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ φηη ε παξέκβαζε απηή εκθαλίδεηαη ζην πξψην 

νπζηαζηηθά ζεψξεκα ησλ ΢ηνηρείσλ, πνπ δελ είλαη άιιν απφ ην ιεγφκελν 

ζήκεξα 1
ν
 θξηηήξην ηζφηεηαο ησλ ηξηγψλσλ. Ζ αθξηβήο δηαηχπσζε ηνπ 

ζεσξήκαηνο απφ ηνλ Δπθιείδε έρεη σο εμήο: 

΢ηνηρεία, Βηβιίν Η, Πξφηαζε 4 

Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δυσὶ πλευραῖς ἴσας ἔχῃ 

ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν γωνίαν τῇ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν 

ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ 

τρίγωνον τῷ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς 

γωνίαις ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ' ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ 

ὑποτείνουσιν. 

 

Ο Πξφθινο ηνλίδεη κε έκθαζε ην γεγνλφο φηη ηα ηξίγσλα πξέπεη λα έρνπλ 

δχν πιεπξέο ίζεο «εθαηέξαλ εθαηέξα», δειαδή ίζεο κία πξνο κία θαη φρη 

απιά δχν πιεπξέο ίζεο. Καη αλαθέξεη σο παξάδεηγκα δχν νξζνγψληα 

ηξίγσλα, πνπ ην έλα έρεη θάζεηεο πιεπξέο 3 θαη 4 κνλάδσλ ελψ ην άιιν 5 

θαη 2 κνλάδσλ. 
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΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη δχν πιεπξέο ηνπ ελφο ηξηγψλνπ είλαη ίζεο κε ηηο 

δχν πιεπξέο ηνπ άιινπ, επεηδή ην άζξνηζκά ηνπο είλαη 7 ζε θάζε 

πεξίπησζε. Απηφ φκσο δελ απνδεηθλχεη φηη ην έλα ηξίγσλν είλαη ίζν κε ην 

άιιν. Σν εκβαδφλ ηνπ πξψηνπ είλαη 6 ελψ ην εκβαδφλ ηνπ δεχηεξνπ είλαη 5 

θαη ε αηηία απηήο ηεο δηαθνξάο είλαη φηη νη πιεπξέο δελ είλαη ίζεο κία πξνο 

κία. 

 

Απηφ ην γεγνλφο, γξάθεη ν Πξφθινο, ην εθκεηαιιεχζεθαλ νξηζκέλνη ζηηο 

δηαλνκέο ησλ αγξνηεκαρίσλ. Δλψ έιαβαλ ην κεγαιχηεξν απφ δχν ρσξία, 

απφθηεζαλ ηε θήκε ηνπ δίθαηνπ επεηδή ην άζξνηζκα ησλ πιεπξψλ ήηαλ ίδην 

ζε θάζε πεξίπησζε θαη θάλεθε έηζη φηη πήξαλ ίζν κεξίδην. 

Ο Πξφθινο επαλέξρεηαη ζην ίδην δήηεκα ιίγν παξαθάησ θαζψο δηεπθξηλίδεη 

ηηο έλλνηεο «εκβαδφλ» θαη «πεξίκεηξνο» ελφο ηξηγψλνπ. Γχν ηξίγσλα πνπ 

έρνπλ ίζεο πεξηκέηξνπο, γξάθεη, γηα λα έρνπλ ίζα εκβαδά ζα πξέπεη λα 

έρνπλ ίζεο θαη ηηο γσλίεο θαηά κήθνο κηαο πιεπξάο. ΢πκβαίλεη ζε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο ηα εκβαδά λα είλαη ίζα θαη νη πεξίκεηξνη άληζεο ή νη πεξίκεηξνη 

λα είλαη ίζεο θαη ηα εκβαδά άληζα. 

Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ κεγέζνπο κηαο επηθάλεηαο απφ ην κήθνο ηεο 

πεξηκέηξνπ θαη φρη απφ ην εκβαδφλ θαίλεηαη φηη απνηεινχζε ζπλήζε 

πξαθηηθή θαηά ηελ αξραηφηεηα
1
, αιιά ηαπηφρξνλα θαη έλα εκπφδην ζηελ 

θαηαλφεζε νξηζκέλσλ γεσκεηξηθψλ ζεσξεκάησλ. Ο Πξφθινο αμηνπνηεί 

δηδαθηηθά ην γεγνλφο φηη ε γλψζε ηεο ζεσξεηηθήο γεσκεηξίαο ζπκβάιιεη 

ζηε δηάιπζε απηήο ηεο πιάλεο, θαζψο ζρνιηάδεη ηελ πξφηαζε 37 ηνπ 1
νπ

 

βηβιίνπ ησλ ΢ηνηρείσλ. Ζ πξφηαζε απηή εθθξάδεη κηα ηδηφηεηα ζρεηηθή κε 

ηα εκβαδά ησλ ηξηγψλσλ πνπ έξρεηαη ζε ζχγθξνπζε κε ηελ άκεζε εκπεηξία. 

θαη γηα ην ιφγν απηφ νη αξραίνη ηελ θαηέηαζζαλ ζηα ιεγφκελα «παξάδνμα 

ζεσξήκαηα». 

                                                
1
 Ο Θνπθπδίδεο γηα παξάδεηγκα, εθηηκά ην κέγεζνο ηεο ΢ηθειίαο απφ ην ρξφλν πνπ 

απαηηείηαη γηα ηνλ πεξίπινπ ηεο (Heath 1925 ζ.332). 



110 

 

΢ηνηρεία, Βηβιίν Η, Πξφηαζε 37 

Τὰ τρίγωνα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς 

παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. 

 

Πνιινί απνξνχλ κε απηή ηελ πξφηαζε, γξάθεη ν Πξφθινο. Πψο είλαη 

δπλαηφ ζε δχν ηξίγσλα πνπ έρνπλ ηελ ίδηα βάζε, νη άιιεο πιεπξέο λα 

απμάλνπλ έπ‘ άπεηξνλ αλάκεζα ζε δχν παξάιιειεο θαη φκσο ε ηζφηεηα ησλ 

ρσξίσλ λα παξακέλεη ακεηάβιεηε; Απηή ε απνξία δεκηνπξγείηαη ζε φζνπο 

ζπλδένπλ ηελ ηζφηεηα ησλ ρσξίσλ κε ηελ ηζφηεηα ησλ πεξηκέηξσλ, φπσο νη 

ρσξνγξάθνη πνπ ππνινγίδνπλ ηα κεγέζε ησλ πφιεσλ απφ ηηο πεξηκέηξνπο. 

΢ηηο δηαλνκέο ησλ θηεκάησλ νξηζκέλνη παξαπιάλεζαλ ηνπο ππφινηπνπο 

παξαρσξψληαο ζ‘ απηνχο κεγαιχηεξε πεξίκεηξν κε κηθξφηεξν εκβαδφλ 

θεξδίδνληαο έηζη φρη κφλν γε αιιά θαη ηε θήκε ηνπ έληηκνπ πνιίηε! 
2
 

 

Αλ πξφθεηηαη λα δηαιέμνπκε, ζπλερίδεη ν Πξφθινο, αλάκεζα ζε δχν 

ηζνζθειή ηξίγσλα κε πιεπξέο 5, 5, 6 θαη 5, 5, 8, πνπ έρνπλ πεξίκεηξν 16 θαη 

18 αληίζηνηρα, είλαη πηζαλφ φηη ν «άπεηξνο γεσκεηξίαο» ζα μεγειαζηεί θαη 

ζα δηαιέμεη ην ηξίγσλν κε ηε κεγαιχηεξε πεξίκεηξν. Ο γεσκέηξεο φκσο ζα 

αληηιεθζεί φηη ηα ρσξία είλαη ίζα παξά ην γεγνλφο φηη έρνπλ άληζεο 

πεξηκέηξνπο, δηφηη θαζέλα έρεη εκβαδφλ 12. Αλ θέξνπκε ηελ θάζεηε απφ 

ηελ θνξπθή ζα ρσξίζνπκε ηε βάζε ζε δχν ίζα κέξε. Έηζη ζην έλα ηξίγσλν 

ην κηζφ ηεο βάζεο ζα είλαη 3 θαη ζην άιιν 4, ελψ αληίζηξνθα ε θάζεηε ζα 

                                                
2
 Ο Πάππνο ζην 3

ν
 βηβιίν ηεο ΢πλαγσγήο (πξνηάζεηο 40 θαη 41) δείρλεη ηνλ ηξφπν 

θαηαζθεπήο ελφο παξαιιεινγξάκκνπ ή ηξηγψλνπ πνπ έρεη κηθξφηεξν εκβαδφλ απφ δνζέλ 

παξαιιειφγξακκν ή ηξίγσλν αληίζηνηρα, αιιά κεγαιχηεξε πεξίκεηξν απφ απηφ 

(΢παλδάγνο 2001α). 

http://www.physics.ntua.gr/~mourmouras/euclids/book1/postulate37.html
http://www.physics.ntua.gr/~mourmouras/euclids/book1/postulate37.html
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είλαη 4 ζην πξψην θαη 3 ζην δεχηεξν (ζχκθσλα κε ην Ππζαγφξεην 

ζεψξεκα).         

Αλ ηψξα πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ θάζεηε κε ην κηζφ ηεο βάζεο ζα βξνχκε ην 

εκβαδφλ ηνπ ηξηγψλνπ· θαη απηφ είλαη ίδην ζε θάζε πεξίπησζε, είηε 

πνιιαπιαζηάζνπκε ην 3 επί ην 4 είηε ην 4 επί ην 3! 

Σα πξνεγνχκελα ζρφιηα θαη παξαδείγκαηα ηνπ Πξφθινπ δείρλνπλ φηη νη 

εκπεηξηθέο γεσκεηξηθέο γλψζεηο, πάλσ ζηηο νπνίεο νηθνδνκήζεθε ε 

ζεσξεηηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, απνηεινχλ έλα αλαγθαίν εκπφδην ην 

νπνίν πξέπεη λα ππεξβεί ε κάζεζε ηεο ηειεπηαίαο, αιιά θαη κηα δεμακελή 

ηδεψλ γηα ηελ νξγάλσζε ηεο δηδαζθαιίαο. Οη πιάλεο σο πξνο ηε ζρέζε 

εκβαδνχ θαη πεξηκέηξνπ, θαη ε εθκεηάιιεπζή ηνπο απφ νξηζκέλνπο 

επηηήδεηνπο ηεο αξραηφηεηαο ζηε δηαλνκή ηεο γεο, αμηνπνηήζεθαλ απφ ηνλ 

Πξφθιν κε επηδέμην ηξφπν, ψζηε λα «πεξάζεη» θάπνηα κελχκαηα ζρεηηθά κε 

ηηο ηδηαηηεξφηεηεο θαη δπλαηφηεηεο ηεο ζεσξεηηθήο Γεσκεηξίαο. Ή, γηα λα 

ην ζέζνπκε πην επηγξακκαηηθά, λα πξνβάιιεη ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηνλ 

«άπεηξν γεσκεηξίαο» θαη ην «γεσκέηξε» θαη λα πξνηξέςεη έηζη ηνπο 

αλαγλψζηεο ηνπ έξγνπ ηνπ λα αζρνιεζνχλ ζνβαξά κε ηα ΢ηνηρεία ηνπ 

Δπθιείδε. Σν εξψηεκα ζην νπνίν νθείινπκε βέβαηα λα απαληήζνπκε ηψξα 

είλαη ην εμήο: Πνηα ζρέζε έρνπλ φια ηα παξαπάλσ κε ηε δηδαζθαιία θαη 

κάζεζε ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ηε ζεκεξηλή επνρή; 

 

Η ζεκαζία ηωλ ηζηνξηθώλ παξεθβάζεωλ 

΢ε κηα πξνεγνχκελε εξγαζία καο είρακε παξνπζηάζεη ηα απνηειέζκαηα 

κεξηθψλ ηζηνξηθψλ παξεκβάζεσλ ζηε δηάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζην Λχθεην (Θσκαΐδεο 1990). Δθείλεο νη 

παξεκβάζεηο είραλ πξνθιεζεί σο αληίδξαζε ζην αζθπθηηθφ αλαιπηηθφ 

πξφγξακκα, πνπ θαζηζηά ηε δηδαζθαιία έλα αγψλα δξφκνπ γηα ηελ θάιπςε 

ηεο χιεο θαη ηελ αμηνιφγεζε ησλ καζεηψλ. Οη καζεηέο αζρνιήζεθαλ κε ηε 

ζεσξία θαη ηηο αζθήζεηο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ κέζα απφ κηα ηζηνξηθή 

πξννπηηθή, φρη γηα λα απνθηήζνπλ πεξηζζφηεξεο ηερληθέο γλψζεηο, αιιά γηα 

λα εθηηκήζνπλ ην ξφιν ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζηελ επίιπζε 

ζεκαληηθψλ επηζηεκνληθψλ πξνβιεκάησλ θαη, κέζσ απηψλ, ηε κεγάιε 

ζεκαζία ηεο ζηελ εμέιημε ηνπ πνιηηηζκνχ. Μηα άκεζε θαη πνιχ θαλεξή 
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επίδξαζε εθείλσλ ησλ παξεθβάζεσλ ππήξμε ζηελ αιιαγή ηεο ζηάζεο ησλ 

καζεηψλ.  ΋πσο ζεκεηψλακε ηφηε: 

… νη ηζηνξηθέο παξεθβάζεηο ιεηηνχξγεζαλ πνιχ απνηειεζκαηηθά ζαλ 

ζπκπιεξσκαηηθφ ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο, ηδηαίηεξα ζε ζηηγκέο πνπ ε 

θαλνληθή ξνή ηεο δηδαζθαιίαο δεκηνπξγνχζε θαηλφκελα αξλεηηθψλ 

αληηδξάζεσλ θαη αδηαθνξίαο ζε πνιινχο καζεηέο. Γηεγείξνληαο ηελ 

πεξηέξγεηα θαη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηψλ, έδεημαλ φηη ηα ζεσξήκαηα θαη 

νη αζθήζεηο ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, απφ αληηθείκελα κηαο ςπρξήο 

ζεσξεηηθήο αλάπηπμεο, κπνξνχλ λα γίλνπλ θίλεηξα γηα ζπδήηεζε θαη 

ζπκκεηνρή ζε δεκηνπξγηθέο δξαζηεξηφηεηεο (ν.π., ζ.39).  

Ζ θαιιηέξγεηα ζεηηθψλ ζηάζεσλ νη νπνίεο ζηεξίδνληαη ζηελ εθηίκεζε ηεο 

ζεκαζίαο ηνπ καζήκαηνο απφ ηνπο καζεηέο, απνηειεί κηα ηειείσο 

απαξαίηεηε πξνυπφζεζε ηεο δηδαζθαιίαο, ηδηαίηεξα φηαλ απηή βξίζθεηαη 

ζην θξίζηκν ζηάδην ηεο κεηάβαζεο απφ ηελ πξαθηηθή πξνο ηε ζεσξεηηθή 

καζεκαηηθή γλψζε. Σα παξαδείγκαηα απφ ην έξγν ηνπ Πξφθινπ καο 

ππνδεηθλχνπλ φηη γηα ηελ θαιιηέξγεηα ηέηνησλ ζηάζεσλ ζην κάζεκα ηεο 

Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ππάξρεη κηα αλεμάληιεηε πεγή, πνπ δελ είλαη άιιε 

απφ ηελ ηζηνξηθή εμέιημε απηνχ ηνπ επηζηεκνληθνχ θιάδνπ. Ζ ζεκαζία ηεο 

ζεσξεηηθήο γλψζεο, πνπ εδξάδεηαη ζηελ ηδέα ηεο αμησκαηηθήο ζεκειίσζεο 

θαη ηελ έλλνηα ηεο απφδεημεο, αλαδεηθλχεηαη κε ηνλ πιένλ πεηζηηθφ ηξφπν 

φηαλ ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα απνθαιπθζνχλ 

ηα ζθάικαηα ζηα νπνία κπνξεί λα νδεγήζνπλ νη εκπεηξηθέο παξαηεξήζεηο 

θαη νη κεηξήζεηο, δειαδή ηα ζηνηρεία πνπ ζπληζηνχλ ηνλ ππξήλα ηεο 

Πξαθηηθήο Γεσκεηξίαο. Ζ δπλαηφηεηα θαη ε αλαγθαηφηεηα λα ζπλδπαζηνχλ 

νη εκπεηξηθέο θαη νη ζεσξεηηθέο γλψζεηο ζηε Γεσκεηξία δελ είλαη βέβαηα 

έλα δήηεκα πνπ ηεθκεξηψλεηαη κφλν ηζηνξηθά. Πξφζθαηεο έξεπλεο ζηε 

Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ δείρλνπλ φηη απηή ε δπλαηφηεηα κπνξεί λα 

ζηεξηρηεί ζε πεηξακαηηθά δεδνκέλα, θαη πξνηείλεηαη ε εηζαγσγή 

απνδεηθηηθψλ ζπιινγηζκψλ θαηά ηε δηδαζθαιία γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ 

αθφκε θαη ζην Γεκνηηθφ ΢ρνιείν (Κνχξθνπινο, Σδαλάθεο & Θενινγίηνπ 

2000). 

Κιείλνπκε απηή ηελ εηζήγεζε κε κηα παξαηήξεζε πνπ αθνξά πεξηζζφηεξν 

ηνπο ζθεπηηθηζηέο θαη ηνπο «ξεαιηζηέο», νη νπνίνη ππνζηεξίδνπλ φηη 

κνλαδηθφ θίλεηξν γηα ηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ 
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απνηεινχλ νη εμεηάζεηο θαη ε ζπκθπήο κε απηέο αζθεζηνινγία 

(ραξαθηεξίδνληαο σο «ράζηκν ρξφλνπ» θάζε άιιε δηδαθηηθή πξσηνβνπιία, 

φπσο π.ρ. νη ηζηνξηθέο παξεθβάζεηο). ΢ηηο παλειιήληεο εμεηάζεηο Γεσ-

κεηξίαο ηεο Β΄ Λπθείνπ έρνπλ εκθαληζηεί ηα ηειεπηαία ρξφληα σο 

«πξνβιήκαηα» δηάθνξα ζέκαηα ζρεηηθά κε ηα εκβαδά αγξνηεκαρίσλ. 

Δπίζεο ζηνπο δηαγσληζκνχο ηνπ Α.΢.Δ.Π. γηα ην δηνξηζκφ εθπαηδεπηηθψλ, 

ζέκαηα πνπ αθνξνχλ ηε ζχγθξηζε εκβαδψλ θαη πεξηκέηξσλ ή ηελ 

αμηνιφγεζε ηεο ζεκαζίαο ησλ ηζηνξηθψλ ζεκεησκάησλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Διπίδνπκε φηη απηή ε παξαηήξεζε ζα δηεπξχλεη ηελ 

αληίιεςε γηα ηε «ρξεζηκφηεηα» ηεο Ηζηνξίαο ησλ Μαζεκαηηθψλ, αιιά δελ 

ζα νδεγήζεη ζε κηα θξνληηζηεξηαθνχ ηχπνπ «αμηνπνίεζή» ηεο!   
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Αλάπηπμε κηαο ελόηεηαο δηδαθηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ γηα ην 

νινήκεξν ζρνιείν κε ππξήλα ζηνηρεία από ηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθώλ: Ζ ηζηνξηθή εμέιημε ησλ αξηζκεηηθώλ 

ζπζηεκάησλ 

 

 

Νηθνιέηηα Ηζππξιίδνπ & Γεκήηξεο Υαζάπεο 

Παηδαγσγηθφ Σκήκα Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο Α.Π.Θ. 

 

Πιαίζην αλάπηπμεο ηεο ελόηεηαο ησλ δηδαθηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ 

 Σν δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο απνηειεί ζήκεξα κηα κνλαδηθή, 

παγθφζκηα θνηλά απνδεθηή γιψζζα. Πξηλ  θηάζνπκε ζηελ θνηλή απηή 

παξαδνρή  εκθαλίζηεθαλ ζηελ ηζηνξία ησλ ιαψλ αξραίνη πνιηηηζκνί πνπ ν 

θαζέλαο επηλφεζε  ην δηθφ ηνπ αξηζκεηηθφ  ζχζηεκα. Ζ επηλφεζε ησλ 

ζπζηεκάησλ απηψλ ήηαλ ζπλάξηεζε ησλ αλαγθψλ θαη ηνπ πεξηβάιινληνο 

ηνπ θάζε ιανχ.  

΢ε κηα πξνζπάζεηα λα γλσξίζνπλ νη καζεηέο/ηξηεο ηελ ηζηνξηθή  εμέιημε 

ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ, ηε ρξεζηηθή θαη ηε ιεηηνπξγηθή ηνπο αμία 

ζην πεξηβάιινλ θαη ζηηο ζπλζήθεο ησλ πνιηηηζκψλ πνπ ηα δεκηνχξγεζαλ, 

ηηο αλάγθεο πνπ ηα θαζηέξσζαλ θαη ηα θαηάξγεζαλ, ζρεδηάζηεθε έλαο 

θάθεινο δξαζηεξηνηήησλ κε ζέκα: «Ζ ηζηνξηθή εμέιημε ησλ αξηζκεηηθψλ 

ζπζηεκάησλ». Οη δξαζηεξηφηεηεο ηνπ θαθέινπ απηνχ απνηεινχλ κηαο 

δηδαθηηθή πξφηαζε γηα εθαξκνγή ζηα πξνγξάκκαηα δεκηνπξγηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ  ησλ ζρνιείσλ δηεπξπκέλνπ σξαξίνπ (νινήκεξν ζρνιείν). 

΢ην ζρεδηαζκφ ηεο ελφηεηαο ησλ δηδαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ 

πεξηγξάθνληαη εδψ, ζεσξήζεθαλ σο βαζηθνί ηξεηο παξάκεηξνη, ψζηε ε 

πινπνίεζε ησλ πξνηεηλφκελσλ  δξαζηεξηνηήησλ λα είλαη δπλαηή θαη 

εθαξκφζηκε:  

Ζ πξψηε παξάκεηξνο αθνξά ζηηο γλσζηηθέο θαη ςπρνθηλεηηθέο αλάγθεο θαη 

ζηα  ελδηαθέξνληα ησλ καζεηψλ/ηξηψλ ζηα νπνία απεπζχλνληαη νη 
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ζπγθεθξηκέλεο δξαζηεξηφηεηεο. Γειαδή, ζηηο αλάγθεο θαη ζηα 

ελδηαθέξνληα ησλ καζεηψλ/ηξηψλ ηεο  Δ΄ θαη ΢Σ΄ ηάμεο ηνπ Γεκνηηθνχ 

ζρνιείνπ θαζψο θαη ζηνπο καζεηέο/ηξηεο φισλ ησλ ηάμεσλ ηνπ Γπκλαζίνπ. 

Ζ δεχηεξε παξάκεηξνο, ζε ζηελή ζπζρέηηζε κε ηελ πξνεγνχκελε, θαιχπηεη 

ηε γλσζηηθή, ζπλαηζζεκαηηθή θαη κεηα-γλσζηηθή δηάζηαζε ηεο κάζεζεο 

θαη ηεο δηδαζθαιίαο. Σα παηδηά ηεο ειηθίαο ζηελ νπνία αλαθεξφκαζηε 

έρνπλ ήδε αλαπηχμεη, ζχκθσλα κε ηελ εμειηθηηθή ςπρνινγία, ηηο 

πξναπαηηνχκελεο λνεηηθέο ηθαλφηεηεο (κεηάβαζε απφ  ηελ 

αηζζεζηνθξαηνχκελε ζηελ αθεξεκέλε ζθέςε) θαη ηηο γλσζηηθέο δεμηφηεηεο 

ζχγθξηζεο, αλάιπζεο, ζχλζεζεο θαη θξίζεο (Παξαζθεπφπνπινο ,1983) 

πξνθεηκέλνπ λα εκπιαθνχλ ελεξγεηηθά ζηηο δηαδηθαζίεο δηαπξαγκάηεπζεο 

ηνπ δηδαθηηθνχ πιηθνχ πνπ πξνηείλνπκε. Δμάιινπ, ε θαιιηέξγεηα ησλ ςπρν-

γλσζηηθψλ ηθαλνηήησλ ησλ καζεηψλ/ηξηψλ κέζα απφ ηελ ελαιιαθηηθή 

πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθψλ είλαη θαη έλαο απφ ηνπο επξχηεξνπο ζηφρνπο 

ηεο παξνχζαο πξφηαζεο. 

Ζ ηξίηε παξάκεηξνο πεξηιακβάλεη ηα δεδνκέλα ηεο ζχγρξνλεο ειιεληθήο 

εθπαηδεπηηθήο πξαγκαηηθφηεηαο (πιηθνηερληθή ππνδνκή, εθπαηδεπηηθφ 

πξνζσπηθφ, σξνιφγην πξφγξακκα, αλαιπηηθφ πξφγξακκα θ.α). 

Δίλαη απηνλφεην, φηη ε παξνχζα πξφηαζή δελ βαζίδεηαη ζηελ ηππηθή ζρέζε 

- ηνπιάρηζηνλ ζε γλσζηηθφ επίπεδν  - πνπ έρεη παγησζεί κεηαμχ ησλ παηδηψλ 

θαη ηεο δηδαθηηθήο χιεο ησλ καζεκαηηθψλ θαη νχηε ελδηαθέξεηαη γηα ηελ 

αλάπηπμε κηαο θαηλνχξηαο δηδαθηηθήο κεζνδνινγίαο γηα ηελ δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ ηνπ αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο. Γίρσο λα 

παξεθθιίλεη απφ ηηο βαζηθέο παηδαγσγηθέο επηδηψμεηο θαη ηνπο βαζηθνχο  

ζθνπνχο ησλ γλσζηψλ δηδαθηηθψλ πξνζεγγίζεσλ ησλ καζεκαηηθψλ, θχξηνο 

ζηφρνο ηεο είλαη ε δηαδηθαζία ησλ πξνηεηλφκελσλ  δεκηνπξγηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ λα ιεηηνπξγήζεη σο κέζν γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη ησλ  πνιιαπιψλ δηαζηάζεσλ  πνπ πιαηζηψλνπλ 

ηελ ηζηνξηθά ζπγθξνηεκέλε επηζηήκε ησλ καζεκαηηθψλ. 

Ξεθηλψληαο απφ ηελ ρξεζηηθή ηνπο δηάζηαζε θαη κέζα απφ κηα ηζηνξηθν-

πνιηηηζκηθή πξνζέγγηζε επηδηψθνπκε λα αληηιεθζνχλ νη καζεηέο/ηξηεο, φηη 

ηα καζεκαηηθά δελ είλαη απιψο  ν ρεηξηζκφο αξηζκψλ θαη ζπκβφισλ, 

καζεκαηηθψλ ζρέζεσλ θαη πξάμεσλ αιιά πάλσ απ' φια είλαη  έλα 
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πνιηηηζκηθφ εξγαιείν παξφκνην κε απηφ ηεο γιψζζαο πνπ δεκηνπξγήζεθε 

απφ ηηο ίδηεο αλάγθεο πνπ γέλλεζαλ ηελ γιψζζα θαη εκπεξηέρεη ηελ ίδηα 

δπλακηθή πνπ εκπεξηέρεηαη ζηελ γιψζζα (Vygotsky, 1997). 

΢πγθεθξηκέλα, επηδηψθεηαη λα δηαπηζηψζνπλ νη καζεηέο/ηξηεο φηη ηα 

καζεκαηηθά είλαη ζε επηθνηλσληαθή βάζε κηα θσδηθνπνηεκέλε γιψζζα πνπ 

γελληέηαη απφ ηηο  θνηλσληθέο, νηθνλνκηθέο θαη πνιηηηζηηθέο αλάγθεο ησλ 

ιαψλ θαη πνπ εμειίζζνληαη αθνινπζψληαο παξάιιεια ηελ ηζηνξηθή πνξεία 

ηεο εμέιημεο ησλ θνηλσληψλ, κεηαθέξνληαο δηαρξνληθά ηα βαζηθά αξρέηππα 

πνιηηηζκηθά ζηνηρεία ησλ ιαψλ πνπ ηα επηλφεζαλ. ΢χκθσλα κε ηνλ 

Leibnitz, ηίπνηα δελ είλαη ζπνπδαηφηεξν απφ ην λα δεη θαλείο θαζαξά ηελ 

πξνέιεπζε κηαο καζεκαηηθήο ηδέαο, νχηε ε ίδηα ε ηδέα.  

Οη δξαζηεξηφηεηεο ινηπφλ πνπ πξνηείλνληαη, επηδηψθνπλ λα κεηαθέξνπλ 

ηνπο καζεηέο/ηξηεο ζε έλα ηαμίδη ζην ρξφλν ζηε δηάξθεηα ηνπ νπνίνπ φπνπ 

εκπιεθφκελνη θαη νη ίδηνη/εο ζα γλσξίζνπλ ηελ πξνέιεπζε ησλ αξηζκεηηθψλ 

ζπζηεκάησλ  θαη ηηο αλάγθεο πνπ ηα δεκηνχξγεζαλ, αλάγθεο κε θαζαξά 

θνηλσληθέο θαηαβνιέο, έηζη ψζηε λα αληηιεθζνχλ θαηά ην δπλαηφλ ηηο 

ηζηνξηθέο, θηινζνθηθέο, δηαπξνζσπηθέο θαη δηα-θνηλσληθέο δνκέο θαη 

πξνεθηάζεηο ηεο επηζηήκεο ησλ Μαζεκαηηθψλ (Cobb 1998, Υαζάπεο  

2000). 

 

Πεξηερόκελν θαη νξγάλσζε ηεο ελόηεηαο ησλ δηδαθηηθώλ 

δξαζηεξηνηήησλ 

Ο ζρεδηαζκφο ηεο ελφηεηαο ησλ δηδαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ δηέπεηαη απφ 

κία ζεηξά δηδαθηηθψλ  αξρψλ, πνπ ζηεξίδνπλ ηελ ελαιιαθηηθή κνξθή ηεο 

πξφηαζήο καο σο  πξνο ην πεξηερφκελν, σο πξνο ηελ δηαδηθαζία θαη σο πξνο 

ηελ κεζνδνινγία αλάπηπμεο ηνπο.  

α) Πεξηερόκελν ησλ δηδαθηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ 

Κάζε δηδαθηηθή δξαζηεξηφηεηα έρεη έλα θεληξηθφ ζέκα (π.ρ Αηγππηηαθφ 

αξηζκεηηθφ ζχζηεκα, νη αξηζκνκεραλέο, ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ αξραίσλ 

αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ, θ.ν.θ.) θαη  απνηειείηαη απφ επηκέξνπο 

δξαζηεξηφηεηεο νη νπνίεο ζηφρν έρνπλ λα θαιιηεξγήζνπλ πνηθίιεο 

δεμηφηεηεο ησλ καζεηψλ/ηξηψλ. Οη επηκέξνπο απηέο δξαζηεξηφηεηεο 
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νξγαλψλνληαη αθνινπζψληαο δηαδνρηθά ηα ηζηνξηθά ζηάδηα εμέιημεο θαη 

δηακφξθσζεο ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ ζηνλ θάζε πνιηηηζκφ.   

 

Πεξηιεπηηθή παξνπζίαζε ηεο δνκήο κηαο δξαζηεξηόηεηαο:  

Η πξνϊζηνξία ηωλ αξηζκώλ 

΢ηφρνη – επηδηψμεηο 

1. Ζ θαηαλφεζε ηνπ ηζηνξηθνχ γεγνλφηνο, φηη ππήξμε κηα επνρή ζηελ ηζηνξία 

ηεο αλζξσπφηεηαο θαηά ηελ νπνία ν άλζξσπνο δελ ήμεξε λα αξηζκεί.. 

2. Ζ θαηαλφεζε ηνπ ηζηνξηθνχ γεγνλφηνο, φηη ε αξίζκεζε είλαη εθεχξεζε ηνπ 

αλζξψπηλνπ λνπ. 

3. Ζ θαηαλφεζε ησλ βαζηθψλ αξρψλ θαη ε αλάπηπμε επρέξεηαο ρξήζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο ησλ πξντζηνξηθψλ αλζξψπσλ.(αξρή ηεο 

αληηζηνίρεζεο κνλάδαο κε κνλάδα-ζρέζε δηαδνρήο). 

4. Ζ θαηαλφεζε ηνπ γεγνλφηνο, φηη ζηηο ηερληθέο ηεο αξίζκεζεο εθαξκφδεηαη ε 

αξρή ηεο αληηζηνίρεζεο έλα πξνο έλα (ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία), 

εηζάγεηαη κηα ζρέζε δηαδνρήο θαη κηα έλλνηα βάζεο ηεο αξίζκεζεο.  

Τιηθά 

Γηαθάλεηεο, έληππν πιηθφ κε ηηο πξψηεο αξηζκεηηθέο δξαζηεξηφηεηεο ηνπ 

αλζξψπνπ, ρξσκαηηζηέο ραξηνζαθνχιεο , πεηξαδάθηα, έλα θνκκάηη μχινπ, 

θ.α. 

Πιεξνθνξίεο [πεξηιεπηηθά] 

Ο άλζξσπνο ησλ πξντζηνξηθψλ ρξφλσλ δελ κπνξνχζε λα ζπιιάβεη ηελ  

αθεξεκέλε έλλνηα ησλ αξηζκψλ. Ζ αξηζκεηηθή ηνπ ηθαλφηεηα πεξηνξηδφηαλ 

ζηελ άκεζε αληίιεςε. Οη πξψηεο αθεξεκέλεο έλλνηεο πνπ ζπλέιαβε ήηαλ ε 

κνλάδα ,ε δπάδα θαη ε πνιιαπιφηεηα. 

Οη πξντζηνξηθνί άλζξσπνη αξρηθά ζεκείσλαλ ηνπο ελλέα πξψηνπο αξηζκνχο 

κε ηελ επαλάιεςε κηθξψλ θάζεησλ γξακκψλ .Αξγφηεξα ππαθνχνληαο ζηνλ 

θπζηθφ λφκν ηεο άκεζεο αληίιεςεο κέρξη θαη ηεζζάξσλ αληηθεηκέλσλ, 

νκαδνπνηνχζαλ  ηηο κνλάδεο, ζε ηξηάδεο ή ηεηξάδεο. 
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Ζ πξψηε αξηζκεηηθή  κέζνδνο πνπ επηλφεζε ν άλζξσπνο γηα λα 

αληηκεησπίζεη ηηο θαζεκεξηλέο ηνπ αλάγθεο(θαηακέηξεζε δψσλ, ηξνθψλ 

,ιάθπξσλ πνιέκνπ θ.α) ήηαλ ε αληηζηνίρεζε έλα πξνο έλα. Σα κέιε ηνπ 

ζψκαηνο πνπ είραλ παξαηαρζεί απφ πξηλ κε κία θαζνξηζκέλε ζεηξά εηζήγαγαλ 

ηελ ζρέζε δηαδνρήο θαη ηελ έλλνηα  ηεο βάζεο. 

Υάξε ζηελ κέζνδν ηεο αληηζηνίρεζεο κνλάδαο κε κνλάδα, ζηελ ζρέζε 

δηαδνρήο(Bunt-Jones-Bedient, 1981) θαη ηελ έλλνηα ηεο βάζεο, ν 

πξντζηνξηθφο άλζξσπνο κπφξεζε λα θάλεη αξηζκεηηθή  πξηλ ζπλεηδεηνπνηήζεη 

θαη γλσξίζεη ηη είλαη αθεξεκέλνο αξηζκφο.. 

Δξσηήζεηο θιεηδηά 

1.Απφ πνπ πξνέξρνληαη νη αξηζκνί; Πσο γελλήζεθαλ νη αξηζκνί; 

2.Πψο κεηξνχζαλ νη πξσηφγνλνη άλζξσπνη; 

 3.Πσο ν άλζξσπνο μεπέξαζε ηηο θπζηθέο ηθαλφηεηέο ηνπ θαη θαηάθεξε λα 

απαξηζκεί, λα κεηξά θαη λα ππνινγίδεη νηηδήπνηε μεθεχγεη απφ ηελ άκεζε 

αληίιεςή ηνπ;  

 

Γηαδηθαζία πξνζέγγηζεο θαη δηαρείξηζεο 

Γίλεηαη ζηνπο καζεηέο  δηδαθηηθφ πιηθφ θαιά ζρεδηαζκέλν ,έηζη ψζηε λα 

εκπιαθνχλ ζε αξρέγνλεο δηαδηθαζίεο κέηξεζεο ιχλνληαο πξνβιήκαηα πνπ 

αθνξνχλ ηηο πξαθηηθέο ζχγρξνλεο αλάγθεο ηνπο. 

 

Γηδαθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο - ΢ηφρνη - επηδηψμεηο 

Γξαζηεξηόηεηα 1 

Να ζεκεησζεί ε  πξντζηνξηθή πεξίνδνο ηεο αλζξσπόηεηαο πάλσ ζηελ 

ηζηνξηθή γξακκή (δίλεηαη βνεζεηηθά θαη ν παξαθάησ πίλαθαο): 
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 Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΖ΢ ΓΡΑΦΖ΢ Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΖ΢ 

ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ΢ 

΢ΖΜΔΗΧ΢Ζ΢ 

30000- 

20000 π.Υ 

Οη πξψηεο ηρλνγξαθίεο Σα πξψηα ραξαγκέλα νζηά 

ηεο πξντζηνξίαο. Δκθάληζε 

ησλ ζνπκεξηθψλ ςεθίσλ 

θαη ησλ αηγππηηαθψλ 

ηεξνγιπθηθψλ. 

2700π.Υ Δκθάληζε ησλ ζθελνεηδψλ 

ζρεκάησλ ζηα ζνπκεξηθά 

πιαθίδηα 

Δκθάληζε ζθελνεηδψλ 

ςεθίσλ. 

2500- 

2000 π.Υ 

Οη κεζνπνηάκηνη ιανί 

δαλείδνληαη ηνπο ζθελνεηδείο 

ραξαθηήξεο γηα λα ζεκεηψζνπλ 

ηελ δηθή ηνπο γιψζζα. 

Οη κεζνπνηάκηνη ιανί 

δαλείδνληαη ηα ζνπκεξηθά 

ζθελνεηδή ςεθία θαη ηα 

εθαξκφδνπλ ζηγά –ζηγά ζηε 

βάζε δέθα. 

1900-

1800π.Υ 

 Δκθάληζε ηεο αξραηφηεξεο 

γξαπηήο ζεζηαθήο 

αξίζκεζεο ζηνπο 

Βαβπιψληνπο 

ζνθνχο(ζχζηεκα βάζεο ηνπ 

εμήληα θαη ζθελνεηδή 

ςεθία.) 

Ο πίλαθαο ζπλερίδεηαη 

 

Γξαζηεξηόηεηα 2 

Πξνηείλνπκε βηβιηνγξαθία ή δηεπζχλζεηο ζην δηαδίθηπν γηα λα αλαηξέμνπλ 

νη καζεηέο/ηξηεο  ζε  ηζηνξηθέο πεγέο θαη λα ζπγθεληξψζνπλ ην θαηάιιειν 

πιηθφ πνπ αλαθέξεηαη ζηελ αξίζκεζε θαηά ηελ πξντζηνξηθή πεξίνδν ηεο 

αλζξσπφηεηαο. Αθνχ ζπδεηήζνπλ θαηά νκάδεο γηα ην θνηλσληθφ, 

νηθνλνκηθφ θαη πνιηηηζηηθφ πιαίζην κέζα ζην νπνίν θηλήζεθε ε 
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πξντζηνξηθή πεξίνδνο, θαηαγξάθνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο. Κάζε νκάδα 

αλαθνηλψλεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηεο ζηελ ηάμε θαη φινη/εο καδί ηα ζπδεηνχλ. 

Δλαιιαθηηθά, θάζε νκάδα καζεηψλ/ηξηψλ κπνξεί λα αλαδεηήζεη 

πιεξνθνξίεο γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πεδίν, π.ρ κία νκάδα λα ζπγθεληξψζεη 

πιηθφ γηα ηα ηζηνξηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο πεξηφδνπ, άιιε νκάδα γηα ηα 

νηθνλνκηθά ραξαθηεξηζηηθά, άιιε νκάδα γηα ηα θνηλσληθά θ.ν.θ έηζη ψζηε 

αθνχ γίλνπλ νη αλαθνηλψζεηο απφ θάζε νκάδα θαη αθνινπζήζεη δηάινγνο λα 

θαηαιήμνπλ φινη/εο καδί ζην λα αλαδείμνπλ κηα εηθφλα ηεο πεξηφδνπ κε 

ζρεηηθή πιεξφηεηα θαη ζε ζρέζε πάληα κε ηνλ επηδησθφκελν ζηφρν.   

Γξαζηεξηόηεηα 3 

Να ζρεδηάζνπλ νη καζεηέο/ηξηεο, αθνχ εξγαζηνχλ θαηά  νκάδεο, κηα 

παξαγγειία ζην παληνπσιείν ηεο γεηηνληάο θαηαγξάθνληαο βήκα πξνο 

βήκα πνηεο πξνθνξηθέο νδεγίεο ζα έδηλαλ ζε απηφλ πνπ ζα εθηεινχζε ηελ 

παξαγγειία, αλ δελ γλψξηδε λα αξηζκεί θαη λα δηαρεηξίδεηαη ην λφκηζκα. 

Παξάδεηγκα: 

Παξαγγειία: Να αγνξάζεη 3 θηιά θαθέο, 2 θηιά δάραξε, 4 θηιά ζηαθχιηα. 

Δθδνρή: Μπνξνχκε λα εηνηκάζνπκε 3 θαθέ ζαθνπιάθηα θαη λα ηα 

ζπζρεηίζνπκε κε ηα ηξία θηιά θαθέο, 2 άζπξα ζαθνπιάθηα θαη λα ηα 

ζπζρεηίζνπκε κε ηα δχν θηιά δάραξε θαη 4 πξάζηλα ζαθνπιάθηα θαη λα 

ηα ζπζρεηίζνπκε κε ηα ηέζζεξα θηιά ζηαθχιηα. ΢ε θάζε ζαθνπιάθη 

βάδνπκε ην αληίηηκν ηνπ θάζε θηινχ ζε έλα λφκηζκα θαη δεηνχκε απφ ηνλ 

παξαγγειηνιήπηε λα αληαιιάμεη ζην παληνπσιείν ην θάζε ζαθνπιάθη κε 

ην αληίζηνηρν θηιφ ηνπ πξντφληνο ηεο παξαγγειίαο καο.  

Να ζθεθηνχλ νη καζεηέο/ηξηεο ζήκεξα φπσο νη πξσηφγνλνη άλζξσπνη ηελ 

πεξίνδν πνπ δελ ήμεξαλ λα κεηξνχλ κε αξηζκνχο . 

Να αληηιεθζνχλ φηη ηέηνηνπ είδνπο ζθέςεηο βνήζεζαλ ην αλζξψπηλν 

κπαιφ λα πξνρσξήζεη θαη λα εθεχξεη  λένπο ηξφπνπο θαη κεζφδνπο πην 

απνηειεζκαηηθέο, γηα λα ιχζεη ηα πξαθηηθά  θαζεκεξηλά πξνβιήκαηα. 

(Hughes, 1999). 
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 Αθνινπζεί δηάινγνο, κεηαμχ ησλ καζεηψλ /ηξηψλ γηα λα ζπγθξίλνπλ ηνπο 

δηθνχο ηνπο ηξφπνπο ζθέςεο, κε ηνλ ηξφπν πνπ ζθέθηνληαλ νη πξψηνη 

άλζξσπνη, φηαλ ήζειαλ λα έρνπλ αθξηβείο πιεξνθνξίεο γηα ηνλ αξηζκφ ησλ 

δψσλ ζηα θνπάδηα ηνπο  θαη λα θάλνπλ ζσζηέο εκπνξηθέο ζπλαιιαγέο κε 

ηα πξντφληα ηνπο θ.α  

Μέζα ζε πιαίζηα επνηθνδνκεηηθνχ  δηαιφγνπ νη καζεηέο θάλνληαο ρξήζε 

ησλ πξνυπαξρνπζψλ ηδεψλ γηα ηελ αξίζκεζε ζπλεηδεηνπνηνχλ φηη ζρεδφλ 

φινη νη άλζξσπνη απφ ηα παλάξραηα ρξφληα έσο θαη ζήκεξα αλαπηχζζνπλ 

αξρηθά ηνπο ίδηνπο κεραληζκνχο γηα ηελ αξηζκεηηθή  κέηξεζε. 

Μαζαίλνπλ ιέμεηο θαη έλλνηεο απφ ηνλ θψδηθα ηεο γιψζζαο ησλ 

καζεκαηηθψλ π.ρ αξίζκεζε, θαηακέηξεζε, αλαινγία, ζρέζε δηαδνρήο θαη 

ηηο ρξεζηκνπνηνχλ ζε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο επηθνηλσλίαο (θαιιηέξγεηα 

ηνπ πξνθνξηθνχ ιφγνπ) 

Λεμηιόγην 

Αξηζκεηηθή ηθαλφηεηα, αλαινγία, αληηζηνίρεζε, ζρέζε, δηαδνρή, 

πνιιαπιφηεηα, εθεχξεζε, επηλφεζε 

 

Αμηνιόγεζε 

΢ε κία θπιή ηζαγελψλ ν βνζθφο φηαλ έβγαδε ηα δψα γηα βνζθή ηνπνζεηνχζε 

35πεηξαδάθηα φζα ήηαλ ηα δψα ηνπ. Σελ πξψηε εκέξα φηαλ επέζηξεςε ην 

θνπάδη ζηε ζηάλε πεξίζζεςε έλα πεηξαδάθη. Σελ δεχηεξε κέξα φηαλ έβγαιε 

ηα δψα απφ ηε ζηάλε ρξεηάζηεθε έλα επηπιένλ πεηξαδάθη γηα λα ηα 

κεηξήζεη. 

Πφζα ήηαλ ηα δψα πνπ επέζηξεςαλ ηελ πξψηε κέξα;(ηη θαηάιαβε ν 

βνζθφο;) 

Πφζα ήηαλ ηα δψα πνπ βγήθαλ  απφ ηελ ζηάλε ηελ δεχηεξε εκέξα;(ηη λα 

ζπλέβε άξαγε;) 

Να ζρνιηάζνπλ γξαπηά νη νκάδεο ηηο κεζφδνπο θαη ηερληθέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχζαλ νη άλζξσπνη  γηα λα κεηξνχλ ηελ πεξίνδν απηή θαη λα ηηο 

ζπγθξίλνπλ κε ηελ αληίζηνηρε ζεκεξηλή κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηνχκε  ζην 

δεθαδηθφ  ζχζηεκα αξίζκεζεο.  
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 Ζ θάζε δξαζηεξηφηεηα θαιχπηεη ζην εβδνκαδηαίν πξφγξακκα ηνπ 

δηεπξπκέλνπ σξαξίνπ 2 –3  δηδαθηηθέο ψξεο.  

 ΢ηελ ζεηξά θαη ηελ εζσηεξηθή δνκή ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεξείηαη ε 

αξρή ηεο ηζηνξηθήο αθνινπζίαο.. 

 Σν δηδαθηηθφ πιηθφ νξγαλψλεηαη ζε ηέζζεξα επίπεδα: 

 

1
ν
 επίπεδν: 

 Παξνπζίαζε ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ κε βάζε ηελ ηζηνξηθή θαη πνιηηηζκηθή 

εμέιημή ηνπο. 

Ζ 

πξντζηνξία 

ησλ 

αξηζκψλ.  

Αηγππηηαθφ 

αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα 

(Bunt, 

Jones & 

Bedient, 

1981) 

Βαβπισληαθφ 

αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα 

(Boyer & 

Merzbach, 

1997) 

Αξραίν 

Διιεληθφ  

αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα  

(Heath, 

2001) 

Ρσκαηθφ 

αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα  

΢χγρξνλν 

Γεθαδηθφ 

αξηζκεηηθφ 

ζχζηεκα  

 

2
ν
 επίπεδν 

΢πγθξηηηθή  παξνπζίαζε ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ 

Με ηελ βνήζεηα ηεο ηζηνξηθήο γξακκήο δείρλνπκε ηελ ζεηξά εκθάληζεο ησλ 

αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ.  

Παξαζέηνπκε ηηο αθίζεο ηεο πνιηηηζκηθήο εμέιημεο ησλ αξηζκεηηθψλ 

ζπζηεκάησλ κε ηελ αληίζηνηρε ηζηνξηθή ζεηξά. Αθνινπζεί επεμεξγαζία ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο..  

 

3
ν
 επίπεδν 

΢χγρξνλα αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα  δηαθνξεηηθά απφ ην δεθαδηθφ 

Μαζαίλνπκε κέζν ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ , γηα ην πεληαδηθφ, ην εμαδηθφ 

θ.α αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα θαη επηκέλνπκε ζηελ θαηαλφεζε θαη εμάζθεζε ζην 

δπαδηθφ ζχζηεκα πνπ είλαη ε γιψζζα ηεο ιεηηνπξγίαο ησλ Ζ/Τ ζήκεξα. 

 Αθνινπζεί επεμεξγαζία ηεο δξαζηεξηφηεηαο.  



124 

 

4
ν
 επίπεδν 

Απφ ηηο πξψηεο αξηζκνκεραλέο κέρξη ηνπο Ζ/Τ 

Σν αλζξψπηλν ρέξη ε πξψηε αξηζκνκεραλή  ,νη άβαθεο , ε αξηζκνκεραλή ηνπ 

Pascal (΢αιηακπίδα,1987) ,ν ππνινγηζηήο ηζέπεο θαη ηέινο νη Ζ/Τ είλαη έλα 

ηαμίδη κε  ζηαζκνχο ηα επηηεχγκαηα ηεο επηζηήκεο θαη ηεο ηερλνινγίαο. 

 

 Ζ πξνζέγγηζε γίλεηαη δηαζεκαηηθά. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη καζεκαηηθέο 

έλλνηεο παξνπζηάδνληαη ζε ζπλάξηεζε κε άιιεο γλσζηηθέο πεξηνρέο. Θα 

ζρεδηαζηνχλ δξαζηεξηφηεηεο ηέηνηεο πνπ ζα δίλνπλ ζηνπο καζεηέο/ηξηεο 

ηε δπλαηφηεηα ηεο ρξήζεο ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ κέζα απφ ηε 

δηεξεχλεζε άιισλ γλσζηηθψλ πεξηνρψλ. 

 Πνιπκνξθία, πνηθηιία θαη πξσηνηππία ησλ νπηηθψλ θαη απηηθψλ πιηθψλ. 

Υξεζηκνπνηείηαη πνηθηιία νπηηθψλ θαη απηηθψλ πιηθψλ θαη δίλεηαη 

ηδηαίηεξε έκθαζε ζηελ ελζάξξπλζε  ησλ παηδηψλ γηα  απηνζρέδηεο 

θαηαζθεπέο, πνιιέο απφ ηηο νπνίεο είηε είλαη αλαπαξαζηάζεηο 

πξσηφγνλσλ αξηζκεηηθψλ βνεζεκάησλ είηε αθφκε θαη δηθέο ηνπο 

επηλνήζεηο. ΢ηελ ζπιινγή απηνχ ηνπ πιηθνχ ζπγθαηαιέγνληαη απιά 

θαζεκεξηλά πιηθά ηα νπνία απνηεινχλ θαη ηελ πξψηε χιε θαζψο θαη ην 

εξέζηζκα γηα πνηθηιία δξαζηεξηνηήησλ: Πέηξεο, ραιίθηα, 

ραξηνζαθνχιεο, πειφο, πάππξνο, ζπίξηα, ράληξεο αιιά θαη γεσγξαθηθνί 

ράξηεο, εηθφλεο αξραηνινγηθψλ επξεκάησλ, εηθφλεο αξηζκνκεραλψλ απφ 

ην ηερληθφ κνπζείν θαη άιια παξφκνηα πιηθά. 

 

β) Γηαδηθαζία αλάπηπμεο ησλ δηδαθηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ 

Ζ ελφηεηα ησλ δηδαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ αλαπηχζζεηαη κε βάζε ηελ 

αξρή φηη ηα καζεκαηηθά είλαη κηα θνηλσληθή θαηαζθεπή.  

Έηζη, επηδηψθεηαη ε ελεξγφο ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ/ηξηψλ γηα ηελ 

θαηαλφεζε ηεο ηζηνξηθήο εμέιημεο ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ σο 

αλζξψπηλεο δξαζηεξηφηεηαο. ΢ηελ ελφηεηα ησλ δηδαθηηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ πνπ ζρεδηάζακε δελ είλαη απηνζθνπφο ε δεισηηθή γλψζε 

θαη ε απνκλεκφλεπζε ησλ αξραηφηεξσλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ, αιιά 

κέζα απφ ηε γλψζε απηή θαη ηε ζπγθξηηηθή κειέηε απηψλ ησλ ζπζηεκάησλ 
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πνπ είηε αλαπηχρζεθαλ ζπγρξφλσο, είηε ζε δηαθνξεηηθέο ηζηνξηθέο ζηηγκέο 

απφ δηαθνξεηηθνχο πνιηηηζκνχο, λα αληηιεθζνχλ νη καζεηέο/ηξηεο  ηελ  

εμέιημε ηεο ηζηνξηθφ -πνιηηηζκηθήο απηήο δηαδηθαζίαο, θαζψο επίζεο   ηηο 

νκνηφηεηεο θαη ηηο δηαθνξέο ησλ νξγαλσηηθψλ θαη ιεηηνπξγηθψλ αξρψλ πνπ 

ηα δηέπνπλ.  

Σέινο, βαζηθή καο επηδίσμε απνηειεί κέζα απφ απηήλ ηελ εμειηθηηθή 

δηαδηθαζία νη  καζεηέο/ηξηεο λα θαηαλνήζνπλ ηα πιενλεθηήκαηα ηνπ 

ζεκεξηλνχ δεθαδηθνχ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο θαη κε βάζε ην παξάδεηγκα 

απηφ λα πξνβιεκαηηζηνχλ γηα ηηο δηαδηθαζίεο αλάπηπμεο  ηεο αλζξψπηλεο 

γλψζεο.  

 

γ) Μεζνδνινγία αλάπηπμεο ησλ δηδαθηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ 

Ππξήλα ηεο αλάπηπμεο ησλ δηδαθηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ απνηειεί ε ελεξγή 

ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ/ηξηψλ νξγαλσκέλσλ ζε κηθξέο νκάδεο.. Ζ 

δηδαθηηθή πξνζέγγηζε πνπ πξνηείλνπκε πηζηεχνπκε φηη  επεξεάδεη ηε ζηάζε 

ησλ καζεηψλ/ηξηψλ  απέλαληη ζηα καζεκαηηθά βνεζψληαο ηνπο λα 

ζπλεηδεηνπνηήζνπλ φηη ηα καζεκαηηθά είλαη κέξνο ηεο παξάδνζεο θαη ηνπ 

πνιηηηζκνχ φισλ αλεμαηξέησο ησλ ιαψλ θαη σο κία ηέηνηα παγθφζκηα 

θιεξνλνκηά δελ κπνξεί παξά λα δηεθδηθείηαη απφ φινπο ηνπο αλζξψπνπο 

αλεμάξηεηα απφ ηε θπιή θαη ηελ εζλφηεηα ηνπο.  
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Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ ζηελ πξνζπάζεηα ζρνιηθήο 

έληαμεο παηδηώλ Ρνκά: Ζ αμηνπνίεζε ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο 

Τπαηίαο 

 

Άγγεινο Υαηδεληθνιάνπ 

3
ν
 Γεκνηηθφ ΢ρνιείν Μελεκέλεο 

 

Σα καζήκαηα πνπ ζα πεξηγξάςσ δηακνξθψζεθαλ ζηα πιαίζηα ηεο 

πξνζπάζεηαο έληαμεο ησλ παηδηψλ Ρνκά ηνπ πξνπαξαζθεπαζηηθνχ 

ηκήκαηνο ή ηεο ηάμεο ππνδνρήο πνπ ιεηηνπξγεί ζην 3
ν
 Γεκνηηθφ ΢ρνιείν 

Μελεκέλεο (Γελδξνπφηακνο). Ο γεληθφηεξνο ζθνπφο ηεο ηάμεο είλαη λα 

απνθηήζνπλ ηα παηδηά ηηο δεμηφηεηεο γξαθήο θαη αλάγλσζεο γηα λα 

κπνξέζνπλ λα εληαρζνχλ ζε εχζεην ρξφλν ζηηο αληίζηνηρεο ηάμεηο 

πξνθεηκέλνπ λα απνξξνθήζνπλ ην δεκφζην θαη θνηλσληθφ πινχην ηεο 

εθπαίδεπζεο (Σζηάθαινο, 1998). Ζ ζπγθεθξηκέλε ελαιιαθηηθή δηδαθηηθή 

πξφηαζε αμηνπνίεζεο ηνπ ηζηνξηθνχ παξαδείγκαηνο ηεο Τπαηίαο απνηειεί 

πξφθιεζε θαη ηαπηφρξνλα πξνζπάζεηα άξζεο φισλ εθείλσλ ησλ 

κεραληζκψλ ηνπ κνληέινπ ηεο ηαμηλνκίαο αληηθεηκεληθψλ δηδαθηηθψλ 

ζηφρσλ, πνπ αθελφο ηζρχνπλ θαηά θφξνλ ζηα ζχγρξνλα αλαιπηηθά 

πξνγξάκκαηα ηεο εθπαίδεπζεο κε ζηφρνπο εζληθήο θαη ζξεζθεπηηθήο 

νκνηνκνξθίαο θαη αθεηέξνπ νξζψλνληαη σο εκπφδηα ζηελ απνξξφθεζε ηεο 

εθπαίδεπζεο απφ ηα παηδηά Ρνκά, παηδηά πνπ βηψλνπλ θαζεκεξηλά ζπλζήθεο 

θηψρεηαο θαη θνηλσληθνχ απνθιεηζκνχ. Ζ έληαμε ζηελ εθπαίδεπζε 

θαζίζηαηαη αθφκα πην δχζθνιε γη‘ απηά ηα παηδηά  ηδίσο φηαλ ηφζν ε 

νξγάλσζε ησλ πξνγξακκάησλ ζπνπδψλ φζν θαη ην πεξηερφκελν, σο χιε 

δηδαζθαιίαο, δηαπνηίδνληαη απφ ηδενινγίεο εζληθήο θαη ζξεζθεπηηθήο 

νκνηνκνξθίαο νη νπνίεο εκπινπηίδνληαη θαζεκεξηλά απφ ηηο θπξίαξρεο 

ηδενινγίεο ηνπ παξα-πξνγξάκκαηνο, πνπ απνηεινχλ γλψκνλα ζπκκφξθσζεο 

γηα φια ηα παηδηά κηαο θαη θαηέρνπλ θπξίαξρε ζέζε ζηελ ηεξάξρεζε ησλ 

αμηψλ ηνπ εθπαηδεπηηθνχ ζπζηήκαηνο. 
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Πξηλ πξνρσξήζσ ζηελ πεξηγξαθή ηεο νξγάλσζεο ησλ καζεκάησλ θξίλεηαη 

ζθφπηκν λα ζαο παξνπζηάζσ ην πξνπαξαζθεπαζηηθφ ηκήκα. ΢‘ απηφ 

θνηηνχλ 20 παηδηά Ρνκά ειηθίαο 9-14 ρξφλσλ απφ ηα νπνία ηα 4 είλαη Ρνκά 

Αιβαληθήο θαηαγσγήο. ΢ην πξφγξακκα ηεο Τπαηίαο ην νπνίν νξγαλψζεθε 

ζε ζπλεξγαζία κε ηελ Δ΄ Σάμε ζπκκεηείραλ 6 παηδηά ηνπ 

πξνπαξαζθεπαζηηθνχ ηκήκαηνο ειηθίαο 11-14 ρξνλψλ. ΋ια ηα παηδηά δνπλ 

ζε ζπλζήθεο θηψρεηαο θαη εμαζιίσζεο ζε παξάγθεο ή ζε κηθξά ζπίηηα ησλ 

30-40 η.κ. φπνπ ―ζηνηβάδνληαη‖ επηακειείο ηνπο ηνπιάρηζηνλ νηθνγέλεηεο. 

Οη ζπλζήθεο απηέο απνηεινχλ ηνλ θπξίαξρν παξάγνληα ηεο κε ηαθηηθήο 

θνίηεζήο ηνπο ζην ζρνιείν, θάηη πνπ δελ κπνξεί λα αλαιπζεί ζηα πιαίζηα 

ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. Θεσξείηαη δε ζθφπηκν λα ηνληζηεί φηη ηα παηδηά 

ζπκκεηέρνπλ ζε καζήκαηα θαη άιισλ ηάμεσλ θαηά ηηο ψξεο ηεο 

γπκλαζηηθήο, ηεο κειέηεο πεξηβάιινληνο θιπ. θαζψο θαη ζ‘ φιεο ηηο 

εθδειψζεηο ηνπ ζρνιείνπ. 

Αμησκαηηθή ζέζε ηεο παηδαγσγηθήο δηαδηθαζίαο γηα ηελ φζν ην δπλαηφ 

επηηπρέζηεξε έληαμε ησλ παηδηψλ απηψλ ζην ζρνιείν απφ ην νπνίν 

απνθιείνληαη γηα ρξφληα θαη απνηειεί αλαγθαία ζπλζήθε είλαη ε 

ζπλεξγαζία αλάκεζα ζηνπο/ζηηο εθπαηδεπηηθνχο κε φια ηα παηδηά θαη ε 

θξηηηθή ηνπνζέηεζε απέλαληη ζηνπο ζεζκνχο θαη ηηο ιεηηνπξγίεο ηνπ 

εθπαηδεπηηθνχ ζπζηήκαηνο πνπ δεκηνπξγνχλ κηα ζεηξά απφ εκπφδηα ζηελ 

ζρνιηθή απνξξφθεζε θαη θαη‘ επέθηαζε ζηελ ζρνιηθή επηηπρία ησλ 

παηδηψλ Ρνκά.  

Καηά ηνλ Cummins (1999) ην αμίσκα απηφ ζεσξείηαη απαξαίηεηε 

δηαδηθαζία ε νπνία εζηηάδεηαη ζηα πιαίζηα ηεο ινγηθήο σο αλαγθαίαο 

ζπλζήθεο γηα ηε ζπλεξγαηηθή δεκηνπξγία ηεο δχλακεο απφ ππνθείκελα πνπ 

δηδάζθνπλ ζε κηα δηαδηθαζία δηαπξαγκάηεπζεο ζηε ζρνιηθή ηάμε. Μέζα ζ‘ 

απηή ηε δηαδηθαζία ν/ε εθπαηδεπηηθφο σο κέινο ζπλήζσο ηεο θπξίαξρεο 

νκάδαο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα αλαπαξάγεη ή λα ακθηζβεηήζεη ηελ θπξίαξρε 

ηδενινγία θαη ηελ φπνηα εμνπζία παξάγεηαη απ‘ απηή. 

Με ηε δηαηχπσζε ηνπ ηίηινπ κπνξνχκε λ‘ αλαθεξζνχκε ζ‘ έλα ζχλνιν 

δηαδηθαζηψλ πνπ ιακβάλνπλ ρψξα απφ ηε ζηηγκή πνπ ζρεδηάζηεθε ην 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα σο ηελ νινθιήξσζή ηνπ. Μ‘ άιια ιφγηα απφ ηελ 

απφθαζε ζρεηηθά κε ηηο πξνζέζεηο θαη ηνπο ζθνπνχο ην γλσζηηθφ 
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αληηθείκελν κέρξη ηελ εκπέδσζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο χιεο απφ ηα παηδηά 

(Σζηάθαινο 1992). 

Θέισ επίζεο λα πξνθαηαιάβσ ζέηνληαο θάπνηεο γεληθφινγεο ζθέςεηο πνπ 

έρνπλ λα θάλνπλ κε ην πξνηεηλφκελν πιαίζην δηδαζθαιίαο ην νπνίν θαίλεηαη 

φηη είλαη γεκάην δεκηνπξγηθέο πξνθιήζεηο νη νπνίεο πξνθπιάζζνπλ απφ ηνλ 

θίλδπλν λα κεηαηξαπεί ε θαζεκεξηλή εθπαηδεπηηθή δηαδηθαζία ζε ξνπηίλα, 

φκσο απηφ δε ζεκαίλεη ζε θακηά πεξίπησζε φηη ην ζπγθεθξηκέλν δηδαθηηθφ 

έξγν δελ εμαξηάηαη απφ ηηο ππαξθηέο ζπλζήθεο κέζα ζηηο νπνίεο 

ζπληειείηαη [φηη δειαδή απφ κφλν ηνπ κπνξεί λα απνηειέζεη πξφηαζε 

εθπαηδεπηηθήο κεηαξξχζκηζεο] θαη νη νπνίεο ραξαθηεξίδνληαη απφ κηα ζεηξά 

γξαθεηνθξαηηθψλ δηαδηθαζηψλ θπξηαξρηθά δνκεκέλσλ νη νπνίεο ζε ηειηθή 

αλάιπζε επεξεάδνπλ ηελ έληαμε ησλ παηδηψλ Ρνκά. 

Ζ δηακφξθσζε ησλ φπνησλ ζθνπψλ γηα ζρεδηαζκφ θαη πινπνίεζε ησλ 

καζεκάησλ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηζηνξηθνχ γεγνλφηνο θξίλεηαη σο 

απαξαίηεην λα νξηνζεηεζνχλ ζηα πιαίζηα ησλ επηξξνψλ πνπ δέρνληαη.  Ζ 

απαίηεζε μεθάζαξσλ πξνζέζεσλ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ απνζαθήληζε ησλ 

ζθνπψλ θαη ζηφρσλ νη νπνίνη ζα δηακνξθψζνπλ φιν ην πιαίζην ηεο 

νξγάλσζεο – πινπνίεζεο ησλ καζεκάησλ ηεο ―Τπαηίαο‖ θαη ζα 

νξηνζεηήζνπλ ην πεξηερφκελν, ηηο ηερληθέο δξαζηεξηφηεηεο θαζψο θαη ηελ 

αμηνιφγεζε κε ηε κνξθή θάπνησλ ζπκπεξαζκάησλ γηα φινπο/εο ηνπο 

εκπιεθφκελνπο (Σζηάθαινο, 1992). 

Οη βαζηθέο πξνζέζεηο δηακνξθψλνληαη α) Γχξσ απφ ηελ έληαμε ησλ 

ζπγθεθξηκέλσλ παηδηψλ Ρνκά ζην ζρνιείν πξνθεηκέλνπ λ‘ απνξξνθήζνπλ 

ηνλ πινχην ηεο εθπαίδεπζεο απφ ηνπ νπνίνπ ηελ απνξξφθεζε 

παξεκπνδίδνληαη θαζψο θαη ηε δηακφξθσζε ζρέζεσλ θηιίαο θαη 

ζπλεξγαζίαο κεηαμχ φισλ ησλ παηδηψλ Ρνκά θαη κε Ρνκά θαζψο θαη ησλ 

εθπαηδεπηηθψλ πξνθεηκέλνπ λα ζπκβάιινπλ ζηε δηακφξθσζε 

αληηξαηζηζηηθψλ ζηάζεσλ, αληηιήςεσλ θαη ζπκπεξηθνξψλ (Σζηάθαινο, 

2000). 

β) Γεχηεξε πξνυπφζεζε δηακφξθσζεο ησλ πξνζέζεψλ καο γηα ηε 

νξηνζέηεζε ησλ ζηφρσλ απνηέιεζε φηη ηα ηζηνξηθά γεγνλφηα είλαη 

δεκηνπξγήκαηα ζπγθεθξηκέλσλ πνιηηηθψλ, θνηλσληθψλ, νηθνλνκηθψλ θαη 

ζξεζθεπηηθψλ παξαγφλησλ, φπνηε απηά εθδειψζεθαλ. 
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Γηακόξθωζε ζθνπώλ θαη ζηόρωλ 

Με βάζε ηα παξαπάλσ νθείινπκε λα ζπγθεθξηκελνπνηήζνπκε ηνπο 

ζθνπνχο θαη ηνπο ζηφρνπο ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο. Ζ νξηνζέηεζε ησλ 

ζθνπψλ ζα ζπκβάιιεη απφ ηε κηα ζηελ πνιχπιεπξε εμέηαζε ηνπ ηζηνξηθνχ 

γεγνλφηνο ηεο δσήο ηεο Τπαηίαο θαη απφ ηελ άιιε ζα δηακνξθψζνπλ φιν 

εθείλν ην πιαίζην ησλ κεζφδσλ δηδαζθαιίαο. 

Γηα ιφγνπο επθνιίαο θαη φρη ηεξαξρηθή αμηνιφγεζε παξαζέηνπκε ηνπο εμήο 

ζθνπνχο. 

1. Να γλσξίζνπλ ηα παηδηά ηε ζέζε ηεο γπλαίθαο ζηελ επνρή ηεο Τπαηίαο 

θαη ην ξφιν ηεο ζηε δηακφξθσζε ηνπ ηζηνξηθν-πνιηηηθνχ γίγλεζζαη ηεο 

επνρήο. 

2. Να αλαδεηρζνχλ κέζα απφ ηελ πξνβνιή ηνπ ζεηηθνχ παξαδείγκαηνο ηεο 

Τπαηίαο, αιιά θαη άιισλ γπλαηθψλ ηεο επνρήο νη επηηπρίεο ηνπο ζηα 

καζεκαηηθά ή ζηελ πνιηηηθή. Απηφ φκσο ζα γίλεη φρη κφλν σο κηα 

εμαηξεηηθή πεξίπησζε αιιά θαη σο απνηέιεζκα ζπγθεθξηκέλσλ 

θνηλσληθννηθνλνκηθψλ ζπλζεθψλ πνπ βίσζαλ νη γπλαίθεο απηέο. 

3. Να αλαδεηρηνχλ νη θίλδπλνη πνπ ζπλεπάγνληαη κε ηελ εκθάληζε ηνπ 

ζξεζθεπηηθνχ θαλαηηζκνχ θαζψο θαη κε ηε βία, κε απνθνξχθσκα ηε 

ζθαγή θαη ηνλ εμαλαγθαζκφ. 

4. Να αλαδεηρζεί ην θαηλφκελν ηεο εθπαίδεπζεο ηεο επνρήο ηεο Τπαηίαο σο 

απνηέιεζκα νηθνλνκηθήο θαη θνηλσληθνπνιηηηθήο δχλακεο. 

5. Να κάζνπλ ηα παηδηά λα νξηνζεηνχλ ηα γεγνλφηα ζην ρξφλν 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο έλλνηεο νξηνζέηεζεο πξν θαη κεηά Υξηζηνχ. 

6. Να κάζνπλ ηα παηδηά λα ρξεζηκνπνηνχλ ην ρξφλν γηα ρξήζε ηεο 

θαζεκεξηλφηεηάο ηνπο. 

Γξαζηεξηόηεηεο θαηά ηελ εθπαηδεπηηθή δηαδηθαζία 

Με βάζε ηηο παηδαγσγηθέο πξνζέζεηο θαη φπσο απηέο δηακνξθψζεθαλ ζε 

ζθνπνχο θαη ζηφρνπο θαζψο θαη ε αμηνπνίεζε ηεο χιεο ηνπ ηζηνξηθνχ 

γεγνλφηνο νδήγεζαλ ζηελ νξγάλσζε θάπνησλ δξαζηεξηνηήησλ: 

α) Οξγαλψζεθαλ νκάδεο κηθηέο, ζηηο νπνίεο ζπκκεηείραλ θαη ηα παηδηά ηνπ 

πξνπαξαζθεπαζηηθνχ ηκήκαηνο. Ζ ζχλζεζε ησλ νκάδσλ δελ ήηαλ ζηαζεξή 
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ζε φιεο ηηο ζπλαληήζεηο, νπφηε θάζε θνξά πνπ νινθιεξσλφηαλ κηα εξγαζία 

παξνπζηάδνληαλ ζηελ ηάμε. 

β) Ζ δηεξεχλεζε ηνπ βίνπ ηεο Τπαηίαο νξγαλψζεθε κε βάζε ηε δηαζεκαηηθή 

πξνζέγγηζε ζπλδένληαο γλσζηηθά πεδία ηεο Ηζηνξίαο, ηεο γιψζζαο, ησλ 

καζεκαηηθψλ θαη ηεο αηζζεηηθήο αγσγήο (Υξπζαθίδεο, 1994): 

- ΋ια καδί ηα παηδηά θπιινκέηξεζαλ ην βηβιίν ηεο Ηζηνξίαο ηεο Δ΄ ηάμεο 

Γεκνηηθνχ ζην νπνίν εληφπηζαλ θαη ζεκείσζαλ ηηο ζειίδεο ζηηο νπνίεο 

ππάξρνπλ θσηνγξαθίεο ή ζθίηζα γπλαηθψλ. Γηθή ηνπο δηαπίζησζε 

απνηέιεζε φηη ην βηβιίν ηεο Ηζηνξίαο βάζε ηεο έξεπλάο ηνπο είλαη 

αλδξνθξαηνχκελν θαη νη ειάρηζηεο εηθφλεο κε γπλαίθεο, ηηο 

παξνπζηάδνπλ ζπλήζσο ζην ζπίηη. Απνπζηάδνπλ απφ ηε δεκφζηα δσή ηεο 

επνρήο ηεο Τπαηίαο. 

- Γεχηεξν ζηνηρείν δηεξεχλεζεο ηνπ ίδηνπ βηβιίνπ απνηέιεζε ε 

εθπαίδεπζε ησλ παηδηψλ ηεο επνρήο πνπ καο ελδηαθέξεη. Απφ ηε 

δηεξεχλεζε δηαπηζηψζακε πσο ε εθπαίδεπζε ήηαλ ππφζεζε ησλ 

πινπζίσλ θαη ησλ θνηλσληθά θαη πνιηηηθά θαηαμησκέλσλ ηεο επνρήο, 

ελψ νη θησρνί πνπ απνηεινχζαλ ηελ πιεηνςεθία απνθιείνληαη απ‘ 

απηήλ. 

- Σα παηδηά ηνπ πξνπαξαζθεπαζηηθνχ ηκήκαηνο ζηα πιαίζηα ηνπ 

αιθαβεηηζκνχ ηνπο θαηέγξαςαλ ηηο παξαπάλσ δηαπηζηψζεηο ζην εμήο 

θείκελν. 

- ―Φπιινκεηξήζακε ην βηβιίν Ηζηνξίαο Δ΄ ηάμεο 

- Δίδακε δσγξαθηέο νη πην πνιιέο είραλ άληξεο. ΢ην ζρνιείν είρε 

- κφλν αγφξηα θαη ήηαλ πινχζηα. Οη γπλαίθεο ήηαλ πάληα ζην ζπίηη‖ 

- Μηα άιιε νκάδα δηεξεχλεζε ζην βηβιίν ηεο Ηζηνξίαο ην πνιηηηθφ θαη 

ζξεζθεπηηθφ πιαίζην ηεο επνρήο ηεο Τπαηίαο 375 κ.Υ.-415 κ.Υ. (Ηζηνξία 

Δ΄ Γεκνηηθνχ ΟΔΓΒ). 

- Αμηνπνηήζακε απφ πεγέο βηνγξαθηθά ζηνηρεία ηεο Τπαηίαο θαη κηα 

νκάδα ην παξνπζίαζε: ―Ζ Τπαηία γελλήζεθε ην 370 κ.Υ. φηαλ ήηαλ 

βαζηιηάο ν Ηνπιηαλφο θαη πέζαλε ην 415 κ.Υ. φηαλ ήηαλ βαζηιηάο ν Μ 

Θενδφζηνο. Ήηαλ θφξε ηνπ θηινζφθνπ καζεκαηηθνχ Θέσλνο ηνπ 

Αιεμαλδξέσο, ήηαλ ε κφλε γλσζηή πνπ γλσξίζακε καζεκαηηθφο ηεο 

Αξραίαο Διιάδαο. Μηινχζε πάξα πνιχ σξαία θαη φηαλ κίιαγε ηε 

ζαχκαδαλ. ΋κσο νη θαλαηηθνί Υξηζηηαλνί ηε ζθφησζαλ, αιιά πξψηα ηελ 

θνκκάηηαζαλ κε φζηξαθα θαη κεηά ηελ έθαςαλ. Πέξαζαλ απφ ηφηε 1587 
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ρξφληα‖ (΢παλδάγνο, 2002, 1991, Σζέιεξ-Νεζηιέ 1980). Κξίλεηαη 

ζθφπηκν λα αλαθεξζεί πσο ε ειηθία ησλ παηδηψλ δελ καο επέηξεςε λα 

αμηνπνηήζνπκε ηε θηινζνθηθή ζθέςε ηεο Τπάηεο φπσο απηή 

δηακνξθψζεθε ζην θηινζνθηθφ πιαίζην ηεο επνρήο ηεο. 

- Μηα άιιε νκάδα θαηέγξαςε θαη παξνπζίαζε γπλαίθεο καζεκαηηθνχο ηεο 

αξραηφηεηαο σο ηελ επνρή ηεο Τπαηίαο (΢παλδάγνο, ν.π.). 

- Γηαπηζηψζακε θαη πφζα ιίγα ρξφληα έδεζε, αθνχ θάλακε ηελ ζρεηηθή 

αθαίξεζε. 

- Σα παηδηά ηνπ πξνπαξαζθεπαζηηθνχ ηκήκαηνο, κε ηε βνήζεηα παηδηψλ 

ηεο Δ΄ ηάμεο έκαζαλ λα θαηαζθεπάδνπλ ηε ρξνλνγξακκή θαη πάλσ ζ‘ 

απηή ηνπνζέηεζαλ ηελ πεξίνδν δσήο ηεο Τπαηίαο, νπφηε κέηξεζαλ 

εχθνια πφζα ρξφληα πέξαζαλ απφ ηφηε. 

- Σξία παηδηά αληέγξαςαλ ην ζθίηζν ηεο Τπαηίαο. 

Οη δξαζηεξηφηεηεο νινθιεξψζεθαλ ζε 6 σξηαίεο ζπλαληήζεηο ησλ δχν 

ηκεκάησλ. ΢ηελ ηειεπηαία φπνπ παξνπζηάζηεθαλ φιεο νη δξαζηεξηφηεηεο 

αληηθείκελν ζπδήηεζεο απνηέιεζε ην ηξαγηθφ ηέινο ηεο δσήο ηεο Τπαηίαο 

ην νπνίν ήηαλ απνηέιεζκα ηνπ θαλαηηζκνχ. 

 

Μεξηθέο δηαπηζηώζεηο ωο επηκύζην 

Α. Ζ εθαξκνγή ηνπ ηζηνξηθνχ παξαδείγκαηνο ηεο Τπαηίαο σο πιηθφ 

δηδαζθαιίαο ζπλδέεηαη κε κηα δηαθνξεηηθή νπηηθή ζεψξεζε φρη κφλν ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ, αιιά θαη ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν 

δηδάζθεηαη ε ηζηνξία ζηελ πξσηνβάζκηα εθπαίδεπζε. 

Οη πξνηάζεηο εκβαζχλζεσλ πνπ ζπλήζσο αλαγξάθνληαη ζηα βηβιία 

Ηζηνξίαο ησλ δαζθάισλ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο ηζηνξίαο εζηηάδνληαη ζηελ 

εχξεζε νκνηνηήησλ ή δηαθνξψλ κεηαμχ γεγνλφησλ θαηά ηελ ψξα 

δηδαζθαιίαο, ζπγθξίζεηο κεηαμχ πξνζψπσλ πνπ έδεζαλ ζε δηαθνξεηηθέο 

επνρέο, θαηαλφεζε ηνπ πεξηερνκέλνπ θ.ι.π. Έηζη ηα γεγνλφηα ζπζρεηίδνληαη 

επηθαλεηαθά αλάκεζα ζην δίπνιν παξειζφληνο – παξφληνο πξνθεηκέλνπ λα 

ζθπξειαηεζεί ε εζληθή ζπλείδεζε ησλ Διιήλσλ θαη Διιελίδσλ, λα 

εκπεδσζεί ε εζληθή ζπλέρεηα ηεο θπιήο θαη βέβαηα ε δηακφξθσζε 

νκνηφκνξθνπ πιεζπζκνχ ηεο ρψξαο γηα λα απνθεπρζνχλ ηπρφλ 

ακθηζβεηήζεηο. Έηζη ε δηδαζθαιία ηεο ηζηνξίαο καδί κε άιια καζήκαηα 
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φπσο πνιηηηθή αγσγή, γιψζζα θ.ι.π. αλαιακβάλνπλ λα εμνζηξαθίζνπλ 

θάζε δηαθνξεηηθή άπνςε θαη λα επηβάιινπλ ηηο θπξίαξρεο απφςεηο ηεο 

νκνηνγέλεηαο θαη νκνηνκνξθίαο πξνο ηηο νπνίεο νθείινπλ λα 

ζπκκνξθψλνληαη φινη νη καζεηέο θαη  φιεο νη καζήηξηεο. 

Σα παξαπάλσ δελ είλαη μεθνκκέλα απφ ηνπο βαζηθνχο ζθνπνχο ηεο 

δηδαζθαιίαο ηεο Ηζηνξίαο. ΢‘ απηνχο αλαθέξνληαη νη έλλνηεο ―ηεο 

δηακφξθσζεο ηεο ηζηνξηθήο ζθέςεο‖ θαη ηεο ―ηζηνξηθήο ζπλείδεζεο‖, φκσο 

φηαλ απηέο αλαιχνληαη θαίλεηαη φηη θιείλνπλ πξνο πξνδηαγεγξακκέλεο θαη 

επηθαλεηαθέο θξίζεηο. Έηζη ζηνλ ίδην ην γεληθφ ζθνπφ ηνπ καζήκαηνο 

δηαηππψλεηαη φηη ε αλάπηπμε ηεο ηζηνξηθήο ζθέςεο αθνξά κφλν ηελ 

―θαηαλφεζε‖ ησλ ηζηνξηθψλ γεγνλφησλ, ελψ φζν αθνξά ηελ θαιιηέξγεηα 

ηεο ηζηνξηθήο ζπλείδεζεο θαη ηελ αλάιπζή ηεο ηίζεληαη ζέκαηα 

δηακφξθσζεο ζπκπεξηθνξάο κε ην ραξαθηεξηζκφ σο ―ππεχζπλε 

ζπκπεξηθνξά‖, ρσξίο λα νξίδεη ηη ελλνείηαη κε ηνλ φξν ππεχζπλε 

ζπκπεξηθνξά. Πξνθαλψο φκσο αλ απηφ ζπζρεηηζηεί κε ηελ εκπεηξία ηνπ 

εθπαηδεπηηθνχ παξειζφληνο θαη ηηο δηαζηάζεηο ηνπ ξφινπ πνπ έπαημε θαη 

παίδεη ην θξπθφ αλαιπηηθφ πξφγξακκα γίλεηαη εχθνια θαηαλνεηφ φηη ε κε 

ζαθήο νξηνζέηεζε ησλ ελλνηψλ έρεη σο ζηφρν ζηελ επηβνιή απηνλφεησλ 

ηεο θπξίαξρεο ηδενινγίαο κε ηελ επηθξάηεζε θαη επηβνιή αθξαίσλ ζέζεσλ 

εζλνθεληξηζκνχ θαη ζξεζθεπηηθήο νκνηνκνξθίαο θάηη πνπ δελ κπνξεί λ‘ 

αλαιπζεί ζηελ παξνχζα εξγαζία (Π.΢. 2000, ΓΔΔΠ΢, 2001, 

Φξαγθνπδάθε,1997, Ννχηζνο, 1983). 

Β. Οη πξναλαθεξζείζεο αξρέο ησλ ζθνπψλ ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Ηζηνξίαο 

ηζρχνπλ γηα ηα πεξηζζφηεξα ζρνιεία ηεο επηθξάηεηαο ρσξίο λα 

επηδέρνληαη ακθηζβεηήζεηο. Ηζρχνπλ αθφκα θαη γηα θείλα ηα ζρνιεία ζηα 

νπνία θνηηνχλ παηδηά αιινδαπψλ ή γισζζηθψλ κεηνλνηήησλ φπσο νη 

Ρνκά κεξηθά απφ ηα νπνία νλνκάζηεθαλ θαη βάζεη λφκνπ 

Γηαπνιηηηζκηθά φπσο θαη ην 3
ν
 Γεκνηηθφ ΢ρνιείν Μελεκέλεο. 

Ζ δηδαθηηθή παξέκβαζε κε ηνλ ηξφπν πνπ ζρεδηάζηεθε θαη πινπνηήζεθε 

έδσζε αθνξκή λα εθδεισζνχλ:  

1) ΢πκπεξηθνξέο θξηηηθήο πξνζέγγηζεο θαηά ηε δηεξεχλεζε ηνπ ηζηνξηθνχ 

ρξφλνπ πνπ έδεζε ε Τπαηία. 
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2) Να εθδεισζνχλ ζπκπεξηθνξέο ζπλεξγαζίαο αλάκεζα ζε παηδηά Ρνκά 

θαη κε Ρνκά θαη φια λα έρνπλ ηελ επθαηξία λα αλαιάβνπλ πξσηνβνπιία 

θαη λα παξνπζηάζνπλ δηθά ηνπο θείκελα φπσο απηά αμηνιφγεζαλ ηελ 

πεξίνδν. 

3) Σέζεθαλ νη βάζεηο γηα κηα γλσξηκία θαιχηεξε κεηαμχ ησλ παηδηψλ ησλ 

δχν ηάμεσλ κε πξννπηηθή ζπλεξγαζίαο θαη ζε άιιεο ζεκαηηθέο ελφηεηεο, 

θάηη πνπ ζα ζπκβάιιεη ζηελ έληαμε ησλ παηδηψλ ηνπ 

πξνπαξαζθεπαζηηθνχ ηκήκαηνο ζηηο θαλνληθέο ηάμεηο. 

Σέινο σο γεληθή παξαηήξεζε ε αμηνπνίεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ηζηνξηθνχ 

παξαδείγκαηνο ηεο Τπαηίαο ηεο γεσκεηξηθήο έδσζε ζ‘ φινπο καο ηε 

δπλαηφηεηα λα εθθξαζηνχκε δεκηνπξγηθά θάηη πνπ απνηέιεζε ζπλδεηηθφ 

θξίθν θαη δηακφξθσζε ζρέζεηο αλάκεζα ζηα παηδηά ησλ δχν ηάμεσλ θαη 

ζηνπο εθπαηδεπηηθνχο. 
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Υξεζηκνπνηώληαο έλα ηζηνξηθό πξόβιεκα ησλ καζεκαηηθώλ 

σο επίθεληξν καζεκαηηθήο δξαζηεξηόηεηαο ζε κηα ηάμε ηνπ 

Γεκνηηθνύ ζρνιείνπ 

 

 

Γεκήηξεο Υαζάπεο & Μαξία Κνηζαθώζηα  
Παηδαγσγηθφ Σκήκα Γεκνηηθήο Δθπαίδεπζεο  

& 1
ν
 Πεηξακαηηθφ Γεκνηηθφ ΢ρνιείν Α.Π.Θ. 

 

 

Θεωξεηηθή αθεηεξία 

Αλ ζεσξήζνπκε ηε καζεκαηηθή γλψζε σο πξντφλ κηαο δηεξεπλεηηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο ε νπνία επηδηψθεη κηα δηαξθψο βειηηνχκελε θαηαλφεζε ηεο 

πξαγκαηηθφηεηαο, θαη φρη σο έλα ζηαζεξφ ζχλνιν θαζηεξσκέλσλ 

ζπκπεξαζκάησλ  (Davis and Hersh 1980,  Lakatos 1976, Tymoczkco 1986), 

ηφηε νθείινπκε λα πξνζεγγίζνπκε ηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ σο κηα 

γελεζηνπξγφ δηαδηθαζία θαηαζθεπήο λνεκάησλ, πνπ ζπγθξνηνχληαη απφ ηνλ 

θάζε άλζξσπν πξνζσπηθά κέζα ζε ηζηνξηθά φκσο δηακνξθσκέλν θαη 

θνηλσληθά θαζηεξσκέλν πιαίζην.  

Ζ δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ επνκέλσο, σο κηα θνηλσληθά νξγαλσκέλε 

δξαζηεξηφηεηα κάζεζεο νθείιεη λα παξέρεη ηελ αλαγθαία ππνζηήξημε ζηηο 

πξνζσπηθέο δηεξεπλήζεηο ησλ καζεηψλ θαη καζεηξηψλ, δεκηνπξγψληαο 

θαηαζηάζεηο κάζεζεο πνπ ππνθηλνχλ ακθηβνιίεο θαη παξέρνπλ εκπεηξίεο 

αλάπηπμεο καζεκαηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ. 

Με αθεηεξία πξνβιεκαηηζκνχο πνπ αλαπηχζζνληαη ζην πιαίζην απηφ γηα 

ηε καζεκαηηθή γλψζε θαη ηε δηδαζθαιία ηεο θαη ζηφρν κηα καζεκαηηθή 

εθπαίδεπζε ε νπνία πέξα απφ ηελ εθκάζεζε γλψζεσλ θαη ηερληθψλ 

επηδηψθεη ηελ αλάπηπμε λνεηηθψλ δεμηνηήησλ απφ ην ζχλνιν ησλ καζεηψλ 

θαη καζεηξηψλ, αλαδεηθλχεηαη ηα ηειεπηαία ρξφληα ε πξφηαζε κηαο λέαο 

δηδαθηηθήο πξαθηηθήο γηα ηα καζεκαηηθά, ε νπνία βαζίδεηαη ζε 

δξαζηεξηφηεηεο ‗δηεξεχλεζεο‘ (Greenes 1996, Lerman 1989).  
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Οη δξαζηεξηφηεηεο ‗δηεξεχλεζεο‘ αλαπηχζζνληαη κε επίθεληξν 

πξνβιεκαηηθέο θαηαζηάζεηο, νη νπνίεο πξνθαινχλ ην ελδηαθέξνλ, εμάπηνπλ 

ηελ πεξηέξγεηα θαη θηλεηνπνηνχλ ηελ πξνζνρή ησλ παηδηψλ. Έρνπλ πνιιά 

θνηλά ζηνηρεία αιιά θαη νπζηψδεηο δηαθνξέο  κε ηηο ηππηθέο θαηαζηάζεηο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ κε θπξίαξρε εθείλε ησλ δηαθνξεηηθψλ ζηφρσλ. Οη 

ηππηθέο καζεκαηηθέο θαηαζηάζεηο επίιπζεο πξνβιεκάησλ ζηνρεχνπλ 

πξψηηζηα ζηελ εμνηθείσζε ησλ παηδηψλ κε ηε καζεκαηηθή γλψζε θαη ζηελ 

αλάπηπμε ηθαλνηήησλ εθαξκνγήο ηεο γηα ηελ επίιπζε καζεκαηηθψλ θαη κε 

πξνβιεκάησλ, ελψ νη δξαζηεξηφηεηεο "δηεξεχλεζεο" επηδηψθνπλ ηελ 

αλάπηπμε ηεο ινγηθήο ζθέςεο, ηνπ επηζηεκνληθνχ πλεχκαηνο θαη ησλ 

ηθαλνηήησλ επηθνηλσλίαο κεηαμχ ησλ παηδηψλ. 

΢ηε βάζε απηή, ε δηαηχπσζε θαη ν έιεγρνο ππνζέζεσλ θαη εηθαζηψλ 

απνηειεί ζπζηαηηθφ ζηνηρείν θάζε δξαζηεξηφηεηαο δηεξεχλεζεο θαη σο 

πξναπαηηνχκελν ή παξάγσγφ ησλ δηαδηθαζηψλ απηψλ, ε νξγάλσζε θαη 

εξκελεία ησλ δεδνκέλσλ θαη απαηηνχκελσλ ζηνηρείσλ κε ηελ αλάπηπμε 

ινγηθψλ ζπιινγηζκψλ θαη ηελ αμηνπνίεζε καζεκαηηθψλ γλψζεσλ θαη 

ηερληθψλ ζπληζηνχλ βαζηθέο δηαζηάζεηο ηεο.  

Ζ νκαδηθή εξγαζία θαη ν δηάινγνο γηα ηελ αληαιιαγή ζθέςεσλ, απφςεσλ 

θαη ηδεψλ απνηειεί ην αλαγθαίν πιαίζην αλάπηπμεο κηαο δξαζηεξηφηεηαο κε 

ηα ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξναλαθέξζεθαλ. Σν πιαίζην απηφ δηακνξθψλεη 

έλα απφ ηα παηδαγσγηθά πιενλεθηήκαηα ησλ δξαζηεξηνηήησλ δηεξεχλεζεο, 

δεδνκέλνπ φηη επηηξέπεη θαη ελζαξξχλεη ηε ζπκκεηνρή φισλ ησλ παηδηψλ 

κηαο ζρνιηθήο ηάμεο ζηα δηάθνξα επίπεδα αλάπηπμεο ηεο δξαζηεξηφηεηαο, 

αλεμάξηεηα απφ ηηο δηαθνξέο ηνπο ζην επίπεδν θαηάθηεζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ θαη δεμηνηήησλ.    

 

Έλα ηζηνξηθό πξόβιεκα ησλ καζεκαηηθώλ σο επίθεληξν κηαο 

δξαζηεξηόηεηαο δηεξεύλεζεο 

Ζ δξαζηεξηφηεηα "δηεξεχλεζεο" πνπ πεξηγξάθεηαη εδψ αλαπηχρζεθε ζηελ 

΢Σ‘ ηάμε ηνπ 1
νπ

 Πεηξακαηηθνχ Γεκνηηθνχ ΢ρνιείνπ ηνπ Α.Π.Θ. κε 

επίθεληξν έλα απφ ηα ηζηνξηθά πξνβιήκαηα ησλ καζεκαηηθψλ, γλσζηφ σο 

‗Πξφβιεκα ησλ Δπηά Γεθπξψλ ηνπ Καίληγζκπεξγθ‘. ΢χκθσλα κε ηνπο 

ηζηνξηθνχο ησλ καζεκαηηθψλ, ην πξφβιεκα απηφ απαζρφιεζε ηνλ 

Λένλαξλη ΋υιεξ ην 1735 θαη ε ιχζε ηνπ απνηέιεζε ηελ αθεηεξία γηα ηε 

ζεκειίσζε κηαο καζεκαηηθήο ζεσξίαο κε πνιιέο εθαξκνγέο, πνπ είλαη 

γλσζηή ζήκεξα σο ζεσξία γξαθεκάησλ. Σν Καίληγθζκπεξγθ, ηζηνξηθή 
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πφιε ηεο παιηάο Πξσζίαο, είλαη ρηηζκέλν ζηηο φρζεο ελφο πνηακνχ, θαη ζε 

δχν λεζηά πνπ ππάξρνπλ κέζα ζηνλ πνηακφ. Οη ηέζζεξεο ηνκείο ζηνπο 

νπνίνπο ρσξίδεηαη ε πφιε, νη δχν φρζεο ηνπ πνηακνχ θαη ηα δχν λεζηά, 

ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε επηά γέθπξεο, φπσο ζρεκαηηθά απεηθνλίδεηαη 

ζην δηάγξακκα 1. 

Γηάγξ.  1 

Σν δεηνχκελν είλαη κηα ζπλερήο δηαδξνκή ε νπνία ζα πεξλάεη απφ φιεο ηηο 

γέθπξεο, αιιά κηα κφλν θνξά απφ θάζε γέθπξα. Ο ΋υιεξ απέδεημε, φηη κηα 

ηέηνηα δηαδξνκή είλαη αδχλαηε
1
. 

Σν πξφβιεκα παξνπζηάζηεθε ζηα παηδηά απφ ηε δαζθάια ηνπο (θαη 

εηζεγήηξηα εδψ) σο αθήγεζε ελφο κπζηεξίνπ πνπ ηέζεθε απφ κηα παξέα 

πεξηπαηεηψλ ζηνλ θχξην Λενλάξδν ΋υιεξ θαηά ηελ επίζθεςή ηνπ ζηελ 

πφιε ηνπ Καίληγθζκπεξγθ θαη ε δξαζηεξηφηεηα δηεξεχλεζήο ηνπ 

αλαπηχρζεθε ζηε δηάξθεηα κηαο δηδαθηηθήο ψξαο. Σα παηδηά είραλ ζηε 

δηάζεζε ηνπο αληίηππα ζπγθεθξηκέλσλ παξαιιαγψλ ηνπ ζρεδηαγξάκκαηνο 

ηεο πφιεο, πνπ παξνπζηάδνληαη παξαθάησ θαηά ηελ παξνπζίαζε ζηνηρείσλ 

ηεο δξαζηεξηφηεηαο. Ο ξφινο ηεο δαζθάιαο εληνπίζηεθε ζην ζπληνληζκφ 

ηεο ζπδήηεζεο θαη έκκεζα, κέζα απφ απηφλ ζηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ησλ 

λνεηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ ησλ παηδηψλ, ζηελ θαηεχζπλζε ηεο δηαηχπσζεο 

εξσηήζεσλ θαη ζπκπεξαζκάησλ, ηα νπνία επηηξέπνπλ ηελ αλάπηπμε ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο ζε πξνζρεδηαζκέλεο θαη παηδαγσγηθά επηδησθφκελεο 

θαηεπζχλζεηο. 

Οη δηάινγνη πνπ αλαπηχρζεθαλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηφηεηαο 

ερνγξαθήζεθαλ θαη ζπζρεηίζζεθαλ κε ηα ζρέδηα ησλ παηδηψλ πνπ 

απνηχπσλαλ ηνπο ειέγρνπο ησλ εηθαζηψλ ηνπο θαηά ηα δηάθνξα ζηάδηα 

εμέιημεο ηεο δηεξεχλεζεο. 

Ζ αλάπηπμε ηεο δξαζηεξηφηεηαο δηεξεχλεζεο ηνπ ‗πξνβιήκαηνο ησλ 

γεθπξψλ ηνπ Καίληγθζκπεξγθ‘ θιηκαθψζεθε ζε ηξεηο θάζεηο, θαζεκηά απφ 

ηηο νπνίεο ραξαθηεξίζηεθε απφ δηαθνξεηηθά εξσηήκαηα θαη θαηά ζπλέπεηα 

απφ δηαθνξεηηθνχο ζηφρνπο θαη δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πξνζέγγηζεο 

ηνπο.  
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΢ηελ πξψηε θάζε ηίζεηαη αξρηθά ην εξψηεκα: ‗Τπάξρεη κηα δηαδξνκή, ε 

νπνία πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο ηεο πφιεο, αιιά απφ θάζε γέθπξα κηα 

κφλν θνξά;‘. ΢ηε ζπλέρεηα ην εξψηεκα απηφ ζπκπιεξψλεηαη κε έλα 

δεχηεξν εξψηεκα: ‗Έρεη ζεκαζία γηα ηελ χπαξμε ή κε ηεο δεηνχκελεο 

δηαδξνκήο ην ζεκείν εθθίλεζεο;‘ ‗Μήπσο δειαδή ππάξρεη θαη άξα κπνξεί 

λα βξεζεί κηα ηέηνηα δηαδξνκή εάλ μεθηλάεη απφ κηα ζπγθεθξηκέλε φρζε ηνπ 

πνηακνχ ή απφ έλα ζπγθεθξηκέλν λεζάθη;‘ 

΢ηε δεχηεξε θάζε αλάπηπμεο ηεο δξαζηεξηφηεηαο θαη κε δεδνκέλεο ηηο 

αξλεηηθέο απαληήζεηο ζηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα ηίζεηαη έλα πην 

ζπγθεθξηκέλν εξψηεκα, ην νπνίν πξνζαλαηνιίδεη ηε δξαζηεξηφηεηα 

δηεξεχλεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο φρη κφλν ζε κηα απάληεζε, αιιά παξάιιεια 

θαη ζε κηα αηηηνιφγεζε ηεο απάληεζεο: ‗Γηα ηελ χπαξμε ή κε ηεο 

δεηνχκελεο δηαδξνκήο έρεη ζεκαζία ν αξηζκφο ησλ γεθπξψλ;‘ ΢ηε ζπλέρεηα  

θαη κε δεδνκέλε ηε ζεηηθή απάληεζε, ην εξψηεκα απηφ πξνζαλαηνιίδεηαη 

ζην εξψηεκα ηνπ αξηζκνχ ησλ γεθπξψλ πνπ ζπλδένπλ ηηο φρζεο θαη ηα 

λεζάθηα ηνπ πνηακνχ: ‗Γηα ηελ χπαξμε ή κε ηεο δεηνχκελεο δηαδξνκήο έρεη 

ζεκαζία ν αξηζκφο ησλ γεθπξψλ ζπλνιηθά ή νη επηκέξνπο αξηζκνί ησλ 

γεθπξψλ πνπ ζπλδένπλ θάζε φρζε ηνπ πνηακνχ θαη θάζε λεζάθη;‘ 

΢ηελ ηξίηε θάζε ε αλάπηπμεο ηε δξαζηεξηφηεηαο  πξνζαλαηνιίδεηαη άκεζα 

ζηελ ηειηθή απάληεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ γεθπξψλ ηνπ Καίληγζκπεξγθ: 

Μία δηαδξνκή, φπσο ε δεηνχκελε, είλαη δπλαηή κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 

δχν ην πνιχ ηνκείο ηεο πφιεο (δχν φρζεο, δχν λεζάθηα ή κηα φρζε θαη έλα 

λεζάθη) ζπλδένληαη κε ηνπο άιινπο κε πεξηηηφ αξηζκφ γεθπξψλ, ρσξίο λα 

έρεη θακία ζεκαζία νχηε ν αξηζκφο ησλ ηνκέσλ ηεο πφιεο πνπ ζπλδένληαη 

κε ηνπο άιινπο κε άξηην αξηζκφ γεθπξψλ νχηε ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ 

γεθπξψλ ηεο πφιεο. Ζ ιχζε εθηέζεθε ζηα παηδηά, αθνχ δεκηνπξγήζεθε ην 

θαηάιιειν πιαίζην εξσηεκάησλ, σο ε ιχζε ηνπ κπζηεξίνπ πνπ 

επηηεχρζεθε απφ ηνλ θχξην Λενλάξδν ΋υιεξ, πνιιά ρξφληα πξηλ απφ ηηο 

κέξεο καο. 

Υαξαθηεξηζηηθά δεδνκέλα ηεο δξαζηεξηφηεηαο ησλ παηδηψλ ζε θάζε θάζε 

αλάπηπμεο ηεο δηεξεχλεζεο ηνπ ‗πξνβιήκαηνο ησλ γεθπξψλ ηνπ 

Καίληγθζκπεξγθ‘ εθηίζεληαη θαη ζρνιηάδνληαη ζπλνπηηθά ζηα επφκελα.  
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Παξνπζίαζε επηιεγκέλσλ ζηνηρείσλ από ηελ αλάπηπμε ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο ζε κηα ηάμε ηνπ Γεκνηηθνύ ζρνιείνπ 

΢ε πξψηε θάζε, ηα παηδηά αληηκεηψπηζαλ ην αξρηθφ εξψηεκα ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο γηα ηελ χπαξμε κηα δηαδξνκήο, ε νπνία λα πεξλάεη απφ 

φιεο ηηο γέθπξεο ηεο πφιεο, αιιά απφ θάζε γέθπξα κηα κφλν θνξά, έρνληαο 

ζηε δηάζεζε ηνπο ην ζρεδηάγξακκα ηεο πφιεο (δηάγξακκα 1). ΢ηε θάζε 

απηή, ηα παηδηά επηρείξεζαλ λα βξνπλ κηα δηαδξνκή μεθηλψληαο απφ 

δηάθνξα ζεκεία θαη ζε κεξηθέο απφ ηηο πξνζπάζεηεο ηνπο ράξαμαλ 

δηαδξνκέο, νη νπνίεο πεξλνχζαλ απφ κηα γέθπξα δχν θνξέο ή θαη δηέζρηδαλ 

ην πνηάκη ζηελ πξνζπάζεηα ηνπο λα πεξάζνπλ απ' φιεο ηηο γέθπξεο. Οη 

απφπεηξεο ησλ παηδηψλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζηε θάζε απηή 

θαίλεηαη λα θπξηαξρνχληαη απφ ηελ πξνηεξαηφηεηα ηνπ ζηφρνπ λα βξνπλ κηα 

δηαδξνκή ε νπνία λα πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο, κε ζπλέπεηα πνιιέο 

θνξέο λα παξαβιέπνπλ ηνπο φξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, νη νπνίνη απαηηνχζαλ 

ε δηαδξνκή απηή λα πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο αιιά απφ θάζε γέθπξα 

κηα κφλν θνξά. ΢ηα δηαγξάκκαηα 2 θαη 3 απεηθνλίδνληαη δχν ηέηνηεο 

ραξαθηεξηζηηθέο πξνζπάζεηεο ησλ παηδηψλ. 

Γηάγξ. 2     Γηάγξ. 3 

 

Μεηά απφ αιιεπάιιειεο δνθηκέο θαη ιάζε, ηα νπνία επηζεκαίλνληαλ απφ ηα 

ίδηα ηα παηδηά ή θαη ηε δαζθάια, φια ηα παηδηά ζπκθψλεζαλ κεηαμχ ηνπο 

θαη θαηέιεμαλ ζην ζπκπέξαζκα, φηη δελ κπνξνχλ λα βξνπλ κηα δηαδξνκή 

ζχκθσλα κε ηνπο φξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο, ρσξίο φκσο λα κπνξνχλ θαη λα 

δηθαηνινγήζνπλ απηή ηελ αδπλακία.  

΢ην επφκελν βήκα αλάπηπμεο ηεο δξαζηεξηφηεηαο, ηα παηδηά 

πξνζαλαηνιίζηεθαλ ζην εξψηεκα ηεο αθεηεξίαο ηεο δηαδξνκήο θαη ηέζεθαλ 

άκεζα απφ ηε δαζθάια ηα ζπλαθή εξσηήκαηα: Μήπσο ε χπαξμε κηαο 
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δηαδξνκήο εμαξηάηαη απφ ηελ αθεηεξία ηεο; Ση γίλεηαη αλ ε δηαδξνκή 

μεθηλάεη απφ ηε κηα ή ηελ άιιε φρζε ηνπ πνηακνχ, απφ ην κεγάιν ή απφ ην 

κηθξφ λεζάθη;  

΢πζηεκαηνπνηψληαο ηψξα ηηο πξνζπάζεηεο ηνπο λα βξνπλ κηα δηαδξνκή, 

φπσο ε δεηνχκελε, μεθηλψληαο θάζε θνξά απφ δηαθνξεηηθή αθεηεξία θαη 

εμαληιψληαο φιεο ηηο δπλαηέο αθεηεξίεο κηαο δηαδξνκήο (πάλσ ή θάησ φρζε 

ηνπ πνηακνχ, κηθξφ ή κεγάιν λεζί) ηα παηδηά εληνπίδνπλ θαη ζέηνπλ ην 

πξφβιεκα ηνπ αξηζκνχ ησλ γεθπξψλ, απφ δηαθνξεηηθέο βέβαηα νπηηθέο θαη 

κε δηάθνξεο δηαηππψζεηο, φπσο νη αθφινπζεο: 

Γαζθάια: Βξήθαηε κηα δηαδξνκή; 

Γαλάε: Όρη, δελ βξήθακε, γηαηί έπξεπε……(ζθέθηεηαη γηα ιίγν)…..κφλν έμη 

γέθπξεο κπνξνχκε λα πεξάζνπκε γηαηί κία πεξηζζεχεη πάληα. 

Γηψξγνο Κ.: Δγψ δελ βξήθα θάηη. Γηαηί φπσο είπε θαη ε Γαλάε, πάληα, φπσο 

θαη λα θάλεηο κηα δηαδξνκή, κέλεη κηα γέθπξα, ζηελ νπνία γηα λα 

παο, ρξεηάδεηαη λα πεξάζεηο δηπιή θνξά απφ άιιε. 

΢ηε ζπδήηεζε πνπ αθνινπζεί, κεξηθά παηδηά δηαηππψλνπλ ην πξφβιεκα ηνπ 

αξηζκνχ ησλ γεθπξψλ πην ζπγθεθξηκέλα, ελψ άιια παηδηά απιψο 

πξνβιεκαηίδνληαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ γεθπξψλ:  

Αιέμαλδξνο: Ννκίδσ φηη αλ ζβήλακε κηα νπνηαδήπνηε γέθπξα απ‟ φιεο απηέο 

πνπ ππάξρνπλ, ζα κπνξνχζακε λα ηηο πεξάζνπκε φιεο. 

Γαζθάια: Μάιηζηα, δειαδή πνην είλαη ην πξφβιεκα; 

Ακίλ: Όηη ν αξηζκφο απφ ηηο γέθπξεο δελ είλαη δπγφο. 

Γηψξγνο: Γελ έρεη ζρέζε πνπ ν αξηζκφο δελ είλαη δπγφο, γηαηί θαη δπγφο λα 

ήηαλ δελ είλαη πάληα ζίγνπξν φηη κπνξνχκε λα πεξάζνπκε φιεο ηηο 

γέθπξεο….. Αλ είλαη δέθα γέθπξεο, αο πνχκε, πάιη δελ ζα 

κπνξνχζακε λα ηηο πεξάζνπκε. 

Αμηνπνηψληαο ηνπο πξνβιεκαηηζκνχο ησλ παηδηψλ γηα ηνλ αξηζκφ ησλ 

γεθπξψλ σο ιφγνπ γηα ηνλ νπνίν δελ ππάξρεη κηα δηαδξνκή φπσο ε 

δεηνχκελε, δίλεηαη ζηα παηδηά έλα ζρεδηάγξακκα, φπνπ ππάξρνπλ έμη αληί 

εθηά γέθπξεο θαη εηζάγνληαη ζηε δεχηεξε θάζε αλάπηπμε ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο (δηάγξακκα 4).  
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Γηάγξ. 4 

 

Τπάξρεη ηψξα κηα δηαδξνκή πνπ λα πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο, αιιά απφ 

θάζε γέθπξα κία κφλν θνξά; Σα παηδηά εληνπίδνπλ ακέζσο κηα ηέηνηα 

δηαδξνκή. Ξεθηλάεη απφ ηελ πάλσ (17/23 παηδηά) ή ηελ θάησ φρζε ηνπ 

πνηακνχ (6/23 παηδηά) θαη κε δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο γηα ηε δηάβαζε ησλ 

γεθπξψλ θαηαιήγεη αληίζηνηρα ζηελ θάησ ή ζηελ πάλσ φρζε ηνπ πνηακνχ.  

΢ηε ζπδήηεζε πνπ αθνινπζεί ηίζεηαη απφ ηε δαζθάια ην δήηεκα ησλ 

ζεκείσλ εθθίλεζεο θαη θαηάιεμεο ησλ δηαδξνκψλ πνπ βξήθαλ ηα παηδηά 

θαη δηαπηζηψλεηαη φηη φιεο νη δηαδξνκέο ηνπο μεθηλνχλ ή απφ ηελ πάλσ φρζε 

θαη θαηαιήγνπλ ζηελ θάησ, ή απφ ηελ θάησ θαη θαηαιήγνπλ ζηελ πάλσ 

φρζε ηνπ πνηακνχ. Εεηείηαη λα βξεζεί κηα δηαδξνκή πνπ λα μεθηλάεη απφ ην 

κεγάιν ή ην κηθξφ λεζάθη ηνπ πνηακνχ.  

Αθνχ δνθηκάζνπλ δηάθνξεο δηαδξνκέο ηα παηδηά θαηαιήγνπλ θαη 

δηαηππψλνπλ ην ζπκπέξαζκα φηη δελ ππάξρεη κηα ηέηνηα δηαδξνκή:  

Αιέμαλδξνο Γ.: Απηφ είλαη αδχλαηνλ, δε γίλεηαη. 

Γηψξγνο Γ.: Γελ ππάξρεη θάπνηα δηαδξνκή γηα λα πάκε απφ θάζε γέθπξα κηα 

θνξά. 

Γαζθάια: ΢πκθσλείηε φινη φηη δελ ππάξρεη κηα δηαδξνκή πνπ λα μεθηλάεη 

απφ ην κεγάιν ή απφ ην κηθξφ λεζάθη ηνπ πνηακνχ; 

Μαζεηέο/ηξηεο:  Ναη … λαη  

Γαζθάια: Ση ζπκβαίλεη; Γηαηί αλ μεθηλήζνπκε απφ ηελ πάλσ ή απφ ηελ θάησ 

φρζε ηνπ πνηακνχ κπνξνχκε λα βξνχκε κηα δηαδξνκή ε νπνία λα 

πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο θαη απφ θάζε γέθπξα κηα κφλν 

θνξά,  ελψ αλ μεθηλήζνπκε απφ ην κεγάιν λεζάθη  ή απφ ην κηθξφ 

λεζάθη δελ κπνξνχκε λα βξνχκε κηα ηέηνηα δηαδξνκή; Ση 

δηαθνξεηηθφ έρνπλ νη φρζεο απφ ηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ; 
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Έηζη ηα παηδηά πξνζαλαηνιίδνληαη ζην εξψηεκα ηνπ αξηζκνχ ησλ γεθπξψλ 

πνπ ππάξρνπλ αλάκεζα ζηηο φρζεο θαη ηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ θαη ζηε 

ζεκαζία ησλ αξηζκψλ απηψλ γηα ηελ χπαξμε ή κε ηεο δεηνχκελεο 

δηαδξνκήο. 

Οη απαληήζεηο ησλ παηδηψλ ζην εξψηεκα απηφ δηαθξίλνληαη ζε δχν 

θαηεγνξίεο. Ζ κηα θαηεγνξία απαληήζεσλ εληνπίδεη σο δηαθνξά ηνλ αξηζκφ 

ησλ γεθπξψλ αλάκεζα ζηηο φρζεο θαη ζηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ: θάζε 

λεζάθη έρεη 2 ή 4 γέθπξεο, ελψ θάζε φρζε έρεη 3 γέθπξεο. Ζ άιιε 

θαηεγνξία απαληήζεσλ ησλ παηδηψλ εληνπίδεη σο δηαθνξά ηε ζέζε ησλ 

γεθπξψλ θαη ζηε κε χπαξμε κηαο γέθπξαο αλάκεζα ζηα δχν λεζάθηα ηνπ 

πνηακνχ: 

Ζιίαο: Σα λεζάθηα δελ ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο, ελψ νη φρζεο ζπλδένληαη κε 

ηα λεζάθηα. 

Ζ ζπδήηεζε επηθεληξψλεηαη ζηε δηεξεχλεζε ηνπ εξσηήκαηνο ηεο δηάηαμεο 

ησλ έμη γεθπξψλ αλάκεζα ζηηο φρζεο θαη ζηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ. Γίλεηαη 

ζηα παηδηά έλα ζρεδηάγξακκα, φπνπ νη έμη γέθπξεο έρνπλ δηαθνξεηηθή 

δηάηαμε αλάκεζα ζηηο φρζεο θαη ζηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ θαη ππάξρεη κηα 

γέθπξα αλάκεζα ζηα δχν λεζάθηα (δηάγξακκα 5).  

Γηάγξ. 5 

 

Με απηή ηε δηάηαμε ησλ έμη γεθπξψλ ππάξρεη ηψξα κηα δηαδξνκή πνπ λα 

πεξλάεη απφ φιεο ηηο γέθπξεο, αιιά απφ θάζε γέθπξα κία κφλν θνξά; Σα 

παηδηά κεηά απφ κεξηθέο πξνζπάζεηεο εληνπίδνπλ κηα ηέηνηα δηαδξνκή. 

Ξεθηλάεη απφ ηελ πάλσ φρζε ηνπ πνηακνχ θαη κε δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο 

γηα ηε δηάβαζε ησλ γεθπξψλ θαηαιήγεη ζην κεγάιν λεζάθη (18/23 παηδηά) ή 

αληίζηξνθα (5/23 παηδηά). 
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Σίζεηαη μαλά απφ ηε δαζθάια θαη ζπδεηείηαη ην δήηεκα ησλ ζεκείσλ 

εθθίλεζεο θαη θαηάιεμεο ησλ δηαδξνκψλ πνπ βξήθαλ ηα παηδηά θαη θαηά 

ζπλέπεηα ησλ δηαθνξψλ πνπ ππάξρνπλ αλάκεζα ζηελ πάλσ φρζε ηνπ 

πνηακνχ θαη ην κεγάιν λεζάθη ζε ζχγθξηζε κε ηελ θάησ φρζε θαη ην κηθξφ 

λεζάθη. 

΋ια ηα παηδηά εληνπίδνπλ ηψξα θαη εθθξάδνπλ κε δηάθνξεο δηαηππψζεηο σο 

βαζηθή δηαθνξά ηνλ αξηζκφ ησλ γεθπξψλ πνπ έρεη ε θάζε φρζε ηνπ 

πνηακνχ θαη ην θάζε λεζί: Ζ πάλσ φρζε ηνπ πνηακνχ έρεη 3 γέθπξεο, ην 

κεγάιν λεζάθη 5 γέθπξεο, ελψ ε θάησ φρζε ηνπ πνηακνχ έρεη 2 γέθπξεο θαη 

ην κηθξφ λεζάθη έρεη 2 γέθπξεο. 

Μεηά απφ ζπδήηεζε πνπ θαηεπζχλεηαη απφ ηε δαζθάια γηα ηηο νκνηφηεηεο 

θαη ηηο δηαθνξέο ησλ δηαδξνκψλ πνπ βξήθαλ ηα παηδηά ζηηο δχν 

δηαθνξεηηθέο δηαηάμεηο ησλ έμη γεθπξψλ αλάκεζα ζηηο φρζεο ηνπ πνηακνχ 

θαη ζηα λεζάθηα (δηαγξάκκαηα 4 θαη 5), φια ηα παηδηά θαηαιήγνπλ ζην 

ζπκπέξαζκα φηη απηφ πνπ έρεη ζεκαζία είλαη ν αξηζκφο ησλ γεθπξψλ πνπ 

ππάξρεη ζηελ θαζεκία φρζε ηνπ πνηακνχ θαη ζην θαζέλα λεζάθη απφ ηα 

νπνία μεθηλάεη θαη ζηα νπνία θαηαιήγεη θάζε δηαδξνκή.  

Σα πεξηζζφηεξα παηδηά δηαηππψλνπλ ην ζπκπέξαζκα απηφ εληειψο εηδηθά 

θαη κε βάζε ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα: 

…….. : μεθηλάσ απφ κέξνο πνπ έρεη 3 ή 5 γέθπξεο θαη φρη 2 ή 4 γέθπξεο… 

ελψ δχν παηδηά κεηά απφ πξνηξνπή ηεο δαζθάιαο γεληθεχνπλ: 

΢ηαχξνο: Γηα λα βξσ κηα δηαδξνκή πξέπεη λα μεθηλάσ απφ κηα φρζε, πνπ έρεη 

κνλφ αξηζκφ γεθπξψλ ή απφ έλα λεζί πνπ έρεη κνλφ αξηζκφ γεθπξψλ. 

Γαζθάια: Καη πνχ λα ηειεηψλεη ε δηαδξνκή κνπ; 

Αιέμαλδξνο: ΢ε κηα φρζε, πνπ έρεη πάιη κνλφ αξηζκφ γεθπξψλ ή ζε έλα λεζί 

πνπ έρεη κνλφ αξηζκφ γεθπξψλ. 

………………………………………………………………………………………… 

Ακίλ: Πξέπεη απφ θεη πνπ μεθηλάκε θαη εθεί πνπ ηειεηψλνπκε λα είλαη κνλφο 

αξηζκφο γεθπξψλ. 

………………………………………………………………………………………… 

Με βάζε ην ζπκπέξαζκα απηφ ηα παηδηά εηζάγνληαη ζηελ ηειηθή θάζε 

αλάπηπμε ηεο δξαζηεξηφηεηαο. Ζ δαζθάια κνηξάδεη ην αξρηθφ 

ζρεδηάγξακκα ησλ γεθπξψλ ηεο πφιεο ηνπ Καίληγθζκπεξγθ (δηάγξακκα 1), 
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ζέηεη μαλά ην αξρηθφ εξψηεκα θαη δεηάεη απφ ηα παηδηά λα βξνπλ κηα 

εμήγεζε: Γηαηί δελ κπνξνχκε λα βξνχκε κηα δηαδξνκή, ε νπνία λα πεξλάεη 

απφ φιεο ηηο γέθπξεο ηεο πφιεο, αιιά απφ θάζε γέθπξα κηα κφλν θνξά, 

αθνχ ππάξρνπλ ζεκεία κε κνλφ αξηζκφ γεθπξψλ γηα λα μεθηλήζνπκε θαη λα 

ηεξκαηίζνπκε ηε δηαδξνκή καο; 

Σα παηδηά πξνβιεκαηίδνληαη θαη πεηξακαηίδνληαη μαλά κε δηάθνξεο 

δηαδξνκέο, αδπλαηνχλ φκσο λα δηαηππψζνπλ κηα εμήγεζε γηα ηελ αδπλακία 

ηνπο λα βξνπλ κηα δηαδξνκή, φπσο ε δεηνχκελε. Με εμαίξεζε δχν παηδηά, 

ηα νπνία εληνπίδνπλ θαη δηαηππψλνπλ κηα εμήγεζε:  

Υξπζάλζε: Γελ κπνξνχκε λα βξνχκε κηα δηαδξνκή γηαηί παληνχ ππάξρεη 

κνλφο αξηζκφο γεθπξψλ. 

Γηψξγνο: Ναη, γηαηί, θπξία, ηψξα έρνπκε πνιιέο αξρέο γηα λα αξρίζνπκε κηα 

δηαδξνκή θαη έρνπκε θαη πνιιά ζεκεία γηα λα ηειεηψζνπκε θαη δελ 

μέξνπκε πνην λα δηαιέμνπκε. 

Αμηνπνηψληαο απηέο ηηο εμεγήζεηο ησλ παηδηψλ, ε δαζθάια εθζέηεη ηε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ γεθπξψλ ηνπ Καίληγζκπεξγθ θαη αλαθέξεη ζηα παηδηά 

φηη επηηεχρζεθε απφ ηνλ θχξην Λενλάξδν ΋υιεξ πνιιά ρξφληα πξηλ απφ ηηο 

κέξεο καο: Μία δηαδξνκή, φπσο ε δεηνχκελε, είλαη δπλαηή κφλν ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ην πνιχ δχν ηνκείο ηεο πφιεο (δχν φρζεο, δχν λεζάθηα ή κηα 

φρζε θαη έλα λεζάθη) ζπλδένληαη κε ηνπο άιινπο κε πεξηηηφ αξηζκφ 

γεθπξψλ. Ο αξηζκφο ησλ ηνκέσλ ηεο πφιεο πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο άιινπο 

κε άξηην αξηζκφ γεθπξψλ, φπσο θαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ γεθπξψλ ηεο 

πφιεο δελ έρνπλ θακία ζεκαζία γηα ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Μεηά απφ απηφ, δίλνληαη ζηα παηδηά ζρεδηαγξάκκαηα, ζηα νπνία ππάξρνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ επηά γέθπξεο θαη ζε δηάθνξεο δηαηάμεηο αλάκεζα ζηηο 

φρζεο θαη ζηα λεζάθηα ηνπ πνηακνχ ηεο πφιεο ηνπ Καίληγζκπεξγθ, ζηα 

νπνία ραξάδνληαο δηάθνξεο δηαδξνκέο επηβεβαηψλνπλ ηνπο φξνπο γηα ηελ 

χπαξμε κηαο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Ζ δξαζηεξηφηεηα νινθιεξψλεηαη κε κηα ειεχζεξε ζπδήηεζε ζηελ νπνία 

ζπκκεηέρνπλ κε δσεξφ ελδηαθέξνλ φια ηα παηδηά ζρνιηάδνληαο κεηαμχ ηνπο 

ηηο δηάθνξεο δηαδξνκέο, πνπ θαηά πεξίπησζε θαη ζχκθσλα κε ηνπο φξνπο 

ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπλ ραξάμεη. Γεγνλφο, πνπ θαηά ηελ εθηίκεζε καο 

επηβεβαηψλεη ηα παηδαγσγηθά πιενλεθηήκαηα ησλ δξαζηεξηνηήησλ 

"δηεξεχλεζεο", νη νπνίεο αλαπηχζζνληαη ζηε ζρνιηθή ηάμε κε αθεηεξία θαη 

επίθεληξν ηζηνξηθά πξνβιήκαηα ησλ καζεκαηηθψλ, ηα νπνία πξνθαινχλ ην 

ελδηαθέξνλ, εμάπηνπλ ηελ πεξηέξγεηα θαη θηλεηνπνηνχλ ηελ πξνζνρή ησλ 
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παηδηψλ. Οη δξαζηεξηφηεηεο απηέο, δεκηνπξγνχλ πξνυπνζέζεηο θαη 

δηακνξθψλνπλ πιαίζηα γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ινγηθήο ζθέςεο, ηνπ 

επηζηεκνληθνχ πλεχκαηνο θαη ησλ ηθαλνηήησλ επηθνηλσλίαο κεηαμχ ησλ 

παηδηψλ. Πάλσ απφ φια ελζαξξχλνπλ θαη δελ απνθιείνπλ ηε ζπκκεηνρή 

φισλ ησλ παηδηψλ κηαο ζρνιηθήο ηάμεο ζηα δηάθνξα επίπεδα αλάπηπμεο ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ απηψλ, αλεμάξηεηα απφ ηηο δηαθνξέο ηνπο ζην επίπεδν 

θαηάθηεζεο ησλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ θαη ζηελ επρέξεηα ιφγνπ.    

 

΢εκεηώζεηο 

1 
Κάζε ηνκέαο ηεο πφιεο ζπλδέεηαη κε ηνπο άιινπο κε πεξηηηφ αξηζκφ 

γεθπξψλ (3 ή 5).  

 Έηζη θηάλνληαο ζε έλαλ ηνκέα απφ κηα γέθπξα (1), κπνξείο λα θχγεηο απφ 

κηα άιιε (2), αιιά ηελ επφκελε θνξά πνπ ζα θηάζεηο δηαζρίδνληαο ηελ 

ηξίηε γέθπξα (3) είλαη αδχλαηνλ λα μαλαθχγεηο ρσξίο λα πεξάζεηο κηα 

γέθπξα γηα δεχηεξε θνξά. Άξα θάζε ηνκέαο κπνξεί λα είλαη ην ηέινο ηεο 

δηαδξνκήο. Κάζε ηνκέαο φκσο κπνξεί λα είλαη θαη ε αξρή ηεο δηαδξνκήο, 

αθνχ μεθηλψληαο απφ εθεί κπνξείο λα θχγεηο απφ κηα γέθπξα (1), λα 

επηζηξέςεηο απφ κηα άιιε (2) θαη λα μαλαθχγεηο απφ κηα ηξίηε (3). Άξα 

θάζε ηνκέαο κε πεξηηηφ αξηζκφ γεθπξψλ κπνξεί λα είλαη ε αξρή ή ην ηέινο 

ηεο δεηνχκελεο δηαδξνκήο. Κάζε δηαδξνκή φκσο έρεη κφλν κηα αξρή θαη 

κφλν έλα ηέινο. Άξα κφλν δχν ην πνιχ ηνκείο κπνξεί λα ζπλδένληαη κε 

ηνπο άιινπο κε πεξηηηφ αξηζκφ γεθπξψλ, γεγνλφο πνπ δελ ζπκβαίλεη ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε. 
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Οθηώ δηδαθηηθέο ζπκβνπιέο ηνπ A. de Morgan ζρεηηθά κε 

ηηο δπζθνιίεο πάλσ ζηε κειέηε ησλ ζηνηρεησδώλ 

καζεκαηηθώλ
 1
 

 

 

Αλαζηάζηνο Σνθκαθίδεο 

Γξ. Μαζεκαηηθψλ – Τπνδηεπζπληήο Γηαπνιηηηζκηθνχ Γπκλαζίνπ Δπφζκνπ 

 

 

1. Δηζαγωγή 

Ο Augustus De Morgan γελλήζεθε ζηε Μαδέηξα ησλ Ηλδηψλ, ζηηο 27 

Ηνπλίνπ 1806, αιιά απ‘ ηνλ Απξίιην ηνπ 1807 κέρξη ην ζάλαηφ ηνπ, ζηηο 18 

Μαξηίνπ 1871, έδεζε ζηε Μ. Βξεηαλία. Μειεηψληαο ηε βηνγξαθία ηνπ 

επηζεκαίλνπκε ηα εμήο ζεκαληηθά γεγνλφηα ηεο δσήο ηνπ: 

1827: Απνθνηηά απφ ην Trinity College ηνπ Cambridge, 

1828: Δθιέγεηαη θαζεγεηήο Μαζεκαηηθψλ ζην London University, 

ην ζεκεξηλφ University College of London (U.C.L.), 

1831: Παξαηηείηαη απφ ην U.C.L ζ‘ έλδεημε δηακαξηπξίαο γηα ηελ 

απφιπζε ελφο ζπλαδέιθνπ ηνπ, 

1836: Δπαλαπξνζιακβάλεηαη ζην U.C.L ιφγσ ζαλάηνπ ηνπ 

αληηθαηαζηάηε ηνπ, 

1837: Παληξεχεηαη ηε Sophia-Elizabeth Frend,
2
 

1866: Παξαηηείηαη νξηζηηθά απφ ην U.C.L., ιφγσ αιιαγήο ζηάζεο ηνπ 

                                                
1
 Ζ εξγαζία πνπ αθνινπζεί βαζίδεηαη ζηελ [ΣΟΚΜΑΚΗΓΖ΢ 2002], πνπ γίλεηαη ζηα 

πιαίζηα ηνπ 4
νπ

 πξνγξάκκαηνο κεηαδηδαθηνξηθήο έξεπλαο ζηελ Διιάδα ηνπ Η.Κ.Τ., κ‘ 

επηβιέπνπζα ηε ΜΑΡΗΑ ΠΑΝΣΔΚΖ, Λέθηνξα ηνπ Σκήκαηνο Μαζεκαηηθψλ ηεο ΢ρνιήο 

Θεηηθψλ Δπηζηεκψλ ηνπ Α.Π.Θ.  

2
 ΢ην έξγν ηεο, [S. DE MORGAN 1882], φπσο θαη ζηελ πξφζθαηε δηδαθηνξηθή δηαηξηβή, 

[RICE 1997], νθείινπκε πνιιέο απφ ηηο πιεξνθνξίεο γηα ηε δσή θαη ην έξγν ηνπ. 
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ηδξχκαηνο ζην δήηεκα ηεο ζξεζθεπηηθήο νπδεηεξφηεηαο. 

Δθιέγεηαη Α‘ πξφεδξνο ηεο Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο ηνπ 

Λνλδίλνπ. 

 

Ζ εξγαζία καο πεξηνξίδεηαη ζην ―παξαδνζηαθφ, εκπεηξηθφ ζηάδην‖ 

[PYCIOR 1983] ηεο θαξηέξαο ηνπ (1828-1835), πνπ ππνδηαηξείηαη ζηηο εμήο 

δχν πεξηφδνπο, φπσο πξνθχπηεη θη απφ ηνλ πξνεγνχκελν ρξνλνινγηθφ 

πίλαθα: Σε ζεηεία ηνπ ζην U.C.L. (1828-1831) θαη ηε ―ιεπθή πεξίνδν 

(1831-1835)‖ [RICE 1997], θαηά ηε δηάξθεηα ηεο νπνίαο ν De Morgan 

δξαζηεξηνπνηήζεθε ζηα πιαίζηα ηεο Δηαηξείαο γηα ηε Γηάρπζε ηεο 

Χθέιηκεο Γλψζεο (Society for the Diffusion of Useful Knowledge, SDUK). 

΢ην πεξηνδηθφ Quarterly Journal of Education (QJE) (1831-1835) θαη ζηελ 

29-ηνκε Penny Cyclopedia (1833-1846), ηελ Δγθπθινπαίδεηα ηεο Δηαηξείαο 

απηήο, δεκνζίεπζε πάλσ απφ 700 άξζξα θη εξγαζίεο. 

Σν ελαξθηήξην κάζεκα
3
 ηνπ De Morgan ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Λνλδίλνπ, 

ζρεηηθά κε ηε κειέηε ησλ Μαζεκαηηθψλ [DE MORGAN 1828] θαη νη 

πξψηεο δεκνζηεχζεηο ηνπ ηελ πεξίνδν απηή καξηπξνχλ έλαλ άλζξσπν, πνπ 

δηαθξίλνληαλ απφ έληνλεο δηδαθηηθέο αλεζπρίεο. Έηζη, ινηπφλ, εθηφο απ‘ ηε 

ζπλεηζθνξά ηνπ ζηε ινγηθή κε ηνπο λφκνπο πνπ θέξνπλ η‘ φλνκά ηνπ θαη ηε 

δηακφξθσζε ηεο ζπκβνιηθήο άιγεβξαο θαηά ην 19
ν
 αηψλα [NOVY 1973],  

ην ελδηαθέξνλ ηνπ γηα δηάθνξα καζεκαηηθά παξάδνμα
4
 θαη ηελ αγάπε ηνπ 

γηα ηελ Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ, αμίδεη θαλείο λα ηνλ κλεκνλεχζεη θαη 

γηα ηηο δηδαθηηθέο ηνπ πξνηάζεηο.
5
 Γηα ην ιφγν απηφ, παξνπζηάδνπκε ζηελ 

§2 ηηο θιαζηθφηεξεο δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο ζηελ κειέηε ησλ 

ζηνηρεησδψλ Μαζεκαηηθψλ,
6
 φπσο απηέο επηζεκαίλνληαη κέζα απφ ην [DE 

MORGAN 1831a] ή [SDM]. Σέινο, ζηελ §3 αλαιχνπκε δηεμνδηθά ηηο 

δηδαθηηθέο ζπκβνπιέο ηνπ, πνπ απνθηνχλ μερσξηζηή ζεκαζία κέζα απφ ηηο 

ζχγρξνλεο αληηιήςεηο ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ (§4). 

                                                
3
 Σελ πξφζβαζή κνπ ζην ρεηξφγξαθν απηφ, πνπ δελ είλαη δεκνζηεπκέλν πνπζελά θαη ζηε 

βηβιηνγξαθία καο εκθαλίδεηαη σο [DE MORGAN 1828], ηε ρξσζηψ ζηε Μ. ΠΑΝΣΔΚΖ. 

4
 ―Σε ρξνληά x

2
 ήκνπλ x εηψλ‖ είλαη ελδεηθηηθά έλα απφ απηά. 

5
 Έηζη επεθηείλνπκε ηα εξεπλεηηθά καο ελδηαθέξνληα απφ ηελ επεηξσηηθή Δπξψπε 

[TOKMAKIΓΖ΢ 1995] ζηε Μ. Βξεηαλία. 

6
 Σν ελδηαθέξνλ καο επηθεληξψλεηαη θχξηα ζηελ αξηζκεηηθή θαη ηελ άιγεβξα. 
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2. Οη θιαζηθόηεξεο δπζθνιίεο ηωλ καζεηώλ  

―The groundwork of the mathematics is the science of arithmetic. It is 

the necessary forerunner of algebra, of which indeed it is, or ought to 

be, a constituent part. […] The student would find algebra an easy 

generalization of arithmetic‖. 

[DE MORGAN 1830] 

Σν [SDM] ήηαλ δηαξζξσκέλν σο πξνο ην πεξηερφκελν ζε 4 κέξε – 

αξηζκεηηθή, άιγεβξα, γεσκεηξία (άκεζα ζπζρεηηζκέλε κε ηε ινγηθή) θαη 

ηξηγσλνκεηξία – ζχκθσλα κε ην έξγν Essais sur l‟ Enseignement en général 

et sur celui des Mathématiques en particulier ηνπ Lacroix. Μεηά απφ κία 

θηινζνθηθή εηζαγσγή ζρεηηθά κε ηε θχζε θαη ην αληηθείκελν ησλ 

Μαζεκαηηθψλ ζπλαληάκε ηελ αξηζκεηηθή σο πξναπαηηνχκελν ηεο άιγεβξαο 

[ζ. 4-18]. Οη πξψηεο ηδέεο ηεο αξηζκεηηθήο πξνέξρνληαη απφ ηηο αξρηθέο 

παξαηεξήζεηο. Έηζη, νη ζεκειηώδεηο έλλνηεο ηνπ αξηζκνύ θαη ηνπ 

κεγέζνπο δελ επηδέρνληαη θάπνηνλ νξηζκφ, αθνχ γηα ην De Morgan 

ζεσξνχληαη ―απινχζηαηνη‖. Παξάιιεια, επηζεκαίλεηαη ε αλαγθαηόηεηα 

εηζαγσγήο ησλ θαηάιιεισλ νξηζκώλ ζηελ θαηάιιειε ζέζε θαη 

επηθξίλνληαη νη θιαζηθνί Δπθιείδεηνη νξηζκνί ηνπ ζεκείνπ θαη ηεο επζείαο. 

Ζ απιφηεηα ησλ αξηζκεηηθψλ ππνινγηζκψλ βαζίδεηαη θχξηα ζην δεθαδηθφ 

ζχζηεκα ζέζεο, πνπ ν καζεηήο είλαη θαιφ λα ην ζπγθξίλεη θαη κε άιια 

αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα. Ο ίδηνο ν De Morgan αληηπαξαβάιιεη ην δεθαδηθφ 

ζχζηεκα κε ην 9-δηθφ θαη ζηηο ηέζζεξηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο [SDM, 6-7]. 

Οη ζηνηρεηώδεηο αξηζκεηηθνί θαλόλεο έρνπλ σο αθεηεξία ηελ εμνηθείσζε 

ηνπ καζεηή κε ηα αιγεβξηθά ζχκβνια +, -, x, =, φπσο θαη κε ην αληίζηνηρν 

ηεο δηαίξεζεο, πνπ πξνεγνχληαη ηεο εηζαγσγήο ησλ γλσζηψλ θη αγλψζησλ 

πνζνηήησλ, ησλ γεσκεηξηθψλ εξκελεηψλ ηνπ ζεηηθνχ θη αξλεηηθνχ 

πξνζήκνπ θαη ησλ εθζεηψλ. Ο καζεηήο πξέπεη λα κάζεη λα θάλεη απινύο, 

αιιά θαη δύζθνινπο ππνινγηζκνύο, φπσο 1+8+46=4+2+1 ή 

2x2+12x12=14x10+2x2x2. Σν πξώην δηδαθηηθό εκπόδην πνπ πξέπεη λα 

μεπεξαζηεί είλαη ε ζύγρπζε πνπ πξνέξρεηαη από ηελ ηαύηηζε δηαθόξσλ 

πξάμεσλ κεηαμύ ηνπο, επεηδή δίλνπλ ην ίδην εμαγόκελν. Έηζη, ε 

αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα 4x7= 7x4 ―απνηειεί κία πξφηαζε, πνπ ρξήδεη απν-

δείμεσο θαη δελ πξέπεη λα ζεσξείηαη δεδνκέλε‖ [φ.π.]. Ηδηαίηεξε πξνζνρή 
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δίλεηαη, επίζεο, ζηε δπλαηόηεηα γελίθεπζεο κίαο αξρήο, πξάγκα πνπ 

πξνζθέξεηαη κέζα απφ ηελ εθαξκνγή ησλ αξηζκεηηθψλ θαλφλσλ απφ ηνπο 

κηθξνχο ζηνπο κεγαιχηεξνπο θπζηθνχο αξηζκνχο. Σν αλ ζα ην θαηαλνήζεη ν 

καζεηήο, εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά θαη κφλν απφ ην δηθφ ηνπ ζπιινγηζκφ, 

αθνχ ―ηα Μαζεκαηηθά παξνπζηάδνληαη θαη‘ απηφλ ηνλ ηξφπν, επεηδή 

απνηεινχλ ηε κνλαδηθή επηζηήκε, ζηελ νπνία δελ πξέπεη λα εκπηζηεχεηαη 

ηελ απζεληία θαλελφο‖ [SDM, 8]. 

Ζ αλάιπζε ελφο αξηζκνχ ζε πξψηνπο παξάγνληεο πξνεγείηαη ηεο εηζαγσγήο 

ησλ ελλνηψλ ηνπ ΜΚΓ θαη ηνπ ΔΚΠ. Οη δχν ηειεπηαίεο παίδνπλ 

απνθαζηζηηθφ ξφιν θαη πξέπεη λα θαηαλνεζνχλ πνιχ θαιά κέζα απφ ηηο 

αζθήζεηο, γηα λα έρεη ν καζεηήο ηελ θαηάιιειε πξφζβαζε ζηελ 

θιαζκαηηθή ζεσξία, ε νπνία ρσξίδεηαη ζη‘ αξηζκεηηθά θαη ηα δεθαδηθά 

θιάζκαηα. Ζ έλλνηα ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ βνεζά ζηελ εηζαγσγή ησλ 

νκψλπκσλ κε ην ΔΚΠ θη έηζη θζάλνπκε ζ‘ έλα άιιν δηδαθηηθό εκπόδην: 

―Ση ζεκαίλεη ν πνιιαπιαζηαζκόο ησλ θιαζκάησλ;‖ O De Morgan ηνλ 

εξκελεχεη γεσκεηξηθά, κε ηε βνήζεηα ηνπ νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ, 

φπσο γίλεηαη θαη κε ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο. Σν γηλφκελν 3x5=15G (G= 

ηεηξάγσλν) κπνξεί, π.ρ., λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηελ θαηαλφεζε ηνπ 

πνι/κνχ 
3

2
x
5

4
=
15

8
G. Απηφ, βέβαηα, πξνυπνζέηεη ηελ επνπηηθή ηθαλόηεηα 

ηεο κεηαηξνπήο ησλ κνλάδσλ κέζσ ηεο νκνηνζεζίαο ησλ νξζνγσλίσλ 

παξαιιεινγξάκκσλ. 

   G     

     

     

Παξάιιεια, επηζεκαίλεηαη ε δηαθνξεηηθφηεηα ηνπ γηλνκέλνπ σο 

απνηέιεζκα απφ ηελ πξάμε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ. Απηή ε ελλνηνινγηθή 

θαζαξόηεηα βνεζά ζηε ―δηακφξθσζε κίαο γιψζζαο, πνπ πξέπεη λα 

πξνζεγγίδεη ηελ ηειεηφηεηα ζε θάζε βαζκφ. Καη πνιχ πεξηζζφηεξν πνπ ηα 

Μαζεκαηηθά εμαξηψληαη απφ κία θαιά δηακνξθσκέλε γιψζζα‖ [SDM, 12], 

είηε αλαθεξφκαζηε ζην αληηθείκελν, είηε ζηε κεζνδνινγία ή ηα ζπκβνιηθά 

κέζα. 
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΄Έηζη, πξηλ απ‘ ηελ εηζαγσγή ηνπ ζηελ άιγεβξα ν καζεηήο πξέπεη ―λα‘ρεη 

ζπιιάβεη θξηηηθά φ,ηη έκαζε ζηελ αξηζκεηηθή, ηδηαίηεξα ηνπο ζπιινγηζκνχο 

πνπ ζπλάληεζε εθεί, θαζψο θαη ηε ρξήζε ησλ εηζαγσγηθψλ ζπκβφισλ. H 

άιγεβξα είλαη ζηελ αξρή ―απιά αξηζκεηηθή κ‘ άιιν όλνκα θαη πην 

γεληθεπκέλα ζύκβνια‖
7
 θαη νη θαλόλεο ηεο είλαη παξόκνηνη κ‘ απηνύο 

πνπ έρεη δηδαρζεί ζηελ αξηζκεηηθή. Πoηα είλαη, ινηπόλ, ε αθεηεξία ηεο 

άιγεβξαο γηα ηνλ De Morgan; Οη ζπκβνιηζκνί θαη νη αξρέο, ―κε ηα 

πξόζεκα θαη ηε ζεκαζία ησλ νπνίσλ πξέπεη νπσζδήπνηε λα 

εμνηθεησζεί‖ [SDM, 20] ν καζεηήο, πξνηνύ πεξάζεη ζηνπο ζηνηρεηώδεηο 

θαλόλεο ηεο άιγεβξαο. 

΢ην 6
ν
 θεθάιαην ηνπ SDM επηζεκαίλεηαη, ινηπφλ, ε εηζαγσγή ησλ 

γξακκάησλ γηα ηελ απινχζηεπζε ησλ αιγεβξηθψλ εθθξάζεσλ. Έηζη, ε 

πξφηαζε ―ην εκηάζξνηζκα θαη ε εκηδηαθνξά δχν αξηζκψλ δίλνπλ σο 

απνηέιεζκα ηνλ πξψην αξηζκφ‖ γξάθεηαη αξρηθά σο εμήο: 

2

SecondNoFirstNo 
 + 

2

SecondNoFirstNo 
 = FirstNo,  (1) 

πνπ νδεγεί κεηά ζηε ζρέζε  
2

yx 
 + 

2

yx 
 = x.   (2) 

Δδψ x-y > 0, αθνχ ε εηζαγσγή ηνπ αξλεηηθνχ πξνζήκνπ έπεηαη ζην SDM. 

Γη‘ απηφ θαη ην x είλαη ν κεγαιχηεξνο αξηζκφο. 

Αθνινπζνχλ ζε επαλάιεςε νη ζεκαληηθφηεξεο ηδηφηεηεο ησλ 4 αξηζκεηηθψλ 

πξάμεσλ κε ηε βνήζεηα ησλ γξακκάησλ ηνπ ιαηηληθνχ αιθαβήηνπ. 

Ξερσξηζηή πξνζνρή δίλεηαη ζηε δηαθνξεηηθφηεηα ησλ ελλνηψλ ηνπ 

ζπληειεζηή θαη ηνπ εθζέηε, δει. ζην θιαζηθό δηδαθηηθό ιάζνο ησλ 

πξώησλ γπκλαζηαθώλ ηάμεσλ, ηεο ζύγρπζεο ησλ δύν βαζηθώλ πξάμεσλ 

ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ. 

2x = x+x    x
2
 = xx = xx 

3x = x+x+x    x
3
 = xxx = xxx 

4x = x+x+x+x    x
4
 = xxxx = xxxx 

&c          &c 

                                                
7
 [SDM, 17]. ΢ηελ παξάζεζε ησλ πξσηφηππσλ θεηκέλσλ, ζ‘ φιε απηήλ ηελ εξγαζία, ε 

ππνγξάκκηζε κε έληνλε γξαθή ζεκαίλεη φηη έρεη γίλεη απφ εκάο, ελψ ε πιάγηα γξαθή 

ζεκαίλεη φηη έρεη γίλεη απφ ην ζπγγξαθέα. 



154 

 

Απηφ  επηζεκαίλεηαη κε ηελ αληηθαηάζηαζε δηαθφξσλ ηηκψλ ζηε ζέζε ηνπ 

x. Παξφκνηα εμάζθεζε ησλ καζεηψλ ζηελ αληηθαηάζηαζε δηαθφξσλ 

θπζηθψλ ηηκψλ θαη ζην ζσζηφ ππνινγηζκφ ηνπ ηειηθνχ απνηειέζκαηνο κίαο 

αιγεβξηθήο παξάζηαζεο ζεσξείηαη απνθαζηζηηθήο ζεκαζίαο γηα ηo 

πέξαζκα ζηελ θαηεμνρήλ κειέηε ηεο άιγεβξαο. Απηφ, ηφζν ζε απιέο 

εμηζψζεηο α΄ βαζκνχ, 3x-4 = 2x+8 γηα x=12, φζν θαη ζε πην ζχλζεηεο 

αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο κε δχν κεηαβιεηέο, φπσο: 

 
ba

ba



 22

= a + b –
ba

ab

2

2
, γηα a= 4 θαη b= 2 . Γηα ηνλ De Morgan ε έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο είλαη παληαρνύ παξνύζα, ρσξίο λα έρεη νξηζζεί. 

Σέινο, ν De Morgan επηζεκαίλεη ζηε ζπλέρεηα ηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ 

ηφζν ζηελ επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ σο πξνο ηελ 

πξφζζεζε, ηνπο θαλφλεο ησλ πξνζήκσλ, ηελ αλαγσγή νκνίσλ φξσλ θαη ηηο 

δπλάκεηο ησλ πνιπσλχκσλ, θαζψο θαη ζηηο ζεκειηψδεηο αιγεβξηθέο 

ηαπηφηεηεο [SDM, 29], ηελ επίιπζε πξσηνβάζκησλ θαη δεπηεξνβάζκησλ 

εμηζψζεσλ θαη ην αξλεηηθφ πξφζεκν, ζην νπνίν αθηεξψλεη νιφθιεξν ην 9
ν
 

θεθάιαην ηνπ SDM. Ηδηαίηεξα ηνλίδνπκε ηελ ηνπηθή θαη ρξνληθή εξκελεία 

ηνπ αξλεηηθνύ πξνζήκνπ σο αληίζεηε δηεύζπλζε θαη πξνεγνύκελν 

ρξνληθό δηάζηεκα αληίζηνηρα, θαζψο θαη ηε ρξήζε ησλ αληίζεησλ 

πνζνηήησλ a-b θαη b-a ζε αξθεηά εκπεηξηθά παξαδείγκαηα. 

 

3. Οη δηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο ηνπ Α. DE MORGAN 

―And we may ask, how comes that reasoning, utterly banished from 

arithmetic and algebra, preserved its place as an essential of geometry?‖ 

[De Morgan 1831b] 

Ο De Morgan αθηεξψλεη νιφθιεξν ην 12
ν
 θεθάιαην ηεο SDM ζηηο 

κεζνδνινγηθέο ζπκβνπιέο ηνπ ―γηα ηνλ ηξφπν κειέηεο ζηελ άιγεβξα‖. 

Πξφθεηηαη γηα ηηο αθφινπζεο νθηώ δηδαθηηθέο παξαηεξήζεηο, πνπ 

ζηνρεύνπλ άκεζα ζηε δηακόξθσζε ελόο θαζαξά αιγεβξηθνύ 

ζπιινγηζκνύ, πνπ σο ηελ επνρή εθείλε ζεσξνχληαλ απνθιεηζηηθφ πξνλφκην 

ηεο γεσκεηξίαο, φπσο επηζεκαίλεηαη θη απφ ην αλσηέξσ παξάζεκα. Απηέο 

είλαη νη εμήο: 
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Η. ΢ηελ αλάγλσζε ηεο άιγεβξαο πξσηαξρηθή ζεκαζία πξέπεη λα δνζεί 

ζηελ πξνζπάζεηα ηεο ηέιεηαο θαηαλόεζεο ησλ δηαθόξσλ δηαδηθαζηώλ, 

πνπ παξαζέηνληαη, θαζώο θαη ζηελ αιιεινπρία ηνπο. Απηφ δελ 

επηηπγράλεηαη κε ηελ πνιιαπιή αλάγλσζε ηνπ βηβιίνπ, φζε πξνζνρή θη αλ 

έρεη δνζεί. Δίλαη αδχλαην θάζε καζεκαηηθή δηαδηθαζία λα ζπζζσξεπηεί κε 

ηνλ ηξφπν πνπ πξέπεη, ψζηε λα πνχκε φηη ν καζεηήο ηελ θαηέρεη πιήξσο. 

Πξέπεη λα δνζνχλ πνιιά παξαδείγκαηα θαη λα δηεξεπλεζνχλ θξπκκέλεο 

ιεπηνκέξεηεο ζε πξνζζέζεηο, πνιιαπιαζηαζκνχο, εμαγσγέο ηεηξαγσληθψλ 

ξηδψλ θ.ά. Απηά ν καζεηήο ―ζα πξέπεη λα ηα επεμεξγάδεηαη κε ηελ πέλα ηνπ, 

πνπ δελ ζα ηελ αθήλεη απφ ην ρέξη ηνπ‖ [SDM, 60]. Σν πξψην ζηάδην, 

ινηπφλ, ζηελ εθκάζεζε ησλ αιγεβξηθψλ δηαδηθαζηψλ πεξηιακβάλεη ηελ 

αλαγξαθή ηνπ ζπκβνιηθνχ κέξνπο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ αληηθείκελνπ, 

ζπζζσξεχνληαο ην ζηα κέξε πνπ ζρεηίδνληαη άκεζα κ‘ απηφ θαη 

πξνζζέηνληαο κφλν εθείλεο ηηο ιέμεηο πνπ είλαη ηειείσο απαξαίηεηεο γηα ηελ 

επεμήγεζε ησλ δηαθφξσλ ζπλδεηηθψλ βεκάησλ, δειαδή πνιχ ιηγφηεξα 

πξάγκαηα απ‘ φ,ηη ζπλήζσο ππάξρεη ζηα βηβιία. Απηφ κπνξεί λα θαλεί 

ελνριεηηθφ ζε φζνπο δελ ην έρνπλ δνθηκάζεη, φκσο, ζίγνπξα, κία 

ζπληνκόηεξε κέζνδνο παξνπζίαζεο, ζπλεπηθνπξνύκελε από ηε 

ζπγθέληξσζε πνπ καο παξέρεη ε δύλακε ηεο γξαθήο, ζα παξεκπνδίζεη 

ην κπέξδεκα θαη ηηο δπζθνιίεο, νη νπνίεο – ζε ηειεπηαία αλάιπζε – δελ ζα 

πξέπεη λα απνγνεηεχνπλ ην λεαξφ αλαγλψζηε, ν νπνίνο πξνζπαζεί λα 

θαηαλνήζεη ην λέν ηξόπν ζπιινγηζκνύ, πνπ εθ-θξάδεηαη κέζα από κία 

λέα γιώζζα. Παξάιιεια, ν καζεηήο ζα πξέπεη λα επηζεκαίλεη ηα ζεκεία 

πνπ δελ έρεη θαηαλνήζεη πιήξσο, θαηαγξάθνληάο ηα, ψζηε λα ηα δηαγξάςεη 

ζην κέιινλ, κφιηο δειαδή ηα μεπεξάζεη. Θα πξέπεη λα ζπκφκαζηε θαη λα 

εληείλνπκε ηελ πξνζνρή καο ζην γεγνλφο φηη ζηελ αιγεβξηθή δηαδηθαζία 

ε ζπλέρεηα ζηνλ ηξόπν ζπιινγηζκνύ, εμαξηάηαη από ηα ζύκβνια θαη ηνλ 

ηειεζηηθό κεραληζκό ηνπο, πξάγκα πνπ δε ζπκβαίλεη ζηε γεσκεηξία. 

ΗΗ. Ζ άθημε ζ‘ έλα λέν θαλόλα ή δηαδηθαζία ζα πξέπεη λα σζήζεη ην 

καζεηή ζηελ επεμεξγαζία πιεζώξαο παξαδεηγκάησλ, ηθαλώλ λα ηνπ 

πξνζθέξνπλ ηελ ηθαλνπνίεζε ηεο θαηαλόεζεο θαη ηεο νξζήο 

εθαξκνγήο ηνπ δεηνύκελνπ θαλόλα ή ηεο δεηνύκελεο δηαδηθαζίαο. Δδώ 

ζπλαληάηαη θαη ε πξώηε δπζθνιία, αθνύ ζηα βηβιία πνιινί θαλόλεο 

εκθαλίδνληαη ρσξίο παξαδείγκαηα. ΢ηελ απφδεημε ηεο νξζφηεηαο ησλ 

εθαξκνγψλ ηνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ πξνεγνχκελε γλψζε, πνπ 
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έρεη θαηαλνήζεη. Ο De Morgan παξαζέηεη εδψ ηελ εθζεηηθή ηδηφηεηα, 

εθαξκφδνληάο ηελ ζηε δησλπκηθή ζεσξία 

(a+x)
7/3.

(a+x)
2/3

 = (a+x)
3
 = a

3
+3a

2
x+3ax

2
+x

3
, 

θαη ηηο απεηξνζεηξέο. ΄Έηζη, ―απνδεηθλχνληαη δηάθνξα ζεσξήκαηα, πνπ 

δεκηνπξγνχζαλ ακθηβνιία ζηνλ αξράξην ζρεηηθά κε ηε γεληθφηεηα ηνπ 

ηξφπνπ ζπιινγηζκνχ‖ [SDM, 61]. 

III. Μία πεπιεγκέλε απόδεημε – όζνλ αθνξά ζηνπο αξηζκνύο θαη ηε 

γεληθόηεηα ησλ ζπκβόισλ  είλαη θαιό λα εθαξκόδεηαη ζε κεξηθέο 

εηδηθέο πεξηπηώζεηο. ‗Έηζη, ε δησλπκηθή ζεσξία κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

πξψηα ζηελ παξάζηαζε (1+x)
2/3

 θαη κεηά ζηελ (1+x)
m/n

. ΋κνηα θαη ζην 

γηλφκελν ησλ n φξσλ (x+a)(x+b)(x+c)…(x+n), φπνπ πξψηα κειεηάκε ην 

γηλφκελν ησλ δχν πξψησλ φξσλ, κεηά ησλ ηξηψλ, ησλ ηεζζάξσλ θηι. Ο 

επαγσγηθφο απηφο ηξφπνο ζθέςεο ελδείθλπηαη ηφζν γηα ηε ζεσξία ησλ 

κεηαζέζεσλ, ησλ ζπλδπαζκψλ θαη ησλ πηζαλνηήησλ, φζν θαη γηα ηε ζεσξία 

εμηζψζεσλ, φπνπ αληί ηεο γεληθήο εμίζσζεο ηεο κνξθήο x
n
+Αx

n-1
 +Bx

n-

2
+…+Lx+M = 0 κπνξνχκε λα κειεηήζνπκε ηηο εμηζψζεηο γ΄ ή δ΄ βαζκνχ. 

΋κσο, ζε θακία πεξίπησζε, δελ πξέπεη λα παξακειήζνπκε ηελ θαηαγξαθή 

φισλ εθείλσλ ησλ παξαζηάζεσλ πνπ πεξηέρνπλ άπεηξνπο φξνπο, γηαηί ―ζ‘ 

απηέο ζα πξέπεη λα εμαζθεζεί ν καζεηήο, πξνηνχ πξνρσξήζεη επηηπρψο ζε 

αλψηεξνπο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθψλ‖ [φ.π.]. 

IV. Ζ αλαθνξά ζε πξνεγνύκελα ζεσξήκαηα πξέπεη λα γίλεηαη, όπνπ 

απηό είλαη απαξαίηεην, θαη ν καζεηήο πξέπεη λα είλαη ηθαλνπνηεκέλνο 

από ην γεγνλόο όηη δελ έρεη μεράζεη ηελ απόδεημή ηνπο. Κη αλ ζπκβαίλεη 

απηφ, ηφηε δελ ρξεηάδεηαη λα ην επαλαιάβεη θαη ζα θαηαλνήζεη ην 

πιενλέθηεκα ηεο ζσζηήο κειέηεο, αθνύ ζα έρεη ζπγθξαηήζεη κόλν 

εθείλα ηα ζηνηρεία πνπ ηνπ ρξεηάδνληαη γηα ηε ζπλέρεηα θαη ζα‘ρεη, 

επηπρώο, ππεξθεξάζεη όια εθείλα ηα πεξηηηά πξάγκαηα, πνπ πεξηέρνπλ 

αθόκε θαη ηα θαιύηεξα βηβιία.
8
 

V. Ο καζεηήο δελ πξέπεη λα ράλεη ηελ επθαηξία ηεο εμάζθεζήο ηνπ 

ζηνπο αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο, γηαηί απφ ηελ επθνιία πνπ έρεη κε ηηο 

                                                
8
 Ο De Morgan αλαθέξεη εδψ ελδεηθηηθά ηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε, φπνπ ―πνιιά 

ζεσξήκαηα είλαη αζήκαληα, ζεσξνχληαη πνξίζκαηα θαη ππάξρνπλ πεξηζζφηεξν σο 

ππφβαζξν ησλ πξνηάζεσλ πνπ αθνινπζνχλ‖ [SDM, 61]. 
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εθαξκνγέο ηεο άιγεβξαο ηφζν ζηα πξαθηηθά δεηήκαηα, φζν θαη ζηνπο 

ινγαξηζκηθνχο πίλαθεο, ηελ επίπεδε θαη ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία, ζα θαλεί 

ε εκπέδσζε ηεο αληίζηνηρεο ζεσξίαο. Ηδηαίηεξν βάξνο πξέπεη λα δνζεί 

θχξηα ζηελ αξηζκεηηθή ησλ δεθαδηθψλ θιαζκάησλ πνπ, αλ δελ εκπεδσζεί 

ηέιεηα, δελ ζα κπνξέζεη λα εκβαζχλεη θαλείο ζηε δησλπκηθή ζεσξία, ηνπο 

ινγάξηζκνπο ή ηα ζπλερή θιάζκαηα. 

VI. Ζ κέγηζηε δπζθνιία πνπ πξνζθέξεη ε άιγεβξα ζην ζπιινγηζκό – 

ίζσο θαη ε κνλαδηθή, πνπ έρεη θάπνηα ζεκαζία – είλαη ε ρξήζε ηνπ 

αξλεηηθνύ ζπκβόινπ ζ‘ εθθξάζεηο, φπσο νη –a, a
-x

 ή ζηνπο θαληαζηηθνχο 

αξηζκνχο.
9
 O πξσηφπεηξνο καζεηήο ζεσξεί ζρεηηθά εχθνιε ηελ παξάζηαζε  

(-a)
.
(-a) = a

2
, δπζθνιεχεηαη φκσο πνιχ κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ (a

m
+a

n
) 

(b
m

+b
n
). Καη γηαηί ζπκβαίλεη απηό; Από ηνλ πξνεγνύκελν ηξόπν 

κειέηεο. ―Απφ ηα λήπηα αθφκε, δε καζαίλεη θάηη πνπ λα πξνέξρεηαη απφ 

ηελ παξαηήξεζή ηνπ, δε ζπλάγεη θάπνηα αιήζεηα κε ηελ εμάζθεζε ηεο 

ινγηθήο ηνπ. Αθφκε θαη νη πίλαθεο ηεο αξηζκεηηθήο, πνπ κε ιίγε ζθέςε θαη 

ππνινγηζκφ ζα κπνξνχζε λα ηνπο θαηαζθεπάζεη απφ κφλνο ηνπ, 

παξνπζηάδνληαη έηνηκνη κπξνζηά ηνπ θαη ζεσξείηαη ηθαλφο λα ηνπο 

απνκλεκνλεχζεη. Έηζη, ρσξίο λα έρεη δηα-κνξθώζεη θάπνην θξηηηθό 

πλεύκα, θζάλεη ζηελ επηζηήκε ηεο άιγεβξαο ηειείσο πξνεηνηκαζκέλνο λα 

πηζηέςεη ζηελ αιήζεηα νπνηνπδήπνηε θαλφλα ηνπ παξαηεζεί, αξθνχκελνο 

ζηελ απζεληία ηνπ ζπγγξαθέα ηνπ βηβιίνπ πνπ ηνπ έρεη ζπζηεζεί. Έηζη, δελ 

εθπιήζζεη θαλέλαλ ην γεγνλφο φηη ζεσξεί ηε δπζθνιία θαηαλφεζεο κηαο 

[αιγεβξηθήο] δηαδηθαζίαο αλάινγε κε ηνλ ηξφπν απνκλεκφλεπζεο θη 

εθαξκνγήο ηνπ δεδνκέλνπ θαλφλα, ρσξίο λα πάξεη θαζόινπ ππόςε ηνπ ηε 

θύζε ηνπ ηξόπνπ ζπιινγηζκνύ, πάλσ ζηνλ νπνίν ζεκειηώζεθε ν 

θαλόλαο απηόο‖ [SDM, 62]. Έηζη, μερσξηζηή ζεκαζία ζηελ ππεξπήδεζε 

ηεο δπζθνιίαο απηήο δίλεηαη ζηελ επαγσγηθή κέζνδν, πνπ κέρξη ηφηε δελ 

                                                
9
 Άιια πξνβιήκαηα παξνπζηάδνληαη, επίζεο, ζε ζρέζε κε ηνπο ελδνγελείο παξάγνληεο ησλ 

δηάθνξσλ καζεκαηηθψλ ηνκέσλ, πνπ δελ επεξεάδνπλ, φκσο, ηνλ αξράξην καζεηή, αθνχ 

άπηνληαη πεξηζζφηεξν ηεο θηινζνθίαο: Ο De Morgan ελλνεί ηηο άθαξπεο πξνζπάζεηεο 

απφδεημεο ηνπ αηηήκαηνο ησλ παξαιιήισλ ηνπ Δπθιείδε θαη ηε δηα-κάρε ησλ ξνψλ ηνπ 

Newton κε ηα δηαθνξηθά ηνπ Leibniz ζηα πιαίζηα ηνπ δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ. 
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εληάζζνληαλ ζην ζπλεζηζκέλν καζεκαηηθφ ζπιινγηζκφ.
10

 Άιισζηε ζην De 

Morgan νθείινπκε ηνλ φξν ―καζεκαηηθή επαγσγή‖, πνπ εηζάγεηαη ην 1840 

ζηελ Penny Cyclopedia.  Π.ρ., ηα αλαπηχγκαηα ησλ (a+b)
2
 θαη (a+b)

3
,  κε 

απιή εθαξκνγή ηεο επηκεξηζηηθήο ηδηφηεηαο, νδεγνχλ θάπνηνλ πην εχθνια 

ζηηο απνδείμεηο ηεο δησλπκηθήο ζεσξίαο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ν De Morgan ζρεηηθά ηφζν κε ηηο γεληθέο απνδείμεηο, πνπ 

―δελ έρνπλ πείζεη ην ζχλνιν ησλ ζπνπδαζηψλ‖, γηαηί ―δελ έρνπλ 

αλαθαιχςεη ζ‘ απηέο θάπνηα ρξεζηκφηεηα‖, φζν θαη κε ηελ αλαγθαηφηεηα 

ησλ απζηεξώλ απνδείμεσλ, πνπ πξνέθπςαλ σο ―έλζηαζε‖ ζηελ 

πξνεγνχκελε δηαδηθαζία, αλαηξέρεη ζηα αθφινπζα ιφγηα ηνπ Laplace: ―Ο 

Newton επέθηεηλε ζηηο θιαζκαηηθέο θαη αξλεηηθέο δπλάκεηο ηελ αλαιπηηθή 

έθθξαζε πνπ είρε αλαθαιχςεη γηα ηηο αληίζηνηρεο αθέξαηεο θαη ζεηηθέο 

ηηκέο. ΢ηελ επέθηαζε απηή βιέπνπκε έλα απφ ηα κεγάια πιενλεθηήκαηα ηεο 

αιγεβξηθήο γιψζζαο, πνπ εθθξάδεη αιήζεηεο, γεληθφηεξεο απφ απηέο πνπ 

είρακε αξρηθά ζθεθζεί, έηζη ψζηε, θάλνληαο απηέο ηηο επεθηάζεηο, λα 

πξνθχπηεη κία πιεζψξα λέσλ αιεζεηψλ, πέξαλ ηνπ ηχπνπ, πνπ έρεη 

ζεκειησζεί πάλσ ζε πεξηνξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο. Αξρηθά ν θφζκνο 

θνβφηαλ λα παξαδερζεί ηηο γεληθέο ζπλέπεηεο, πνπ ηνπ παξείραλ νη 

αλαιπηηθνί ηχπνη. Μία πιεζψξα, φκσο, παξαδεηγκάησλ ηνπο επηβεβαίσζε, 

ψζηε ηψξα εκείο, ρσξίο θφβν, λα ππνρσξνχκε ζηελ θαζνδήγεζε ηεο 

αλάιπζεο, κέζα απ‘ φια ηα ζπκπεξάζκαηα, ζηα νπνία καο νδεγεί θαη νη πην 

επράξηζηεο αλαθαιχςεηο λα αλαπεδνχλ απφ ην ηφικεκα απηφ. Πξέπεη, 

φκσο, λα παξαηεξήζνπκε φηη είλαη απαξαίηεηεο θαη νη πξνθπιάμεηο, ψζηε λ‘ 

απνθχγνπκε λα δψζνπκε ζηνπο ηχπνπο κεγαιχηεξε επέθηαζε απ‘ φηη 

πξαγκαηηθά ηνπο ηαηξηάδεη θαη ζα ήηαλ πάληνηε θαιφ λα απνδεηθλχνπκε 

απζηεξά ηα απνηειέζκαηα, ζηα νπνία θαηαιήγνπκε‖ [SDM, 62-63]. 

΢ίγνπξα νη καζεηέο δελ είλαη έηνηκνη λα ακθηζβεηήζνπλ έλαλ εχθνιν 

πξαθηηθφ θαλφλα, πνπ επηβεβαηψλεηαη κε παξαδείγκαηα, εμαηηίαο ησλ 

δπζθνιηψλ, πνπ επηθέξεη ε θαζηέξσζή ηνπ. Απηφ ην γεγνλφο επηβεβαηψλεηαη 

θαη απφ ηελ Ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Έηζη, ζην έξγν ηνπ Γηφθαληνπ 

ζπλαληψληαη νη ηδηφηεηεο (+a)
.
(-b)=ab θαη (-a)

.
(-b)=+ab σο αμίσκα, φπσο 

                                                
10

 Σελ επνρή πνπ κειεηάκε ε επαγσγηθή κέζνδνο θπξηαξρνχζε ζηα αιγεβξηθά καζήκαηα 

ηνπ Laplace ζηελ Ecole Normale (1795), πνπ, σο επί ην πιείζηνλ, αλαθέξνληαλ ζην ηχπν 

ηνπ δησλχκνπ θαη ην λφκν ηεο βαξχηεηαο ηνπ Νεχησλα. 
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θαη ζηα πεξζηθά ζρφιηα ησλ αιγεβξηθψλ έξγσλ ησλ Hindoo. Κη απηφ γηαηί 

νη θαζαξά ππνινγηζηηθέο αλάγθεο ηεο επνρήο εθείλεο δελ έζεηαλ θάπνην 

δήηεκα γηα ηελ θαζνιηθόηεηα ηεο αιγεβξηθήο γιώζζαο, πνπ ζα 

θαζηζηνχζε αλαγθαία ζίγνπξα κία βαζχηεξε δηεξεχλεζε ησλ πξψησλ 

αξρψλ ηεο ίδηαο ηεο άιγεβξαο, φπσο ζπλέβε θχξηα θαηά ην 19
ν
 αηψλα. 

VII. Κάζε καζεηήο είλαη θαιό λα‘ρεη ζπγθεληξσκέλνπο ζ‘ έλαλ 

―πίλαθα‖ όινπο εθεί-λνπο ηνπο ρξήζηκνπο θαη βαζηθνύο αιγεβξηθνύο 

ηύπνπο, ώζηε λα απνθηήζεη κία ―νξζή κλήκε θαη λα θεξδίζεη ρξόλν γηα 

λα δνπιεχεη μεθνχξαζηα ζηνπο αλψηεξνπο ηνκείο ηεο επηζηήκεο‖ [SDM, 

63]. Οθείιεη, επίζεο, λα κπνξεί λα δηαβάδεη θαη ηελ μέλε βηβιηνγξαθία.
11

 

VIII. ―To βάξνο πνπ δίλεηαη ζηε κειέηε ηεο άιγεβξαο πξέπεη λα 

εμαξηάηαη άκεζα από ην ζθνπό ησλ εθαξκνγώλ ηεο‖ [SDM, 63-64]. Δδψ 

ν De Morgan δηαρσξίδεη ηα πξαθηηθά Μαζεκαηηθά απφ ηα αλψηεξα 

Μαζεκαηηθά. ΢ηα πξψηα ε άιγεβξα ρξεζηκεχεη σο νδεγφο γηα ηελ 

ηξηγσλνκεηξία, ηνπο ινγάξηζκνπο θαη ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ, κε 

ηδηαίηεξε έκθαζε ζηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο θαη ηηο πξνζεγγηζηηθέο 

κεζφδνπο. Οη δχν ηειεπηαίεο είλαη πξναπαηηνχκελα θαη ησλ αλψηεξσλ 

Μαζεκαηηθψλ, πνπ επεθηείλνληαη ζηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ γ΄ βαζκνχ 

θαη άλσ, ηηο εθαξκνγέο ηεο άιγεβξαο ζηε γεσκεηξία θαη ην δηαθνξηθφ 

ινγηζκφ. 

 

4. ΢πκπέξαζκα 

΢πλνςίδνληαο φια ηα παξαπάλσ, θαηαιήγνπκε ζην αθφινπζν δηδαθηηθό 

κνληέιν ηνπ De Morgan, πξσηνπφξν θαη μερσξηζηφ γηα ηελ επνρή ηνπ 

[HOWSON 1982], πνιχ επίθαηξν γηα ηε δηθή καο: 

 

 

                                                
11

 Ο De Morgan ζεσξεί εδψ ηειείσο απαξαίηεηε ηε γλψζε ηεο γαιιηθήο γιψζζαο. Έηζη, 

παξαπέκπεη ηνλ αλαγλψζηε ηνπ ζηηο Essais sur l‟Enseignement en général et sur celui des 

Mathématiques en particulier ηνπ Lacro-ix, ηε La Langue des Calculs ηνπ Condillac, ηα 

αιγεβξηθά άξζξα ηεο Δncyclopèdie, πνπ ηα πεξηζζφηεξα είλαη γξακκέλα απφ ηνλ 

D‘Alembert, θαζψο θαη ζηελ αγγιηθή κεηάθξαζε ηεο Sammlung von Beispielen ηνπ Hirsch 

ή ηελ άιγεβξα ηνπ M. Bourdon [SDM, 63]. 



160 

 

ΓΑ΢ΚΑΛΟ΢  

 

ΜΑΘΖΣΖ΢ 

1. Παξνπζίαζε ηνπ 

πξψηνπ αμηψκαηνο (first 

principle), 

φπσο ππάξρεη ζην βηβιίν. 

3. Δπηζήκαλζε ησλ 

ιέμεσλ-θιεηδηά ή αιιαγέο 

ζηα ζρήκαηα. 

5. Μεζνδνινγηθέο 

παξαιιαγέο κέζα απφ ηελ 

εκπεηξία ηνπ 

6α,β. ΢αθήο δηαηχπσζε 

ηνπ θαλφλα. 

7α. Δπαξθήο επεμεξγαζία 

απιψλ παξαδεηγκάησλ. 

8. Πην ζχλζεηεο αζθήζεηο 

γηα επίιπζε ζην ζπίηη. 

 

 

Μαζεκαηηθή 

Γλψζε 

 

 

 

Καηαλφεζε 

ηνπ  

Μαζεκαηηθνχ 

΢πιινγηζκνχ 

 

2. Δθαξκνγέο ηεο αξρήο 

ζε απινχζηαηα 

παξαδείγκαηα.  

4. Γίλνληαη νη θαηάιιειεο 

αιιαγέο ρσξίο λα 

θαηαλνεζεί 

ν ζπιινγηζκφο 

6α,β. ΢αθήο δηαηχπσζε 

ηνπ θαλφλα απφ ηνπο 

ηθαλφηεξνπο καζεηέο. 

7β. Δπαξθήο επεμεξγαζία 

απιψλ παξαδεηγκάησλ. 

Σν δηδαθηηθφ απηφ κνληέιν, αξθεηά ζπλεζηζκέλν ζήκεξα, έρεη ζίγνπξα 

γαιιηθέο ξίδεο. Ο ίδηνο ν De Morgan, ν ―δνξπθφξνο ηεο Αλαιπηηθήο 

Δηαηξείαο‖ [RICHARDS 1987] ηνπ Cambridge, ήηαλ έλζεξκνο 

ππνζηεξηθηήο ηνπ έξγνπ ηνπ Lacroix: Αθνινπζψληαο ηα πεξηερφκελα ηεο 

Essais ηνπ ηειεπηαίνπ γηα ηα Μαζεκαηηθά [LACROIX 1828], ρψξηζε ην 

SDM ζε 4 κέξε (αξηζκεηηθή, άιγεβξα, γεσκεηξία, ηξηγσλνκεηξία). Μέζσ 

απηνχ νδεγήζεθε ζην έξγν ηνπ Condillac, επηζεκαίλνληαο ηελ παξαηήξεζή 

ηνπ, φηη ―έλαο θαλφλαο είλαη φπσο ην ζηεζαίν ηεο γέθπξαο
.
 Δκπνδίδεη έλαλ 

απξφζεθην δηαβάηε λα πέζεη, δελ ην βνεζά φκσο λα πξνρσξήζεη κπξνζηά‖ 

[DE MORGAN 1830, 13]. ΢ηηο πξνηάζεηο ηνπ γηα ηε κειέηε ηεο άιγεβξαο, 

επηζεκαίλνπκε ηελ επίδξαζε ησλ καζεκάησλ ηνπ Laplace ζηελ Ecole 

Normale, ηδηαίηεξα ζηελ νξζή εθαξκνγή ηεο επαγσγηθήο κεζφδνπ θαη ζηε 

ζσζηή ρξήζε ηεο απζηεξήο απφδεημεο (ζέζε VI). Δλδεηθηηθά 
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επαλαιακβάλνπκε ηελ εηζαγσγή ζην SDM ηεο πξφηαζεο ―ην εκηάζξνηζκα 

θαη ε εκηδηαθνξά δχν αξηζκψλ δίλνπλ σο απνηέιεζκα ηνλ πξψην αξηζκφ‖ 

[SDM, 18], φπσο παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο ηχπνπο (1) θαη (2) ζηελ §2. 

Σέινο, νη δχν ηειεπηαίεο ζέζεηο παξαπέκπνπλ, ε κελ VII ζηνλ Euler, ε δε 

VIII απνηειεί ηε δηθή ηνπ ζπλεηζθνξά, κε ηελ ηδηαίηεξε έκθαζε ζηε 

ζεκαζία ησλ εθαξκνγψλ ησλ Μαζεκαηηθψλ, πνπ έρεη ηηο ξίδεο ηεο ζηε 

ζεηεία ηνπ ζην Cambridge θη απνηειεί άκεζε επίδξαζε ηνπ έξγνπ ηνπ 

William Whewell (1794-1865) πάλσ ζε δεηήκαηα θπζηθήο κεραληθήο.
12

 

Απηέο νη δηδαθηηθέο ζπκβνπιέο ηνπ De Morgan ζρεηηθά κε ηελ πξνζπάζεηα 

αλαδήηεζεο ελφο αιγεβξηθνχ ζπιινγηζκνχ, πνπ κέρξη θαη ηηο πξψηεο 

δεθαεηίεο ηνπ 19
νπ

 αηψλα ζεσξνχληαλ απνθιεηζηηθφ πξνλφκην ηεο 

γεσκεηξίαο, πξνυπνζέηνπλ έλα ζεκαληηθφ γεγνλφο: Ζ απζηεξή θαη 

ζπγθεθξηκέλε εξκελεία θάζε καζεκαηηθνχ φξνπ βαζίδεηαη ζε πξνθαλή 

αμηψκαηα. Πάλσ ζ‘ απηά ζηεξίδεηαη ε απζηεξά ινγηθή απφδεημε θη ―φηαλ ν 

ζπιινγηζκφο θζάζεη ζην ζπκπέξαζκά ηνπ, απηφ κπνξεί λ‟ απνδεηρζεί 

αιεζέο ή ςεπδέο κε ηε κέηξεζε ζηε γεσκεηξία θαη ηνπο απινχο 

ππνινγηζκνχο ζηελ άιγεβξα. Απηφ παξέρεη ζηγνπξηά θη είλαη απνιχησο 

αλαγθαίν, αθνχ … ν ζπιινγηζκφο είλαη πηα ν καζεηήο θη φρη ν δάζθαινο‖ 

[SDM, 3]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
12

 Οη Whewell, George Peacock (1791-1858) θαη George Biddell Airy (1801-1892) ήηαλ νη 

νλνκαζηφηεξνη απφ ηνπο επηά παηδαγσγνχο, πνπ είραλ ππφ ηελ επνπηεία ηνπο ην De 

Morgan θαηά ηε θνίηεζή ηνπ ζην Trinity College ηνπ Cambridge (1823-1827). Ο De 

Morgan ζπλδέζεθε καδί ηνπο κε καθξφρξνλε θηιία θαη ηνλ επεξέαζαλ ζεκαληηθά ζηε 

δηακφξθσζε ηεο επαγγεικαηηθήο ηνπ θαξηέξαο. 
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Έλαο θαηάινγνο πεγώλ ζην δηαδίθηπν γηα ζέκαηα ηζηνξίαο 

ησλ καζεκαηηθώλ θαη αμηνπνίεζεο ηεο ζηελ δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθώλ 

 

 

Διέλε Γηαλλαθνπνύινπ 

Γξ. Παηδαγσγηθήο 

 

Σν δηαδίθηπν (internet) πεξηέρεη έλαλ επξχηαην ζε πιήζνο θαη πνηθηιία 

θαηάινγν δηεπζχλζεσλ γηα δηάθνξα ζέκαηα ηζηνξίαο καζεκαηηθψλ θαη 

απνηειεί ηελ πην πξνζηηή πεγή εχθνιεο αλαδήηεζεο πιεξνθνξηψλ γηα 

αληίζηνηρα ζέκαηα. Δίηε ελδηαθέξεη ε ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ σο 

απηνηειέο επηζηεκνληθφ αληηθείκελν είηε σο κέζν γηα λα βειηηψζεη ηελ 

ζρέζε ησλ παηδηψλ κε ηα καζεκαηηθά εληαζζφκελε ζε πνηθίιεο δηδαθηηθέο 

πξσηνβνπιίεο ην Γηαδίθηπν πξνζθέξεηαη σο έλα πνιχ ρξήζηκν εξγαιείν.  

Σν δηαζέζηκν ζην Γηαδίθηπν πιηθφ εθηείλεηαη απφ θείκελα θαη εθζέκαηα 

επηζηεκνληθψλ κνπζείσλ κέρξη δηδαθηηθά πιηθά θαη ζρέδηα καζεκάησλ. 

΢ηε ζπλέρεηα παξαηίζεηαη έλαο θαηάινγνο δηεπζχλζεσλ, νη νπνίεο 

πεξηιακβάλνπλ πιηθά ζρεηηθά κε ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ θαη ηελ 

αμηνπνίεζε ηεο ζηελ δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Γηεπζχλζεηο πνπ νη 

εθπαηδεπηηθνί ηεο πξσηνβάζκηαο θαη δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο κπνξνχλ 

λα αμηνπνηήζνπλ γηα  ελδερφκελα παξαδείγκαηα ηεο ρξήζεο ζηνηρείσλ ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ηφζν ζηελ αλάπηπμε ηεο δηδαζθαιίαο ηνπο, φζν 

θαη ζηελ ππνζηήξημε ηεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ ζην Γεκνηηθφ ζρνιείν 

θαη ζην Γπκλάζην. Οη δηεπζχλζεηο απηέο κπνξνχλ επίζεο λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ ηνπο εξεπλεηέο ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο, αιιά 

θαη ηνπο ηζηνξηθνχο ησλ καζεκαηηθψλ γηα ηελ αλαδήηεζε απαληήζεσλ ζε 

εμεηδηθεπκέλεο εξσηήζεηο ή γηα ηελ αλεχξεζε πεγψλ θαη ζηνηρείσλ γηα ηελ 

ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. 
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Οη δηεπζχλζεηο απηέο έρνπλ ηαμηλνκεζεί ζε επξχηεξεο θαηεγνξίεο, ρσξίο 

απηφ λα ζεκαίλεη φηη θάζε κία απφ απηέο εληάζζεηαη απνθιεηζηηθά ζε κία 

κφλν θαηεγνξία. 

 

1. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΠΟΤ ΠΔΡΗΔΥΟΤΝ ΚΑΣΑΛΟΓΟΤ΢ 

ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΩΝ 

 

DAVID JOYCE‘S HISTORY OF MATHEMATICS WEB RESOURCES 

http://aleph0.clarku.edu/‗djoyce/mathhist/webresources.html 

Έλαο θαηάινγνο κε ζρεηηθή πιεξφηεηα, ν νπνίνο πεξηέρεη θπξίσο γεληθέο 

δηεπζχλζεηο πεγψλ γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. 

 

DAVID CALVIS‘S HISTORY OF MATHEMATICS WEB SITES 

http://www2.bw.edu/‗dcalvis/history.html 

Έλαο ελεκεξσκέλνο θαηάινγνο κε δηεπζχλζεηο ηαμηλνκεκέλεο κε βάζε ηελ επνρή 

ζηελ νπνία αλαθέξνληαη. 

 

FRED RICKEY‘S OF BOWLING GREEN UNIVERSITY, USA HOME 

PAGE 

http://ernie.bgsu.edu/‗vrickey/ 

'Έλαο απφ ηνπο πξψηνπο θαηαιφγνπο δηεπζχλζεσλ γηα ηελ ρξήζε ηεο ηζηνξίαο  ζηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ  

 

LINKS TO INFORMATION ON NUMBER SYSTEMS 

http://mathforum.org/alejandre/numerals.html 

Καηάινγνο δηεπζχλζεσλ γηα ηα αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα. 

 

THE MATHEMATICAL MUSEUM-HISTORY WING 

http://elib.zib-berlin.de:88/Math-Net/Links/mathe-museum.hist.html 

Σν ηκήκα ηζηνξίαο ηνπ καζεκαηηθνχ κνπζείνπ, ην νπνίν πεξηέρεη δηεπζχλζεηο κε 

εθζέκαηα, βηβιία, βάζεηο δεδνκέλσλ θαη ζειίδεο γεληθνχ ελδηαθέξνληνο γηα ηελ 

ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ, ηελ ηζηνξία ησλ ππνινγηζηψλ θαη ησλ ζπλαθψλ 

ζπζηεκάησλ. 

 

TRINITY COLLEGE, DUBLIN, HISTORY OF MATHEMATICS 

ARCHIVE: HISTORY OF MATHEMATICS WEB DIRECTORY 

http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/Links.html 

http://aleph0.clarku.edu/�djoyce/mathhist/webresources.html
http://www2.bw.edu/�dcalvis/history.html
http://ernie.bgsu.edu/�vrickey/
http://mathforum.org/alejandre/numerals.html
http://elib.zib-berlin.de:88/Math-Net/Links/mathe-museum.hist.html
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/Links.html
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Έλαο εμαηξεηηθά νξγαλσκέλνο θαη εθηεηακέλνο θαηάινγνο πεγψλ ζην Γηαδίθηπν 

γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.  

 

2. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΔΓΚΤΚΛΟΠΑΗΓΗΚΟΤ ΥΑΡΑΚΣΖΡΑ ΓΗΑ ΣΖΝ 

Η΢ΣΟΡΗΑ ΣΩΝ  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ  

 

DAVID JOYCE‘S HISTORY OF MATHEMATICS HOME PAGE 

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/mathhist/mathhist.html 

Μία απφ ηηο πινπζηφηεξεο ηζηνζειίδεο κε ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ. Πεξηέρεη θείκελα ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζε δηάθνξεο 

ηαμηλνκήζεηο, βηβιηνγξαθίεο θαη παξαπνκπέο.  

 

ST ANDREWS MACTUTOR HISTORY OF MATHEMATICS 

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/ 

Πεξηέρεη πιήζνο πιηθψλ  γηα ηελ εμέιημε φισλ ησλ θιάδσλ ησλ καζεκαηηθψλ. ΢ε 

ηδηαίηεξν ηκήκα ηεο ππάξρεη κηα κνλαδηθή ζπιινγή ησλ πην γλσζηψλ θακππιψλ 

ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.  

 

TRINITY COLLEGE, DUBLIN, HISTORY OF MATHEMATICS 

ARCHIVE 

http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/HistMath.html 

Πεξηέρεη ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ κε έκθαζε ζηα καζεκαηηθά 

θαη ηνπο καζεκαηηθνχο 17
νπ

 θαη 18
νπ

 αηψλα (Hamilton, Boole, Berkeley, Newton 

θαη Cantor).  

 

3. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΜΔ ΔΗΓΗΚΑ ΘΔΜΑΣΑ ΑΠΟ ΣΖΝ Η΢ΣΟΡΗΑ 

ΣΩΝ  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ  

 

A COMMON BOOK OF π 

http://ernie.bgsu.edu/~carother/pi/Pi1.html 

Πεξηέρεη κηα ζπλνπηηθή αιιά πιήξε ηζηνξία ησλ πξνζπαζεηψλ γηα ηνλ αθξηβή 

ππνινγηζκφ ηεο ηηκήο ηνπ π. 

 

CALENDAR: A HISTORY 

http://www.ernie.cummings.net/calendar.htm 

Πεξηέρεη κηα πιήξε ηζηνξία ησλ εκεξνινγίσλ θαη πνιιά ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξία 

ηεο κέηξεζεο ηνπ ρξφλνπ.  

 

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/mathhist/mathhist.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/HistMath.html
http://ernie.bgsu.edu/~carother/pi/Pi1.html
http://www.ernie.cummings.net/calendar.htm
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FAMOUS PROBLEMS IN THE HISTORY OF MATHEMATICS  

http://mathforum.org/isaac/mathhist.html 

Πεξηέρεη ηζηνξηθά πξνβιήκαηα θαη πνιχ γλσζηά παξάδνμα ησλ καζεκαηηθψλ, 

φπσο ην πξφβιεκα ησλ γεθπξψλ ηνπ Königsburg, ην πξφβιεκα ηνπ ππνινγηζκνχ 

ηεο ηηκήο ηνπ π θ.α. καδί κε κηα ζπλαθή βηβιηνγξαθία. 

 

MATH WORDS, AND SOME OTHER WORDS, OF INTEREST  

http://www.geocities.com/Paris/Rue/1861/etyindex.html 

Πεξηέρεη ζηνηρεία γηα ηελ πξνέιεπζε πεξηζζφηεξσλ απφ 120 καζεκαηηθψλ φξσλ. 

 

THE METRIC SYSTEM  

http://www.uffda.com/~bink/metric.html 

Πεξηέρεη ζηνηρεία θαη πεγέο ηεο ηζηνξίαο ηνπ κεηξηθνχ ζπζηήκαηνο. 

 

4. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΠΟΤ ΠΔΡΗΔΥΟΤΝ Η΢ΣΟΡΗΔ΢ ΣΩΝ  

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ ΚΑΣΑ ΓΔΩΓΡΑΦΗΚΖ ΠΔΡΗΟΥΖ 

 

ANCIENT INDIA‘S CONTRIBUTION TO MATHEMATICS 

http://india.coolatlanta.com/GreatPages/sudheer/maths.html 

Μηα γεληθή ηζηνξία ηεο ζπκβνιήο ησλ Ηλδψλ ζηελ αλάπηπμε ησλ καζεκαηηθψλ απφ 

ην 1000 π.Υ. κέρξη ην 1000 κ.Υ. απφ ην βηβιίν ηνπ Birodkar Sudheer "India‘s 

Contribution to World Culture". 

 

ARAB CIVILIZATION - MATHEMATICS AND ASTRONOMY  

http://www.fav.net/acMath_1.html 

Πεξηέρεη κηα επηζθφπεζε ηεο ζπκβνιήο ησλ Αξάβσλ ζηα  καζεκαηηθά θαη ηελ 

αζηξνλνκία απφ ην αξηζκεηηθφ ζχζηεκα θαη ηελ άιγεβξα κέρξη ηα λαπηηθά 

εκεξνιφγηα.  

 

BABYLONIAN MATHEMATICS  

http://www.tmeg.com/bab_mat/bab_mat.htm 

Πεξηέρεη ζηνηρεία γηα ην αξηζκεηηθφ ζχζηεκα θαη ηα καζεκαηηθά ησλ Βαβπισλίσλ. 

 

EGYPTIAN FRACTIONS 

http://www.ics.uci.edu/‗eppstein/numth/egypt/ 

Μηα πεξηήγεζε ζηα Αηγππηηαθά θιάζκαηα (θιαζκαηηθέο κνλάδεο) θαη έλαο 

θαηάινγνο δηεπζχλζεσλ γηα ηα καζεκαηηθά ησλ αξραίσλ Αηγππηίσλ. 

 

http://mathforum.org/isaac/mathhist.html
http://www.geocities.com/Paris/Rue/1861/etyindex.html
http://www.uffda.com/~bink/metric.html
http://india.coolatlanta.com/GreatPages/sudheer/maths.html
http://www.fav.net/acMath_1.html
http://www.tmeg.com/bab_mat/bab_mat.htm
http://www.ics.uci.edu/�eppstein/numth/egypt/
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EGYPTIAN MATHEMATICS PROBLEMS 

http://eyelid.ukonline.co.uk/ancient/maths1.htm  

http://eyelid.ukonline.co.uk/ancient/maths2.htm  

http://eyelid.ukonline.co.uk/ancient/maths3.htm 

Μαζεκαηηθά πξνβιήκαηα απφ ηα καζεκαηηθά ησλ αξραίσλ Αηγππηίσλ γηα 

καζεηέο/ηξηεο Λπθείνπ.  

 

MAYAN NUMBERS 

http://www.vpds.wsu.edu/fair_95/gym/um001.html 

Μηα ζχληνκε παξνπζίαζε ηνπ αξηζκεηηθνχ ζπζηήκαηνο ησλ Μάγηα.  

 

SYMBOL, FORM AND NUMBER IN ANCIENT EGYPT  

http://www.seshat.ch 

Ηζηνζειίδα γηα ηα καζεκαηηθά ησλ αξραίσλ Αηγππηίσλ κε πνιιά ζηνηρεία γηα ηα 

θνηλσληθά θαη ζξεζθεπηηθά δεδνκέλα ηεο επνρήο. 

 

WONDERS OF ANCIENT GREEK MATHEMATICS  

http://www.perseus.tufts.edu/GreekScience/Students/Tim/Contents.html 

Πεξηέρεη κηα ζπιινγή γεσκεηξηθψλ πξνβιεκάησλ πνπ δηαηππψζεθαλ θαη 

επηιχζεθαλ ζηα αξραία Διιεληθά καζεκαηηθά. 

 

5. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΠΟΤ ΠΔΡΗΔΥΟΤΝ ΒΗΟΓΡΑΦΗΔ΢ 

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ 

 

CARL FRIEDRICH GAUSS  

http://www.geocities.com/RainForest/Vines/2977/gauss/gauss.html 

Πεξηέρεη κηα πιήξε βηνγξαθία ηνπ Gauss. 

 

HYPATIA OF ALEXANDRIA 

http://www/polyamory.org/‗howard/Hypatia 

Πεξηέρεη έλαλ εθηεηακέλν θαηάινγν πεγψλ θαη κηα βηβιηνγξαθία γηα ηελ Τπαηία. 

 

MATHEMATICIANS OF THE AFRICAN DIASPORA  

http://www.math.buffalo.edu/mad/mad0.html 

Πεξηέρεη θείκελα γηα ηε ζπκβνιή Αθξηθαλψλ επηζηεκφλσλ ζηελ αλάπηπμε ησλ  

καζεκαηηθψλ απφ ηνπο αξραίνπο ρξφλνπο κέρξη ζήκεξα  

 

 

http://eyelid.ukonline.co.uk/ancient/maths3.htm
http://www.vpds.wsu.edu/fair_95/gym/um001.html
http://www.seshat.ch/
http://www.perseus.tufts.edu/GreekScience/Students/Tim/Contents.html
http://www.geocities.com/RainForest/Vines/2977/gauss/gauss.html
http://www/polyamory.org/�howard/Hypatia
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MATHEMATICIANS OF THE 17TH AND 18TH CENTURIES 

http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/RBallHist.html 

Μηα ζπιινγή βηνγξαθηψλ γηα ηνπο καζεκαηηθνχο ηνπ 17
νπ

 θαη 18
νπ

 αηψλα.  

 

NEWTONIA 

http://wwwcn.cern.ch/‗mcnab/n/ 

Μηα ζπιινγή πιηθψλ γηα ηνλ Νεχησλα θαζψο θαη γηα ηνπο αλζξψπνπο πνπ 

ζρεηίζηεθαλ καδί ηνπ.  

 

PAST NOTABLE WOMEN OF MATHEMATICS 

http://www.cs.yale.edu/homes/tap/past-women-math.html 

Πεξηιακβάλεη ηζηνξηθά ζηνηρεία γηα δηάζεκεο γπλαίθεο καζεκαηηθνχο. 

 

PORTRAITS OF STATISTICIANS  

http://www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/ 

Πεξηέρεη πεξηζζφηεξεο απφ 200 βηνγξαθίεο θαη θσηνγξαθίεο καζεκαηηθψλ πνπ 

ζπλέβαιιαλ ζηελ αλάπηπμε ηεο ζηαηηζηηθήο. 

 

RICHARD WESTFALL‘S ARCHIVE OF THE SCIENTIFIC COMMUNITY 

IN THE 16TH AND 17
TH

 CENTURIES 

http://es.rice.edu/ES/humsoc/Galileo/Catalog/catalog.html 

Πεξηέρεη βηνγξαθηθά δεδνκέλα γηα ηνπο επηζηήκνλεο ηνπ 16
νπ

 θαη 17
νπ

 αηψλα, 

κεηαμχ ησλ νπνίσλ πεξηιακβάλνληαη 170 καζεκαηηθνί.  

 

ST ANDREW‘S ARCHIVE 

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/BiogIndex.html 

Πεξηέρεη πεξηζζφηεξεο απφ 1.000 βηνγξαθίεο καζεκαηηθψλ ηαμηλνκεκέλεο 

αιθαβεηηθά θαη ρξνλνινγηθά.  Πεξηέρεη επίζεο ράξηεο κε ηνπο ηφπνπο γέλλεζεο 

ησλ καζεκαηηθψλ. 

 

THE ALAN TURING HOME PAGE 

http://wadham.ox.ac.uk/‗ahodges/Turing.html 

Μηα πινχζηα θαη θαιά νξγαλσκέλε ηζηνζειίδα γηα ηε δσή ηνπ Alan Turing, 

πξσηνπφξνπ ηεο αλάπηπμεο ησλ ππνινγηζηψλ, ζηελ νπνία πεξηέρνληαη θαη ζηνηρεία 

γηα ηελ ηζηνξία ησλ ππνινγηζηψλ.  

 

 

 

http://es.rice.edu/ES/humsoc/Galileo/Catalog/catalog.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/BiogIndex.html
http://wadham.ox.ac.uk/'ahodges/Turing.html
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THE ERATOSTHENES PAGE  

http://www.terraworld.net/users/d/devans/Erast.htm 

Ηζηνζειίδα αθηεξσκέλε ζηε ζπκβνιή  ηνπ Δξαηνζζέλε ζηα καζεκαηηθά.  

 

THE HALL OF GREAT MATHEMATICIANS  

http://www.siue.edu/~dcollin/mathfame.html 

Πεξηέρεη ζχληνκεο βηνγξαθίεο δηάζεκσλ καζεκαηηθψλ ηαμηλνκεκέλεο αιθαβεηηθά. 

 

6. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΜΟΤ΢ΔΗΩΝ ΜΔ ΔΚΘΔΜΑΣΑ Η΢ΣΟΡΗΑ΢ ΣΩΝ 

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΩΝ 

 

IMSS—THE INSTITUTE AND MUSEUM OF THE HISTORY OF 

SCIENCE, FLORENCE: GALILEO ROOM 

http://galileo.imss.firenze.it/museo/b/egalilg.html 

Δθζέκαηα ηεο αίζνπζαο Γαιηιαίνπ ηνπ Ηλζηηηνχηνπ θαη Μνπζείνπ Ηζηνξίαο ησλ 

Δπηζηεκψλ ηεο Φισξεληίαο. Πεξηέρεη επίζεο κηα βηνγξαθία ηνπ Γαιηιαίνπ θαζψο 

θαη βηνγξαθίεο ησλ αλζξψπσλ πνπ ζρεηίζηεθαλ καδί ηνπ.  

 

LIBRARY OF CONGRESS VATICAN EXHIBIT MATHEMATICS ROOM 

http://sunsite.unc.edu/expo/vatican.exhibit/exhibit/ d-

mathematics/Mathematics.html 

Ηζηνζειίδα ηεο βηβιηνζήθεο ηνπ Βαηηθαλνχ κε Διιεληθά θαη Λαηηληθά ρεηξφγξαθα 

καζεκαηηθψλ θαη αζηξνλνκίαο. Πεξηιακβάλνληαη κηα έθδνζε ησλ ΢ηνηρείσλ ηνπ 

Δπθιείδε ηνπ 9
νπ

 αηψλα θαη εθδφζεηο έξγσλ ηνπ Αξρηκήδε ηνπ 13
νπ

 θαη 15
νπ

 αηψλα.   

 

THE MUSEUM OF THE HISTORY OF SCIENCE, OXFORD 

http://www.mhs.ox.ac.uk/ 

Ηζηνζειίδα ηνπ Μνπζείνπ Ηζηνξίαο ησλ Δπηζηεκψλ ηεο Ομθφξδεο. Οη ζπιινγέο 

ηνπ "Οη Μεηξεηέο : Μηα εηθφλα ησλ Μαζεκαηηθψλ ηνπ 16
νπ

 αηψλα" θαη "Ζ 

γεσκεηξία ηνπ πνιέκνπ 1500-1750 " πεξηέρνπλ ελδηαθέξνπζεο εηθφλεο θαη 

ζηνηρεία απφ ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ.   

 

7. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΜΔ ΓΗΓΑΚΣΗΚΟ ΤΛΗΚΟ 

 

A MATHEMATICAL JOURNEY THROUGH TIME 

http://nunic.nu.edu/~frosamon/history/math.html 

Πεξηέρεη ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ ζε κηα αιιεινδξαζηηθή ρξνλνζεηξά απφ 

3000 π.Υ. κέρξη ζήκεξα.  

http://www.terraworld.net/users/d/devans/Erast.htm
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EUCLID'S GEOMETRY: HISTORY AND PRACTICE  

http://mathforum.org/geometry/wwweuclid/ 

Πεξηέρεη πιήζνο δηδαθηηθψλ πιηθψλ γηα ηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε. 

 

HISTORY OF MATHEMATICS WITH ORIGINAL SOURCES 

http://www.ma.iup.edu/‗gstoudt/history/ma350/sources_home.html 

Μηα ζπιινγή πιηθψλ γηα ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ κε βάζε πξσηφηππεο 

πεγέο. Πεξηιακβάλεη επίζεο κηα ζπλαθή βηβιηνγξαθία θαζψο θαη ζέκαηα εξγαζηψλ 

γηα ζπνπδαζηέο/ζηξηεο.  

 

MATHEMATICAL CONNECTIONS  

http://www.aug.edu/dvskel/welcome.html 

On-line πεξηνδηθή έθδνζε γηα ηελ ηζηνξία θαη ηε θηινζνθία ησλ καζεκαηηθψλ. 

Πεξηέρεη άξζξα θαη πξνηάζεηο γηα ηε ρξήζε ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζηε 

δηδαζθαιία ηνπο. 

 

TEACHING HISTORY OF MATHEMATICS 

http://ernie.bgusu.edu/‗vrickey/institute/teach-hist-biblio.html 

Πεξηέρεη έλα θαηάινγν άξζξσλ ζηελ αγγιηθή γιψζζα γηα ηε δηδαζθαιία ηεο 

ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ.   

 

TEACHING WITH ORIGINAL HISTORICAL SOURCES IN 

MATHEMATICS 

http://math.nmsu.edu/~history/ 

Πεξηέρεη θείκελα γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ θαη ην ξφιν ηεο ζηε 

δηδαζθαιία κε βάζε πξσηφηππεο πεγέο.  

 

THE MOLDY OLDIES  

http://www.isoc.org/isoc/whatis/conferences/inet/96/proceedings/c7/c7_3.htm 

Ηζηνξίεο απφ ηελ δσή καζεκαηηθψλ γηα παηδηά ησλ πξψησλ ζρνιηθψλ ηάμεσλ ηνπ 

δεκνηηθνχ ζρνιείνπ. 

 

 

 

 

 

 

http://mathforum.org/geometry/wwweuclid/
http://www.ma.iup.edu/'gstoudt/history/ma350/sources_home.html
http://www.aug.edu/dvskel/welcome.html
http://ernie.bgusu.edu/'vrickey/institute/teach-hist-biblio.html
http://www.isoc.org/isoc/whatis/conferences/inet/96/proceedings/c7/c7_3.htm
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8. ΓΗΔΤΘΤΝ΢ΔΗ΢ ΜΔ ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΚΟ ΤΛΗΚΟ 

 

A BIBLIOGRAPHY OF COLLECTED WORKS OF MATHEMATICIANS 

http://math.cornell.edu/‗library/collectedwks.html 

Πεξηέρεη κηα εθηεηακέλε θαη ζρεηηθά πιήξε βηβιηνγξαθία ησλ έξγσλ θαζψο θαη 

επηζηνιέο δηάζεκσλ καζεκαηηθψλ.  

 

BRITISH SOCIETY FOR THE HISTORY OF MATHEMATICS 

ABSTRACTS 

http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/abs.html 

Πεξηέρεη πεξηιήςεηο άξζξσλ γηα ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ ηαμηλνκεκέλσλ κε 

βάζε ηα νλφκαηα ησλ ζπγγξαθέσλ. ΢ε ρσξηζηφ θαηάινγν πεξηιακβάλνληαη 

πεξηιήςεηο άξζξσλ γηα ηε ρξήζε ηεο ηζηνξίαο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. 

 

TEXTBOOKS FOR A HISTORY OF MATHEMATICS COURSE 

http://ernie.bgsu.edu/‗vrickey/mini/books.html 

Πεξηέρεη έλα θαηάινγν δηδαθηηθψλ βηβιίσλ γηα ηε δηδαζθαιία ηεο ηζηνξίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ.   

 

TEXTS ON THE HISTORY OF MATHEMATICS 

http://aleph0.clarku.edu/‗djoyce/mathhist/textbooks.html 

Πεξηέρεη έλα θαηάινγν βηβιίσλ ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://math.cornell.edu/'library/collectedwks.html
http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/abs.html
http://ernie.bgsu.edu/'vrickey/mini/books.html
http://aleph0.clarku.edu/'djoyce/mathhist/textbooks.html
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