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Κείκελα – Αληηθείκελα δηδαζθαιίαο ηωλ καζεκαηηθώλ 

Ζ εηζαγσγή θαη ε ρξήζε ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ 

απνζπαζκάησλ πξσηφηππσλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ, ραξαθηεξηζηηθψλ δηαθφξσλ πεξηφδσλ 

ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ, ε νπνία πξνηείλεηαη ζηελ  παξνχζα εηζήγεζε δελ είλαη 

θαηλνχξγηα.. Σα ηειεπηαία ρξφληα ε ρξήζε πξσηφηππσλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ ζηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ έρεη ππνζηεξηρηεί απφ πνιιέο νπηηθέο, κε δηαθνξεηηθφ 

ζθεπηηθφ θαη πνηθίινπο ζηφρνπο θαη ζε θάπνην βαζκφ έρεη δνθηκαζηεί κε ζεηηθά 

απνηειέζκαηα (Arcavi 1987, Barnett et al. 2008, Dunham 1986, Fauvel 1990, Jahnke et al. 

2000, Laubenbacher & Pengelley, 1992, 1996, Mathematisches Forschungsinstitut 

Oberwolfach Reports, 2006, Nouet, 1996). 

ηφρνο, λα θαηαδεηρηεί ε ζπλάξηεζε ηεο αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ κε ηνπο ηζηνξηθά 

θαζνξηζκέλνπο φξνπο ηεο επνρήο ηνπο. Να πξνβιεζεί, δειαδή, κηα νπηηθή ηεο καζεκαηηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο σο θνηλσληθήο πξαθηηθήο, ε νπνία ππφθεηηαη ζηα ηζηνξηθά θαζνξηζκέλα 

θνηλσληθά θαη πνιηηηζκηθά πιαίζηα ηνπ ζηαδίνπ αλάπηπμεο ηεο θαη θαηά ζπλέπεηα ε 

καζεκαηηθή γλψζε σο παξάγσγν ηεο ππφθεηηαη ζε δηαςεχζεηο θαη αλαζεσξήζεηο θαη δελ 

απνηειεί έλα ηειεζίδηθα πεξαησκέλν ζψκα γλψζεο, εθθξαζκέλν νξηζηηθά απφ έλα θιεηζηφ 

ζχζηεκα πξνηάζεσλ θαη απφ κηα ζεηξά δηαδηθαζηψλ ηεθκεξίσζεο ηεο αιήζεηαο ησλ 

πξνηάζεσλ απηψλ. 

Ζ πξφηαζε πνπ δηαηππψλεηαη εδψ ζα αηηηνινγεζεί κε πέληε ζέζεηο, θαηά κηα έλλνηα 

αμησκαηηθά δηαηππσκέλεο, νη νπνίεο δελ ηαπηίδνληαη απνιχησο κε ηηο αηηηνινγήζεηο ησλ ήδε 

δηαηππσκέλσλ ζπλαθψλ πξνηάζεσλ γηα ηε ρξήζε ηζηνξηθψλ θεηκέλσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ. Θέζεηο αλαγθαίεο αθξηβψο επεηδή θάζε πξφηαζε θαη θάζε εγρείξεκα ρξήζεο 

πξσηφηππσλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ ή εηζαγσγήο ηζηνξηθψλ ηεθκεξίσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ εθθηλά απφ δηαθνξεηηθέο αθεηεξίεο θαη επηδηψθεη  δηάθνξνπο ζηφρνπο. Όπσο 

θάζε δηδαθηηθή πξφηαζε, δειαδή, δελ είλαη επηζηεκνινγηθά νπδέηεξε θαη νη επηζηεκνινγηθέο 

θαη εληέιεη ηδενινγηθέο (κε ηελ επξεία έλλνηα ηνπ φξνπ) επηινγέο ηεο θαζνξίδνπλ, πέξα απφ 

ην πεξηερφκελν, θαη ηνπο φξνπο πινπνίεζεο ηεο.    

 

Θέζε 1
ε 

: Γηα ηε ζρέζε ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο κε ηηο παξαδνρέο γηα ηε 

καζεκαηηθή γλώζε 

Σα θπξίαξρα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πεξηερνκέλνπ θαη ησλ πξαθηηθψλ ηεο καζεκαηηθήο 

εθπαίδεπζεο ελζσκαηψλνπλ θαη πινπνηνχλ παξαδνρέο γηα ηε θχζε θαη ην ραξαθηήξα ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο. Γηαηί θάζε πξνζέγγηζε ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο εκπεξηέρεη 

αλαγθαζηηθά κηα πξνζέγγηζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο κάζεζεο βαζηζκέλε ζε αληίζηνηρεο 

παξαδνρέο γηα ηε θχζε θαη ην ραξαθηήξα ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη αληίζηξνθα 

(Chasssapis, 2007). Καη αληίζηξνθα θάζε θηινζνθηθή - επηζηεκνινγηθή ζεψξεζε ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο εκπεξηέρεη θαη ππνβάιιεη αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο ηεο καζεκαηηθήο 

εθπαίδεπζεο.  

Όπσο ραξαθηεξηζηηθά έρεη δηαηππσζεί απφ ηνλ H.-G. Steiner: 

«Έλλνηεο ηεο δηδαζθαιίαο θαη ηεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ – αιιά θαη εηδηθφηεξα νη 

ζθνπνί θαη νη ζηφρνη (ηαμηλνκίεο) ηεο δηδαζθαιίαο ηνπο, ε δνκή θαη ην πεξηερφκελν ησλ 
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αλαιπηηθψλ πξνγξακκάησλ, ηα ζρνιηθά βηβιία, νη δηδαθηηθέο αξρέο θαη νη κεζνδνινγίεο, 

νη ζεσξίεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ, νη εξεπλεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο δηδαθηηθήο ησλ 

καζεκαηηθψλ (ππνδείγκαηα, κνληέια, ζεσξίεο θιπ), φπσο θαη νη αληηιήςεηο ησλ 

εθπαηδεπηηθψλ, αιιά θαη ησλ καζεηψλ, γηα ηα καζεκαηηθά θαη ηε δηδαζθαιία ηνπο – 

κεηαβηβάδνπλ ή θαη εδξάδνληαη (ζπρλά  κε έλα φρη ξεηφ ηξφπν) ζε ζπγθεθξηκέλεο 

θηινζνθηθέο θαη επηζηεκνινγηθέο απφςεηο γηα ηα καζεκαηηθά» (Steiner, 1987, ζ. 8). 

Ζ θηινζνθηθή θαη ζην πιαίζην ηεο ε ηζηνξηθή δηάζηαζε ηεο αλάπηπμεο ησλ καζεκαηηθψλ 

απνηειεί, επνκέλσο, ξεηά ή ππφξεηα θαη ζε θάζε πεξίπησζε απφ κηα ζπγθεθξηκέλε νπηηθή, 

ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο.   

Ζ ελζσκάησζε, φκσο, ηεθκεξίσλ ηζηνξίαο θαη γεληθφηεξα ηζηνξηθψλ δηαζηάζεσλ ησλ 

καζεκαηηθψλ, σο ζπζηαηηθνχ ζηνηρείνπ ηεο  δηδαζθαιίαο ηνπο ζην ζρνιείν, πξνυπνζέηεη ηελ 

αλαίξεζε εθείλεο ηεο επηζηεκνινγηθήο ζεψξεζεο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, ε νπνία έρεη 

θαζηεξσζεί ζηε ζπλαθή βηβιηνγξαθία κε ηνλ φξν απνιπηνθξαηία  (Ernest, 1991).  

Απηή ε επηζηεκνινγηθή ζεψξεζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, απφιπηα θπξίαξρε απφ ηηο αξρέο 

ηνπ πξνεγνχκελνπ αηψλα κέρξη ηηο κέξεο καο, νπφηε ακθηζβεηείηαη ζνβαξά, νηθνδνκείηαη ζε 

παξαδνρέο κεηαμχ ησλ νπνίσλ πεξηιακβάλνληαη νη αθφινπζεο, δηαηππσκέλεο εληειψο 

ζπλνπηηθά. (Υαζάπεο, 2005): 

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε ζπγθξνηείηαη απφ έλα ζχλνιν πξνηάζεσλ (νξηζκνί, αμηψκαηα, 

ζεσξήκαηα) θαη κηα ζεηξά απνδείμεσλ (δηαδηθαζηψλ ειέγρνπ θαη ηεθκεξίσζεο) ηεο 

αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ απηψλ. 

- Οη απνδείμεηο ηεο αιήζεηαο ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ βαζίδνληαη απνθιεηζηηθά ζε έλα 

ζχλνιν παξαδνρψλ (αμηψκαηα θαη νξηζκνί) θαη ζε κηα ζεηξά θαλφλσλ ινγηθήο 

ζπλεπαγσγήο, πνπ απνηεινχλ κέξνο κηαο παξαδεθηήο ηππηθήο-παξαγσγηθήο ινγηθήο. 

- Αθνχ νη απνδείμεηο ηεο αιήζεηαο ησλ καζεκαηηθψλ πξνηάζεσλ είλαη απνθιεηζηηθά ινγηθέο, 

ρσξίο θακία πξνζθπγή ζηελ εκπεηξηθή πξαγκαηηθφηεηα, ε καζεκαηηθή γλψζε είλαη θαηά 

ζπλέπεηα αδηάςεπζηε, αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε, εμαξηεκέλε κφλν απφ ηηο παξαδνρέο ηεο 

θαη ηνπο θαλφλεο ηεο ηππηθήο-παξαγσγηθήο ινγηθήο. 

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε, σο αδηάςεπζηε, αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε γλψζε - νπζηαζηηθά σο 

εμ νξηζκνχ αιεζήο – ππνθείκελε κφλν ζηε δηθή ηεο εζσηεξηθή ινγηθή είλαη επνκέλσο 

αλεμάξηεηε απφ θάζε ρξνληθφ θαη θνηλσληθφ δεδνκέλν, αλεμάξηεηε δειαδή απφ θάζε 

ηζηνξηθή εμέιημε θαη θνηλσληθή πξαθηηθή. Τπνλννχκελε παξαδνρή ηεο νπηηθήο απηήο είλαη 

ε χπαξμε απφιπηα νξζψλ θαη ηειεζίδηθα νινθιεξσκέλσλ καζεκαηηθψλ αιεζεηψλ, νη νπνίεο 

“αλαθαιχπηνληαη” ή “καζαίλνληαη” θαη ε θαηαλφεζε ηνπο είλαη θαηά ζπλέπεηα κηα λνεηηθή 

δηαδηθαζία αλάινγε ηεο βηνινγηθήο δηαδηθαζίαο ηεο “αθνκνίσζεο”. 

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε είλαη θαηά ζπλέπεηα απαιιαγκέλε πιήξσο απφ ηα εκπεηξηθά 

δεδνκέλα θαη ηηο αληηθάζεηο ηεο θνηλσληθήο πξαγκαηηθφηεηαο, πιήξσο αλεμάξηεηε απφ ηηο 

θπξίαξρεο θνηλσληθέο αμίεο θαη άξα ηδενινγηθά νπδέηεξε.  

- Ζ καζεκαηηθή γλψζε αλαπηχζζεηαη ζπζζσξεπηηθά θαη αδηάιεηπηα κε ηελ πξνζζήθε λέσλ 

καζεκαηηθψλ αιεζεηψλ, νη νπνίεο απνηεινχλ έλα ηειεζίδηθα πεξαησκέλν θαη 

νινθιεξσκέλν πξντφλ ηεο αλζξψπηλεο ζθέςεο.  

ε ηειεπηαία αλάιπζε, ε καζεκαηηθή γλψζε ππάξρεη, σο ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο 

πξαγκαηηθφηεηαο ή κηαο πξαγκαηηθφηεηαο „έμσ‟ απφ ηελ αλζξψπηλε χπαξμε θαη 

αλαθαιχπηεηαη‟ απφ ηελ αλζξψπηλε δξαζηεξηφηεηα. 

ην πιαίζην ηνπ επηζηεκνινγηθνχ απηνχ πξνηχπνπ ε ηζηνξία δελ απνηειεί ζπζηαηηθφ 

ζηνηρείν ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο, αθνχ ε καζεκαηηθή γλψζε δελ απνηειεί πξψηηζηα έλα 

ηζηνξηθφ θαη θνηλσληθφ πξντφλ. Κάησ απφ ηελ θπξηαξρία απηήο ηεο ζεψξεζεο ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο, ε ελζσκάησζε ηζηνξηθψλ δεδνκέλσλ ζηε  δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν είλαη νπζηαζηηθά αλέθηθηε θαη φπνπ επηρεηξείηαη δελ κπνξεί παξά 

λα έρεη απνζπαζκαηηθφ θαη επθαηξηαθφ ραξαθηήξα.  
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Σα ηειεπηαία φκσο ρξφληα θαη έπεηηα απφ δεθαεηίεο πξνβιεκαηηζκνχ θαη δηαιφγνπ 

δηεπξχλεηαη - ζχκθσλα κε φια ηα δεδνκέλα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε δηεζλή βηβιηνγξαθία -  ε 

ακθηζβήηεζε ηνπ θπξίαξρνπ επηζηεκνινγηθνχ πξνηχπνπ ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο. Γηάθνξεο 

ελαιιαθηηθέο εθδνρέο πνπ πξνηάζζνπλ ηνλ ηζηνξηθφ θαη θνηλσληθφ ραξαθηήξα ηεο 

καζεκαηηθήο γλψζεο, απφ δηαθνξεηηθέο βέβαηα θηινζνθηθέο αθεηεξίεο, πξνβάιινληαη θαη 

θεξδίδνπλ έδαθνο ζηελ επηζηεκνληθή θαη εθπαηδεπηηθή θνηλφηεηα (ελδεηθηηθά Kitcher 1983, 

Tymoczo 1986, Wittgenstein 1956). 

Οη εθδνρέο απηέο νηθνδνκνχληαη ζηε βάζε ηεο παξαδνρήο, φηη ε καζεκαηηθή γλψζε - φπσο 

θαη θάζε επηζηεκνληθή γλψζε - είλαη θνηλσληθή θαηαζθεπή, ππνθείκελε ζηα ηζηνξηθά 

θαζνξηζκέλα θνηλσληθά θαη πνιηηηζκηθά πιαίζηα ηνπ ζηαδίνπ αλάπηπμεο ηεο. Γελ απνηειεί 

θαηά ζπλέπεηα κηα αδηάςεπζηε, αληηθεηκεληθή θαη απφιπηε γλψζε, απηφλνκε θαη θαηεγνξηθά 

δηαθξηκέλε απφ ηηο άιιεο κνξθέο ηεο αλζξψπηλεο γλψζεο, απαιιαγκέλε απφ ηα εκπεηξηθά 

δεδνκέλα θαη ηηο αληηθάζεηο ηεο θνηλσληθήο πξαγκαηηθφηεηαο. Αληίζεηα - φπσο θαη θάζε 

επηζηεκνληθή γλψζε – είλαη πξντφλ θνηλσληθήο δξαζηεξηφηεηαο ππνθείκελε ζε δηαξθείο 

δηαςεχζεηο θαη αλαζεσξήζεηο (Lakatos 1976/1996). Δπνκέλσο γηα ηηο εθδνρέο απηέο, ε 

καζεκαηηθή γλψζε δελ απνηειεί έλα ηειεζίδηθα πεξαησκέλν πξντφλ ηεο αλζξψπηλεο 

δξαζηεξηφηεηαο, εθθξαζκέλν νξηζηηθά απφ έλα θιεηζηφ ζχζηεκα πξνηάζεσλ (νξηζκψλ, 

αμησκάησλ θαη ζεσξεκάησλ) θαη κηα ζεηξά δεδνκέλσλ ηεθκεξίσζεο θαη απφδεημεο ηεο 

αιήζεηαο ησλ πξνηάζεσλ απηψλ, αιιά σο πξντφλ θνηλσληθήο δξαζηεξηφηεηαο εληάζζεηαη ζε 

ηζηνξηθά θαζνξηζκέλα θνηλσληθά θαη πνιηηηζηηθά πιαίζηα, πνπ θαζνξίδνπλ ην επίπεδν θαη 

πξνζδηνξίδνπλ ηελ θαηεχζπλζε αλάπηπμεο ηεο. Ζ ηζηνξία δειαδή, απνηειεί ζπζηαηηθφ 

ζηνηρείν ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ δηαδηθαζηψλ ειέγρνπ θαη ηεθκεξίσζεο ηεο αιήζεηαο ησλ 

πξνηάζεσλ απηψλ, πνπ ζπγθξνηνχλ ηε καζεκαηηθή γλψζε. 

Δπνκέλσο, κφλν ζην πιαίζην απηψλ ησλ εθδνρψλ ζεψξεζεο ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη 

ππφ ηνλ φξν ηεο επηθξάηεζεο ηνπο ππάξρνπλ νη πξνυπνζέζεηο γηα ηελ νξγαληθή έληαμε ηεο 

ηζηνξηθήο δηάζηαζεο σο ζπζηαηηθνχ ζηνηρείνπ ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην 

ζρνιείν θαη θαηά ζπλέπεηα γηα ηελ εηζαγσγή ηζηνξηθψλ ηεθκεξίσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ. 

 

Θέζε 2
ε    

: Γηα ηε καζεκαηηθή γλώζε θαη ηε καζεκαηηθή δξαζηεξηόηεηα 

Αληηθείκελν ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο είλαη ζην επίπεδν ηεο επηζηεκνληθήο 

πξαθηηθήο θαη ζηελ πην γεληθή ηνπ δηαηχπσζε, ε έξεπλα ησλ αθεξεκέλσλ δνκψλ νη νπνίεο 

πξνέξρνληαη είηε απφ ηηο θπζηθέο θαη ηηο άιιεο επηζηήκεο είηε απφ πεδία ησλ ίδησλ ησλ 

καζεκαηηθψλ, αιιά  θαη ε έξεπλα ησλ κεζφδσλ θαη ησλ κέζσλ έξεπλαο ησλ δνκψλ απηψλ,  

θαη ζην επίπεδν ηεο ζρνιηθήο εθπαίδεπζεο ε κειέηε ησλ δνκψλ, ησλ πνζνηήησλ, ησλ 

κεηαβνιψλ θαη ηνπ ρψξνπ, ηα νπνία απνηεινχλ εηδηθέο θαη ελ πξνθεηκέλνπ απιέο ή 

απινπνηεκέλεο πεξηπηψζεηο ησλ αθεξεκέλσλ δνκψλ.  

Ζ έξεπλα ζηε κηα θαη ε κειέηε ζηελ άιιε πεξίπησζε αλαπηχζζεηαη κε ηε ρξήζε ηεο 

παξαγσγηθήο ινγηθήο θαη κηαο, αληίζηνηρεο θαηά πεξίπησζε, καζεκαηηθήο ζεκεηνινγίαο. 

Σα απνηειέζκαηα ηεο καζεκαηηθήο έξεπλαο νξγαλψλνληαη σο καζεκαηηθή γλψζε ζε 

ζπζηήκαηα  ελλνηψλ, παξαδνρψλ (αμησκάησλ) θαη ζπκπεξαζκάησλ (ζεσξεκάησλ), θαζψο 

θαη δηαδηθαζηψλ ειέγρνπ θαη ηεθκεξίσζεο ηεο αιήζεηαο ησλ ζπκπεξαζκάησλ απηψλ 

(απνδείμεηο). Απφ ηελ νπηηθή απηή, ηα καζεκαηηθά απνηεινχλ κηα κνξθή επηζηεκνληθήο 

δξαζηεξηφηεηαο, ζεσξεηηθήο ή εθαξκνζκέλεο.   
Μηα δηαθνξεηηθή απφ ηελ επηθξαηνχζα πξνζέγγηζε ησλ καζεκαηηθψλ σο επηζηεκνληθήο 

πξαθηηθήο (θαη ζρνιηθήο γλψζεο) πξνυπνζέηεη ηελ παξαδνρή, φηη ε καζεκαηηθή γλψζε, θαη 

θαηά ζπλέπεηα ε γλψζε γεληθά, δελ είλαη έλα ζηαζεξφ ζχλνιν θαζηεξσκέλσλ 

ζπκπεξαζκάησλ, αιιά κηα δπλακηθή δηαδηθαζία δηεξεχλεζεο, φπνπ ε αλαγθαηφηεηα, ε 
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αβεβαηφηεηα θαη ε αληηπαξάζεζε παξέρνπλ θίλεηξα γηα κηα ζπλερή έξεπλα δηαξθψο 

βειηηνχκελσλ θαηαλνήζεσλ ηεο πξαγκαηηθφηεηαο.  

Δπνκέλσο ζηελ νπηηθή απηή, ε καζεκαηηθή γλψζε δελ είλαη απφιπηε θαη ηζηνξηθά 

ακεηάβιεηε, άιια φπσο θαη θάζε άιιν παξάγσγν ηεο αλζξψπηλεο δξαζηεξηφηεηαο είλαη κηα 

θνηλσληθή θαηαζθεπή, ε νπνία ππφθεηηαη ζε ζθάικαηα, εκπινπηίδεηαη απφ ηνπο ζθνπνχο θαη 

ηα πιαίζηα πνπ ππνθηλνχλ ηελ αλάπηπμε ηεο θαη ηε ρξήζε ηεο θαη δηακνξθψλεηαη απφ ηηο 

θπξίαξρεο θνηλσληθέο αμίεο.  

Απφ ηελ πξνζέγγηζε ηεο ζεκεησηηθήο, κάιηζηα, ε καζεκαηηθή γλψζε είλαη εληέιεη έλα 

ζχλνιν θαιά νξηζκέλσλ ηχπσλ ιφγνπ (discourse). Όπσο απνηεινχλ έλαλ εηδηθφ ηχπν ιφγνπ  

ηα ζρνιηθά καζεκαηηθά, ν νπνίνο έρεη νκνηφηεηεο θαη δηαθνξέο, ηφζν κε ηνπο ιφγνπο ησλ 

εξεπλεηηθψλ καζεκαηηθψλ φζν θαη κε ηνπο ιφγνπο ησλ εμσ-ζρνιηθψλ καζεκαηηθψλ (Sfard et 

al., 1998) 

Ωο θνηλσληθή θαηαζθεπή, επνκέλσο, ε καζεκαηηθή γλψζε είλαη πξντφλ κηαο 

δξαζηεξηφηεηαο, ε νπνία έρεη ηζηνξίεο, έρεη θηινζνθηθέο ζεσξήζεηο, έρεη πξσηαγσληζηέο, 

έρεη κεζφδνπο θαη δηαδηθαζίεο παξαγσγήο, έρεη ζεσξεηηθά θαη πξαθηηθά εξεπλεηηθά 

πξνβιήκαηα, έρεη ρξήζεηο θαη εθαξκνγέο ζε άιια πεδία ηεο πλεπκαηηθήο παξαγσγήο, έρεη 

ζεζκνχο νξγάλσζεο θαη κέζα επηθνηλσλίαο, έρεη ηππηθά ζεζκνζεηεκέλα θαη άηππα 

θαζηεξσκέλα πιαίζηα αλάπηπμεο, ηα νπνία ππφθεηληαη ζηελ θνηλσληθή θαηάζηαζε θαη 

αληαλαθινχλ ηφζν ηα νπζηψδε ζηνηρεία ηνπ πλεπκαηηθνχ θαη ηερληθνχ πνιηηηζκνχ, φζν θαη 

ηνπο αληαγσληζκνχο ησλ θνηλσληθψλ ζπκθεξφλησλ θάζε ζπγθεθξηκέλεο ηζηνξηθήο πεξηφδνπ 

ηεο αλάπηπμεο ηεο. 

Όια απηά καδί θαη αιιειέλδεηα είλαη καζεκαηηθά θαη φια απηά καδί θαη αιιειέλδεηα 

νθείινπλ λα εκπεξηέρνληαη ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Με αλάινγεο 

δηαθνξνπνηήζεηο αληίζηνηρεο ηνπ επηπέδνπ ηεο ζρνιηθήο εθπαίδεπζεο. Αθνχ, φπσο έρεη 

αλαιπζεί αιινχ (Υαζάπεο, 1996), ε  δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ εκπεξηέρεη κηα δηπιή 

ζρέζε κε ην αληηθείκελν ηεο. Μηα επηζηεκνληθή ζρέζε, ε νπνία ζηνρεχεη ζηε γλψζε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ ησλ καζεκαηηθψλ θαη ηαπηφρξνλα κηα ηδενινγηθή ζρέζε, ε νπνία ζηνρεχεη ζηε 

πξαθηηθή γλψζε θαλφλσλ, πξνηχπσλ θαη πξαθηηθψλ γηα ην αληηθείκελν ησλ καζεκαηηθψλ, 

γλψζε πνπ νπζηαζηηθά είλαη γλψζε θαλφλσλ ζπκπεξηθνξάο απέλαληη ζηε ζεσξεηηθή θαη 

θνηλσληθή ιεηηνπξγία ησλ καζεκαηηθψλ. ηε ζχδεπμε απηή, άιισζηε, κπνξεί λα εληνπηζηεί 

θαη ε νπζηαζηηθή έλλνηα ηνπ φξνπ “καζεκαηηθή παηδεία”. Μηα καζεκαηηθή γλψζε 

επελδπκέλε ζε κηα πξαθηηθή γλψζε γηα ηελ ζεσξεηηθή θαη πξαθηηθή ιεηηνπξγία ηεο. 

 

ΘΔΗ 3
ε  

Γηα ηελ αλάγλωζε θεηκέλωλ ζηε δηδαζθαιία ηωλ καζεκαηηθώλ 

Ζ επηθξαηνχζα, έμσ απφ ηνπο θχθινπο ησλ εηδηθψλ, αληίιεςε ζεσξεί ηελ αλάγλσζε σο κηα 

δηαδηθαζία βαζηζκέλε ζε έλα ζχλνιν δεμηνηήησλ δηα ησλ νπνίσλ εληνπίδεηαη θαη εμάγεηαη 

άκεζα ή ζπλάγεηαη έκκεζα ην λφεκα ελφο θεηκέλνπ. Ζ αληίιεςε απηή, εδξαησκέλε ζηελ 

ςπρνινγία ηνπ ζπκπεξηθνξηζκνχ, δηαπεξλά ζε κεγάιν βαζκφ ηε δηδαζθαιία ηεο αλάγλσζεο 

ζην ζρνιείν θαη βέβαηα ηελ αληηκεηψπηζε ηεο αλάγλσζεο θεηκέλσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ 

καζεκαηηθψλ.  

Ζ αλάγλσζε θεηκέλσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ έρεη ζήκεξα πεξηζσξηαθή ζέζε θαη 

εμαληιείηαη θπξίσο ζηελ αλάγλσζε ησλ δηδαθηηθψλ βηβιίσλ θαη ησλ ζπλαθψλ ζρνιηθψλ 

βνεζεκάησλ κε ζηφρν ηελ εθκάζεζε ζεσξεηηθψλ καζεκαηηθψλ γλψζεσλ (νξηζκψλ, 

ζεσξεκάησλ, απνδείμεσλ) θαη ηερληθψλ επίιπζεο αζθήζεσλ θαη πξνβιεκάησλ, ζρεδφλ 

απνθιεηζηηθά ζε έλα πιαίζην αμηνιφγεζεο. Σα φπνηα θείκελα αθεγεκαηηθνχ ιφγνπ 

πεξηιακβάλνληαη ζηα ζρνιηθά βηβιία, σο ηζηνξηθά ζεκεηψκαηα ή πεξηγξαθέο εθαξκνγψλ 

ησλ καζεκαηηθψλ, έρνπλ εληειψο πεξηζσξηαθφ ραξαθηήξα θαη ζπλήζσο παξαιείπνληαη απφ 

ηηο δξαζηεξηφηεηεο ηεο δηδαζθαιίαο ησλ αληίζηνηρσλ ελνηήησλ.Σα ζρνιηθά βηβιία 

καζεκαηηθψλ φισλ ησλ εθπαηδεπηηθψλ βαζκίδσλ δελ είλαη γξακκέλα γηα λα δηαβάδνληαη, 
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αιιά γηα λα «δηδάζθνληαη», κε φηη απηφ ζεκαίλεη θαη απηφο ν ηχπνο ζρνιηθψλ βηβιίσλ δελ 

είλαη έλα απνθιεηζηηθά Διιεληθφ θαηλφκελν. 

ε κηα άιιε ζεψξεζε, φκσο, ε αλάγλσζε θεηκέλσλ αληηκεησπίδεηαη σο κηα δξαζηεξηφηεηα 

θαηαζθεπήο λνεκάησλ ζηελ νπνία νη αλαγλψζηεο δελ πξνζιακβάλνπλ απιψο εξκελείεο ηνπ 

θεηκέλνπ, αιιά ηηο ζπγθξνηνχλ ππφ ηελ επίδξαζε ησλ πξνζσπηθψλ ηνπο εκπεηξηψλ θαη ησλ 

πεξηζηάζεσλ πνπ βηψλνπλ θαηά ηελ αλάγλσζε ηνπ.  

Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ε ζπλεζηζκέλε αλάγλσζε κηαο εθεκεξίδαο. Ζ αλάγλσζε ελφο 

θεηκέλνπ κηαο εθεκεξίδαο νπζηαζηηθά αξρίδεη πξηλ μεθηλήζνπκε λα δηαβάδνπκε ην 

ζπγθεθξηκέλν θείκελν. Γηαβάδνληαο ηνλ ηίηιν ηνπ θαη κφλν ζρεκαηίδνπκε έλα ππφβαζξν 

πξφζιεςεο ηνπ θεηκέλνπ βαζηζκέλν ζηηο γλψζεηο καο γηα ηελ εθεκεξίδα θαη ζηελ εκπεηξία 

καο απφ ηελ αλάγλσζε ηεο – ηελ πνιηηηθή ηεο ζηελ πξνζέγγηζε ησλ γεγνλφησλ, ηελ 

νξγάλσζε θαη ην πεξηερφκελν ηεο χιεο ηεο, ηε γιψζζα ησλ θεηκέλσλ ηεο – φπσο επίζεο ζηηο 

πξνεγνχκελεο γλψζεηο καο γηα ην ζέκα ηνπ θεηκέλνπ, αιιά θαη ζηα ηξέρνληα ελδηαθέξνληα 

καο. ην ππφβαζξν απηφ, ζπγθξνηνχκε κηα εξκελεία ηνπ θεηκέλνπ, ε νπνία αληηζηνηρεί θαηά 

κνλαδηθφ ηξφπν ζηo ζπγθξηκέλν γεγνλφο ηεο αλάγλσζεο ηνπ. Ζ κνλαδηθφηεηα ηεο εξκελείαο 

απηήο δεκηνπξγείηαη απφ ηνλ, θαη νθείιεηαη ζηoλ ζπλδπαζκφ ηεο ππνθεηκεληθφηεηαο θάζε 

ζπγθεθξηκέλνπ αλαγλψζηε (κε ηελ ηδηαίηεξε πξνζσπηθή ηνπ ηζηνξία, ηηο ηδηαίηεξεο 

θνηλσληθν-νηθνλνκηθέο ηνπ αλαθνξέο, ηηο πεπνηζήζεηο ηνπ θαη ηε ζπγθεθξηκέλε 

ζπλαηζζεκαηηθή ηνπ θαηάζηαζε) κε ην ζπγθεθξηκέλν θείκελν (ην πεξηερφκελν, ηηο αλαθνξέο 

θαη ηε γισζζηθή ηνπ νξγάλσζε) ππφ ηνπο φξνπο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θνηλσληθνχ πιαηζίνπ 

κέζα ζην νπνίν αλαπηχζζεηαη ε δξαζηεξηφηεηα ηεο αλάγλσζεο θαη ην νπνίν επηβάιιεη, 

εθηφο άιισλ, θαη ζπγθεθξηκέλεο ζρέζεηο αλαγλψζηε θαη θεηκέλνπ (Eco, 1979, Karey & 

Harste, 1985). Ζ αλάγλσζε ελφο θεηκέλνπ, δειαδή, ζπλεπάγεηαη κηα εξκελεία ηνπ, ε νπνία 

εμαξηάηαη απφ ηνλ αλαγλψζηε, ην θείκελν θαη ην πιαίζην ηεο αλάγλσζεο ηνπ.  

Μηα ζπδήηεζε γηα ηελ αλάγλσζε θαη εξκελεία θεηκέλσλ θαη γηα παξαγσγή λνεκάησλ, κε 

ηνπο φξνπο απηνχο, πξνυπνζέηεη κηα άιιε νξγάλσζε ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ, 

θπξίαξρν νξγαλσηηθφ ζηνηρείν ηεο νπνίαο δελ κπνξεί λα είλαη ε αμηνιφγεζε.  

ε κηα άιιε ινγηθή, δειαδή, ε αλάγλσζε καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ, ηερληθψλ ή 

αθεγεκαηηθψλ, ζεσξνχκελε σο δεκηνπξγηθή δξαζηεξηφηεηα παξαγσγήο λνεκάησλ κπνξεί 

λα απνηειεί ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο θαη βέβαηα ηεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ. 

Αθνχ ε παξαγσγή λνεκάησλ σο δξαζηεξηφηεηα εκπεξηέρεη, κεηαμχ άιισλ, δηαηχπσζε 

ππνζέζεσλ, δεκηνπξγία ζπζρεηίζεσλ, ζπγθξφηεζε αιιεινπρηψλ, ζπλαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ, θξηηηθή εθηίκεζε, θαη άιιεο λνεηηθέο δηεξγαζίεο, νη νπνίεο απνηεινχλ θαη 

ζπζηαηηθά ζηνηρεία ηεο καζεκαηηθήο δξαζηεξηφηεηαο.  

Ζ αλάγλσζε θεηκέλσλ, επνκέλσο, κπνξεί λα είλαη κηα καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα, φπσο 

είλαη ε απφδεημε ελφο ζεσξήκαηνο ή ε επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο, φπσο είλαη θαη κηα 

δξαζηεξηφηεηα αλάγλσζεο, κε ηελ έλλνηα ηεο αλάγλσζεο πνπ νξίζηεθε πξνεγνχκελα. ε κηα 

ηέηνηα βάζε θαη σο κηα εηδηθή καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα,  ε αλάγλσζε καζεκαηηθψλ 

θεηκέλσλ απαηηεί δηδαζθαιία, φπσο αθξηβψο απαηηεί δηδαζθαιία ε καζεκαηηθή απφδεημε ή ε 

επίιπζε καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ (Brunner, 1976, Hubbard, R. 1990). 

 

ΘΔΗ 4
ε  

Γηα ηε δηδαζθαιία ηεο αλάγλωζεο καζεκαηηθώλ θεηκέλωλ  

Κάζε καζεκαηηθφ θείκελν κπνξεί λα ηδσζεί απφ (θαη εκπεξηέρεη) δχν φςεηο. Μηα καζεκαηηθή 

θαη κηα εθπαηδεπηηθή ή επξχηεξα δηαπαηδαγσγεηηθή. Ζ κηα φςε είλαη ην καζεκαηηθφ 

πεξηερνκέλνπ ηνπ θεηκέλνπ, ελψ ε άιιε ε ζρέζε κε ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν, ηελ νπνία 

πξνβάιιεη ην θείκελν. Δίλαη απηή ε δεχηεξε φςε γηα ηελ νπνία, φπσο πξναλαθέξζεθε, 

νθείιεη λα είλαη ε αλάγλσζε θεηκέλσλ νπζηαζηηθφ ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ. Γείηε θαη ζθεθηείηε ηε δηαθνξά αλάκεζα ζε έλα θείκελν αζθήζεσλ θαη ζε έλα 

καζεκαηηθφ θείκελν άιινπ ηχπνπ, αλάκεζα ζηηο ζρέζεηο πνπ πξνβάιινπλ θαη ζηηο 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ ππνβάιινπλ ηα δχν είδε θεηκέλσλ. Καη βέβαηα ηειεηψλνληαο ην ζρνιείν 
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νη καζεηέο ζπάληα ζα βξεζνχλ μαλά ζηελ αλάγθε λα επηιχζνπλ κηα άζθεζε ή λα απνδείμνπλ 

κηα ηαπηφηεηα, ελψ αληίζεηα ζα αλαγθαζηνχλ πνιιέο θνξέο λα δηαβάζνπλ, λα θαηαλνήζνπλ 

θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ καζεκαηηθά θείκελα, δηαθφξσλ ηχπσλ, ζηηο ζπνπδέο ή ζηε δνπιεηά 

ηνπο.      

Πέξα απφ ηε δηπιή απηή φςε ησλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ, ππάξρνπλ θαη έρνπλ αλαιπζεί νη 

νπζηαζηηθέο δηαθνξέο ελφο καζεκαηηθνχ θεηκέλνπ απφ θάζε άιιν ηχπν κε καζεκαηηθνχ 

θεηκέλνπ θαη ζε απηέο ηηο αλαιχζεηο ζηεξίδεηαη ζε κεγάιν βαζκφ ε ζέζε φηη ηα καζεκαηηθά 

απνηεινχλ έλαλ ή πεξηζζφηεξνπο ηχπνπο ιφγνπ (discourses) (Brunner 1976, Hubbard 1990). 

Δληειψο ελδεηθηηθά, γηαηί πξφθεηηαη γηα έλα άιιν ζέκα ζπδήηεζεο: 

- ηα καζεκαηηθά θείκελα νη ιέμεηο θαη ηα ζχκβνια εθθξάδνπλ καζεκαηηθά νξηζκέλεο 

έλλνηεο θαη φξνπο, πνιιέο θνξέο εληειψο δηαθνξεηηθνχο απφ ηηο κε καζεκαηηθέο έλλνηεο 

θαη φξνπο ( ν θχθινο, ν θχθινο ησλ ρακέλσλ πνηεηψλ, ν θαχινο θχθινο). 

- Ζ δνκή ησλ καζεκαηηθψλ θείκελσλ είλαη παξαγσγηθή θαη θάζε λέα έλλνηα νξίδεηαη ζε 

πξνεγνχκελα νξηζκέλεο έλλνηεο θαη θάζε λέν ζπκπέξαζκα (ζεψξεκα ή ιήκκα) 

ρξεζηκνπνηεί θαη βαζίδεηαη ζε πξνεγνχκελα ζπκπεξάζκαηα θ.ν.θ. νπφηε ε αλάγλσζε 

ηνπο απαηηεί ηελ αλάινγε αιιεινπρία 

- Ζ γξαθή ησλ καζεκαηηθψλ θείκελσλ είλαη λνεκαηηθά ππθλή, νπφηε είλαη αδχλαην λα 

ζπλαρζεί απφ ηα ζπκθξαδφκελα ην λφεκα άγλσζησλ ζηνλ αλαγλψζηε ιέμεσλ. Ζ 

ιηηφηεηα (θνκςφηεηα ηελ απνθαινχλ νη καζεκαηηθνί) είλαη ζηνηρείν ηεο θπξίαξρεο 

ηδενινγίαο ησλ καζεκαηηθψλ θαη εάλ «έζζεζζε» σο αλαγλψζηεο «αγεσκέηξεηνη» ηφηε ζα 

έρεηε πξφβιεκα.. 

Γηάθνξεο έξεπλεο, πάλησο έρνπλ εληνπίζεη ηηο απαηηνχκελεο γηα έλα καζεκαηηθφ θείκελν 

αλαγλσζηηθέο ηθαλφηεηεο θαη έρνπλ ηεθκεξηψζεη αληίζηνηρεο δηδαθηηθέο πξνηάζεηο  (εληειψο 

ελδεηθηηθά   Turnau, 1983). 
 

ΘΔΗ 5
ε  

Η δηδαζθαιία ηωλ καζεκαηηθώλ είλαη θαη εηζαγωγή ζε έλαλ ηύπν ιόγνπ, ην 

ιόγν ηωλ καζεκαηηθώλ 

Όπσο θάζε δηδαζθαιία είλαη εηζαγσγή ζε νξηζκέλεο θνηλσληθέο θαη πνιηηηζηηθέο πξαθηηθέο, 

ζε νξηζκέλνπο ηχπνπο ζθέςεο θαη δξάζεο κηα ηζηνξηθά νξηζκέλεο θνηλσλίαο, έηζη θαη ε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ είλαη εηζαγσγή ζηε ζπγθεθξηκέλε θνηλσληθή πξαθηηθή ησλ 

καζεκαηηθψλ, ζπζηαηηθφ ζηνηρείν ηεο νπνίαο απνηειεί ε εηζαγσγή ζην ιφγν ησλ 

καζεκαηηθψλ (Durkin, 1991).  

Οη καζεηέο πξέπεη λα κάζνπλ δχν πξάγκαηα, πέξα απφ ην ζψκα ησλ επηθπξσκέλσλ 

καζεκαηηθψλ γλψζεσλ (ελλνηψλ, ζπκπεξαζκάησλ θαη ηερληθψλ): ηα κέζα ηεο (καζεκαηηθήο) 

επηθνηλσλίαο θαη ηνπο θαλφλεο  ρξήζεο ησλ κέζσλ απηψλ. Σα κέζα καζεκαηηθήο 

επηθνηλσλίαο δηακνξθψλνπλ ην πεξηερφκελν ηνπ καζεκαηηθνχ ιφγνπ, ελψ νη θαλφλεο ρξήζεο 

ησλ κέζσλ απνηεινχλ ζηελ νπζία ζηνηρεία απηνχ πνπ απνθαινχκε «καζεκαηηθή ζθέςε» 

είλαη απηφ πνπ ν Wittgenstein νλνκάδεη «γισζζηθά παηρλίδηα», ν  Goffman «πιαίζηα» 

(frames), ν Bruner «ηχπνπο» (formats)  θαη ν Bourdieu «έζνο» (habitus). 

Σα κέζα θαη νη θαλφλεο ρξήζεο ησλ κέζσλ καζεκαηηθήο επηθνηλσλίαο κπνξνχλ θαιχηεξα λα 

δηδαρζνχλ κε ηε ρξήζε ραξαθηεξηζηηθψλ καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ θαη γηα λα θαηαδεηρζεί ν 

ηζηνξηθφο ηνπο ραξαθηήξαο, ε εμάξηεζε ηνπο δειαδή απφ ην ρξφλν θαη ηελ θνηλσλία, κε ηε 

ρξήζε καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ, ησλ νπνίσλ ε κνξθή (ε νξγάλσζε ηνπ ιφγνπ, νη ιεθηηθέο 

εθθξάζεηο θιπ) δηαθνξνπνηείηαη ηζηνξηθά. 

 

Κείκελα – Δλζέκαηα δηδαζθαιίαο ηωλ καζεκαηηθώλ 

Γηα ηνπο παξαπάλσ ιφγνπο πξνηείλεηαη, φπσο πξναλαθέξζεθε, έζησ θαη σο απφπεηξα, ε 

εηζαγσγή θαη ε ρξήζε καζεκαηηθψλ θεηκέλσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ. Μηθξψλ ζε 

έθηαζε απνζπαζκάησλ πξσηφηππσλ θεηκέλσλ, ηα νπνία θαηά πεξίπησζε ραξαθηεξίδνπλ 
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πεξηφδνπο ηεο ηζηνξίαο ησλ καζεκαηηθψλ. Κάζε θείκελν δηαβάδεηαη θαη ζπδεηείηαη απφ κηα 

ζπγθεθξηκέλε νπηηθή, ελψ έρεη ζεκαζία ε, θαηά ην δπλαηφλ, αλάγλσζε ηνπ ζην πξσηφηππν.  

Σα θείκελα απηά κπνξνχλ λα νξγαλσζνχλ ζε ζεηξέο κε άμνλα κηα έλλνηα, κηα ηερληθή ή κηα 

φςε ησλ καζεκαηηθψλ.  

Παξάδεηγκα, ν νξηζκφο ζηα καζεκαηηθά θαη ε ηζηνξηθή ηνπ εμέιημε σο πξνο ην καζεκαηηθφ 

πεξηερφκελν θαη ηελ απζηεξφηεηα ηεο δηαηχπσζεο ηνπ κε ηδηαίηεξε θαηά πεξίπησζε 

αλαθνξά ζηνλ νξηζκφ ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ (απφ ηνλ Δπθιείδε ζηνλ Πεάλν θαη ζηνλ 

Ράζει) ή ζηνλ νξηζκφ βαζηθψλ ελλνηψλ ηεο αλάιπζεο (ζπλάξηεζε, φξην, ζπλέρεηα, 

παξάγσγνο ζπλάξηεζεο θιπ. απφ ηνλ Νεχησλα ζηνλ Βάτεξζηξαο), ν καζεκαηηθφο 

ζπκβνιηζκφο (απφ ηνλ Γηφθαλην ζηε ζχγρξνλε άιγεβξα), ε καζεκαηηθή απφδεημε θαη ε 

εμέιημε ηεο δνκήο θαη ηνπ πεξηερφκελνπ ηεο (απφ ηνλ Δπθιείδε ζηνπο Γνπατηρελη θαη 

Ράζει), θιπ.  

Αθνινπζνχλ ελδεηθηηθά, θαη βέβαηα φρη πιήξε σο πξνο ηα πεξηερφκελα, πξσηφηππα θείκελα, 

παξαδείγκαηα ηεο πξφηαζεο ε νπνία ππνζηεξίρηεθε πξνεγνχκελα. 

 

 

Παξάδεηγκα 1: Οξηζκνί ηνπ πιεζηθνύ αξηζκνύ 

Δπθιείδνπ, Σηνηρείωλ δ΄ , πεξίπνπ 300 π.Χ. 

Όξνη 

1. Μνλάο ™ζηηλ, θαζ΄  Àλ žθαζηνλ ησλ Ôλησλ žλ ιέγεηαη. 

2. ΆξηζκÕο δš ηÕ ™θ κνλάδσλ ζπγθείκελνλ πιÁζνο. 

 

Νηθνκάρνπ Γεξαζηλνύ, Αξηζκεηηθήο Δηζαγωγήο, 

 δ. ΆξηζκÕο ™ζηη πιÁζνο æξηζκέλνλ Ì κνλάδσλ ζχζηεκα É πνζφηεηνο ρχκα ™θ κνλαδσλ 

ζπγθείκελνλ...  

 

Simon Stevin de Bruges, L’ Arithmetique, 1585. 

Definition II. 

Nombre est cela, par lequel s‟explique la quantité de cette chose. 

Αξηζκόο είλαη απηό πνπ εθθξάδεη ηελ πνζόηεηα θάζε πξάγκαηνο 

 

Newton Isaac,  Arithmetica Universalis, 1707.  

Per Numerum non tam multitudinem unitatum quam abstractam quantitatis cujusvis ad aliam 

ejusdem generis quantitem quae pro unitate habetur rationem intelligimus. 

Ωο Αξηζκό ελλννύκε όρη ηόζν κηα πνιιαπιόηεηα κνλάδσλ, όζν ηνλ αθεξεκέλν ιόγν 

νηαζδήπνηε πνζόηεηαο πξνο κηα άιιε πνζόηεηα ηνπ ίδηνπ είδνπο ηελ νπνία παίξλνπκε σο 

κνλάδα.    

 

Cantor Georg, Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre, 1895. 

Unter einer «Menge» verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten 

wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche die 

„Elemente‟ von M genannt werden) zu einem Ganzen. In Zeichen drucken wir dies so aus:  M 

= {m}. 

.………………………………………………………………………………………………… 

http://de.wikipedia.org/wiki/Element_%28Mathematik%29
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Ωο «ζύλνιν» (Menge) ελλννύκε θάζε ζπιινγή ζε έλα όιν (Zusammenfassungzu einem 

Ganzen)  Μ θαιά νξηζκέλσλ θαη δηαθξηηώλ κεηαμύ ηνπο αληηθεηκέλσλ m ηεο εκπεηξία ή ηεο 

ζθέςεο καο (ηα αληηθείκελα απηά νλνκάδνληαη «ζηνηρεία» ηνπ Μ). 

πκβνιηθά απηφ εθθξάδεηαη σο:  M = {m}.      

………………………………………………………………………………………………………….. 

"Mächtigkeit" oder "Kardinalzahl" von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit 

Hilfe unseres aktiven Denkvermögens dadurch aus der Menge M hervorgeht, das von der 

Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins 

abstrahiert wird.  
………………………………………………………………………………………………………….. 

Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man von seiner Beschaffenheit absieht, eine 

"Eins" wird, so ist die Kardinalzahl … selbst eine bestimmte aus lauter Einsen 

zusammengesetzte Menge, die als intellektuelles Abbild oder Projektion der gegebenen 

Menge M in unserm Geiste Existenz hat.  

Ωο «Γύλακε» ή «Πιεζηθό αξηζκό» ηνπ Μ  ελλννύκε ηε γεληθή έλλνηα, ε νπνία πξνέξρεηαη από 

ην ζύλνιν Μ  κε ηε βνήζεηα ηεο λνεηηθήο καο δξαζηεξηόηεηαο κε ηελ νπνία αθαηξνύκε ηε θύζε 

ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ζηνηρείσλ ηνπ Μ θαη ηε ζεηξά κε ηελ νπνία παξνπζηάδνληαη.    
………………………………………………………………………………………………………….. 

Αθνύ θαζέλα ζηνηρείν m (ηνπ Μ) αλ αθαηξέζνπκε ηε θύζε ηνπ γίλεηαη κηα «κνλάδα», ν 

πιεζηθόο αξηζκόο … (ηνπ Μ) έλα θαζνξηζκέλν ζύλνιν ζπγθξνηεκέλν από κνλάδεο θαη απηόο ν 

αξηζκόο ππάξρεη ζην λνπ καο σο κηα λνεηηθή εηθόλα ή σο κηα πξνβνιή ηνπ δεδνκέλνπ 

ζπλόινπ.  

 

Peano Giuseppe, Formulaire de mathematiques, 1895/1908. 

Assioma zero. I numeri formano una classe. 

Assioma I.   Lo zero è un numero. 

Assioma II.  Se α è un numero, il suo successivo α+ è un numero. 

Assioma III. Se s è una classe contenente lo zero e, per ogni a se α  

appartiene a s,: allora ogni numero naturale è in s 

Assioma IV. Se α e b sono due numeri e se i loro successivi α+ , b+  

sono uguali allora α e b sono uguali.  

Assioma V.  Se α è un numero, il suo successivo α+ non è zero. 

Αμίσκα κεδέλ.  Οη αξηζκνί ζρεκαηίδνπλ κηα θιάζε. 

Αμίσκα Η.  Σν κεδέλ είλαη έλαο αξηζκόο 

Αμίσκα ΗΗ.  Δάλ α είλαη έλαο αξηζκόο θαη ν επόκελνο ηνπ α+ είλαη έλαο αξηζκόο.  

Αμίσκα ΗΗΗ. Δάλ s είλαη κηα θιάζε ε νπνία πεξηέρεη ην κεδέλ, θαη γηα θάζε α πνπ  

πεξηέρεηαη ζηελ s ν επόκελνο ηνπ πεξηέρεηαη ζηελ s , ηόηε θάζε θπζηθόο 

αξηζκόο πεξηέρεηαη ζηελ s. 

Αμίσκα ΗV. Δάλ α θαη β είλαη δύν αξηζκνί ησλ νπνίσλ νη επόκελνη α+ θαη β+ είλαη  

ίζνη, ηόηε θαη νη α θαη β είλαη ίζνη .  

Αμίσκα ΗV.  Δάλ α είλαη έλαο αξηζκόο, ν επόκελνο ηνπ δελ είλαη ην κεδέλ.  

 

Russel Bertrand, Introduction to Mathematical Philosophy, 1919  

The number of a class is the class of all those classes that are similar to it. 

Thus the number of a couple will be the class of all couples. In fact, the class of all couples 

will be the number 2, according to or definition.  
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At the expense of a little oddity, this definition secures definiteness and indubitableness; and 

it is not difficult to prove that numbers so defined have al the properties that we expect 

numbers to have. 

We may now go on to define numbers in general as any one of the bundles into which 

similarity collects classes. A number will be a set of classes such that any two are similar to 

each other, and none outside the set are similar to inside the set. In other words, a number (in 

general) is any collection which is the number of one of its members; or, more simply still: 

A number is anything, which is the number of some class. 

Αξηζκόο κηαο θιάζεο είλαη ε θιάζε όισλ εθείλσλ ησλ θιάζεσλ, νη νπνίεο είλαη όκνηεο κε 

απηήλ.  

Έηζη ν αξηζκόο ελόο δεπγαξηνύ  ζα είλαη ε θιάζε όισλ ησλ δεπγαξηώλ. Πξαγκαηηθά ε θιάζε 

όισλ ησλ δεπγαξηώλ ζα είλαη ν αξηζκόο 2, ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό καο.  

Παξά ηελ θάπνηα παξαμεληά ηνπ, απηόο ν νξηζκόο δηαζθαιίδεη ζαθήλεηα θαη βεβαηόηεηα· θαη 

δελ είλαη δύζθνιν λα απνδεηρζεί όηη νη αξηζκνί,  νξηζκέλνη κε απηό ηνλ ηξόπν έρνπλ όιεο ηηο 

ηδηόηεηεο ηηο νπνίεο αλακέλνπκε λα έρνπλ νη αξηζκνί.      

Μπνξνύκε ηώξα λα πξνρσξήζνπκε ζηνλ νξηζκό ησλ αξηζκώλ γεληθά, σο νηαδήπνηε ζπιινγή 

ζηελ νπνία ε νκνηόηεηα νκαδνπνηεί ηηο θιάζεηο. Έλαο αξηζκόο ζα είλαη έλα ζύλνιν θιάζεσλ 

ηέηνην ώζηε νπνηεζδήπνηε δύν θιάζεηο είλαη όκνηεο κεηαμύ ηνπο θαη θακία θιάζε εθηόο ηνπ 

ζπλόινπ απηνύ δελ είλαη όκνηα κε κηα ηνπ ζπλόινπ. Με άιια ιόγηα, ν αξηζκόο (γεληθά) είλαη 

νηαδήπνηε ζπιινγή ε νπνία είλαη ν αξηζκόο ελόο ησλ κειώλ ηεο· ή αθόκα πην απιά: 

Αξηζκόο είλαη νηηδήπνηε είλαη ν αξηζκόο θάπνηαο θιάζεο.       

    

 

Παξάδεηγκα 2: Οξηζκνί ηεο ζπλάξηεζεο 

 

Bernoulli Johann  Remarques sur ce qu'on a donni jusqu'ici de solutions des probl~mes 

sur les isopdrimitres,  1718  

On appelle fonction d'une grandeur variable une quantité compose de quelque maniere que ce 

soit de cette grandeur variable et de constantes. 

Ολνκάδεηαη ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο πνζόηεηαο κηα πνζόηεηα ζπληηζέκελε κε ηέηνην ηξόπν 

ώζηε λα είλαη απηή ε πνζόηεηα κεηαβιεηή θαη ζηαζεξή.  

 

Euler, Leonhard, Introductio in Analysin Infinitorum, 1748  

Quantitas variabilis est quantitas indeterminata seu universalis, quae omnes omnino valores 

determinatos in se complectitur. 

Μηα κεηαβιεηή πνζόηεηα είλαη κηα απξνζδηόξηζηε ή θαζνιηθή πνζόηεηα, ε νπνία ζπλίζηαηαη 

από απνιύησο θαζνξηζκέλεο ηηκέο. 
………………………………………………………………………………………………………….. 

Functio quantitatis variabilis, est expressio analytica quomodocunque complesita ex illa 

quantitate variabili, et numeris seu quantitatibus constantibus. 

πλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο πνζόηεηαο, είλαη κηα αλαιπηηθή έθθξαζε ε νπνία ζπληίζεηαη  κε 

νηνλδήπνηε ηξόπν από ηελ κεηαβιεηή πνζόηεηα & αξηζκνύο ή ζηαζεξέο πνζόηεηεο. 
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Euler Leonard,   Institutiones calculi differentialis, 1755 

Quae autem quantitates hoc modo ab aliis pendent, ut his mutatis etiam 

ipsae mutationes subeant, eae harum functiones appellari solem; quae denominatio latissime 

pater atque omnes modos, quibus una quantitas per alias determinari potest, in se 

complectitur. Si igitur x denotet quantitatem variabilem, omnes quantitates, quae utcunque ab 

x pendent seu per earn determinantur, eius functiones vocantur. 

Δάλ θάπνηεο πνζόηεηεο εμαξηώληαη από άιιεο πνζόηεηεο κε ηξόπν ώζηε εάλ αιιάμνπλ νη 

δεύηεξεο αιιάδνπλ θαη νη πξώηεο, ηόηε νη πξώηεο πνζόηεηεο νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο ησλ 

δεύηεξσλ απηόο ν θαζνξηζκόο έρεη ηελ πην γεληθή έλλνηα θαη ζπκπεξηιακβάλεη θάζε κέζνδν 

δηα ηεο νπνίαο κηα πνζόηεηα κπνξεί λα πξνζδηνξίδεηαη από άιιεο πνζόηεηεο. Αλ, επνκέλσο, x 

δειώλεη κηα κεηαβιεηή πνζόηεηα ηόηε όιεο νη πνζόηεηεο νη νπνίεο εμαξηώληαη από ηελ x κε 

νηνλδήπνηε ηξόπν ή θαζνξίδνληαη από απηή νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο ηεο.  

  

 

D'Alembert, Jean le Rond, Encyclopédie ou Dictionnaire Raisonné des Sciences, des Arts 

et des Métiers, Tome 7:50,  1751-1765 

FONCTION. (Algèbre) les anciens géomètres, ou plutôt les anciens analystes ont appellé 

fonctions d'une quantité quelconque x les différentes puissances de cette quantité; mais 

aujourd'hui on appelle fonction de x, ou en général d'une quantité quelconque, une quantité 

algébrique composée de tant de termes qu'on voudra, et dans laquelle x se trouve d'une 

maniere quelconque, mêlée, ou non, avec des constantes; 

 

ΤΝΑΡΣΖΖ. (Άιγεβξα) νη παιηνί γεσκέηξεο ή κάιινλ νη παιηνί αλαιύζηεο, νλόκαζαλ 

ζπλαξηήζεηο κηαο νπνηαζδήπνηε πνζόηεηαο ρ ηηο δηαθνξεηηθέο δπλάκεηο απηήο ηεο πνζόηεηαο. 

Αιιά ζήκεξα νλνκάδνπκε ζπλάξηεζε ηνπ ρ ε γεληθόηεξα κηαο νπνηαζδήπνηε πνζόηεηαο, κηα 

πνζόηεηα αιγεβξηθή πνπ απνηειείηαη από όζα ζηνηρεία ζέινπκε θαη κέζα ζηελ νπνία ε ρ 

βξίζθεηαη κε έλα νπνηνδήπνηε ηξόπν, αλαθαηεκέλε , κε θάπνηεο ζηαζεξέο. 

 

Lagrange J.L., Théorie des fonctions analytiques, 1797 

On appelle fonction d'une ou de plusieurs quantités, toute expression de calcul dans laquelle 

ces quantités entrent d'une maniere quelconque, mêlées 

ou non d'autres quantités qu'on regarde comme ayant des valeurs données 

et invariables, tandis que les quantités de la fonction peuvent recevoir toutes 

les valeurs possibles. Ainsi, dans les fonctions on ne considére que les quantités qu'on 

suppose variables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées. 

Ολνκάδνπκε ζπλάξηεζε κηαο ή πεξηζζόηεξσλ πνζνηήησλ θάζε έθθξαζε ππνινγηζκνύ ζηελ 

νπνία απηέο νη πνζόηεηεο εηζέξρνληαη κε έλα νπνηνδήπνηε ηξόπν αλακεκηγκέλεο ή όρη κε άιιεο 

πνζόηεηεο πνπ ζεσξνύκε σο εάλ λα έρνπλ δεδνκέλεο θαη ακεηάβιεηεο ηηκέο, ελώ νη πνζόηεηεο 

ηεο ζπλάξηεζεο κπνξνύλ λα δερζνύλ όιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο. Έηζη, κέζα ζηηο ζπλαξηήζεηο δελ 

ιακβάλνπκε ππόςε παξά ηηο πνζόηεηεο ηηο νπνίεο ππνζέηνπκε κεηαβιεηέο, αγλνώληαο ηηο 

ζηαζεξέο νη νπνίεο κπνξεί θαη λα εκπιέθνληαη κε ζηηο ζπλαξηήζεηο.  

 

Fourier J.B.,  Theorie analytique de la chaleur, 1821.  

En général, la fonction f(x) représente une suite de valeurs ou ordonnées, dont chacune est 

arbitraire. 



Δπηζηεκνληθή Έλσζε γηα ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ (επηκ.), (2009), Αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 
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Γεληθά, ε ζπλάξηεζε f(x) αληηπξνζσπεύεη κηα δηαδνρή ηηκώλ ή ηεηαγκέλσλ θαζεκηά από ηηο 

νπνίεο είλαη απζαίξεηε. 

 

 

Lobatchevsky, Γηα ηελ εμαθάληζε (ζύγθιηζε) ηωλ ηξηγωλνκεηξηθώλ ζεηξώλ), 1834. 

 
 

Ζ γεληθή ζεώξεζε απαηηεί λα νλνκαζηεί ζπλάξηεζε ηνπ x έλαο αξηζκόο ν νπνίνο δίλεηαη γηα 

θάζε x θαη ν νπνίνο αιιάδεη βαζκηαία καδί κε ην x. Ζ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο κπνξεί λα δίλεηαη ή 

από κηα αλαιπηηθή έθθξαζε  είηε από κηα ζπλζήθε ε νπνία παξέρεη έλα κέζν ειέγρνπ όισλ ησλ 

αξηζκώλ θαη επηινγήο ελόο εμ απηώλ ή ηέινο ε εμάξηεζε κπνξεί λα ππάξρεη αιιά λα παξακέλεη 

άγλσζηε.  

 

Cournot, Τheorie des fonctions, 1841. 

Nous concevons qu'une grandeur peut dépendre d'une autre, sans que cette dépendance soit 

de nature de pouvoir etre exprimée par une combinaison des signes de l'algèbre. 

Αληηιακβαλόκαζηε, όηη έλα κέγεζνο κπνξεί λα εμαξηάηαη από έλα άιιν ρσξίο απηή ε εμάξηεζε 

λα είλαη ηέηνηαο θύζεο ώζηε, λα κπνξεί λα εθθξάδεηαη κε έλα ζπλδπαζκό πξόζεκσλ ηεο 

άιγεβξαο. 

 

Bourbaki N., Les structures fondamentales de l'analyse, Theorie des ensembles, 1939. 

Soient E et F deux ensembles, distincts ou non. Une relation entre une variable x de E et une 

variable y de F est dite relation fonctionnelle en y, on relation fonctionnelle de E vers F, si, 

quelque soit xεE, il existe un élément y de F, et un seul, qui soit dans la relation considérée 

avec x. 

On donne le nom de fonction a l' opération qui associe ainsi a tout élément xεE  l' élément 

yeF qui se trouve dans la relation donnée avec x; on dit que y 

est la valeur de la fonction pour l' élément x, et que la fonction est déterminée par la relation 

fonctionnelle considérée.  

Έζησ E θαη F δύν ζύλνια, δηαθξηηά ή όρη. Μηα ζρέζε κεηαμύ κηαο κεηαβιεηήο x ηνπ Δ θαη κηαο 

κεηαβιεηήο y ηνπ F νλνκάδεηαη ζπλαξηεζηαθή ζρέζε ζην y ή  ζπλαξηεζηαθή ζρέζε ηνπ Δ πξνο 

ην F, εάλ γηα νηνδήπνηε xεE, ππάξρεη έλα θαη κόλν έλα ζηνηρείν y ηνπ F, ην νπνίν είλαη κέζα 

ζηε δεδνκέλε ζρέζε κε ην ρ. 

Γίλεηαη ην όλνκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε κηα πξάμε ε νπνία ζπλδέεη έηζη ζε θάζε ζηνηρείν xεE ην 

ζηνηρείν yεF, ην νπνίν βξίζθεηαη κέζα ζηε ζρέζε κε ην ρ. Λέκε όηη ην y είλαη ε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο γηα ην ζηνηρείν ρ θαη όηη ε ζπλάξηεζε είλαη νξηζκέλε από κηα δεδνκέλε 

ζπλαξηεζηαθή ζρέζε.  

 

 

 

 



Δπηζηεκνληθή Έλσζε γηα ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ (επηκ.), (2009), Αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 
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Παξάδεηγκα 3: Η εμίζωζε    

Γηνθάληνπ Αιεμαλδξέωο Αξηζκεηηθώλ, Βηβιίνλ Α’, 3
ν
  αηψλαο κ.Υ. 

 

kz.  

EØre‹n dÖo ¢riqmoÝj Ópwj ¹ sÖnqesij aÙtîn kaˆ Ð pollaplasiasmÕj poiÍ doqšntaj ¢riqmoÖj. 

De‹ d¾ tîn eØriskomšnwn tÕn ¢pÕ toà ¹m…seoj toà sunamfotšrou tetr£gwnon toà Øp' aÙtîn 

Øperšcein tetragènJ. œsti d� toàto plasmatikÕn.  

 
Να βξεζνχλ δχν αξηζκνί ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα θαη ην γηλφκελν λα είλαη ίζα πξνο δνζέληεο 

αξηζκνχο. 

Πξέπεη δε ην ηεηξάγσλν ηνπ εκηαζξνίζκαηνο ησλ δύν αξηζκώλ λα ππεξέρεη ηνπ γηλνκέλνπ ηνπο 

θαηά ηεηξάγσλν. Απηό είλαη ηππηθό. 

 
'Epitet£cqw d¾ t¾n m�n sÖnqesin aÙtîn poie‹n Mo k, tÕn d� pollaplasiasmÕn poie‹n Mo 

%$. Tet£cqw ¹ Øperoc¾ aÙtîn b. kaˆ ™peˆ tÕ sÖnqema aÙtîn ™sti Mo k, ™¦n toàto tšmw 

d…ca, œstai ˜k£teroj tîn ™k tÁj diairšsewj, toà sunqšmatoj, Mo i. KΏn tÕ ¼misu tÁj 

ØperocÁj, toutšstin  a,  

˜nˆ m�n tîn ™k tÁj diairšsewj prosqî, toà d� loipoà ¢fšlw, mšnei p£lin tÕ sÖnqema Mo k, ¹ 

d� Øperoc¾  b. tet£cqw oân Ð me…zwn  a kaˆ Mo i tîn ¹m…sewn toà sunqšmatoj· Ð ¥ra 

™l£sswn œstai Mo i   a. kaˆ mšnei tÕ m�n sÖnqema Mo k, ¹ d� Øperoc¾  b.  loipÕn ™sti 

kaˆ tÕn Øp' aÙtîn poie‹n Mo %$· ¢ll' Ð Øp' aÙtîn ™sti Mo r  DU a· taàta ‡sa Mo %$· kaˆ 

g…netai Ð  Mo b. œstai ¥ra Ð m�n me…zwn Mo ib, Ð d� ™l£sswn Mo h. kaˆ poioàsi t¦ 

tÁj prot£sewj.  

 

Θεσξείηαη όηη ην άζξνηζκα είλαη 20 θαη ην γηλόκελν 96. Έζησ όηη ν έλαο από ηνπο δεηνύκελνο 

είλαη 10-x, ηόηε ν δεύηεξνο ζα είλαη 10+x, ώζηε ην άζξνηζκα ηνπο λα είλαη 20. Θα είλαη επίζεο 

(10-Υ)(10+Υ) = 96    

(
20

/2)
2 

-  96 =  x
2
  

Οπόηε  100 – 96= x
2

   x
2
 = 4       x=2 

 Άξα νη δεηνύκελνη αξηζκνί είλαη 10+x = 12 θαη 10-x= 8 

12+8 = 20  θαη 12 x 8 = 96 

 

h.  

TÕn ™pitacqšnta tetr£gwnon diele‹n e„j dÖo tetragènouj. 

 

Να αλαιπζεί έλαο δεδνκέλνο ηεηξάγσλνο αξηζκόο ζε δύν ηεηξάγσλνπο.  

 

 

 

 

 

Δηθαζία ηνπ Φεξκά (Fermat):  



Δπηζηεκνληθή Έλσζε γηα ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ (επηκ.), (2009), Αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 
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ην αληίγξαθν ηεο ιαηηληθήο κεηάθξαζεο ησλ Αξηζκεηηθώλ ν Φεξκά έγξαςε ζην πεξηζώξην ην 

αθόινπζν ζρόιην:  

 

 
 

Ζ αλάιπζε ελόο θύβνπ ζε δύν θύβνπο, κηαο ηέηαξηεο ή γεληθά νπνηαζδήπνηε δύλακεο ζε δύν δπλάκεηο 
πνπ λα έρνπλ ηνλ ίδην εθζέηε, κεγαιύηεξν ηνπ δύν, είλαη αδύλαηε θαη έρσ βξεη κηα νπσζδήπνηε 

ζαπκάζηα απόδεημε γη’ απηό, αιιά ην πεξηζώξην ηνπ βηβιίνπ είλαη πνιύ ζηελό γηα λα ηε ρσξέζεη.  

 
 

al-Khwârizmî Abu Abd-Allah ibn Musa, Αl-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa’l-

muqabala,  825 κ.Χ 

 

Απόδεημε ηεο πεξίπηωζεο «έλα ηεηξάγωλν θαη δέθα ξίδεο είλαη ίζα κε ηξηάληα ελλέα 

ληίξεκο. 

 

Σν ζρήκα πνπ εμεγεί απηό είλαη έλα 

ηεηξάπιεπξν, νη πιεπξέο ηνπ νπνίνπ είλαη 

άγλσζηεο. Αληηπξνζσπεύεη ην ηεηξάγσλν, ην 

νπνίν ή ηε ξίδα ηνπ νπνίνπ ζέινπκε λα 

κάζνπκε. Απηό είλαη ην ζρήκα ΑΒ, θαζεκηά 

πιεπξά ηνπ νπνίνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

κηα από ηηο ξίδεο ηνπ θαη αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε κηα από απηέο ηηο πιεπξέο 

κε έλαλ νπνηνλδήπνηε αξηζκό, ηόηε ην απηόο ν 

αξηζκόο κπνξεί λα ηδσζεί σο ν αξηζκόο ησλ 

ξηδώλ ν νπνίνο πξνζηέζεθε ζην ηεηξάπιεπξν. 

Καζεκία πιεπξά ηνπ ηεηξαπιεύξνπ 

αληηπξνζσπεύεη ηε ξίδα ηνπ ηεηξαγώλνπ (ηεο 

εμίζσζεο) θαη, όπσο ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε, νη ξίδεο ζπλδένληαη κε ην 

ηεηξάγσλν, νπόηε κπνξνύκε λα πάξνπκε έλα-

ηέηαξην ηνπ δέθα, δειαδή δύν θαη κηζό, θαη 

λα ην πξνζζέζνπκε ζε θαζεκία από ηηο 

ηέζζεξεο πιεπξέο ηνπ ζρήκαηνο. Έηζη ηέζζεξα 

λέα παξαιιειόγξακκα ζπλδπάδνληαη κε ην 

αξρηθό ηεηξάπιεπξν ΑΒ, θαζέλα ησλ νπνίσλ 

έρεη σο κήθνο ηνπ ηελ πιεπξά ηνπ 

ηεηξαπιεύξνπ θαη σο πιάηνο ηνπ ηνλ αξηζκό 

δύν θαη κηζό. Δίλαη ηα παξαιιειόγξακκα C, 

G, T θαη Κ.  

Έρνπκε ηώξα έλα ηεηξάπιεπξν κε ίζεο, αλ θαη άγλσζηεο πιεπξέο. ε θάζε κηα από ηηο ηέζζεξεο 

γσλίεο ηνπ, όκσο, ζρεκαηίδεηαη έλα ηεηξάγσλν κε δηαζηάζεηο  δύν θαη κηζό επί δύν θαη κηζό. 

Γηα λα ζπκπιεξσζεί ην ηεηξάπιεπξν πξέπεη λα πξνζζέζνπκε (ζην ηεηξάγσλν πνπ ήδε έρνπκε) 

γλσζηό) ηέζζεξεο θνξέο ην ηεηξάγσλν ηνπ δύν θαη κηζό, δειαδή είθνζη πέληε. Ξέξνπκε (από ηα 

δεδνκέλα) όηη ην πξώην ζρήκα, δειαδή ην ηεηξάπιεπξν ην νπνίν αληηπξνζσπεύεη ην ηεηξάγσλν 

(ηεο εμίζσζεο), καδί κε ηα ηέζζεξα παξαιιειόγξακκα ηα  νπνία αληηπξνζσπεύνπλ ηηο δέθα 



Δπηζηεκνληθή Έλσζε γηα ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ (επηκ.), (2009), Αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 
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ξίδεο ηζνύηαη κε ηνλ αξηζκό ηξηάληα-ελλέα. Δάλ ζε απηό πξνζζέζνπκε ην είθνζη-πέληε ην νπνίν 

ηζνδπλακεί κε ηα ηέζζεξα ηεηξάπιεπξα ηα νπνία βξίζθνληαη ζηηο γσλίεο ηνπ ζρήκαηνο ΑΒ θαη 

κε ηα νπνία ζπκπιεξώλεηαη ην κεγαιύηεξν ζρήκα DH, ηόηε μέξνπκε όηη όια καδί ηζνύληαη κε 

εμήληα-ηέζζεξα. Μία πιεπξά απηνύ ηνπ κεγαιύηεξνπ ηεηξαπιεύξνπ είλαη ε ξίδα ηνπ, δειαδή 

νθηώ. Δάλ αθαηξέζνπκε δύν θνξέο ην έλα-ηέηαξην ηνπ δέθα, δειαδή πέληε, από ην νθηώ, όπσο 

από ηα δύν άθξα ηεο πιεπξάο ηνπ κεγαιύηεξνπ ηεηξαπιεύξνπ DH, ηόηε ην ππόινηπν ηεο 

πιεπξάο ζα είλαη ηξία θαη απηό είλαη ε ξίδα ηνπ ηεηξαγώλνπ ή ε πιεπξά ηνπ αξρηθνύ ζρήκαηνο 

ΑΒ. Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη δηαηξέζακε δηα δύν ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ θαη πξνζζέζακε ην 

γηλόκελν ηνπ κηζνύ πνιιαπιαζηαζκέλν κε ηνλ εαπηό ηνπ ζηνλ αξηζκό ηξηάληα-ελλέα ώζηε λα 

ζπκπιεξσζεί ην κεγαιύηεξν ζρήκα ζηηο ηέζζεξεο γσλίεο ηνπ. Αθνύ ην έλα-ηέηαξην θάζε 

αξηζκνύ  πνιιαπιαζηαζκέλν κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη κεηά επί ηέζζεξα ηζνύηαη κε ην κηζό ηνπ  

αξηζκνύ πνιιαπιαζηαζκέλν κε ηνλ εαπηό ηνπ
2
. Αληίζηνηρα πνιιαπιαζηάζακε κόλν ην κηζό ησλ 

ξηδώλ κε ηνλ εαπηό ηνπ, αληί λα πνιιαπιαζηάζνπκε ην έλα-ηέηαξην ηνπο κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη 

κεηά επί ηέζζεξα. Απηό είλαη ην ζρήκα: 

 

 
 

 

Λεμηιόγην: ηεηξάγσλν: x
2
, ληίξεκ: κνλάδα , ξίδα: ξίδα x ηεο εμίζσζεο  

1. (x
2
+10x=39) 

2. 4 (β/4)
2 
= (β/2)

2 
 

 

Bhaskara Acharya, Vi'ja-Gan'ita, 1150 κ.Χ. 

Καλόλαο: Έζηω «ηόζν όζν» (yávat-távat) ε ηηκή ηεο άγλωζηεο πνζόηεηαο. Κάλνληαο 

απηό ην νπνίν πξνηείλεηαη θαηά πεξίπηωζε ζπκπιεξώλνπκε πξνζεθηηθά δύν ίζα κέιε, 

πξνζζέηνληαο ή αθαηξώληαο, πνιιαπιαζηάδνληαο ή δηαηξώληαο, όπωο απαηηεί ε 

πεξίζηαζε.   

Παξάδεηγκα: Έλαο άλζξωπνο έρεη έλα γλωζηό πνζό ηξηαθνζίωλ κνλάδωλ θαη έμε άινγα. 

Έλαο άιινο έρεη δέθα άινγα ίζεο αμίαο, αιιά θαη ρξένο έλα γλωζηό πνζό εθαηό κνλάδωλ. 

Είλαη θαη νη δύν εμίζνπ πινύζηνη. Πνηα είλαη ε ηηκή ηνπ ελόο αιόγνπ;  

Δδώ είλαη άγλσζηε ε ηηκή ηνπ ελόο αιόγνπ. Σίζεηαη έλα «ηόζν όζν»  (yávat-távat) ya 1 θαη 

από ηνλ θαλόλα ησλ ηξηώλ «αλ ε ηηκή ηνπ ελόο αιόγνπ είλαη έλα yávat-távat πνηα είλαη ε ηηκή 

ησλ έμη;». Δίλαη 1 | ya 1 | 6 | . Σν δεδνκέλν πνιιαπιαζηαζκέλν κε ην δεηνύκελν θαη δηαηξεκέλν 

κε ηελ ηηκή  1 δίλεη ηελ ηηκή ησλ έμη αιόγσλ ya 6. Πξνζζέηνληαο θαη ην γλσζηό πνζό ησλ 

ηξηαθνζίσλ κνλάδσλ, έρνπκε ηελ πεξηνπζία ηνπ πξώηνπ αλζξώπνπ ίζε κε  ya 6 ru 300. Με ηελ 

ίδηα ινγηθή ε ηηκή ησλ δέθα αιόγσλ είλαη  ya 10. ’ απηή πξνζζέηνληαο ην γλσζηό πνζό ησλ 

εθαηό αξλεηηθώλ κνλάδσλ, ε πεξηνπζία ηνπ δεύηεξνπ αλζξώπνπ είλαη ya 10 ru 100.  Απηνί νη 

δύν άλζξσπνη είλαη εμίζνπ πινύζηνη. Σα δύν κέιε (ηεο εμίζσζεο) επνκέλσο γίλνληαη ίζα.  

Γξάθνληαη ya 6 ru 300  

  ya 10 ru 100. 
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ύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ν άγλσζηνο όξνο ηνπ πξώηνπ κέινπο αθαηξείηαη από ηνλ άγλσζην όξν 

ηνπ δεύηεξνπ κέινπο θαη ην ππόινηπν είλαη  ya 4, θαη νη γλσζηνί αξηζκνί ηνπ δεύηεξνπ κέινπο 

αθαηξνύληαη  από ηνπο γλσζηνύο αξηζκνύο ηνπ πξώηνπ κέινπο θαη ην ππόινηπν είλαη  400. Σν 

ππόινηπν ηνπ γλσζηνύ αξηζκνύ 400 δηαηξείηαη κε ην ππόινηπν ηνπ αγλώζηνπ  ya 4 θαη ην 

πειίθν είλαη ε ηηκή ελόο «ηόζνπ όζνπ»  (yávat-távat), ήηνη 100. «Δάλ απηή είλαη ε ηηκή ελόο 

αιόγνπ ηόηε πνηα είλαη ε ηηκή ησλ έμη;» Από απηή ηελ αλαινγία ε ηηκή ησλ έμη αιόγσλ είλαη 

600, ζηελ νπνία πξνζζέηνληαο ην γλσζηό πνζό ησλ ηξηαθνζίσλ κνλάδσλ βξίζθνπκε ηελ 

πεξηνπζία ηνπ πξώηνπ αλζξώπνπ 900. Με ηνλ ίδην ηξόπν ε πεξηνπζία ηνπ δεύηεξνπ είλαη 

επίζεο 900.    

 

Παξάδεηγκα: Η ηεηξαγωληθή ξίδα ηνπ κηζνύ αξηζκνύ ελόο ζκήλνπο κειηζζώλ  πεγαίλεη ζε 

έλα ζάκλν γηαζεκηώλ, όπωο θαη ηα νθηώ έλαηα ηνπ ζκήλνπο. Μηα κέιηζζα βνπίδεη γύξω 

από κηα άιιε ε νπνία έρεη παγηδεπηεί κέζα ζην άλζνο ελόο ιωηνύ κεζπζκέλε από ηε 

λπρηεξηλή ηνπ επωδηά. Πεο κνπ αμηαγάπεηε γπλαίθα ηνλ αξηζκό ηωλ κειηζζώλ.     

 

Cardano  Girolamo, Practica arithmetica & mensurandi singularis, 1539 

 

 

 

 

 

 

 

πκβνιηζκνί:  co.:Πξώηνο άγλσζηνο όξνο, qua: Γεύηεξνο άγλσζηνο όξνο, aequales: ηζνύηαη.  

p.: + 

 

7 co. aequales 151 p. 27 qua.       7 x  = 151 + 27 y  

10 co. aequales 1018 p 18 qua      10 x =1018 +18 y 

Μεηαζρεκαηίδεη σο πξνο x δηαηξώληαο αληίζηνηρα κε 7 θαη 10 

1 co. aequalis 21 4/7 p. 3 6/7 qua.   x  = (151 + 27 y)/7 

1 co. aequalis 101 4/5 p. 1 4/5 qua.    x =(1018 +18 y)/10 

Δμηζώλεη 

80 8/35 aequalis 2 2 /35 qua.    80 8/35 = 2 2 /35 y 

    Πνιιαπιαζηάδεη επί 35 

2008 aequali 72qua.    2008 = 72y (γξάθεηαη 2008 αληί ηνπ νξζνύ 2808) 

39 valor qua.   39 είλαη ε ηηκή ηνπ y 

 

 

Robert Recorde, The Whetstone of Witte, 1557 

..to avoide the tediouse repetition of these woordes : is equalle to : I will sette as I doe often in 

woorke use, a paire of paralleles, or Gemowe lines of one lengthe, thus: =, bicause noe .2. 

thynges, can be moare equalle. 

εκείσζε: Gemowe ζεκαίλεη δίδπκνο από ηελ ιαηηληθή ιέμε gemini. 
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Καη γηα λα απνθύγσ ηελ θνπξαζηηθή επαλάιεςε ησλ ιέμεσλ «είλαη ίζν κε» ζα ζέησ, όπσο 

ζπλεζίδσ ζπρλά ζηελ εξγαζία κνπ, έλα δεύγνο παξάιιεισλ ή δίδπκσλ γξακκώλ ίδηνπ κήθνπο, 

γηαηί δελ ππάξρνπλ δύν πην ίζα πξάγκαηα από απηό. 

 

    14  x          +          15         =        71 

 

Viète, François, Effectionum geometricarum canonica recensio, 1593 

 

Si fuerint tres lineae rectae proportionales: 

quadratum minoris extremae adjunctum 

rectangulo sub differentia extremarum & 

ipsa minore extrema, aequatur mediae 

quadrato. 

Dico quadratum ex CF adjunctum rectangulo 

sub CF, FG, aequari quadrato ex DF. 

A quadratum, plus B in A, aequari D 

quadrato.  

 

Τπνζέζηε ηξεηο επζείεο γξακκέο ζε αλαινγία: ην ηεηξάγσλν ηεο ειάρηζηεο πιεπξάο 

πξνζηηζέκελν ζην γηλόκελν ηεο δηαθνξάο ηεο ειάρηζηεο από ηε κέγηζηε πιεπξά  ηζνύηαη κε ην 

ηεηξάγσλν ηεο κεζαίαο πιεπξάο. 

Λεσ όηη ην ηεηξάγσλν ηεο CF πξνζηηζέκελν ζην γηλόκελν ηεο CF κε ηελ  FG ηζνύηαη κε ην 

ηεηξάγσλν ηεο DF. 

Α ηεηξάγσλν ζπλ Β επί Α  ηζνύηαη κε  D ηεηξάγσλν. 

πκβνιηζκνί: Ο Viete ρξεζηκνπνηεί θσλήεληα γηα ηηο κεηαβιεηέο θαη ζύκθσλα γηα ηνπο 

ζηαζεξνύο όξνπο ησλ εμηζώζεσλ. Δδώ Α=x, Β, Γ= ζηαζεξνί όξνη, νπόηε είλαη x
2
+ax = b 

 

Euler, Leonhard, Vollständige Anleitung zur Algebra, 1770 
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Σψξα, έζησ ε  xx+px+¼pp έλα 

πξαγκαηηθφ ηεηξάγσλν πνπ έρεη γηα 

ξίδα ηνπ ην x+½p. Δάλ  

επαλαδηαηππψζνπκε ηελ εμίζσζε καο 

σο xx+px=q, έρνπκε κφλν λα 

πξνζζέζνπκε ¼pp θαη ζηα δχν κέξε, 

ην νπνίν καο δίλεη xx+px+¼pp =q+ 

¼pp. Σν πξψην κέξνο είλαη 

πξαγκαηηθά έλα ηεηξάγσλν θαη ην 

δεχηεξν πεξηιακβάλεη κφλν γλσζηέο 

πνζφηεηεο. 

Δάλ επνκέλσο εμάγνπκε ηελ 

ηεηξαγσληθή ξίδα θαη ησλ δχν κεξψλ 

βξίζθνπκε x+½p=(¼pp+q). 

Αθαηξψληαο ½p παίξλνπκε x= - ½p 

+(¼pp+q) θαη φπσο θάζε 

ηεηξαγσληθή ξίδα κπνξεί λα είλαη 

ζεηηθή ή αξλεηηθή ζα έρνπκε γηα ην x 

δχν ηηκέο εθθξαζκέλεο σο εμήο:  

x= - ½p (¼pp+q).  

Απηφο ν ηχπνο απνηειεί ηνλ θαλφλα 

κε ηνλ νπνίνλ κπνξεί λα επηιπζνχλ 

φιεο νη δεπηεξνβάζκηεο εμηζψζεηο θαη 

πξέπεη λα απνκλεκνλεπηεί ψζηε λα 

κελ επαλαιακβάλεηαη θάζε θνξά φιε 

ε δηαδηθαζία ηελ νπνία εθζέζακε.    

 

 

III. Δξψηεζε: Να βξεζεί αξηζκφο 

ηέηνηνο ψζηε αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ην 

κηζφ ηνπ επί ην έλα ηξίην ηνπ θαη ζην 

γηλφκελν πξνζζέζνπκε ην κηζφ ηνπ 

δεηνχκελνπ αξηζκνχ ην απνηέιεζκα 

ζα είλαη 30.  

Έζησ φηη ν αξηζκφο είλαη x. Σν κηζφ 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκέλν επί ην έλα 

ηξίην ηνπ ζα είλαη  
1
/6cxx, νπφηε 

1
/6xx

 
+ 

1
/2x = 30:  θαη πνιιαπιαζηάδνληαο επί 

6, έρνπκε xx
 
+ 3x = 180: ην νπνίν δίδεη  

x= - 
3
/2 ±  (

9
/4 + 180)  = - 

3
/2 ± 

27
/2 . 

Καηά ζπλέπεηα είηε x = 12 ή x = -15. 

 

 

Carl Friedrich Gauss 1799, Demonstratio nova theorematis omnem functionem 

algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi 

gradus resolvi posse 

 

Quaelibet aequatio algebraica determinata reduci potest ad formam x
m
+Ax

m-1
+Bx

m-2
+ etc. 

+M=0, ita vt m sit numerus integer positiuus. Si partem primam huius aequationis per X 

denotamus, aequationique X=0 per plures valores inaequales ipsius x satisfieri supponimus, 
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puta ponendo x=α, x=β, x=γ etc. functio X per productum e factoribus x-α, x-β, x-γ etc. 

diuisibilis erit. Vice versa, si productum e pluribus factoribus simplicibus x-α, x-β, x-γ etc. 

functionem X metitur: aequationi X=0 satisfiet, aequando ipsam x cuicunque quantitatum α, 

β, γ etc. Denique si X producto ex m factoribus talibus simplicibus aequalis est (siue omnes 

diuersi sint, siue quidam ex ipsis identici): alii factores simplices praeter hos functionem X 

metiri non poterunt. Quamobrem aequatio m
ti
 gradus plures quam m radices habere nequit; 

simul vero patet, aequationem mti gradus pauciores radices habere posse, etsi X in m factores 

simplices resolubilis sit: si enim inter hos factores aliqui sunt identici, multitudo modorum 

diuersorum aequationi satisfaciendi necessario minor erit quam m.  

 

Κάζε νξηζκέλε αιγεβξηθή εμίζσζε κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζηεί ζηε κνξθή x
m
+Ax

m-1
+Bx

m-2
+ 

etc. +M=0, όπνπ m είλαη έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο. πκβνιίδνληαο ην πξώην κέξνο απηήο ηεο 

εμίζσζεο κε Υ θαη ππνζέηνληαο όηη ε εμίζσζε Υ=0 ηθαλνπνηείηαη από δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ x, 

αο πνύκε ζέηνληαο x=α, x=β, x=γ θιπ., ηόηε ε ζπλάξηεζε X ζα είλαη δηαηξεηή από ην γηλόκελν 

ησλ παξαγόλησλ x-α, x-β, x-γ θιπ. Αληίζηξνθα, όηαλ ην γηλόκελν δηαθνξεηηθώλ απιώλ 

παξαγόλησλ x-α, x-β, x-γ θιπ. είλαη δηαηξέηεο ηεο ζπλάξηεζεο Υ, ηόηε ε εμίζσζε Υ=0 

επαιεζεύεηαη εάλ απηό ην x ηεζεί ίζν κε θαζεκία από ηηο ηηκέο α,β,γ, θιπ. Σέινο, εάλ ην X είλαη 

ίζν κε ην γηλόκελν m ηέηνησλ απιώλ παξαγόλησλ (νη νπνίνη κπνξεί λα είλαη όινη δηαθνξεηηθνί 

ή θαη θάπνηνη ίζνη κεηαμύ ηνπο), ηόηε δελ κπνξεί λα δηαηξνύλ ηε ζπλάξηεζε Υ άιινη απινί 

παξάγνληεο πέξαλ απηώλ. Γη’ απηό ην ιόγν κηα εμίζσζε m βαζκνύ δελ κπνξεί λα έρεη 

πεξηζζόηεξεο από m ξίδεο. Σελ ίδηα ζηηγκή είλαη πξάγκαηη ζαθέο όηη κηα εμίζσζε m βαζκνύ 

κπνξεί λα έρεη ιηγόηεξεο ξίδεο, αθόκα θαη αλ ε Υ κπνξεί λα αλαιπζεί ζε m απινύο παξάγνληεο: 

ζπγθεθξηκέλα εάλ κεηαμύ απηώλ ησλ παξαγόλησλ θάπνηνη είλαη ίζνη κεηαμύ ηνπο, ηόηε ν 

αξηζκόο ησλ δηαθνξεηηθώλ κεηαμύ ηνπο παξαγόλησλ νη νπνίνη επαιεζεύνπλ ηελ εμίζσζε ζα 

είλαη αλαγθαζηηθά κηθξόηεξνο ηνπ m.  

 
(Πξνιεγόκελα ζρόιηα ζηε δηαηύπσζε θαη απόδεημε ηνπ Θεκειηώδνπο ζεσξήκαηνο ηεο άιγεβξαο: Κάζε 

πνιπσλπκηθή εμίζσζε n βαζκνύ κε ζπληειεζηέο κηγαδηθνύο αξηζκνύο έρεη n ιύζεηο) 

 

 

Παξάδεηγκα 4: Η απόδεημε  

Δπθιείδνπ, Σηνηρείωλ ζ΄ , πεξίπνπ 300 π.Χ. 

Πξφηαζηο θ΄ 

Οἱ  πξῶηνη ἀ ξηζκνὶ  πιεί νπο εἰ ζὶ  παληὸ ο ηνῦ  πξνηεζέ ληνο πιή ζνπο πξώησλ 

ἀ ξηζκῶλ.                   

 

 
Ἔζησζαλ νἱ  πξνηεζέ ληεο πξῶηνη ἀ ξηζκνὶ  νἱ  Α, Β, Γ· ιέ γσ, ὅ ηη ηῶλ Α, Β, Γ πιεί νπο 

εἰ ζὶ  πξῶηνη ἀ ξηζκνί . 

Δἰ ιή θζσ γὰ ξ ὁ  ὑ πὸ  ηῶλ Α, Β, Γ ἐ ιά ρηζηνο κεηξνύ κελνο θαὶ  ἔ ζησ ὁ  ΓΔ, θαὶ  

πξνζθεί ζζσ ηῷ ΓΔ κνλὰ ο ἡ  ΓΕ. ὁ  δὴ  ΔΕ ἤ ηνη πξῶηό ο ἐ ζηηλ ἢ  νὔ . ἔ ζησ πξό ηεξνλ 

πξῶηνο· εὑ ξεκέ λνη ἄ ξα εἰ ζὶ  πξῶηνη ἀ ξηζκνὶ  νἱ  Α, Β, Γ, ΔΕ πιεί νπο ηῶλ Α, Β, Γ. 
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Ἀ ιιὰ  δὴ  κὴ  ἔ ζησ ὁ  ΔΕ πξῶηνο· ὑ πὸ  πξώηνπ ἄ ξα ηηλὸ ο ἀ ξηζκνῦ  κεηξεῖ ηαη. 

κεηξεί ζζσ ὑ πὸ  πξώηνπ ηνῦ  Ζ· ιέ γσ, ὅ ηη ὁ  Ζ νὐ δελὶ  ηῶλ Α, Β, Γ ἐ ζηηλ ὁ  αὐ ηό ο. εἰ  

γὰ ξ δπλαηό λ, ἔ ζησ. νἱ  δὲ  Α, Β, Γ ηὸ λ ΓΔ κεηξνῦ ζηλ· θαὶ  ὁ  Ζ ἄ ξα ηὸ λ ΓΔ κεηξή ζεη. 

κεηξεῖ  δὲ  θαὶ  ηὸ λ ΔΕ· θαὶ  ινηπὴ λ ηὴ λ ΓΕ κνλά δα κεηξή ζεη ὁ  Ζ ἀ ξηζκὸ ο ὤλ· ὅ πεξ 

ἄ ηνπνλ. νὐ θ ἄ ξα ὁ  Ζ ἑ λὶ  ηῶλ Α, Β, Γ ἐ ζηηλ ὁ  αὐ ηό ο. θαὶ  ὑ πό θεηηαη πξῶηνο. 

εὑ ξεκέ λνη ἄ ξα εἰ ζὶ  πξῶηνη ἀ ξηζκνὶ  πιεί νπο ηνῦ  πξνηεζέ ληνο πιή ζνπο ηῶλ Α, Β, Γ 

νἱ  Α, Β, Γ, Ζ· ὅ πεξ ἔ δεη δεῖ μαη.  

 

Πξόηαζε 20 

Οη πξώηνη αξηζκνί είλαη πεξηζζόηεξνη από θάζε δεδνκέλν ζύλνιν πξώησλ αξηζκώλ. 

Έζησ νη δεδνκέλνη πξώηνη αξηζκνί Α, Β, Γ· ιέγσ, όηη εθηόο από ηνύο Α, Β, Γ ππάξρνπλ θαη 

άιινη πξώηνη αξηζκνί. 

Λακβάλσ ηνλ αξηζκό ΓΔ, ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην ησλ δεδνκέλσλ πξώησλ αξηζκώλ 

Α,Β,Γ, θαη πξνζζέησ ζε απηόλ ηε κνλάδα ΓΕ. Ο λένο αξηζκόο ΔΕ είηε είλαη πξώηνο είηε όρη. 

Έζησ όηη είλαη πξώηνο· ηόηε έρνπκε πξώηνπο αξηζκνύο ηνύο Α, Β, Γ θαη ΔΕ νη νπνίνη είλαη 

πεξηζζόηεξνη ησλ Α, Β, Γ. 

Δάλ ὁ  ΔΕ δελ είλαη πξώηνο· ηόηε ζα δηαηξείηαη από θάπνηνλ πξώηνλ αξηζκό. Έζησ από ηνλ Ζ· 

ζα δείμνπκε όηη ὁ  Ζ είλαη αδύλαηνλ λα είλαη έλαο από ηνύο πξώηνπο Α, Β, Γ. Έζησ άηη είλαη 

έλαο από απηνύο. Σόηε ὁ  ΓΔ αθνύ είλαη πνιιαπιάζηνο ησλ Α, Β, Γ · ζα είλαη θαη πνιιαπιάζηνο 

ηνύ Ζ. Καη ὁ  ΔΕ όκσο είλαη πνιιαπιάζηνο ηνύ Ζ· άξα θαη ἡ  δηαθνξά ηνπο ζα είλαη 

πνιιαπιάζηα ηνύ Ζ, δειαδή ἡ  κνλάδα· όπεξ άηνπνλ. Άξα ν Ζ δελ είλαη έλαο εθ ησλ Α, Β, Γ. 

θαη είλαη θαη πξώηνο. Βξήθακε επνκέλσο πεξηζζόηεξνπο πξώηνπο αξηζκνύο από ηνύο 

δεδνκέλνπο Α, Β, Γ ηνύο Α, Β, Γ, Ζ· όπεξ έδεη δείμαη. 

 

 

 Chiu chang suan shu (ελλέα θεθάιαηα καζεκαηηθήο ηέρλεο), 206-210 π.Υ. 

9. Kou ku (βάζε θαη χςνο)  

Πξφβιεκα 1 

Γνζέλησλ: kou  (ην κήθνο ηεο κηθξφηεξεο θάζεηεο πιεπξάο ελφο νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ)  = 3 

 (chi), ku ( ην κήθνο ηεο κεγαιχηεξεοθάζεηεο πιεπξάο) = 4  (chi). Πνην είλαη ην κήθνο 

ηεο hsien (ππνηείλνπζαο);  

Απάληεζε: hsien = 5 chi. 

Μέζνδνο 

Πξφζζεζε ην ηεηξάγσλν ηεο kou θαη ku. Ζ ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη ίζε κε 

ηελ hsien.  

 

 
 

http://users.ntua.gr/dimour/euclid/book7/elements7.html#12


Δπηζηεκνληθή Έλσζε γηα ηε Γηδαθηηθή ησλ Μαζεκαηηθψλ (επηκ.), (2009), Αμηνπνίεζε ηεο ηζηνξίαο ησλ 

καζεκαηηθψλ ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ, Δθδφζεηο Εήηε, Θεζ/λίθε, ζ. 139-159 

 20 

Απόδεημε ηνπ Liu Hui (263 κ.Χ.) ζηα ζρόιηα ηνπ ζην Chiu chang suan shu  

Ξεθηλήζηε κε ην ηεηξάγσλν ABCD ηνπ νπνίνπ ε πιεπξά είλαη γ θαη ην εκβαδφλ γ
2
. 

Μεηαθηλήζηε θαη πεξηζηξέςηε ηα κέξε 1, 2, θαη 3 ψζηε λα ζρεκαηίζνπλ αληίζηνηρα ηα κέξε 

4, 5 θαη 6. Σν αξρηθφ ηεηξάγσλν έρεη ηψξα κεηαζρεκαηηζηεί ζε δχν λέα ηεηξάγσλα : (1) 

ηεηξάγσλν EFBG πιεπξάο β θαη εκβαδνχ β². (2) ηεηξάγσλν GHIC πιεπξάο α θαη εκβαδνχ 

α².  

Γξάθνπκε: Δκβαδφλ (GHIC) + Δκβαδφλ (EFBG) = Δκβαδφλ (ABCD) ή α
2
+β

2
=γ

2
. 

 

 

 

 

Viète, François Isagoge in Artem Analyticem 1591 

Propositio I. 

Antithesi aequalitaem non immutari. 

Proponantur A quadratum minus D plano aequari G quadrato minus B in A. Dico A 

quadratum plus B in A equari G quadratum plus D plano, neque per istam transpofitionem 

fub contraria adfectionis nota equalitarem immutari. Quoniam enim A quadratum minus D 

plano equatur G quadrato minus B in A addatur utrobique D planum plus B in A. Ergo ex 

communi notione A quadratum minus D plano plus D plano plus B in A equatur G quadrato, 

minus B in A plus D plano: plus B in A. Iam adfectio negata in eadem equationis parre 

elidate adfirmatam: illic evanefcet adfetio D plani, hicadfectio B in A, et fuperirit A  

quadratum plus B in A equale G quadrato plus D plano.     

Πξόηαζε Η 

Μηα εμίζσζε δελ αιιάδεη από κεηαθνξά (ησλ όξσλ ηεο). 

Έζησ όηη Α ζην ηεηξάγσλν κείνλ D ζηελ p ηζνύηαη κε (equari) G ζην ηεηξάγσλν κείνλ B επί Α. 

Λέσ όηη Α ζην ηεηξάγσλν ζπλ B επί Α ηζνύηαη κε G ζην ηεηξάγσλν ζπλ D ζηελ p θαη όηη ε 

εμίζσζε δελ αιιάδεη από απηή ηελ κεηαθνξά κε αληίζεηα πξόζεκα. Γηόηη αθνύ Α ζην 

ηεηξάγσλν κείνλ D ζηελ p εμηζνύηαη κε (equar) κε G ζην ηεηξάγσλν κείνλ B επί Α, πξνζζέζηε 

(addatur) ζηα δύν κέξε D ζηελ p ζπλ  B επί Α. Σόηε θαηά θνηλή απνδνρή είλαη Α ζην 

ηεηξάγσλν κείνλ D ζηελ p ζπλ D ζηελ p ζπλ B επί Α ίζνλ κε G ζην ηεηξάγσλν κείνλ Β επί Α 

ζπλ D ζηελ p ζπλ Β επί Α. Σν αξλεηηθό πξόζεκν (adfectio negate) ζην θάζε κέξνο ηεο 

εμίζσζεο αθπξώλεη ην ζεηηθό: ζηελ κία πιεπξά ν όξνο D ζηελ p απαιείθεηαη θαη ζηελ άιιε ν 

όξνο Β επί Α θαη απηό αθήλεη Α ζην ηεηξάγσλν ζπλ Β επί Α ηζνλ κε G ζην ηεηξάγσλν ζπλ D 

ζηελ p. 
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Newton Isaac, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1726 

 

DE MOTU CORPORUM LIBER PRIMUS. 

SECTIO I. 

De methodo rationum primarum & ultimarum, cujus ope sequentia demonstrantur. 

LEMMA I. 

Quantitates, ut et quantitatum rationes, quae ad aequalitatem tempore quovis finito constanter 

tendunt, et ante finem temporis illius propius ad invicem accedunt quam pro data quavis 

diffentia, fiunt ultimo aequales. 

Si negas;  fiant ultimo inaequales, et sit earum ultima differentia D. Ergo nequeunt propius ad 

aequalitatem accedere quam pro data differentia D: contra hypothesin. 

 

ΓΗΑ ΣΖΝ ΚΗΝΖΖ ΣΩΝ ΩΜΑΣΩΝ ΒΗΒΛΗΟ ΠΡΩΣΟ 

ΣΜΖΜΑ 1 

Πεξί κεζόδνπ ηνπ πξώηνπ θαη ηειεπηαίνπ ιόγνπ ησλ πνζνηήησλ κε ηε βνήζεηα ησλ νπνίσλ 

απνδεηθλύνπκε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ. 

ΛΖΜΜΑ 1     

Πνζόηεηεο θαη ιόγνη πνζνηήησλ, νη νπνίνη ζε θάζε πεπεξαζκέλν ρξόλν ζπγθιίλνπλ ζπλερώο 

ζηελ ηζόηεηα θαη πξηλ ην ηέινο ηνπ δεδνκέλνπ ρξόλνπ πξνζεγγίδνπλ ε κηα ηελ άιιε πιεζηέζηεξα 

θάζε δνζκέλεο δηαθνξάο ηειηθά εμηζώλνληαη.     

Δάλ ην αξλείζηε απηό; ππνζέζηε όηη ηειηθά παξακέλνπλ άληζα θαη έζησ D ε ηειηθή ηνπο 

δηαθνξά. Δπνκέλσο δελ κπνξνύλ λα πξνζεγγίζνπλ πιεζηέζηεξα ζηελ ηζόηεηα από απηή ηε 

δεδνκέλε δηαθνξά D; Σν νπνίν είλαη αληίζεην κε ηελ ππόζεζε.    

 

Whitehead A.N. & Russel B., Principia Mathematica, 01910-1913 

 
πκβνιηζκνί: Οη ηειείεο ζεκαίλνπλ παξελζέζεηο, ηα ζύκβνια:      Έζησ όηη ηζρύεη,      πλεπάγεηαη, 

   ηζνδπλακία (αλ θαη κόλν αλ), Λ  θελό ζύλνιν (ζήκεξα ∅ ),  &  ηνκή & έλσζε ζπλόισλ,  
αλήθεη, α θαη β είλαη ζύλνια, 1 είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλόισλ ηα νπνία έρνπλ αθξηβώο έλα 
ζηνηρείν { x: ππάξρεη a ηέηνην ώζηε x = {a} }, 2 είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλόισλ ηα νπνία έρνπλ 

αθξηβώο δύν ζηνηρεία. 

 

* 54.43  Δάλ ππνηεζεί όηη θαζέλα από ηα ζύλνια α θαη β έρεη αθξηβώο έλα ζηνηρείν, ηόηε 

είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο (δελ έρνπλ θνηλά ζηνηρεία) αλ θαη κόλν αλ ε έλσζε ηνπο έρεη 

αθξηβώο δύν ζηνηρεία. 
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Dem. (demonstration) 

Από ην ζεώξεκα *54.26 ζπλεπάγεηαη όηη  αλ α = {x} θαη β = {y}, ηόηε αβ έρεη 2 

ζηνηρεία αλ θαη κόλν αλ ην x είλαη δηάθνξν ηνπ y 

ύκθσλα κε ην ζεώξεκα *51.231 ην x είλαη δηάθνξν ηνπ y αλ θαη κόλν αλ {x} θαη 

{y} είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο  

θαη ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα  *13.12 ηα {x} θαη {y} είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο αλ θαη 

κόλν αλ ηα α θαη β είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο      (1) 

Άξα, αλ α = {x} and β = {y} ηόηε α  β  2 αλ θαη κόλν αλ α  β = Λ (1) 

Από ην ζπκπέξαζκα (1) θαη ηα ζεσξήκαηα *11.11 θαη *11.35 ζπλεπάγεηαη όηη, αλ 

ππάξρεη x θαη y ηέηνην ώζηε ην α λα είλαη {x} θαη ην β λα είλαη {y}, ηόηε α  β  2 

αλ θαη κόλν αλ ηα α θαη β είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο     (2) 

Από ην ζπκπέξαζκα (2) θαη ηα ζεσξήκαηα *11.54 and *52.1 ζπλεπάγεηαη ε αιήζεηα 

ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Από ην ζεώξεκα απηό έπεηαη, όηαλ νξηζηεί ε πξόζζεζε αξηζκώλ όηη  

1 + 1 = 2 
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