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Σε αυτή τη Διπλωματική Εργασία μελετάμε τις ηλεκτρονικές καταστάσεις επίπε-
δων οργανικών μορίων όπως το βενζόλιο, το καρβαζόλιο, η τριαζίνη, η πυριδίνη και
η πυριμιδίνη. Επειδή τα μόρια αυτά είναι επίπεδα, χρησιμοποιούμε κυρίως pz τροχια-
κά, τα οποία είναι κάθετα στο επίπεδο του μορίου. Ειδικά για το βενζόλιο, δίνουμε
λίγο παραπάνω έμϕαση σε γραμμικό συνδυασμό sp2 υβριδικών τροχιακών ανθράκων,
2pz ατομικών τροχιακών ανθράκων και 1s ατομικών τροχιακών υδρογόνων. Επίσης,
συγκρίνουμε τα αποτελέσματά μας με πειραματικές ενέργειες ιονισμού και διεγέρσεως.





In this diploma thesis, we study the electronic states of planar organic molecules
like benzene, carbazole, triazine, pyridine and pyrimidine. Since these molecules
are planar, we mainly use pz orbitals, which are perpendicular to the molecular
plane. Specifically for benzene, we pay a little more attention to linear combination
of sp2 carbon hybrid orbitals, 2pz carbon atomic orbitals and 1s hydrogen atomic
orbitals. We also compare our results with experimental ionization and excitation
energies.
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Κεϕάλαιο 1

Γραμμικός Συνδυασμός
Ατομικών Τροχιακών

Εδώ θα αναλύσουμε τη μέθοδο του Γραμμικού Συνδυασμού Ατομικών Τροχιακών
(Linear Combination of Atomic Orbitals, LCAO) [1].

1.1 Γενικά για την LCAO

Η μέθοδος του γραμμικού συνδυασμού των ατομικών τροχιακών προέκυψε α-
πό την προσπάθεια των ϕυσικών και χημικών να εξηγήσουν τη ϕύση του χημικού
δεσμού. Αυτό το μοντέλο εκτός του ότι μας εξηγεί το χημικό δεσμό, μας δίνει ποσο-
τικές και ποιοτικές πληροϕορίες για τη στερεοχημεία, τις διαστάσεις και για αρκετές
ϕασματοσκοπικές ποσότητες των διαϕόρων μορίων. Η κύρια ιδέα της μεθόδου είναι
να εκϕράσουμε την μοριακή κυματοσυνάρτηση ψ(r⃗) μέσω γραμμικού συνδυασμού των
ατομικών κυματοσυναρτήσεων. Γύρω από τον πυρήνα κάθε ατόμου που συμμετέχει
σε ένα δεσμό η λύση της εξίσωσης Schrödinger προσεγγίζει την ατομική κυματοσυ-
νάρτηση. ΄Ετσι σε ένα χημικό δεσμό η αντίστοιχη μοριακή κυματοσυνάρτηση στη
μέθοδο LCAO θεωρείται ως μια υπέρθεση - γραμμικός συνδυασμός - των αντίστοι-
χων ατομικών τροχιακών. Γενικά, το μοριακό τροχιακό ψ(r⃗) γράϕεται ως γραμμικός
συνδυασμός ατομικών τροχιακών ϕiν(r⃗) δηλαδή

ψ(r⃗) =
N∑
ν=1

I∑
i=1

ciνϕiν(r⃗), (1.1)

όπου ο δείκτης ν αναϕέρεται στο ν άτομο του μορίου και ο δείκτης i στο τροχιακό
i. Υπάρχουν, ας υποθέσουμε, N άτομα και I τροχιακά. Στην περίπτωση που στο

1
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χημικό δεσμό συνεισϕέρει ένα μόνο τροχιακό από κάθε άτομο, τότε δεν υπάρχει
το δεύτερο άθροισμα. Εϕαρμόζουμε την Εξ. (1.1) στην χρονοανεξάρτητη εξίσωση
Schrödinger

Ĥψ(r⃗) = Eψ(r⃗), (1.2)

όπου Ĥ είναι ο τελεστής της χαμιλτονιανής και E οι ιδιοτιμές της ενέργειας. Πολ-
λαπλασιάζουμε με ϕjµ(r⃗)

∗ και ολοκληρώνουμε στο χώρο∑
ν

∑
i

ciν

∫
d3rϕjµ(r⃗)

∗Ĥϕiν(r⃗) = E
∑
ν

∑
i

ciν

∫
d3rϕjµ(r⃗)

∗ϕiν(r⃗). (1.3)

Δηλαδή καταλήγουμε στο ομογενές γραμμικό σύστημα∑
ν

∑
i

ciνHjµiν = E
∑
ν

∑
i

ciνSjµiν . (1.4)

Εδώ τα στοιχεία πίνακα της χαμιλτονιανής (δηλαδή τα στοιχεία πίνακα της επικαλύ-
ψεως των κυματοσυναρτήσεων μέσω της χαμιλτονιανής)

Hjµiν = ⟨ϕjµ|Ĥ|ϕiν⟩ =
∫
d3rϕjµ(r⃗)

∗Ĥϕiν(r⃗). (1.5)

και τα στοιχεία πίνακα της επικαλύψεως των κυματοσυναρτήσεων

Sjµiν = ⟨ϕjµ|ϕiν⟩ =
∫
d3rϕjµ(r⃗)

∗ϕiν(r⃗), (1.6)

όπως ϕαίνεται και στο παράρτημα Αʹ.
Στη διπλωματική αυτή εργασία, αϕού συζητήσουμε μερικές χαρακτηριστικές πε-

ριπτώσεις εϕαρμογής της LCAO, θα την εϕαρμόσουμε στην περίπτωση επιπέδων
οργανικών μορίων όπως οι βάσεις του DNA, χρησιμοποιώντας μόνο τα pz ατομικά
τροχιακά τα οποία είναι κάθετα στο επίπεδο του οργανικού μορίου. Οπότε, η Εξ. (1.1)
γίνεται

ψ(r⃗) =
N∑
ν=1

cνpzν(r⃗), (1.7)

όπου ο δείκτης ν αναϕέρεται στο ν άτομο, από τα συνολικά N άτομα του μορίου.
Οπότε, χρησιμοποιώντας την Εξ. (1.7), πολλαπλασιάζοντας με pzµ(r⃗)

∗ και ολοκλη-
ρώνοντας στο χώρο, η Εξ. (1.2) γίνεται∑

ν

cν

∫
d3rpzµ(r⃗)

∗Ĥpzν(r⃗) = E
∑
ν

cν

∫
d3rpzµ(r⃗)

∗pzν(r⃗). (1.8)
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Δηλαδή καταλήγουμε στο ομογενές γραμμικό σύστημα

∑
ν

cνHµν = E
∑
ν

cνSµν . (1.9)

Εδώ

Hµν = ⟨pzµ|Ĥ|pzν⟩ =
∫
d3rpzµ(r⃗)

∗Ĥpzν(r⃗). (1.10)

και

Sµν = ⟨pzµ|pzν⟩ =
∫
d3rpzµ(r⃗)

∗pzν(r⃗). (1.11)

Θεωρώντας τώρα ότι τα στοιχεία πίνακα της επικαλύψεως της Εξ. (1.11) είναι ίσα
με δµν (δ του Kronecker) δηλαδή ότι τα pz ατομικά τροχιακά είναι ορθοκανονικά, η
Εξ. (1.9) γίνεται

N∑
ν=1

(Hµν − Eδµν) cν = 0. (1.12)

Δηλαδή πρέπει να διαγωνοποιήσουμε τη χαμιλτονιανή. Τότε θα προκύψουν l =
1, . . . , N ιδιοτιμές (El) και ιδιοανύσματα με συνιστώσες clν . Υποθέσαμε ορθοκα-
νονικότητα των τροχιακών pz που εντοπίζονται σε διαϕορετικά άτομα (πράγμα που
μπορεί να επιτευχθεί με κατάλληλη εκλογή ατομικοειδών τροχιακών).
Γενικότερα, εκτός από τα μόρια, η LCAO χρησιμοποιείται ευρέως και στη ϕυσι-

κή στερεάς κατάστασης εξηγώντας διάϕορες ιδιότητες των στερεών. Συγκεκριμένα,
μπορεί να εξηγήσει την κατάταξη των στερεών σε μέταλλα, ημιμέταλλα, ημιαγωγούς
και μονωτές. ΄Ομως, παρά τις δυνατότητες που προσϕέρει, η εϕαρμογή της μεθόδου
γίνεται πολυπλοκότερη όσο αυξάνεται ο αριθμός των παραμέτρων. Μειονέκτημα της
μεθόδου θεωρείται η ύπαρξη παραμέτρων οι οποίες είτε θεωρούνται δεδομένες μέσω
συγκρίσεως με άλλους υπολογισμούς και το πείραμα, είτε εκϕράζονται συναρτήσει
ατομικών μεγεθών όπως το μήκος των δεσμών μεταξύ γειτονικών ατόμων. Ο κα-
λύτερος τρόπος κατανόησης της μεθόδου είναι η εϕαρμογή σε ένα απλό σύστημα,
όπως π.χ. εις το μοριακό ιόν του υδρογόνου (δείτε §1.2), το χλωριούχο νάτριο (δείτε
§1.3) και το βενζόλιο (δείτε § 1.4, 1.5, 1.7, 1.8). Η εϕαρμογή της LCAO στο μόριο
του βενζολίου πραγματοποιείται για εξοικείωση με ένα σχετικά πολυπλοκότερο σύ-
στημα, του οποίου η δομή ομοιάζει με αυτή των αζωτούχων βάσεων του γενετικού
υλικού, εξαιτίας της ύπαρξης αρωματικών επίπεδων κυκλικών δακτυλίων. Κατόπιν,
θα μελετήσουμε τέτοια επίπεδα οργανικά μόρια αποτελούμενα από ατομα C, N, O, H.
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1.2 Η LCAO στο μοριακό ιόν του υδρογόνου

Στο μοριακό ιόν του υδρογόνου το μοναδικό ηλεκτρόνιο μοιράζεται την ταυτόχρο-
νη έλξη των δύο πυρήνων A και B. Η μοριακή κυματοσυνάρτηση που περιγράϕει την
κίνηση του ηλεκτρονίου θεωρείται γραμμικός συνδυασμός των ατομικών τροχιακών
1s που περιγράϕουν την κίνηση του ηλεκτρονίου γύρω από κάθε πυρήνα ξεχωριστά αν
αυτός ήταν μοναδικός του συστήματος. Θεωρούμε ότι γνωρίζουμε τις ατομικές ιδιοε-
νέργειες ϵ̃i και ιδιοσυναρτήσεις ϕi(r⃗) που αναϕέρονται στις γνωστές ιδιοκαταστάσεις
του ατόμου του υδρογόνου [2]. Η μοριακή χαμιλτονιανή είναι

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r⃗ − R⃗A) + U(r⃗ − R⃗B). (1.13)

Ο πρώτος και ο δεύτερος όρος συναποτελούν την ατομική (“atomic”) χαμιλτονιανή
του ατόμου A, ενώ ο πρώτος και ο τρίτος όρος συναποτελούν την ατομική χαμιλτο-
νιανή του ατόμου B. ΄Ετσι όταν το ηλεκτρόνιο βρίσκεται στην περιοχή του πυρήνα A
[δηλαδή όταν |r⃗−R⃗A| ≈≤ αBohr και |r⃗−R⃗B| ≫ αBohr, όπου αBohr είναι η ακτίνα Bohr
του ατόμου του υδρογόνου, R⃗A(R⃗B) είναι το διάνυσμα θέσεως του πυρήνα A (B)
και r⃗ το διάνυσμα θέσεως του ηλεκτρονίου], η δυναμική ενέργεια που αντιλαμβάνεται
το ηλεκτρόνιο είναι παρόμοια με αυτή του απομονωμένου ατόμου και η κυματοσυνάρ-
τηση είναι παρόμοια με την ατομική δηλαδή ψ(r⃗) ≈ ϕ1s(r⃗ − R⃗A). Αντίστοιχα κοντά
στην περιοχή του πυρήνα B έχουμε ψ(r⃗) ≈ ϕ1s(r⃗ − R⃗B).
Οπότε η μοριακή κυματοσυνάρτηση θεωρείται ο γραμμικός συνδυασμός των δύο

ατομικών

ψ(r⃗) = cAϕ1s(r⃗ − R⃗A) + cBϕ1s(r⃗ − R⃗B) (1.14)

όπου cA, cB μιγαδικοί αριθμοί που εκϕράζουν τον βαθμό συμμετοχής των επιμέ-
ρους ατομικών τροχιακών. Τα μέτρα στο τετράγωνο των δύο αυτών συντελεστών
εκϕράζουν την πιθανότητα να βρεθεί το ηλεκτρόνιο στην περιοχή γύρω από τον αν-
τίστοιχο πυρήνα. Περαιτέρω, για απλότητα θα γράϕουμε ϕA = ϕ1s(r⃗ − R⃗A) και
ϕB = ϕ1s(r⃗ − R⃗B). Η Εξ. (1.2) γίνεται

Ĥ(cAϕA + cBϕB) = E(cAϕA + cBϕB) (1.15)

Πολλαπλασιάζουμε με το συζυγές του ϕA και ολοκληρώνουμε στο χώρο. Εναλ-
λακτικά γράϕουμε dV = d3r.

cA

∫
dV ϕ∗

AĤϕA + cB

∫
dV ϕ∗

AĤϕB = EcA

∫
dV ϕ∗

AϕA + EcB

∫
dV ϕ∗

AϕB. (1.16)
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Ορίζουμε

ϵA ≡ HAA =

∫
dV ϕ∗

AĤϕA, (1.17)

V2 ≡ HAB =

∫
dV ϕ∗

AĤϕB, (1.18)

S ≡ SAB =

∫
dV ϕ∗

AϕB, (1.19)

ενώ ∫
dV ϕ∗

AϕA = 1. (1.20)

΄Αρα
cAϵA + cBV2 = EcA + EcBS. (1.21)

Είναι γνωστές οι ιδιοσυναρτήσεις του ατόμου του υδρογόνου [2], η ϕA είναι η 1s
δηλαδή η ϕ100 που μπορεί να θεωρηθεί πραγματική και θετική. Πράγματι [2], σε
σϕαιρικές συντεταγμένες r, θ, φ,

ϕ100(r, θ, φ) = (πa30)
−1/2e

− r
a0 , (1.22)

όπου a0 είναι η ακτίνα Bohr. ΄Αρα S > 0. Επίσης V2 < 0 διότι κλασικά είναι ένας
όρος που οδηγεί στην έλξη των ατόμων δηλαδή χαμηλώνει την ενέργεια. Επίσης, να
σημειωθεί ότι

ϵA ≡ HAA =

∫
dV ϕ∗

AĤϕA ̸=
∫
dV ϕ∗

AĤ
atomicϕA = Hatomic

AA ≡ ϵ̃A. (1.23)

Το atomic δηλώνει ατομική χαμιλτονιανή δηλαδή τους (1ο και 2ο) όρους της Εξ.( 1.13).
Τελικά η Εξ. 1.21 γράϕεται

(ϵA − E)cA + (V2 − ES)cB = 0. (1.24)

Πολλαπλασιάζουμε τώρα με το συζυγές του ϕB και ολοκληρώνουμε στο χώρο.

cA

∫
dV ϕ∗

BĤϕA + cB

∫
dV ϕ∗

BĤϕB = EcA

∫
dV ϕ∗

BϕA + EcB

∫
dV ϕ∗

BϕB. (1.25)

Αλλά

ϵB ≡ HBB =

∫
dV ϕ∗

BĤϕB, (1.26)
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κι ακόμα

V2
∗ ≡ HBA =

∫
dV ϕ∗

BĤϕA, (1.27)

SBA =

∫
dV ϕ∗

BϕA = S∗. (1.28)

Ακόμα ∫
dV ϕ∗

BϕB = 1, (1.29)

λόγω ορθοκανονικότητας. Εν τέλει βγάζουμε την εξίσωση

cAV2
∗ + cBϵB = EcAS

∗ + EcB. (1.30)

Επειδή στο άτομο του υδρογόνου οι ϕA και ϕB είναι πραγματικές V ∗
2 = V2 και S∗ = S

οπότε cAV2 + cBϵB = EcAS + EcB. Τελικά η Εξ. 1.30 γράϕεται

(V2 − ES)cA + (ϵB − E)cB = 0. (1.31)

Επίσης ισχύει
ϵA = ⟨ϕA|Ĥ|ϕA⟩ = ⟨ϕB|Ĥ|ϕB⟩ = ϵB ≡ ϵ (1.32)

΄Αρα από τις Εξ.(1.24, 1.31, 1.32) έχουμε σε μορϕή πινάκων:(
ϵ− E V2 − ES
V2 − ES ϵ− E

)(
cA
cB

)
=

(
0
0

)
. (1.33)

Για να έχει μη τετριμένη λύση το παραπάνω σύστημα της Εξ. (1.33) θα πρέπει η
ορίζουσα να μηδενίζεται. det = 0 ⇒ (ϵ− E)2 − (V2 − ES)2 = 0 ⇒

(ϵ− E)2 = (V2 − ES)2. (1.34)

Λύνοντας ως προς E παίρνουμε δύο ιδιοτιμές της ενέργειας

Ea =
ϵ− V2
1− S

(1.35)

και

Eb =
ϵ+ V2
1 + S

(1.36)

Η ιδιοενέργεια Ea αντιστοιχεί στη λεγόμενη αντιδεσμική (antibonding) κατάσταση,
ενώ η ιδιοενέργεια Eb αντιστοιχεί στη λεγόμενη δεσμική (bonding) κατάσταση. Οι
ονομασίες αυτές θα εξηγηθούν παρακάτω.
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Αντικαθιστούμε πρώτα την Ea που δίνεται από την Εξ. (1.35) στην (1.33) για να
βρούμε τους συντελεστές cA και cB. Κάνοντας τις πράξεις βγάζουμε ότι cA = −cB.
Αυτό σημαίνει ότι δεδομένης της μορϕής των ϕA και ϕB που δεν είναι παρά οι 1s
ιδιοσυναρτήσεις του ατόμου του υδρογόνου που δεν μηδενίζονται πουθενά στο χώρο
δηλαδή δεν έχουν κόμβο (δεσμό, node), οι αντίθετοι συντελεστές συνεπάγονται ότι
θα υπάρχει στην μοριακή ιδιοσυνάρτηση ψ(r⃗) που δίνεται από την Εξ. 1.14 ένα σημείο
μηδενισμού, δηλαδή ένας κόμβος. Αυτό σημαίνει ότι πρόκειται για την 1η διεγερμένη
κατάσταση του κβαντικού ϕρέατος του μοριακού ιόντος του υδρογόνου. ΄Αρα αυτός
ο συνδυασμός δεν αντιστοιχεί στην θεμελιώδη κατάσταση του κβαντικού ϕρέατος εξ
ου και το όνομα αντιδεσμική. Κανονικοποιούμε την αντιδεσμική ιδιοσυνάρτηση και
έχουμε: ∫

ψ∗ψdV = 1 ⇒
∫
(c∗Aϕ

∗
A − c∗Aϕ

∗
B)(cAϕA − cAϕB)dV = 1. (1.37)

΄Αρα

|cA|2 =
1

2(1− S)
. (1.38)

Δηλαδή συνολικά

cA = −cB =
1√

2(1− S)
eiθ. (1.39)

όπου θ αυθαίρετη ϕάση.
Αντικαθιστούμε τώρα την Eb που δίνεται από την Εξ. (1.36) στην (1.33) για

να βρούμε τους συντελεστές cA και cB. Κάνοντας τις πράξεις έχουμε cA = cB.
Αυτό σημαίνει ότι δεδομένης της μορϕής των ϕA και ϕB που δεν είναι παρά οι 1s
ιδιοσυναρτήσεις του ατόμου του υδρογόνου που δεν μηδενίζονται πουθενά στο χώρο
δηλαδή δεν έχουν κόμβο (δεσμό, node), οι ίσοι συντελεστές συνεπάγονται ότι ΔΕΝ
θα υπάρχει στην μοριακή ιδιοσυνάρτηση ψ(r⃗) που δίνεται από την Εξ. 1.14 σημείο
μηδενισμού, δηλαδή ΔΕΝ θα υπάρχει κόμβος. Αυτό σημαίνει ότι πρόκειται για τη
θεμελιώδη κατάσταση του κβαντικού ϕρέατος του μοριακού ιόντος του υδρογόνου
εξ ου και το όνομα δεσμική. Από την κανονικοποίηση της δεσμικής έχουμε

|cA|2 =
1

2(1 + S)
. (1.40)

Δηλαδή συνολικά

cA = cB =
1√

2(1 + S)
eiφ. (1.41)

όπου φ αυθαίρετη ϕάση.
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Σημειωτέον ότι αϕού συμϕώνως με τα παραπάνω, η ‘δεσμική’ Eb αντιστοιχεί
στη θεμελιώδη κατάσταση και η ‘αντιδεσμική’ Ea αντιστοιχεί στην 1η διεγερμένη
κατάσταση θα πρέπει Ea > Eb. Δεδομένου ότι 1 > S > 0, και λόγω των Εξ. (1.35-
1.36) θα πρέπει V2 < ϵS. Εξάλλου, η επικάλυψη S είναι αρκετά μικρότερη από 1.
Από τις Εξ. (1.35-1.36) προκύπτει

Ea − ϵ =
ϵS − V2
1− S

⇒ lim
S→0

Ea − ϵ = −V2 > 0 (1.42)

και

ϵ− Eb =
ϵS − V2
1 + S

⇒ lim
S→0

ϵ− Eb = −V2 > 0. (1.43)

Δηλαδή για αρκετά μικρό S, Ea > ϵ > Eb. Η περίπτωση S = 0 παρουσιάζεται στην
παρακάτω Εικόνα 1.1.

Σχήμα 1.1: Μοριακό ιόν Η+
2 . Παρουσιάζεται η περίπτωση S = 0.

1.3 Ετεροπολικός Δεσμός: NaCl

Η μέθοδος του γραμμικού συνδιασμού ατομικών τροχιακών (LCAO) εϕαρμόζεται
παρομοίως στα διατομικά ιοντικά μόρια. ΄Ενα τέτοιο μόριο είναι το NaCl. Τα μοριακά
τροχιακά θα γραϕούν και πάλι ως γραμμικός συνδυασμός ατομικών τροχιακών. Η
δομή των απομονωμένων ατόμων είναι: για το νάτριο (Na): [Ne]3s1 = [1s22s22p6]3s1

και για το χλώριο (Cl): [Ne]3s23p5. Θα χρησιμοποιήσουμε την ϕs(r⃗ − R⃗A) για το
Na και την ϕp(r⃗− R⃗B) για το Cl. Η μοριακή κυματοσυνάρτηση θα είναι ο γραμμικός
συνδυασμός των δύο ατομικών

ψ(r⃗) = cAϕs(r⃗ − R⃗A) + cBϕp(r⃗ − R⃗B). (1.44)
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Από τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger και αντικαθιστώντας την ψ(r⃗) έχουμε

Ĥ(cAϕsA + cBϕpB) = E(cAϕsA + cBϕpB). (1.45)

Για απλότητα γράψαμε παραπάνω και θα γράϕουμε από εδώ και πέρα ϕsA = ϕs(r⃗−R⃗A)

και ϕpB = ϕp(r⃗ − R⃗B). Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της παραπάνω εξίσωσης
με την ϕ∗

sA και ολοκληρώνουμε σε όλο τον χώρο. Οπότε:∫
ϕ∗
sAĤcAϕsAdV +

∫
ϕ∗
sAĤcBϕpBdV =

∫
ϕ∗
sAEcAϕsAdV +

∫
ϕ∗
sAEcBϕpBdV

(1.46)
Ορίζουμε

ϵA =

∫
ϕ∗
sAĤϕsAdV (1.47)

V2 =

∫
ϕ∗
sAĤϕpBdV (1.48)

S =

∫
ϕ∗
sAϕpBdV (1.49)

και λόγω ορθοκανονικότητας ισχύει∫
ϕ∗
sAϕsAdV = 1. (1.50)

Τα αντικαθιστούμε στην Εξ. (1.46) και παίρνουμε

cAϵA + cBV2 = EcA + EcBS ⇒ (1.51)

(ϵA − E)cA + (V2 − ES)cB = 0. (1.52)

Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε την Εξ. (1.45) με ϕ∗
pB και ολοκληρώνουμε σε όλο

τον χώρο, άρα έχουμε∫
ϕ∗
pBĤcAϕsAdV +

∫
ϕ∗
pBĤcBϕpBdV =

∫
ϕ∗
pBEcAϕsAdV +

∫
ϕ∗
pBEcBϕpBdV

(1.53)
Ορίζουμε όπως πριν

ϵB =

∫
ϕ∗
pBĤϕpBdV, (1.54)

ενώ

V ∗
2 =

∫
ϕ∗
pBĤϕsAdV (1.55)
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και

S∗ =

∫
ϕ∗
pBϕsAdV. (1.56)

Ακόμα, λόγω ορθοκανονικότητας∫
ϕ∗
pBϕpBdV = 1. (1.57)

΄Αρα έχουμε την παρακάτω εξίσωση

cAV
∗
2 + cBϵB = EcAS

∗ + EcB ⇒ (1.58)

(V ∗
2 − ES∗)cA + (ϵB − E)cB = 0. (1.59)

΄Ομως ισχύει V ∗
2 = V2 και S∗ = S, διότι οι ϕsA και ϕpB είναι πραγματικές, οπότε

έχουμε το παρακάτω σύστημα δύο εξισώσεων σε μορϕή πινάκων(
ϵA − E V2 − ES
V2 − ES ϵB − E

)(
cA
cB

)
=

(
0
0

)
. (1.60)

Μη τετριμμένη λύση έχουμε όταν η ορίζουσα είναι μηδενική, δηλαδή

(ϵA − E)(ϵB − E)− (V2 − ES)(V2 − ES) = 0 (1.61)

Λύνοντας την εξίσωση καταλήγουμε στο τριώνυμο

(1− S2)E2 + (2SV2 − ϵA − ϵB)E + ϵAϵB − V 2
2 = 0. (1.62)

Επιπλέον ορίζουμε

V3 =
ϵA − ϵB

2
(1.63)

και
ϵ =

ϵA + ϵB
2

. (1.64)

όπου το V3 είναι θετικό. Αυτό προκύπτει από τις ενέργειες ιονισμού του νατρίου και
του χλωρίου. Κατ΄ αρχήν υποθέτουμε ότι

ϵA ≡ HAA =

∫
ϕ∗
sAĤϕsAdV ̸= αλλά ≈

∫
ϕ∗
sAĤ

atomicϕsAdV = Hatomic
AA ≡ ϵ̃A,

(1.65)
δηλαδή ότι κοντά στο Νάτριο η μοριακή Χαμιλτονιανή μπορεί να προσεγγιστεί χον-
δροειδώς από την ατομική Χαμιλτονιανή. Γνωρίζουμε ότι η ενέργεια ιονισμού του
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Νατρίου I(Na) = 5.14 eV = −ϵ̃A και του Χλωρίου I(Cl) = 12.97 eV = −ϵ̃B, οπότε
ϵA > ϵB και άρα V3 > 0. Ακόμα,

ϵA = ϵ+ V3, (1.66)

ϵB = ϵ− V3. (1.67)

Οπότε, μετά από αντικατάσταση των Εξ. (1.63)-(1.64), το τριώνυμο της Εξ. (1.62)
γίνεται

(1− S2)E2 + (2SV2 − 2ϵ)E + ϵ2 − V 2
3 − V 2

2 = 0 (1.68)

με διακρίνουσα
∆ = β2 − 4αγ = 4(V2 − ϵS)2 + 4V 2

3 (1− S2) (1.69)

η οποία έχει λύσεις

Eb =
ϵ− SV2 −

√
(V2 − ϵS)2 + V 2

3 (1− S2)

1− S2
(1.70)

και

Ea =
ϵ− SV2 +

√
(V2 − ϵS)2 + V 2

3 (1− S2)

1− S2
. (1.71)

Εάν για απλότητα θεωρήσουμε S = 0, έχουμε:

Eb = ϵ−
√
V 2
2 + V 2

3 (1.72)

και
Ea = ϵ+

√
V 2
2 + V 2

3 . (1.73)

Στο Σχήμα (1.2) παρουσιάζεται το διάγραμμα των ενεργειακών σταθμών του NaCl
για την περίπτωση S = 0.
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Σχήμα 1.2: Διάγραμμα ενεργειακών σταθμών του NaCl για S = 0.
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1.4 Βενζόλιο: sp2 υβριδισμός του άνθρακα

Θα συζητήσουμε τώρα το λεγόμενο sp2 υβριδισμό που περιγράϕεται στο Σχή-
μα 1.3. Ας υποθέσουμε ότι αναμιγνύουμε, δηλαδή υβριδίζουμε ένα s και δύο p α-
τομικά τροχιακά του ιδίου ϕλοιού ενώ αϕήνουμε ανεπηρέαστο το τρίτο p ατομικό
τροχιακό. Τότε σχηματίζονται τρία λεγόμενα sp2 υβριδικά τροχιακά. Επί παραδείγ-
ματι, ανακατεύουμε τα s, px, py, ενώ αϕήνουμε ανεπηρέαστο το pz. Επειδή τα s, px,
py είναι συμμετρικά ως προς το επίπεδο xy, το ίδιο θα ισχύει για τα τρία sp2 υβριδικά
τροχιακά. Μάλιστα, αϕού οι υβριδισμοί γίνονται ώστε τα τρία sp2 να είναι ισοδύναμα,
θα πρέπει να σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 120o. Τα υβριδισμένα τροχιακά έχουν
ίσες ενεργειακές στάθμες, μεταξύ αυτών της μίας s και των δύο p που υβριδίζονται,
ενώ η στάθμη p που δεν συμμετέχει παραμένει ανεπηρέαστη. Αυτά γίνονται στην
περίπτωση που το άτομο χρειάζεται τρεις περίπου ισοδύναμους δεσμούς στο ίδιο επί-
πεδο. Τέτοια παραδείγματα είναι το αιθένιο και το βενζόλιο το οποίο θα μελετήσουμε
αναλυτικά παρακάτω.

Στο βενζόλιο λοιπόν οι άνθρακες έχουν sp2 υβριδισμό (υβριδίζονται το 2s και
π.χ. τα 2px, 2py ατομικά τροχιακά), οπότε προκύπτει η δομή που παρουσιάζεται στο
Σχήμα 1.3. Κάθε άνθρακας χρησιμοποιεί δύο sp2 τροχιακά για να δεθεί με τους δύο
γειτονικούς του άνθρακες. Οπότε κάθε άνθρακας σχηματίζει δύο sp2 sp2 σ δεσμούς.
Κάθε άνθρακας χρησιμοποιεί το τρίτο sp2 τροχιακό του για να δεθεί με το γειτονικό
του άτομο υδρογόνου με sp2 s σ δεσμό. Επιπλέον οι άνθρακες δένονται με ppπ δεσμό
μέσω των 2pz ατομικών τροχιακών τους. ΄Ετσι, ο δεσμός μεταξύ των ανθράκων είναι
τύπου σ αλλά και τύπου π.

Συνοπτικά, λοιπόν: Ο υβριδισμός sp2 συμβαίνει όταν το άτομο (π.χ. ο άνθρακας)
προσδένεται σε 3 άτομα ή ομάδες ατόμων και έχει κατά 1/3 χαρακτήρα s και κατά 2/3
χαρακτήρα p. Τα τρία sp2 υβρίδια δείχνουν προς τις κορυϕές ισοπλεύρου τριγώνου
το κέντρο του οποίου καταλαμβάνει το άτομο με τον sp2 υβριδισμό και τις κορυϕές
τα άτομα ή οι ομάδες των ατόμων με τις οποίες αυτό συνδέεται. Οπότε τα τρία sp2

υβρίδια σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 120o.

Συνοπτικά, στο βενζόλιο κάθε άνθρακας συνδέεται με sp2 sp2 σ δεσμούς με τους
γειτονικούς του άνθρακες και με sp2 s σ δεσμό με ένα άτομο υδρογόνου. Υπάρ-
χει ακόμα τύπου ppπ αλληλεπίδραση μεταξύ όλων των pz ατομικών τροχιακών των
ανθράκων (μάλιστα η απλοϊκή εικόνα απλός, διπλός, απλός, διπλός, απλός, διπλός
δεσμός δεν ισχύει: όλοι οι δεσμοί είναι κατά τη ϕυσική δικαιοσύνη ισοδύναμοι όπως
υπονοεί ο κύκλος στη μικρή δεξιά εικόνα).
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Σχήμα 1.3: Ο sp2 υβριδισμός στο βενζόλιο.

1.5 Ανάλυση των sp2 υβριδικών τροχιακών στο
βενζόλιο σε 2s, 2px και 2py ατομικά τροχια-
κά

Στο βενζόλιο, θα αναλύσουμε τα sp2 υβριδικά τροχιακά γύρω από κάθε άτομο
άνθρακα στα 2s, 2px και 2py ατομικά τροχιακά του άνθρακα. Στο Σχήμα 1.4 ϕαίνονται
τα sp2 γύρω από κάθε άτομο άνθρακα αλλά και τα 1s ατομικά τροχιακά των ατόμων
υδρογόνου. Επιλέγουμε και κάποια αυθαίρετη αρίθμηση των ατόμων άνθρακα, π.χ.
όπως ϕαίνεται στο Σχήμα 1.4.
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Σχήμα 1.4: Τα sp2 υβριδικά τροχιακά γύρω από κάθε άτομο άνθρακα αλλά και τα 1s ατομικά
τροχιακά των ατόμων υδρογόνου.

Κοιτώντας τώρα το μόριο του βενζολίου π.χ. από πάνω, για κάθε άτομο άνθρακα,
ονομάζουμε δ το sp2 τροχιακό που το συνδέει με το γειτονικό του άτομο άνθρακα
δεξιά, α το sp2 τροχιακό που το συνδέει με το γειτονικό του άτομο άνθρακα αριστερά
και ε το sp2 τροχιακό που το συνδέει με το άτομο υδρογόνου προς τα έξω. Στην
παρακάτω ανάλυση λαμβάνουμε υπ΄ όψη τρεις παράγοντες ήτοι την κανονικοποίηση,
τα σχετικά βάρη των s και p ατομικών τροχιακών στο sp2 μοριακό τροχιακό και τη
γεωμετρία δηλαδή το Σχήμα 1.4. Επίσης, για απλότητα, για τα 2s, 2px, 2py ατομικά
τροχιακά του άνθρακα γράϕουμε s, px, py.
Για το πρώτο άτομο άνθρακα: Το δ αναλύεται συναρτήσει των s και px ως

δ = c1s+ c2px (1.74)

αϕού κείται πάνω στον άξονα x. Με κανονικοποίηση παίρνουμε∫
|δ|2d3r = 1 ⇒

∫
(c∗1s

∗ + c∗2p
∗
x)(c1s+ c2px)d

3r = 1. (1.75)

Κάνοντας τις πράξεις καταλήγουμε στην εξίσωση∫
|c1|2|s|2d3r +

∫
|c2|2|px|2d3r +

∫
c∗1c2s

∗pxd
3r +

∫
c∗2c1p

∗
xsd

3r = 1, (1.76)

η οποία λόγω ορθοκανονικότητας γίνεται

|c1|2 + |c2|2 = 1. (1.77)
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Επειδή κάθε sp2 τροχιακό έχει κατά 1/3 s χαρακτήρα και κατά 2/3 p χαρακτήρα

|c2|2 = 2|c1|2. (1.78)

Λύνοντας το σύστημα των Εξ. (1.77)-(1.78), βρίσκουμε

3|c1|2 = 1. (1.79)

΄Ετσι π.χ. έχουμε για πραγματικές λύσεις τις τιμές των c1, c2

c1 = ±
√

1

3
, c2 = ±

√
2

3
. (1.80)

Επιλέγω το + για το c1 και το + για το c2, αϕού θέλω να ικανοποιείται το Σχήμα 1.4.
΄Αρα,

δ =
1√
3
(s+

√
2px). (1.81)

Το α αναλύεται συναρτήσει των s, px και py ως

α = c1s+ c2px + c3py. (1.82)

και με κανονικοποίηση παίρνουμε∫
|α|2d3r = 1 ⇒

∫
(c∗1s

∗ + c∗2p
∗
x + c∗3p

∗
y)(c1s+ c2px + c3py)d

3r = 1. (1.83)

Λαμβάνοντας πάλι υπ΄ όψιν την ορθοκανονικότητα των ατομικών τροχιακών,

|c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1. (1.84)

Επειδή κάθε sp2 τροχιακό έχει κατά 1/3 s χαρακτήρα και κατά 2/3 p χαρακτήρα

|c2|2 + |c3|2 = 2|c1|2. (1.85)

Λύνοντας το σύστημα των Εξ. (1.84)-(1.85), βρίσκουμε

3|c1|2 = 1
|c2|2 + |c3|2 = 2

3

. (1.86)

Επιπλέον, από τη γεωμετρία έχουμε

|c3|2

|c2|2
=

cos2(30o)

cos2(60o)
=

(
√
3
2
)2

(1
2
)2

= 3 ⇒ |c3|2 = 3|c2|2. (1.87)
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Λύνοντας το σύστημα των Εξ. (1.86)-(1.87), θεωρώντας π.χ. πραγματικές λύσεις
για τις τιμές των c1, c2, c3, βρίσκουμε

c1 = ±
√

1

3
, c2 = ±

√
1

6
, c3 = ±

√
1

2
. (1.88)

Οπότε, π.χ. c1 = +
√

1
3
και σύμϕωνα με το σχήμα διαλέγουμε τα c2 και c3 έτσι ώστε

c2 = −
√

1
6
και c3 = −

√
1
2
. Τελικά, βρίσκουμε

α =
1√
3
(s− 1√

2
px −

√
3

2
py). (1.89)

Το ε αναλύεται συναρτήσει των s, px και py ως

ε = c1s+ c2px + c3py. (1.90)

Η κανονικοποίηση του ε, λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την ορθοκανονικότητα των ατομικών
τροχιακών, καταλήγει στην

|c1|2 + |c2|2 + |c3|2 = 1. (1.91)

Επειδή κάθε sp2 τροχιακό έχει κατά 1/3 s χαρακτήρα και κατά 2/3 p χαρακτήρα,

|c2|2 + |c3|2 = 2|c1|2. (1.92)

Λύνοντας το σύστημα των Εξ. (1.91)-(1.92), βρίσκουμε

3|c1|2 = 1,
|c2|2 + |c3|2 = 2

3
.

(1.93)

Επιπλέον, από τη γεωμετρία έχουμε

|c3|2

|c2|2
=

cos2(30o)

cos2(60o)
=

(
√
3
2
)2

(1
2
)2

= 3 ⇒ |c3|2 = 3|c2|2. (1.94)

Λύνοντας το σύστημα των Εξ. (1.93)-(1.94), θεωρώντας π.χ. πραγματικές λύσεις
για τις τιμές των c1, c2, c3, βρίσκουμε

c1 = ±
√

1

3
, c2 = ±

√
1

6
, c3 = ±

√
1

2
. (1.95)
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Οπότε π.χ. c1 =
√

1
3
και σύμϕωνα με το σχήμα διαλέγουμε τα c2 και c3 έτσι ώστε

c2 = −
√

1
6
και c3 = +

√
1
2
. Τελικά,

ε =
1√
3
(s− 1√

2
px +

√
3

2
py). (1.96)

Για το δεύτερο άτομο άνθρακα: Στη συνέχεια, έτσι όπως εργαστήκαμε για το
πρώτο άτομο του άνθρακα, θα εργαστούμε και για το δεύτερο. Οι εξισώσεις που θα
βρούμε θα πρέπει και αυτές να ικανοποιούν το σχήμα που παραθέσαμε προηγουμένως,
έτσι ώστε να σχηματισθεί τελικώς ο δακτύλιος του βενζολίου, τον οποίο θέλουμε να
διαμορϕώσουμε. Το α θα είναι συναρτήσει του s και του px, άρα της μορϕής

α = c1s+ c2px (1.97)

και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που ακολουθήσαμε αναλύοντας την κατάσταση
για το πρώτο άτομο άνθρακα, λαμβάνοντας δηλαδή υπ΄ όψη την κανονικοποίηση, το
σχετικό βάρος των s και p ατομικών τροχιακών και το σχήμα, καταλήγουμε στην
έκϕραση

α =

√
1

3
(s−

√
2px) (1.98)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = −

√
2

3
. (1.99)

Το δ θα είναι συναρτήσει των s, px, py, δηλαδή της μορϕής

δ = c1s+ c2px + c3py. (1.100)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην έκϕραση

δ =
1√
3
(s+

1√
2
px −

√
3

2
py) (1.101)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = +

√
1

6
, c3 = −

√
1

2
. (1.102)

Το ε θα είναι συναρτήσει των s, px, py, δηλαδή της μορϕής

ε = c1s+ c2px + c3py. (1.103)
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην έκϕραση

ε =
1√
3
(s+

1√
2
px +

√
3

2
py) (1.104)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = +

√
1

6
, c3 = +

√
1

2
. (1.105)

Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία και για τα υπόλοιπα άτομα του άνθρακα
μέχρι να ϕτάσουμε στο έκτο άτομο το οποίο συνδέεται με το πρώτο, όπως ϕαίνεται
και στο Σχήμα 1.4.
Για το έκτο άτομο άνθρακα: Το ε θα είναι συναρτήσει του s και του px, άρα της

μορϕής
ε = c1s+ c2px. (1.106)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που χρησιμοποιήσαμε και για τα προηγούμενα
άτομα καταλήγουμε στην έκϕραση

ε =

√
1

3
(s−

√
2px) (1.107)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = −

√
2

3
. (1.108)

Το δ θα είναι συναρτήσει των s, px, py δηλαδή της μορϕής

δ = c1s+ c2px + c3py. (1.109)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην έκϕραση

δ =
1√
3
(s+

1√
2
px +

√
3

2
py) (1.110)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = +

√
1

6
, c3 = +

√
1

2
. (1.111)

Το α, θα είναι συναρτήσει των s, px, py δηλαδή της μορϕής

α = c1s+ c2px + c3py. (1.112)
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Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία καταλήγουμε στην έκϕραση

α =
1√
3
(s+

1√
2
px −

√
3

2
py) (1.113)

δηλαδή

c1 = +

√
1

3
, c2 = +

√
1

6
, c3 = −

√
1

2
. (1.114)

1.6 Τύποι ομοιοπολικών δεσμών μεταξύ ατο-
μικών τροχιακών.

Ας αϕιερώσουμε λίγο χώρο στους τύπους των ομοιοπολικών δεσμών μεταξύ α-
τομικών τροχιακών που απεικονίζονται στο Σχήμα 1.5. Για το χαρακτηρισμό ενός
δεσμού ως σ ή π σκεϕτόμαστε που τοποθετείται η επικάλυψη των τροχιακών που
συμμετέχουν στο δεσμό σε σχέση με τους πυρήνες των αντιστοίχων ατόμων. Η επι-
κάλυψη S =

∫
dV ψ∗

AψB, όπου ψA και ψB είναι οι κυματοσυναρτήσεις των τροχιακών
που συμμετέχουν στο δεσμό τις οποίες μπορούμε να θεωρήσουμε εδώ πραγματικές.
Εάν το μέγιστο της επικαλύψεως βρίσκεται πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει
τους δύο πυρήνες, ο δεσμός χαρακτηρίζεται ως σ. Εάν η επικάλυψη είναι μέγιστη
άνωθεν και κάτωθεν του ευθυγράμμου τμήματος που συνδέει τους δύο πυρήνες, ο
δεσμός χαρακτηρίζεται ως π. Ο δεσμός π είναι ασθενέστερος του δεσμού σ. Οι
χαρακτηρισμοί σ και π χρησιμοποιούνται ακόμα και όταν ενώνονται υβριδικά τροχια-
κά. Συνήθως ισχύει το εξής: ο απλός δεσμός είναι (σ), ο διπλός δεσμός (σ, π) και
ο τριπλός δεσμός (σ, π, π). ΄Ετσι, ο διπλός δεσμός (σ, π) είναι μεν ισχυρότερος
του απλού (σ), αλλά όχι δύο ϕορές ισχυρότερος, ενώ ο τριπλός δεσμός (σ, π, π)
είναι ισχυρότερος του διπλού (σ, π). Στο Σχήμα 1.5 απεικονίζονται μόνο οι περι-
πτώσεις όπου η επικάλυψη των ατομικών τροχιακών είναι θετική (S > 0) και άρα
αυξάνεται η πυκνότητα πιθανότητας στο χώρο μεταξύ των πυρήνων, δηλαδή απεικο-
νίζονται μόνο τα δεσμικά μοριακά τροχιακά. Για τα αντιδεσμικά μοριακά τροχιακά
η επικάλυψη των ατομικών τροχιακών είναι αρνητική (S < 0) και άρα μειώνεται η
πυκνότητα πιθανότητας στο χώρο μεταξύ των πυρήνων, οπότε εμϕανίζεται μια επι-
πλέον κομβική επιϕάνεια. Η δε συνθήκη S = 0 χαρακτηρίζεται ως μη δεσμική και
αντιστοιχεί στην περίπτωση κατά την οποία δεν υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ των
ατομικών τροχιακών. Μπορεί ακόμη να γίνει η γενίκευση ότι η ισχύς ενός δεσμού
είναι περίπου ανάλογη προς την έκταση της επικαλύψεως των ατομικών τροχιακών,
δηλαδή οι δεσμοί σχηματίζονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να μεγιστοποιείται η επι-
κάλυψη. Στην περίπτωση S > 0 η ηλεκτρονιακή πυκνότητα στο χώρο μεταξύ των



21

πυρήνων αυξάνεται, οπότε οι πυρήνες θωρακίζονται μεταξύ τους και η έτσι η άπω-
σή τους μειώνεται. Αυτό σημαίνει ελάττωση της ενέργειας του μορίου και επομένως
δεσμική κατάσταση. Στην περίπτωση S < 0 ο χώρος μεταξύ των πυρήνων απογυμνώ-
νεται από ηλεκτρονιακό νέϕος το οποίο συγκεντρώνεται περισσότερο στην εξωτερικό
χώρο με αποτέλεσμα την ενίσχυση των απωθητικών δυνάμεων μεταξύ των πυρήνων,
αυτή είναι δηλαδή μια αντιδεσμική κατάσταση. Στη αντιδεσμική κατάσταση υπάρχει
μια επιπλέον κομβική επιϕάνεια μεταξύ των πυρήνων (όπου η πυκνότητα πιθανότη-
τας μηδενίζεται). Η ισχύς των δεσμών μεταξύ s ή p ατομικών τροχιακών μπορεί να
αποδοθεί με εμπειρικές εκϕράσεις της μορϕής W.A. Harrison [3]

Vspσ = −1.42
h̄2

md2
(1.115)

Vppπ = −0.63
h̄2

md2
(1.116)

Vppσ = −2.22
h̄2

md2
(1.117)

Vssσ = −1.32
h̄2

md2
(1.118)

όπου m είναι η μάζα του ηλεκτρονίου (≈ 9.109 × 10−31 kg) και d η απόσταση των
πυρήνων των ατόμων. ΄Οταν ο προσανατολισμός των ατομικών τροχιακών είναι αντί-
θετος από αυτόν που δείχνει το Σχήμα 1.5, αλλάζει το πρόσημο από − σε +. ΄Οταν
στο δεσμό ή γενικότερα στην αλληλεπίδραση συμμετέχει ένα άτομο υδρογόνου η Vspσ
πολλαπλασιάζεται με μια παράμετρο b, ενώ όταν συμμετέχουν δύο άτομα υδρογόνου
η Vssσ πολλαπλασιάζεται με μια παράμετρο c. Οι παράμετροι b και c που εμϕανίζονται,
είναι εμπειρικές και χρησιμοποιούνται διότι οι εκϕράσεις που έχουν δοθεί προηγουμέ-
νως στις Εξ. 1.115 και 1.118 δεν ισχύουν για τα ατομικά τροχιακά s του υδρογόνου
λόγω μετατοπίσεως του ηλεκτρονικού νέϕους των ηλεκτρονίων των υδρογόνων. Θε-
ωρούμε c = b2 [4].
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Σχήμα 1.5: Δεσμοί μεταξύ s ή p ατομικών τροχιακών. Η ισχύς τους δίνεται από τους τύπους
(1.115), (1.116), (1.117), (1.118). ΄Οταν ο προσανατολισμός των ατομικών τροχιακών είναι
αντίθετος από αυτόν που δείχνει το σχήμα, αλλάζει το πρόσημο από − σε +.
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1.7 Γραμμικός συνδυασμός τροχιακών στο βεν-
ζόλιο με
sp2 υβριδικά τροχιακά ανθράκων,
2pz ατομικά τροχιακά ανθράκων και
1s ατομικά τροχιακά υδρογόνων

Εδώ ακολουθούμε την πορεία που περιγράϕεται αναλυτικά αλλού [4]. Το πρώτο
βήμα για την εϕαρμογή της μεθόδου του γραμμικού συνδυασμού των τροχιακών είναι
η προσέγγιση της μοριακής κυματοσυνάρτησης ως άθροισμα των υβριδικών τροχια-
κών sp2 των ανθράκων (που συμβολίζουμε α, δ, ε), των 2pz ατομικών τροχιακών των
ανθράκων (που συμβολίζουμε απλώς pz) και των 1s ατομικών τροχιακών των υδρο-
γόνων (που συμβολίζουμε sH). Γενικά, όπως αναϕέραμε στην αρχή του κεϕαλαίου
(Εξ. 1.1), το μοριακό τροχιακό ψ(r⃗) γράϕεται ως γραμμικός συνδυασμός ατομικών
τροχιακών ϕiν(r⃗) δηλαδή

ψ(r⃗) =
N∑
ν=1

I∑
i=1

ciνϕiν(r⃗), (1.119)

όπου ο δείκτης ν προσδιορίζει το άτομο του μορίου και ο δείκτης i το είδος του
τροχιακού (α, δ, ε, sH , pz), ενώ υποθέσαμε ότι υπάρχουν N άτομα και I τροχιακά.
Στην περίπτωση του βενζολίου, στα πλαίσια της παρούσης προσεγγίσεως, έχουμε 6
πλεγματικά σημεία, δηλαδή N = 6. Σε κάθε πλεγματικό σημείο έχουμε 5 τροχιακά,
συγκεκριμένα: τρία sp2 υβριδικά τροχιακά του άνθρακα, το 2pz ατομικό τροχιακό
του άνθρακα και το 1s ατομικό τροχιακό του υδρογόνου. Δηλαδή η συγκεκριμένη
Εξ. 1.119 γίνεται

ψ(r⃗) =
6∑

ν=1

5∑
i=1

ciνϕiν(r⃗). (1.120)

Ο συντελεστής ciν είναι διαϕορετικός για κάθε είδος τροχιακού, ενώ εξαιτίας της
συμμετρίας του μορίου, οι συντελεστές κάθε ατόμου ως προς το ίδιο τροχιακό δια-
ϕέρουν μεταξύ τους κατά μια ϕάση ekiϕ, όπου k παίρνει τιμές απο 1-5. ΄Ετσι η μορϕή
της κυματοσυνάρτησης είναι:



24

ψ = c1δ1 + c1e
iϕδ2 + ...+ c1e

5iϕδ6 + (1.121)

c2α1 + c2e
iϕα2 + ...+ c2e

5iϕα6 +

c3pz1 + c3e
iϕpz2 + ...+ c3e

5iϕpz6 +

c4ε1 + c4e
iϕε2 + ...+ c4e

5iϕε6 +

c5sH1 + c5e
iϕsH2 + ...+ c5e

5iϕsH6

Λόγω συμμετρίας, e6iϕ = 1. Θεωρούμε τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrödinger

Hψ = Eψ. (1.122)

Ας πολλαπλασιάσουμε κάθε ϕορά με τη συζυγή κυματοσυνάρτηση κάθε τροχιακού
α, δ, ε, pz, sH του πρώτου ατόμου του άνθρακα, δηλαδή με α∗

1, δ
∗
1, ε

∗
1, p

∗
z1, s

∗
H1. Θα προ-

κύψει ένα σύστημα πέντε εξισώσεων (Εξ. 1.143-1.147 παρακάτω) για τον υπολογισμό
των πέντε αγνώστων c1, c2, c3, c4, c5 του αναπτύγματος της μοριακής κυματοσυνάρτη-
σης 1.121. Να σημειωθεί ότι παραλείπονται οι επικαλύψεις των κυματοσυναρτήσεων
διαϕορετικών ατόμων, δηλαδή στο δεύτερο μέλος της εξίσωσης Schrödinger κρα-
τώνται μόνο εσωτερικά γινόμενα των ίδιων κυματασυναρτήσεων που είναι ίσα με τη
μονάδα. Τα υβριδικά τροχιακά α, δ, ε, όπως και τα ατομικά τροχιακά sH , pz είναι
πραγματικές κυματοσυναρτήσεις άρα είναι ίσες με τις συζυγείς τους. Λόγω συμμετρί-
ας, υπάρχει ισότητα ορισμένων στοιχείων του πίνακα της Χαμιλτονιανής ενώ κάποια
άλλα στοιχεία πίνακα θεωρούνται για απλότητα προσεγγιστικά ίσα.
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Πίνακας 1.1: Συνοψίζονται τα στοιχεία πίνακα της Χαμιλτονιανής, τα οποία αναϕέρονται σε
αλληλεπίδραση μεταξύ sp2 υβριδικών τροχιακών ανθράκων ή και 1s ατομικών τροχιακών
υδρογόνων.

< δ1|H|δ1 > = < α1|H|α1 > ≈ < ε1|H|ε1 >

< α1|H|ε1 > = < ε1|H|δ1 > ≈ < α1|H|δ1 >

< δ1|H|ε2 > = < ε1|H|α2 > ≈ < δ1|H|δ2 > = < α1|H|α2 >

< sH1|H|α1 > = < sH1|H|δ1 >

< sH2|H|α1 > = < sH1|H|δ2 >

< sH1|H|α2 > = < sH2|H|δ1 >

< sH1|H|ε2 > = < sH2|H|ε1 >

< α1|H|ε2 > = < ε1|H|δ2 >

< ε1|H|ε2 > ≈ < α1|H|δ2 >
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Σχήμα 1.6: Θέσεις ατόμων κατά Davico et al. [6]. Παραθέτουμε τα < δ1|H|δ1 > = <
α1|H|α1 > ≈ < ε1|H|ε1 >, ...

Σχήμα 1.7: < α1|H|ε1 > = < ε1|H|δ1 > ≈ < α1|H|δ1 >
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Σχήμα 1.8: < δ1|H|ε2 > = < ε1|H|α2 > ≈ < δ1|H|δ2 > = < α1|H|α2 >

Σχήμα 1.9: < sH1|H|α1 > = < sH1|H|δ1 >
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Σχήμα 1.10: < sH2|H|α1 > = < sH1|H|δ2 >

Σχήμα 1.11: < sH1|H|α2 > = < sH2|H|δ1 >
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Σχήμα 1.12: < sH1|H|ε2 > = < sH2|H|ε1 >

Σχήμα 1.13: < α1|H|ε2 > = < ε1|H|δ2 >
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Σχήμα 1.14: < ε1|H|ε2 > ≈ < α1|H|δ2 >
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Υπολογισμός όλων των στοιχείων πίνακα της Χαμιλτονιανής παρουσιάζεται παρα-
κάτω. Στους υπολογισμούς αυτούς τα ατομικά τροχιακά τύπου p αναλύονται, γενικά,
σε δύο συνιστώσες, μία παράλληλη στον άξονα που συνδέει τα δύο άτομα και μία
κάθετη σε αυτόν. Κάνουμε τις εξής προσεγγίσεις:

• Τα στοιχεία πίνακα μεταξύ γειτονικών ατομικών τροχιακών px και py θεωρούν-
ται ίσα με μηδέν.

• Τα στοιχεία πίνακα μεταξύ διαϕορετικών ατομικών τροχιακών του ίδιου ατόμου
(s, px, py, pz) θεωρούνται προσεγγιστικά μηδέν αϕού τα ατομικά τροχιακά είναι
ορθογώνιες κυματοσυναρτήσεις και γύρω από κάθε άτομο η Χαμιλτονιανή Ĥ
είναι προσεγγιστικά ίση με τη χαμιλτονιανή του ατόμου Hατόμου.

• Τα στοιχεία πίνακα μεταξύ γειτονικών ατομικών τροχιακών s και pz θεωρούνται
ίσα με μηδέν.

• Τα στοιχεία πίνακα μεταξύ ίδιων ατομικών τροχιακών του ίδιου ατόμου (π.χ
s με s, p με p) είναι ίσα με τις ατομικές ενέργειες εs και εp. Συγκεκριμένα
εs = −19.47 eV και εp = −10.66 eV [5].

• ΄Εχει χρησιμοποιηθεί η προσέγγιση των ανεξάρτητων ηλεκτρονίων δηλαδή α-
γνοούνται οι απωστικές δυνάμεις αλληλεπίδρασης μεταξύ των ηλεκτρονίων. Ως
Χαμιλτονιανή του συστήματος χρησιμοποιούμε το άθροισμα των τελεστών της
κινητικής και δυναμικής ενέργειας που περιγράϕουν την κίνηση του ηλεκτρονί-
ου.

Στις παρακάτω πράξεις χρησιμοποιούμε τις πειραματικές αποστάσεις δύο γειτονι-
κών ατόμων άνθρακα και ενός ατόμου άνθρακα με το γειτονικό του άτομο υδρογόνου
που είναι 1.397 Α̊ και 1.084 Α̊, αντιστοίχως [6], δείτε το Σχήμα ;;. Υπολογίζουμε
ότι το

ε12 =
h̄2

m(AB)2
≈ 3.9eV (1.123)

και το χρησιμοποιούμε παρακάτω στις πράξεις. Επίσης, στις πράξεις θα χρειαστεί το
πηλίκο (

AB

AΓ

)2

≈ 1.660865 (1.124)
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< sH1|H|δ1 >=< sH1|H| 1√
3
(s1 +

√
2px1) >=

1√
3
(< sH1|H|s1 > +

√
2 < sH1|H|px1 >) =

1√
3
(Vssσb+

√
2
���������:0
< sH1|H|px1⊥ >+

√
2 < sH1|H|px1// >) =

1√
3
(−1.32

h̄2

md2
b+

√
2Vspσ cos 60

o(−1)b) =

1√
3

bh̄2

md2
(−1.32 +

√
2 · 1.42 · 1

2
) ≈

1.0542 · 10−68J2s2b

9.1 · 10−31kg · 1.0842 · 10−20m2 ·
√
3
(−1.32 + 1.004) ≈

0.104 · 10−17(−0.182) b J ≈ −0.0189 · 10−17

1.6 · 10−19
b eV ≈ −1.183 b eV

(1.125)

< sH1|H|δ2 >=< sH1|H| 1√
3
(s2 +

1√
2
px2 −

√
3√
2
py2) >=

1√
3
< sH1|H|s2 > +

1√
3
√
2
< sH1|H|px2 > −

√
3√

3
√
2
< sH1|H|py2 >=

1√
3
(−1.32

h̄2

md2
)b+

1√
6
{< sH1|H|px2// > cos 26o +

��������������:0

< sH1|H|px2⊥ > cos 64o}b

����������������:0

− 1√
2
{< sH1|H|py2⊥ > cos 26o+ < sH1|H|py2// > cos 64o}b =

h̄2b

md2
[
−1.32√

3
+

1√
6
(−1)(−1.42) cos 26o − 1√

2
(−1.42) cos 64o] ≈ 0.332 b eV

(1.126)
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< sH1|H|ε2 >=< sH1|H| 1√
3
(s2 +

1√
2
px2 +

√
3√
2
py2) >=

1√
3
< sH1|H|s2 > +

1√
3
√
2
< sH1|H|px2 > +

√
3√

3
√
2
< sH1|H|py2 >=

1√
3
(−1.32

h̄2

md2
)b+

1√
6
{< sH1|H|px2// > cos 26o +

��������������:0

< sH1|H|px2⊥ > cos 64o}b

+

���������������:0
1√
2
{< sH1|H|py2⊥ > cos 26o+ < sH1|H|py2// > cos 64o}b =

h̄2b

md2
[
−1.32√

3
+

1√
6
(−1)(−1.42) cos 26o +

1√
2
(−1.42) cos 64o] ≈ −1.118 b eV

(1.127)

< sH1|H|sH2 >= Vssσ · c = −1.32
h̄2

md2
c =

−1.32 · 1.0542 · 10−68

9.1 · 10−31 · 2.4812 · 10−20
c =

−0.026 · 10−17

1.6 · 10−19
c eV = −1.634 c eV

(1.128)

< sH2|H|δ1 >=< sH2|H| 1√
3
(s1 +

√
2px1) >=

1√
3
< sH2|H|s1 > +

√
2√
3
< sH2|H|px1 >=

1√
3
(Vssσb+

√
2 < sH2|H|px1⊥ > +

√
2 < sH2|H|px1// >) =

1√
3
(−1.32

h̄2

md2
)b+

√
2Vspσ cos 26

o(−1)b) =
1√
3

h̄2

md2
)b(−1.32−

√
2 · 1.42 · 0.899) ≈

1√
3
1.638b(−1.32− 1.805) eV = −0.946 · 3.124 b eV ≈ −2.962 b eV

(1.129)
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< sH1|H|ε1 >=< sH1|H| 1√
3
(s1 −

1√
2
px1 +

√
3√
2
py1) >=

1√
3
(< sH1|H|s1 > − 1√

2
< sH1|H|px1 > +

√
3√
2
< sH1|H|py1 >) =

1√
3
(Vssσb−

1√
2���������:0
< sH1|H|px1⊥ >− 1√

2
< sH1|H|px1// > +

√
3√
2���������:0
< sH1|H|py1⊥ >+

√
3√
2
< sH1|H|py1// >) =

1√
3

(
Vssσ(d = (AΓ))b− 1√

2
(−1)Vspσ(d = (AΓ)) cos 60ob+

√
3√
2
Vspσ(d = (AΓ)) cos 30ob

)
=

1√
3

(
−1.32

h̄2

m(AB)2

(
AB

AΓ

)2

b− 1.42

2
√
2

h̄2

m(AB)2

(
AB

AΓ

)2

b− 3 · 1.42
2
√
2

h̄2

m(AB)2

(
AB

AΓ

)2

b

)
=

b√
3
ε12

(
AB

AΓ

)2(
−1.32− 1.42

2
√
2
− 3 · 1.42

2
√
2

)
=

b√
3
3.9 eV 1.660865 (−1.32− 1.42

√
2) = −12.4464beV

(1.130)
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< ε1|H|δ2 >=

<
1√
3
(s1 −

1√
2
px1 +

√
3√
2
py1)|H| 1√

3
(s2 +

1√
2
px2 −

√
3√
2
py2 >=

1√
3
[< s1|H|s2 > +

1√
2
< s1|H|px2 > −

√
3√
2
< s1|H|py2 >

− 1√
2
< px1|H|s2 > −1

2
< px1|H|px2 > +

√
3√
2
< px1|H|py2 > +

√
3√
2
< py1|H|s2 > +

√
3√
2
< py1|H|px2 > −3

2
< py1|H|py2 >=

1

3
[Vssσ +

1√
2
Vspσ(−1)− 0− 1√

2
Vspσ −

1

2
Vppσ(−1) + 0 + 0 + 0− 3

2
Vppπ] =

1

3
(−1.32 +

1.42√
2

+
1.42√

2
− 2.22

2
+

3 · 0.63
2

)
h̄2

md2
≈

1

3
(−1.32 + 2.008− 1.11 + 0.945) · 3.9 eV = 0.679 eV

(1.131)

< δ1|H|δ2 >=<
1√
3
(s1 +

√
2px1)|H| 1√

3
(s2 +

1√
2
px2 −

√
3√
2
py2) >=

1

3

[
< s1|H|s2 > +

1√
2
< s1|H|px2 > −

√
3√
2
< s1|H|py2 > +

√
2 < px1|H|s2 > + < px1|H|px2 >

−
√
3 < px1|H|py2 >

]
=

1

3
[Vssσ + (−1)

1√
2
Vspσ −

√
3√
2
· 0 +

√
2(Vspσ)− Vppσ −

√
3 · 0] =

1

3
Vssσ −

1

3
√
2
Vspσ +

√
2

3
Vspσ −

1

3
Vppσ =

1

3

h̄2

md2

[
− 1.32 +

1.42√
2

+
√
2(−1.42) + 2.22

]
≈

1

3

h̄2

md2
(−1.32 + 1.004− 2.008 + 2.22) =

−0.104

3

h̄2

md2
≈ −0.035 · 3.9 eV ≈ −0.135 eV

(1.132)
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< δ1|H|α2 >=<
1√
3
(s1 +

√
2px1)|H| 1√

3
(s2 −

√
2px2) >=

1

3
(< s1|H|s2 > −

√
2 < s1|H|px2 > +

√
2 < px1|H|s2 > −2 < px1|H|px2 >=

1

3
[Vssσ +

√
2Vspσ +

√
2Vspσ + 2Vppσ] =

1

3

h̄2

md2
(−1.32− 2

√
2 · 1.42− 4.44) ≈ −1.32− 4.016− 4.44

3

h̄2

md2
= −12.709 eV

(1.133)

< α1|H|δ2 >=<
1√
3
(s1 −

1√
2
px1 −

√
3√
2
py1)|H| 1√

3
(s2 +

1√
2
px2 −

√
3√
2
py2) >=

1

3
(< s1|H|s2 > +

1√
2
< s1|H|px2 > −

√
3√
2
< s1|H|py2 > − 1√

2
< px1|H|s2 > −1

2
< px1|H|px2 >

+

√
3

2
< px1|H|py2 > −

√
3√
2
< py1|H|s2 > −

√
3√
2
< py1|H|px2 > +

3

2
< py1|H|py2 >) =

1

3
[Vssσ −

1√
2
Vspσ −

1√
2
Vspσ −

1

2
(−Vppσ) +

3

2
Vppπ] =

1

3
[−1.32 +

2 · 1.42√
2

− 2.22

2
+

3(−0.63)

2
]
h̄2

md2
≈

1

3
(−1.32 + 2.008− 1.11− 0.945) · 3.9 eV ≈ 1.777 eV

(1.134)

< δ1|H|α1 >=<
1√
3
(s1 +

√
2px1)|H| 1√

3
(s1 −

1√
2
px1 −

√
3√
2
py1) >=

1

3
< s1|H|s1 > − 1

3
√
2
< s1|H|px1 > − 1√

6
< s1|H|py1 >

+

√
2

3
< px1|H|s1 > −1

3
< px1|H|px1 > − 1√

3
< px1|H|py1 >=

1

3
(−19.47)− 0− 0 + 0− 1

3
(−10.66)− 0 = −6.49 + 3.553 = −2.937 eV

(1.135)
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< δ1|H|δ1 >=<
1√
3
(s1 +

√
2px1)|H| 1√

3
(s1 +

√
2px1) >=

1

3
< s1|H|s1 > +

√
2

3
< s1|H|px1 > +

√
2

3
< px1|H|s1 > +

2

3
< px1|H|px1 >=

1

3
(−19.47) + 0 + 0 +

2

3
(−10.66) = −6.49− 7.107 = −13.597 eV

(1.136)
Παρακάτω ϕαίνονται συγκεντρωτικά όλα τα αποτελέσματα των παραπάνω εξισώ-

σεων:
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Πίνακας 1.2: Στοιχεία πίνακα της Χαμιλτονιανής, τα οποία δηλώνουν αλληλεπίδραση μεταξύ
sp2 υβριδικών τροχιακών ανθράκων ή και 1s ατομικών τροχιακών υδρογόνων.

< sH1|H|α1 > = < sH1|H|δ1 > = −1.183 beV

< sH2|H|α1 > = < sH1|H|δ2 > = 0.332 beV

< sH1|H|ε2 > = < sH2|H|ε1 > = −1.118 beV

< sH1|H|sH2 > = −1.634 ceV

< sH1|H|α2 > = < sH2|H|δ1 > = −2.962 beV

< sH1|H|ε1 > = −12.505 beV

< sH1|H|sH1 > = −13.6 eV

< α1|H|ε2 > = < ε1|H|δ2 > = 0.679 eV

< δ1|H|ε2 > = < ε1|H|α2 > ≈ < δ1|H|δ2 > = < α1|H|α2 > = −0.135 eV

< δ1|H|α2 > = −12.709 eV

< ε1|H|ε2 > ≈ < α1|H|δ2 > = −1.777 beV

< α1|H|ε1 > = < ε1|H|δ1 > ≈ < α1|H|δ1 > = −2.937 eV

< δ1|H|δ1 >= < α1|H|α1 > ≈ < ε1|H|ε1 > = −13.597 eV
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Hψ = Eψ ⇒ Ĥ[c1δ1 + c1e
iϕδ2 + ...+ c1e

5iϕδ6 + c2α1 + c2e
iϕα2 + ...+ c2e

5iϕα6+
c3pz1 + c3e

iϕpz2 + ...+ c3e
5iϕpz6 + c4ε1 + c4e

iϕε2 + ...+ c4e
5iϕε6+

c5sH6 + c5e
iϕsH2 + ...+ c5e

5iϕsH6] =
E[c1δ1 + c1e

iϕδ2 + ...+ c1e
5iϕδ6 + c1δ1 + c2e

iϕα2 + ...+ c2e
5iϕα6+

c3pz1 + c3e
iϕpz2 + ...+ c3e

5iϕpz6 + c4ε1 + c4e
iϕε2 + ...+ c4e

5iϕε6+
c5sH6 + c5e

iϕsH2 + ...+ c5e
5iϕsH6]

(1.137)

Αν πολλαπλασιάσω τώρα με δ∗1 θα πάρω :

c1 < δ1|H|δ1 > +c1e
iϕ < δ1|H|δ2 > +...+ c1e

5iϕ < δ1|H|δ6 > +
c2 < δ1|H|α1 > +c2e

iϕ < δ1|H|α2 > +...+ c2e
5iϕ < δ1|H|α6 > +

c3 < δ1|H|pz1 > +c3e
iϕ < δ1|H|pz2 > +...+ c3e

5iϕ < δ1|H|pz6 > +
c4 < δ1|H|ε1 > +c4e

iϕ < δ1|H|ε2 > +...+ c4e
5iϕ < δ1|H|ε6 > +

c5 < δ1|H|sH6 > +c5e
iϕ < δ1|H|sH2 > +...+ c5e

5iϕ < δ1|H|sH6 >=
c1 < δ1|E|δ1 > +c1e

iϕ < δ1|E|δ2 > +...+ c1e
5iϕ < δ1|E|δ6 > +

c2 < δ1|E|α1 > +c2e
iϕ < δ1|E|α2 > +...+ c2e

5iϕ < δ1|E|α6 > +
c3 < δ1|E|pz1 > +c3e

iϕ < δ1|E|pz2 > +...+ c3e
5iϕ < δ1|E|pz6 > +

c4 < δ1|E|ε1 > +c4e
iϕ < δ1|E|ε2 > +...+ c4e

5iϕ < δ1|E|ε6 > +
c5 < δ1|E|sH6 > +c5e

iϕ < δ1|E|sH2 > +...+ c5e
5iϕ < δ1|E|sH6 >⇒

⇒ c1 < δ1|H|δ1 > +c12 cosϕ < δ1|H|δ2 > +
c2 < δ1|H|α1 > +c2e

iϕ < δ1|H|α2 > +c2e
−iϕ < δ1|H|α6 > +

c4 < δ1|H|ε1 > +c4e
iϕ < δ1|H|ε2 > +c4e

−iϕ < δ1|H|ε6 > +
c5 < δ1|H|sH6 > +c5e

iϕ < δ1|H|sH2 > +c5e
−iϕ < δ1|H|sH6 >

⇒ c1 < δ1|H|δ1 > +c12 cosϕ < δ1|H|δ2 > +
c2 < δ1|H|α1 > +c2e

iϕ < δ1|H|α2 > +c2e
−iϕ < α1|H|δ2 > +

c4 < δ1|H|α1 > +c4e
iϕ < δ1|H|δ2 > +c4e

−iϕ < ε1|H|δ2 > +
c5 < δ1|H|sH6 > +c5e

iϕ < δ1|H|sH2 > +c5e
−iϕ < sH1|H|δ2 >

(1.138)

Αν πολλαπλασιάσω τώρα με α∗
1 θα πάρω :
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c1 < α1|H|δ1 > +c1e
iϕ < α1|H|δ2 > +...+ c1e

5iϕ < α1|H|δ6 > +
c2 < α1|H|α1 > +c2e

iϕ < α1|H|α2 > +...+ c2e
5iϕ < α1|H|α6 > +

c3 < α1|H|pz1 > +c3e
iϕ < α1|H|pz2 > +...+ c3e

5iϕ < α1|H|pz6 > +
c4 < α1|H|ε1 > +c4e

iϕ < α1|H|ε2 > +...+ c4e
5iϕ < α1|H|ε6 > +

c5 < α1|H|sH6 > +c5e
iϕ < α1|H|sH2 > +...+ c5e

5iϕ < α1|H|sH6 >=
c1 < α1|E|δ1 > +c1e

iϕ < α1|E|δ2 > +...+ c1e
5iϕ < α1|E|δ6 > +

c2 < α1|E|α1 > +c2e
iϕ < α1|E|α2 > +...+ c2e

5iϕ < α1|E|α6 > +
c3 < α1|E|pz1 > +c3e

iϕ < α1|E|pz2 > +...+ c3e
5iϕ < α1|E|pz6 > +

c4 < α1|E|ε1 > +c4e
iϕ < α1|E|ε2 > +...+ c4e

5iϕ < α1|E|ε6 > +
c5 < α1|E|sH6 > +c5e

iϕ < α1|E|sH2 > +...+ c5e
5iϕ < α1|E|sH6 >⇒

⇒ c1 < δ1|H|α1 > +c1 < α1|H|δ2 > eiϕ + c1 < δ1|H|α2 > e−iϕ+
c2 < α1|H|α1 > +c2 < α1|Hα2 > 2 cosϕ+
c4 < δ1|H|α1 > +c4 < ε1|H|δ2 > eiϕ + c4 < δ1|Hδ2 > e−iϕ+
c5 < sH1|H|δ1 > +c5 < sH1|H|δ2 > eiϕ + c5 < sH2|H|δ1 > e−iϕ = Ec2

(1.139)

Αν πολλαπλασιάσω τώρα με p∗z1 θα πάρω (με δεδομένο ότι το pz ⊥ στο επίπεδο
του μορίου και θεωρώντας αμελητέα τα < pz1|pz2 >→ 0 και < pz1|pz6 >→ 0):

c3e
iϕ < pz1|H|pz1 > +c3e

iϕ < pz1|H|pz2 > +c3e
5iϕ < pz1|H|pz6 >=

c3e
iϕ < pz1|E|pz1 > +c3e

iϕ < pz1|E|pz2 > +c3e
5iϕ < pz1|E|pz6 >

⇒ c3 < pz1|H|pz1 > +c3 < pz1|H|pz2 > (eiϕ + e5iϕ) = Ec3
⇒ c3 < pz1|H|pz1 > +c3 < pz1|H|pz2 > (eiϕ + e−iϕ) = Ec3

⇒ c3 < pz1|H|pz1 > +c3 < pz1|H|pz2 > 2 cosϕ = Ec3

(1.140)

Αν πολλαπλασιάσω τώρα με ε∗1 θα πάρω :
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c1 < ε1|H|δ1 > +c1e
iϕ < ε1|H|δ2 > +...+ c1e

5iϕ < ε1|H|δ6 > +
c2 < ε1|H|α1 > +c2e

iϕ < ε1|H|α2 > +...+ c2e
5iϕ < ε1|H|α6 > +

c3 < ε1|H|pz1 > +c3e
iϕ < ε1|H|pz2 > +...+ c3e

5iϕ < ε1|H|pz6 > +
c4 < ε1|H|ε1 > +c4e

iϕ < ε1|H|ε2 > +...+ c4e
5iϕ < ε1|H|ε6 > +

c5 < ε1|H|sH6 > +c5e
iϕ < ε1|H|sH2 > +...+ c5e

5iϕ < ε1|H|sH6 >=
c1 < ε1|E|δ1 > +c1e

iϕ < ε1|E|δ2 > +...+ c1e
5iϕ < ε1|E|δ6 > +

c2 < ε1|E|α1 > +c2e
iϕ < ε1|E|α2 > +...+ c2e

5iϕ < ε1|E|α6 > +
c3 < ε1|E|pz1 > +c3e

iϕ < ε1|E|pz2 > +...+ c3e
5iϕ < ε1|E|pz6 > +

c4 < ε1|E|ε1 > +c4e
iϕ < ε1|E|ε2 > +...+ c4e

5iϕ < ε1|E|ε6 > +
c5 < ε1|E|sH6 > +c5e

iϕ < ε1|E|sH2 > +...+ c5e
5iϕ < ε1|E|sH6 >⇒

⇒ c1 < δ1|H|α1 > +c1 < ε1|H|δ2eiϕ > +c1 < δ1|H|δ2 > e−iϕ+
c2 < δ1|H|α1 > +c2 < δ1|H|δ2 > eiϕ + c2 < ε1|H|δ2>e−iϕ+
c4 < δ1|H|δ1 > +c4 < α1|H|δ2 > 2 cosϕ+
c5 < sH1|H|ε1 > +c5 < sH2|H|ε1 > 2 cosϕ = Ec4

(1.141)

Και τέλος αν πολλαπλασιάσω με s∗H1 θα πάρω :

c1 < sH1|H|δ1 > +c1e
iϕ < sH1|H|δ2 > +...+ c1e

5iϕ < sH1|H|δ6 > +
c2 < sH1|H|α1 > +c2e

iϕ < sH1|H|α2 > +...+ c2e
5iϕ < sH1|H|α6 > +

c3 < sH1|H|pz1 > +c3e
iϕ < sH1|H|pz2 > +...+ c3e

5iϕ < sH1|H|pz6 > +
c4 < sH1|H|ε1 > +c4e

iϕ < sH1|H|ε2 > +...+ c4e
5iϕ < sH1|H|ε6 > +

c5 < sH1|H|sH6 > +c5e
iϕ < sH1|H|sH2 > +...+ c5e

5iϕ < sH1|H|sH6 >=
c1 < sH1|E|δ1 > +c1e

iϕ < sH1|E|δ2 > +...+ c1e
5iϕ < sH1|E|δ6 > +

c2 < sH1|E|α1 > +c2e
iϕ < sH1|E|α2 > +...+ c2e

5iϕ < sH1|E|α6 > +
c3 < sH1|E|pz1 > +c3e

iϕ < sH1|E|pz2 > +...+ c3e
5iϕ < sH1|E|pz6 > +

c4 < sH1|E|ε1 > +c4e
iϕ < sH1|E|ε2 > +...+ c4e

5iϕ < sH1|E|ε6 > +
c5 < sH1|E|sH6 > +c5e

iϕ < sH1|E|sH2 > +...+ c5e
5iϕ < sH1|E|sH6 >⇒

⇒ c1 < sH1|H|δ1 > +c1 < sH1|H|δ2 > eiϕ + c1 < sH2|H|δ1 > e−iϕ+
c2 < sH1|H|δ1 > +c2 < sH2|H|δ1 > eiϕ + c2 < sH1|H|δ2 > e−iϕ+
c3 < sH1|H|pz1 > +c3 < sH1|H|pz2 > 2 cosϕ+
c4 < sH1|H|ε1 > +c4 < sH1|H|ε2 > 2 cosϕ+
c5 < sH1|H|sH1 > +c5 < sH1|H|sH2 > 2 cosϕ = Ec5

(1.142)
΄Αρα θα προκύψει ένα σύστημα πέντε εξισώσεων που θα είναι το εξής (θεωρώντας
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μόνο αλληλεπιδράσεις μεταξύ γειτονικών οντοτήτων C-H) [4]:

c1 < δ1|H|δ1 > +c12 cosϕ < δ1|H|δ2 > +
c2 < δ1|H|α1 > +c2 < δ1|H|α2 > eiϕ + c2 < α1|H|δ2 > e−iϕ+
c4 < δ1|H|α1 > +c4 < δ1|H|δ2 > eiϕ + c4 < ε1|H|δ2 > e−iϕ+
c5 < sH1|H|δ1 > +c5 < sH2|H|δ1 > eiϕ + c5 < sH1|H|δ2 > e−iϕ = Ec1

(1.143)

c1 < δ1|H|α1 > +c1 < α1|H|δ2 > eiϕ + c1 < δ1|H|α2 > e−iϕ+
c2 < α1|H|α1 > +c2 < α1|Hα2 > 2 cosϕ+
c4 < δ1|H|α1 > +c4 < ε1|H|δ2 > eiϕ + c4 < δ1|Hδ2 > e−iϕ+
c5 < sH1|H|δ1 > +c5 < sH1|H|δ2 > eiϕ + c5 < sH2|H|δ1 > e−iϕ = Ec2

(1.144)

c3 < pz1|H|pz1 > +c3 < pz1|H|pz2 > 2 cosϕ = Ec3 (1.145)

c1 < δ1|H|α1 > +c1 < ε1|H|δ2eiϕ > +c1 < δ1|H|δ2 > e−iϕ+
c2 < δ1|H|α1 > +c2 < δ1|H|δ2 > eiϕ + c2 < ε1|H|δ2>e−iϕ+
c4 < δ1|H|δ1 > +c4 < α1|H|δ2 > 2 cosϕ+
c5 < sH1|H|ε1 > +c5 < sH2|H|ε1 > 2 cosϕ = Ec4

(1.146)

c1 < sH1|H|δ1 > +c1 < sH1|H|δ2 > eiϕ + c1 < sH2|H|δ1 > e−iϕ+
c2 < sH1|H|δ1 > +c2 < sH2|H|δ1 > eiϕ + c2 < sH1|H|δ2 > e−iϕ+
c3 < sH1|H|pz1 > +c3 < sH1|H|pz2 > 2 cosϕ+
c4 < sH1|H|ε1 > +c4 < sH1|H|ε2 > 2 cosϕ+
c5 < sH1|H|sH1 > +c5 < sH1|H|sH2 > 2 cosϕ = Ec5

(1.147)

Επειδή λόγω συμμετρίας ei6ϕ = 1 ⇒ ϕ = nπ
3
, όπου n ακέραιος, αλλά υπάρχουν 6

μόνο ανεξάρτητες τιμές του ϕ, οπότε έχουμε 5 εξισώσεις για κάθε ϕ, δηλαδή συνολικά
30 εξισώσεις. Το σύστημα αυτό γράϕεται υπό μορϕή πίνακα 30 × 30 (ή 6 πίνακες 5
× 5), η διαγωνοποίηση του οποίου (των οποίων) δίνει τις ιδιοτιμές E της ενέργειας
του μορίου και τα αντίστοιχα ιδιοανύσματα [4]. Δε θα το λύσουμε εδώ.
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Ας εξετάσουμε όμως ποιοτικά την ανάμιξη των ατομικών τροχιακών στο βενζόλιο. Ο άν-
θρακας έχει ηλεκτρονιακή διαμόρϕωση 1s2 2s2 2p2 και το υδρογόνο 1s1. Δηλαδή συνολικά
έχουμε 7× 6 = 42 ηλεκτρόνια στο βενζόλιο, από τα οποία (4 + 1)× 6 = 30 είναι ηλεκτρό-
νια σθένους δηλαδη συμβάλουν στη δημιουργία των δεσμών που ϕτιάχνουν το μόριο, ενώ
2× 6 = 12 είναι εσωτερικά ηλεκτρόνια των ανθράκων. Ας προσέξουμε τα εξής τρία σημεία:
(1) Τα α, δ, ε αναλύονται σε τύπου s, px, py ατομικά τροχιακά και το sH είναι τύπου s, άρα η
αλληλεπίδραση μεταξύ τους περιέχει και αλληλεπιδράσεις τύπων spσ, ssσ, ppσ. Αντιθέτως,
τα pz ατομικά τροχιακά αλληλεπιδρούν μεταξύ τους με τύπου ppπ αλληλεπιδράσεις που είναι
ασθενέστερες των αλληλεπιδράσεων τύπων spσ, ssσ, ppσ (Εξ. 1.115, 1.116, 1.117, 1.118).
(2) Επειδή τα pz είναι κάθετα στο επίπεδο του μορίου ενώ τα α, δ, ε, sH κείνται σε αυτό,
η αλληλεπίδραση μεταξύ τους μηδενίζεται. (3) ΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήμα 1.3, τα ατομι-
κά τροχιακά pz βρίσκονται ενεργειακά κατά τι υψηλότερα των υβριδικών τροχιακών α, δ, ε.
Συμπέρασμα: Οι παρατηρήσεις (1), (2), (3) εξηγούν γιατί τα μοριακά τροχιακά (τα
λεγόμενα π) που οϕείλονται στην ανάμιξη των ατομικών τροχιακών pz
βρίσκονται στο μέσο περίπου του ενεργειακού διαγράμματος του μορίου
του βενζολίου [4]. Κι επειδή κάθε άνθρακας συμμετέχει με τρια sp2 και ένα pz που το
καθένα έχει ένα ηλεκτρόνιο, θα μπορούσαμε να λάβουμε υπ΄ όψιν μόνο π μοριακά τροχιακά
για την εύρεση της ηλεκτρονιακής δομής κοντά στο HOMO και LUMO πράγμα που γίνεται
στη μέθοδο Hückel. Αυτό παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.15.

Σχήμα 1.15: Συγκρίνεται ποιοτικά η ισχύς των σ δεσμών και των π δεσμών και δικαιολο-
γείται ποιοτικά γιατί θα μπορούσαμε να λάβουμε υπ΄ όψιν μόνο π μοριακά τροχιακά για την
εύρεση της ηλεκτρονιακής δομής κοντά στο HOMO και LUMO πράγμα που γίνεται στη
μέθοδο Hückel.

Από τα 6 pz ατομικά τροχιακά προκύπτουν 6 μοριακά τροχιακά τύπου π, ενώ από τα
α, δ, ε, sH προκύπτουν 6×4 = 24 μοριακά τροχιακά εκ των οποίων (σύμϕωνα με το παραπάνω
Συμπέρασμα) 12 θα βρίσκονται άνωθεν των μοριακών τροχιακών π και 12 κάτωθεν. Αυτά
τα 12 κατώτερα γεμίζουν με 24 ηλεκτρόνια, οπότε μένουν 6 ηλεκτρόνια για τα π μοριακά
τροχιακά, επομένως το HOMO (LUMO) θα είναι το τρίτο (τέταρτο) - αυξανομένης της
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ενέργειας - από τα π τροχιακά. ΄Ετσι, μια απλοποιημένη προσέγγιση είναι να μελετηθεί η
μοριακή ηλεκτρονιακή δομή περιοριζόντας τη βάση μας μόνο στα pz τροχιακά, πράγμα που
γίνεται στο επόμενο υποκεϕάλαιο θεωρητικά για το βενζόλιο και στο υπόλοιπο της εργασίας
αριθμητικά για το βενζόλιο και για δεκάδες άλλα μόρια.

1.8 LCAO στο βενζόλιο με pz τροχιακά
Ας θεωρήσουμε λοιπόν ότι μας ενδιαϕέρουν μόνο τα μοριακά τροχιακά της μορϕής

ψ =

6∑
ν=1

cνpzν . (1.149)

Αν το ν = 1 συμμετέχει στο παραπάνω άθροισμα (1.149) με ceiϕpz1, το ν = 2 συμμετέχει
με cei2ϕpz2, το ν = 3 συμμετέχει με cei3ϕpz3, ..., το ν = 6 συμμετέχει με cei6ϕpz6, δηλαδή
από άτομο σε άτομο αλλάζει η ϕάση κατά eiϕ έτσι ώστε

cν = ceiνϕ, ν = 1, 2, 3, ..., 6. (1.150)

Επειδή το ‘έβδομο’ άτομο ταυτίζεται με το πρώτο, ei6ϕ = e0 ⇒ 6ϕ = 2πn⇒ ϕ = π
3n, όπου

n ακέραιος. ΄Ομως, από το εκθετικό, μόνο 6 ανεξάρτητες λύσεις έχουμε, οπότε μπορούμε να
τις εκλέξουμε ούτως ώστε το n = 0 που αντιστοιχεί στη θεμελιώδη κατάσταση (Εξ. 1.158)
να είναι στο κέντρο της ζώνης, δηλαδή να παρουσιάζουμε τα πάντα εντός της 1ης ζώνης
Brillouin. Οπότε διαλέγουμε τελικά n = −2,−1, 0, 1, 2, 3.
Θεωρούμε τα ολοκληρώματα

ϵ =

∫
dV p∗zνHpzν (1.151)

και

V2 =

∫
dV p∗zνHpz ν+1 < 0. (1.152)

Θεωρούμε τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση του Schrödinger

Hψ = Eψ, (1.153)

αντικαθιστούμε σε αυτή την πιο πάνω έκϕραση (1.149) του ψ, πολλαπλασιάζουμε με p∗z1 και
ολοκληρώνουμε στο χώρο, οπότε έχουμε:∫

p∗z1H(ceiϕpz1 + cei2ϕpz2 + ...+ cei6ϕpz6)dV =∫
p∗z1E(ceiϕpz1 + cei2ϕpz2 + ...+ cei6ϕpz6)dV ⇒

ceiϕϵ+ cei2ϕV2 + 0 + 0 + 0 + cei6ϕV ∗
2 = Eceiϕ + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 ⇒

c1ϵ+ (c2 + c6)V2 = Ec1.

(1.154)
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και ομοίως κυκλικά. Δηλαδή γενικά θα ισχύει ο τύπος

cνϵ+ V2(cν−1 + cν+1) = Ecν , ν = 1, 2, · · · , 6 (1.155)

όπου c0 = c6 και c7 = c1. Από τις Εξ. (1.150) και (1.155) συνεπάγεται
ceiνϕϵ + V2(ce

i(ν−1)ϕ + cei(ν+1)ϕ) = Eceiνϕ ⇒ ϵ + V2(e
−iϕ + eiϕ) = E. ΄Ομως, eiϕ =

cosϕ+ i sinϕ και e−iϕ = cosϕ− i sinϕ, άρα eiϕ + e−iϕ = 2 cosϕ και επομένως

E = ϵ+ 2V2 cosϕ. (1.156)

Αν θεωρήσουμε ϕ = π
3n, με n = −2,−1, 0, 1, 2, 3 έχουμε

E−2 = ϵ+ 2V2 cos
−2π
3 = ϵ− V2

E−1 = ϵ+ 2V2 cos
−π
3 = ϵ+ V2

E0 = ϵ+ 2V2 cos 0 = ϵ+ 2V2
E1 = ϵ+ 2V2 cos

π
3 = ϵ+ V2

E2 = ϵ+ 2V2 cos
2π
3 = ϵ− V2

E3 = ϵ+ 2V2 cosπ = ϵ− 2V2

⇒ (1.157)

κατά ϕθίνουσα ενέργεια (δείτε Εξ. 1.152) έχουμε

E3 = ϵ− 2V2
E−2 = E2 = ϵ− V2 (LUMO)
E−1 = E1 = ϵ+ V2 (HOMO)

E0 = ϵ+ 2V2

(1.158)

Τα 6 ηλεκτρόνια που βρισκόντουσαν στα 6 ατομικά τροχιακά pz, θα καταλάβουν τις 3
χαμηλότερες στάθμες. Να σημειωθεί ότι το στοιχείο πίνακα V2, αϕού είναι τύπου ppπ,
σύμϕωνα με τη συνταγή του Harrison θα δίνεται από την Εξ. 1.116. Η πειραματική τιμή
της αποστάσεως μεταξύ γειτονικών ατόμων άνθρακα στο βενζόλιο είναι dexp = 1.397 Α̊ [6].
⇒ V2 ≈ −2.45 eV. Προϕανώς, η πρώτη ηλεκτρονιακά διεγερμένη κατάσταση θα εμϕανιστεί
όταν ένα ηλεκτρόνιο μετακινηθεί από τη στάθμη E1 ή E−1 (HOMO) στη E2 ή E−2 (LUMO).
Σύμϕωνα με την Εξ. 1.158, η απαιτούμενη ενέργεια για τη διέγερση αυτή θα είναι 2|V2| =
4.90 eV, ενώ η πειραματική τιμή είναι περίπου 4.8 eV [7].
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1.9 Μέθοδος Hückel σε συζευγμένα συστήμα-
τα

Με τον όρο συζευγμένο (conjugated) χαρακτηρίζουμε ένα σύστημα στο οποίο υπάρχει
μια περιοχή συζευγμένων δηλαδή συνδεδεμένων ατομικών τροχιακών p με δεσμούς τύπου π
όπου τα αντίστοιχα ηλεκτρόνια απεντοπίζονται γεϕυρώνοντας κι ενισχύοντας έτσι προσκεί-
μενους απλούς δεσμούς π.χ. τύπου σ. Μάλιστα, τα π ηλεκτρόνια δεν ανήκουν σε ένα δεσμό
ή άτομο, αλλά στο σύστημα των συζευγμένων ατόμων. Η ένωση μπορεί να περιέχει ακόμα
ασύζευκτα ζεύγη ηλεκτρονίων (lone pairs), ρίζες (radicals) ή ιόντα καρβενίου (carbenium
ions). Η ένωση μπορεί να είναι κυκλική (cyclic), άκυκλη (acyclic), γραμμική (linear) ή
συνδυασμός τους. Τα μεγαλύτερα συζευγμένα συστήματα απαντώνται στο γραϕένιο, στο
γραϕίτη, σε αγώγιμα πολυμερή όπως το DNA και σε νανοσωλήνες άνθρακα. Εμείς θα μελε-
τήσουμε συζευγμένα επίπεδα οργανικά μόρια όπως οι βάσεις των νουκλεϊκών οξέων, ισομερή
τους και παρόμοια μόρια που εκτός από άνθρακα και υδρογόνα μπορεί να περιέχουν ακόμα
άζωτο και οξυγόνο.
Η μέθοδος προτάθηκε από τον Erich Hückel σε μια σειρά άρθρων στις αρχές της δεκαε-

τίας του 1930 [8]. Τα μοριακά τροχιακά ϕτιάχνονται με γραμμικό συνδυασμό των ατομικών
τροχιακών σε συζευγμένα συστήματα υδρογονανθράκων, όπως το βενζόλιο, το αιθένιο, το
βουταδιένιο [8]. Η μέθοδος επεκτάθηκε αργότερα [9] σε συζευγμένα συστήματα όπως η
πυριδίνη, το πυρόλιο και το ϕουράνιο τα οποία περιέχουν και άλλων ειδών άτομα εκτός από
τον άνθρακα και το υδρογόνο όπως το άζωτο και το οξυγόνο, οπότε με αυτή την έννοια
καλούνται ετεροάτομα (heteroatoms).
Σύμϕωνα με το συμπέρασμα του υποκεϕαλαίου 1.7 και την ποιοτική εξήγηση του Σχή-

ματος 1.15, θα μπορούσαμε να λάβουμε υπ΄ όψιν μόνο π μοριακά τροχιακά για την εύρεση
της ηλεκτρονιακής δομής κοντά στο HOMO και LUMO πράγμα που γίνεται στη μέθοδο
Hückel. Αυτό λέγεται διαχωρησιμότητα σ − π (sigma-pi separability).



Κεϕάλαιο 2

Παραδειγματα εϕαρμογης της μεθοδου
LCAO με pz ατομικα τροχιακα σε μερικα
επιπεδα οργανικα μορια

Εϕαρμόζουμε τη μέθοδο LCAO σε επίπεδα οργανικά μόρια που μελετήθηκαν ήδη στο
άρθρο [10]. Θα χρειαστεί να διαγωνοποιήσουμε Πίνακες Χαμιλτονιανής Hµν κατά την
Εξ. (1.12). Σύμϕωνα με το άρθρο [10],

Hµν =


EX αν µ = ν
0 αν µ ̸= ν και τα άτομα δεν συνδέονται με sp2 δεσμό
Vppπ αν µ ̸= ν και τα άτομα συνδέονται με sp2 δεσμό

(2.1)

Σχετικά με τα διαγώνια στοιχεία πίνακα Hµµ = EX γνωστά και ως επιτόπιες ενέργειες (on-
site energies) χρησιμοποιούμε EC = −6.7 eV για τον άνθρακα, EN2 = −7.9 eV για το άζωτο
με ένα ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό δηλαδή με αριθμό συντάξεως 2, EN3 = −10.9 eV για το
άζωτο με δύο ηλεκτρόνια στο pz τροχιακό δηλαδή με αριθμό συντάξεως 3 και EO = −11.8
eV για το οξυγόνο που βρίσκεται πάντοτε εκτός του δακτυλίου για όλα τα επίπεδα οργανικά
μόρια που μελετήθηκαν στην εργασία [10]. Αυτές οι εμπειρικές τιμές προέκυψαν μετά από
προσομοιώσεις της ηλεκτρονικής δομής πάνω από εξήντα επιπέδων οργανικών μορίων [10].
Σχετικά με τα γειτονικά μη διαγώνια στοιχεία πίνακα χρησιμοποιούμε την έκϕραση του
Harrison [3]

Vppπ = −0.63
h̄2

md2µν
, (2.2)

όπου dµν είναι το μήκος του ομοιοπολικού δεσμού μεταξύ των ατόμων µ και ν και m είναι
η μάζα του ηλεκτρονίου.

48
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2.1 Βενζόλιο (Benzene, C6H6)

Αρχικά, θα μελετήσουμε το βενζόλιο (benzene). Από τις ιστοσελίδες του National
Institute of Standards and Technology (NIST) Chemistry WebBook [11] παίρνουμε τις
συντεταγμένες του κάθε ατόμου στο βενζόλιο. Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας το Origin
κάνουμε ένα τριδιάστατο διάγραμμα που αποδίδει τη θέση κάθε ατόμου στο βενζόλιο (Σχή-
μα 2.1). Επίσης, αριθμούμε τα άτομα άνθρακα. Οι συντεταγμένες του κάθε ατόμου στο
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Σχήμα 2.1: Βενζόλιο (benzene), C6H6. Παρουσιάζονται οι θέσεις των ατόμων από τα δεδο-
μένα του NIST [11].

βενζόλιο ϕαίνονται στον Πίνακα 2.1. Η πειραματική τιμή της αποστάσεως μεταξύ γειτονικών
ατόμων άνθρακα στο βενζόλιο είναι dexp = 1.397 Α̊ [6]. Επίσης, στις αναϕορές [7] βρίσκου-
με τις πειραματικές τιμές των ενεργειών HOMO, LUMO και του ενεργειακού χάσματος Eg.
HOMOexp = −9.25 eV, LUMOexp = −4.45 eV, Eg exp = 4.80 eV. Χρησιμοποιώντας ένα
πρόγραμμα γραμμένο σε fortran (benzene.f) υπολογίζουμε τα ιδιοανύσματα, τις ιδιοτιμές,
τα HOMO, LUMO και Eg. Στη συνέχεια συγκρίνουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα με τα
πειμαματικά δεδομένα. Το πρόγραμμα benzene.f καθώς και τα βοηθητικά αρχεία εισόδου
(benzene.input) και εξόδου (benzene.output) παρατίθενται στο Παράρτημα Βʹ.
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Πίνακας 2.1: Οι συντεταγμένες του κάθε ατόμου στο βενζόλιο σε Α̊ [11].

άτομο x y z
C 1.9047 3.5333 0.2237
C 3.2883 3.3891 0.2345
C 3.8560 2.1213 0.1612
C 3.0401 0.9977 0.0771
C 1.6565 1.1421 0.0663
C 1.0888 2.4099 0.1396
H 1.4582 4.5312 0.2815
H 3.9303 4.2734 0.3007
H 4.9448 2.0077 0.1699
H 3.4870 0.0000 0.0197
H 1.0145 0.2578 0.0000
H 0.0000 2.5234 0.1311

Στην αρχή του προγράμματος δηλώνουμε τον αριθμό των ατόμων που συνεισϕέρουν
pz τροχιακά, δηλαδή στην περίπτωση του βενζολίου τα έξι άτομα άνθρακα. Επίσης δη-
λώνουμε όλες τις μεταβλητές και σταθερές που θα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια του
προγράμματος. Αϕού τα έχουμε κάνει όλα αυτά περνάμε στην εξήγηση της λειτουργίας
του προγράμματος. Στην αρχή το πρόγραμμα διαβάζει από το αρχείο benzene.input τις
συντεταγμένες των ατόμων του άνθρακα (Πίνακας 2.1), την πειραματική απόσταση μετα-
ξύ γειτονικών ατόμων άνθρακα [6] και τις πειραματικές τιμές των ενεργειών των HOMO,
LUMO και του ενεργειακού χάσματος Eg μεταξύ τους [7].
Μετά ορίζουμε τον Πίνακα της Χαμιλτονιανής Hµν που πρέπει να διαγωνοποιήσουμε

κατά την Εξ. (1.12) δηλαδή τον Πίνακα (2.1). Στην περίπτωση του βενζολίου, ο Πίνακας
αυτός είναι: 

EC t 0 0 0 t
t EC t 0 0 0
0 t EC t 0 0
0 0 t EC t 0
0 0 0 t EC t
t 0 0 0 t EC

 (2.3)

όπου EC = −6.7 eV και t = Vppπ που δίνεται από την Εξ. (2.2). Οι αποστάσεις dµν
προκύπτουν από τον Πίνακα (2.1). Από τη διαγωνοποίηση προκύπτουν οι ιδιοτιμές και τα
ιδιοδιανύσματα, άρα και το HOMO, το LUMO και το Eg. Τα αποτελέσματα του προγράμ-
ματος γράϕονται στο αρχείο benzene.output. Επίσης υπολογίζεται και το σχετικό σϕάλμα
[(υπολογισμένη τιμή − πειραματική τιμή)/πειραματική τιμή] στα HOMO, LUMO και στο
ενεργειακό χάσμα Eg σε σχέση με τις πειραματικές τιμές. Στο βενζόλιο όπως προείπαμε
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έχουμε EC = −6.7 eV ενώ όλες οι αποστάσεις μεταξύ γειτονικών ατόμων με τη βοήθεια του
Πίνακα 2.1 προκύπτουν d ≈ 1.391 Α̊, οπότε κατά την Εξ. (2.2) προκύπτει t = Vppπ ≈ −2.481
eV. Οι ιδιοτιμές ενέργειας El για το βενζόλιο σε eV παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.2. Οι
ιδιοτιμές παρουσιάζονται ποιοτικά στο Σχήμα ;;.

-12

-8

-4

0
experiment

E i  (e
V) HOMO

LUMO

theory

Σχήμα 2.2: Παρουσιάζονται ποιοτικά οι υπολογισμένες ιδιοτιμές του βενζολίου.
.

Πίνακας 2.2: Ιδιοτιμές ενέργειας για το βενζόλιο σε eV.

l El

1 −11.66
2 −9.18
3 −9.18
4 −4.22
5 −4.22
6 −1.74

Δεδομένου ότι κάθε άτομο άνθρακα συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό, έχου-
με 6 ηλεκτρόνια τα οποία καταλαμβάνουν τα 3 χαμηλότερα σε ενέργεια μοριακά τροχιακά.
Οπότε, τα HOMO, LUMO και Eg του βενζολίου σε eV ϕαίνονται στον Πίνακα 2.3.
Τα ιδιοανύσματα του βενζολίου παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.4. Οι στήλες περιέχουν

το δείκτη της ιδιοτιμής l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος
του clν και το |clν |2. Για την ιδιοενέργεια E1 έχουμε την ίδια πιθανότητα και για τα έξι άτομα
του άνθρακα (16.6̄%. Για την ιδιοένέργεια E2 παρατηρούμε ότι την μεγαλύτερη πιθανότητα
με τιμή 33.2% έχει το τρίτο και έκτο άτομο άνθρακα, ενώ τα υπόλοιπα έχουν μικρότερες
πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E3 ≈ E2 που είναι το HOMO, έχουμε 26.8% για το



52

Πίνακας 2.3: HOMO, LUMO και Eg του βενζολίου σε eV .

HOMO LUMO Eg

υπολογισμός −9.18 −4.22 4.96
πειραματικά −9.25 −4.45 4.80

σχετικό σϕάλμα −0.01 −0.05 0.03

πρώτο και τεταρτο άτομο άνθρακα και ακολουθούν το δεύτερο και το πέμπτο με 23%, ενω
τα άλλα άτομα εχουν ελάχιστη πιθανότητα. Για την ιδιοένέργεια E4 ≈ E5 που είναι το
LUMO, ισχύουν ακριβως τα ιδια όπως για το HOMO. Τέλος για την E6 η κατάσταση είναι
όμοια με αυτή της E1. Στο ιστόγραμμα του Σχήματος 2.4 παρουσιάζονται οι πιθανότητες
|clν |2 παρουσίας του ηλεκτρονίου στο κάθε άτομο ν για κάθε ιδιοενέργεια El.
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Πίνακας 2.4: Ιδιοανύσματα για το βενζόλιο. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής l,
το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2 το οποίο
δείχνει την πιθανότητα παρουσίας του ηλεκτρονίου στο ν-ιοστό άτομο για την ιδιοενέργεια
El.

l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

1 1 4.083Ε-01 0.000Ε+00 0.167
1 2 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
1 3 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
1 4 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
1 5 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
1 6 4.083Ε-01 0.000Ε+00 0.167

2 1 2.551Ε-01 0.000Ε+00 0.065
2 2 −3.211Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 3 −5.761Ε-01 0.000Ε+00 0.332
2 4 −2.551Ε-01 0.000Ε+00 0.065
2 5 3.210Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 6 5.761Ε-01 0.000Ε+00 0.332

3 1 −5.179Ε-01 0.000Ε+00 0.268
3 2 −4.798Ε-01 0.000Ε+00 0.230
3 3 3.808Ε-02 0.000Ε+00 0.001
3 4 5.180Ε-01 0.000Ε+00 0.268
3 5 4.799Ε-01 0.000Ε+00 0.230
3 6 −3.806Ε-02 0.000Ε+00 0.001

4 1 −5.179Ε-01 0.000Ε+00 0.268
4 2 4.798Ε-01 0.000Ε+00 0.230
4 3 3.808Ε-02 0.000Ε+00 0.001
4 4 −5.180Ε-01 0.000Ε+00 0.268
4 5 4.799Ε-01 0.000Ε+00 0.230
4 6 3.806Ε-02 0.000Ε+00 0.001

5 1 2.551Ε-01 0.000Ε+00 0.065
5 2 3.211Ε-01 0.000Ε+00 0.103
5 3 −5.761Ε-01 0.000Ε+00 0.332
5 4 2.551Ε-01 0.000Ε+00 0.065
5 5 3.210Ε-01 0.000Ε+00 0.103
5 6 −5.761Ε-01 0.000Ε+00 0.332

6 1 4.083Ε-01 0.000Ε+00 0.167
6 2 −4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
6 3 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
6 4 −4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
6 5 4.082Ε-01 0.000Ε+00 0.167
6 6 −4.083Ε-01 0.000Ε+00 0.167
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Σχήμα 2.3: Πιθανότητα HOMO για το βενζόλιο. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε3.
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Σχήμα 2.4: Πιθανότητα LUMO για το βενζόλιο. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε4.
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2.2 1, 3, 5 - Τριαζίνη (1, 3, 5 - Triazine, C3H3N3)
Θα μελετήσουμε με την ίδια μέθοδο την 1, 3, 5 - τριαζίνη C3H3N3. ΄Οπως στο βενζόλιο

έτσι και στην 1, 3, 5 - τριαζίνη χρησιμοποιούμε το National Institute of Standards and Te-
chnology (NIST) Chemistry WebBook [11] για να βρούμε τις συντεταγμένες των ατόμων
στο μόριό της. Με τη βοήθεια του Origin ϕτιάχνουμε ενα τρισδιάστατο σχήμα που μας δεί-
χνει την θέση του κάθε ατόμου στο μόριο και τα αριθμούμε (Σχήμα 2.5). Οι συντεταγμένες
αυτές βρίσκονται στον Πίνακα 2.5. Το πρώτο άτομο είναι άζωτο, το δεύτερο άνθρακας και
συνεχίζεται εναλλάξ. Οπότε χρειαζόμαστε την απόσταση μεταξύ αζώτου και άνθρακα. Η
πειραματική τιμή αυτής της αποστάσεως είναι dexp = 1.338 Α̊ [12]. Οι πειραματικές τιμές των
ενεργειών HOMO, LUMO και του ενεργειακού χάσματος Eg είναι: HOMOexp = −11.70
eV, LUMOexp = −6.05 eV και Eg = 5.65 eV [13]. Χρησιμοποιούμε παρόμοιο με το προη-
γούμενο πρόγραμμα ϕτιαγμένο σε fortran (triazine.f) για να υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές, τα
ιδιοανύσματα, τα HOMO, LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg.

0

2

4

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

0
1

2
3

4

Z (Å)

X 
(Å

)

3
N2

C
4

N2
5

C
2

N2
1

C

6

Σχήμα 2.5: 1,3,5 - τριαζίνη. Παρουσιάζονται οι θέσεις των ατόμων από τα δεδομένα του
NIST [11]. Το κανονικό εξάγωνο αποτελείται από τρία άτομα αζώτου και τρία άτομα άνθρακα,
εναλλάξ.

.
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Πίνακας 2.5: Οι συντεταγμένες των ατόμων στην 1, 3, 5 - τριαζίνη σε Α̊ [11]. ΄Ολα τα άζωτα
έχουν αριθμό συντάξεως 2.

άτομο x y z
N 1.8178 3.2844 0.7914
C 3.1182 2.9715 0.5589
N 3.6592 1.8069 1.0003
C 2.8666 0.9461 1.6890
N 1.5622 1.2274 1.9406
C 1.0541 2.4006 1.4840
H 3.7481 3.6774 0
H 3.2909 0 2.0522
H 0 2.6410 1.6796

Στη αρχή του προγράματος δηλώνουμε πόσα άτομα συνεισϕέρουν pz τροχιακά. Στην
περίπτωση της 1, 3, 5 - τριαζίνης έχουμε έξι άτομα, 3 άτομα αζώτου και 3 άτομα άνθρα-
κα. Επίσης δηλώνουμε όλες τις μεταβλητές και σταθερές που θα χρησιμοποιήσουμε στη
συνέχεια του προγράμματος. Ας εξηγήσουμε τώρα πως λειτουργεί το πρόγραμμα. Στην αρ-
χή το πρόγραμμα διαβάζει από το αρχείο triazine.input τις συντεταγμένες των ατόμων του
άνθρακα και του αζώτου που συνεισϕέρουν pz τροχιακά (Πίνακας 2.5), την πειραματική από-
σταση μεταξύ γειτονικών ατόμων άνθρακα-αζώτου και τις πειραματικές τιμές των ενεργειών
των HOMO, LUMO και του ενεργειακού χάσματος Eg μεταξύ τους [13]. Μετά ορίζουμε
τον Πίνακα της Χαμιλτονιανής Hµν που πρέπει να διαγωνοποιήσουμε κατά την Εξ. (1.12)
δηλαδή τον Πίνακα (2.1). Στην περίπτωση της 1, 3, 5 - τριαζίνης, ο πίνακας αυτός είναι:

EN2 t 0 0 0 t
t EC t 0 0 0
0 t EN2 t 0 0
0 0 t EC t 0
0 0 0 t EN2 t
t 0 0 0 t EC

 (2.4)

όπου EC = −6.7 eV, EN2 = −7.9 eV (υπενθυμίζεται ότι το N2 εδώ σημαίνει άτομο αζώτου
με αριθμό συντάξεως 2) και t = Vppπ που δίνεται από την Εξ. (2.2), ενώ οι αποστάσεις
dµν προκύπτουν από τον Πίνακα (2.5). Από τη διαγωνοποίηση λαμβάνουμε τις ιδιοτιμές
και τα ιδιοδιανύσματα, άρα και το HOMO, το LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg μεταξύ
τους. Τα αποτελέσματα του προγράμματος γράϕονται στο αρχείο triazine.output. Επίσης
υπολογίζεται το σϕάλμα στα HOMO, LUMO και στο ενεργειακό χάσμα Eg σε σχέση με
τις πειραματικές τιμές. Στην 1, 3, 5 - τριαζίνη όλες οι αποστάσεις που προκύπτουν από τις
θέσεις των ατόμων σύμϕωνα με τον Πίνακα 2.5 είναι d ≈ 1.358 Α̊, οπότε t = Vppπ ≈ −2.604
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eV. Οι ιδιοτιμές της ενέργειας El παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.6.

Πίνακας 2.6: Ιδιοτιμές ενέργειας για την 1, 3, 5 - τριαζίνη σε eV.

l El

1 −12.542
2 −9.973
3 −9.972
4 −4.628
5 −4.627
6 −2.058

Γνωρίζουμε ότι κάθε άτομο άνθρακα συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό όπως
επίσης και κάθε άτομο αζώτου (N2) συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο. Οπότε έχουμε έξι συνο-
λικά ηλεκτρόνια τα οποία καταλαμβάνουν τα τρία χαμηλότερα ενεργειακά τροχιακά. Στον
Πίνακα 2.7 ϕαίνονται τα HOMO, LUMO και HOMO-LUMO gap.

Πίνακας 2.7: HOMO, LUMO και Eg της 1, 3, 5 - τριαζίνης σε eV.

HOMO LUMO Eg

υπολογισμός −9.972 −4.628 5.344
πειραματικά −11.700 −6.050 5.650

σχετικό σϕάλμα −0.148 −0.235 −0.054

Τα ιδιοανύσματα της 1, 3, 5 - τριαζίνης παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.8. Οι στήλες
περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕαντα-
στικό μέρος του clν και το |clν |2. Για την ιδιοενέργεια E1 έχουμε την ίδια πιθανότητα για
κάθε άτομο αζώτου (18.6%) ενώ για κάθε άτομο άνθρακα έχουμε πιθανότητα (14.8%). Για
την ιδιοένέργεια E2 παρατηρούμε ότι την μεγαλύτερη πιθανότητα με τιμή 40.8% έχει πέμπτο
άτομο (άζωτο), ενώ ακολουθεί το δεύτερο άτομο (άνθρακας) με πιθανότητα (25.8%). Τα
υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E3 ≈ E2 που είναι
το HOMO, έχουμε 31.5% για το πρώτο άτομο (άζωτο) και ακολουθούν το τρίτο άτομο με
29.7%, το τέταρτο με 20% και το έκτο με 18.8%. Τα υπόλοιπα έχουν μηδενικές πιθανότητες.
Για την ιδιοένέργεια E4 που είναι το LUMO την μεγαλύτερη πιθανότητα την έχει το τέταρτο
άτομο (άνθρακας) με 31.5%, μετά ακολουθεί το έκτο άτομο (άνθρακας) με 29.7% ενώ τα
υπόλοιπα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοενέργεια E5 η μεγαλύτερη πιθανότητα
εμϕανίζεται στο δεύτερο άτομο με 40.8% και ακολουθεί το πέμπτο άτομο με 25.8% και τα
υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Τέλος για την E6 ισχύει ακριβώς ότι και
για στην E1.
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Πίνακας 2.8: Ιδιοανύσματα για την 1, 3, 5 - τριαζίνη. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της
ιδιοτιμής l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και
το |clν |2 το οποίο δείχνει την πιθανότητα παρουσίας του ηλεκτρονίου στο ν άτομο για την
ιδιοενέργεια El.

l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

1 1 4.310Ε-01 0.000Ε+00 0.186
1 2 3.842Ε-01 0.000Ε+00 0.148
1 3 4.309Ε-01 0.000Ε+00 0.186
1 4 3.841Ε-01 0.000Ε+00 0.148
1 5 4.310Ε-01 0.000Ε+00 0.186
1 6 3.842Ε-01 0.000Ε+00 0.148

2 1 3.053Ε-01 0.000Ε+00 0.093
2 2 5.082Ε-01 0.000Ε+00 0.258
2 3 3.334Ε-01 0.000Ε+00 0.111
2 4 −2.428Ε-01 0.000Ε+00 0.059
2 5 −6.387Ε-01 0.000Ε+00 0.408
2 6 −2.655Ε-01 0.000Ε+00 0.070

3 1 −5.612Ε-01 0.000Ε+00 0.315
3 2 −1.303Ε-02 0.000Ε+00 0.000
3 3 5.451Ε-01 0.000Ε+00 0.297
3 4 4.467Ε-01 0.000Ε+00 0.200
3 5 1.621Ε-02 0.000Ε+00 0.000
3 6 −4.336Ε-01 0.000Ε+00 0.188

4 1 −4.466Ε-01 0.000Ε+00 0.199
4 2 1.637Ε-02 0.000Ε+00 0.000
4 3 4.337Ε-01 0.000Ε+00 0.188
4 4 −5.613Ε-01 0.000Ε+00 0.315
4 5 1.290Ε-02 0.000Ε+00 0.000
4 6 5.449Ε-01 0.000Ε+00 0.297

5 1 2.430Ε-01 0.000Ε+00 0.059
5 2 −6.386Ε-01 0.000Ε+00 0.408
5 3 2.653Ε-01 0.000Ε+00 0.070
5 4 3.052Ε-01 0.000Ε+00 0.093
5 5 −5.083Ε-01 0.000Ε+00 0.258
5 6 3.336Ε-01 0.000Ε+00 0.111

6 1 3.842Ε-01 0.000Ε+00 0.148
6 2 −4.310Ε-01 0.000Ε+00 0.186
6 3 3.841Ε-01 0.000Ε+00 0.148
6 4 −4.309Ε-01 0.000Ε+00 0.186
6 5 3.842Ε-01 0.000Ε+00 0.148
6 6 −4.310Ε-01 0.000Ε+00 0.186



60

1

2

3

4

0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4
1,6
1,8
2,0

1
2

3

X (Å)

Z (Å)

X 
Ax

is

HOMO

Σχήμα 2.6: Πιθανότητα HOMO για την 1,3,5-τριαζίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του
ηλεκτρονίου στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε3.
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Σχήμα 2.7: Πιθανότητα LUMO για την 1,3,5-τριαζίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του
ηλεκτρονίου στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε4.



62

2.3 Πυριδίνη (Pyridine, C5H5N)
Το επόμενο μόριο που θα μελετήσουμε είναι η πυριδίνη η οποία αποτελείται από έξι

άτομα. Τα πέντε από αυτά είναι άνθρακες και το ένα άζωτο. Από την ιστοσελίδα του
NIST [11] παίρνουμε τις συντεταγμένες των ατόμων της πυριδίνης. Με τη βοήθεια του
Origin ϕτιάχνουμε ενα τρισδιάστατο σχήμα που μας δείχνει την θέση του κάθε ατόμου στο
μόριο και τα αριθμούμε (Σχήμα 2.8). Οι συντεταγμένες παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.9.
Η πειραματική απόσταση μεταξύ του άτομου του αζώτου και του ατόμου του άνθρακα είναι
d exp C-N = 1.340 Α̊ ενώ η πειραματική απόσταση των ατόμων του άνθρακα είναι dexp C-C =

1.390 Α̊. Οι πειραματικές τιμές για τα HOMO, LUMO και το ενεργειακό χάσμα είναι:
HOMOexp = −9.75 eV, LUMOexp = −4.85 eV και Eg = 4.90 eV [14]. Χρησιμοποιούμε
το πρόγραμμα pyridine.f για να υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές, τα ιδιοανύσματα, τα HOMO,
LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg μεταξύ τους. Το πρόγραμμα έχει όμοια δομή με τα
προηγούμενα προγράμματα. Εισάγουμε τις συντεταγμένες των ατόμων, την πειραματική
απόσταση μεταξύ των ατόμων αλλά και τις πειραματικές τιμές των HOMO, LUMO και
ενεργειακού χάσματος από το αρχείο pyridine.input. ΄Εξι άτομα, ένα άτομο αζώτου (με
αριθμό συντάξεως 2) και πέντε άτομα άνθρακα συνεισϕέρουν pz τροχιακά.

Πίνακας 2.9: Οι συντεταγμένες των ατόμων στο μόριο της πυριδίνης [11]. Το άζωτο έχει
αριθμό συντάξεως 2.

άτομο x y z
N 1.7932 0.9321 0.0237
C 1.0897 2.0875 0.0481
C 1.7256 3.3269 0.1305
C 3.1153 3.3709 0.1879
C 3.8359 2.1807 0.1618
C 3.1443 0.9716 0.0792
H 3.6362 4.3315 0.2527
H 4.9292 2.1889 0.2054
H 1.1363 4.2489 0.1493
H 3.6509 0.0000 0.0549
H 0.0000 1.9834 0.0000
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Σχήμα 2.8: Πυριδίνη. Παρουσιάζονται οι θέσεις των ατόμων από τα δεδομένα του NIST [11].

Μετά ορίζουμε τον Πίνακα της Χαμιλτονιανής Hµν που πρέπει να διαγωνοποιήσουμε
κατά την Εξ. (1.12) δηλαδή τον Πίνακα (2.1). Στην περίπτωση της πυριδίνης ο πίνακας
αυτός είναι: 

EN2 t
′

0 0 0 t
′

t
′

EC t 0 0 0
0 t EC t 0 0
0 0 t EC t 0
0 0 0 t EC t

t
′

0 0 0 t EC

 (2.5)

N2 σημαίνει άτομο αζώτου με αριθμό συντάξεως 2. ΄Οπως προείπαμε EC = −6.7 eV και
EN2 = −7.9 eV. Η τιμή των t

′
και t δίνεται από τον τύπο του Vppπ (Εξ. 2.2) και εξαρτάται

από την απόσταση μεταξύ των ατόμων όπως είπαμε και στην εισαγωγή του κεϕαλαίου. Από
τη διαγωνοποίηση προκύπτουν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα, άρα και το HOMO, το
LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg μεταξύ τους. Τα αποτελέσματα του προγράμματος
εξάγονται στο αρχείο pyridine.output. Επίσης υπολογίζεται και το σϕάλμα στα HOMO,
LUMO και στο ενεργειακό χάσμα Eg σε σχέση με τις πειραματικές τιμές. Η απόσταση
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μεταξύ ατόμου αζώτου και γειτονικού ατόμου άνθρακα όπως προκύπτει από τα δεδομένα του
NIST είναι dC-N ≈ 1.353 Α̊ ενώ η απόσταση μεταξύ γειτονικών ατόμων άνθρακα προκύπτει
dC-C ≈ 1.392 Α̊, οπότε t

′
= Vppπ ≈ −2.623 eV και t = Vppπ ≈ −2.465 eV. Οι ιδιοτιμές

ενέργειας El για την πυριδίνη σε eV παρουσιάζονται στον παρακάτω Πίνακα 2.10.

Πίνακας 2.10: Ιδιοτιμές ενέργειας για την πυριδίνη σε eV.

l El

1 −12.034
2 −9.644
3 −9.165
4 −4.487
5 −4.235
6 −1.834

Δεδομένου ότι κάθε άτομο άνθρακα και το άτομο αζώτου (N2) συνεισϕέρουν από ένα
ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό τους, έχουμε 6 ηλεκτρόνια τα οποία καταλαμβάνουν τα 3 χα-
μηλότερα σε ενέργεια μοριακά τροχιακά. Οπότε, τα HOMO, LUMO και Eg της πυριδίνης
σε eV παρουσιάζονται στον παρακάτω Πίνακα 2.11.

Πίνακας 2.11: HOMO, LUMO και Eg της πυριδίνης σε eV.

HOMO LUMO Eg

υπολογισμός −9.165 −4.487 4.678
πειραματικά −9.750 −4.850 4.900

σχετικό σϕάλμα −0.060 −0.075 −0.045

Τα ιδιοανύσματα της πυριδίνης παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.12. Οι στήλες περιέχουν
το δείκτη της ιδιοτιμής l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος
του clν και το |clν |2.
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Πίνακας 2.12: Ιδιοανύσματα για την πυριδίνη. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής
l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2 το
οποίο δείχνει την πιθανότητα παρουσίας του ηλεκτρονίου στο ν άτομο για την ιδιοενέργεια
El.

l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

1 1 5.407Ε-01 0.000Ε+00 0.292
1 2 4.261Ε-01 0.000Ε+00 0.182
1 3 3.467Ε-01 0.000Ε+00 0.120
1 4 3.223Ε-01 0.000Ε+00 0.104
1 5 3.468Ε-01 0.000Ε+00 0.120
1 6 4.262Ε-01 0.000Ε+00 0.182

2 1 5.447Ε-01 0.000Ε+00 0.297
2 2 1.810Ε-01 0.000Ε+00 0.033
2 3 −3.633Ε-01 0.000Ε+00 0.132
2 4 −6.115Ε-01 0.000Ε+00 0.374
2 5 −3.630Ε-01 0.000Ε+00 0.132
2 6 1.813Ε-01 0.000Ε+00 0.033

3 1 −1.708Ε-04 0.000Ε+00 0.000
3 2 −5.001Ε-01 0.000Ε+00 0.250
3 3 −4.999Ε-01 0.000Ε+00 0.250
3 4 1.258Ε-04 0.000Ε+00 0.000
3 5 5.001Ε-01 0.000Ε+00 0.250
3 6 4.999Ε-01 0.000Ε+00 0.250

4 1 5.373Ε-01 0.000Ε+00 0.289
4 2 −3.499Ε-01 0.000Ε+00 0.122
4 3 −2.576Ε-01 0.000Ε+00 0.066
4 4 5.778Ε-01 0.000Ε+00 0.334
4 5 −2.582Ε-01 0.000Ε+00 0.067
4 6 −3.493Ε-01 0.000Ε+00 0.122

5 1 3.144Ε-04 0.000Ε+00 0.000
5 2 4.998Ε-01 0.000Ε+00 0.250
5 3 −5.002Ε-01 0.000Ε+00 0.250
5 4 3.876Ε-04 0.000Ε+00 0.000
5 5 4.998Ε-01 0.000Ε+00 0.250
5 6 −5.002Ε-01 0.000Ε+00 0.250

6 1 −3.496Ε-01 0.000Ε+00 0.122
6 2 4.042Ε-01 0.000Ε+00 0.163
6 3 −4.258Ε-01 0.000Ε+00 0.181
6 4 4.339Ε-01 0.000Ε+00 0.188
6 5 −4.259Ε-01 0.000Ε+00 0.181
6 6 4.043Ε-01 0.000Ε+00 0.163
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Για την ιδιοενέργεια E1 έχουμε την μεγαλύτερη πιθανότητα στο άτομο του αζώτου (29.2
%) ενώ τα υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E2 παρα-
τηρούμε ότι την μεγαλύτερη πιθανότητα με τιμή 37.4% έχει το τέταρτο άτομο (άνθρακας),
ενώ ακολουθεί το πρώτο άτομο (άζωτο) με πιθανότητα 29.7 %. Τα υπόλοιπα άτομα έχουν
αρκετά μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E3 που είναι το HOMO, έχουμε 25.5
% για το δεύτερο, τρίτο, πέμπτο και έκτο άτομο άνθρακα. Τα υπόλοιπα άτομα έχουν μηδε-
νική πιθανότητα. Για την ιδιοένέργεια E4 που είναι το LUMO την μεγαλύτερη πιθανότητα
την έχει το τέταρτο άτομο (άνθρακας) με 33.4 % μετά ακολουθεί το πρώτο άτομο (άζωτο)
με 28.9 % ενώ τα υπόλοιπα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοενέργεια E5 ισχύουν
ακριβώς τα ίδια με την ιδιοενέργεια E3. Τέλος για την E6 παρατηρούμε ότι όλα τα άτομα
έχουν περίπου τις ίδιες πιθανότητες. Ξεχωρίζει το τέταρτο άτομο με πιθανότητα 18.8 %.
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Σχήμα 2.9: Πιθανότητα HOMO για πυριδίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε3.
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Σχήμα 2.10: Πιθανότητα LUMO για πυριδίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε4.
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2.4 Πυριμιδίνη (Pyrimidine, C4H4N2)
Ο δακτύλιος της πυριμιδίνης αποτελείται από έξι άτομα. Ας πούμε ότι το πρώτο και

το τρίτο άτομο είναι άζωτο, ενώ τα υπόλοιπα άνθρακες. Από το NIST [11] παίρνουμε τις
συντεταγμένες των ατόμων της πυριμιδίνης. Στη συνέχεια χρησιμοποίουμε το Origin για
δούμε την θέση των ατόμων και ϕτιάχνουμε το τρισδιάστατο Σχήμα 2.11. Οι συντεταγμένες
ϕαίνονται στον Πίνακα 2.13. Από τις αναϕορές [14] έχουμε τις πειραματικές τιμές για τα
HOMO, LUMO και ενεργειακό χάσμα Eg, ήτοιHOMOexp = −11.4 eV, LUMOexp = −6.30
eV, Eg = 5.1 eV. Χρησιμοποιούμε και πάλι πρόγραμμα παρόμοιο με αυτό που παρατίθεται
στο Παράρτημα Βʹ. Χρησιμοποιούμε το πρόγραμμα pyrimidine.f για να υπολογίσουμε τις
ιδιοτιμές, τα ιδιοανύσματα, τα HOMO, LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg μεταξύ τους. Το
πρόγραμμα έχει όμοια δομή με τα προηγούμενα προγράμματα. Εισάγουμε τις συντεταγμένες
των ατόμων, την πειραματική απόσταση μεταξύ των ατόμων αλλά και τις πειραματικές τιμές
των HOMO, LUMO και ενεργειακού χάσματος από το αρχείο pyridine.input. ΄Εξι άτομα,
δύο άτομα αζώτου (με αριθμό συντάξεως 2) και τέσσερα άτομα άνθρακα συνεισϕέρουν pz
τροχιακά.

Πίνακας 2.13: Συντεταγμένες ατόμων της πυριμιδίνης

άτομο x y z
N2 2.2709 3.8329 0.0587
C 3.3952 3.0733 0.0527
N2 3.3583 1.7181 0.1095
C 2.1580 1.0949 0.1747
C 0.9722 1.8307 0.1837
C 1.0643 3.2218 0.1236
H 0.0000 1.3321 0.2364
H 2.1844 0.0000 0.2188
H 0.1889 3.8814 0.1256
H 4.3713 3.5739 0.0000
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Σχήμα 2.11: Πυριμιδίνη. Παρουσιάζονται οι θέσεις των ατόμων από τα δεδομένα του NIST
[11]

.

Μετά ορίζουμε τον Πίνακα της Χαμιλτονιανής Hµν που πρέπει να διαγωνοποιήσουμε
κατά την Εξ. (1.12) δηλαδή τον Πίνακα (2.1). Στην περίπτωση της πυριμιδίνης, ο Πίνακας
αυτός είναι: 

EN2 t′′ 0 0 0 t′

t′′ EC t′′ 0 0 0
0 t′′ EN2 t′ 0 0
0 0 t′ EC t 0
0 0 0 t EC t
t′ 0 0 0 t EC

 (2.6)

όπου EC = −6.7 eV και EN2 = −7.9 eV αϕού τα άτομα αζώτου έχουν αριθμό συντάξεως
2. Η τιμή των t, t′, t′′ καθορίζεται από τον τύπο 2.2 και εξαρτάται από την απόσταση μεταξύ
των ατόμων όπως είπαμε και στην εισαγωγή του κεϕαλαίου. Από τη διαγωνοποίηση προκύ-
πτουν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα, άρα και το HOMO, το LUMO και το ενεργειακό
χάσμα μεταξύ τους Eg. Επίσης υπολογίζεται και το σϕάλμα στα HOMO, LUMO και στο
ενεργειακό χάσμα Eg σε σχέση με τις πειραματικές τιμές. Οι ιδιοτιμές ενέργειας El για την
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πυριμιδίνη σε eV παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα.

Πίνακας 2.14: Ιδιοτιμές ενέργειας για την πυριμιδίνη σε eV.

l El

1 −12.312
2 −9.986
3 −9.367
4 −4.614
5 −4.381
6 −1.939

Δεδομένου ότι κάθε άτομο άνθρακα συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο αλλά και κάθε άτομο
αζώτου (N2) συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό, έχουμε 6 ηλεκτρόνια τα οποία
καταλαμβάνουν τα 3 χαμηλότερα σε ενέργεια μοριακά τροχιακά. Οπότε, τα HOMO, LUMO
και Eg της πυριμιδίνης σε eV παρουσιάζονται παρακάτω. Τα ιδιοανύσματα της πυριμιδίνης

Πίνακας 2.15: HOMO, LUMO και Eg της πυριμιδίνης σε eV.

HOMO LUMO Eg

υπολογισμός −9.367 −4.614 4.754
πειραματικά −11.400 −6.300 5.100

σχετικό σϕάλμα −0.178 −0.268 −0.068

παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.16. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής l, το δείκτη
του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2.
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Πίνακας 2.16: Ιδιοανύσματα για την πυριμιδίνη. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής
l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2 το
οποίο δείχνει την πιθανότητα παρουσίας του ηλεκτρονίου στο ν άτομο για την ιδιοενέργεια
El.

l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

1 1 4.733Ε-01 0.000Ε+00 0.224
1 2 4.398Ε-01 0.000Ε+00 0.193
1 3 4.734Ε-01 0.000Ε+00 0.224
1 4 3.596Ε-01 0.000Ε+00 0.129
1 5 3.159Ε-01 0.000Ε+00 0.100
1 6 3.596Ε-01 0.000Ε+00 0.129

2 1 5.530Ε-01 0.000Ε+00 0.306
2 2 −3.287Ε-05 0.000Ε+00 0.000
2 3 −5.531Ε-01 0.000Ε+00 0.306
2 4 −4.406Ε-01 0.000Ε+00 0.194
2 5 1.043Ε-04 0.000Ε+00 0.000
2 6 4.407Ε-01 0.000Ε+00 0.194

3 1 −2.483Ε-01 0.000Ε+00 0.062
3 2 −4.852Ε-01 0.000Ε+00 0.235
3 3 −2.481Ε-01 0.000Ε+00 0.062
3 4 3.441Ε-01 0.000Ε+00 0.118
3 5 6.360Ε-01 0.000Ε+00 0.404
3 6 3.441Ε-01 0.000Ε+00 0.118

4 1 4.408Ε-01 0.000Ε+00 0.194
4 2 −3.387Ε-04 0.000Ε+00 0.000
4 3 −4.405Ε-01 0.000Ε+00 0.194
4 4 5.532Ε-01 0.000Ε+00 0.306
4 5 −2.371Ε-04 0.000Ε+00 0.000
4 6 −5.529Ε-01 0.000Ε+00 0.306

5 1 −2.850Ε-01 0.000Ε+00 0.081
5 2 6.415Ε-01 0.000Ε+00 0.412
5 3 −2.854Ε-01 0.000Ε+00 0.081
5 4 −2.552Ε-01 0.000Ε+00 0.065
5 5 5.433Ε-01 0.000Ε+00 0.295
5 6 −2.558Ε-01 0.000Ε+00 0.065

6 1 3.647Ε-01 0.000Ε+00 0.133
6 2 −3.994Ε-01 0.000Ε+00 0.160
6 3 3.647Ε-01 0.000Ε+00 0.133
6 4 −4.324Ε-01 0.000Ε+00 0.187
6 5 4.478Ε-01 0.000Ε+00 0.201
6 6 −4.324Ε-01 0.000Ε+00 0.187
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Για την ιδιοενέργεια E1 έχουμε την μεγαλύτερη πιθανότητα στα άτομα του αζώτου
με 22.4%, ενώ ακολουθεί το δεύτερο άτομο του άνθρακα με 19.3%. Τα υπόλοιπα έχουν
κάπως μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E2 παρατηρούμε ότι την μεγαλύτερη
πιθανότητα με τιμή 30.6% έχουν τα δύο άτομα αζώτου, ενώ έχουμε δύο άτομα άνθρακα με
πιθανότητα 19.4%. Τα υπόλοιπα άτομα έχουν μηδενικές πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια
E3 που είναι το HOMO, έχουμε 40.4% για το πέμπτο άτομο άνθρακα, η οποία είναι και η
μεγαλύτερη. Τα υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E4

που είναι το LUMO την μεγαλύτερη πιθανότητα την έχει το τέταρτο και το έκτο άτομο
άνθρακα με 30.6%, μετά ακολουθούν τα δύο άτομα αζώτου με 19.4% και στα υπόλοιπα
άτομα η πιθανότητα είναι μηδέν. Για την ιδιοενέργεια E5 το δεύτερο άτομο (άνθρακας)
έχει την μεγαλύτερη πιθανότητα (41.2%), ακολουθεί το πέμπτο άτομο (άνθρακας) με κάπως
μικρότερη πιθανότητα (29.5%) και τα υπόλοιπα άτομα έχουν αρκετά μικρότερες πιθανότητες.
Τέλος για την E6 παρατηρούμε ότι όλα τα άτομα έχουν περίπου παρόμοιες πιθανότητες.
Ξεχωρίζει το πέμπτο άτομο με πιθανότητα 20.1%
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Σχήμα 2.12: Πιθανότητα HOMO για πυριμιδίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε3.
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Σχήμα 2.13: Πιθανότητα LUMO για πυριμιδίνη. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 6) για την ιδιοενέργεια Ε4.
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2.5 Καρβαζόλιο (Carbazole, C12H9N)
Η ένωση του καρβαζολίου αποτελείται από τρεις δακτυλίους των οποίων τα άτομα

ειναι(12) άνθρακες και ένα άζωτο. Η ένωση είναι συμμετρική ως προς την ευθεία που
διερχεται από το άτομο του αζώτου και τέμνει κάθετα την απέναντι πλευρα του πενταγώνου.
Η συμμετρία του μορίου είναι C2v, έναν άξονα περιστροϕής δεύτερης τάξεως, δύο ¨κατακό-
ρυϕα’ επίπεδα ανακλάσεως. Από το NIST [11] παίρνουμε τις συντεταγμένες των ατόμων του
καρβαζολίου. Στη συνέχεια χρησιμοποίουμε το Origin για δούμε την θέση των ατόμων και
ϕτιάχνουμε το τρισδιάστατο Σχήμα 2.11. Οι συντεταγμένες ϕαίνονται στον Πίνακα 2.17.
Από τις αναϕορές [15, 16] έχουμε τις πειραματικές τιμές για τα HOMO, LUMO και ενερ-
γειακό χάσμα Eg, ήτοι HOMOexp = −7.6 eV, LUMOexp = −3.90 eV, Eg = 3.7 eV.
Χρησιμοποιούμε και πάλι πρόγραμμα παρόμοιο με αυτό που παρατίθεται στο Παράρτημα Βʹ.
Χρησιμοποιούμε το πρόγραμμα carbazole.f για να υπολογίσουμε τις ιδιοτιμές, τα ιδιοανύ-
σματα, τα HOMO, LUMO και το ενεργειακό χάσμα Eg μεταξύ τους. Το πρόγραμμα έχει
όμοια δομή με τα προηγούμενα προγράμματα. Εισάγουμε τις συντεταγμένες των ατόμων,
την πειραματική απόσταση μεταξύ των ατόμων αλλά και τις πειραματικές τιμές των HOMO,
LUMO και ενεργειακού χάσματος από το αρχείο carbazole.input. Δεκατρία άτομα, δώδεκα
άτομα άνθρακα και ένα άτομο αζώτου (με αριθμό συντάξεως 2) συνεισϕέρουν pz τροχιακά.

Πίνακας 2.17: Συντεταγμένες ατόμων του καρβαζολίου

άτομο x y z
N2 −0.5644 −0.9979 0.9494
C 0.7619 −0.8222 0.5850
C 1.6096 0.2664 0.8020
C 2.9143 0.1757 0.3220
C 3.3653 −0.9699 −0.3573
C 2.5151 −2.0518 −0.5702
C 1.1983 −1.9888 −0.0987
C 0.0681 −2.8970 −0.1375
C −0.1331 −4.1797 −0.6611
C −1.3803 −4.7827 −0.5205
C −2.4298 −4.1179 −0.1380
C −2.2585 −2.8413 0.6688
C −1.0051 −2.2421 0.5244
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Σχήμα 2.14: Το μόριο του καρβαζολίου σε τρεις διαστάσεις. NIST [11]

.
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Οι ιδιοτιμές ενέργειας El για το καρβαζόλιο σε eV παρουσιάζονται στον παρακάτω πί-
νακα.

Πίνακας 2.18: Ιδιοτιμές ενέργειας για το καρβαζόλιο σε eV.

l El

1 −12.83
2 −11.34
3 −9.367
4 −4.614
5 −4.381
6 −1.939
7 −11.34
8 −11.34
9 −11.34
10 −11.34
11 −11.34
12 −11.34
13 −11.34

Δεδομένου ότι κάθε άτομο άνθρακα συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο αλλά και κάθε άτομο
αζώτου (N2) συνεισϕέρει ένα ηλεκτρόνιο στο pz τροχιακό, έχουμε 6 ηλεκτρόνια τα οποία
καταλαμβάνουν τα 3 χαμηλότερα σε ενέργεια μοριακά τροχιακά. Οπότε, τα HOMO, LUMO
και Eg της πυριμιδίνης σε eV παρουσιάζονται παρακάτω. Τα ιδιοανύσματα της πυριμιδίνης

Πίνακας 2.19: HOMO, LUMO και Eg της πυριμιδίνης σε eV.

HOMO LUMO Eg

υπολογισμός −7.556 −4.702 2.854
πειραματικά −7.600 −3.900 3.700

σχετικό σϕάλμα −0.006 0.206 −0.229

παρουσιάζονται στον Πίνακα ;;. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής l, το δείκτη
του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2.
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Πίνακας 2.20: Ιδιοανύσματα για το καρβαζόλιο. Οι στήλες περιέχουν το δείκτη της ιδιοτιμής
l, το δείκτη του ατόμου ν, το πραγματικό και το ϕανταστικό μέρος του clν και το |clν |2 το
οποίο δείχνει την πιθανότητα παρουσίας του ηλεκτρονίου στο ν άτομο για την ιδιοενέργεια
El.

l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

1 1 3.976Ε-01 0.000Ε+00 0.158
1 2 3.928Ε-01 0.000Ε+00 0.154
1 3 2.147Ε-01 0.000Ε+00 0.046
1 4 1.416Ε-01 0.000Ε+00 0.020
1 5 1.389Ε-01 0.000Ε+00 0.019
1 6 2.051Ε-01 0.000Ε+00 0.042
1 7 3.730Ε-01 0.000Ε+00 0.139
1 8 3.731Ε-01 0.000Ε+00 0.139
1 9 2.051Ε-01 0.000Ε+00 0.042
1 10 1.389Ε-01 0.000Ε+00 0.019
1 11 1.416Ε-01 0.000Ε+00 0.020
1 12 2.147Ε-01 0.000Ε+00 0.046
1 13 3.927Ε-01 0.000Ε+00 0.154

2 1 −5.556Ε-05 0.000Ε+00 0.000
2 2 −2.661Ε-01 0.000Ε+00 0.071
2 3 −3.216Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 4 −3.392Ε-01 0.000Ε+00 0.115
2 5 −3.211Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 6 −2.697Ε-01 0.000Ε+00 0.073
2 7 −1.867Ε-01 0.000Ε+00 0.035
2 8 1.867Ε-01 0.000Ε+00 0.035
2 9 2.697Ε-01 0.000Ε+00 0.073
2 10 3.212Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 11 3.392Ε-01 0.000Ε+00 0.115
2 12 3.216Ε-01 0.000Ε+00 0.103
2 13 2.660Ε-01 0.000Ε+00 0.071

3 1 4.974Ε-01 0.000Ε+00 0.247
3 2 2.542Ε-01 0.000Ε+00 0.065
3 3 2.137Ε-02 0.000Ε+00 0.000
3 4 −2.205Ε-01 0.000Ε+00 0.049
3 5 −3.624Ε-01 0.000Ε+00 0.131
3 6 −3.329Ε-01 0.000Ε+00 0.111
3 7 −1.434Ε-01 0.000Ε+00 0.021
3 8 −1.434Ε-01 0.000Ε+00 0.021
3 9 −3.328Ε-01 0.000Ε+00 0.111
3 10 −3.623Ε-01 0.000Ε+00 0.131
3 11 −2.204Ε-01 0.000Ε+00 0.049
3 12 2.138Ε-02 0.000Ε+00 0.000
3 13 2.542Ε-01 0.000Ε+00 0.065
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l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

4 1 −8.444Ε-02 0.000Ε+00 0.007
4 2 −3.302Ε-02 0.000Ε+00 0.001
4 3 −3.408Ε-01 0.000Ε+00 0.116
4 4 −4.012Ε-01 0.000Ε+00 0.161
4 5 −1.733Ε-01 0.000Ε+00 0.030
4 6 1.729Ε-01 0.000Ε+00 0.030
4 7 3.977Ε-01 0.000Ε+00 0.158
4 8 3.977Ε-01 0.000Ε+00 0.158
4 9 1.730Ε-01 0.000Ε+00 0.030
4 10 −1.734Ε-01 0.000Ε+00 0.030
4 11 −4.013Ε-01 0.000Ε+00 0.161
4 12 −3.409Ε-01 0.000Ε+00 0.116
4 13 −3.293Ε-02 0.000Ε+00 0.001

5 1 −6.779Ε-05 0.000Ε+00 0.000
5 2 3.418Ε-01 0.000Ε+00 0.117
5 3 3.594Ε-01 0.000Ε+00 0.129
5 4 1.878Ε-02 0.000Ε+00 0.000
5 5 −3.470Ε-01 0.000Ε+00 0.120
5 6 −3.646Ε-01 0.000Ε+00 0.133
5 7 −1.680Ε-02 0.000Ε+00 0.000
5 8 1.685Ε-02 0.000Ε+00 0.000
5 9 3.646Ε-01 0.000Ε+00 0.133
5 10 3.470Ε-01 0.000Ε+00 0.120
5 11 −1.876Ε-02 0.000Ε+00 0.000
5 12 −3.594Ε-01 0.000Ε+00 0.129
5 13 −3.419Ε-01 0.000Ε+00 0.117

6 1 −2.881Ε-05 0.000Ε+00 0.000
6 2 −3.115Ε-01 0.000Ε+00 0.097
6 3 1.249Ε-01 0.000Ε+00 0.016
6 4 3.973Ε-01 0.000Ε+00 0.158
6 5 1.559Ε-01 0.000Ε+00 0.024
6 6 −2.806Ε-01 0.000Ε+00 0.079
6 7 −3.559Ε-01 0.000Ε+00 0.127
6 8 3.558Ε-01 0.000Ε+00 0.127
6 9 2.805Ε-01 0.000Ε+00 0.079
6 10 −1.559Ε-01 0.000Ε+00 0.024
6 11 −3.972Ε-01 0.000Ε+00 0.158
6 12 −1.248Ε-01 0.000Ε+00 0.016
6 13 3.115Ε-01 0.000Ε+00 0.097
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l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

7 1 5.742Ε-01 0.000Ε+00 0.330
7 2 −3.960Ε-02 0.000Ε+00 0.002
7 3 −3.448Ε-01 0.000Ε+00 0.119
7 4 −7.989Ε-02 0.000Ε+00 0.006
7 5 3.231Ε-01 0.000Ε+00 0.104
7 6 1.900Ε-01 0.000Ε+00 0.036
7 7 −2.603Ε-01 0.000Ε+00 0.068
7 8 −2.602Ε-01 0.000Ε+00 0.068
7 9 1.901Ε-01 0.000Ε+00 0.036
7 10 3.231Ε-01 0.000Ε+00 0.104
7 11 −7.992Ε-02 0.000Ε+00 0.006
7 12 −3.449Ε-01 0.000Ε+00 0.119
7 13 −3.959Ε-02 0.000Ε+00 0.002

8 1 −1.439Ε-01 0.000Ε+00 0.021
8 2 9.225Ε-02 0.000Ε+00 0.009
8 3 3.383Ε-01 0.000Ε+00 0.114
8 4 −3.651Ε-01 0.000Ε+00 0.133
8 5 −4.417Ε-02 0.000Ε+00 0.002
8 6 3.936Ε-01 0.000Ε+00 0.155
8 7 −2.765Ε-01 0.000Ε+00 0.076
8 8 −2.764Ε-01 0.000Ε+00 0.076
8 9 3.937Ε-01 0.000Ε+00 0.155
8 10 −4.429Ε-02 0.000Ε+00 0.002
8 11 −3.650Ε-01 0.000Ε+00 0.133
8 12 3.384Ε-01 0.000Ε+00 0.114
8 13 9.214Ε-02 0.000Ε+00 0.008

9 1 −7.109Ε-05 0.000Ε+00 0.000
9 2 −3.591Ε-01 0.000Ε+00 0.129
9 3 3.416Ε-01 0.000Ε+00 0.117
9 4 1.651Ε-02 0.000Ε+00 0.000
9 5 −3.648Ε-01 0.000Ε+00 0.133
9 6 3.473Ε-01 0.000Ε+00 0.121
9 7 1.904Ε-02 0.000Ε+00 0.000
9 8 −1.911Ε-02 0.000Ε+00 0.000
9 9 −3.472Ε-01 0.000Ε+00 0.121
9 10 3.649Ε-01 0.000Ε+00 0.133
9 11 −1.665Ε-02 0.000Ε+00 0.000
9 12 −3.416Ε-01 0.000Ε+00 0.117
9 13 3.592Ε-01 0.000Ε+00 0.129
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l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

10 1 1.283Ε-04 0.000Ε+00 0.000
10 2 −5.435Ε-02 0.000Ε+00 0.003
10 3 −2.960Ε-01 0.000Ε+00 0.088
10 4 4.339Ε-01 0.000Ε+00 0.188
10 5 −2.656Ε-01 0.000Ε+00 0.071
10 6 −8.506Ε-02 0.000Ε+00 0.007
10 7 3.787Ε-01 0.000Ε+00 0.143
10 8 −3.788Ε-01 0.000Ε+00 0.143
10 9 8.539Ε-02 0.000Ε+00 0.007
10 10 2.653Ε-01 0.000Ε+00 0.070
10 11 −4.338Ε-01 0.000Ε+00 0.188
10 12 2.961Ε-01 0.000Ε+00 0.088
10 13 5.413Ε-02 0.000Ε+00 0.003

11 1 3.713Ε-01 0.000Ε+00 0.138
11 2 −3.351Ε-01 0.000Ε+00 0.112
11 3 6.018Ε-02 0.000Ε+00 0.004
11 4 2.530Ε-01 0.000Ε+00 0.064
11 5 −4.058Ε-01 0.000Ε+00 0.165
11 6 2.937Ε-01 0.000Ε+00 0.086
11 7 1.375Ε-02 0.000Ε+00 0.000
11 8 1.403Ε-02 0.000Ε+00 0.000
11 9 2.936Ε-01 0.000Ε+00 0.086
11 10 −4.059Ε-01 0.000Ε+00 0.165
11 11 2.533Ε-01 0.000Ε+00 0.064
11 12 5.990Ε-02 0.000Ε+00 0.004
11 13 −3.351Ε-01 0.000Ε+00 0.112

12 1 −3.146Ε-01 0.000Ε+00 0.099
12 2 3.972Ε-01 0.000Ε+00 0.158
12 3 −3.166Ε-01 0.000Ε+00 0.100
12 4 2.581Ε-01 0.000Ε+00 0.067
12 5 −2.198Ε-01 0.000Ε+00 0.048
12 6 1.999Ε-01 0.000Ε+00 0.040
12 7 −1.942Ε-01 0.000Ε+00 0.038
12 8 −1.941Ε-01 0.000Ε+00 0.038
12 9 1.998Ε-01 0.000Ε+00 0.040
12 10 −2.198Ε-01 0.000Ε+00 0.048
12 11 2.581Ε-01 0.000Ε+00 0.067
12 12 −3.166Ε-01 0.000Ε+00 0.100
12 13 3.971Ε-01 0.000Ε+00 0.158
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l ν Re(clν) Im(clν) |clν |2

13 1 −6.810Ε-06 0.000Ε+00 0.000
13 2 −2.888Ε-01 0.000Ε+00 0.083
13 3 2.178Ε-01 0.000Ε+00 0.047
13 4 −1.957Ε-01 0.000Ε+00 0.038
13 5 2.204Ε-01 0.000Ε+00 0.049
13 6 −2.963Ε-01 0.000Ε+00 0.088
13 7 4.409Ε-01 0.000Ε+00 0.194
13 8 −4.409Ε-01 0.000Ε+00 0.194
13 9 2.964Ε-01 0.000Ε+00 0.088
13 10 −2.204Ε-01 0.000Ε+00 0.049
13 11 1.958Ε-01 0.000Ε+00 0.038
13 12 −2.179Ε-01 0.000Ε+00 0.047
13 13 2.889Ε-01 0.000Ε+00 0.083

Για την ιδιοενέργεια E1 έχουμε την μεγαλύτερη πιθανότητα στα άτομα του αζώτου με
15.8%, ενώ ακολουθεί το 2ο και το 13ο άτομο του άνθρακα με 15.4%. Τα υπόλοιπα έχουν
κάπως μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E2 παρατηρούμε ότι την μεγαλύτερη
πιθανότητα με τιμή 11.5% έχουν το 4ο και το 11ο άτομο του άνθρακα, ενώ έχουμε δύο άτομα
άνθρακα με πιθανότητα 10.3%. Τα υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την
ιδιοένέργεια E3, έχουμε 24.7% για το άτομο του αζώτου, η οποία είναι και η μεγαλύτερη,
ενώ ακολουθούν το 5ο και το 10ο άτομο του άνθρακα με 13.1% Τα υπόλοιπα άτομα έχουν
μικρότερες πιθανότητες. Για την ιδιοένέργεια E4 την μεγαλύτερη πιθανότητα την έχει το
τέταρτο και το εντέκατο άτομο άνθρακα με 16.1%, μετά ακολουθούν το έβδομο και το όγδοο
άτομο του άνθρακα με 15.8% και στα υπόλοιπα άτομα η πιθανότητα είναι σχεδόν μηδενι-
κή. Για την ιδιοενέργεια E5 το έννατο άτομο (άνθρακας) έχει την μεγαλύτερη πιθανότητα
(13.3%), με κοντινές πιθανότητες του τρίτου και του δωδέκατου ατόμου του άνθρακα με
12, 9% και τα υπόλοιπα άτομα έχουν μικρότερες πιθανότητες. Για την E6 παρατηρούμε ότι
το τέταρτο και το ενδέκατο άτομο του άνθρακα εχουνε μεγαλύτερη πιθανότητα με 15.8%
και ακολουθούνε το έβδομο και το όγδοο με 12.7% ενώ όλα τα άλλα άτομα έχουνε αρκετά
μικρότερη πιθανότητα. Για την E7 που είναι το HOMO, έχουμε 33% για το άτομο του
αζώτου, η οποία είναι και η μεγαλύτερη. Για την E8 που είναι το LUMO, έχουμε 15.5%
για το έκτο και το έννατο άτομο του άνθρακα ενώ οι υπόλοιπες είναι μικρότερες. Για την
E9 έχουμε 13.3% για το πέμπτο και το δέκατο άτομο του άνθρακα, η οποία είναι και η
μεγαλύτερη. Για την E10 έχουμε 18.8% για το τέταρτο και το ενδέκατο άτομο του άνθρακα.
Για την E11 έχουμε 16.5% για το πέμπτο και το δέκατο άτομο του άνθρακα. Για την E12

έχουμε 15.8% για το δεύτερο και το δεκατοτρίτο άτομο του άνθρακα. Τέλος για την E13

έχουμε 19.4% για το έβδομο και το όγδοο άτομο του άνθρακα, ενώ για το άτομο του αζωτου
η πιθανότητα είναι μηδενική.
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Σχήμα 2.16: Πιθανότητα HOMO για καρβαζόλιο. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 13) για την ιδιοενέργεια Ε7.
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Σχήμα 2.17: Πιθανότητα LUMO για καρβαζόλιο. Οι πιθανότητες παρουσίας του ηλεκτρονίου
στο κάθε άτομο του δακτυλίου (1, 2, ..., 13) για την ιδιοενέργεια Ε8.



Παράρτημα Αʹ

Εξισωση Schrödinger και στοιχεια πινακα σε
αναπαρασταση θεσεως

Σε μία διάσταση, η γενική διατύπωση της χρονοεξαρτημένης εξίσωσης Schrödinger
είναι:

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ ⇒ (Αʹ.1)

ih̄
∂

∂t
⟨x|ψ(t)⟩ = ⟨x|Ĥ|ψ(t)⟩ ⇒ (Αʹ.2)

ih̄
∂

∂t
⟨x|ψ(t)⟩ =

∫
dx′⟨x|Ĥ|x′⟩⟨x′|ψ(t)⟩ ⇒ (Αʹ.3)

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) =

∫
dx′Ĥ(

h̄

i

∂

∂x
, x)δ(x− x′)ψ(x′, t) ⇒ (Αʹ.4)

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = Ĥ(

h̄

i

∂

∂x
, x)ψ(x, t). (Αʹ.5)

Η τελευταία εξίσωση είναι η αναπαράσταση θέσεως της χρονοεξαρτημένης εξίσωσης Schrödin-
ger.

Ομοίως:

Hjµiν = ⟨ϕjµ|Ĥ|ϕiν⟩ = (Αʹ.6)∫
d3r⃗′

∫
d3r⃗⟨ϕjµ|r⃗′⟩⟨r⃗′|Ĥ|r⃗⟩⟨r⃗|ϕiν⟩ =∫

d3r⃗′
∫
d3r⃗ϕjµ(r⃗′)

∗
Ĥδ(r⃗′ − r⃗)ϕiν(r⃗) =∫
d3r⃗ϕjµ(r⃗)

∗Ĥϕiν(r⃗).
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και

Sjµiν = ⟨ϕjµ|ϕiν⟩ = (Αʹ.7)∫
d3r⃗′

∫
d3r⃗⟨ϕjµ|r⃗′⟩⟨r⃗′|r⃗⟩⟨r⃗|ϕiν⟩ =∫

d3r⃗′
∫
d3r⃗ϕjµ(r⃗′)

∗
δ(r⃗′ − r⃗)ϕiν(r⃗) =∫
d3r⃗ϕjµ(r⃗)

∗ϕiν(r⃗).



Παράρτημα Βʹ

Προγραμματα

Τα προγράμματα δημιουργήθηκαν από τον επιβλέποντα. Μπορούν να χρησιμοποιηθούν
εϕόσον γίνεται αναϕορά στο πρωτότυπο. Παρακάτω, ως παράδειγμα, παρατίθεται το πρό-
γραμμα για την πουρίνη (9H-purine). Συγκεκριμένα: το αρχείο benzene.f που περιέχει το
κυρίως πρόγραμμα, το αρχείο benzene.input από όπου διαβάζονται χρήσιμα δεδομένα και
τέλος το αρχείο benzene.output όπου ϕαίνονται τα αποτελέσματα του προγράμματος το αρ-
χείο carbazole.f που περιέχει το κυρίως πρόγραμμα, το αρχείο carbazole.input από όπου
διαβάζονται χρήσιμα δεδομένα και τέλος το αρχείο carbazole.output όπου ϕαίνονται τα α-
ποτελέσματα του προγράμματος.

Αρχείο benzene.f

program benzene
implicit none

do i=1,N; do j=1,N H(i,j)=(0.0d0,0.0d0)
! Declarations...
!! Parameters...
integer,parameter::N=6
integer,parameter::LWORK=64*N ! LWORK >= max(1,2*N-1)
integer,parameter::LDA=2*N ! LDA >= max(1,N)

!! Local arrays...
double precision,dimension(N)::W
complex*16,dimension(LDA,N)::A,AA
double precision, dimension(LDA,N)::REA,IMA
double precision,dimension(3*N)::RWORK ! dimension (max(1, 3*N-2))
complex*16,dimension(LWORK)::WORK
complex*16,dimension(N,N)::suma
complex*16,dimension(N,N)::He,H
real*8,dimension(N):: x,y,z
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integer,dimension(N)::num
character(len=2),dimension(N):: elem

!! Local scalars...
integer info,i,j,k,flag
integer pze ! number of pz electrons
complex*16 iunit
real*8 ap
real*8 EG,HOMO,LUMO,EGe,HOMOe,LUMOe,sfHOMO,sfLUMO,sfEG
real*8 d ! calculated from NIST
real*8 de! experimental
! character*40 garbage
character(len=40) garbage

! Executable Statements...
flag=0
info=0
iunit=(0.0d0,1.0d0)
! hbar = 1.05457148d-34 ! J s
! m = 9.10938188d-31 ! kg
! e = 1.60217646d-19 ! C
! so that we measure distance in Angstroem and V2 is in eV
ap=-0.63d0*(1.05457148**2)/(9.10938188*1.60217646)*1.0d2
pze=6

do i=1,N; do j=1,N
H(i,j)=(0.0d0,0.0d0)
enddo; enddo
open(unit=20,file=”benzene.input”)
read(20,*) garbage
read(20,*) garbage
do i=1,N
read(20,2) x(i),y(i),z(i),elem(i)
format(3(f6.4,4x),a2)
if (elem(i).eq.’N2’) then ! Nitrogen with coordination number 2
H(i,i)=( -7.9d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’N3’) then ! Nitrogen with coordination number 3
H(i,i)=(-10.9d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’C ’) then ! Carbon
H(i,i)=( -6.7d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’O1’) then ! Oxygen with coordination number 1
H(i,i)=(-11.8d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
end if
format(a2,4x,3(f6.4,4x),f5.1,x,f5.1)
end do
read(20,6) de
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format(3x,f7.4)
read (20,23) HOMOe,LUMOe,EGe
format (6x,f8.3,2x,6x,f8.3,2x,4x,f8.3)
close (unit=20)

open(unit=21,file=”benzene.output”)
write(21,*) ’ap=’,ap
write(21,*) ’atom distances calculated by NIST’
write(21,*) ’atom x(A) y(A) z(A) E(eV)’
do i=1,N
write(21,3) elem(i),x(i),y(i),z(i),H(i,i)
enddo
write(21,7) de
format(’de=’,f7.4,’ (A) experimental distance’)
write(21,*) ”
if (flag.eq.0) then
write(21,*) ’calculated by NIST distance values have been used’
else
write(21,*) ’experimental distance values have been used’
endif

do i=1,N; do j=1,N
REA(i,j)=0.0d0
IMA(i,j)=0.0d0
enddo; enddo

REA(1,2)=1.0d0
REA(1,6)=1.0d0

REA(2,1)=1.0d0
REA(2,3)=1.0d0

REA(3,2)=1.0d0
REA(3,4)=1.0d0

REA(4,3)=1.0d0
REA(4,5)=1.0d0

REA(5,4)=1.0d0
REA(5,6)=1.0d0

REA(6,1)=1.0d0
REA(6,5)=1.0d0

write(21,*) ”distance(A) i j Hamiltonian(eV)”
do i=1,N; do j=1,N
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He(i,j)=REA(i,j)+iunit*IMA(i,j)
if (He(i,j).eq.(1.0d0,0.0d0)) then
d=sqrt((x(i)-x(j))**2+(y(i)-y(j))**2+(z(i)-z(j))**2)
write(21,21) d
format(’ d=’,f6.3,’ (A)’)
if (flag.eq.0) then
H(i,j)=He(i,j)*ap/(d**2)
else
H(i,j)=He(i,j)*ap/(de**2)
endif
endif
write(21,2121) i,j,H(i,j)
format(17x,i2,2x,i2,2x,f7.3,2x,f7.3)
enddo; enddo

do i=1,N; do j=1,N
AA(i,j)=H(i,j)
enddo; enddo

call ZHEEV(’V’,’L’, N, AA, LDA, W, WORK, LWORK, RWORK,INFO )

! if (info.ne.0) write(*,*) ’info:’,info,’ // diagonalize (lapack)’

write(21,*)”the eigenvalues are”
do i=1,N
write(21,1) i,W(i)
format(i2,2x,es12.3)
enddo

if (modulo(N,2).eq.0) then
write(*,*) ”OK”
do i=1,N
if (i.eq.pze/2) then
HOMO = W(i)
LUMO = W(i+1)
endif
enddo
else
write(*,*) ”OPA!”
endif
EG = LUMO - HOMO
write (21,*) ”HOMO(eV) LUMO(eV) EG(eV)”
write (21,22) HOMO,LUMO,EG
format (f8.3,2x,f8.3,2x,f8.3)
write (21,*) ”HOMOe(eV) LUMOe(eV) EGe(eV)”
write (21,24) HOMOe,LUMOe,EGe
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format (f8.3,3x,f8.3,3x,f8.3)
sfHOMO=(HOMO-HOMOe)/HOMOe
sfLUMO=(LUMO-LUMOe)/LUMOe
sfEG=(EG-EGe)/EGe
write (21,25) sfHOMO,sfLUMO,sfEG
format (’sfHOMO=’,f8.3,3x,’sfLUMO=’,f8.3,3x,’sfEG=’,f8.3)

write(21,*)”The eigenvectors are”
do i=1,N; do j=1,N
write(21,5) i,j,AA(j,i),abs(AA(j,i))**2.d0
format(i2,2x,i2,4x,es12.3,2x,es12.3,4x,f6.3)
enddo; enddo

write(21,*)”checking of eigenvalues and eigenvectors”

do k=1,N; do j=1,N
suma(j,k)=(0.0d0,0.0d0)
do i=1,N
suma(j,k)=suma(j,k)+H(j,i)*AA(i,k)
enddo
if ( abs(suma(j,k)-W(k)*AA(j,k)).gt.1.d-12 ) then
write(21,4) j,k,suma(j,k)-W(k)*AA(j,k)
4 format(’j=’,i2,2x,’k=’,i2,4x,es12.5,2x,es12.5)
write (21,*) ’problem’
endif
enddo; enddo

close (unit=21)

end

include ’lapack-set.f’
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Αρχείο benzene.input

Benzene from NIST
calculated positions in Angstroem (rearranged after 3D plotting with Origin)
1.9047 3.5333 0.2237 C
3.2883 3.3891 0.2345 C
3.8560 2.1213 0.1612 C
3.0401 0.9977 0.0771 C
1.6565 1.1421 0.0663 C
1.0888 2.4099 0.1396 C

de= 1.397 ! Angstroem ! rCC from Davico et al JACS 117 (1995) 2590

HOMOe= -9.250 LUMOe= -4.45 EGe= 4.800 ! references of HKS Molecular Physics 107 (2009)

1755
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Αρχείο benzene.output

ap= -4.8005766216810928
atom distances calculated by NIST
atom x(A) y(A) z(A) E(eV)
C 1.9047 3.5333 0.2237 -6.7 0.0
C 3.2883 3.3891 0.2345 -6.7 0.0
C 3.8560 2.1213 0.1612 -6.7 0.0
C 3.0401 0.9977 0.0771 -6.7 0.0
C 1.6565 1.1421 0.0663 -6.7 0.0
C 1.0888 2.4099 0.1396 -6.7 0.0

de= 1.3970 (A) experimental distance

calculated by NIST distance values have been used
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distance(A) i j Hamiltonian(eV)
1 1 -6.700 0.000

d= 1.391 (A)
1 2 -2.481 0.000
1 3 0.000 0.000
1 4 0.000 0.000
1 5 0.000 0.000

d= 1.391 (A)
1 6 -2.481 0.000

d= 1.391 (A)
2 1 -2.481 0.000
2 2 -6.700 0.000

d= 1.391 (A)
2 3 -2.481 0.000
2 4 0.000 0.000
2 5 0.000 0.000
2 6 0.000 0.000
3 1 0.000 0.000

d= 1.391 (A)
3 2 -2.481 0.000
3 3 -6.700 0.000

d= 1.391 (A)
3 4 -2.481 0.000
3 5 0.000 0.000
3 6 0.000 0.000
4 1 0.000 0.000
4 2 0.000 0.000

d= 1.391 (A)
4 3 -2.481 0.000
4 4 -6.700 0.000

d= 1.391 (A)
4 5 -2.481 0.000
4 6 0.000 0.000
5 1 0.000 0.000
5 2 0.000 0.000
5 3 0.000 0.000

d= 1.391 (A)
5 4 -2.481 0.000
5 5 -6.700 0.000

d= 1.391 (A)
5 6 -2.481 0.000

d= 1.391 (A)
6 1 -2.481 0.000
6 2 0.000 0.000
6 3 0.000 0.000
6 4 0.000 0.000

d= 1.391 (A)
6 5 -2.481 0.000
6 6 -6.700 0.000
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the eigenvalues are
1 -1.166E+01
2 -9.181E+00
3 -9.181E+00
4 -4.219E+00
5 -4.219E+00
6 -1.738E+00
HOMO(eV) LUMO(eV) EG(eV)
-9.181 -4.219 4.961
HOMOe(eV) LUMOe(eV) EGe(eV)
-9.250 -4.450 4.800
sfHOMO= -0.008 sfLUMO= -0.052 sfEG= 0.034
The eigenvectors are
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1 1 4.083E-01 -0.000E+00 0.167
1 2 4.082E-01 0.000E+00 0.167
1 3 4.082E-01 -0.000E+00 0.167
1 4 4.082E-01 0.000E+00 0.167
1 5 4.082E-01 -0.000E+00 0.167
1 6 4.083E-01 0.000E+00 0.167
2 1 2.551E-01 0.000E+00 0.065
2 2 -3.211E-01 0.000E+00 0.103
2 3 -5.761E-01 0.000E+00 0.332
2 4 -2.551E-01 0.000E+00 0.065
2 5 3.210E-01 0.000E+00 0.103
2 6 5.761E-01 0.000E+00 0.332
3 1 -5.179E-01 0.000E+00 0.268
3 2 -4.798E-01 0.000E+00 0.230
3 3 3.808E-02 0.000E+00 0.001
3 4 5.180E-01 0.000E+00 0.268
3 5 4.799E-01 0.000E+00 0.230
3 6 -3.806E-02 0.000E+00 0.001
4 1 -5.179E-01 0.000E+00 0.268
4 2 4.798E-01 0.000E+00 0.230
4 3 3.808E-02 0.000E+00 0.001
4 4 -5.180E-01 0.000E+00 0.268
4 5 4.799E-01 0.000E+00 0.230
4 6 3.806E-02 0.000E+00 0.001
5 1 2.551E-01 0.000E+00 0.065
5 2 3.211E-01 0.000E+00 0.103
5 3 -5.761E-01 0.000E+00 0.332
5 4 2.551E-01 0.000E+00 0.065
5 5 3.210E-01 0.000E+00 0.103
5 6 -5.761E-01 0.000E+00 0.332
6 1 4.083E-01 0.000E+00 0.167
6 2 -4.082E-01 0.000E+00 0.167
6 3 4.082E-01 0.000E+00 0.167
6 4 -4.082E-01 0.000E+00 0.167
6 5 4.082E-01 0.000E+00 0.167
6 6 -4.083E-01 0.000E+00 0.167

checking of eigenvalues and eigenvectors
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και για το καρβαζόλιο:

Αρχείο carbazole.f

program carbazole
implicit none

! Declarations...
!! Parameters...
integer,parameter::N=13
integer,parameter::LWORK=64*N ! LWORK ¿= max(1,2*N-1)
integer,parameter::LDA=2*N ! LDA ¿= max(1,N)

!! Local arrays...
double precision,dimension(N)::W
complex*16,dimension(LDA,N)::A,AA
double precision, dimension(LDA,N)::REA,IMA
double precision,dimension(3*N)::RWORK ! dimension (max(1, 3*N-2))
complex*16,dimension(LWORK)::WORK
complex*16,dimension(N,N)::suma
complex*16,dimension(N,N)::He,H
real*8,dimension(N):: x,y,z
integer,dimension(N)::num
character(len=2),dimension(N):: elem

!! Local scalars...
integer info,i,j,k,flag
integer pze ! number of pz electrons
complex*16 iunit
real*8 ap
real*8 EG,HOMO,LUMO,EGe,HOMOe,LUMOe,sfHOMO,sfLUMO,sfEG
real*8 d ! calculated from NIST
real*8 de! experimental
! character*40 garbage
character(len=40) garbage

! Executable Statements...
flag=0
info=0
iunit=(0.0d0,1.0d0)
! hbar = 1.05457148d-34 ! J s
! m = 9.10938188d-31 ! kg
! e = 1.60217646d-19 ! C
! so that we measure distance in Angstroem and V2 is in eV
ap=-0.63d0*(1.05457148**2)/(9.10938188*1.60217646)*1.0d2
pze=14
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do i=1,N; do j=1,N
H(i,j)=(0.0d0,0.0d0)
enddo; enddo

open(unit=20,file=”carbazole.input”)
read(20,*) garbage
read(20,*) garbage
do i=1,N
read(20,2) x(i),y(i),z(i),elem(i)
2 format(3(f7.4,4x),a2)
if (elem(i).eq.’N2’) then ! Nitrogen with coordination number 2
H(i,i)=( -7.9d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’N3’) then ! Nitrogen with coordination number 3
H(i,i)=(-10.9d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’C ’) then ! Carbon
H(i,i)=( -6.7d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
else if (elem(i).eq.’O1’) then ! Oxygen with coordination number 1
H(i,i)=(-11.8d0,0.0d0) ! onsite energy in eV
end if
3 format(a2,4x,3(f7.4,4x),f5.1,x,f5.1)
end do
read(20,6) de
6 format(3x,f7.4)
read (20,23) HOMOe,LUMOe,EGe
23 format (6x,f8.3,2x,6x,f8.3,2x,4x,f8.3)
close (unit=20)

open(unit=21,file=”carbazole.output”)
write(21,*) ’ap=’,ap
write(21,*) ’atom distances calculated by NIST’
write(21,*) ’atom x(A) y(A) z(A) E(eV)’
do i=1,N
write(21,3) elem(i),x(i),y(i),z(i),H(i,i)
enddo
write(21,7) de
7 format(’de=’,f7.4,’ (A) experimental distance’)
write(21,*) ”
if (flag.eq.0) then
write(21,*) ’calculated by NIST distance values have been used’
else
write(21,*) ’experimental distance values have been used’
endif

do i=1,N; do j=1,N
REA(i,j)=0.0d0
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IMA(i,j)=0.0d0
enddo; enddo

REA(1,2)=1.0d0
REA(1,13)=1.0d0
REA(2,1)=1.0d0
REA(2,3)=1.0d0
REA(2,7)=1.0d0
REA(3,2)=1.0d0
REA(3,4)=1.0d0
REA(4,3)=1.0d0
REA(4,5)=1.0d0
REA(5,4)=1.0d0
REA(5,6)=1.0d0
REA(6,5)=1.0d0
REA(6,7)=1.0d0
REA(7,2)=1.0d0
REA(7,6)=1.0d0
REA(7,8)=1.0d0
REA(8,7)=1.0d0
REA(8,9)=1.0d0
REA(8,13)=1.0d0
REA(9,8)=1.0d0
REA(9,10)=1.0d0
REA(10,9)=1.0d0
REA(10,11)=1.0d0
REA(11,10)=1.0d0
REA(11,12)=1.0d0
REA(12,11)=1.0d0
REA(12,13)=1.0d0
REA(13,1)=1.0d0
REA(13,8)=1.0d0
REA(13,12)=1.0d0

write(21,*) ”distance(A) i j Hamiltonian(eV)”
do i=1,N; do j=1,N
He(i,j)=REA(i,j)+iunit*IMA(i,j)
if (He(i,j).eq.(1.0d0,0.0d0)) then
d=sqrt((x(i)-x(j))**2+(y(i)-y(j))**2+(z(i)-z(j))**2)
write(21,21) d
21 format(’ d=’,f6.3,’ (A)’)
if (flag.eq.0) then
H(i,j)=He(i,j)*ap/(d**2)
else
H(i,j)=He(i,j)*ap/(de**2)
endif
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endif
write(21,2121) i,j,H(i,j)
2121 format(17x,i2,2x,i2,2x,f7.3,2x,f7.3)
enddo; enddo

do i=1,N; do j=1,N
AA(i,j)=H(i,j)
enddo; enddo

call ZHEEV(’V’,’L’, N, AA, LDA, W, WORK, LWORK, RWORK,INFO )

! if (info.ne.0) write(*,*) ’info:’,info,’ // diagonalize (lapack)’

write(21,*)”the eigenvalues are”
do i=1,N
write(21,1) i,W(i)
1 format(i2,2x,es12.3)
enddo

do i=1,N
if (i.eq.pze/2) then
HOMO = W(i)
LUMO = W(i+1)
endif
enddo
EG = LUMO - HOMO
write (21,*) ”HOMO(eV) LUMO(eV) EG(eV)”
write (21,22) HOMO,LUMO,EG
22 format (f8.3,2x,f8.3,2x,f8.3)
write (21,*) ”HOMOe(eV) LUMOe(eV) EGe(eV)”
write (21,24) HOMOe,LUMOe,EGe
24 format (f8.3,3x,f8.3,3x,f8.3)
sfHOMO=(HOMO-HOMOe)/HOMOe
sfLUMO=(LUMO-LUMOe)/LUMOe
sfEG=(EG-EGe)/EGe
write (21,25) sfHOMO,sfLUMO,sfEG
25 format (’sfHOMO=’,f8.3,3x,’sfLUMO=’,f8.3,3x,’sfEG=’,f8.3)

write(21,*)”The eigenvectors are”
do i=1,N; do j=1,N
write(21,5) i,j,AA(j,i),abs(AA(j,i))**2.d0
5 format(i2,2x,i2,4x,es12.3,2x,es12.3,4x,f6.3)
enddo; enddo

write(21,*)”checking of eigenvalues and eigenvectors”
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do k=1,N; do j=1,N
suma(j,k)=(0.0d0,0.0d0)
do i=1,N
suma(j,k)=suma(j,k)+H(j,i)*AA(i,k)
enddo
if ( abs(suma(j,k)-W(k)*AA(j,k)).gt.1.d-12 ) then
write(21,4) j,k,suma(j,k)-W(k)*AA(j,k)
4 format(’j=’,i2,2x,’k=’,i2,4x,es12.5,2x,es12.5)
write (21,*) ’problem’
endif
enddo; enddo

close (unit=21)

end

include ’lapack-set.f’



102

Αρχείο carbazole.input

Carbazole from NIST calculated positions in Angstroem (rearranged after 3D plotting with Ori-
gin)
-0.5644 -0.9979 0.9494 N2
0.7619 -0.8222 0.5850 C
1.6096 0.2664 0.8020 C
2.9143 0.1757 0.3220 C
3.3653 -0.9699 -0.3573 C
2.5151 -2.0518 -0.5702 C
1.1983 -1.9888 -0.0987 C
0.0681 -2.8970 -0.1375 C
-0.1331 -4.1797 -0.6611 C
-1.3803 -4.7827 -0.5205 C
-2.4298 -4.1179 0.1380 C
-2.2585 -2.8413 0.6688 C
-1.0051 -2.2421 0.5244 C

de= 1.397 ! Angstroem ! rCC from Davico et al JACS 117

(1995) 2590
HOMOe= -7.600 LUMOe= -3.90 EGe= 3.700 ! H. Walba and G.E.K Branch, J. Am. Chem.
Soc. 73 (1951) 3341
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carbazole.output

ap= -4.80057662168109
atom distances calculated by NIST
atom x(A) y(A) z(A) E(eV)
N2 -0.5644 -0.9979 0.9494 -7.9 0.0
C 0.7619 -0.8222 0.5850 -6.7 0.0
C 1.6096 0.2664 0.8020 -6.7 0.0
C 2.9143 0.1757 0.3220 -6.7 0.0
C 3.3653 -0.9699 -0.3573 -6.7 0.0
C 2.5151 -2.0518 -0.5702 -6.7 0.0
C 1.1983 -1.9888 -0.0987 -6.7 0.0
C 0.0681 -2.8970 -0.1375 -6.7 0.0
C -0.1331 -4.1797 -0.6611 -6.7 0.0
C -1.3803 -4.7827 -0.5205 -6.7 0.0
C -2.4298 -4.1179 0.1380 -6.7 0.0
C -2.2585 -2.8413 0.6688 -6.7 0.0
C -1.0051 -2.2421 0.5244 -6.7 0.0

de= 1.3970 (A) experimental distance

calculated by NIST distance values have been used
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distance(A) i j Hamiltonian(eV)
1 1 -7.900 0.000

d= 1.387 (A)
1 2 -2.497 0.000
1 3 0.000 0.000
1 4 0.000 0.000
1 5 0.000 0.000
1 6 0.000 0.000
1 7 0.000 0.000
1 8 0.000 0.000
1 9 0.000 0.000
1 10 0.000 0.000
1 11 0.000 0.000
1 12 0.000 0.000

d= 1.387 (A)
1 13 -2.497 0.000

d= 1.387 (A)
2 1 -2.497 0.000
2 2 -6.700 0.000

d= 1.397 (A)
2 3 -2.461 0.000
2 4 0.000 0.000
2 5 0.000 0.000
2 6 0.000 0.000

d= 1.421 (A)
2 7 -2.378 0.000
2 8 0.000 0.000
2 9 0.000 0.000
2 10 0.000 0.000
2 11 0.000 0.000
2 12 0.000 0.000
2 13 0.000 0.000
3 1 0.000 0.000

d= 1.397 (A)
3 2 -2.461 0.000
3 3 -6.700 0.000

d= 1.393 (A)
3 4 -2.473 0.000
3 5 0.000 0.000
3 6 0.000 0.000
3 7 0.000 0.000
3 8 0.000 0.000
3 9 0.000 0.000
3 10 0.000 0.000
3 11 0.000 0.000
3 12 0.000 0.000
3 13 0.000 0.000
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4 1 0.000 0.000
4 2 0.000 0.000

d= 1.393 (A)
4 3 -2.473 0.000
4 4 -6.700 0.000

d= 1.406 (A)
4 5 -2.428 0.000
4 6 0.000 0.000
4 7 0.000 0.000
4 8 0.000 0.000
4 9 0.000 0.000
4 10 0.000 0.000
4 11 0.000 0.000
4 12 0.000 0.000
4 13 0.000 0.000
5 1 0.000 0.000
5 2 0.000 0.000
5 3 0.000 0.000

d= 1.406 (A)
5 4 -2.428 0.000
5 5 -6.700 0.000

d= 1.392 (A)
5 6 -2.476 0.000
5 7 0.000 0.000
5 8 0.000 0.000
5 9 0.000 0.000
5 10 0.000 0.000
5 11 0.000 0.000
5 12 0.000 0.000
5 13 0.000 0.000
6 1 0.000 0.000
6 2 0.000 0.000
6 3 0.000 0.000
6 4 0.000 0.000

d= 1.392 (A)
6 5 -2.476 0.000
6 6 -6.700 0.000

d= 1.400 (A)
6 7 -2.449 0.000
6 8 0.000 0.000
6 9 0.000 0.000
6 10 0.000 0.000
6 11 0.000 0.000
6 12 0.000 0.000
6 13 0.000 0.000
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7 1 0.000 0.000
d= 1.421 (A)

7 2 -2.378 0.000
7 3 0.000 0.000
7 4 0.000 0.000
7 5 0.000 0.000

d= 1.400 (A)
7 6 -2.449 0.000
7 7 -6.700 0.000

d= 1.450 (A)
7 8 -2.282 0.000
7 9 0.000 0.000
7 10 0.000 0.000
7 11 0.000 0.000
7 12 0.000 0.000
7 13 0.000 0.000
8 1 0.000 0.000
8 2 0.000 0.000
8 3 0.000 0.000
8 4 0.000 0.000
8 5 0.000 0.000
8 6 0.000 0.000

d= 1.450 (A)
8 7 -2.282 0.000
8 8 -6.700 0.000

d= 1.400 (A)
8 9 -2.449 0.000
8 10 0.000 0.000
8 11 0.000 0.000
8 12 0.000 0.000

d= 1.421 (A)
8 13 -2.378 0.000
9 1 0.000 0.000
9 2 0.000 0.000
9 3 0.000 0.000
9 4 0.000 0.000
9 5 0.000 0.000
9 6 0.000 0.000
9 7 0.000 0.000

d= 1.400 (A)
9 8 -2.449 0.000
9 9 -6.700 0.000

d= 1.392 (A)
9 10 -2.476 0.000
9 11 0.000 0.000
9 12 0.000 0.000
9 13 0.000 0.000
10 1 0.000 0.000
10 2 0.000 0.000
10 3 0.000 0.000
10 4 0.000 0.000
10 5 0.000 0.000
10 6 0.000 0.000
10 7 0.000 0.000
10 8 0.000 0.000
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d= 1.392 (A)
10 9 -2.476 0.000
10 10 -6.700 0.000

d= 1.406 (A)
10 11 -2.428 0.000
10 12 0.000 0.000
10 13 0.000 0.000
11 1 0.000 0.000
11 2 0.000 0.000
11 3 0.000 0.000
11 4 0.000 0.000
11 5 0.000 0.000
11 6 0.000 0.000
11 7 0.000 0.000
11 8 0.000 0.000
11 9 0.000 0.000

d= 1.406 (A)
11 10 -2.428 0.000
11 11 -6.700 0.000

d= 1.393 (A)
11 12 -2.474 0.000
11 13 0.000 0.000
12 1 0.000 0.000
12 2 0.000 0.000
12 3 0.000 0.000
12 4 0.000 0.000
12 5 0.000 0.000
12 6 0.000 0.000
12 7 0.000 0.000
12 8 0.000 0.000
12 9 0.000 0.000
12 10 0.000 0.000

d= 1.393 (A)
12 11 -2.474 0.000
12 12 -6.700 0.000

d= 1.397 (A)
12 13 -2.461 0.000

d= 1.387 (A)
13 1 -2.497 0.000
13 2 0.000 0.000
13 3 0.000 0.000
13 4 0.000 0.000
13 5 0.000 0.000
13 6 0.000 0.000
13 7 0.000 0.000

d= 1.421 (A)
13 8 -2.378 0.000
13 9 0.000 0.000
13 10 0.000 0.000
13 11 0.000 0.000

d= 1.397 (A)
13 12 -2.461 0.000
13 13 -6.700 0.000
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the eigenvalues are
1 -1.283E+01
2 -1.134E+01
3 -1.045E+01
4 -9.850E+00
5 -9.170E+00
6 -8.430E+00
7 -7.556E+00
8 -4.702E+00
9 -4.233E+00
10 -3.526E+00
11 -3.394E+00
12 -1.597E+00
13 -1.214E+00
HOMO(eV) LUMO(eV) EG(eV)
-7.556 -4.702 2.854
HOMOe(eV) LUMOe(eV) EGe(eV)
-7.600 -3.900 3.700
sfHOMO= -0.006 sfLUMO= 0.206 sfEG= -0.229
The eigenvectors are
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1 1 3.976E-01 0.000E+00 0.158
1 2 3.928E-01 0.000E+00 0.154
1 3 2.147E-01 0.000E+00 0.046
1 4 1.416E-01 0.000E+00 0.020
1 5 1.389E-01 0.000E+00 0.019
1 6 2.051E-01 0.000E+00 0.042
1 7 3.730E-01 0.000E+00 0.139
1 8 3.731E-01 0.000E+00 0.139
1 9 2.051E-01 0.000E+00 0.042
1 10 1.389E-01 0.000E+00 0.019
1 11 1.416E-01 0.000E+00 0.020
1 12 2.147E-01 0.000E+00 0.046
1 13 3.927E-01 0.000E+00 0.154
2 1 -5.556E-05 0.000E+00 0.000
2 2 -2.661E-01 0.000E+00 0.071
2 3 -3.216E-01 0.000E+00 0.103
2 4 -3.392E-01 0.000E+00 0.115
2 5 -3.211E-01 0.000E+00 0.103
2 6 -2.697E-01 0.000E+00 0.073
2 7 -1.867E-01 0.000E+00 0.035
2 8 1.867E-01 0.000E+00 0.035
2 9 2.697E-01 0.000E+00 0.073
2 10 3.212E-01 0.000E+00 0.103
2 11 3.392E-01 0.000E+00 0.115
2 12 3.216E-01 0.000E+00 0.103
2 13 2.660E-01 0.000E+00 0.071
3 1 4.974E-01 0.000E+00 0.247
3 2 2.542E-01 0.000E+00 0.065
3 3 2.137E-02 0.000E+00 0.000
3 4 -2.205E-01 0.000E+00 0.049
3 5 -3.624E-01 0.000E+00 0.131
3 6 -3.329E-01 0.000E+00 0.111
3 7 -1.434E-01 0.000E+00 0.021
3 8 -1.434E-01 0.000E+00 0.021
3 9 -3.328E-01 0.000E+00 0.111
3 10 -3.623E-01 0.000E+00 0.131
3 11 -2.204E-01 0.000E+00 0.049
3 12 2.138E-02 0.000E+00 0.000
3 13 2.542E-01 0.000E+00 0.065
4 1 -8.444E-02 0.000E+00 0.007
4 2 -3.302E-02 0.000E+00 0.001
4 3 -3.408E-01 0.000E+00 0.116
4 4 -4.012E-01 0.000E+00 0.161
4 5 -1.733E-01 0.000E+00 0.030
4 6 1.729E-01 0.000E+00 0.030
4 7 3.977E-01 0.000E+00 0.158
4 8 3.977E-01 0.000E+00 0.158
4 9 1.730E-01 0.000E+00 0.030
4 10 -1.734E-01 0.000E+00 0.030
4 11 -4.013E-01 0.000E+00 0.161
4 12 -3.409E-01 0.000E+00 0.116
4 13 -3.293E-02 0.000E+00 0.001
5 1 -6.779E-05 0.000E+00 0.000
5 2 3.418E-01 0.000E+00 0.117
5 3 3.594E-01 0.000E+00 0.129
5 4 1.878E-02 0.000E+00 0.000
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5 5 -3.470E-01 0.000E+00 0.120
5 6 -3.646E-01 0.000E+00 0.133
5 7 -1.680E-02 0.000E+00 0.000
5 8 1.685E-02 0.000E+00 0.000
5 9 3.646E-01 0.000E+00 0.133
5 10 3.470E-01 0.000E+00 0.120
5 11 -1.876E-02 0.000E+00 0.000
5 12 -3.594E-01 0.000E+00 0.129
5 13 -3.419E-01 0.000E+00 0.117
6 1 -2.881E-05 0.000E+00 0.000
6 2 -3.115E-01 0.000E+00 0.097
6 3 1.249E-01 0.000E+00 0.016
6 4 3.973E-01 0.000E+00 0.158
6 5 1.559E-01 0.000E+00 0.024
6 6 -2.806E-01 0.000E+00 0.079
6 7 -3.559E-01 0.000E+00 0.127
6 8 3.558E-01 0.000E+00 0.127
6 9 2.805E-01 0.000E+00 0.079
6 10 -1.559E-01 0.000E+00 0.024
6 11 -3.972E-01 0.000E+00 0.158
6 12 -1.248E-01 0.000E+00 0.016
6 13 3.115E-01 0.000E+00 0.097
7 1 5.742E-01 0.000E+00 0.330
7 2 -3.960E-02 0.000E+00 0.002
7 3 -3.448E-01 0.000E+00 0.119
7 4 -7.989E-02 0.000E+00 0.006
7 5 3.231E-01 0.000E+00 0.104
7 6 1.900E-01 0.000E+00 0.036
7 7 -2.603E-01 0.000E+00 0.068
7 8 -2.602E-01 0.000E+00 0.068
7 9 1.901E-01 0.000E+00 0.036
7 10 3.231E-01 0.000E+00 0.104
7 11 -7.992E-02 0.000E+00 0.006
7 12 -3.449E-01 0.000E+00 0.119
7 13 -3.959E-02 0.000E+00 0.002
8 1 -1.439E-01 0.000E+00 0.021
8 2 9.225E-02 0.000E+00 0.009
8 3 3.383E-01 0.000E+00 0.114
8 4 -3.651E-01 0.000E+00 0.133
8 5 -4.417E-02 0.000E+00 0.002
8 6 3.936E-01 0.000E+00 0.155
8 7 -2.765E-01 0.000E+00 0.076
8 8 -2.764E-01 0.000E+00 0.076
8 9 3.937E-01 0.000E+00 0.155
8 10 -4.429E-02 0.000E+00 0.002
8 11 -3.650E-01 0.000E+00 0.133
8 12 3.384E-01 0.000E+00 0.114
8 13 9.214E-02 0.000E+00 0.008
9 1 -7.109E-05 0.000E+00 0.000
9 2 -3.591E-01 0.000E+00 0.129
9 3 3.416E-01 0.000E+00 0.117
9 4 1.651E-02 0.000E+00 0.000
9 5 -3.648E-01 0.000E+00 0.133
9 6 3.473E-01 0.000E+00 0.121
9 7 1.904E-02 0.000E+00 0.000
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9 8 -1.911E-02 0.000E+00 0.000
9 9 -3.472E-01 0.000E+00 0.121
9 10 3.649E-01 0.000E+00 0.133
9 11 -1.665E-02 0.000E+00 0.000
9 12 -3.416E-01 0.000E+00 0.117
9 13 3.592E-01 0.000E+00 0.129
10 1 1.283E-04 0.000E+00 0.000
10 2 -5.435E-02 0.000E+00 0.003
10 3 -2.960E-01 0.000E+00 0.088
10 4 4.339E-01 0.000E+00 0.188
10 5 -2.656E-01 0.000E+00 0.071
10 6 -8.506E-02 0.000E+00 0.007
10 7 3.787E-01 0.000E+00 0.143
10 8 -3.788E-01 0.000E+00 0.143
10 9 8.539E-02 0.000E+00 0.007
10 10 2.653E-01 0.000E+00 0.070
10 11 -4.338E-01 0.000E+00 0.188
10 12 2.961E-01 0.000E+00 0.088
10 13 5.413E-02 0.000E+00 0.003
11 1 3.713E-01 0.000E+00 0.138
11 2 -3.351E-01 0.000E+00 0.112
11 3 6.018E-02 0.000E+00 0.004
11 4 2.530E-01 0.000E+00 0.064
11 5 -4.058E-01 0.000E+00 0.165
11 6 2.937E-01 0.000E+00 0.086
11 7 1.375E-02 0.000E+00 0.000
11 8 1.403E-02 0.000E+00 0.000
11 9 2.936E-01 0.000E+00 0.086
11 10 -4.059E-01 0.000E+00 0.165
11 11 2.533E-01 0.000E+00 0.064
11 12 5.990E-02 0.000E+00 0.004
11 13 -3.351E-01 0.000E+00 0.112
12 1 -3.146E-01 0.000E+00 0.099
12 2 3.972E-01 0.000E+00 0.158
12 3 -3.166E-01 0.000E+00 0.100
12 4 2.581E-01 0.000E+00 0.067
12 5 -2.198E-01 0.000E+00 0.048
12 6 1.999E-01 0.000E+00 0.040
12 7 -1.942E-01 0.000E+00 0.038
12 8 -1.941E-01 0.000E+00 0.038
12 9 1.998E-01 0.000E+00 0.040
12 10 -2.198E-01 0.000E+00 0.048
12 11 2.581E-01 0.000E+00 0.067
12 12 -3.166E-01 0.000E+00 0.100
12 13 3.971E-01 0.000E+00 0.158
13 1 -6.810E-06 0.000E+00 0.000
13 2 -2.888E-01 0.000E+00 0.083
13 3 2.178E-01 0.000E+00 0.047
13 4 -1.957E-01 0.000E+00 0.038
13 5 2.204E-01 0.000E+00 0.049
13 6 -2.963E-01 0.000E+00 0.088
13 7 4.409E-01 0.000E+00 0.194
13 8 -4.409E-01 0.000E+00 0.194
13 9 2.964E-01 0.000E+00 0.088
13 10 -2.204E-01 0.000E+00 0.049
13 11 1.958E-01 0.000E+00 0.038
13 12 -2.179E-01 0.000E+00 0.047
13 13 2.889E-01 0.000E+00 0.083
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checking of eigenvalues and eigenvectors
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