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GRECE

RESUME'. Dans ce- travail et aprés l'introduction d'un nouveau type

_d'hypervaluation d'un hypergroupe canonique, certains sujets relatifs a la terminologic des

différentes sortes d'hypervaluation de ces hypergroupes sont regles. D'autre part, unc

- classe encore d'hypergroupes canoniques s'introduit, c'est celle des hypergroupes presque

fortement canoniqucs.

* Comme on le sait, une condition nécessaire pour qu'un hypcrgroupe canonique [4]
[8] (H,+) soit valuabic ou hypervaluable [7] [9] est qu'il sgit fortement canonique [6] [9],
c'est-a-dire qu'il satisfasse de plus aux conditions:

f,. Pourtout x,y,z,wekl,si(x+y)n(z+w)#D,ona
oubicn x+ycz+w ,oubicn z+wcx+y

fo- Pourtout x,yeH ona(l)
XEX+YDXx+y=x .

On a démontré quc l'axiome f, scul implique les deux propriétés suivantes [9]:

f2. Pourtout x,ye H avec x#y ona:
(x=0)N(-x)=Det -NNGH-1)=9F

(1) Comme d'habitude, on identific, s'il'n y a pas le risque de confusion, les
.éléments x avec les singlctons correspondants {x}, donc, en particulier, x+y = x au licu
de x+y = {x} [4]1[8].
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7. . Pourtout x,y,a€l ,si (x+a)n(y+a)#<D, ona

x+a=y+a

-
* .

On remarque maintenant que chacune de ces propriéiés isolement implique 'axiome
fa- '

En effet:

D 3= fo

Carsi x,zex+y,alors yex—x et yez—x, donc (x—x)N(z—x)# D, cc qui
contredita f; pour z #x. Donc z=x et x+y =x.

i) fi=f,

Comme précédemment x,ze x+y entraine (x— x)n(z-x)#3, donc, par
hypothese, x —x =z —x, dot Oez-x et z=x.
On déduit, donc, que: ’

Proposition 1: L’hypergroupe fortement canonique peut étre défini de maniere
équivalente par les axiomes f, f; et f,,f; respectivement .

Considerons maintenant un hypergroupe canonique hypervalué au sens de [4], c'est-
a-dire dont le support est muni d'une distance hyperultramétrique d [ autrement dit d'une
application d:Hx1{ — £ ,ou £ ecstun ensemble totalement ordonné contenant
un plus petit élément note 0-le zéro de £ - telle que :

a) dixx)=0.

b) d(x,y) = d(y.x).

¢) d(x)y) < max {d(x,2),d(z,y)} quelsque soient x.y,z dans 1 ] , qui verifie de plus’

les conditions: ' A

°

h. Pour tout xy €ll I'hypersomme x+y est_un cercle de l'espace
hvperulirametrigue (H.d). i

h,. Pour tout xy,a € H tels que (x+a) N(y+a)= D, Qng_d(x+a,y+a) = d(x,yj.

h,. Pour tout x,y€ll _ona x€x+y = x+y =%
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. On voit que par cette définition Thypervaluabilité d'un hypergroupe canonique a’licu
) scuicmcm au cas qu'il-vérific I'axiome f, des hypcrgroupes fortcment canoniques. Mais
lexemple ci-dessous montrc que I'on peut considérer des hypcrgroupcs canoniques qui

sont hypervalués d'aprcs un nouvel sens , résultant des prcccdcnts par une modification de
- leur définition et sans qu'ils satisfassent a I'axiome f,.

Soit , en effet, un ensemble H totalement ordonné ct possedant un élément

minimum 0. Comme on le sait [6] H muni de lv'hyperopération -
x+y=max{x,y},si x#y et x+x=[0x]

se rend un hypergroupe canonique a éléments autoopposés, qui satisfait a I'axiome f;
des hypergroupcs canoniqucs, mais non a l'axiome f, (puisquc, pour

7 #0, x € x+x = x+x = x). Pour simplificr Ics choses considérons // C R,
avec 0e H et Q= H . Alors l'application d:I{ xH — H telle que:

7 d(x,y) =max{x,y},si x=y et d(x,x)=0

est une hyperultramétrique (méme, au cas préscentunc ultramétrique) sur /7 , qui satisfait a

I'axiome A dcs hypergroupes canoniques hypervalués. En effct, pour tout x,y € 1,
x+y est un cercle de I'espace (H,d) . Car, si x <'y ; alors x+y =y = C(y,0) est un cercle
de rayon proprc 0 , tandis que le plus grand rayon semi-réel (112 est y~

C'est-a-dirc on a x+y=C(y,)\iQ. Carpourtoutze K ona,si z >y, dd,z) =iz oayi
donc ze¢ C(y, y') etsi z<y,d(y,z2)=y >y, doncde méme z¢ C(y, y'). Il en
resulte, donc, que C(y,y ) = {y}. :

Soitx =y . Alors x+y = x+x = [0, x] et x+y estle cercle C(0, x) . En effet, pour tout:
ze€e H ona d(0,z) =z=1z | (U'hypervaluation (valuation) de z associéc a d [9] et, si
z>X, d(0, z)>x, donc z € C(0,x), tandis que pour tout z < x,ona d(0,z) <x.ct z €.
C(0, x) - Donc C(0, x) = [0, x] .

Evidemment pour les deux cas on peut &crire x+y = C(z, p max{ lxl, Iyl -}), ol
ze x+y estquelcouque et ol pour le "coefficien de proportionalité” p ona p=1, si

x#y et p=1,si x=y.
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Ensuite on voit que le fait que ( H,+) satisfait & I'axiome h, cntraine qu'il satisfait

aussi a 'axiome f, dcs hypergroupes fortement canoniques. Quant a I'axiome f, de
ces dernicres, celui-ci n'a pas licu pour tout x, y € H .En particulicrion‘a, si x< y,4 -

C yextyDx+y=Yy '
tandis que, si x =y #0, x € X+X PX+xX = X.

Evidemment ( /{ ,+) ne satisfait pas a I'axiome équivalent f, , par rapport auquel
0N a, Si PL., X <Y,

+0)NG+x) =D et +)NG+3) £330 ) )

D'autre part et relativement a I'hypervaluation de (H, +) et d'apre$ f, - on a pour les
cercles disjoints x+x .cLy+x et pour X<y,

d(x+x,y+x) = d([0,x],y) =y = d(x)y) 2
En généralisant, on a que pour un hypergroupe canonique quelcouque (I, +)
acceptant une hypervaluation avec des consequences comme dans I'exemple consideré,

ces dernicres, c'est-adire les (1) et (2), sont exprimées respectivement par les propri¢igs:

p: Pour tout x,y €, si x#y ,0na
ou bien (x-x)N(y-x) =D, ou bien (-y)NQG-x) = D.

h: Pour tout x,ye H, si x#y ,ona
ou bien d(x-x,y-x) = d(x,y), ou bien d(y-y,y-x) = d(x.y).

On abouti ainsi 4 poscr les défiritions:

Definition 1. Ui~ hypergroupe canonique (I, +) muni d’'une distance

hyperultramétrique d:11 x H — Q (ou Q est comme ci-dessus) et vérifiant de plus les

conditions hv, = h el hv,= h scra appelé hypervalué ou hyperuliramétriqgue.On pose

d(ox) = | x| -I'hypervaluation de x - et la fonction 1o 1:11 - Q ainsi définie est

I'hvpervaluation associée a Uhyperultrametrique d (Comp. [9]) .

Conséquences :
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1) Si (x-x)N(y-x) = @ , alors d(x-x,y-x) = d(0,y-x) = ly—xi, dong, d'apr(f:s.hv2 , Sk
x #y, d(xy) = ly-d .

(ot, ¢videmment,si A g H,Al={lale Q:a € A}. Ppu? conséquént ly-xI pour x #y
est un singleton ).

ii) Il est &vident que ly-xl = lx-yl. Donc Ixl = I-xI pour tout x € /7.

- iii) Sipour x,ya € H ona (x+a)n(y+a)= @ alors d(x+a,y+a) = d(xy).

En effet, les cercles x+a , y+a étant disjoint, on a que d(x+a, y+a) est un singleton,
leur distance qui est égale & . d(z, w) ol z € x+a etw € y+a sont quelconques [1] [2] .
Donc d(x+a, y+a) = d(z, w) = z-w | = l(x+a)-(y+a)| = [(x-y)-(a-a)| = d(x-y, a-a) = d(x-
¥.0)=1lx-yl =d(x)y), car (x-y)N(a-a)= D.

L'hyperultramétrique d vérifiant cette propridté est appelé, comme d'habitude [2] [9]
compatible avec la structure de 'hypergroupe canonique de /.

Remarque (concernant les groupes). Il resulte que 'on peut définir un
groupe abelien (G,.) comme hypervalué [2] en considérant que I'ultamétrique:
dGxG Q2 . '

vérifie pour tout x,y € G la condition: d(e,yx ") = d(x,y)

Il est, d'aillcurs, évident que au cas des groupes abcliens, cette condition équivant 2
l'autre, expriment la compatibilité de d avec Ia structure du groupe de G. C'est-a-dire
avee la condition d(ax, ay) = d(xa, ya) = d(x,y) quelsque soicntx, y, a dans G .

e ]
Definition 2 .Un hypergroupe canonique (H,+) }satisfai.s’\ de plus aux
conditions : '

pfi=fi et ’fszP
sera appelé presque fortement canonique.

Des préctdents il resulte la:
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Proposition 2 . Pour qu'un hypergroupe canonique soit hypervaluable il faut

qu'il soit presque fortement canonique . s

> .

Apres la consideration des hypergroupes canoniques hypervalués au sens de la définition
ci-dessus 1, on doit préciser les choses relativement 2 l1a terminologic pour &viter la
(onfusxon parce que l'on a étudié d' autres types d'hypergroupes canoniques par la méme

~caractérisation [4] - [7] [9] . Ainsi lcs hypergroupes canoniques hypervalués, qui ont éte
défini moyennent les conditions ky,h,, by cités auparavant, seront appelés fortement

hypervalués (et, comme on le sait, il en est ainsi si, et seulement si , ils sont fortement
canoniqucs ).
Sauf ces deux lypcs d'hypergroupes canoniques acceptant d’ hypervaluations il y a encore

ccux qui sont strictement hypervalués [S] [9] et'qui scront appelés encore supérienrement

hypervalués, definis par les conditions A, h,, mais oll # estau scns strict: les rayons
des cercles x+y sont de la forme pmax(l,lyl} , le coefficien de proportionnalité p
ttant partout la méme. Et on rappelle qu'un hypergroupe canoniqué est ainsi hypervalué
si, et sculement si, il est supéricurement canonique.

Quant aux hypergroupes canoniques valués, on a des distinctions pareilles, etant
donné que ces demicres ne sont qu'un cas particulier des hypervalués.

Enfin lcs sujets, si onale reciproque de la proposition 2 , la construction de toutes
les hypervaluations possiblcs'd'un hypergroupe canonique hypervalué ainsi que I'ctude

particulicre de I'nypergroupe presque fortement canonique, restent actucllement ouverts.
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