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0. INTRODUCTION

La notion de 1l'hypergoupe canonique résulte,comme il est
connu, [7] [13] de celle de 1'hypercorps. Cette derniére a
&té introudite par M. Krasner en 1956 [2] [9] f4a] [15] et
elle a résulté de la considération de 1l'ensemble des clas-
ses d'un corps valué par rapport a une relation d'é&qui-
valence normale [13],convenablement définie sur lui. De ma-
niére concréte si K est un corps valué et o‘est un nombre
semi-réel [1] [2] [3] [5] quelconque d'espé&ce 0 ou- et tel
que 0<p=s1, la relation binaire Ho telle gue pour tout
a,bek

all b <=> la-b| < pl|a]

est une relation d'équivalence normale dans K [12] [14] et
l'ensemble-—quotignt K/Hp vérifie des propriétés analoques
des celles du corps et méme du corps valué. Un hypercorps
différe d'un corps du fait que son addition est une hyper-
opération [7] [13],zce qui justifie la nomination de cette

structure comme hypercorps.

“A un de mes travaux précédents ayant comme point de
départ la structure générale de l'hypercorps, Jj'ai &tudié
isolement sa structure additive, qui est un hypergroupe d'

un type special, que je 1l'ai appeld hypergroupe canonique
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[7] {13}. Dans le présent travail prennant comme départ la
structure de 1'hypercorps valué [2] ainsi que la théorie des
groupes valués [3], je construis une theorie analogue de
cette derniére pour les hypergroupes canoniques.! Relati-

vevent on rappelle qu'un hypercorps K est dit valué, s' il

est muni d'une application K> R, (ol R, est 1'ensem-

ble des nombres réels non-négatifs) telle que: 1°. |xy|=
=|x| - |yl; 2% |x+y| smax(|x]|,|y]); 3°. si o¢gx+y,|x+y]
est un singleton {r}, ol r#0 ( o le zéro de_K) et sera note? r;
40; Il existe un nombre semi-réel pz0 d'espéce 0 ou-tel que, si

zex+y, |z'-z|spmax(|x|,|y|)<=>2z'€ x+y.[SiX est un ensemble

d'éléments de K, on note |X| l'ensemble {|x|; xe€ X} des va-
luations de ses éléments. D'autre part si A et B sont deux
sous-ensembles d' un ensemble ordonné, A<B (resp. A<B)
siquifie que pour tout a€AdA, bEB on a a<b (resp. a<b);
en plus, a<B et A<Db signifieront les mémes choses que
{a} <B et A< {b} et, de méme, pour £ |. Les axiomes 2° - 4°
peut se mettre, comme nous allons voir plus bas, d'une forme
plus géométrique en introuduissant une distance ultram@tri-
que sur K. Pour cela, ainsi que pour 1l'@tude entiére du
présent sujet, il faut citer comme notions preliminaires
quelques éléments de la théorie générale des espaces ul-

tramétriques [2] [3] [4] [6], qui nous sont nécessaires:

DEFINITION 1. On appelle distance ulitramétrique ou,
simplement, wltramétiique sur un ensemble E toute application

d de EXE dans R vérifiant les propriétés:

u;: d(x,y) =0

uz: d(x,y) =dl(y,x)

uz: d(x,y) £max d(x,z),d(z,y)

1. Certaines resultats relatif ont été présentés a 1'Académie d'Athe-
nes [ 11].

2. On identifie, quand rien ne s'y oppose, les &éléments x d'un ensem-
ble et les singletons correspondants {x} [7] [13].
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quels que soient x,y,z dans E. Le couple alors (E,d) est
appelé espace ultramétrique.

REMARQUE 1. Tout espace ultramétrique est un espace mé-

trique.

PROPOSITION 1

Soit (E,d) un espace métrique. Les propositions suivantes

sont équivalentes:

i) L'espace (E,d) est un espace ultramétrique.

ii) Tout triangle de E est isocéle et la longueur de la base
est plus petite que celle de deux cOtés égaux ou elle
leur est égale.

iii) Pour tout r & lR+ la relation "d(x,y) Sr" est une re-
lation d'équivalence dans E.
iv) Pour tout r € R+ la relation "dv(x,y) <r" est une re-

lation d'équivalence dans E.

Dans la suite (E,d) désiguera une espace ultramétrique.

COROLLAIRE 1. Pour tout x,y,Z€E tels que dlx,z) #dly,z)
on a d(x,y) =max(d(x,z),d(y,z).

DEFINITION 2. Soient r€R, et a€E. Alors:

a) L'ensemble C(a,r) = {x €E:d(a,x) <r} s'appelle cercle
non circonférencié de centre a et de rayon r.

b) Ll!ensemble C(a,r-)=={x(éE:d(a,x)<<r} s'appelle cer-

cle non circonférencié de centre a et de rayon r.

REMARQUE 2. L'emploi des termes "cercle circonférencié",

an

"cercle non circonférencié" au lieu des terme classiques

"cercle fermé&", "cercle ouvert" se doit au fait que ces en-
sémbles C(a,r), C(a,r_),ainsi que l'ensemble S(a,r)={x€E:
:d(a,x) =r} - circonférence de centre a et de rayon r - sont
en méme temps des parties ouverté et fermés de E par rap-

port 3 la topologie introduite sur lui par sa distance ul-
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tramétrique. En effet on a1

S(a,r) = Cla,r) ..Cla,r ) = Ce (x,x7)
x€8(a,r)
et
Cla,z) = U C(x,z7)
x€C(a,r)

COROLLAIRE 2. i) Deux cercles de méme nature et de méme

rayon sont disjoints ou confondus.

if) Deux cercles quelconques sont disjointsou L'un est

contenu dans l'autre.

iii) Tout point d'un cercle est son centre.

COROLLAIRE 3. La reunion d'une famille de cercles deux
a deux non disjoints est un cercle. Si 1l'intersection d'une

famille de cercles est non vide, alors c'est un cercle.

PROPOSITION 2

i) Soit C un cercle de E. Alors pour tout x,y € IE et pour

tout a € E..C on a d(a,x) =d(a,y).

ii) Soient C et C' deux cercles disjoints de E. Alors pour

tout x,y € C et x',y' € C' on a d(x,x"') =d(y,y").

REMARQUE 3. De la proposition précédente il résulte la
définition de la distance ultramétrique d'un point nonsitué
dans un cercle de ce cercle, ainsi que la distance ultra-

métrique de deux cercles disjoints.

En conclusion on voit que les cercles circonférenciés
et non circonférencies jouent des rdles analogues. On aime-
rait pouvoir les paramétres sur un méme - ensemble. Un tel
ensemble existe en effet, c'est celui S des nombres semi -
- réels. Ainsi un cercle de E de centre a€E et de reyon
semi - réel p est l'ensemble C(a,p) = {xE€E;d(a,x) ép}.g)est
évidemment 2 0 et d'espéce 0 ou - .

1. On va noter A..B le complément de 1l'ensemble B dans 1'ensemble A

( . i
\qu'on ne suppose pas contenir B). c'est-i-dire {x € A:x ¢ B}.
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Relativement aux nombres semi-réels nous citons que leur
ensemble, défini tout abord comme quotient de 1l'ensemble des
suites monotones de R par une relation &quivalence conven-
able, coincide finalement avec 1l'ensemble des couples IRxE =
=S, ol I est l'ensemble {-,0,+} ordonné par 1l'ordre < tel
que -<0<+. D'autre part on voit que le complé&té de Kurepa
pour les ensembles totalement ordonnés [4] dans le cas de
la droite réelle devient la droite semi - réelle. ~A tout
nombre semi-réel (r,E) on distingue sa valeur rédelle r€R
et son espéce EE€ T et on note souvent rg au lieu de (r,E).
L'ensemble S est &videmment totalement ordonné par 1'ordre
lexicographique et si on identifie le sous—ensemble S° de S
form& par les nombres semi-réels d'espé&ce 0 avec R,nous con-
statons facilement que 1l'ordre de R s' etend & S,mais'pas
sa structure topologique. En effet la topologie de S induite
par son ordre total est anticonnexe. On note encore que les
opérations de R sont aussi définies dans S, mais de maniére

partielle.

Dans un espace ultramétrique (E,d) le rayonra(A)d'une
partie quelconque A de E par rapport & unpoint a €A, ainsi
que le diamétre d(A) de A se considé@rent pris dans 1l'ensem-
ble S des nombres semi-réels et ils sont évidemment d'espéce
0 ou -, comme d'ailleurs on a vu auparavant pour les rayons

de cercles de A. En particulier:

DEFINITION 3. Si C est un cercle de E on appelle rayon
propre de C le nombre semi-réel d'esp&ce 0 ou -
sl e sups{d(a,x):xEEC},

ol aeC est guelconque'. Evidemment on a r(C) =d(C).

PROPOSITION 3

Les cercles de 1'espace (E,d) de meme rayon semi- réel 0

Supg signifie que le supremum est considéré dans 1'ensemble des/

nombres semi-réels.
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forment une partition Dp de E.

DEFINITION 4. a) Les partitions DO de E sont appelées

diviseurs de l'espace ultramétrique (E,d).

b) On appelle valuation d'un (diviseur D de (E,d) le
nombre semi-réel |D| = sup {d(x,y) :x,y €EE tels que x=y (D) },

d'espéce évidemment 0 ou - .

c) Si D et D' sont deux diviseurs de (E,d),on dit que D
divise D', si on a D ('D et est = d = dire loers qgue

x = yi(D") => x=y(D) g

REMARQUES 4. a) D'XD <=> |D'| < |D

b) Si D'XD,chague classe (cercle) dudiviseur D est une
réunion de classes de D' (ce qui justifie 1'expression "di-
vise"™) .

c) L'ensemble A des diviseur de (E,d) est toitalement
ordonné ayant comme élément minimum le diviseur trivial DO
(les cercles de la partition sont des points de E) et comme
élément maximum le diviseur amorphe D_ (definissant 1'équi-

valence universelle dans E).

PROPOSITION 4

L'ensemble A des diviseurs Dp de (E,d) est un treillis com-

plet.

PROPOSITION 4

Pour tout diviseur D de (E,d) 1l'ensemble - quotient E/D est
un espace ultramétrique par rapport & la distance ultramétrique

des cercles de D.

La notion ci-dessus de 1l'espace ultramétrique peut étre
facilement géneralis&e 3 celle de 1' 2space hyperultramétrique

comme suit:
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DEFINITION 5. Soient E et Q deux ensembles, dont Q to-
talement ordonné et possedant un é&lément minimum, appelé zéro
et noté 0. On appelle distance hyperultramétrique ou hyper-
distance ou, encore, si la confusion n'est pas i craindre,
simplement distance sur .1'ensemble E toute application
d:EXE » @, qui vérifie les propriétés u; —u; de la défi-
nition 1. Dans ce cas le couple (E,d) est appelé& espace

hyperultramétrique.

REMARQUES 5. Toutes les propriétés précédents des e-
spaces ultramétriques sont valables pour les espaces hyper-
ultramétriques. Quant & la definition des rayons et des
diamé&tres d'un sous-ensemble de E,un ensemble analogue i
celui des nombres semi-réels est évidemment le complet@ de
Kurepa de @ [3] [5].

1. DEFINITIONS ET CERTAINES PROPRIETES

DEFINITION (1.1). On appelle hypergroupe ultramétrique
un hypergroupe canonique H sur lequel on a defini un di-
stance ultramétrique d:HxH - R, satisfaisante en plus

aux propriétés:

h;: Il existe un nombre semi-réel p2 0 d'espéce 0 ou -

tel que pour tout x,y,z€H avec Zzex+y on a
X+ = C(Z,pmaX(d(O,X) ,d(O,Y) )I

autrement dit que la somme x + y est un cercle de 1'
espace ultramétrique (H,d) de rayon proportionnel

au max (d(o,x),d(o,y)) (ol o est le z&ro de H).
h,: Pour tout x,y,a€H tels que (x+a)N(y+a)=¢ on a
d(x+a,y+a) =d(x+y),

c'est-3-dire que la distance des cerles disjoints

Xx+a, y+a est d(x,y) (Prop. 2, Rem. 3).
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Une telle ultram@étrique est dite compatible avec la

structure d'hypergroupe de H.

Nous allons voir plus bas [ Rem. (3.2)b1que les hyper-
groupes additifs des hypercorps valués sont des hypergrou-

pes ultramétriques.

REMARQUES (1.1). a) Pour tout X,y€Hona l'implication

sutvante: d(x,y) £pd(o,x) => x=y.
Car d(x,y) £ pd(o,x) =>y€CG@mﬂomﬂ=x+o=x
b) S7 H# {o}, on a p< 1.

En effet x#y => d(x,y) > pd(o,x) et par conséquent pour

x#y=0 on aura d(o,x) >pd(o,x), d'od p< 1.

Il est &vident que dans le cas trivial H= {o} la con-
dition h; est vérifiée pour tout nbmbre'semi—réel pz0 4a'
espéce 0 ou -. Mais si H est un hypergroupe canonique quel-
conque et P 1l'ensemble des nombres semi-ré&elsverifiants la
condition h;, on a, quels que soient x,y€H, x+y= Nc(z,
pmax d(o,x),d(o,y))==C(z,infSP-max(d(o,x), d(o,y)), donc
infS PEP. En considerant donc dans la suite le plus petit
des nombres semi-réels pour lesquels la condition h; est
satisfaite, on aura toujours 0<p<1 (c'est-d-dire soit H#

#{o}, soit H= {o}).

c) S2 p=0, alors H est un groupe abelien.

DEFINITION (1.2). Si (H,d) est un hypergroupe ultramé-

trique, le nombre d(o,x) est dit valuation de 1'élément x

et il se note par |x|; la fonction

:H +:R+ainsidéfinie
est appelée valuation de H associée a 1l'ultramétrique d.

Soit (H,d) un hypergroupe ultramétrique.

PROPOSITION (1.1)

Pour tout x,y,z,w € H, si (x+y) (N (z+w)#P, 6n a ou bien

x+yC z+w, ou bien z+wC x+y.
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DEMONSTRATION. C'est une conséquence immédiate (Col. 2)
de la condition h; de la définition (1.1).
PROPOSITION (1.2)
Pour tout x,y € H tels que x#y on a (x-y) N (x-x)=0 et

-y NG-y)=0.

DEMONSTRATION. En effet, si on avait p.e. (x-y) N (x-x) #
#8, alors, puisque x#y, on aurait x-yCx - x, donc de méme
y-xCx-Xx et, par conséquent, pour les rayons des cercles

X-X, X-y, y—-X on aurait les relations@':
emax (|x|,|-y]) <emax(|x]|,|-x]|)

et
omax (|y|,|-x]) < pmax(|x|,|-x]|),

d'ol
max (x|, [-y|,|y[),|-x]) <max([x]|,|-x]),

ce gqui est inexact.

COROLLAIRE (1.1)

x#y = dlx,y) = |x-y|=|y-x

. (On a donc

Car d(x,y) =d(x-y,y-y)=d(x-y,0) = |x-y

pour x#y que |x-y| est un singleton).

COROLLAIRE (1.2)

Ix| = [-x].

PROPOSITION (1.3)

Si x € x+y, alors x+y=x.

1. 8i C(a,p), Cla,p’) sont deux cercles non disjoints d'un espace ul-
tramétrique (E,d), il est facile de voir que C(a,p) C Cla,p') =>
= p<p', tandis que, inversement, p<p' = C(a,p) & C(a,p'). Mais
si les rayons considerés sont propres, alors on a p < p'<=C(a,p)C
EClasp) -
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DEMONSTRATION. XEX+Yy <= yex-x=Clo,p|x|)=4dl(o,y)=

=|y| = olx| < |x] = % #y =Clx,p|x|) =x+ 0=

Les propriétés ci-dessus de 1'hypergroupe ultramétrique
(H,d) exprimées par les propositions (1.1) et (1.3) ont un
caractdre purement algébrique, c'est-a-dire elles sont in-
dépendantes de 1'ultramdtrique 4. Si donc un hypergroupe
canonique les vérifie, il constitue un hypergroupe encore
plus special que 1l'hypergroupe canonigue. Les hypergroupes
de ce type ont des propriétés intéressantes, donc certaines
jouent un réle importante 3 1'dtude générale des hypergrou-
pes ultramétriques et hyperultramétriques (voir §4) et les-

quelles nous allons exposées toute de suite.

2. HYPERGROUPES FORTEMENT CANONIQUES

DEFINITION (2.1). Un hypergroupe canonique F est appelé

fortement canonique s'il vérifie en plus les conditions:

f,: Pour tout x,y,z,wEF tels que (x+y)N(z+w) #8 on

a ou bien x+yCz+w, ou bien z+wCEXx+Yy

f£f,: Si pour x,yEF on a XEX+Y, alors x+y~=X.

REMARQUES (2.1). a) Tout hypergroupe ultramétrique est
fortement canontique. I 'inverse n'est pas vrai en général.
Mais tout hypergroupe fortement canonique est hyperultra-
métrique (hypervaluable) d'un certain type [voir Remarque
(4.2) ] .

b) Pour tout X,y €EF, s YE x - x,alors xty=x et, par
conséquent,x + (x - x) = X.

c) Si F# {0}, pour tout x,y EF la somme X + y est un sous -

—ensemble propre de F.

d) Pour tout x,y,a€F,x#y et (x +a) Ni{y +a) # 8 en-
tratne x—-yCa-a [car (x-y)N(a-a) #9p [4] [10] et o &%~
—Yi
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e) Pour tout xE€F* (=F- {0}) on a x¢ x - x.

f) L'ensemble Fo= {Xx-X;x€F} et plus généralement L'
ensemble FW= {x+yix,y,wWEF avec wex+y} est totalement

ordonné par l'inclusion.

Pour les sous-ensembles x-x, XEF on a en particulier
la proposition:

PROPOSITION (2.1)

i) Pour tout x € F la différence x - x estun sous~hypergroupe

canonique (donc fortement canonique) de F.

ii) Pour tout x,y € F on a (x-x)+(y-y) =max(x-x, y-y)
=(x=x) ) Cy =y,

DEMONSTRATION. i) En effet [4][10] wi,wze X - x—>wy-w»

S (x-x)-w, =x- (x+w,) =x-x.

ii) Il est clair, compte tenu que x-XxCv-y ou y-vC x-x

et que x-x, y-y sont des sous-hypergroupes canoniques.

On note x le sous-hypergroupes x-x de F eton 1'appel-
le hauteur de 1'8lément x. Il en résulte que l'ensemble FO
des hauteurs est une famille de sous-hypergroupes canoniques
emboités (chaine de sous-hypergroupes canoniqgues) de F, pos-
sédant visiblement le sous-hypergroupe 6=0-o0={0} comme &1&-
ment minimum; FO sera appelée echellg naturelle de F. La
relation d'ordre de l'echelle naturelle sera notde de. pré-

férence: par <. <.

PROPOSITION (2.2)

La proposition (1.2) est valable & tout hypergroupe fortement

canonique.

DEMONSTRATION. En effet, si pour X,y € F on a, p.e.,
(x-y)N(x=-x) #@, alors pour tout weE(x-y) N(x-x)on aura

YyEX-w et [par la Rem. (2.1)b]\ X-wW=Xx, ce qui est con-

tradictoire, si x#y.
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PROPOSITION (2.3)
Pour tout x,y,aEF, si (x+a) (N (y+a)#P, on ax+a=y+a

et x-a=y-a.

DEMONSTRATION. Elle est évidente pour x=y. Soit x#y.
Alors de (x+a)N(y+a)#0 on a (x-y)N(a-a) # @ et, par

conséquent, pour tout we€ (x-y) M (a-a) on aura
XEw+y et a+w=a, donc x+aCw+ta+y=y+a
yEx-wet a-w=a, donc yt+taCx-w+a=x+a
d'ol x+a=y+a. D'autre part
(x+a)Ni(y+a)#8 = (x-a) Nly-a) #§

et, selon le premier cas, x-a=y-a.

COROLLAIRE (2.1)

Quelsque soient z,y,a dans F les ensembles x+aety+a

sont ou bien disjoints ou bien coincidents.

Il en résulte donc la proposition trés considérable

suivante:

PROPOSITION (2.4)

Si x € F est fixé,les sommes x+y, ou y parcourt F, forment

une partition de F.

La relation d'équivalence definie de cette partition est

appelée congruence (mod.x) .Donc,quelsque soient w,w'€ F,on a
w=w'(mod+x) <=> (Ay€eF) [(wex+y) Alw'e x+y)]s

d'old il résulte que de maniére é&quivalente on a
wZw'(mod x)<=>x+w=x+w'<=(w-w') N(x-x) #§,

[car, &vdemment, (x+w)N(x+w') # 08 1. ILa congruence (mod.x),
donc, n'est que ba relation .d'équivalence modulo le sous=

-hypergroupe canonique x-x [13].
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PROPOSITION (2.5)

Soient x,y € F. Alors:

i) 8i §7é§, les ensembles x+y et x-y sontdes singletons.

ii) Si w € x+y, a) Deux au moins des hauteurs )_(, 9, W sont
égales et la troisiéme leur est infétieure ou égale,
b) Deux au moins des ensembles x+y, w— X, w-y sont des

singletons.

Tout particuiérement on a:

Si {w} C x+y, alors ou bien w-x=y, w-y=x et w<

Wi
Il
2l <

ou bien w-x=y, {x}Cw—y et }_c<3_r
X

]
£1

Si w=x+y, alors ou bien w-y=x, {y}Cw—x et3—7<
ou bien w-x=y, w-y=x et 1_<=3_7
ainsi que
Si , alors {w} Cx+y, w-x=y, w-y=x
Si , alors x-i-—y=w, W-X=y, W-y=X

Démontrons tout abord le lemme:

LEMME. i) Pour tout x,wEF on a w+ (x-X) = x+y quelque

3ottt y dans wW- X.
ii) wex+y => X+y=w+ (X=-X) =w+ (y-v)
iii) Pour tout X,wE€F on a: XSW <=> w+ (X-X) =w

DEMONSTRATION. i) w+ (x-x) =x+ (w-x) = |J =x+ty=x+y,
yew-x

car pour tout yi:,y2€w-X on a x+y; =x+y,; d'aprés la pro-

position (2.3).
ii) Il résulte immédiatement du précedent.

iii) xsw = w+ (x-x)Cw+ (w-w) =w par la remarque
(2.1)b. D'autre part, inversement, il estclair que w+(x-x)=

=w => x-xCw-w, c'est-3-dire x <w.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soient X, y,WEF tels
que wex+y. Alors, d'aprés les cas ii) et 1iii) du lemme,
on aura
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{w}Cx+y:>CJ<:_< et w<y (1)
et

W<x ou w<y = {w}C x+y (2)

(Car les relations {wlcx+y et, p.e., X £ w sont incompati-

bles). Par conségquent

X=y => w-xXx=y et w-y=x (3)
D'autre part

{wlcx+y => w-x=y et w-y=x (4)

car,si p.e. {ylcw-x, on aurait §<\TJ, ce qui est inexact,
compte tenu que {wlcx+y => w<y. Ona,donc, [en s'appuyant
sur (2} et (4)],

{(wlcx+y = x=y ‘ (5)
et

X<y = {x}Cw-y et w-x=y et x+y=w (6)
donc, encore,
X+y=w et w-x=y et w-y=x => x=y=w (7)
Finalement on a encore
X<y => W=y i (8)
[54 partir de (5) et (5) ] et
x+y=w <=> w=max(x,y) (9)

car dans ce dernier cas on aura ou bien x + y=w et w-x=y et
w-y=x, donc [par la propriété (7)] w= %=y,oubien; p:e.,
x+y=wet w-x=y et {x}Cw-y, donc x<y=w [d'aprés (1)
et (8) ] .

Donc, pour les deux parties de la proposition, on a

i) Si x#y, alors la somme x +y est un singleton, comme
la propriété (6) le montre, et de méme la différence x-y,
car si x-y ne l'est pas, alors, selon (5), on aurait x=

~

=—§=§—/, ce qui s'oppose a 1l'hypothése. .
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ii) C'est exprimée par toutes les relations (1)-(9).

COROLLAIRE (2.2). Pour tout X,y,a€F tels que x#y et
(x+a)N(y+a) #0 les égaux [d'aprés la proposition (2.3)]

ensembles X+ a et y+a sont des singletons.

(Car {wlcx+a=y+a=>w-a=x et W=a=y, donc x =y,

ce qui est inexact).

COROLLAIRE (2.3). Pour tout XEF 1l'ensemble a, = {zeF:

iZsx} est un sous-hypergroupe canonique de F.

Relativement 3 leur ensemble A=:{aX:x€EF} on remarque
qu'évidemment on a:x=y <=> aX::ay et X<y <=> axc:ay. A
constitue donc une famille de sous-hypergroupes canoniques
emboités de F, dont le plus petit élément est a_={z €F:z=0},
c'est-3-dire le sous-hypergroupe des scalaires de F qui,
comme on le sait, est un groupe abelien [4] [10]. D' autre
part, il est clair que cette famille A est semblable 3§ 1'
echelle naturelle de FO, moyennant de laquelle est définie
et c'est pour cela normale d'édtre appelée echelle adjointe

de F.

PROPOSITION (2.6)

i) Pour tout X,w,w'EF on a wzw'(mod.x)<:>w+(x—x)=w’+(x—x)

ii) Si w#w' on a w= w'(mod.x) <= w'-wC x-x
)

DEMONSTRATION. i) En effet, x~-x est un sous-hypergrou-
pe canonique de F et on a généralement pour un n' importe
quel hypergroupe canonique H et pour tout sous-hypergroupe
canonique h de H w=w'(mod.h) <= (w-w')Nh# #, donc wew'+
+hetw'Ew—h=w+hﬂToﬁw+h§w'+hetw‘+h§w+h,dbﬁ

w+h=w'+h.

ii) On a w=w' (mod.x) <=> (w'-w) N(x-x)=0, w'-wCx-x,
car w#w' [ Rem. (2.1)d ]. D'autre part w-w'C x - x —>
w'(mod.x) .

i

= (W-w')N(x=-%x)#0 = w
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Nous démontrons encore la proposition trés importante

suivante:

PROPOSITION (2.7)

Quels que soient x,y,z,w € F avec z € X+y on a W € X+y<&>

=w-z C max(x,y) .

DEMONSTRATION. En effet,z€x+y et wex+y entrainent
w-zC(x-x)+ (y-Y) =max(>—<,§) . [Prop. (2.'1)ii ] Inverse-—
ment si w- z €S max (>_<,§_/), p.e. w-z&x-x, alors siw# 2z, on
aura w-z Cx-x, donc, en vertu de la proposition précédente,
w=z (mod.x) et, comme z € x+y, il s'ensuit que, de méme, W € X+y.

3, HYPERGROUPES CANONIQUES VALUES.
L'HYPERGROUPE SUPERIEUREMENT CANONIQUE

Revenons aux hypergroupes ultramétriques. Des préce-

dents decoulent les remargues suivantes:

REMARQUES (3.1). Soit (H,d) un hypergroupe ultramétri-

que et n'importe quels x,y,a €H.
a) i) x#y et (x+a)N(y+a) #8 = d(x+a,y+a) =0
ii) (x+a)N(y+a) #8 = d(x,y) € |a-a]
1ii) d(x+y,x+y) C|x- x|

Les deux premid&res résultent du corollaire (2.2) et de
la proposition (2.6) ii. Quant & la troisiéme on voit qu'
il est &videmment vraie,si x+y est un singleton. Sinon on
aura )_<=§-/ et, pour tout z,wEx+y, on a w-zCx-X, donc si

w#z, |w-z| =d(z,w) € |x-x|.

b) Il en résulte immédiatement que, si rXy le rayon pro-

pre du cercle x+y, donc rxy= supsd(x+y,x+y) , onar =

y
<pmax(|x|,|y|). Par conséquent si x#0 et y# 0, pour tout

z,wEx+y on a d(z,w) <max([|x|,|y[).
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c) Soient H un hypergroupe canonique et d;,d, deux ultramé-
triques définies sur lui et compatibles avec sa structure
|, les valuations associées respe-
2 Z>d1=d2. T
: H>R de

chercher des conditions nécessaires et suffisantes sur cet-

d'hypergroupe, |*l1 et

ctives a d; et d,. Alors évidemment 1=

est donc naturel gqu'étant donnée une fonction

te fonction pour qu'elle soit la valuation associée a une
ultramétrique sur H, compatible avec sa structure d'hyper-

groupe.

Relativement on a la proposition fondamentale suivante:

PROPOSITION (3.1)

Soit H un hypergroupe canonique. Pour qu'une fonction
S H 1R+ soit la valuation associée a4 une ultramétrique sur H,
compatible avec sa structure d'hypergroupe, il faut et il suffit

qu'elle vérifie les cing propriétés suivantes:

vi: |x[=0=x=0, x €EH

vy ixlz I—x|,que1 que soit x € H.

v3: Pour tout x,y € H tels que x#y 1l'ensemble lx-—y'est un
singleton‘[on écrit comme d'habitude |x-y| € R+ (c'est-
-3-dire € au lieu de &) ] .

vy: Pour tout x,y € H,|x+-yi§nmx(|xl,ly]) [autrement dit
sexey = |z <maxcixl,ly] ].

vs: Il existe un nombre semi-réel P20 d'espéce 0 ou - tel
que pour tout x,y,z,w € H z € x+yet Iw-zlépmax(|x|,|y‘)

entraine w € x+y.

DEMONSTRATION. I. La condition est nécessaire:. Soient d

une ultramétrique compatible avec 1'hyperopération d'hyper-

°

groupe de H, la valuation respective associée. Alors:

i) |x| =0 <=> d(o,x) =0 <=> x=o.

'Ldonc,verifie Vi.

ii) || vérifie v, selon le corollaire (1.2).

i) vérifie aussi vs, en vertu du corollaire (1.1).

iv) On distingue deux cas: og¢x+y et oEx+y.
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o¢x+y = |x+y|=dlo,x+y)=dlx+y,y-y) =

d(x,-y) £max(d(o,x),d(o,-y)) =

max (|x|,|y|),

d'apr&s ii) et la proposition (2.1).

OEX+Y => X+y=x-x=Clo, |x]) =
=> ]x-xl§O|Xl<[X|'

c'est-3-dire, de méme, |x+ y| <max(|x|,|y]|)

v) On a x+y=Cl(z,pmax(|x]|,[y])). Par conséquent pour
tout we€H, w# 2z, on a que wex+y<:>d(z,w)=fz—w§§
<pmax (|x|,|y|). [ Mais méme pour le cas w=z on a

la méme chose, parce que, d'aprds la proposition
(2.7), on a zemax(x,y), donc |z- z| Smax|x-x| U

Uly -yl emax (x|, |y]) ].

IT. La condition est suffisante. Soit que la fonction

s Hix> ]R+ vérifie les propriétés vy -vs. Si elle est la
valuation associée 3 une ultramétrique sur H compatible a-
vec l'hyperopéfation d'hypergroupe de H, alors pour tout
X,yEH on a d(x,y) = [x-y|, si x#y et 0, si x=y. Verif-

ions que cette fonction d:HxH » R définie moyennant v,

comme ci-dessus, est une telle ultr;métrique:

i) x#y et d(x,y) = 0 sont incompatibles, car |x-y|=0=>
=>(3zex-y) [lz]=0] => z=o0 par v, et, par con-
séquent, o€ X -y, c'est-3-dire x =y. Donc d(x,y)=0<=>
<=>x =y et l'axiome u; des distances ultram&triques
est satisfait (Déf. 1).

ii) L'axiome u, est aussi satisfait, car &videmment, en
vertu de v, (pour x#y), on a d(x,y)=|x-y|=|ly-x|=
=d(y,x) .

iii) La condition d(x,y) £ max(d(x,z),d(z,y)), c'est- & -

-dire l'axiome u,, est satisfaite & 1' &vidence aux

trois cas: x=y et z quelconque, Xxty=2, zZ=x%y.
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Autrement on aura x-y S(x-y) + (z-2) = (x-2) +(z2-y)
et par conséquent pour tout wex-y il existe wi €x-z
et wy € z-y tels que wew; + wz, donc, moyennant vy,
|w| <max(|wi|,|wz2]) et finalement, en raison de vs,
|x-y| cmax(|x-z|,|z-y|). L'axiome doncus; est gé&-

néralement satisfait.

La fonction donc d est une ultramétrique sur H. De plus,

elle est compatible avec la structure d'hypergroupe cano-

nique de H, parce que:

iv!")

La condition h; des hypergroupes ultramétriques est
satisfait puisque, comme cela résulte de vs, pour tout
t<H..(x+y) on a d(z,t) > pmax(|x|,|y|), donc x+y=
=C(z,omax(|x]|,|y|), c'est-ad-dire,en effet,x+y estun
cercle de l'espace (H,d) de rayon proportionnel au

max (|x[,[y|).

Pour vérifier que d satisfait encore a la condition

h, on remarque tout abord que

a) L'hypergroupe H est fortement canonique, car la
validité de h; entraine la validité de la propo-
sition (1,1), c'est-d-dire la condition f; des
hypergroupes fortement canoniques, ainsi que la
validité de la proposition (1.2), qui, en combi-
naison avec les propriétés v, et v, gqui ne sont
d'autres que les corollaires (1.1) et (1.2) ,as-
sure la validité de la proposition (1.3), c'est-
-3-dire la condition f, des hypergroupes forte-

ment canoniques.

b) La fonction vérifie pour tout x,a€H la pro-
. En effet, 4'

aprés le lemme de la proposition (2.5), on a x+

priété: xd¢a-a = |x+a-al=|x

+(a-a)=a+y, ol yEx-a est quelconque. En plus
on a y # -a (car autrement x €a - a) et,par conse-
quent et en raison de vsja+y| est un singleton.

Donc |la+vy|=|x+a-al=|x].
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En continuant on voit gque pour tout x,y,a€ H tels que

(x+a)N(y+a) =0 on a d(x+a,y+a)=d(z,w)=]|z-w|, ol ze€x+

+a, wey+a sont quelconques. Mais [z - w| €| (x+a) - (y+a)|=

=|(x-y) + (a—a) | = U |t+a-aj={|t]:tex-y}, car (x+a) N
e X~y

N(y+a) =8 => (x-y) N (a-a) = § => t¢a—a et, puisque x#vy,

|[t| = |x-y]|. Donc on a d(z,w) = |x-y]|, c'est-d-dire d(x+a,

yt+a) =d(x,y) et la condition h, est aussi satisfaite.

(H,d) est bien un hypergroupe ultram&trique.

DEFINITION (3.1). Soit H un hypergroupe canonique. Une

fonction

:H ~ R, satisfaisant aux propriétés v, -vg de
la proposition précédente est appelée valuuntion de H; la
fonction d:HxH R, définie moyennant la valuation, comme

elle est exposée dans la proposition, estune ultramétrique

sur H appelée ultramétrique associée & la valuation

Tout hypergroupe canonique muni d'une valuation est dit

valué.

REMARQUES (3.2). a) De la proposition (2.5) il résulte
‘que les notions de 1 'hypergroupe ultramétrique et de L'hyper-

groupe valué sont identiques.

b) Il est facile de voir que les hypergroupes additifs

des hypercorps valués sont des hypergroupes valués.

c) De la démonstration de la proposition (2.5) il ré-

sulte que pour tout x,a€H si x¢a—a (ou si x=a-a=0) on

a |x+—a-a]: |x|. Le reciproque est aussi vraie. En plus on

. Car |x+a-a|=

voit que si x€a-a, alors |x+a-a|=|a-a

={d(x,y):y€a-a}, donc, puisque x-yCa-a,d(x,y) € |a-a].

PROPOSITION (3.2)

Soit H un hypergroupe valué. i) Pour tout x,yE€H on a }_<<§r:>
=>|x| < |y| ,tandis que, inversement, |x| = |y| = :x < ¥..0 DSk

WE Xx+y, deux au moins des vgluations |x|, |yl, |wisonts équales
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et la troisiéme leur est inférieure ou équale. En particulier on
as

x2y = |wl=max(|x|,lyD), (WS x+y = [wl < x| =]y

DEMONSTRATION. i) X<y => x-xCy-y => Clo,p|x|)C

cele,elyl) — slxl| sply| = x| < |¥|
(pour p# 0) .
Inversement |x| < |y|] = Cl(o,p|x|)EClo,ply]) = x-xC
Cy-y, c'est-a-dire x<y.
ii) Il résulte des relations |w| < max (|x|,|y]), |x]| £
<max (|y|,|wl), |y| €max(|w|,|x|). Les relations particu-
lidres sont des conséquences immediates de ces derniéres et

de i) .
COROLLAIRE (3.1). i) S7 |x| # |yl, la somme x+y est un

singleton.
ii) |x| = |ly] = x=y, done:
iii) Sz o¢x+y, alors pour tout z,WEX+Y on a z=w.

=Y.

%l

COROLLAIRE (3.2). Si x€z-z et y§z-z on a

On voit que cette propriété, comme de méme la troisiéme
du corollaire précédent, poss&de de caractére purement al-
gébrigue. On peut donc considérer des hypergroupes forte-

ment canoniques les vérifiants.

DEFINITION (3.2). Un hypergroupe fortement canonique S
est appelé supérieurement canonique s'il satisfait en plus
aux conditions:

S,: Pour tout x,y,z,w€E€ S tels qgque o ¢ X +y et

Z,WEX+y On a z=w.

Sz Sixez— 2 et y¢z—z on a >_<§}_r.

REMARQUES (3.3). a) La condition S, est dquivalente,

comme il est évident, 4 la condition
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Si: Si X<y et YEZ -2, on a aussi XEz - 2.
b) Tout hypergroupe valué est supérieurement canonique

c) Tout sous-hypergroupe canonique d'un hypergrou b

W

e

U]

périeurement canonique est supérieurement canonique.
Pour les hypergroupes valués nous citons encore quelques
propriétés. Soit H un tel hypergroupe:
PROPOSITION (3.3)
Pour tout x € H le sous-hypergroupe a [voir Corol. (2.3) J

est un cercle de H centré sur son zéro.

DEMONSTRATION. En effet on a a_ = {z€H:z<X}et siyea,

et |z| = |y|, alors on aura z £y £X, donc z€a,.

PROPOSITION (3.4)

Pour tout x € H la partition (mod. x) de H est le diviseur

Dplx[ de 1'espace ultramétrique (H,d).

DEMONSTRATION. Comme on a vu [Prop. (2.4)] les classes
de la partition (mod. x) sont les sommes x+y, YEH et les
classes du diviseurs Dp]x] sont des cercles de rayon semi-

-réel p|x| (Prop. 3). Soit donc zex+y.Si|y| = |x|, alors

x+y=C(z,p|x|). Si |x| <|y|, alors, d'aprads le corollaire
(3.1), la somme x+y=2z=C(2,p|y|) et, puisque C(z,p|x]|)C

ccCl(z,ply|), il s'ensuit que l'on a de méme x+y=C(z,p!x|).

PROPOSITION (3.5)

Soit r z 0.un nombre semi-réel d'espéce 0 ou - . Alors pour

tout x € H on a C(x,r) =x+C(o,r).

DEMONSTRATION. On a yE€C(o,r) => |y| £ r. Donc pour tout
wex +C(o,r), w#x,il existe un y€C(o,r) tel que yew-x,
qui entraine que |y|=|lw-x|=d(x,w) =r, donc wecC(x,r), 4°
ol x+C(o,r)ESC(x,r). Inversement pour tout we C(x,r), W#X,

on a d(x,w) = |[w-x| <r, donc pour tout yew-x on a |y| <r
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et par conséquent y€C(o,r),d'od we x+y S x+C (o, 1), et

est—3-dire Cix,r)<=x + Clo,xr) .

COROLLAIRE (3.3). Pour se donner un diviseur dans un

hypergroupe valué il suffit de se donner sa classe de zéro.

COROLLAIRE (3.4). x+C(a,r) = (U cC(w,x).
wE xta

PROPOSITION (3.6)

Tout cercle centré sur le zéro de H est un sous-hypergroupe

canonique de H.

DEMONSTRATION. En effet con a C(o,xr) +C(o,r) =C(o,r) et

pour tout x €C(o,r) on a encore -x€C(o,r).

PROPOSITION (3.7)

i) Pour tout x € H,x est un élément de plus grande hauter du

cercle C(o,lxl).

ii) Si y<x, alors y € C(o,lx‘) et par conséquent

C(o,|x|) € a_.
- X

DEMONSTRATION. Elle découle immé&diatement de la propo-

sition (2.3).

Soit G l'ensemble des cercles de centre o et de. rayon
semi-réel r. Il est évident que G constitue une famille de
sous-hypergroupes canoniques emboités de H, ayant comme é-
lément minimum le sous-hypergroupe canonique trivial {o}=
=C(o,|0|). D'autre part on voit facilement que pour tout
x€H le cercle C(o,|x|) est l'intersection de tous les cer-
cles C(o,r) de G contenants x. C'est-a-dire on a Cilo, |x|)=
= 0 Clom).

|x|=sr
Deux autres familles de sous - hypergroupes canoniques
emboités qui sont en méme temps des cercles de H centrés a

o et qui jouent un rdéle tré&s important dans la théorie gé-
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nérale des valuations des hypergroupes canoniques sont les
deux echelles HO et A de H (naturelle et adjointe). Ces
trois familles G, Ho et A sont évidemment compatibles pour
1'inclusion, autrement dit leur réunion GLJHOL)A est aussi
une famille de sous-hypergroupes enboités (ici ou a méme
HOLJAEZG). Compte tenu encore gue 1l'intersection d'une fa-
mille de cercles non disjoints est aussi un cercle, on peut

énoncer pour la famille G les propositions:

PROPOSITION (3.8)

La famille G vérifie les propriétés: 1°. Pour toutx € Helle
contient 1l'intersection de tous sous-hypergroupes g € G tels que
Xceg. 20. Elle contient la suite des intersections analogues de
la réunion HO UA. 3°. La réunion G LJHO U A est totalement ordon-

née par 1'inclusion.

REMARQUE (3.4). La famille G contient encore plus gé-
néralement (que 1°) 1'intersection des sous - hypergroupes
canoniques de toute sous-famille de G, ainsi que la suite

des intersections analogues de HOL)A.

PROPOSITION (3.9)

I1 existe une application injective de 1'ensemble [Hi des

valeurs de la valuation dans 1'ensemble G qui, quel que soit

x € H, correspond a la valeur tx] de l'intersection de tous

sous-hypergroupes de la famille G contenants x.

Le nombre semi-réel p définit &videmment une applicati-

on croissante au sens strict de R+ dans R+LJR;, R;

nifiant 1'ensemble ‘des nombres semi-réels positifs d'espé-

sig-

ce - . D'autre part puisque, comme il est (clair, i) 1l'en-
semble I des cercles de centre o et de rayon réel est un
sous-ensemble propre de G, ii) 1l'intersection d'une famille
de cercles est un cercle de rayon en général semi - réel et

i . Py Sy G ? AJ ~
iii) pour des nombres semi-réels positife d'espéce 0 ou -



HYPERGROUPES CANONIQUES VALUES ET. .. 79

on a pP1 <px =>C(o,p1)EC(0,p2), il s'ensuit que le nombre
semi-réel p définit une application wp:F-*G, qui est crois
sante au sens large et telle que @p = C(o,0) = C (0,0). La

remarque conduit & la géneralisation suivante:

4. HYPERGROUPES CANONIQUES HYPERVALUES

DEFINITION (4.1). Soient H un hypergroupe canonique et
2 un ensemble totalement ordonné possédant un &lement
minimum 0 (le zéro de Q) et soient encore Q le completé
de Kurepa de Q et Q% 1a partie de Q d'espéce E. On dit
que 1l'hypergroupe H est hyperultramétrique s'il existe une
distance hyperultramétrique d:Hx H- Q satisfaisante en plus
aux condition hy et h, de la définition (1.1), od, au lieu
du nombre semi-ré€el p on a maintenant une application con-
venable p:Q<+§,qui est croissante au sens large et telle
que p+<0=0 (hyperdistance compatible avec la structure a'
hypergroupe de H).

REMARQUES (4.1). a) Tout hypergroupe ultramétrique est

hyperultramétrique.

b) La fonction p est encore telle que p|x| < |x|, quel

que soit X dans H*.

Car, en effet, pour tout x,y €H on a, comme dans les hy-
pergroupes ultramétriques, 1'implication d(x,y) < p|x|=>x=y
demontrée comme dans le cas correspondant [Remar.(1.1)a ]

Donc pour tout x € H* on aura d(o,x) > p|x|, c¢' est -3 - dire

olx| < |x

c) S p est l'application constante ayant comme valeur

pour tout we€Q,pw=0, alors H est un groupe abelien.

d) Tout hypergroupe hyperultramétrique, vérifie toutes
les propriétés que l'on a demontré pour les hypergroupes
ultramétriques. Les démonstrations des propositions rela-

tives se réalisent par la repétition des mémes raisonne-
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ments comme dans les cas correspondants, avec, bien entendu,
des modifications convenables d'expessions en raison que au
lieu de l'ensemble R, on a maintenant Q, au lieu du nombre
semi-réel p la fonction p et au lieu de 1'espace ultramé-
trique un espace hyperultramétrique. On définie ainsi com-
me analogue de 1l'hypergroupe valué 1'hypergroupe #Aypervalué

~

et on trouve, conformément a la proposition respective (pour

=

le cas présent) & la proposition (3.1), quecette notion est

équivalente & celle de 1'hypergroupe hyperultramétrique. Il

en résulte enfin comme conclusion que tout hypergroupe ca-

nonique hypervalué est supérieurement canonique.

Ce qui est trés considérable pour la théorie, en géné-
ral, de valuations des hypergroupes canoniques est que le
reciproque d la proposition ci-dessus est encore valable.
C'est-ad-dire que tout hypergroupe supérieureument canoni-
que est hypervaluable (c'est-d-dire 1l possé&de une hyper-

valuation) .

Pour la démonstration on remarque d'abord que, si un hy-

pergroupe canonique accepte deux hypervaluations |- -

5 et

2, celles-ci sont toujours comparables et on dit que

«+|1 est plus fine, ou encore, moins grossidre que |--|2,
si, pour tout x,y€H, |x|:=ly|l:1 = [x|z2:= |y|,. La plus
~grossiére donc des valuations que l'on peut définir sur un
hypergroupe hypervaluable est celle qui, selon les propo-
sitions (3.9) et (3.8), correspond a tout x€H 1le sous-
—-hypergroupe de H,qui est 1l'intersection de sous-hypergrou-
pes de la famille HOL)A contenant x et qui, comme il est
visible, correspond a& la valuation triviale des groupe (on
a en effet H_ ={{o}} et A= {{H}}). D'autre part on remarque
encore que la famille HOLJA est cohérent avec H, cette der-
niére &tant bien entendu un hypergroupe supérieurement (donc

a fortiori, fortement) canonique.

Soit donc S un hypergroupe supérieurement canonique.

Pour démontrer qu'il est hypervaluable il suffit de con-
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struire une de ses hypervaluations possibles, de préférence
la plus grossiére. Pour cela on démontre tout d' abord 1le

lemme.

LEMME 1. Les deux echelles SO et A (naturelle et ad-
jointe) de S sont compatibles pour l'inclusion. En d'autres
termes leur réunion SOUA est une famille de parties em-—

boitées de S.

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que pour tout
>_<eSO et pour tout a €A on a ou bien any,ou bien ayg;(.

On distingue deux cas: x é{/ et v < x.

a) Si >-§§§_/, alors WEX-X = W<X => W<y = weay.

Donc xCa .
y

b) Si y < x deux sous-cas sont én &vidence possibles:

YVEX—=X et yE X = X:

i) Soit yex-x. Alors, en vectu de la condition S,

[@8£. (3.2) ] , pour tout zex—-x on a z<y, donc

zZ an et par conséquent §Cay.

ii) Soit yex=-x. Alors, si on n'a pas ayg;(:, il existe-
ra un z € ay tel que z ¢ x-x. Par conséquent (de méme
en vertu de S,) y<z et comme z<y on a enfin y=1z.
D'autre part dans ce cas il n'est pas possible d'
avoir un wEX - X avec y <w, car, puisque z ¢ x-x, on
aura w< z, donc v—v<3_/,< ce qui est contradictoire 3
Y <w. On aura, donc, pour tout wex-x, w<y entrai-

nant wea . C'est-a-dire on a de méme >_<Cay.

La réunion donc SOUA est une chaine de sous-hypercou-

pes canoniques de S.

Soit maintenant Q 1'ensemble résultant de SOUA, si on
lui adjoint l'ensemble des intersections de toutes ses sous-
-familles et, &galement, S lui-méme. Q est evidemment 1'"

~

analogue & l'ensemble G de la proposition (8.3), puisque il
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vérifie, comme il est facile de voir, ses propriétés é&numé-
vées 1° - 3°. Designons en suite quels que soient x, y dans
S par hXy l'intersection des hEESOLjA tels que (x-y) MNh#8.
th est évidemment un sous-hypergroupe canonique de S vé-

rifiant de méme la relation (x-y) F\h # g.
La propriété (x-y) N h# @ exprime, comme il est connu
[7] [13], l1'équivalence mod. h dans H [voir Prop. (2.6),

démonstration ] .

Seoit AXyC:S UA l'ensemble des h(ESOLJA tels que x =y
(med. h). Si AXy-—ﬂ, on considére hXy S. Il est évident

que pour tout x,y,z,wE€S on a

h =h <=> A =A 5
Xy zZw Xy Zw

@ h <=> A DA
Xy W Xy W

Les sous-hypergroupes hXy ont les propriétés:

i) hxy= {0} <=> x=y. Evidente
ii) h =h , car A =A
Xy ¥yX Xy ¥yX
iii) h__Cmax(h ,h_ ‘). Cette derniére propriété est é-
Xy X7 yz
videmment vraie, si max(hxz,hyz)= S. Soit donc ce cas
exclu et supposons, p.e.,-h ! Q;hyz. Alors on aura
X
A CA et par conséquent pour tout h € A on a
yz X7 vz
hEEAXZ, donc x =y =2z (mod. h). Il s'ensuit donc que
l'ona A CSA SA , d'olu le résultat.
vz T Xy

Conformément donc aux précédents on aque 1l'application
d:S+Q telle que, pour tout x,yeS, d(x,y) =hxy_estume di=
stance hyperultramétrique sur S, qui, étant définie moyen-
nant la réunion de deux echelles SO et A de S, sera appelés

hyperdistance naturelle sur S.

Nous allons démontrer que cette hyperdistance naturel-
le est une distance hyperultramétrique sur S. Pour le faire

on a besoin du lemme:
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LEMME 2. Pour tout X,y €S tels que x # Y et pour tout heAXy
on a x-ySh. En d'autres termes on a (x-y)( )\ h#f<=>x-yCh.

DEMONSTRATION. h€E Axy => h GSOU A et on distengue deux
cas: hESo et heA. Si hESO, alors il existe un z €S tel
que h=z -2z et par conséquent [ Prop. (1.1)](x-y) N (z-2)#
entraine x-y(Cz -z (car o¢x—y) , c'est-i-dire x-y Ch.
Soit he€A. Il existe donc un weS tel gue h= a. - Evidem-
ment si x-y est un singleton (x-y)MNh#§@ = x-ySh. Si

x -y ne l'est pas, (x—y)ﬂaw#ﬂ signifie qu'il existe un

ZEx -y avec z <w (c'est-3-dire zeaw) . D'autre part, 4d'
aprés 1l'axiome S, [Déf. (3.2) ] , pour tout z'egx-y on aura
z'=%z, donc z'=<w. Il en résulte donc que z'€ a_eton a de

méme x - yCh.

Pour démontrer maintenant que d est compatible avec la
structure d'hypergroupe de S on remargue que pour tout
X,y,ZES avec zEX+y on a weEx+y <=> w-zS max (x,y), ce
qui, comme nous le savons [ Prop. (2.7) 17, est valable dans
toute hypergroupe fortement canonique. Donc on a nwax(>_<,§)eAzw,
d'ou hZW_C_max(x,y) . Il en résulte donc quewe€ x+y<=>d(z,w) <
<max (x,y), ce qui signifie que la somme x +y est un cercle
de l'espace hyperultramétrique (S,d) ayant comme rayon le

max (x,y) .

Si en particulier on met d(o,x) = |x|, il est &vident que
|x| est 1'intersection de h€s UAtelsquex€ h{car (x-o0) N
Nh#¢ ] &t on voit que pour tout x,y €S tels que |x| < |y]|
(< au sens de C) on a X<9y. En effet |x| <'|y| implique qu'
il existe un h€S_UA tel que x€h et y¢h. Et si hes ,
alors il existe un ze€$S tel que h=2z-2, et x€2z-2 ety¢z-—z
fournit X < v, selon la condition S;. Si h€A, alorson aura
h=aW ol wGS,eth.aw et yetaw implique X < w et v_v<§, donc
X <y. En plus il est clair que |o| = {0} = 0. Si donc on con-
sidére l'application p:Q+ Q telle que pour tout € Q  pour

lequel il n'existe un XE€S tel que w= |x| on ait p-w =ow,
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tandis que p -+ |x| =%, p sera croissante au sens large et

telle que p - |o| =0 = |o|. Par conséquent on aura
max (%,y) =max (p|x|,0ly|) = emax (|x|,[y])

et le cercle x+y de (S,d) est de rayon omax (|x|,|lyl). L'
hyperdistance donc d satisfait a la condition h; des hyper-

groupes ultramétriques.

En ce qui concerne maintenant la: econdition h, nous re-
marquons d'abord que pour tout x,y,a €S tels que (x+ a)N

N(y +a) =@ et pour tout hes UA on a:

i) si (x-y)Nh#@, alors pour tout z€x+a, WwWEy+a on
a de méme (z-w)h#9P.

En effet z€x+a et wey+a implique (z-x) N (w-y)79,
ce qui &quivaut a (x-y) N(z-w) # ®; Or, selon le lemme 2,
x -y Ch, donc (z=-w)MNh#0.

ii) s'il existe z€x+a et wey+a tels que (z-w)Nh#9,
alors de méme (x-y)Nh#@. Car, comme ci- dessus, on aura

(x-y) N (z-w) #0 et z-wCh. Il en résulte donc que:

iii) pour tout zex+a, wey+a on a Ayy= AZ”, donc hX =
A W

=hzw, c'est-a-dire d(x,y) =d(z,w), d'old il suit
d(x+a,y+a)=d(x,y),
c'est-a-dire la condition h,.
On prend ainsi la proposition fondamentale de la théo-
rie des hypergroupes hypervalués:
PROPOSITION (4.1)

Pour ou'un hypergroupe canonique soit hypervaluable il faut

et il suffit qu'il soit supérieurement canonique.

L'hypervaluation :S~> Q qui est définie sur S moyen-

nant 1'hyperdistance naturelle est appelé hypervaluation

naturelle. Si d'autre part '.S+>Q est une autre hyper-

valuation de S, alors, conformément avec tous que nous avons
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cité généralement ci-dessus pour les hypergroupes hyperva-
lués [ Rem. «(4.1) ], la famille

G' ;{gw=={x €S:|x| cw}, veq },

dont chaque &€lément est un cercle de centre o de 1'espace hy-

perultramétrique (S,d') - ol d'est 1'hyperdistance associée

~

a 1

- donc un sous-hypergroupe canonique de S [voir
prop. (3.3) ], est l'analogue de la famille G des hyper-
groupes valués et elle vérifie, comme il est facile de le
voir, les propriétés de la proposition (3.8) et de la re-
marque (3.4). Mais on démontre sans peine que le reciproque

est aussi valable, c'est-d-dire la

PROPOSITION (4.2)

‘A toute famille Q de sous-hypergroupes canoniques d'un hy-
pergroupe H, qui vérifie les propriétés 1232 de 1a proposition

(3.8), correspond une hypervaluation de H,.

Cette proposition montre que 1l'on peut obtenir toutes
les hypervaluations de H,si on considére toutes ses famil-

les de telle sorte de sous-hypergroupes canoniques.

La démonstration de la proposition se réalise comme ci-
-dessus pour le cas particulier de 1'hypervaluation natu-

~

relle (c'est-a-dire on forme l'ensemble Q' correspondant a
@ par l'adjonctidn 3 1l'ensemble QLJHOLJA les intersections
de toutes les sous-familles de QLJHOLJA ainsi que H lui-
-méme et on définie ensuite la fonction d':HxH- Q' juste-
ment comme d, c'est-d-dire par 1'é&galitd 4' (x, y) = hxy,
quels que soient x,y dans H et oll hX est 1'intersection de
h(EQLJHOLJA tels que x=y (mod.h); puis on continue comme

auparavent pour le cas special).

* REMARQUES (4.2). Soit H un hypergroupe hypervaluable.

a) Tout hypervaluation :H~>Q de H induit une hyper-

valuation au groupe abelien a_ € Ades scalaires de H.
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Car la restriction en effet de |:-| & a  vérifie évi-
demment les propriétés v,, v, et v, de la proposition(3.1)
qui, comme on le sait [3] , sont nécessaires et suffisan-

te pour qu'un groupe abelien soit hypervaluable.

b) En vertu que,quels que soient x,y dans H, X<y im-
pligue [x| < |y|, on a card H_<card |H|. I1 s'ensuit donc
que si card HO:>continuun, alors 1l'hypergroupe fortement

canonique H ne peut pas se rendre valué.

c) Sauf les hypergroupes hypervalués que nous avons e-
xaminés il y a des hypergroupes canoniques acceptant des
hypervaluations affaiblies, c'est-da-dire des hypergroupes
H munis d'une hyperultramétrique d satisfaisante a la con-
dition h, de la définition (1.1) et au lieu de h: ou la

condition plus faible

h,'': Pour tout x,y€H,x +y est un cercle par rapporte
3 1'hyperdistance d, qui se réduit & un singleton siye€x-x
(donc dans ce cas x +y=x). Un tel hypergroupe est évidem-
ment fortement canonique. Nous avons démontré que 1'inverse
est aussi vraie, c'est-d-dire que tout hypergroupe forte-

ment canonique est hypervaluable de ce type [9] [11][12].

d) L'echelle naturelle des hypergroupes fortement ca-
noniques conduit & la construction d'un simple exemple d'
hypergroupe canonique hypervaluable. En effet, on voit fa-
cilement que tout ensemble totaleméﬁt ordonné H possedant
un élément minimum o et muni de 1 'hyperopération x +y dé-

finie par
x+y=max(x,y), si x#y et x+x={z €H:z <x}

est un hypergroupe fortement (méme supérieurement) canoni-
‘que, donc hypervaluable (On remarque gque s'il existe un
X € H* pour lequel on ait x+x= {z€H:z5x }, la structure
(H,y) est encore un hypergroupe canonique mais pas forte-
ment canonique (1] [13] [158]-)»
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