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ESPACES VECTORIELS SUR UN HYPERCORPS — INTRODUCTION
DES HYPERESPACES AFFINES ET EUCLIDIENS

1. Introduction.

Dans mon travail [7] j’ai donné la définition des hypergroupes canoni-
ques aves hyperopérateurs—appelés aussi d’une maniere abregée et commode
A—hypergroupes canoniques, ol A est I’ensembie des hyperopérateurs. Une
classe particuliere et intéressante d’eux est celle des hyperespaces vectoriels,
dont la définition, donnée dans le travail cité, est la suivante:

Etant donné un hypercorps K (commutatif ou non) (1] [3] [6], on
appelle espace wvect riel (par exemple a gauche)sur Phypercorps K, briévement
K — hyperespace wvectoriel, un hypergroupe canonique [4] H ayant K comme
domaine d’opérateurs vérifiant les axiomes suivants:

1. a(x+y)=ax-+ay, quels quessoienta=K; x, y< H,
0 Fb)x C ax+bx : .

G quels que soient a, b = K; x < H,
8. (ab)x—a/(bx) ’
4. 0 -x=0, suel que soit x&H, 0 signifiant le

zéro de H et le zéro de K,
5. l-x=x quel que soit x&H, 1 étant 'élément—unité de K.

Il résulte® immediatement que (—a)x= —(ax) quels que soient a= K,
x= H. D’autre part, comme on le sait [7], dans tout A—hypergroupe canonique H

(M D. Strarigopoulos a aussi défini les hyperespaces vectoriels dans sa Note de Com-
ptes Rendus ,,Hyperanneaux non commutatifs, hypermodules, hyperespaces vectoriels et leurs
propriétés élémentairess (C. R. Acad. Sc. Paris, t. 269, p. 489—492, 29 Septembre 1969,
Série A) mais d’une maniére plus stricte, car, au lieu de linclusion ensembliste dans
PPaxiome 2, il a considéré D’egalité, c’est-a-dire il a posé (a+b)x=ax-+bx. Mais, en vue
d’application ultérieure, la necessité que la propriété connue, selon laquelle I’ensemble des
n-ades d’éléments d’un corps constitue un espace vectoriel sur le corps lui-méme, se soit
conservé au cas présent, c’est-i-dire que I’ensemble de n-a—des d’éléments d’un hypercorps K
soit un K-hyperespace vectoriel, elle impose l’axiome 2 sous la forme d’inclusion et pas
d’égalité.

Soit en effet K un hypercorps et soit H !’ensemble des n-ades d’éléments de K. Si
x=(x1,...%1), y=(¥1....vyn) sont deux éléments quelconques de H définissons 1’égalité
dans H et la multiplication par un AEK comme d’habitude et posons x+y={(21, - - . Zn)=
=zEH; zi€xi+yi. i=1.2,,,,n}. Alors on voit facilement que H est un hypergroupe
canonique et que les axiomes 1—5 ci—dessus sont bien verifiées. En particulier pour
I’axiome 2 on a (a+b)x={AxEH; A\Ea+b}={(A%1,...k%s); ASa+b}, tandis que ax+bx=
={(z1, ... 2n) EH: ziCaxi+bxi, i=1,2, ...n}={(21, ... 22)EH; ziE(a+b)x: i=1,2,...n}=

={Qux1, ..., A %a): NiSa+b, i=1,2,...n}, donc, évidemment (a+b) x " ax-+bx.
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avec opérateurs on a a(—x)=—(ax). En plus on a a-0=0, quel que soit
acK, car (a—a)0Ca-0—a-0=a(0—0) implique (a—a)0=a-0, donc
a-0=0-0=0. D’apres le précédant il est facile de voir que ax=0=a=0
ou x=0.

Dans le présent travail d’abord nous allons donner quelques notions
concernant les hyperespaces vectoriels ainsi que quelques—unes de leurs pro-
priétés; ensuite nous allons introduire et étudier briévement les hyperespaces
affines et euclidiens.

2. Définitions et propriétés diverses des hyperespaces vectoriels.

D’ abord nous remarquons que tout espace vectoriel est un hyperespace
vectoriel. Puis qu’il est possible qu’un hyperespace vectoriel propre (c’est-a-dire
qui n’est pas un espace vectoriel) ait comme domaine d’ opérateurs un corps;
c’est le cas par exemple de I'hypergroupe canonique H={0, x} (dont 0 est
son zéro et x—x=H) qui, comme il est facile de voir, est un hyperespace
vectoriel sur le corps des classes résiduelles (mod. 2) des entiers rationnels.
Relativement nous avons la condition suffisante suivante:

Proposition (2.1). S: un K— hyperespace vectoriel H posséde un scalaire™
différent de zéro, alors ’hypercorps des operateurs K est un corps.

Démonstration. En effer si x = H est un scalaire différent de zéro, alors
on aura (1—1)x Zx—x=130} d’oit il résulte que, pour rout a = 1—1, ax=0,
donc a=0 er, par conséquent, 1—1=0, donc s—s=0, pour tour s=K. K est
bien un corps.

Corollaire (2.1). S/ H est un groupe le domaine des operatems K est
un corps.

Soit H un K—hyperespace vectoriel. On va appeler les éléments de H
hypervecteurs. Les définitions relatives a la dépendance et indépendance linéaire
de la théorie des espaces vectoriels se transferent facilement aux hyperespaces
vectoriels par le remplacement seul dans elles du signe=de !égalité par le
signe & de lappartenance. Ainsi nous disons que #n>1 hypervecteurs

X1,..., Xp—H sont lindairement dépendants s’il existe n coefficients ai,...a,=K
non tous nuls tels que l'on ait 0=a; x1— - -—a, x,. Autrement, s’il n’en
est pas ainsi, par conséquent si d’ une relaton 0&a;x1+4---+aypxy on a
ar=--=a,=0, les hypervecteurs s’ appellent /linéairement indépendants. Deux

hypervecteurs linéairement dépendants sont appelés colinéaires ou paralléles.
On dit aussi qu’ils ont une direction commune. On appelle qu’ un hypervecteur
x& H est une combinaison linéaire des hypervecteurs xi,...,xp & H s’il existe
n coefficients a1,.., a, = K tels que I’ on ait x& a1 x1+- -+ an xan.

De ces définitions il résulte facilement que:
1) Si n> 1 hypervecteurs sont linéairement dépendants, alors un d’eux au

moins est une combinaison linéaire des autres. Le réciproque est encore vrai.

(1€ Comme on le sait [2] [4] un ¢lément s d’un hypergroupoide (H,.) est dit un
scalaire 4 droite (respect. 4 gauche) si pour tout x&H, xs (resp. sx) est un singleton.
On sait encore que si H est un hypergroupe canpnique. alors pour qu’ un élément x&H
soit un scalaire il faut et il suffit que x—x=0 [2] [4].
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2) Si m<n des hypervecteurs xi,...,xn sont linéairement dépendants,
alors tous les n hvpervecteurs sont ausst linéairement dépendants.

3) S¢ les hypervecteurs xi, ..., xn sont linéairement indépendants tandis
que X, X1, ..., Xn sont linéairement dépendants, alors x est une combinaison liné-
aire’ des Xi1s it Xns

On dit que IPhyperespace vectoriel H est de dimension finie n, symboli-
quement dimH=n, s’il contient n hypervecteurs linéairement indépendants
et si tout ensemble d’hypervecteurs en nombre n-- 1 est un ensemble d’hypervec-
teurs linéairement dépendants. La dimension de I'hyperespace vectoriel {0} est
par définition le zéro. Dans un hyperespace vectoriel de dimension n tout
ensemble de »n hypervecteurs linéairement indépendants est appelé base de
Phyperespace. On dit qu’ un hyperespace vectoriel est de dimension infinie s,
pour tout entier non négatif », il existe n hypervecteurs linéairement indépen-
dants. En géneralisant la notion ci-dessus de la base d’un hyperespace vectoriel
de dimension finie, on dit qu’un sous—ensemble B d’un hyperespace vecto-
riel H de n’importe quelle dimension est une base de H si tout sous—ensemble
fini de B est un ensemble d’hypervecteurs linéairement indépendants et si tout
nypervecteur de H est une combinaison linéaire d’un nombre fini d’hypervec-
teurs de B. :

Comme exemple d’hyperespace vectoriel de dimension » on peut citer 'hyperes-
pace vectoriel K des n—ades d’éléments d’un hypercorps K sur I’hypercorps K
lui —méme. Les hypervecteurs méme(1, 0,...0).(0, 1,...0),...(0,0,...,1) con-
stituent évidemment une base de cet hyperespace qui est appelé canonigue.
D’autre part on vérifie facilement que I’ensemble des hyperpolynoémes d’une
indéterminée a coefficients d’un hypercorps K [7] est un K-—hyperespace
vectoriel, dont les hypervecteurs 1, x,...x*"! sont, comme dans le cas corres-
pondant des polynomes, pour tout entier naturel »n, lineairement indépendants.
Donc cet hyperespace est de dimension infinie.

Il est clair que si e, ..., e, est une base quelconque d’un hyperespace
vectoriel H de dimension finie » sur un hypercorps K, alors pour tout x &= H
il existe des éléments ai,....apn—=K tels sue x=ajei+--—+aye, Ces €lé-
ments ay, . ..,a, sont appelés coordonnées de ’hypervecteur x par rapport a la

base ei, ..., e, et, comme dans le cas classique, elles sont définies de maniere
unique. La démonstration de ceci dans le cas présent se fait comme suit:

Soit que Pon a encore xC a1’ e1+- - +ay en. Alors on aura 0c(ar—ar)er+ -
+(an—an') en et, par conséquent, il y aura des elements mcai—ar,, ... My=
Cap—ay tels que 0&mier+- - +my ey Mais les hypervecteurs e, ..., en
¢tant linéairement indépendants on auramy=---=mp=0,doncai=ar’ ... ap=an".

D’autre part, puisque en général la somme aje+---+ane, n’est pas un
singleton, donc un hypervecteur, on concliit que dans tout hyperespace vectoriel
propre de dimension finie deux hypervecteurs ayant par rapport a une base que-
lconque des coordonnées égales, ne sont pas, en général, égaux, ce qui montre une
différence essentielle entre les hyperespaces vectoriels propres et les espaces
vectoriels.

Toutefois dans le K—hyperespace vectoriel K* deux hypervecteurs ayant
les mémes coordonnées -par rapport a4 la base canonique de K* son égaux.
On a méme, encore plus généralement, que deux hypervecteurs de K”, dont
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les coordonnées par rapport a une base ey, . ..,én telle que ¢;=(0, ... as,...0),
a;=K*(—K ---{0}), i=1, .. .n, sont égales,sont également égaux. D’autre part
pour tout a, p=K et pour tout hypervecteur e; de la base considérée, on
a(a+b)es=(a+b)(0,...ai... =400, oy As diy-e . O) NEa-+b} et aet-bei=
— (08 -aay 0)—{—(0,...[)(1;,... 0)={(0,...,Ci,...0)2 ciEaai+bai}=
={0,...,Mai...) ' NE a-+b},donc(a--b) e;=ae;+ bei, autrement ditona que
axiome 2 de la définition de P'hyperespace vectoriel est réalisé sous la forme
d’égalité. Ces deux propriétés de la base e, ...,en de K® nous conduisent
de poser les définitions suivantes:

Définition (2.1). Dans .n K—hyperespace vectoriel de dimension finie n
toute base ei, . ..en telle que.

1) pour tout ai. .. ca,=K la somme aiei—- "+ anén soit un singleton

i) pour tout a, b—K et pour tout hypervecteur e; de la base on ait
(a—+b) es=aei+be; est appelée base exceptionnelle.

Définition (2.2). Un hyperespace vectoriel de dimension finie est appelé
exceptionnel s’il admet une base exceptionnelle aw moins.

Désormais tous les hyperespaces vectoriels considérées seront exception-
nels,, sauf mention expresse du contraire. Nous appellerons aussi exceprion-
nelles les coordonnées d’un hypervecteur par rapport a une base excep-
tionnelle.

De ce qui est précédé nous tirons la

Proposition (2.2). Dans tout hyperespace wvectoriel deux hypervecteurs’
ayant des coordonnées exceptionnelles égales, sont €gaux. Le réciproque est
aussi vrai.

Dans la théorie des hyperespaces vectoriels I'isomorphisme est défin!
comme dans le cas des espaces vectoriels. Ainsi deux hyperespaces vectoriels H
et H' sur le méme hypercorps K sont dits isomorphes s’il existe une applica-
tion biunivoque ¢: H—H' de H sur H' telle que, pour tout x,y&H et pour
tout A=K, on ait o(x—y)=c(x)+ao(y) et s{rx)=>o (x). On concliit faci-
lement que si les K — hyperespaces vectoriels H et H' sont isomorphes, alors
’image isomorphe de zéro de H est le zéro de H' er les images isomorphes
d’hypervecteurs de H linéairemant dépendants sonr des hypervecteurs, de H' de
méme linéairement dépendants. 1t en résulte la

Proposition (2.3). Dans tout isomorphisme H-—-H' les images isomorphes
des hypervecteurs d’une base exceptionnelle du K— hyperespace vectoriel H consti-
ruent une base de méme exceptionnelle, de K—hyperespace vectoriel isomorphe H'.

Pour les hyperespaces vectoriels aussi ndis avons la proposition trés
considérable suivante. ¥

Proposition (2.4). Deux K— hyperespaces vectoriels de la méme dimension
n sont isomorphes entre eux. Le réciprogue est encore vrat.

Démonstration. Si H et H' sont les deux hyperespaces vectoriels,
considérons ei,...,e, une base exceptionnelle dans H et e;...ei une
autre, de méme exceptionnelle, dans H'. Puis faisons correspondre a tout
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hypervecteur x=M e+ +Apen de H l’hypervecteur ' =Me’++Men
de H'. Tl est évident que la correspondence considérée, soit o, est biunivoque
et que, si y=w e1+- " +Uneén €t Y =1 el tun e, sont deux autres
hypervecteurs correspondants, on aura [vue que o (e)=ei’ et que les deux
DaSes @y x.p o OF €1y -=vatn SODE exceptionnelles] o (x+y)=c[uatwm e1)+

oot (g en+ tnen)]=c[Qutm) e+ 1 (hi-l=n) = G+ g e el ie e
+ (An+tua) e’ = ey’ + -+ haen) (W1 61+"'+&LnEn')———x'—{—y':G(x)—}—c(y).

De méme on 2 c(Ax)=c(Ar1 a1+ "+ M en)=M1e + +Mhnen =
=A(ve'+Fha en)=Ax'=Ac(x). L’application donc o est bien un iso-

morphisme. Le réciptoque est évident. Si les deux K—hyperespaces vectoriels
H et H' sont isomorphes ils ont la méme dimension.

Il en résulte que tout K —hyperespace vectoriel est isomorphe au
K —hyperespace vectoriel K* des n—ades d’éléments de K.

Supposons maintenant que les hypervecteurs ar=(ai; . - - A1n)s - - - In=
— o . ann) constituent une base exceptionnelle dans ’hyperespace vecto-
riel Kn. Alors chaque somme @1-+A-Gp,—OU f=1, 25 0 o 1 i#j et A=K,
est un seul hypervecteur, donc, pour tout k={l,...n}, la somme aix+Najk
est un singleton. Ce fait implique que pour .tout tel £ un des elements ai,
aj; au moins est égal 2 zéro, car autrement si aix a0 pour A=— ar 1s

ajk

somme air— aix D€ serait pas un singleton, comme il fallait®. Il en résulte
que si par exemple on a ax 0, alors a;x=0 pour tout jE{1,...n} tel que
i=j, autrement dit Qque, si un élément d’un n’importe quel hypervecteur de
la base est différent de zéro, alors tous les éléments du meéme ordre des
autres hypervecteurs de la base sont égaux a z€ro. Ensuite on voit qu’il n’est
pas possible que l’on ait a;x=0 pour k constant €t poul tout 1&{1,...n5

car autrement les hypervecteurs ai,...ds 1€ seraient pas linéairement indé-
pendants.
En effet pour toute relation »ai— ' +na ap,=0 on a le ,,Systeme®

correspondant

M ai~han— - —haam=0

M are+he azo— " L dna—=0

Maip—A2Gn— """ —*nann=0.
Mais, comme aucun d’hypervecteurs ai, ... a, n'est le zéro, d’apres les pré-
cédents on aura A;=0 pour tout ¢lément ai;j0. Donc s’ily avait un index &
tel que ajx=0 pour tout =41, .. .n}, le systeme ci—dessus serait vérifié
pour un systéme de valenrs X, . --qhn dont 5—1 a0 plus seraient égales a

zéro et les restes quelconques.

1l résulte donc que chaque hypervecteur a;=(a1, - - - %in) contient un et
un seul élément différent de zéro d’ou découle la

@ Comme il est connu tout hypercorps K posséde son zéro comme élément scalaire
unique [6]. Donc pour tout acK on a {0} C a—a (au sens strict) [3], [6]-
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Proposition (2.5). Toutes les bases exceptionnelles de I’hyperespace vecto-
riel K" des n—ades d’éléments d’un hypercorps K sont de la forme ajci,...,anz=n
0t iy A= KE et tot e =150, 005 510), - 5 < — (0510, L S eset [a) base
canonique de K”.

D’ aprés cette proposition et en vertu de la proposition (2.3) nous
déduisons la

Proposition (2.6). Toutes les bases exceptionnelles d’un K— hyperespace
vectoriel H sont de la forme a1 6(e1),...,anc(en), 0t a1,...,anSK; z1..., 2,
est la base canonique de K" et c est un isomorphisme de K" sur H.

Il est clair que si ajc1,...,apcn €t brzi,...,bnz, sont deux bases
exceptionnelles de I’hyperespace vectoriel K», les formules liant les coordon-
nées x1',...,x," et x1"',...,x," d’un hypervecteur x= K" par rapport i ces
bases sont a; x;'=b; x;”', pour tout i ={l,...,n}, car on a x=x1" (a1 )+
+xp(anzn)=x1" (bye)4 - +x3"" (bn cn). Evidemment on a les mémes choses
pour les coordonnées d’un hypervecteur d’un n’importe quel K—hyperespace
vectoriel H par rapport aux bases exceptionnelles ajc(e1),...,anc(zy) et
b1 (1), ... bno(cn) de H, ¢ signifiant un isomorphisme de K» sur H.

Soit encore le K—hyperespace vectoriel K%, et =,,..., s, sa base cano-
nique. Deux isomorphismes ¢ et ¢’ de K» sur lui—méme seront appelés
équivalents, si, pour tout i={l,...,n}, il existe des éléments a;, aq;f = K* et
un hypervecteur z; tel que Pon ait o (g)=aj¢; et ' (5;)=a;" zj. La définition
est justifiée par le fait que la relation binaire R ainsi résultant dans 'ensem-
ble I des isomorphismes de K» sur lui—méme, est une relation d’équivalence.
D’autre part on voit que cette relation R est compatible avec la composition
des isomorphismes étant de méme un isomoiphisme comme il est visible.
Car, en effet, si 5,6’ et 9, " sont deux couples des isomorphismes équiva-
lents, alors si o(gj))=agck, 6" (g5)=ar' = et @ (e)=b;jzgj, o (g)=0b; ¢, on aura
(co)(c)=clp(E)]l =0(bjc) =bjo(e) = bjara et (¢'¢") (z1) =0 [9' ()] =
=0'(bj' zj)=bso(gj)=0b; ar’ =x, 1. e. les isomorphismes s¢ et ¢’ o' sont de
méme équivalents. Il résulte ainsi qu’ a4 toute classe d’ isomorphismes équi-
valents correspond une permutation des hypervecteurs de la base canonique
zl, ..., de K7 Nous en déduisons donc facilement la

Proposition 7. L’ensemble I'R des classes d’équivalence des applications
isomorphes de [’hyperespace wvectoriel K" sur lui— méme est un groupe, qui est
isomorphe au groupe symétrique.

Comme il est connu [7] un sous—ensemble Hi; d’un K—hyperespace
vectoriel H est un sous— hyperespace® vectoriel de H si, et seulement si,
x+yC Hy et Ax&Hy, quels que soient x, y=H; A=K, ces conditions sont
évidemment équivalentes & la seule condition »x-+uy C Hi, quels que soient
X, y&H; et »,u=K. De ce qui précede et vue de la théorie de génération de
sous — hypergroupes canoniques d’un hypergroupe canonique [4], nous concluons

O K-sous-hyperespace vectoriel d’un K-hyperespace vectoriel H s’appelle un sous—
ensemble /1 de H qui est un hyperespace vectoriel par rapport & l'addition et a la multi-
plication externe de H [7].
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facilement qu le K—sous—hyperespace wvectoriel engendré par un sous— ensemble
non vide A d’un hyperespace vectoriel H est la réunion des sommes d’un nombre
fini déléments de Pensemble KA. Si A= -, le K —sous— hyperespace vectoriel
engendré est visiblement {0}. Il en résulte que toute base d’un hyperespace vec-
toriel H est un systéme de générateurs de H.

3. Hyperespaces vectoriels euclidiens.

Considérons maintenant un hyperespace vectoriel H sur I’hypercorp$
totalement ordonné (R, +, -, <) des nombres réels®, pas nécessairement
exceptionnel. Un tel hyperespace vectoriel H sera appelé réel ou R— hyperespace
vectoriel. Notons I’hyperopération dans H par z iy (c’est-a-dire comme Ihy-
peraddition de R). Ensuite nous introduisons dans H, comme dans les espaces
vectoriels réels, lopération binaire du produir scalaire 4 valeurs dans R
comme suit:

Définition 3. On appelle produit scalaire dans H et on le note xoy,
x. V& H, rtoute application de Hx H dans R vérifiant les axiomes:

I x0 yz& 0 ;c,quel;”qiz; sotent %, & H;
2. h(x0y)=(Ax)oy, quels que soient x, y=H, \=R;
3. (x+3)02C (x02) L (yo7), quels_que soient x, v, z=H

4. x0y>=0, quel que soit x=H; xox=0= x=0.

Ce dernier axiome nous permet de définir la mesure ou longueur ou
norme aux hypervecteurs comme dans la théorie classique pour les vecteurs,
en appelant ainsi la racine carrée non nérative VVxo x, x—H que nous désig-
nerons par | x

5. |xoy! <ixl-lvyl, quels que soient x, y=H. Moyennant cet axiome
nous définissons /’angle de deux hypervecteurs non nuls x et y par I'égalité

xo o
Cos @ = ‘—~——JL~, ¢’est-a-dire, comme dans le cas correspondant des espaces

‘xﬁl.!g‘y

1 tl

(M C’est I’hypercorps totalement ordonné commutatif et saturé par rapport 3 son,
ordre total, résultant du corps (R, +, <, -) des nombres réels par le remplacement de
'addition a+b de R par I'hyperaddition a+b défirie comme suit [8];

[la—bi, a+b], si 0<a, 0<b, a#b

[@a+b, —ia—b!], si a<0, b<0, a#d
10, a+b], si 0<a=b
[a+b, O, si a=b<0

atb= ;
[a+b, la=bllL[—la—b], —(a+b)], si ab<0, 0< atb

[_la_bls d+b]U[—'(a+b)J la—bl], si ab<0, ab<0
a, si b=0

b, st a—0.
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vectoriels, le nombre réel o univoquement défini par la restriction o &[0, =].

ks -
Deux hypervecteurs non nuls x et y dont Pangle est @:7’ autrement dit

tel que Pon ait x 0 y=0, sont appelés perpendiculaires ou orthogonaux. L’hyper-
vecteur zéro est évidemment perpendicuiaire & tout hypervecteur.

Un hypervecteur dont la longueur est égale 3 1 est appelé hypervecteur
unité et une base dont tous les hypervecteurs sont des unités et deux & deux
orthogonaux, sera appelée orrhonormde.

Un hyperespace vectoriel sur lequel un produit scalaire a été défini,
est appelé hyperespace Euclidien. Comme exemple d’un tel hyperespace on
peut considérer n’importe quel hyperespace vectoriel réel H de dimension
finie (pas nécessairement exceptionnel), car Popération x oy=x1 31+ 4+ Xnyn,
définie dans H pour tout x,ySH et ou xi,..., x, ot Y1, ...Yyn sont les
coordornées de x et y respectivement par rapport a une base quelconque
de H, est un produit scalaire sur H. En effet cette opération vérifie évidem-
mer.t les axiomes 1,2,4 et 5 ci-dessus et il ne reste que la vérification
de 3 pourlequelon a:(x02) + (y 02)=(x 21+ +xp2n)+ (¥ 214+ +yn 25) (1)
tandis que (x +y) oz={woz;wE x +y}={w1 2.+ +wn 2n; wi E xi + yi,
=1 onp=(x14y1) s+ -+ (entyn) 2o =01 21491 80)+ ** + (¥n Znivm 20) (2).
~De (I) il résulte que (x02):(y02) est un segment de R ou une réunion
de deux segments défiiis convenablement par les nombres 4 ((x121-+ -+ + %5 2n)
+ 151+ Fynzn), (a1 214+ Xn 2n)— (Y121 - + 9, 2,) selon la défini-
tio de ’hyperaddition a L6 dans R (voir pa: e 207, note de pied) tandis que, com-
me il résulte de (2), (x{y) 0 zest une somme de segments ou de réunions de
segments définis co.ivenablemert par les nombres -+ux; z;, Tz i=1,.. ;0
donc, finalement, une réunion de s€_ments contenant évidemment ceux de (1).
L’opération xo0y est bien un produit scalaire dans H. I en résulte que
Phyperespace vectoriel R est Euclidien et que sa base canonique e;=
S{LG s 00 10,0, ., 1) est orthonormée.

L’iscmorphisme aux hyperespaces vectoriels Euclidiens est défini comme
dars le cas des espaces vectoriels homonymes. Doac, d’aprés cela, deux hype-
respaces vectoriels Euclidieas isomorphes soat tels au sens de I’isomorphisme
des hyperespaces vectoriels, donné précédemment, ayant en plus la vropri¢té
que le produit scal:ire de deux hypervecteurs quelconques d’un hyperespace
est €gal au produit scalaire de leurs ima_es isomorphes dans ’autre. Il en
résulte que tous les hyperespaces vectoriels Euclidiens de mémz dimznsion sont
isomorphes et que pondant les applieations isomorphes des hyperespaces vectoriels
Euclidiens les longuzurs des hyparvecteurs ainsi quz leurs angles sont conservées-

4. Hyperespaces affines.

Notre iateatio. éraat maiatenant de définir »lI’hyperespace ponctuel
-affire sur ua hypere,pace vecroriel quelcoaque™ comme structure hypercom-
positioinelle respective de celle .Je Pespace ponctuel affine sur u. espace
vectoriel, nous pre.ions comme point de départ la définition de ce dernier
et le fait que tout espace vectoriel définit un espace ponctuel affi.e sur
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lui-méme. Nous définissons donc cet hyperespace de maniere que tout hyper-
espace vectoriel soit un hyperespace ponctuel affine sur lui-méme. Donc, et
apres de recherches, nous posons

Définition (4.1). Soient un hyperespace vectoriel H sur un hypercorps K,
pas forcément de dimension finie et a fortiori exceptionnel, et un ensemble non
vide E dont les éléments seront appelés hyperpoints. Nous disons que cet ensemble
est un hyperespace poncruel affine sur Phyperespace vactorizl H, si les éléments
de H opérent sur les éléments de E comme hyperopérateurs [T] par une hyperope-
ration externe EX H—P(E)---{ @} notée additivement et satisfaisant aux axicmes:

1. Pour tout A, BE E il existe un hypervecteur au moins a < H tel
que BEA+a.

11 nous convient a écrire d’une maniére équivalente a—B—A=AB. Autre-
ment dit on a AB={a=H:B& A+-a}.

2. 11 exisce un, et un seul, hyperpoint O tel que, pour tour a<H, il existe
un, et un seul, hyperpoint ASE tel que I'on ait OA=a.

3. L’hypervecreur zéro 0 est un hyperopérateur unité, autrement dit pour
tout ACE on a A+0=A. )

4. (A+a)+b=A+(a+b), quels que soient ACE, a, b€ H.

5. Pour tous trois hyperpoinis A, B,TEE on a AT < AB+BF Pégalité
ayant lieu si, et seulement si, B=0.

Propriétés. Des axiomes précédents résulte:
i) AB=—BA

iiy AB=0OB— 04

On a encore

iii) OA=0OB=A4 =B

En effet on a AB=0B—0A4=0A4—0A, donc OSAB d’ol1 par laxi-
ome 3, il vient B=4—0=4, dorc A=B8.

iv) Pour tout a=H il existe un, et un seul, A=E tel que O+a=

En effet il existe un hyperpoint w.ique A4 tel que OA=a, donc
AEO+a. S’il existe un BEE tel que B&=0O+a, alors aEB—Oz@, donc,
par Paxiome 2, OB=aq, d’out il vient A=B et par conséquent O+a=4.

Des hyperespaces ponciuels affines existent. En effet nous constatons

facilemer.t que tout K—hyperespace vectoriel H est un hyperespace pon-
ctuel affine sur lui—méme, si nous considérors comme hyperopération externe

’hyperopération x+y de H. Dans cet hyperespace on a xy={zEH:sCy—x}
Soit encore I'hyperespace affine E sur le K—hyperespace vectoriel H.
La dimension de H est appelée aussi dimensicn de E, ’hyperpoirt fixe O de E

est son origine et, pour tout hyperpoint A& E Phypervecteur unique O4 est
appelé rayon hypervectoriel de A ou ercore son hypervecteur de place.
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Si E est de dimension # et e;, ..., e, est une base de H, alors le
systeme (O;e1,...,e,) est appelé sysiéme de coordonnées affines ou simplement
systéme affine et lorigine O de I’hyperespace origine du systéme ou origine
des coordonnées. Si A est un hyperpoint quelconque de E, alors OA=a et si
ai,...,ap =K sont les coordonnées de a par rapport a la base e1,...,en,
donc aSaie;+-'-—ayen alors ai,...,an, sont appelés aussi coordonnées de
Phyperpoint 4 et nous notons, comme d’habitude, A(ai,...,an). De ce qui
précede résulte qu’ 4 tout hyperpoint 4 de E correspond une n—ade d’élé-
ments de ’hypercorps K, c’est-a-dire les coordonnées de A, mais deux hyper-
points ayant les mémes coordonndes ne coincident pas en général, sauf s’il s’agit
de leurs coordonnées exceptionnzlles, en appelant ainsi les coordonnées des
hyperpoints quand la base considérée de I’hyperespace H est exceptionnelle.
Il est visible que pour tout hypervecteur z= 4B on a 2 & b—a;, ou
(a1, ...,an), (b1,...,by) sont les coordonné=s des hyperpoints A et B par
rapport 4 un systeme affine de coordonnées de E et ou (21,...,2n) sont les
coordonnées de Ihypervecteur z par rapport a la base respective de H. En

effet onaéeAO—;—OB OB — 0OA4, donc O&= OB— OA—-z—(bl—al——@l)ep—

S _(bn*an—zn) en.

Nous remarquons que si les hyperpoints A4 et B décrivent E, on-a
_AB=H. Nous appellons aprés cela sous— hyperespace _ponctuel affine de E
tout sous—ensemble E; de E tel que la réunion U AB=Hj soit un sous—
hyperespace vectoriel de H et que E; lui—méﬁdé3 Egit un hyperespace pon-
ctuel affine sur H;. Si de ces deux conditions la premiere seule est satisfaite,
alors nous appelons E sous— hyperespace ponctuel semi— affinz de E

Soit un sous —hyperespace affine E1 de E. Alors si Oy est son origine,
on aura A01+01B=AB pour tout A, B=E, selon Paxiome 5 de la défini-
Fion 4. Mais 4, B, O; étant des hyperpoints de E I’égalité 401+ O1B=AB
implique, de méme par laxiome 5, que O1=0. Donc O&E:. Inversement
si E; est un sous—hyperespace semi—affine de E tel que O & Ej, il est
évident que tous les axiomes ]—35 sont satisfaits et E; est bien un sous—
hyperespace affine de E. Nous en tirons donc la

Proposition (4.1). Pour qu’un sous—hyperespace ponctuel semi— affine E1
d’un hyperespace affine D soir un sous— hyperespace affine de E il faur er il
suffi[ que Porigine O de E soit dans Ey

Considérons maintenant un sous—hyperespace semi—affine E; de E et
soit un hyperpoint O1& E;. Pour tout hyperpoint M& E; et pour tout 2= O1 M
on aura M & O;4-z et, par conséquent, si Oon met OM=r, OO1=7 on a
OLr& (O—;L)-g— +{ri+2) selon l'axiome 4, donc r & ri+2. D’autre

pait, en vertu de la condition _ AB=H;, ’hyperpoint O; vérifie la con-
A,B= Ei

dition O:0; = H;, donc ri—r1 = Hy, car 0:0,=010+00;=r1—r1. On voit
encore que, si B est une base de Hi, ’hypervecteur z apparu dans !’ ,,équati-
on“ r Eri—z, est une combinaison linéaire d’'un nombre fini d’hypervec-
teurs de B. Inversement si Hi est un sous—hyperespace vectoriel de H, B

est une base de H; et 1 est un hypervecteur OO; de H tel que rn—n C Hi,
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alors 1’ ,équation” r & ri+z définit un sous—ensemble E; de E quand z
décrit Hi, donc pour tous les hypervecteurs z = H qui sont des combinaisons
linéaires d’un nombre fini d’ hypervecteurs de B et ou r=OM; ce sous—
ensemble Ej est un sous—hyperespace ponctuel semi—affine de I’hyperespace
ponctuel affine E, car en effet, pour tout A, BSE; on a, si on met r4=0A,
re=0B, r4Eri+2z et rgEritz2’, _/Ezrg—m;(n—‘rz”)—(rl—i—z’)z(rl—-rl)
+ (2" —2") C Hy. D’autre part pour tout z = Hy il existe au moins un M & E;
tel que OTJ:rErl—i—z et, par conséquent, zEr—n:m—OOl:OlO%— oM
=0MC U AB, donc U AB=H,. Quant & Ihyperpoint Oy, il est

o A,B=E1 A,BEF:
visible qu’il est dans E; (car e=0SH; et ri=r1+0). Il en résulte la

Proposition (4.2). Soient E un hyperespace ponctuel affine sur un K—
hyperespace vectoriel H, O I’ origine de E, Hi un sous— hyperespace vectoriel
de H et Oy S E rel que, si OOr=r1, ri—r1 = Hi. Alors I’ ensemble E;=

={M Z E:OM=r&r1--2, 2 € Hi} est un sous— hyperespace semi— affine de E.

La relation r<&r+2 qui, pour z décrivant H; et r = H tel que
ri—r1 = H, définit le sous—hyperespace semi—affine E; est appelé équacion
de Ei-En particulier on a le

Corollaire (4.1). S7 Hi admet une base finie ey, ...,en, alors I’ équation
de Ev est r=ritt1e1— - Ltnen on i1, vt =
Remarques 1. a) Si le sous—hypzrespace semi—affine Ej est affine,
alors O = E; et on peut considérer O1=0, et dans ce cas on aura comme
equation de Ei r=z d’ou, pour le cas particulier du corollaire précédent,

on a rctriel+ - +inen. Si en plus la base ey,...,e, est exceptionnelle,
I’équation de Ej est r=t1e1-- -1, en.

b) Si Phyperespace affine E est un espace (c’est le cas classique),
tout sous—hyperespace semi—affine E; de £ est un sous—espace affine.
Dans ce cas, évidemment, tout point de E; peut étre pris comme O;.

Soient deux hyperespaces ponctuels affines E et E’ sur le méme hyper-
espace vectoriel H. Alors E et E’ sont appelés isomorphss s’il existe une
application biunivoque f: E—~FE’ telle que. si on met f(4)=.4', f(B)=B’, on
ait AB=A'B’ quels que soient 4, B dans E. Relativement a I’isomorphisme

on a la généralisation suivante d’une proposition connue des espaces pon-
ctuels affines:

Tout hyperespace ponctuel affine E swr wun hypzerespace vectoriel H est
isomorphe a H, considéré comme hyperespace poncruel affine sur lui— méme.

Car en effet 'application f: E—# telle que f(A)=0A4=a est évidem-
ment biunivoque et AB=A40+OB=b—a=ab.

Il est facile de voir que si f est uae application isomorphe de I’hyper-
espace ponctuel affine E sur lui—m3me on aura f(0)=0. Car si f(0)=0’

et f(A)=A’, alors @ij’A’z{aEH: A" = O +a}=a. donc par I’ axiome
2, O'=0.
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Un hypeiespace ponctuel affine se dit réel, si Phyperespace vectoriel
correspondant Dlest aussi. Un hyperespace ponctuel affine de dimension
finie n est appelé Euclidien, si son hyperespace vectoriel en est tel. Dans un
hyperespace ponctuel Euclidien E on peut définir la distance de deux hyper-
points A, BEE possédant des coordonnées (a1, . .., an), (b1,...,bn) par rap-
port & un systtme quelconque de coordonnées affines comme la longueur de
I’hypervecteur de coordonnées (b1—ai,. .., bn—an) [par exemple, si on note
cette cistance par d (4. B) et si la base considérée est orthonormée, d (4, B)=
= v/ (bi—ar)’+ -+ (bn—an)?]. Et si C(ci,. 5 ¢s) est un troisiéme hyper-
point de E, on définit comme angle BAC P’angle des hypervecteurs de coor-
données respectivement (b1—ars, .. .5 ba—an), (c1—an, ..., Cn—Qn)-

Deux hyperespaces ponctuels Euclidiens sont appelés isomorphes s’ils en
sont tels considérés comme hyperespaces ponctuels affines, et, si le produit
scalaire des hyperespaces vectoriels correspondants est conservé par cet iso-
morphisme. Il ea résulte, donc, que les distances des hyperpoints d un hyper-
espace ponciuet Euclidien E, ainsi que les angles qui sont formées par les hyper-
points de E, sont conservées par les applications isomorphes de I’hyperespace E
dans un autre E'.

En particulier, puisque, comme on a vu, si f est une application iso-
morphe de E sur lui—méme, on a f(0)=0, on a la

Proposition (4.3). Les distances des hyperpoints d’un hyperespace ponctuel
Euclidien E de son origine O e les angles de E ayant comme sommet O sont
conservées pendant les applications, isomorphes de E sur lui—méme.

Comme exemple d’une telle application isomorphe on peut citer Pappli-
cation de I’hyperespace ponctuel Euclidien R” sur lui—meéme, selon laquelle
on fait correspondre & tout hyperpoint M(x1,...,%s) de R" OU X1,...,Xpn
sont les coordonnées de M par rapport au systtme orthonormée des coordon-
nées affines 0; s1,...,2n), hyperpoint M’ (x:,..., Xi;, Ol i1,...,In €SC UNE
permutation des irdices 1,...,7 et e1=(1,0,,.., 0): e — (0O S8 LSl &1 a
base cononique de R™.
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