GEWMETRIKH SUNDUASTIKH

Earinì ExĹmhno 2007 Askăseic #1

1. SqediĹste to diĹgramma Hasse tou sundèsmou twn pleurÿn thc (trisdiĹstathc) tetragwnikăc puramÐdac.

2. ’Estw polÔtopa P ⊂ R^N kai Q ⊂ R^M diĹstashc d kai r, antÐstoiqa, kai èstw to eujÔ ginìmeno P × Q = {(x, y) ∈ R^{N+M} : x ∈ P, y ∈ Q}.

(a) DeÐxte ìti to P ×Q eÐnai polÔtopo ston R^{N+M} diĹstashc d+r kai ìti oi pleurèc tou P × Q eÐnai akribÿc ta sÔnola thc morfăc F × G, ìpou F eÐnai pleurĹ tou P kai G eÐnai pleurĹ tou Q.

(b) DeÐxte ìti an upĹrqei polÔtopo diĹstashc d − 1 me n korufèc kai m èdrec, tìte upĹrqei epÐshc polÔtopo diĹstashc d me 2n korufèc kai m + 2 èdrec. DeÐxte epÐshc ìti gia kĹje akèraio d ≥ 2 upĹrqei aplì polÔtopo diĹstashc d me 2d korufèc kai d + 2 èdrec.

3. UpologÐste to plăjoc twn pleurÿn tou d-diĹstatou kÔbou

C_d = {(x_1, x_2, . . . , x_d) ∈ R^d : −1 ≤ x_j ≤ 1, 1 ≤ j ≤ d}.

Pìsec apì tic pleurèc autèc èqoun diĹstash i gia −1 ≤ i ≤ d?

4. DeÐxte ìti ta monìploka eÐnai ta mìna polÔtopa diĹstashc d ≥ 3 pou eÐnai tautìqrona aplĹ kai monoplektikĹ.

5. ExetĹste an ta parakĹtw grafămata (a) kai (b) eÐnai isìmorfa me to grĹfhma enìc trisdiĹstatou kai tetradiĹstatou, antÐstoiqa, kurtoÔ polutìpou.

Upìdeixh gia to (b): Pìsec èdrec mporeÐ na èqei èna tètoio polÔtopo?

’Ewc TetĹrth, 7 NoembrÐou

Earinì ExĹmhno 2007 Askăseic #2

6. UpĹrqei polÔtopo P diĹstashc d ≥ 3 tètoio ÿste kĹje pleurĹ tou P diĹstashc 2 na èqei toulĹqiston èxi korufèc?

7. ’Estw Q polÔtopo diĹstashc d − 1 ston R^d.

(a) An P = conv(Q ∪ {p}), ìpou p ∈ R^d∖aff(Q), upologÐste to f-diĹnusma tou P apì to f-diĹnusma tou Q (to polÔtopo P eÐnai h puramÐda pĹnw sto Q me korufă to shmeÐo p).

(b) ’Estw R = conv(Q ∪ I), ìpou I eÐnai eujÔgrammo tmăma ston R^d tètoio ÿste to relint(Q) ∩ relint(I) na èqei akribÿc èna stoiqeÐo. UpologÐste to f-diĹnusma tou R apì to f-diĹnusma tou Q (to polÔtopo R eÐnai h dipuramÐda pĹnw sto Q me korufèc ta Ĺkra tou I).

8. BreÐte to mègisto dunatì plăjoc korufÿn enìc polutìpou diĹstashc d me 2d èdrec, gia d = 3 kai d = 4. Upìdeixh: MporeÐte na qrhsimopoiăsete to Jeÿrhma tou ’Anw FrĹgmatoc.

9. ’Estw to d-diĹstato polÔtopo

C^Δ_d = conv ({±e_1, ±e_2, . . . , ±e_d}) ⊂ R^d.

(a) DeÐxte ìti to polÔtopo C^Δ_d eÐnai monoplektikì.

(b) ’Estw V = {x_1, . . . , x_d, y_1, . . . , y_d} kai K to afhrhmèno monoplektikì sÔmplegma sto sÔnolo korufÿn V gia to opoÐo gia F ⊆ V isqÔei F ∈ K an kai mìno an den upĹrqei deÐkthc 1 ≤ i ≤ d me {x_i, y_i} ⊆ F . DeÐxte ìti to sunoriakì sÔmplegma tou C^Δ_d eÐnai gewmetrikă ulopoÐhsh tou K.

10. ’Estw P monoplektikì polÔtopo diĹstashc d. An to P eÐnai k-geitonikì gia kĹpoio akèraio k > ⌊d/2⌋, deÐxte ìti to P eÐnai monìploko.

’Ewc TetĹrth, 28 NoembrÐou

Earinì ExĹmhno 2007 Askăseic #3

11. Gia akeraÐouc 1 ≤ d ≤ n, èstw monìploko P diĹstashc n − 1 kai èstw Δ to monoplektikì sÔmplegma twn pleurÿn tou P diĹstashc mikrìterhc tou d. DeÐxte ìti to sÔmplegma Δ eÐnai apofloiÿsimo kai upologÐste thn anhgmènh qarakthristikă Euler tou Δ.

12. ’Estw akèraioc d ≥ 1. BreÐte ìla ta agnĹ monoplektikĹ sumplègmata Δ diĹstashc d gia ta opoÐa kĹje olikă diatĹxh twn edrÿn tou Δ eÐnai apofloÐwsh tou Δ. 13. DeÐxte ìti kĹje peperasmèno afhrhmèno monoplektikì sÔmplegma diĹstashc d−1 èqei gewmetrikă ulopoÐhsh sto qÿro R^{2d−1}. Upìdeixh: Qrhsimopoiăste thn kampÔlh

γ(t) = (t, t^2, . . . , t^{2d−1})

sto qÿro R^{2d−1}.

14. UpologÐste to h-diĹnusma tou d-diĹstatou kÔbou.

15. ’Estw P h kurtă jăkh tou sunìlou twn metajèsewn tou [n] := {1, 2, . . . , n} sto qÿro R^n.

(a) DeÐxte ìti to sÔnolo P eÐnai aplì polÔtopo diĹstashc n − 1. (b) DeÐxte ìti gia 1 ≤ i ≤ n, to f_{n−i} (P ) eÐnai Ðso me to plăjoc twn akoloujiÿn (S_1, S_2, . . . , S_i), ìpou ta S_j eÐnai xèna anĹ dÔo, mh kenĹ uposÔnola tou [n] h ènwsh twn opoÐwn eÐnai Ðsh me [n].

(g) DeÐxte ìti gia 0 ≤ i ≤ n − 1, to h_i(P ) eÐnai Ðso me to plăjoc twn metajèsewn w tou [n] pou èqoun i kajìdouc, dhladă ìti

h_i(P ) = #{w ∈ S_n : des(w) = i},

ìpou gia th metĹjesh w = (w_1, w_2, . . . , w_n) tou [n] orÐzoume des(w) = #{j ∈ [n − 1] : w_j > w_{j+1}}.

’Ewc TetĹrth, 19 DekembrÐou

Earinì ExĹmhno 2007 Askăseic #4

16. ’Estw akèraioi 0 ≤ i ≤ d. BreÐte thn elĹqisth dunată timă tou f_i(P ) an to P eÐnai kurtì polÔtopo diĹstashc d.

17. ’Estw e_1, e_2, . . . , e_d h orjokanonikă bĹsh tou R^d kai Z ⊆ R^d to zwnìtopo pou orÐzetai wc to Ĺjroisma Minkowski twn eujugrĹmmwn tmhmĹtwn [−e_i, e_i] gia 1 ≤ i ≤ d kai [e_i − e_j, e_j − e_i] kai [−e_i − e_j, e_i + e_j] gia 1 ≤ i < j ≤ d.

(a) EÐnai to Z aplì polÔtopo? (b) Pìsec korufèc èqei to Z?

18. ’Estw A parĹtagma n ≥ d uperepipèdwn ston R^d se genikă jèsh, dhladă opoiadăpote d apì ta uperepÐpeda thc A tèmnontai se akribÿc èna shmeÐo kai opoiadăpote d + 1 èqoun kenă tomă. DeÐxte ìti to plăjoc twn perioqÿn thc A eÐnai Ðso me d∑ i=0 ( n i ) .

19. ’Ena polÔtopo P ⊂ R^d èqei kentrikă summetrÐa an x ∈ P ⇒ −x ∈ P . ApofanjeÐte an isqÔei h exăc prìtash: KĹje polÔtopo diĹstashc d me kentrikă summetrÐa èqei toulĹqiston 3^d mh kenèc pleurèc.

20. Pìsoi sunduastikoÐ tÔpoi isomorfismoÔ trisdiĹstatwn zwnìtopwn me pènte zÿnec (dhladă pènte grammikĹ anexĹrthtouc gennătorec) upĹrqoun? Upìdeixh: Jewrăste touc antÐstoiqouc sqhmatismoÔc shmeÐwn sto epÐpedo.

’Ewc TetĹrth, 9 IanouarÐou