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ÄïìÞ äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò

1o êåö. ÅéóáãùãÞ óôá óõíå÷Þ êëÜóìáôá

2ï êåö. Ëßãç Èåùñßá Áñéèìþí

3ï êåö. ÌÝóç ðïëõðëïêüôçôá Áöáéñåôéêïý Åõêëåéäåßïõ Áëãüñßèìïõ:

Ðñüâëçìá:

¸óôù n óôáèåñü. (Êáé üóï ÷ñåéÜæåôáé ìåãÜëï)
1 ≤ m ≤ n

S (n) =E (Ðüóåò áöáéñÝóåéò êÜíåé ï áëãüñéèìïò
ãéá íá âñåé ôïí ì.ê.ä(n;m);)

Èåþñçìá (Yao & Knuth 1979)

S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



Óõíå÷Þ êëÜóìáôá
Óõíå÷Þ êëÜóìáôá êáé Q-ðïëõþíõìá
¢ðåéñá óõíå÷Þ êëÜóìáôá
Óõíå÷Þ êëÜóìáôá êáé Åõêëåßäåéïò Áëãüñéèìïò

Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò
ÁíÜëõóç ìÝóïõ áñéèìïý âçìÜôùí
Ç-áíáðáñáóôÜóåéò



ÐåðåñáóìÝíá óõíå÷Þ êëÜóìáôá

ðåðåñáóìÝíï óõíå÷Ýò êëÜóìá óôéò ìåôáâëçôÝò x1; x2; : : : ; xn :

x0 +
1

x1 +
1

x2 + . . .+
1

xN

óõìâïëéóìüò: =x0; x1; : : : ; xN =

Ð.÷.

=x0; x1= = x0 +
1

x1
=

x0x1 + 1

x1

=x0; x1; x2= = x0 +
1

x1 +
1

x2

=
x0x1x2 + x2 + x0

x2x1
:



Q-ðïëõþíõìá

Ïñéóìüò

Ãéá n ≥ 0:

Q0 = 1

Q1(x1) = x1

Qn(x1; x2; : : : ; xn) = x1Qn−1(x2; : : : ; xn) + Qn−2(x3; : : : ; xn)

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðáßñíïõìå:

Q1(x1) = x1

Q2(x1; x2) = x1x2 + 1

Q3(x1; x2; x3) = x1x2x3 + x1 + x3

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x1x4 + x3x4 + x1x2 + 1:



Q-ðïëõþíõìá

Ïñéóìüò

Ãéá n ≥ 0:

Q0 = 1

Q1(x1) = x1

Qn(x1; x2; : : : ; xn) = x1Qn−1(x2; : : : ; xn) + Qn−2(x3; : : : ; xn)

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðáßñíïõìå:

Q1(x1) = x1

Q2(x1; x2) = x1x2 + 1

Q3(x1; x2; x3) = x1x2x3 + x1 + x3

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x1x4 + x3x4 + x1x2 + 1:



Èåþñçìá (L. Euler)

Ôï ðïëõþíõìï Qn(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí
üñùí ðïõ ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí îåêéíþíôáò áðü ôï
ãéíüìåíï:

1 · x1 · x2 · · · xn
êáé ðáñáëåßðïíôáò 0 Þ ðåñéóóüôåñá ìç åðéêáëõðôüìåíá æåõãÜñéá
äéáäï÷éêþí ìåôáâëçôþí xj · xj+1.

1 · x1 · x2 · x3 · x4

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x1x2 + 1:



Èåþñçìá (L. Euler)

Ôï ðïëõþíõìï Qn(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí
üñùí ðïõ ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí îåêéíþíôáò áðü ôï
ãéíüìåíï:

1 · x1 · x2 · · · xn
êáé ðáñáëåßðïíôáò 0 Þ ðåñéóóüôåñá ìç åðéêáëõðôüìåíá æåõãÜñéá
äéáäï÷éêþí ìåôáâëçôþí xj · xj+1.

1 · x1 · x2 · x3 · x4

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x1x2 + 1:



Èåþñçìá (L. Euler)

Ôï ðïëõþíõìï Qn(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí
üñùí ðïõ ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí îåêéíþíôáò áðü ôï
ãéíüìåíï:

1 · x1 · x2 · · · xn
êáé ðáñáëåßðïíôáò 0 Þ ðåñéóóüôåñá ìç åðéêáëõðôüìåíá æåõãÜñéá
äéáäï÷éêþí ìåôáâëçôþí xj · xj+1.

1 · x1 · x2 · x3 · x4

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x1x2 + 1:



Èåþñçìá (L. Euler)

Ôï ðïëõþíõìï Qn(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí
üñùí ðïõ ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí îåêéíþíôáò áðü ôï
ãéíüìåíï:

1 · x1 · x2 · · · xn
êáé ðáñáëåßðïíôáò 0 Þ ðåñéóóüôåñá ìç åðéêáëõðôüìåíá æåõãÜñéá
äéáäï÷éêþí ìåôáâëçôþí xj · xj+1.

1 · x1 · x2 · x3 · x4

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x1x2 + 1:



Èåþñçìá (L. Euler)

Ôï ðïëõþíõìï Qn(x1; x2; : : : ; xn) åßíáé ôï Üèñïéóìá üëùí ôùí
üñùí ðïõ ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí îåêéíþíôáò áðü ôï
ãéíüìåíï:

1 · x1 · x2 · · · xn
êáé ðáñáëåßðïíôáò 0 Þ ðåñéóóüôåñá ìç åðéêáëõðôüìåíá æåõãÜñéá
äéáäï÷éêþí ìåôáâëçôþí xj · xj+1.

1 · x1 · x2 · x3 · x4

Q4(x1; x2; x3; x4) = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x1x2 + 1:



Q-ðïëõþíõìá êáé óõíå÷Þ êëÜóìáôá

Èåþñçìá

¸÷ïõìå

=x0; x1; : : : ; xn= =
Qn+1(x0; x1; : : : ; xn)

Qn(x1; x2; : : : ; xn)
;

åíþ åðéðëÝïí

ì:ê:ä(Qn+1(x0; x1; : : : ; xn);Qn(x1; x2; : : : ; xn)) = 1:



¢ðåéñá óõíå÷Þ êëÜóìáôá

Ïñéóìüò

To =a0; a1; : : : ; an= åßíáé áðëü áí a0 ≥ 0; a1 > 0; a2 > 0; : : :
a0; a1; a2; : : : ∈ N

Ïñéóìüò

¸óôù a0; a1; a2; : : : ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá áêåñáßùí ìå
a0 ≥ 0; a1 > 0; a2 > 0; : : :. ÈÝôïõìå xn = =a0; a1; : : : ; an=. Áí

lim
n→∞

xn = x

ôüôå ëÝìå üôé ôï Üðåéñï áðëü óõíå÷Ýò êëÜóìá =a0; a1; a2; : : : =
óõãêëßíåé óôçí ôéìÞ x êáé ãñÜöïõìå x = =a0; a1; a2; : : : =:

Èåþñçìá

¼ëá ôá Üðåéñá áðëÜ óõíå÷Þ êëÜóìáôá óõãêëßíïõí.



Áëãüñéèìïò áíÜðôõîçò óå óõíå÷Ýò êëÜóìá

Óå êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü x áíôéóôïé÷ïýìå äýï áêïëïõèßåò
a0; a1; : : : ∈ N êáé �0; �1; : : : ∈ R ùò åîÞò:

1. ¸óôù a0 = bxc; �0 = x − a0.

2. Áí Ý÷ïõí ïñéóôåß ôá a0; : : : ; an ; �0; : : : ; �n , êáé �n 6= 0, ôüôå
èÝóå

an+1 =
⌊ 1

�n

⌋
; �n+1 =

1

�n
− an+1

3. Áí �n = 0 ôüôå ï áëãüñéèìïò ôåñìáôßæåé êáé åðéóôñÝöåé ôá
a0; a1; : : : ; an êáé ôá �0; : : : ; �n .

Ýôóé

x = a0 + �0 = a0 +
1

a1 + �1
= a0 +

1

a1 +
1

a2 + �2

= : : :

= =a0; : : : ; an + �n=:



Èåþñçìá (Ïñèüôçôá Áëãüñéèìïõ áíÜðôõîçò óå óõíå÷Ýò
êëÜóìá)

(á) Áí x ñçôüò ôüôå ï áëãüñéèìïò ôåñìáôßæåé ìå �N = 0 ãéá
êÜðïéï N ≥ 0 êáé åßíáé x = =a0; : : : ; aN =.

(â) Áí x Üññçôïò, ôüôå �n 6= 0 ãéá üëá ôá n, ïðüôå ï áëãüñéèìïò
äåí ôåñìáôßæåé, êáé

x = lim
n→∞

=a0; a1; : : : ; an=:



Èåþñçìá (Èåþñçìá ôçò Äéáßñåóçò ãéá öõóéêïýò áñéèìïýò)

ÅÜí
x ≥ y > 0 êáé x ; y ∈ N, ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêïß áñéèìïß q ∈ N
êáé � ∈ N ôÝôïéïé þóôå

x = yq + � êáé 0 ≤ � < y :

Èåþñçìá (Èåþñçìá ôçò Äéáßñåóçò ãéá ðñáãìáôéêïýò, ìå
q ∈ N)

ÅÜí x ≥ y > 0 êáé x ; y ∈ R, ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêïß áñéèìïß
q ∈ N êáé � ∈ R ôÝôïéïé þóôå

x = yq + � êáé 0 ≤ � < y :

ÅðéðëÝïí,

q =
⌊x
y

⌋
:



Èåþñçìá (Èåþñçìá ôçò Äéáßñåóçò ãéá öõóéêïýò áñéèìïýò)

ÅÜí
x ≥ y > 0 êáé x ; y ∈ N, ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêïß áñéèìïß q ∈ N
êáé � ∈ N ôÝôïéïé þóôå

x = yq + � êáé 0 ≤ � < y :

Èåþñçìá (Èåþñçìá ôçò Äéáßñåóçò ãéá ðñáãìáôéêïýò, ìå
q ∈ N)

ÅÜí x ≥ y > 0 êáé x ; y ∈ R, ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïíáäéêïß áñéèìïß
q ∈ N êáé � ∈ R ôÝôïéïé þóôå

x = yq + � êáé 0 ≤ � < y :

ÅðéðëÝïí,

q =
⌊x
y

⌋
:



Åõêëåßäåéïò Áëãüñéèìïò

Óå êÜèå æåýãïò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí {x ; y} ìå x ≥ y > 0
áíáèÝôïõìå äýï ðåðåñáóìÝíåò Þ Üðåéñåò áêïëïõèßåò a1; a2; a3; : : :
êáé �−1; �0; �1; �2; : : : ùò åîÞò:

1. ¸óôù �−1 = x , �0 = y

2. Áí ôá �−1; : : : ; �i ; a1; : : : ; ai Ý÷ïõí ïñéóèåß êáé �i 6= 0 ôüôå
áðü ôï Èåþñçìá ôçò Äéáßñåóçò, ðÜñå vi+1; ai+1 ôÝôïéá þóôå

�i−1 = �iai+1 + �i+1 0 ≤ �i+1 < �i :

3. Áí �i = 0 ôüôå ï áëãüñéèìïò ôåñìáôßæåé êáé åðéóôñÝöåé
�−1; �0; : : : ; �i−1 êáé a1; : : : ; ai .



Ï åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò äïõëåýåé ãéá ôï æåýãïò {x ; y} þò åîÞò:

x = ya1 + �1 0 < �1 < y

y = �1a2 + �2 0 < �2 < �1

�1 = �2a3 + �3 0 < �3 < �2
...

...

�n−3 = �n−2an−1 + �n−1 0 < �n−1 < �n−2

�n−2 = �n−1an �n = 0:



Aíôéóôïé÷ßá Åõêëåéäåßïõ ìå áëã. áíÜðôõîçò óå óõí.

êëÜóìá

Èåþñçìá

(a) Áí õëïðïéÞóïõìå ôïí Åõêëåßäåéï Áëãüñéèìï,
ãéá ôï æåýãïò {x ; 1} êáé
a0; : : : ; an ; : : :: ôá ðçëßêá ðïõ åìöáíßæïíôáé

ôüôå x = =a1; : : : ; an ; : : : =.

(b) Áí x =
h

k
∈ Q, h ≥ k ,

ôüôå áí õëïðïéÞóïõìå ôïí Åõêëåßäåéï Áëãüñéèìï ãéá ôï
æåýãïò {h; k}.
ðáßñíïíôáò ðÜëé ôá ðçëßêá a0; : : : ; an ; : : : Ý÷ïõìå:
x = =a1; : : : ; an ; : : : =

h

k
=

a1k + �1
k

= a1 +
1

k

�1

= a1 +
1

�1a2 + �2

�1

= a1 +
1

a2 +
1

�1

�2



Ôá óõíå÷Þ êëÜóìáôá ùò ìïñöÞ áíáðáñÜóôáóçò áñéèìþí

ÌåñéêÜ áíáðôýãìáôá ãíþñéìùí áñéèìþí:

423

720
= =1; 1; 2; 2; 1; 4=;

� = =3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; 1; 14; 2; 1; 1; 2; 2; 2; 2; 1; 84; : : : =;

e = =2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 1; 6; 1; 1; 8; 1; 1; 10; 1; 1; 12; 1; 1; 14; 1; 1; : : : =;

� = =1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; : : : =;

üðïõ � =
1 +
√
5

2
.

Ôá óõíå÷Þ êëÜóìáôá åßíáé ìéá ìïñöÞ áíáðáñÜóôáóçò ôùí
ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. ¢ëëåò áíáðáñáóôÜóåéò:

I äåêáäéêïß áñéèìïß

I äõáäéêïß áñéèìïß

I áíÜëõóç óå ðñþôïõò ðáñÜãïíôåò (ìüíï óôï N)



Óõíå÷Þ êëÜóìáôá
Óõíå÷Þ êëÜóìáôá êáé Q-ðïëõþíõìá
¢ðåéñá óõíå÷Þ êëÜóìáôá
Óõíå÷Þ êëÜóìáôá êáé Åõêëåßäåéïò Áëãüñéèìïò

Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò
ÁíÜëõóç ìÝóïõ áñéèìïý âçìÜôùí
Ç-áíáðáñáóôÜóåéò



Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò

"áíèõöáéñïõìÝíïõ áåß ôïõ åëÜóóïíïò áðü ôïõ ìåßæïíïò"

{18; 42}

→ {18; 42− 18 = 24} → {18; 24− 18 = 6}
→ {18− 6 = 12; 6} → {12− 6 = 6; 6}:

1. Áí u = 1 Þ v = 1 ôüôå ì:ê:ä(u; v) = 1.

2. Áí u = v , ôüôå ì:ê:ä(u; v) = u.

3. Áí u > v èÝóå u ← u − v êáé ðÞãáéíå óôï 1.

4. Áí u < v èÝóå v ← v − u êáé ðÞãáéíå óôï 1.



Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò

"áíèõöáéñïõìÝíïõ áåß ôïõ åëÜóóïíïò áðü ôïõ ìåßæïíïò"

{18; 42} → {18; 42− 18 = 24}

→ {18; 24− 18 = 6}
→ {18− 6 = 12; 6} → {12− 6 = 6; 6}:

1. Áí u = 1 Þ v = 1 ôüôå ì:ê:ä(u; v) = 1.

2. Áí u = v , ôüôå ì:ê:ä(u; v) = u.

3. Áí u > v èÝóå u ← u − v êáé ðÞãáéíå óôï 1.

4. Áí u < v èÝóå v ← v − u êáé ðÞãáéíå óôï 1.



Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò

"áíèõöáéñïõìÝíïõ áåß ôïõ åëÜóóïíïò áðü ôïõ ìåßæïíïò"

{18; 42} → {18; 42− 18 = 24} → {18; 24− 18 = 6}

→ {18− 6 = 12; 6} → {12− 6 = 6; 6}:

1. Áí u = 1 Þ v = 1 ôüôå ì:ê:ä(u; v) = 1.

2. Áí u = v , ôüôå ì:ê:ä(u; v) = u.

3. Áí u > v èÝóå u ← u − v êáé ðÞãáéíå óôï 1.

4. Áí u < v èÝóå v ← v − u êáé ðÞãáéíå óôï 1.



Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò

"áíèõöáéñïõìÝíïõ áåß ôïõ åëÜóóïíïò áðü ôïõ ìåßæïíïò"

{18; 42} → {18; 42− 18 = 24} → {18; 24− 18 = 6}
→ {18− 6 = 12; 6}

→ {12− 6 = 6; 6}:

1. Áí u = 1 Þ v = 1 ôüôå ì:ê:ä(u; v) = 1.

2. Áí u = v , ôüôå ì:ê:ä(u; v) = u.

3. Áí u > v èÝóå u ← u − v êáé ðÞãáéíå óôï 1.

4. Áí u < v èÝóå v ← v − u êáé ðÞãáéíå óôï 1.



Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò

"áíèõöáéñïõìÝíïõ áåß ôïõ åëÜóóïíïò áðü ôïõ ìåßæïíïò"

{18; 42} → {18; 42− 18 = 24} → {18; 24− 18 = 6}
→ {18− 6 = 12; 6} → {12− 6 = 6; 6}:

1. Áí u = 1 Þ v = 1 ôüôå ì:ê:ä(u; v) = 1.

2. Áí u = v , ôüôå ì:ê:ä(u; v) = u.

3. Áí u > v èÝóå u ← u − v êáé ðÞãáéíå óôï 1.

4. Áí u < v èÝóå v ← v − u êáé ðÞãáéíå óôï 1.



Åõêëåßäéïò áëãüñéèìïò (ìå äéáßñåóç):

42 = 18 · 2 + 6

18 = 6 · 3 + 0

áíÜëõóç ôïõ
18

42
óå óõíå÷Ýò êëÜóìá:

18

42
= 0 +

1

2 +
1

3

= =0; 2; 3=

ÕëïðïéÞóç äéáßñåóçò ìå äéáäï÷éêÝò áöáéñÝóåéò:
Añéèìüò áöáéñåôéêþí âçìÜôùí: 2+3=5.

-Åßíáé ï Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäéïò.



Åõêëåßäéïò áëãüñéèìïò (ìå äéáßñåóç):

42 = 18 · 2 + 6

18 = 6 · 3 + 0

áíÜëõóç ôïõ
18

42
óå óõíå÷Ýò êëÜóìá:

18

42
= 0 +

1

2 +
1

3

= =0; 2; 3=

ÕëïðïéÞóç äéáßñåóçò ìå äéáäï÷éêÝò áöáéñÝóåéò:
Añéèìüò áöáéñåôéêþí âçìÜôùí: 2+3=5.

-Åßíáé ï Áöáéñåôéêüò Åõêëåßäéïò.



Áí 1 ≤ m ≤ n, ôüôå

m

n
= =0; q1; q2; : : : ; qr ; 1=:

Ãéá 1 ≤ i < r ,
ôá qi åßíáé ôá ðçëßêá ôùí äéáéñÝóåùí ôïõ Åõêëåéäåßïõ
Áëãïñßèìïõ:

n = mq1 + r1; 0 < r1 < m

m = r1q2 + r3; 0 < r2 < r1

: : :

# âçìÜôùí Áöáéñåôéêïý Åõêëåéäåßïõ= q1 + q2 + : : : + qr .



ÌÝóïò áñéèìüò âçìÜôùí Áöáéñåôéêïý Åõêëåéäåßïõ

Ïñéóìüò

S (n): ï ìÝóïò áñéèìüò âçìÜôùí ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôïí
ì:ê:ä(m;n) ìå ôïí Áöáéñåôéêü Åõêëåßäåéï Áëãüñéèìï,
üôáí ôï m êáôáíÝìåôáé ïìïéüìïñöá óôï äéÜóôçìá 1 ≤ m ≤ n:

Èåþñçìá (Yao & Knuth)

S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



ÌÝóïò áñéèìüò âçìÜôùí:

Åõêëåéäåßïõ (ìå äéáßñåóç)

[Heilbronn 1969]
12 ln 2

�2
lnn + O(n−

1

6
+�)

(worst case complexity: O(lnm) ãéá äéáäï÷éêïýò Fibonacci)

Áöáéñåôéêïý Åõêëåéäåßïõ

[Yao&Knuth 1979]

6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)

(worst case complexity: O(n) ãéá ôï æåýãïò {n; 1})



Ðùò åìöáíßæåôáé ç óôáèåñÜ 6
�2 ;

1

�(2)
=

6

�2

Óôï "ìÝôñçìá" åìöáíßæåôáé ôï ãéíüìåíï:∏
p

(
1− 1

p2

)
=

1

�(2)

=
( ∞∑
n=1

1

n2

)−1
=

6

�2
:



Ðùò åìöáíßæåôáé ç óôáèåñÜ 6
�2 ;

1

�(2)
=

6

�2

Óôï "ìÝôñçìá" åìöáíßæåôáé ôï ãéíüìåíï:∏
p

(
1− 1

p2

)
=

1

�(2)

=
( ∞∑
n=1

1

n2

)−1
=

6

�2
:



¸óôù n óôáèåñü, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá:

S (n) =

∑n
m=1

(
# âçìÜôùí üôáí Ý÷ù ôï æåýãïò {m;n}

)
n

=

∑n
m=1

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

üðïõ
m

n
= =0; q

(m)
1

; q
(m)
2

; : : : ; q
(m)
r(m); 1=:

ÉäÝá:
Èá êÜíïõìå áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå Ýíá Üëëï:
óôï ìÝôñçìá ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ìßáò åîßóùóçò ùò ðñïò n.



¸óôù n óôáèåñü, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá:

S (n) =

∑n
m=1

(
# âçìÜôùí üôáí Ý÷ù ôï æåýãïò {m;n}

)
n

=

∑n
m=1

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

üðïõ
m

n
= =0; q

(m)
1

; q
(m)
2

; : : : ; q
(m)
r(m); 1=:

ÉäÝá:
Èá êÜíïõìå áíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå Ýíá Üëëï:
óôï ìÝôñçìá ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ìßáò åîßóùóçò ùò ðñïò n.



ÄïìÞ Üñèñïõ (ïìïéüôçôá ìå ôç äïìÞ ôïõ Üñèñïõ ôïõ Heilbronn)

I 1ï ìÝñïò

I ðáñáôÞñçóç üôé S (n) =

∑n

m=1

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

I ÁíáãùãÞ: áñêåß íá ìåôñÞóïõìå
ôéò Ç-áíáðáñáóôÜóåéò {x ; x ′

; y ; y ′} ôïõ n, áöïý

nS (n) = 2
∑
bx
y
c+ 1− (n mod 2)

I ìÝôñçìá ôùí Ç-áíáðáñáóôÜóåùí
I

∑
b x
y
c =∑

d|n
∑

(y;n)=d

1≤y< n
2

(
#H-áíáðáñ. ·

∑
(x′;y)=d

1≤x′< n
2y

b x
y
c
)

+ O(n log n)

I 2o ìÝñïò (Áñéèìïèåùñßá)

I Áóõìðôùôéêïß ôýðïé

I Óýíèåóç áóõìðôùôéêþí ôýðùí ãéá õðïëïãéóìü ôïõ
∑
bx
y
c

I S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



ÄïìÞ Üñèñïõ (ïìïéüôçôá ìå ôç äïìÞ ôïõ Üñèñïõ ôïõ Heilbronn)
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b x
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#H-áíáðáñ. ·

∑
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1≤x′< n
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b x
y
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+ O(n log n)
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I Óýíèåóç áóõìðôùôéêþí ôýðùí ãéá õðïëïãéóìü ôïõ
∑
bx
y
c

I S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)
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(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



ÄïìÞ Üñèñïõ (ïìïéüôçôá ìå ôç äïìÞ ôïõ Üñèñïõ ôïõ Heilbronn)

I 1ï ìÝñïò

I ðáñáôÞñçóç üôé S (n) =

∑n

m=1

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

I ÁíáãùãÞ: áñêåß íá ìåôñÞóïõìå
ôéò Ç-áíáðáñáóôÜóåéò {x ; x ′

; y ; y ′} ôïõ n, áöïý

nS (n) = 2
∑
bx
y
c+ 1− (n mod 2)

I ìÝôñçìá ôùí Ç-áíáðáñáóôÜóåùí
I

∑
b x
y
c =∑

d|n
∑

(y;n)=d

1≤y< n
2

(
#H-áíáðáñ. ·

∑
(x′;y)=d

1≤x′< n
2y

b x
y
c
)

+ O(n log n)

I 2o ìÝñïò (Áñéèìïèåùñßá)

I Áóõìðôùôéêïß ôýðïé

I Óýíèåóç áóõìðôùôéêþí ôýðùí ãéá õðïëïãéóìü ôïõ
∑
bx
y
c

I S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)
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(y;n)=d
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∑
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)

+ O(n log n)
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ÄïìÞ Üñèñïõ (ïìïéüôçôá ìå ôç äïìÞ ôïõ Üñèñïõ ôïõ Heilbronn)
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+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

I ÁíáãùãÞ: áñêåß íá ìåôñÞóïõìå
ôéò Ç-áíáðáñáóôÜóåéò {x ; x ′

; y ; y ′} ôïõ n, áöïý
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∑
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y
c+ 1− (n mod 2)

I ìÝôñçìá ôùí Ç-áíáðáñáóôÜóåùí
I

∑
b x
y
c =∑

d|n
∑

(y;n)=d

1≤y< n
2

(
#H-áíáðáñ. ·

∑
(x′;y)=d

1≤x′< n
2y

b x
y
c
)

+ O(n log n)

I 2o ìÝñïò (Áñéèìïèåùñßá)
I Áóõìðôùôéêïß ôýðïé

I Óýíèåóç áóõìðôùôéêþí ôýðùí ãéá õðïëïãéóìü ôïõ
∑
bx
y
c

I S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



ÄïìÞ Üñèñïõ (ïìïéüôçôá ìå ôç äïìÞ ôïõ Üñèñïõ ôïõ Heilbronn)

I 1ï ìÝñïò

I ðáñáôÞñçóç üôé S (n) =

∑n

m=1

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
n

I ÁíáãùãÞ: áñêåß íá ìåôñÞóïõìå
ôéò Ç-áíáðáñáóôÜóåéò {x ; x ′

; y ; y ′} ôïõ n, áöïý

nS (n) = 2
∑
bx
y
c+ 1− (n mod 2)

I ìÝôñçìá ôùí Ç-áíáðáñáóôÜóåùí
I

∑
b x
y
c =∑

d|n
∑

(y;n)=d

1≤y< n
2

(
#H-áíáðáñ. ·

∑
(x′;y)=d

1≤x′< n
2y

b x
y
c
)

+ O(n log n)

I 2o ìÝñïò (Áñéèìïèåùñßá)
I Áóõìðôùôéêïß ôýðïé

I Óýíèåóç áóõìðôùôéêþí ôýðùí ãéá õðïëïãéóìü ôïõ
∑
bx
y
c

I S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2)



Ç- áíáðáñÜóôáóç

Ïñéóìüò

Ãéá n ≥ 1, ìéá ôåôñÜäá {x ; x ′; y ; y ′} åßíáé ìéá H-áíáðáñÜóôáóç
ôïõ n áí

n = xx ′ + yy ′; (x ; y) = 1

x > y > 0; x ′ ≥ y ′ > 0:



1-1 áíôéóôïé÷ßá: {m; j} ↔Ç-áíáðáñÜóôáóç

Áí
m

n
= =0; q

(m)
1

; q
(m)
2

; : : : ; q
(m)
j ; q

(m)
j+1

; : : : ; q(m)
r ; 1=;

ôüôå ç H-áíáðáñÜóôáóç {xj ; x ′j ; yj ; y ′j } ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï q
(m)
j

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

yj

xj
= =0; q

(m)
j ; : : : ; q

(m)
1

=
y ′j
x ′j

= =0; q
(m)
j+1

; : : : ; q(m)
r ; 1=

êáé
bxj
yj
c = q

(m)
j :

Áí m ∈ (0;
n

2
) ôüôå ç áíôéóôïé÷ßá åßíáé 1− 1.



1-1 áíôéóôïé÷ßá: {m; j} ↔Ç-áíáðáñÜóôáóç

Áí
m

n
= =0; q

(m)
1

; q
(m)
2

; : : : ; q
(m)
j ; q

(m)
j+1

; : : : ; q(m)
r ; 1=;

ôüôå ç H-áíáðáñÜóôáóç {xj ; x ′j ; yj ; y ′j } ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï q
(m)
j

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá

yj

xj
= =0; q

(m)
j ; : : : ; q

(m)
1

=
y ′j
x ′j

= =0; q
(m)
j+1

; : : : ; q(m)
r ; 1=

êáé
bxj
yj
c = q

(m)
j :

Áí m ∈ (0;
n

2
) ôüôå ç áíôéóôïé÷ßá åßíáé 1− 1.



ËÞììá

nS (n) = 2
∑
bx
y
c+ 1− (n mod 2)

üðïõ ôï Üèñïéóìá åßíáé ãéá üëåò ôéò H-áíáðáñáóôÜóåéò ôïõ n.

ÉäÝá áðüäåéîçò:

Áðü ôçí 1-1 áíôéóôïé÷ßá Ý÷ïõìå:∑
1<m< n

2

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
=

∑
bx
y
c

Óõììåôñßá: áí m ∈
(n
2
;n

)
ôüôå n −m ∈

(
1;
n

2

)
êáé

#âçìÜôùí ãéá input {m;n} = #âçìÜôùí ãéá input {n −m;n}
ãéáôß ôï 1ï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé:

{m;n} → {n −m;m} → : : :

{n −m;n} → {n −m;m} → : : :



ËÞììá

nS (n) = 2
∑
bx
y
c+ 1− (n mod 2)

üðïõ ôï Üèñïéóìá åßíáé ãéá üëåò ôéò H-áíáðáñáóôÜóåéò ôïõ n.

ÉäÝá áðüäåéîçò:

Áðü ôçí 1-1 áíôéóôïé÷ßá Ý÷ïõìå:∑
1<m< n

2

(
q

(m)
1

+ : : : + q
(m)
r(m)

)
=

∑
bx
y
c

Óõììåôñßá: áí m ∈
(n
2
;n

)
ôüôå n −m ∈

(
1;
n

2

)
êáé

#âçìÜôùí ãéá input {m;n} = #âçìÜôùí ãéá input {n −m;n}
ãéáôß ôï 1ï âÞìá ôïõ áëãïñßèìïõ åßíáé:

{m;n} → {n −m;m} → : : :

{n −m;n} → {n −m;m} → : : :



Ôï Üèñïéóìá ðïõ ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ìåôÜ ôçí áíáãùãÞ
åßíáé:∑
bx
y
c =

∑
d |n

∑
(y;n)=d
1≤y< n

2

(
d ·

∏
p|d
p- y

d

(
1− 1

p

) ∑
(x ′;y)=d

1≤x ′< n
2y

bx
y
c
)

+ O(n log n)

........................................

êáé ìåôÜ áðü ðïëëÝò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå üôé

S (n) =
6

�2
(lnn)2 + O(log n(log log n)2):
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