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Κεθάιαην 1 

Σύνθεςη και Ανϊλυςη Fourier 

1.1 Σύνθεςη ςημϊτων από ημιτονικϋσ ςυνιςτώςεσ (Σύνθεςη Fourier) 

Θεσξήζηε έλα ζήκα ζπλερνχο ρξφλνπ ην νπνίν είλαη άζξνηζκα ζπλεµηηνληθψλ φξσλ ηεο 

κνξθήο  

1 1 1 2 2 2( ) cos( ) cos( ) ... cos( ),N N Nx t A t A t A t t               

φπνπ  

Ai   0 : ην πλάηορ ηνπ ζπλεµηηνληθνχ φξνπ Aicos(σit +  θi ),  η = 1,2,…,Ν 

σi  0 : ε  κςκλική ζςσνόηηηα ηνπ ζπλεµηηνληθνχ φξνπ Aicos(σit +  θi ),   η = 1,2,…,Ν 

θi  0 : ε θάζη ηνπ ζπλεµηηνληθνχ φξνπ  Aicos(σit +  θi ),   η = 1,2,…,Ν 

πξνζδηνξίδνπλ πιήξσο ην ζήµα  x(t)  

 

 

Με ην MATLAB script  

 
% Fourier Synthesis Example 

% Frequency representation of a sinusoidal system  

t = 0:20/400:20;  

w1 = 1; 

w2 = 4;  

w3 = 8;  

A1 = input('Input the amplitude A1 for w1 = 1: ');  

A2 = input('Input the amplitude A2 for w2 = 4: ');  

A3 = input('Input the amplitude A3 for w3 = 8: ');  

x = A1*cos(w1*t)+A2*cos(w2*t+pi/3)+A3*cos(w3*t+pi/2);  

clf  

subplot(211) 

plot(t,x)  

title('Fourier Synthesis Example’)  

ylabel('x(t)')  

xlabel('Time (sec)')  

subplot(212),stem([w1 w2 w3],[A1 A2 A3])  

v = [0 10 0 1.5*max([A1,A2,A3])];  

axis(v);  

ylabel('Amplitude')  

xlabel('Frequency (rad/sec)')  

axis;  

subplot(111)  

 

 

ιακβάλνκε  
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Γηα A1 = 0.5, A2 = 1, A3 = 0, νπφηε  

( ) 0.5cos( ) cos 4 ,
3

x t t t t
 

       
 

 

 
 

Γηα A1 = 0.5, A2 = 1, A3 = 0.5, νπφηε 

( ) 0.5cos( ) cos 4 0.5cos 8 ,
3 2

x t t t t t
    

           
   

 

 
 

 

Άζθεζε: Γνθηκάζηε ην πξφγξακκα γηα δηαθνξεηηθνχο ζπλδπαζκνχο A1, A2 θαη A3 θαη ζε-

κεηψζαηε ηηο παξαηεξήζεηο ζαο.  
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Σν θάζμα ηων θάζεων ηεο  

1 2 3( ) 0.5cos( ) cos 4 cos 8 ,
3 2

x t A t A t A t t
    

           
   

 

είλαη 

 

 
 

Άζθεζε: Καηαζθεπάζαηε MATLAB script κε ην νπνίν εηθνλίδεηαη ην θάζκα θάζεο ηνπ x(t).  

 

 

ΠΟΡΘ΢ΜΑ: 

Κάθε ζήκα εµηηνληθήο ή ζπλεµηηνληθήο µνξθήο : 

1 1 1 2 2 2( ) cos( ) cos( ) ... cos( ),N N Nx t A t A t A t t               

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηα θάζκαηα ηωλ πιαηώλ θαη θάζεωλ   

 

 Φάζκα ηωλ πιαηώλ είλαη ε θαηαλνκή ησλ πιαηψλ Ai ησλ εµηηνληθψλ/ζπλεµηηνληθψλ 

φξσλ ηνπ ζήκαηνο  x(t) ζπλαξηήζεη ησλ θπθιηθψλ ζπρλνηήησλ σi     i = 1,2,…,N  

 Φάζκα ηωλ θάζεωλ είλαη ε θαηαλνκή ησλ θάζεσλ θi ησλ εµηηνληθψλ/ζπλεµηηνληθψλ 

φξσλ ηνπ ζήκαηνο  x(t) ζπλαξηήζεη ησλ θπθιηθψλ ζπρλνηήησλ σi     i = 1,2,…,N 

 

 

1.2. Μιγαδικό Εκθετικό Μορφό Ημιτονικών Σημϊτων 

Σν ζήκα  

1 1 1 2 2 2( ) cos( ) cos( ) ... cos( ),N N Nx t A t A t A t t               

µπνξεί λα εθθξαζηεί ζε µιγαδική εκθεηική µοπθή  

 

Θεσξείζηε ην ζήµα  
( )i ij t

iAe
 

  ην νπνίν γξάθεηαη 
( )

cos( ) sin( )i ii t

i i i i i i iAe A t jA t
     

      

O φξνο Aicos(σit +  θi ) γξάθεηαη σο   

( )
cos( ) Re i ij t

i i i iA t Ae
         

θαη ην ζήµα  

1 1 1 2 2 2( ) cos( ) cos( ) ... cos( ),N N Nx t A t A t A t t               

γξάθεηαη ζαλ άζξνηζκα πξαγκαηηθψλ κεξψλ κηγαδηθψλ εθζεηηθψλ ζεκάησλ  
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( )

1

( ) Re i i

N
j t

i

i

x t Ae
 



     

Θεσξψληαο ηνλ ζπδπγή ( )i ij t

iAe
    θαη επεηδή φηαλ  

*
, *

2

s s
s a jb s a jb a


      , 

έρνκε  

( ) ( ) ( )

2 2

1 1

( ) Re i ii i i i i i

N N
A Aj t j t j t

i

i i

x t Ae e e
        

 

          

 

Οξίδνληαο: 

, 1,2, ,
2

, 1,2, ,
2

i

i

ji
i

ji
i

A
c e i N

A
c e i N







 

 

 

ιακβάλνκε 
1

( )

1 1 1

( ) i i i i i i

N N N
j t j t j t j t j t j t

i i i i i i

i i i i N

x t c e c e c e c e c e c e
     


 

 

   

                        

 

Απηή είλαη ε μιγαδική εκθεηική μοπθή ηεο   

1 1 1 2 2 2( ) cos( ) cos( ) ... cos( ),N N Nx t A t A t A t t               

φπνπ νη ζπληειεζηέο  

 

 

cos sin , 1,2, ,
2 2

cos sin , 1,2, ,
2 2

i

i

ji i
i i i

ji i
i i i

A A
c e j i N

A A
c e j i N





 

 



   

   

 

γεληθψο είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί θαη cη .  

Γεδνκέλνπ φηη  

, 1,2,i i ic c A i    

ην θάζµα ησλ πιαηψλ είλαη ζπκκεηξηθό σο πξνο σi = 0. Δπίζεο ιφγσ ηεο  

i i     

ην θάζµα ησλ θάζεσλ είλαη ζπλάξηεζε πεξηηηή πξνο σi = 0.  

 

Παξάδεηγµα 
 

Έζησ ην ζήµα  

( ) cos( ) 0.5cos 4 cos 8 ,
3 2

x t t t t t
    

           
   

 

Οη ζπληειεζηέο c ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε είλαη: 

0.51 13 2
1 2 32 2 2

0.51 13 2
1 2 32 2 2

0.5, 0.25( 60 ), 0.5( 90 )

0.5, 0.25( 60 ), 0.5( 90 )

j j

j j

c c e c e

c c e c e

 

 
 

 

         

         
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Καη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ θαζκάησλ πιάηνπο θαη θάζεο:  

 

 

 
 



Αλδξέαο Τδάλεο, Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο 

 

 9 

1.3. Μεταςχηματιςμόσ Fourier 

1.3.1 Το Ολοκληρωτικό Θεώρημα Fourier 

Αλ:  

(i) νη ζπλαξηήζεηο f(t) θαη f'(t) είλαη ηµεµαηηθά ζπλερείο ζε θάζε πεπεξαζκέλν δηάζηεκα 

−L < t < L,  

(ii) ην νινθιήξσκα ( )f t dt


  ζπγθιίλεη, θαη  

(iii) ε f(t) ηζνχηαη κε  1
2

( 0) ( 0)f t f t    ζε θάζε ζεµείν αζπλέρεηαο, ηφηε  

 
0

( ) ( )cos( ) ( )sin( )f t A t B t d    


   

φπνπ  

1
( ) ( )cos( )

1
( ) ( )sin( )

A f u u du

B f u u du

 


 














 






 

  

Γχν άιιεο κνξθέο ηνπ ζεσξήκαηνο Fourier είλαη ε  

 
1

( ) ( )cos ( )
2

u

f t f u u t dud


 


 

 

    

θαη ε  

( )1 1
( ) ( ) ( )

2 2

j t j u j u tf t e f u e du d f u e dud   
 

   

 

   

 
  

 
     

Αλ ε f(t) είλαη πεξηηηή ζπλάξηεζε [δει. f(−t) = −f(t)], ηφηε  

0 0

2
( ) ( )sin( ) sin( )f t f u u du t d  



  
  

 
   

Αλ ε f(t) είλαη άξηηα ζπλάξηεζε [δει. f(−t) = f(t)], ηφηε  

0 0

2
( ) ( )cos( ) cos( )f t f u u du t d  



  
  

 
   

Οπζηαζηηθά, φια ηα πξνεγνχµελα ζπλνςίδνληαη ζην εμήο: ΋ιε ε πιεξνθνξία πνπ ππάξρεη 

ζην ρψξν t, [δει. ζηελ f(t)] κπνξεί µε µηα νινθιήξσζε (σο πξνο u) λα κεηαθεξζεί ζην ρψξν 

σ θαη κεηά, µε µηα δεχηεξε νινθιήξσζε, πίζσ ζην ρψξν t.  

1.3.2.Μεταςχηματιςμόσ Fourier 

Ο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο f (t) νξίδεηαη µε ηε ζρέζε  

 
1

( ) ( ) ( )
2

j tF f t f t e dt






    

θαη ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο F(σ) νξίδεηαη µε ηε ζρέζε  
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 1 1
( ) ( ) ( )

2

j tf t F F e d  




 



    

Οη f(t) θαη F(σ) θαινχληαη δεύγνο κεηαζρεκαηηζκώλ Fourier. Ζ f(t) αληηπξνζσπεχεη ηελ πιε-

ξνθνξία ζην ρψξν ηνπ ρξφλνπ θαη ε F(σ) ζην ρψξν ησλ ζπρλνηήησλ (ζπλήζσο ην t παξηζηά-

λεη ρξφλν θαη ην σ ζπρλφηεηα).  

 

Θδηόηεηεο: 

Αλ F(σ) = {f(t)} θαη G(σ) = {g(t)}, ηφηε µε a θαη b ζηαζεξέο έρνπµε  

 {af(t) + bg(t)} = aF(σ) + bG(σ)   Γξακκηθφηεηα  

 {f(at)} = a
-1

F(σ/a)     Αιιαγή θιίκαθαο  

 {f(t + a)} = e
-jaσ

F(σ)    Μεηαηφπηζε  

  
( )

( ) ( )
n

n n

n

d F
t f t j

d




     Πνιιαπιαζηαζκφο επί δχλακε 

  ( ) ( )jatf t e F a      Πνιιαπιαζηαζκφο επί e
iat

 

 

 Αλ    
0

lim ( , ) ( )
a

f t a f t


 , ηφηε 
0

lim ( , ) ( )
a

f t a f t


  φπνπ ε f (t) είλαη ζπλερήο.  

 Αλ επηπιένλ  

(i) ππάξρνπλ νη παξάγσγνη f 
(r)

(t) µέρξη θαη ηάμεο n ηεο f(t) γηα θάζε t θαη  

(ii) f 
(r)

(t) → 0 γηα |t| →∞ θαη θάζε r < n, ηφηε  

{f 
(n)

(t)} = (−jσ)
n

F(σ) 

1.3.3. Το θεώρημα τησ ςυνϋλιξησ  

Αλ  

* ( ) ( )f g f u g t u du





   

είλαη ε ζπλέιημε δχν ζπλαξηήζεσλ f(t) θαη g(t), ηφηε  

{f*g} = {f(t)} {g(t)}  

δει. ν κεηαζρεκαηηζκφο ηεο ζπλέιημεο ηζνχηαη µε ην γηλφκελν ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Ζ 

ζρέζε απηή ρξεζηκνπνηείηαη θαη κε ηελ κνξθή  

f*g = 
−1

[F(σ)G(σ)]. 

 

1.3.3. Ταυτότητα του Parseval  

Αλ F(σ) = {f(t)} θαη G(σ) = {g(t)}, ηφηε  
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* *( ) ( ) ( ) ( )f t g t dt F G d  
 

 

   

φπνπ ν αζηεξίζθνο ζαλ άλσ δείθηεο ζεκαίλεη ηνλ ζπδπγή κηγαδηθφ. Δηδηθφηεξα  

2 2
( ) ( )f t dt F d 

 

 

   

1.3.4. Ημιτονικόσ και Συνημιτονικόσ Μεταςχηματιςμόσ Fourier 

Ο εκηηνληθόο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο f(t) είλαη  

0

2
( ) ( )sin( )sF f t t dt 





   

Ο αληίζηξνθνο εκηηνληθόο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο F
s
(σ) είλαη  

0

2
( ) ( )sin( )sf t F t dt 





   

Ο ζπλεκηηνληθόο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο f (t) είλαη  

0

2
( ) ( )cos( )cF f t t dt 





   

Ο αληίζηξνθνο ζπλεκηηνληθόο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο F
c
(σ)  

0

2
( ) ( )cos( )sf t F t dt 





   

 

1.4. Πραγματικϊ Δεδομϋνα και Μεταςχηματιςμού-Ζ 

Θεσξνχκε ην αθφινπζν απιφ ζήκα: 

 

 

Γηα λα αλαιχζνπκε πξαθηηθά έλα ηέηνην ζήκα είλαη απαξαίηεην λα θαηαζθεπάζνπκε κία 

πξνζεγγηζηηθή αλαπαξάζηαζή ηνπ κε κία ζεηξά αξηζκψλ. ΢πλήζσο δεηγκαηίδνπκε ην ζήκα ζε 

ζηαζεξά βήκαηα θαηά κήθνο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο (π.ρ. ρξφλνο). Μία πξνθχπηνπζα 

δηαθξηηή πξνζέγγηζε ηνπ αλσηέξσ παξαδείγκαηνο είλαη ε  

 ...0,0,1,2,0, 1, 1,0,0,...ty     

΋ζν ππθλφηεξνο είλαη ν ξπζκφο δεηγκαηνιεςίαο, ηφζν αθξηβέζηεξε είλαη ε πξνζέγγηζε ηνπ 

ζήκαηνο! ΢ε θάζε πεξίπησζε φκσο, ε κεηαβιεηή ηνπ ρξφλνπ θαζίζηαηαη δηαθξηηή. Σν βήκα 

δεηγκαηνιεςίαο γεληθά ζπκβνιίδεηαη κε Γt . 

 

Σν άζξνηζκα Fourier πνπ νξίδεη ηνλ πεπεξαζκέλν κεηαζρεκαηηζκό Fourier ηνπ ζήκαηνο yt γί-

λεηαη 
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1 1

( ) k

N N
j t j k t

k k

k k

Y Y y e y e
 

 

 

    . 

Οξίδνληαο Ε = e
iσΓt

,  ην άζξνηζκα Fourier γίλεηαη: 

2 3

0 1 2 3

1

...
N

k N

k N

k

Y y Z y y Z y Z y Z y Z


        

 Ο κεηαζρεκαηηζκόο-Ε είλαη κία πξνζέγγηζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier 

πνπ θάλεη ηα αζξνίζκαηα Fourier λα κνηάδνπλ κε πολςώνςμα, ηα νπνία κπνξνχκε λα ρεη-

ξηζηνχκε θαη αλαιχζνπκε κε ηππηθή άιγεβξα πνιπσλχκσλ θαη κηγαδηθή αλάιπζε! 

1.4.1. Η ςυχνότητα Nyquist 

΢ηνλ θφζκν ηεο πξαγκαηηθήο αλάιπζεο ζήκαηνο, ν ρξφλνο γεληθά έρεη ηελ κνξθή  

tk = kΓt,   k = 1,2,…Ν.  

Σνχηνπ δνζέληνο, ε πςειόηεξε δπλαηή ζπρλόηεηα απνιήςηκε γηα δεδνκέλν ξπζκφ δεηγκαην-

ιεςίαο κπνξεί λα εθθξαζηεί σο:  

(… +1, -1, +1, -1, +1, -1, …), 

θαη αληηζηνηρεί ζε e
iπk

.  Θέηνληαο  

maxj t j ke e
  ,  

βιέπνκε φηη ε κέγηζηε αληρλεχζηκε ζπρλφηεηα είλαη: 

max
t


 


 

Ο ρξφλνο δίδεηαη είηε ζε δεπηεξφιεπηα, είηε ζε κνλάδεο δεηγκαηνιεςίαο, πξάγκα πνπ είλαη ην 

ίδην φηαλ Γt = 1.  

 ΋ηαλ ν ρξφλνο δίδεηαη ζε κνλάδεο δεηγκαηνιεςίαο, ε κέγηζηε ζπρλφηεηα έρεη φλνκα θαη 

ιέγεηαη ζςσνόηηηα Nyquist, είλαη δε π αθηίληα ή ½ θχθινο αλά δείγκα! 

1.4.2. Ο Μοναδιαύοσ Κύκλοσ 

Δάλ ε ζπρλφηεηα σ είλαη πξαγκαηηθή κεηαβιεηή, ηφηε ε 

Ε = e
jσΓt

 = cos(σΓt) + jsin(σΓt)  

είλαη κηγαδηθή θαη έρεη κνλαδηαίν πιάηνο δηφηη sin
2
+cos

2
 = 1. 

 

 Καζψο ε σ κεηαβάιιεηαη ζηνλ πξαγκαηηθφ άμνλα, ε Ε δηαγξάθεη θπθιηθό γεσκεηξηθφ ηφ-

πν κε αθηίλα |Ε| = 1. Απηφο είλαη ν μοναδιαίορ κύκλορ! 

 Γεδνκέλνπ φηη ν κεηαζρεκαηηζκόο-Ε αλάγεη ηα πξαγκαηηθά ζήκαηα ζε πολςώνςμα ηεο Ε, 

ηφηε θάζε εμειηζζόκελν θαηλόκελν κπνξεί ηειηθά λα πεξηγξαθεί πιήξσο κέζσ ησλ ξηδψλ 

ηνπ αληηζηνίρνπ πνιπσλχκνπ θαη λα αλαιπζεί κε κηγαδηθή άιγεβξα επί ηνπ κνλαδηαίνπ 

θχθινπ.  
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1.5. Ανϊλυςη Fourier1 

Ζ αλάιπζε Fourier ρξεζηκνπνηείηαη θαζεκεξηλά, έζησ θαη αλ νη πεξηζζφηεξνη απφ εκάο δελ 

ην μέξνπλ ή δελ ην αληηιακβάλνληαη. Πέξα απφ ηελ επηζηεκνληθή αλάιπζε, ηα θηλεηά ηειέ-

θσλα, νη νδεγνί (θάζε είδνπο) δίζθσλ, ηα  DVD θαη νη εηθφλεο JPEG φια πεξηιακβάλνπλ ηα-

ρείο πεπεξαζκέλνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Fourier. ΢ηηο επφκελεο παξαγξάθνπο ζα εξκελεπζεί ν 

κεηαζρεκαηηζκφο Fourier θαη ζα ζπδεηεζεί ν αξηζκεηηθφο ππνινγηζκφο ηνπ.  

1.5.1 Τονικό επιλογό 

Ζ ηνληθή επηινγή ηειεθσληθψλ αξηζκψλ είλαη παξάδεηγκα θαζεκεξηλήο ρξήζεο ηεο αλάιπζεο 

Fourier. Ζ βάζε ηεο ηερλνινγίαο απηήο είλαη ην Γηηνληθφ Πνιχ-΢πρλνηηθφ ζχζηεκα (Dual 

Tone Multi-Frequency ή DTFM). Σν πξφγξακκα touchtone.m δείρλεη πσο παξάγνληαη θαη 

απνθσδηθνπνηνχληαη νη ηφλνη DTMF. Σν πιεθηξνιφγην ησλ ηειεθψλσλ ιεηηνπξγεί σο πίλα-

θαο 43, θάζε γξακκή θαη ζηήιε ηνπ νπνίνπ ζρεηίδεηαη κε κία ζπρλφηεηα. Οη βαζηθέο ζπρλφ-

ηεηεο είλαη  

fr = [697 770 852 941]; 

fc = [1209 1336 1477]; 

Δάλ s είλαη κία αιθαξηζκεηηθή κεηαβιεηή πνπ παξηζηά έλα απφ ηα πιήθηξα ηνπ πιεθηξνιν-

γίνπ, νη αληίζηνηρνη δείθηεο γξακκήο k θαη ζηήιεο j κπνξνχλ λα βξεζνχλ σο εμήο:  

switch s 

case '*', 

    k = 4; j = 1; 

case '0', 

    k = 4; j = 2; 

case '#', 

     k = 4; j = 3; 

otherwise, 

    d = s-'0';  

    j = mod(d-1,3)+1;  

    k = (d-j)/3+1; 

end 

 

                                                
1
 Σν Μέξνο 1.5 ησλ παξνπζψλ ζεκεηψζεσλ έρεη βαζηζζεί ζην Κεθάιαην 8 (Fourier Analysis) ηνπ βη-

βιίνπ «Numerical Computing with Matlab», απφ ηνλ Cleve Moller, Society for Industrial and Applied 
Mathematics, 2004. 
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Μία ζεκειηψδεο παξάκεηξνο ζηελ θαηαζθεπή θαη αλάιπζε ςεθηαθψλ ρξνλνζεηξψλ είλαη ν 

ξπζκόο δεηγκαηνιεςίαο. 

Fs = 32768 

Σν δηαθξηηό άλπζκα ηνπ ρξφλνπ πνπ κεηαβάιιεηαη απφ ηελ ζηηγκή 0 ζηελ ζηηγκή 0.25 εληφο 

ηνπ δηαζηήκαηνο 0  t ·0.25 κε απηφ ην ξπζκφ δεηγκαηνιεςίαο είλαη  

t = 0:1/Fs:0.25; 

Ο ηφλνο πνπ αληηζηνηρεί ζην πιήθηξν ηεο ζέζεο (k, j) παξάγεηαη κε ηελ ππέξζεζε δχν ζηνη-

ρεησδψλ ηφλσλ κε ζπρλφηεηεο fr(k) θαη fc(j). 

y1 = sin(2*pi*fr(k)*t); 

y2 = sin(2*pi*fc(j)*t); 

y = (y1 + y2)/2; 

΢ε ππνινγηζηέο εμνπιηζκέλνπο κε θάξηα ήρνπ, ε εληνιή  

sound(y, Fs) 

αλαπαξάγεη απηφ ηνλ ηφλν. Ζ Δηθφλα 1.5.1 είλαη γξαθηθή απεηθφληζε ηνπ ηφλνπ πνπ αληηζηνη-

ρεί ζην πιήθηξν «1». Σν άλσ δηάγξακκα εηθνλίδεη ηηο δχν ζπρλφηεηεο θαη ην θάησ δηάγξακκα 

έλα κέξνο ηνπ ζήκαηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ππέξζεζε ησλ εκηηνλνεηδψλ απηψλ ησλ ζπ-

ρλνηήησλ.  

 
Εηθόλα 1.5.1. Ο ηφλνο πνπ παξάγεηαη απφ ην πιήθηξν «1» 

Σν αξρείν δεδνκέλσλ touchtone.mat πεξηέρεη κία θαηαγξαθή επηιεγφκελνπ ηειεθσληθνχ α-

ξηζκνχ. Δίλαη δπλαηφο ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ αξηζκνχ αθνχγνληαο ην παξαγφκελν ζήκα; Ζ ε-

ληνιή  

load touchtone 

θνξηψλεη έλα ζήκα y θαη ηνλ ξπζκφ δεηγκαηνιεςίαο ηνπ ζήκαηνο Fs ζηελ κλήκε ηνπ 

Matlab. Πξνθεηκέλνπ λα κηθξχλεη ην κέγεζνο ηνπ αξρείνπ, ην άλπζκα y έρεη ζσζεί κε 8-bit 

αθέξαηα ζηνηρεία πνπ θπκαίλνληαη ζην εχξνο ηηκψλ –127 ·yk · 127. Ζ εληνιή  

y = double(y)/128; 
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θαλνληθνπνηεί ην άλπζκα θαη κεηαηξέπεη ηα ζηνηρεία ηνπ ζε δηπιήο αθξηβείαο γηα κεηέπεηηα 

ρξήζε. Οη εληνιέο  

n = length(y); 

t = (0:n-1)/Fs 

αλαπαξάγνπλ ηνπο ρξφλνπο δεηγκαηνιεςίαο ηεο θαηαγξαθήο. Σν ηειεπηαίν ζηνηρείν ηνπ αλχ-

ζκαηνο t είλαη 9.1309, θαη δείρλεη φηη ε θαηαγξαθή δηήξθεζε ιίγν πεξηζζφηεξν ησλ ελλέα 

δεπηεξνιέπησλ. Ζ Δηθφλα 1.5.2 απνηειεί γξαθηθή παξάζηαζε νινθιήξνπ ηνπ ζήκαηνο 

 

 
Εηθόλα 1.5.2. Καηαγξαθή ελφο ελδεθαςήθηνπ ηειεθσληθνχ αξηζκνχ 

Σν ζήκα ηεο Δηθ. 1.5.2 πεξηέρεη ζφξπβν! Γηα παξάδεηγκα, είλαη νξαηνί δηα γπκλνχ νθζαικνχ, 

νη κηθξνί παικνί πνπ εκθαλίδνληαη ηελ ζηηγκή πνπ πιήηηνληαη ηα πιήθηξα (παξνδηθά θιεηζί-

καηνο). ΋πσο θαίλεηαη, έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί 11 πιήθηξα, αιιά ζηελ θιίκαθα ηνπ γξαθήκα-

ηνο είλαη αδχλαηνλ λα πξνζδηνξηζζεί ε αθξηβήο αθνινπζία ςεθίσλ. Ζ Δηθφλα 1.5.3 δείρλεη ην 

πιάηνο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier ηνπ ζήκαηνο, ππνινγηζκέλν κε ηερληθή πεπεξαζκέλνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier, κέζσ ηεο νπνίαο κπνξνχλ λα πξνζδηνξηζζνχλ ηα επηιερζέληα πιή-

θηξα.  

 

 
Εηθόλα 1.5.3. Μεηαζρεκαηηζκέλε Fourier ηνπ ζήκαηνο ηεο Δηθ. 1.5.2. 

 

Σν Γξάθεκα 1.5.3 θαηαζθεπάζζεθε κε ηηο εληνιέο 

p = abs(fft(y)); 

f = (0:n-1)*(Fs/n); 

plot(f,p); 

axis([500 1700 0 600]) 

Ο άμνλαο-x αληηπξνζσπεχεη ηελ ζπρλφηεηα θαη ηα φξηά ηνπ πεξηνξίδνπλ ην γξάθεκα απζηεξά 

ζηα φξηα ησλ ζπρλνηήησλ DTMF. Γηαθξίλνληαη επηά θαζκαηηθέο θνξπθέο, νη νπνίεο αληη-

ζηνηρνχλ ζηηο επηά ζεκειηψδεηο ζπρλφηεηεο. Ο ζπγθεθξηκέλνο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier θα-

λεξψλεη φηη θαη νη επηά ζπρλφηεηεο είλαη παξνχζεο θάπνπ ζην ζήκα, αιιά δελ βνεζά ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηεο αθξηβνχο αθνινπζίαο ςεθίσλ! Σν πξφγξακκα touchtone.m επηηξέπεη ηελ 

απνζχλζεζε ηνπ ζήκαηνο ζε έλδεθα ίζα ηεκάρηα θαη ηελ αλάιπζε εθάζηνπ ηεκαρίνπ μερσξη-

ζηά. Ζ Δηθφλα 1.5.4 παξνπζηάδεη ην πξψην απφ απηά ηα ηεκάρηα.  
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Εηθόλα 1.5.4. Σν πξψην ςεθίν ηνπ ηειεθσληθνχ αξηζκνχ θαη ε κεηαζρεκαηηζκέλε Fourier ηνπ.  

 

Σν ηεκάρην απηφ πεξηέρεη κφλν δχν θαζκαηηθέο θνξπθέο, πξάγκα πνπ θαλεξψλεη φηη πεξηέρεη 

κφλν δχν απφ ηηο ζεκειηψδεηο ζπρλφηεηεο, νη νπνίεο ζπκβαίλεη λα αληηζηνηρνχλ ζην πιήθηξν 

«1». Δίλαη επίζεο πξνθαλέο φηη ε θπκαηνκνξθή ηνπ πξψηνπ ηεκαρίνπ νκνηάδεη κε ηελ θπκα-

ηνκνξθή πνπ ζπληέζεθε γηα ην πιήθηξν «1» (Δηθ. 1.5.1). ¨εηζη, είκαζηε ζε ζέζε λα ζπκπεξά-

λνπκε φηη ην πξψην πιήθηξν πνπ επηιέρζεθε αληηζηνηρεί ζηνλ αξηζκφ 1.  

 

Άζθεζε: ΢πλερίζαηε ηελ αλάιπζε θαη αλαγλσξίζαηε ηνλ αξηζκφ πνπ αληηπξνζσπεχεη ην ζή-

κα ηεο Δηθ. 1.5.2.  

1.5.2 Πεπεραςμϋνοσ Μεταςχηματιςμόσ Fourier 

΢ηελ παξνχζα αλάιπζε ν καζεκαηηζκφο ζπκβνιηζκφο εθαξκφδεη ηελ ζχκβαζε πξνζήκνπ  

πνπ αθνινπζείηαη ζηελ επηζηήκε αλάιπζεο ζήκαηνο
2
 θαη 1j   ε κηγαδηθή κνλάδα. Καηά 

ηελ ζχκβαζε απηή, ν πεπεξαζκέλνο κεηαζρεκαηηζκόο Fourier (Finite Fourier Transform ή 

FFT) ελφο κηγαδηθνχ αλχζκαηνο y κε Ν ζηνηρεία θαηαιήγεη ζε έλα άιιν κηγαδηθφ άλπζκα Y 

επίζεο κε Ν ζηνηρεία, ηεο κνξθήο 

1
2 /

1

N
j ki N

k i

i

Y y e 






 . 

Ζ αληηζηνηρία ηεο αλσηέξσ δηαηχπσζεο κε ηελ ζπκβνιηζκφ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηα Μέξε 

1.2 – 1.4 είλαη πξνθαλήο εάλ θαλείο δεη φηη t = i/N (δηαθξηηόο ρξόλνο) θαη σ = 2πk (δηαθξηηή 

γσληαθή ζπρλόηεηα). Έηζη, νη δείθηεο i θαη k πνπ δηαηξέρνπλ ην δηάζηεκα [0, Ν–1] αληηπξν-

ζσπεχνπλ, ν κελ πξψηνο ην ρξφλν πνπ απμάλεηαη θαηά δηάζηεκα 1/Ν, ν δε δεχηεξνο ηελ ζπ-

                                                
2
 Αξηζηεξφζηξνθν ζχζηεκα κηγαδηθψλ ζπληεηαγκέλσλ. 
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ρλόηεηα. Σέινο, ζεκεηψλεηαη φηη 2 /j Ne  είλαη ε Ν-ζηε κηγαδηθή ξίδα ηεο κηγαδηθήο κνλάδαο. 

Ο νχησ δηαηππσκέλνο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier κπνξεί λα εθθξαζζεί κε ηελ κνξθή ζπζηή-

καηνο εμηζψζεσλ κε ηελ κνξθή  

Y = Fy, 

φπνπ ε κήηξα F ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ, ή κεηαζρεκαηίδνπζα Fourier, έρεη ζηνηρεία  

2 /j ki N

kjf e  . 

Ζ κεηξα F είλαη ζρεδφλ απηαληίζηξνθε! Δηδηθφηεξα, εάλ F
H
, είλαη ε κηγαδηθή ζπδπγήο ηεο F,  

F
H
F = ΝI, 

ψζηε 

1 1 H

N

 F F  

Απηφ επηηξέπεη ηελ αληηζηξνθή ηνπ FFT σο εμήο: 

1 Hy
N

 F Y  

απφ φπνπ 

1
2 /

1

1 N
j ki N

i k

k

y Y e
N








   

΢ην Matlab, ε κεηαζρεκαηίδνπζα Fourier κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί γηα θάζε Ν κε ηηο εληνιέο 

omega = exp(-2*pi*i/Ν); 

j = 0:Ν-1; 

k = j'; 

F = omega.^(k*j); 

Σν κέγεζνο k*j είλαη έλα εμσηεξηθό γηλόκελν, έλαο πίλαθαο ΝΝ, ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία εί-

λαη γηλφκελα ησλ ζηνηρείσλ δχν αλπζκάησλ. Αθφκε πην εχθνια, ε ζπλάξηεζε fft παξάγεη 

ηνλ FFT εθάζηεο ζηήιεο ελφο πίλαθα-νξίζκαηνο, νπφηε ε κεηαζρεκαηίδνπζα F κπνξεί λα θα-

ηαζθεπαζζεί ηαρχηεξα κε ηελ πξάμε 

F = fft(eye(Ν)) 

Ζ ζπλάξηεζε fft εθαξκφδεη έλα ηαρύ αιγφξηζκν ππνινγηζκνχ ηνπ FFT, νπφηε ην αξρηθφ 

«F» κπνξεί ελαιιαθηηθά λα ζεκαίλεη «fast» ή «finite». Πηζαλφλ λα ήηαλ αθξηβέζηεξε ε ρξή-

ζε ηνπ φξνπ FFFT, αιιά κέρξη ηψξα θαλείο δελ ηνλ έρεη πηνζεηήζεη. ΢ε εχζεην ρξφλν ζα ζπ-

δεηεζεί θαη ε ηερληθή επηηάρπλζεο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ.  

1.5.3 fftgui 

Ζ γξαθηθή δηεπαθή (graphical user interface – GUI) πνπ θαηαζθεπάδεηαη κε ην πξφγξακκα 

fftgui.m επηηξέπεη ηελ δηεξεχλεζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πεπεξαζκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fouri-

er.Δάλ y είλαη έλα άλπζκα πεξηέρνλ κεξηθέο δεθάδεο ζηνηρείσλ, ηφηε ε πξάμε  

fftgui(y) 

θαηαζθεπάδεη ηέζζαξα δηαγξάκκαηα:  

real(y)   imag(y) 

real(fft(y))  imag(fft(y)) 
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Ο ρξήζηεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνλ δξνκέα (πνληίθη) γηα λα κεηαθηλήζεη νηνδήπνηε ζε-

κείν ηνπ ζήκαηνο ή ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο ζε νηνδήπνηε γξάθεκα, θαη ηα ζεκεία φισλ ησλ 

άιισλ γξαθεκάησλ απνθξίλνληαη απηφκαηα ζηηο κεηαβνιέο.  

 

Ωο άζθεζε, εθηειέζαηε ην fftgui θαη δνθηκάζαηε ηε αλάιπζε ησλ αθνινχζσλ παξαδεηγκά-

ησλ, έθαζην εθ ησ νπνίσλ επηδεηθλχεη κία ηδηφηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier. Δάλ ε ε-

θηέιεζε γίλεη ρσξίο φξηζκα, 

fftgui 

θαη ηα ηέζζαξα γξαθήκαηα θαηαζθεπάδνληαη κε βάζε ηελ θπκαηνκνξθή zeros(1,32), 

δειαδή ρσξίο ζήκα. Πηέζαηε ην αξηζηεξφ πιήθηξν ηνπ πνληηθηνχ κε ηνλ δξνκέα πιεζίνλ ηεο  

άλσ-αξηζηεξήο γσλίαο ηνπ άλσ-αξηζηεξνχ γξαθήκαηνο. Με ηνλ ηξφπν απηφ ππνινγίδεηε ηνλ 

FFT αθαξηαίνπ παικνύ ζηνλ ρξφλν κεδέλ, ν νπνίνο παξίζηαηαη κε ηηκή «1» ζην ην πξψην ζε-

κείν θαη «0» ζ’ φια ηα ππφινηπα. Ζ πξάμε απηή ζα παξάμεη ηελ Δηθφλα 1.5.5. Σν πξαγκαηηθφ 

κέξνο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη ζηαζεξό θαη ην θαληαζηηθφ κέξνο κεδέλ. Απηφ πξνθχπηεη 

θαη απφ ηνλ νξηζκφ  
1

2 /

1

, 0,1,..., 1
N

j ki N

k i

i

Y y e k N






   , 

εάλ y0 = 1 and y1 = y2 = … = yN-1 = 0. Σν απνηέιεζκα είλαη  

Yk =  1e
-j2πk/Ν

 + 0 + … + 0 = 1 γηα θάζε k.  

Σψξα μαλαπηέζαηε ην αξηζηεξφ πιήθηξν ζην y0, θξαηήζαηέ ην θάησ (παηεκέλν) θαη κεηαθη-

λήζαηε ηνλ δξνκέα θαηαθνξχθσο. Θα δηαπηζηψζεηε φηη ην ζηαζεξφ πιάηνο ηνπ πξαγκαηηθνχ 

κέξνπο ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο πξνζαξκφδεηαη θαηαιιήισο. 

 

 

 

 
Εηθόλα 1.5.5. Ζ κεηαζρεκαηηζκέλε Fourier ηνπ αθαξηαίνπ παικνχ ζηνλ ρξφλν κεδέλ είλαη ζηαζεξά.  
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Εηθόλα 1.5.6. Ζ κεηαζρεκαηηζκέλε Fourier ηνπ αθαξηαίνπ παικνχ ζηνλ ρξφλν 1 είλαη έλα θαζαξφ εκηηνλνεηδέο.  

 

Σψξα δνθηκάζαηε λα κεηαζρεκαηίζεηε ηνλ αθαξηαίν παικφ ζηνλ ρξφλν 1: ρξεζηκνπνηήζαηε 

ην πνληίθη γηα λα ζέζεηε y0 = 0 θαη y1 = 1. Απηφ ζα νδεγήζεη ζηελ Δηθφλα 1.5.6, ζηελ νπνία 

βιέπεηε έλα δηάγξακκα ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο  

Yk = 0 + 1e
-j2πk/Ν

 + 0 + … + 0. 

Ζ Ν-ζηε ξίδα ηεο κνλάδαο κπνξεί επίζεο λα γξαθεί σο cosδ ± jsinδ, φπνπ δ = 2π/Ν. ΢πλαθν-

ινχζσο, γηα k = 0, 1, …, Ν–1,  

Re(Yk) = coskδ,  Im(Yk) = –sinkδ. 

Με ηνλ ηξφπν απηφ «ππνινγίζακε» δχν εκηηνλνεηδείο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο ζε Ν η-

ζαπέρνπζεο απνζηάζεηο εληφο ηνπ δηαζηήκαηνο 0 · x < 2π. Σν πξψην δείγκα απηψλ ησλ ζπ-

λαξηήζεσλ βξίζθεηαη ζην ζεκείν x = 0 θαη ην ηειεπηαίν ζην ζεκείν x = 2π – δ. 

 

Σψξα, ζέζαηε y2 = 1 θαη κεηαβάιιαηε ην y4 κε ην πνληίθη. Έλα ζηηγκηφηππν απηήο ηεο άζθε-

ζεο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθφλα 1.5.7 ζηελ νπνία έρεη δεκηνπξγεζεί γξάθεκα ησλ  

cos2kδ + mcos4kδ θαη –sin 2kδ – msin 4kδ 

γηα δεδνκέλν m = y4. 

 

Σν ζεκείν αθξηβψο αξηζηεξά απφ ην κέζν ηνπ άμνλα-x είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ θαη είλαη 

γλσζηφ κε ηνλ φξν ζεκείν Nyquist. Με αξίζκεζε απφ 0 έσο Ν – 1, γηα άξηην Ν, απηφ αληη-

πξνζσπεχεη ην ζεκείν κε δείθηε Ν/2. Δάλ Ν  = 32, ηφηε απηή είλαη ε ζπρλφηεηα ππ’ αξηζκφ 

16. Ζ Δηθφλα 1.5.8 δείρλεη φηη ν FFT ελφο κνλαδηαίνπ αλχζκαηνο ζην ζεκείν Nyquist απνηε-

ιείηαη απφ κία αθνινπζία ελαιιαζζνκέλσλ +1 and –1. Δθφζνλ ν FFT παξάγεη εκηηνλνεηδείο 

ζπλαξηήζεηο (αξκνληθέο), πξνθχπηεη φηη ην ζεκείν Nyquist αληηπξνζσπεχεη ηελ κεγαιχηεξε 

δπλαηή αξκνληθή (ζπρλφηεηα) πνπ πεξηέρεηαη ζηελ θπκαηνκνξθή y.  
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Εηθόλα 1.5.7. Ζ κεηαζρεκαηηζκέλε Fourier είλαη ην άζξνηζκα δχν εκηηνλνεηδψλ 

 

 
Εηθόλα 1.5.8. Σν ζεκείν (ζπρλφηεηα) Nyquist 

 

Ζ ελαζρφιεζε κε ην fftgui ζα θιείζεη κε ηελ κειέηε ησλ ζπκκεηξηψλ ηνπ FFT. Κάλεηε αξθε-

ηά ηπραία θιίθ ζην δηάγξακκα real(y). Αθήζηε ην δηάγξακκα imag(y) ζηαζεξφ ζην κε-

δέλ γηα φια ηα ζεκεία. Ζ Δηθφλα 1.5.9 δείρλεη έλα παξάδεηγκα απηήο ηεο άζθεζεο. Παξαηε-

ξήζαηε πξνζεθηηθά ηα δχν δηαγξάκκαηα ηνπ FFT. Αγλνψληαο ην πξψην ζεκείν ζε θάζε δηά-

γξακκα, ην γξάθεκα ηνπ πξαγκαηηθνχ κέξνπο ηνπ FFT είλαη ζπκκεηξηθό εθαηέξσζελ ηνπ ζε-
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κείνπ Nyquist θαη ην γξάθεκα ηνπ θαληαζηηθνχ κέξνπο είλαη αληηζπκκεηξηθό. Αθξηβέζηεξα, 

εάλ y είλαη νηνδήπνηε πξαγκαηηθφ άλπζκα κήθνπο Ν, δει. εάλ ηα ζηνηρεία ηνπ απνηεινχληαη 

απφ πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, θαη Y = fft(y), ηφηε 

0Re( ) iY y  

0Im( ) 0Y    

Re( ) Re( ), 1,2,..., / 2i N iY Y i N   

Im( ) Im( ), 1,2,..., / 2i N iY Y i N    

 

 
Εηθόλα 1.5.9. ΢πκκεηξία εθαηέξσζελ ηεο ζπρλφηεηαο Nyquist. 

1.5.4 Ηλιακϋσ Κηλύδεσ 

Έρεη επηζεκαλζεί απφ πνιχ παιαηνχο ρξφλνπο, φηη ε επηθάλεηα ηνπ Ζιίνπ δελ είλαη ζηαζεξή 

νχηε νκνηφκνξθε, αιιά φηη ζπρλά εκθαλίδνληαη ζθνηεηλφηεξεο δψλεο (θειίδεο) ζε ηπραίεο 

ζέζεηο αιιά κε ζαθή πεξηνδηθφηεηα. Ζ δξαζηεξηφηεηα απηή ζπζρεηίδεηαη κε κεηεσξνινγηθά 

(θαηξφο) θαη άιια θπζηθά θαηλφκελα πνπ έρνπλ θαη νηθνλνκηθφ ελδηαθέξνλ. Σν 1848, ν Ru-

dolf Wolfer πξφηεηλε έλαλ θαλφλα κε ηνλ νπνίν ζπλδχαδε ηνλ αξηζκφ θαη ην κέγεζνο ησλ θε-

ιίδσλ ζε έλα κνλαδηθφ δείθηε ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο. Δξεπλψληαο αξρεηαθά δεδνκέλα, νη 

ζχγρξνλνη αζηξνλφκνη θαηφξζσζαλ λα εθαξκφζνπλ ην θαλφλα ηνπ Wolfer πξνθεηκέλνπ λα 

εθηηκήζνπλ ηνλ δείθηε ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο κέρξη ην έηνο 1700. ΢ήκεξα ν δείθηεο ειηα-

θψλ θειίδσλ κεηξάηαη απφ πνιινχο αζηξνθπζηθνχο αλά ηνλ θφζκν θαη ε (παγθφζκηα) δηα-

ρείξηζε θαη δηαλνκή ησλ δεδνκέλσλ ζπληνλίδεηαη απφ ην Κέληξν Γεδνκέλσλ Ζιηαθψλ Δπη-

δξάζεσλ (Solar Influences Data Center) ζην Βαζηιηθφ Παξαηεξεηήξην ηνπ Βειγίνπ
3
. 

 

                                                
3
 Solar Influences Data Center, http://sidc.oma.be.  

http://sidc.oma.be/
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Σν αξρείν (ASCII) sunspot.dat πεξηιακβάλεη δχν ζηήιεο: ε πξψηε ζηήιε αθνξά ζηα έηε απφ 

ην 1700 σο ην 1987 θαη ε δεχηεξε ζηνλ κέζν εηήζην αξηζκφ (δείθηε) Wolfer. Σα δεδνκέλα 

εηζάγνληαη ζην Matlab κε ηηο εληνιέο: 

load sunspot.dat 

t = sunspot(:,1)'; 

wolfer = sunspot(:,2)'; 

n = length(wolfer); 

Σα δεδνκέλα εκθαλίδνπλ κία ζαθή καθξνπξφζεζκε (άξα πνιχ αξγή) απμεηηθή ηάζε. Απηή 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί κέζσ ηεο πξνζαξκνγήο κίαο επζείαο γξακκήο κε ηελ κέζνδν ειαρί-

ζησλ ηεηξαγψλσλ (ε νπνία ζα ζπδεηεζεί αξγφηεξα): 

c = polyfit(t,wolfer,1); 

trend = polyval(c,t); 

plot(t,[wolfer; trend],'-',t,wolfer,'k.') 

xlabel('year') 

ylabel('Wolfer index') 

title('Sunspot index with linear trend') 

Σν απνηέιεζκα θαίλεηαη ζηελ Δηθφλα 1.5.10. Ζ θπθιηθή (πεξηνδηθή) θχζε ηνπ θαηλνκέλνπ 

είλαη ζαθέζηαηε: νη θνξπθέο θαη θνηιάδεο ηεο κεηαβνιήο ηνπ δείθηε απέρνπλ κεηαμχ ηνπο 

ιίγν πεξηζζφηεξν απφ 10 έηε.  

 
Εηθόλα 1.5.10. Ο δείθηεο ειηαθψλ θειίδσλ (ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο) 

 

Αθαηξνχκε ηελ γξακκηθή ηάζε θαη ππνινγίδνκε ηνλ πεπεξαζκέλν κεηαζρεκαηηζκφ Fourier: 

y = wolfer - trend; 

Y = fft(y); 

Σν άλπζκα |Y |
2
 παξηζηά ηελ ελέξγεηα πνπ πεξηέρεηαη ζην ζήκα. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ελέξγεηαο ζπλαξηήζεη ηεο ζπρλφηεηαο νλνκάδεηαη πεξηνδνγξάθεκα. ΢ε γεληθέο γξακκέο, θαη 

εάλ δελ ππάξρνπλ εηδηθφηεξνη ιφγνη, πξνηηκάηαη ε θαηαζθεπή γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηνπ |Y| 

αληί ηνπ |Y |
2
, θπξίσο δηφηη ε θιίκαθα ηνπ άμνλα-y είλαη επθνιφηεξα δηαρεηξίζηκε. Ο ξπζκφο 

δεηγκαηνιεςίαο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ρξνλνζεηξάο είλαη κία παξαηήξεζε εηεζίσο, νπφηε ε ζπ-

ρλόηεηα έρεη κνλάδεο θύθισλ/έηνο.  
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Fs = 1; % Sample rate 

f = (0:n/2)*Fs/n; 

pow = abs(Y(1:n/2+1)); 

pmax = 5000; 

plot([f; f],[0*pow; pow],'c-', f,pow,'b.', ... 

    'linewidth',2,'markersize',16) 

axis([0 .5 0 pmax]) 

xlabel('cycles/year') 

ylabel('power') 

title('Periodogram') 

 

 
Εηθόλα 1.5.11. Πεξηνδνγξάθεκα ηνπ δείθηε ειηαθψλ θειίδσλ 

 

Σν κέγηζην ηεο ελέξγεηαο εληνπίδεηαη ζηελ ζπρλφηεηα 0.09 θχθισλ/έηνο. Ζ πεξίνδνο (ζε έ-

ηε/θύθιν) ηνπ κεγίζηνπ ιακβάλεηαη αληηζηξέθνληαο ηελ ζπρλφηεηα. Γηα λα κειεηήζνκε θαιχ-

ηεξα ην απνηέιεζκα, ζα κεγεζχλνκε ην πξψην κέξνο ηνπ γξαθήκαηνο ηεο Δηθ. 1.5.11 θαη ζα 

ρξεζηκνπνηήζνκε ηελ αληίζηξνθε ζπρλόηεηα σο αλεμάξηεηε κεηαβιεηή (άμνλαο- x): 

k = 0:44; 

f = k/n; 

pow = pow(k+1); 

plot([f; f],[0*pow; pow],'c-',f,pow,'b.', ... 

'linewidth',2,'markersize',16) 

axis([0 max(f) 0 pmax]) 

k = 2:3:41; 

f = k/n; 

period = 1./f; 

periods = sprintf('%5.1f|',period); 

set(gca,'xtick',f) 

set(gca,'xticklabel',periods) 

xlabel('years/cycle') 

ylabel('power') 

title('Periodogram detail') 
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Εηθόλα 1.5.12. Λεπηνκέξεηα ηνπ πεξηνδνγξαθήκαηνο ηεο Δηθ. 1.5.11 πνπ δείρλεη ηνλ ελδεθαεηή ειηαθφ θχθιν.  

 

Σν απνηέιεζκα (Δηθ. 1.5.12), φπσο αλακελφηαλ, εκθαλίδεη έλα θχξην θχθιν (πεξίνδν) κε κή-

θνο πεξί ηα 11.1 έηε. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζ’ νιφθιεξε ηελ ρξνλνζεηξά ησλ ηειεπηαίσλ 300 

εηψλ, ε πεξίνδνο ηνπ ειηαθνχ θχθινπ (δξαζηεξηφηεηαο) είλαη θάηη πεξηζζφηεξν απφ 11 έηε.  

1.5.5 Περιοδικϋσ Χρονοςειρϋσ 

Οη ηφλνη πνπ παξάγνληαη απφ έλα ηνληθφ ηειέθσλν θαη ν δείθηεο ειηαθήο δξαζηεξηφηεηαο 

ηνπ Wolfer απνηεινχλ δχν παξαδείγκαηα πεξηνδηθψλ ρξνλνζεηξψλ, ήηνη ζπλαξηήζεσλ ηνπ 

ρξφλνπ πνπ εκθαλίδνπ πεξηνδηθή ζπκπεξηθνξά θαη επαλαιακβάλνληαη ζην δηελεθέο, ηνπιά-

ρηζηνλ θαηά πξνζέγγηζε. Ζ αλάιπζε Fourier επηηξέπεη ηελ εθηίκεζε ηεο πεξηφδνπ ελφο θπ-

θιηθνχ θαηλνκέλνπ κε βάζε κία ζεηξά δηαθξηηψλ παξαηεξήζεσλ ηνπ θαηλνκέλνπ, δεηγκαηη-

ζκέλσλ κε ζηαζεξφ ξπζκφ. Ο αθφινπζνο πίλαθαο δείρλεη ηελ ζρέζε κεηαμχ ησλ κεγεζψλ πνπ 

πεξηιακβάλνληαη ζηελ αλάιπζε.  

y      Γεδνκέλα 

Fs      Αξηζκφο δεηγκάησλ αλά κνλάδα ρξφλνπ 

n = length(y)    Οιηθφο αξηζκφο δεηγκάησλ 

t = (0:n-1)/Fs    Οιηθή δηάξθεηα δεηγκαηνιεςίαο 

dt = 1/Fs     Υξνληθή απφζηαζε κεηαμχ δεηγκάησλ 

Y = fft(y) ¯   Πεπεξαζκέλνο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier 

abs(Y)     Πιάηνο θαζκαηηθνχ (ζπρλνηηθνχ) πεξηερνκέλνπ 

abs(Y).^2     Δλέξγεηα θαζκαηηθνχ (ζπρλνηηθνχ) πεξηερνκέλνπ 

f = (0:n-1)*(Fs/n)   ΢πρλφηεηα (θχθινη/κνλάδα ρξφλνπ) 

(n/2)*(Fs/n) = Fs/2   ΢πρλφηεηα Nyquist  

p = 1./f     Πεξίνδνο, κνλάδα ρξφλνπ/θχθιν θαηλνκέλνπ. 

Σν πεξηνδνγξάθεκα είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πιάηνπο ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο Fourier 

|Y | ή abs(Y), ή ηεο ελέξγεηαο |Y |
2
 ή abs(Y).^2, ζπλαξηήζεη ηεο ζπρλφηεηαο f. ΢πλήζσο 

αλαπαξίζηαηαη κφλν ην πξψην κηζφ ηεο κεηαζρεκαηηζκέλεο (ζεηηθέο ζπρλφηεηεο) δηφηη ην 
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δεχηεξν κηζφ (αξλεηηθέο ζπρλφηεηεο) δελ είλαη παξά κία αλάθιαζε ηνπ πξψηνπ κηζνχ σο 

πξνο ηελ ζπρλφηεηα Nyquist. 

1.5.6 Ταχύσ Πεπεραςμϋνοσ Μεταςχηματιςμόσ Fourier 

Με ηα δεδνκέλα ηεο ζχγρξνλεο επηζηήκεο θαη ηερλνινγίαο, νη κεηαζρεκαηηζκνί κνλνδηάζηα-

ησλ ρξνλνζεηξψλ (αλπζκάησλ) κε κήθνο κεξηθψλ εθαηνκκπξίσλ δεηγκάησλ ή δηδηάζηαησλ 

πηλάθσλ ηεο ηάμεο ησλ δεθάδσλ ρηιηάδσλ επί δεθάδεο ρηιηάδσλ δεηγκάησλ απνηεινχλ εξγα-

ζίεο ξνπηίλαο. Καηά ζπλέπεηα, ε επηηπρήο επεμεξγαζία ζήκαηνο θαη εηθφλαο βαζίδεηαη ζηελ 

δπλαηφηεηα εθηέιεζεο ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ κε πςειή ηαρχηεηα θαη αθξίβεηα.  

Ζ άκεζε εθαξκνγή ηνπ νξηζκνχ ηνπ FFT  

1
2 /

1

, 0,1,..., 1
N

j ki N

k i

i

Y y e k N






    

απαηηεί N πνιιαπιαζηαζκνχο θαη Ν πξνζζέζεηο γηα θάζε κία απφ ηηο Ν ζπληζηψζεο ηνπ Y θαη 

ζπλνιηθά 2Ν
2
 πξάμεηο θηλεηήο ππνδηαζηνιήο. Ο αξηζκφο απηφο δελ πεξηιακβάλεη ηελ δηαδη-

θαζία ππνινγηζκνχ ησλ δπλάκεσλ  2 /
ik

j Ne  . ΋πσο είλαη πξνθαλέο, ην πιήζνο ησλ αξηζκε-

ηηθψλ πξάμεσλ είλαη ηέηνην, ψζηε εάλ δελ ππάξμεη ηξφπνο επηηάρπλζεο ησλ ππνινγηζκψλ, ε 

εθαξκνγή ηνπ FFT ηνπο ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν ζα είλαη πνιχ δχζθνιε άλεπ καδηθήο ππνινγη-

ζηηθήο ηζρχνο.  

΢ε απάληεζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο, πνιινί (αλεμάξηεηνη) εξεπλεηέο εθεχξαλ αιγνξίζκνπο 

ηαρένο FFT θαη πνιινί πεξηζζφηεξνη ζπλέβαιιαλ ζηελ πεξαηηέξσ αλάπηπμε θαη επέθηαζή 

ηνπο. Ο πιένλ εχρξεζηνο απηψλ ησλ αιγνξίζκσλ πξνηάζεθε ην 1965 απφ ηνπο John Tukey 

(Παλεπηζηήκην Princeton) θαη John Cooley (IBM Research) θαη γεληθά ζεσξείηαη νξφζεκν 

γηα ηελ γεληθεπκέλε εθαξκνγή ηνπ FFT.  

Οη ζχγρξνλνη αιγφξηζκνη ηαρένο FFT πξνζθέξνπλ ππνινγηζηηθή πεξηπινθφηεηα ηεο ηάμεο 

O(Νlog2Ν) αληί γηα O(n
2
) πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ. Δάλ Ν είλαη δχλακε ηνπ 2, άλαο κν-

λνδηάζηαηνο ηαρχο FFT κήθνπο Ν απαηηεί ιηγφηεξεο απφ 3Νlog2Ν πξάμεηο θηλεηήο ππνδηα-

ζηνιήο. Γηα Ν = 2
20

, ν κεηαζρεκαηηζκφο γίλεηαη 35000 θνξέο ηαρχηεξνο απφ 2Ν
2
. Αθφκε θαη 

φηαλ Ν = 1024 = 2
10

, ν παξάγνληαο επηηάρπλζεο είλαη πεξίπνπ 70. Σν Matlab ρξεζηκνπνηεί 

ηνπο αιγνξίζκνπο ηνπ παθέηνπ FFTW (The Fastest Fourier Transform in the West), πνπ θα-

ηαζθεπάζζεθαλ ζην MIT απφ ηνπο Matteo Frigo θαη Steven G. Johnson
4
 . 

 

Ζ επηηάρπλζε ηνπ FFT βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη ην ηεηξάγσλν ηεο 2Ν-ζηεο ξίδαο ηεο κνλά-

δαο είλαη ε N-ζηε ξίδα ηεο κνλάδαο. Υξεζηκνπνηψληαο ην κηγαδηθφ ζπκβνιηζκφ  

2 /j N

Ns s e    

έρνκε 

2

2N Ns s  

Ζ θαηαζθεπή ηνπ ηαρένο αιγνξίζκνπ αξρίδεη κε ηνλ νξηζκφ ηνπ πεπεξαζκέλνπ κεηαζρεκαηη-

ζκνχ Fourier 

                                                
4
 M. Frigo and S. G. Johnson, 1998. FFTW: An adaptive software architecture for the FFT, Proc. 1998 IEEE 

Intl. Conf. Acoustics Speech and Signal Processing, 3, pp. 1381-1384. http://www.fftw.org.  

http://www.fftw.org/
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1

1

, 0,1,..., 1
N

ki

k i

i

Y s y k N




    

Θεσξνχκε φηη ν Ν είλαη άξηηνο θαη φηη 
2

1Nk   k ·Ν. Υσξίδνληαο ην άζξνηζκα ζε άξηηνπο 

θαη πεξηηηνχο φξνπο (δει. φξνπο κε άξηηνπο θαη πεξηηηνχο δείθηεο), 

2 2

αξηην πεξηηηφ

1 1

2 2

2 2 1

0 0

N N

ki ki

k i i

i i

ki k ki

i i

i i

Y s y s y

s y s s y

 



 

 

 

 

 
 

Σα δχν αζξνίζκαηα είλαη βαζηθά FFT κήθνπο Ν/2, ησλ κεξηζκάησλ ηνπ ζήκαηνο y κε άξηηνπο 

θαη πεξηηηνχο δείθηεο. Γηα λα πάξνπκε νιφθιεξν ην κεηαζρεκαηηζκφ κήθνπο Ν, πξέπεη λα 

ππνινγίζνκε δχν FFT κεγέζνπο Ν/2, λα πνιιαπιαζηάζνκε έλαλ απφ απηνχο κε δπλάκεηο ηνπ 

s θαη λα ελψζνκε ηα απνηειέζκαηα. Ζ ζρέζε κεηαμχ ελφο FFT κήθνπο Ν θαη δχν FFT κήθνπο 

Ν/2 κπνξεί λα εθθξαζζεί κε ζπκπαγή ηξφπν ζην Malab. Δάλ n = length(y) είλαη άξηηνο,  

omega = exp(-2*pi*i/n); 

k = (0:n/2-1)'; 

w = omega .^ k; 

u = fft(y(1:2:n-1)); 

v = w.*fft(y(2:2:n)); 

νπφηε 

fft(y) = [u+v; u-v]; 

Σψξα, εάλ ν Ν δελ είλαη απιψο άξηηνο αιιά θαη δχλακε ηνπ 2, ε δηαδηθαζία κπνξεί λα επαλα-

ιεθζεί πνιιέο θνξέο. Έλαο FFT κήθνπο Ν αλαιχεηαη ζε δχν FFT κήθνπο Ν/2, θαηφπηλ ζε 

ηέζζαξεο FFT κήθνπο Ν/4, κεηά ζε νθηψ FFT κήθνπο Ν/8 θαη νχησ θαζεμήο, κέρξη λα θζά-

ζνπκε ζε  Ν FFT κήθνπο «έλα». Ο κεηαζρεκαηηζκφο ελφο αξηζκνχ (κήθνπο 1) δελ είλαη παξά 

ν ίδηνο ν αξηζκφο. Δάλ Ν = 2p, ν αξηζκφο ησλ απαηηνπκέλσλ βεκάησλ είλαη p. Γεδνκέλνπ φηη 

ππάξρεη φγθνο εξγαζίαο O(Ν) ζε θάζε βήκα, ν ζπλνιηθφο φγθνο εξγαζίαο ζα είλαη O(Νp) = 

O(Ν log2Ν) 

Δάλ Ν δελ είλαη δχλακε ηνπ 2, είλαη αθφκε δπλαηφλ λα αλαιχζνκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ κή-

θνπο Ν ζε ζεηξά βξαρχηεξσλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Έηζη, έλαο FFT κήθνπο 100 γίλεηαη δχν FFT 

κήθνπο 50 θαη ηέζζαξεο FFT κήθνπο 25. Ο κεηαζρεκαηηζκφο κήθνπο 25 κπνξεη λα αλαιπζεί 

ζε πέληε FFT κήθνπο 5. Δάλ ν Ν δελ είλαη πξψηνο αξηζκφο, ν πεπεξαζκέλνο κεηαζρεκαηη-

ζκφο Fourier κπνξεί λα αλαιπζεί ζε FFT ην κήθνο ησλ νπνίσλ είλαη παξάγνληαο ηνπ N. Αθφ-

κε θαη φηαλ ν Ν είλαη πξψηνο, είλαη δπλαηφλ λα ελζσκαηψζνκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ ζε έλαλ 

άιιν, ην κήθνο ηνπ νπνίνπ κπνξεί λα παξαγνληνπνηεζεί. Σέηνηεο ιεπηνκέξεηεο δελ ζα ζπδε-

ηεζνχλ πεξαηηέξσ.  

Σν αθφινπζν πξφγξακκα ffttx.m ζπλδπάδεη ηηο δχν βαζηθέο δηαδηθαζίεο πνπ ζπδεηήζεθαλ κέ-

ρξη ηψξα. Δάλ Ν είλαη δχλακε ηνπ 2, ην πξφγξακκα ρξεζηκνπνηεί ηνλ O(Ν log2Ν) ηαρχ αιγφ-

ξηζκν θάλνληαο αλαδξνκηθή θιήζε ηνπ εαπηνχ ηνπ. Δάλ Ν είλαη πεξηηηφο, ρξεζηκνπνηεί ηνλ 

ηαρχ αλαδξνκηθφ αιγφξηζκν κέρξη λα θζάζεη ζε πεξηηηφ κήθνο θαη κεηά ηελ αλπζκαηηθή π-

ινπνίεζε ηνπ FTT πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ θαη ζπδεηήζεθε ζην Μέξνο 1.5.2.  

function y = ffttx(x) 

%FFTTX Τατύς Πεπεραζκέλος Μεηαζτεκαηηζκός Fourier. 

% Η ζσλάρηεζε FFTTX(X) σποιογίδεη ηολ ίδηο πεπεραζκέλο  

% κεηαζτεκαηηζκό κε ηελ FFT(X). Ο θώδηθας εθαρκόδεη έλα  

% αλαδροκηθό «δηαίρεη θαη βαζίιεσε» αιγόρηζκο γηα άρηηο  



Αλδξέαο Τδάλεο, Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο 

 

 27 

% κήθος θαη ποιιαπιαζηαζκό πηλάθφλ γηα περηηηό κήθος. Εάλ  

% length(X) είλαη m*p όποσ m περηηηός θαη p δύλακε ηοσ 2,  

% ε σποιογηζηηθή περηπιοθόηεηα ασηής ηες προζέγγηζες είλαη 

% O(m^2)*O(p*log2(p)). 

 
x = x(:); 

n = length(x); 

omega = exp(-2*pi*i/n); 

 
if rem(n,2) == 0 

    % Αλαδροκηθή εθαρκογή ffttx 

    k = (0:n/2-1)'; 

    w = omega .^ k; 

    u = ffttx(x(1:2:n-1)); 

    v = w.*ffttx(x(2:2:n)); 

    y = [u+v; u-v]; 

else 

    % Πίλαθας Fourier. 

    j = 0:n-1; 

    k = j'; 

    F = omega .^ (k*j); 

    y = F*x; 

end 

 

1.5.7. Αςκόςεισ 

1. Σξνπνπνηήζαηε ην πξφγξακκα touchtone.m έηζη ψζηε λα κπνξεί λα θαιεί έλαλ αξηζκφ ν 

νπνίνο εηζάγεηαη σο φξηζκα, π.ρ. touchtone('0030-210-727485'). 

2. Σν θιηκαηνινγηθφ θαηλφκελν γλσζηφ σο el Niño πξνθχπηεη απφ αιιαγέο ζηελ αηκνζθαη-

ξηθή πίεζε ζηνλ λφηην Δηξεληθφ Ωθεαλφ. Ο δείθηεο λόηηαο ηαιάλησζεο «Southern Oscilla-

tion Index» θαηαζθεπάδεηαη κε βάζε ηελ δηαθνξά πίεζεο κεηαμχ ηεο Νήζνπ ηνπ Πάζρα 

θαη ηνπ Darwin ζηελ Απζηξαιία, φπσο κεηξάηαη ζηελ επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο θαη θαηά 

ηελ απηή ρξνληθή ζηηγκή. Σν ASCII αξρείν elnino.dat πεξηέρεη κέζεο κεληαίεο ηηκέο απηνχ 

ηνπ δείθηε γηα ηελ πεξίνδν 1962 – 1975 (14 έηε). Δπηρεηξήζαηε λα αλαιχζεηε ηα δεδνκέ-

λα ηνπ δείθηε λφηηαο ηαιάλησζεο αθνινπζψληαο κεζνδνινγία φκνηα κε απηή ηνπ παξα-

δείγκαηνο ειηαθψλ θειίδσλ. Πξνζέμαηε φηη ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ε κνλάδα ρξφ-

λνπ είλαη έλαο κήλαο θαη φρη έλαο ρξφλνο. Καηά ζπλέπεηα πξέπεη λα αλακέλεηε φηη ζα 

βξείηε έλα θχξην θχθιν κε πεξίνδν 12 κελψλ θαη έλα δεχηεξν κε καθξχηεξε πεξίνδν. Απ-

ηφο ν δεχηεξνο θχθινο εκθαλίδεηαη ζε ηξεηο πεξίπνπ ζπληειεζηέο Fourier, έηζη ψζηε λα 

είλαη δχζθνιή ε κέηξεζε ηεο δηάξθεηάο ηνπ. Παξ’ φια απηά επηρεηξήζαηε κία εθηίκεζε. 

3. Σν ηξαίλν ζθπξά: Σν Matlab πξνζθέξεηαη κε παξαδείγκαηα δεδνκέλσλ δηαθφξσλ ηχπσλ, 

κεηαμχ ησλ νπνίσλ θαη αξθεηά δείγκαηα ήρσλ. Έλα απφ απηά είλαη θαη ν ζπξηγκφο αηκν-

θίλεηνπ ηξαίλνπ. Ζ εληνιή load train ζα θνξηψζεη απηφ ην αξρείν ζηνλ ρψξν εξγα-

ζίαο θαη πεξηέρεη έλα καθξχ άλπζκα κε ηελ ερνγξάθεζε θαη έλα αξηζκφ Fs ηνπ νπνίνπ ε 

ηηκή αληηπξνζσπεχεη ηνλ αξηζκφ δεηγκάησλ αλά δεπηεξόιεπην. Ο ρξφλνο δεηγκαηνιεςίαο 

είλαη 1/Fs δεπηεξφιεπηα. Μπνξείηε λα αθνχζεηε απηφ ην ζήκα κε ηελ εληνιή 

sound(y,Fs). Σα δεδνκέλα δελ παξνπζηάδνπλ ζεκαληηθή γξακκηθή ηάζε. Ο ζπξηγκφο 

απνηειείηαη απφ δχν παικνχο κε παξφκνην ζπρλνηηθφ πεξηερφκελν.  

i. Καηαζθεπάζαηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ δεδνκέλσλ ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ ζε δεπ-

ηεξφιεπηα.  
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ii. Καηαζθεπάζαηε πεξηνδνγξάθεκα κε ηνλ άμνλα ηεο ζπρλφηεηαο ζε θχθινπο/ δεπηεξφ-

ιεπην (Hz).  

iii. Δληνπίζεηε ηηο ζπρλφηεηεο ησλ έμη θαζκαηηθψλ θνξπθψλ ζην πεξηνδνγξάθεκα. Θα 

πξέπεη λα βξείηε φηη νη ιφγνη κεηαμχ απηψλ ησλ έμη ζπρλνηήησλ πξνζεγγίδνπλ ηνπο ιφ-

γνπο κεηαμχ κηθξψλ αθεξαίσλ αξηζκψλ. Γηα παξάδεηγκα, κία απφ ηηο ζπρλφηεηεο είλαη 

5/3 θνξέο κίαο άιιεο. Οη ζπρλφηεηεο πνπ δελ απνηεινχλ αθέξαηα πνιιαπιάζηα άιισλ 

ζπρλνηήησλ είλαη ζπλήζσο ρακειφηεξεο θαη απνθαινχληαη ζεκειηώδεηο. Οη ζπρλφηεηεο 

πνπ απνηεινχλ αθέξαηα πνιιαπιάζηα άιισλ ζπρλνηήησλ απνθαινχληαη αξκνληθέο 

(harmonics  ή overtones). Πφζεο απφ ηηο θαζκαηηθέο θνξπθέο πνπ αλαγλσξίζαηε είλαη 

ζεκειηώδεηο θαη πφζεο θαη πνίεο είλαη αξκνληθέο;  

4. Σηηηβίζκαηα πηελψλ (chirps). Αλαιχζαηε ηνλ ήρν ηηηηβίζκαηνο πνπ πεξηέρεηαη ζην παξα-

δείγκαηα ηνπ Matlab. Αγλνψληαο έλα βξαρχ ηκήκα ηνπ ηέινπο ηνπ ζήκαηνο, εμεηάζαηε 

θαηά πφζν είλαη δπλαηφλ λα κεξίζεηε ην ζήκα ζε νθηψ κέξε ίζνπ κήθνπο, έθαζην ησλ 

νπνίσλ λα πεξηέρεη έλα ηηηίβηζκα (chirp). Απεηθνλίζαηε γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπ πιά-

ηνπο ηνπ FFT εθάζηνπ κέξνπο, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε subplot(4,2,k) γηα 

k = 1:8 θαη ηελ ίδηα θιίκαθα αμφλσλ ζε όια ηα γξαθήκαηα. Οη ζπρλφηεηεο θπκαίλν-

ληαη απφ πεξίπνπ 400Hz κέρξη πεξίπνπ 800Hz. Θα πξέπεη λα παξαηεξήζεηε φηη έλα ή δχν 

απφ ηα ηηηηβίζκαηα έρνπλ πνιχ ραξαθηεξηζηηθά γξαθήκαηα. Δάλ αθνχζεηε πξνζεθηηθά, 

ζα πξέπεη λα κπνξέζεηε λα αλαγλσξίζεηε ηνπο δηαθνξεηηθνχο ήρνπο πνπ αληηζηνηρνχλ ζ’ 

απηά.  
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1.7  Πύνακασ Μεταςχηματιςμών Fourier κοινών ςυναρτόςεων 

΢ηα επφκελα δίλνληαη ζε θάζε πεξίπησζε  

1. ε (πξαγκαηηθή) ζπλάξηεζε f(t) θαη  

2. ν αληίζηνηρνο κεηαζρεκαηηζκφο Fourier F(σ).  

Δπίζεο δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  

3. ηεο f(t) µε πξάζηλν ρξψκα,  

4. ηεο Re{F(σ)} µε θφθθηλν,  

5. ηεο Im{F(σ)} µε ηψδεο.  

΢ηνλ νξηδφληην άμνλα δίδνληαη νη ηηκέο ησλ t θαη σ ζπγρξφλσο. ΢ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα δί-

δνληαη νη ηηκέο ησλ f(t) θαη F(σ) ζπγρξφλσο. Έηζη θαίλνληαη ε κνξθή ηεο f (t) θαη ε θαηαλνκή 

ηεο F(σ).  

 Γηα κεξηθέο f (t) ην ( )f t dt


  δελ ππάξρεη, αιιά ε F(σ) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε 

ηππηθνχο (φρη απζηεξνχο) ππνινγηζκνχο.  
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Κεθάιαην 2
5
 

Γραμμικϋσ εξιςώςεισ 

Έλα απφ ηα πξνβιήκαηα πνπ απαληψληαη ζπρλφηεξα ζε επηζηεκνληθνχο ππνινγηζκνχο είλαη ε 

επίιπζε ζπζηεκάησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. ΢ην παξφλ θεθάιαην ζα ζπδεηεζεί ε κέζνδνο 

επίιπζεο κε Γθανπζζηαλή απαινηθή θαη ε επαηζζεζία ηεο ιχζεο σο πξνο ηα ζθάικαηα ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ηα αλαπφθεπθηα ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο πνπ ππεηζέξρνληαη θαηά ηελ δηάξ-

θεηα ησλ ππνινγηζκψλ.  

 

2.1 Επύλυςη γραμμικών ςυςτημϊτων 

Έλα ζχζηεκα ηαπηφρξνλσλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ γξάθεηαη, ρξεζηκνπνηψληαο ηππηθφ ζπκ-

βνιηζκφ,  

Ax = b  

΢ηε ζπρλφηεξε πεξίπησζε φηαλ ππάξρνπλ ηφζεο εμηζψζεηο φζεο θαη άγλσζηνη, ε A είλαη κηα 

δεδνκέλε ηεηξαγσληθή κήηξα ηάμεο n, ην b είλαη έλα δεδνκέλν θαηαθφξπθν άλπζκα n ζηνη-

ρείσλ θαη ην x είλαη έλα άγλσζην θαηαθφξπθν δηάλπζκα n ζηνηρείσλ. Οη ζπνπδάδνληεο γξακ-

κηθή άιγεβξα καζαίλνπλ φηη ε ιχζε ηνπ Ax = b κπνξεί λα γξαθεί σο x = A
-1

 b, φπνπ ε A
-1

 

είλαη ε αληίζηξνθε ηεο A. Δληνχηνηο, ζηε κεγάιε πιεηνςεθία πξαθηηθψλ ππνινγηζηηθψλ 

πξνβιεκάησλ, ν ππνινγηζκφο ηεο A
-1

είλαη πεξηηηφο θαη ζπλήζσο απνθεπθηαίνο. Ωο αθξαίν 

αιιά επεμεγεκαηηθφ παξάδεηγκα, ζεσξνχκε έλα ζχζηεκα πνπ απνηειείηαη απφ κφλν κηα εμί-

ζσζε,  

7x = 21 

Ο θαιχηεξνο ηξφπνο λα ιπζεί έλα ηέηνην ζχζηεκα είλαη κε δηαίξεζε 

21

7
x     x =    = 3 

Ζ ρξήζε αληηζηξνθήο ζα έδηδε  

x = 7
-1

 × 21 = 0.142857 × 21 = 2.99997 

Ζ αληηζηξνθή απαηηεί πεξηζζφηεξε αξηζκεηηθή —κία δηαίξεζε θαη έλα πνιιαπιαζηαζκφ αληί 

γηα κία κφλν δηαίξεζε— θαη παξάγεη κηα ιηγφηεξν αθξηβή απάληεζε. Παξφκνηεο ζπλζήθεο 

ηζρχνπλ γηα ζπζηήκαηα πεξηζζφηεξσλ ηεο κίαο εμηζψζεσλ. Απηφ ηζρχεη αθφκα θαη ζηελ θνη-

λφηαηε πεξίπησζε φπνπ ππάξρνπλ δηαθνξεηηθά ζπζηήκαηα εμηζψζεσλ κε ηελ ίδηα κήηξα A 

αιιά δηαθνξεηηθά δεμηά ζθέιε b. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, ζηα επφκελα ζα επηθεληξσζνχκε ζηελ 

παξνπζίαζε κεζφδσλ άκεζεο επίιπζεο ησλ ζπζηεκάησλ θαη φρη ζηελ αληηζηξνθή κεηξψλ.  

 

2.2  Ο τελεςτόσ backslash  

Γηα λα θαηαζηεί ζαθήο ε δηάθξηζε κεηαμχ ηεο επίιπζεο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ θαη αληηζηξν-

θήο, ε γιψζζα MATLAB έρεη εηζαγάγεη κε-θαζηεξσκέλν παξαζηαηηθφ ζπκβνιηζκφ, ρξεζη-

κνπνηψληαο σο ηειεζηέο ηελ νπηζζνθιηλή γξακκή «\» (backslash) θαη ηελ εκπξνζζνθιηλή 

γξακκή «/» (slash). Δάλ A είλαη κηα κήηξα νηνπδήπνηε κεγέζνπο θαη κνξθήο θαη B είλαη κηα 

                                                
5
 Σν Κεθάιαην 2 έρεη βαζηζζεί θαη απνηειεί απφδνζε ηνπ Κεθαιαίνπ 2 (Linear Equations) ηνπ βηβιί-

νπ «Numerical Computing with Matlab», απφ ηνλ Cleve Moller, Society for Industrial and Applied 
Mathematics, 2004. 
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κήηξα κε ηφζεο ζεηξέο φζεο ε Α, ηφηε ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ 

AX = B  

δειψλεηαη κε  

X = A \ B 

Απηφ αλαινγεί κε δηαίξεζε ακθνηέξσλ ησλ πιεπξψλ ησλ εμηζψζεσλ κε ηελ κήηξα ζπληειε-

ζηψλ A. Δπεηδή ν πνιιαπιαζηαζκφο κεηξψλ δελ είλαη αληηκεηαζεηηθφο θαη ε A εκθαλίδεηαη 

ζην αξηζηεξφ ζθέινο ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο, απηφ ηζνδπλακεί κε αξηζηεξή δηαίξεζε. Οκνί-

σο, ε ιχζε ζε έλα ζχζηεκα κε ηελ Α δεμηά θαη ηελ B λα έρεη ηφζεο ζηήιεο φζεο θαη ε A γξά-

θεηαη, 

X A = B 

θαη ιακβάλεηαη κε ηελ δεμηά δηαίξεζε, 

X = B/A 

Ο ζπκβνιηζκφο απηφο ηζρχεη αθφκε θαη φηαλ ε A δελ είλαη ηεηξαγσληθή, ψζηε ν αξηζκφο ησλ 

εμηζψζεσλ λα κελ είλαη ν ίδηνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ αγλψζησλ. 

 

2.3 Ένα παρϊδειγμα 3-by-3 

Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη επθνιφηεξα θαηαλνεηή ε ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ επίιπζεο ζπζηε-

κάησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, ζεσξνχκε ην εμήο παξάδεηγκα ηξίηεο ηάμεο: 

1

2

3

10 7 0 7

3 2 6 4

5 1 5 6

x

x

x

     
    

     
        

 

Απηφ θπζηθά, αληηπξνζσπεχεη ην ζχζηεκα  

1 2

1 2 3

1 2 3

10 7 7

3 2 6 4

5 5 6

x x

x x x

x x x

 

   

  

 

Σν πξψην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ επίιπζεο ρξεζηκνπνηεί ηελ πξψηε εμίζσζε γηα λα απαιείςεη 

ηνλ άγλσζην x1 απφ ηηο άιιεο εμηζψζεηο. Απηφ επηηπγράλεηαη πξνζζέηνληαο 0.3 θνξέο ηελ 

πξψηε εμίζσζε ζηελ δεχηεξε εμίζσζε θαη αθαηξψληαο 0.5 θνξέο ηελ πξψηε απφ ηελ ηξίηε 

εμίζσζε. Ο ζπληειεζηήο 10 ηνπ x1 ζηελ πξψηε εμίζσζε είλαη ην πξψην νδεγνύλ ζηνηρείν 

(pivot) θαη νη πνζφηεηεο -0.3 θαη 0.5, πνπ ιακβάλνληαη δηαηξψληαο ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ x1 

ζηηο άιιεο εμηζψζεηο κε ην νδεγνχλ ζηνηρείν νλνκάδνληαη πνιιαπιαζηαζηέο. To πξψην βήκα 

αιιάδεη ηηο εμηζψζεηο σο: 

1

2

3

10 7 0 7

0 0.1 6 6.1

0 2.5 5 2.5

x

x

x

     
    

     
    
    

 

Σν δεχηεξν βήκα ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηήζεη ηε δεχηεξε εμίζσζε γηα λα απαιείςεη ηνλ 

x2 απφ ηελ ηξίηε εμίζσζε. Δληνχηνηο, ην δεχηεξν νδεγνχλ ζηνηρείν, ην νπνίν είλαη ν ζπληειε-

ζηήο ηνπ x2 ζηε δεχηεξε εμίζσζε, ζα ήηαλ -0.1, κηθξφηεξν απφ ηνπο άιινπο ζπληειεζηέο. ΢π-

λεπψο, νη ηειεπηαίεο δχν εμηζψζεηο ελαιιάζζνληαη. Απηφ θαιείηαη pivoting. ΢ην παξφλ παξά-

δεηγκα ε πξάμε απηή δελ είλαη απαξαίηεηε δηφηη δελ ππάξρνπλ ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο, 

αιιά ζηελ γεληθή πεξίπησζε είλαη ζπνπδαία θαη θξίζηκε. 

1

2

3

10 7 0 7

0 2.5 5 2.5

0 0.1 6 6.1

x

x

x

     
    

    
        
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Σψξα, ην δεχηεξν νδεγνχλ ζηνηρείν είλαη 2.5 θαη ε δεχηεξε εμίζσζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηε-

ζεί γηα λα απαιεηθζεί ν x2
 
 απφ ηελ ηξίηε. Απηφ επηηπγράλεηαη πξνζζέηνληαο 0.04 θνξέο ηελ 

δεχηεξε εμίζσζε ζηελ ηξίηε εμίζσζε.  

1

2

3

10 7 0 7

0 2.5 5 2.5

0 0 6.2 6.2

x

x

x

     
    

    
    
    

 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε είλαη ηψξα 

6.2 x3 = 6.2 

απφ φπνπ x3 = 1. Αληηθαζηζηψληαο ζηελ δεχηεξε εμίζσζε: 

2.5x2 + (5)(1) = 2.5. 

απφ φπνπ x2  = -1. Σέινο, νη ηηκέο ησλ x2 θαη x3 αληηθαζίζηαληαη ζηελ πξψηε εμίζσζε: 

10x1 + (-7)(-1) = 7 

εμ νπ x1 = 0. Ζ ιχζε είλαη 

0

1

1

 
 

  
 
 

x  

θαη κπνξεί εχθνια λα ειεγρζεί κε αληηθαηάζηαζε ζην επηιπζέλ ζχζηεκα. Οιφθιεξνο ν αιγφ-

ξηζκνο κπνξεί λα εθθξαζηεί ζπκπαγψο –γηα ην παξφλ παξάδεηγκα έζησ  

1 0 0 10 7 0 1 0 0

0.5 1 0 , 0 2.5 5 , 0 0 1

0.3 0.04 1 0 0 6.2 0 1 0

     
     

       
           

L U P  

Ζ κήηξα L πεξηέρεη ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ απαινηθή, ε κή-

ηξα U είλαη ε ηειηθή κήηξα ζπληειεζηψλ θαη ε κήηξα P πεξηγξάθεη ην pivoting. Με απηέο ηηο 

ηξεηο κήηξεο, έρνκε 

LU = P A 

Με άιια ιφγηα, ε αξρηθή κήηξα ζπληειεζηψλ κπνξεί λα εθθξαζζεί ππφ κνξθή γηλνκέλσλ 

κεηξψλ κε απινχζηεξε δνκή. 

 

2.4 Πύνακεσ Αντιμετϊθεςησ και Τριγωνικού Πύνακεσ 

Έλαο πίλαθαο αληηκεηάζεζεο δελ είλαη παξά έλαο ηαπηνηηθφο πίλαθαο κε ελαιιαγκέλεο γξακ-

κέο θαη ζηήιεο. Γηα παξάδεηγκα, ν 

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

 
 
 
 
 
 

P . 

Αξηζηεξφο πνιιαπιαζηαζκφο ελφο πίλαθα Α κε έλα πίλαθα αληηκεηάζεζεο (ΡΑ) αληηκεηαζέ-

ηεη ηηο γξακκέο ηνπ Α. Ο δεμηφο πνιιαπιαζηαζκφο (ΑΡ) αληηκεηαζέηεη ηηο ζηήιεο ηνπ A.  

Ζ ιχζε γξακκηθψλ εμηζψζεσλπνπ πεξηιακβάλνπλ πίλαθεο αληηκεηάζεζεο είλαη ηεηξηκκέλε. 

Γηα παξάδεηγκα, ε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο  

P x = b 

απνηειεί απιή αλαδηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ b, 

x = P
T
 b 

 

Έλαο άλσ ηξηγσληθόο πίλαθαο έρεη φια ηα κε κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ επάλσ απφ ηελ θχξηα δη-
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αγψλην, π.ρ. 

1 2 3 4

0 5 6 7

0 0 8 9

0 0 0 10

 
 
 
 
 
 

U  

 

Έλαο κνλαδηαίνο θάησ ηξηγσληθόο πίλαθαο έρεη κνλάδεο (1) επί ηεο θπξάο δηαγσλίνπ θαη φια 

ηα ππφινηπα κε-κεδεληθά ζηνηρεία ηνπ θάησ απφ ηελ θχξηα δηαγψλην, γηα παξάδεηγκα 

1 0 0 0

2 1 0 0

3 5 1 0

4 6 7 1

 
 
 
 
 
 

L  

 

Οη γξακκηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηιακβάλνπλ ηξηγσληθνχο πίλαθεο, είλαη επίζεο εχθνιν λα ιπ-

ζνχλ. Τπάξρνπλ δχν παξαιιαγέο ηνπ αιγνξίζκνπ επίιπζεο ηνπ άλσ ηξηγσληθνχ ζπζηήκαηνο 

Ux = b. Ακθφηεξνη αξρίδνπλ ιχλνληαο ηελ ηειεπηαία εμίζσζε γα ηε ηειεπηαία κεηαβιεηή, 

ηελ πξνηειεπηαία εμίζσζε γηα ηελ πξνηειεπηαία κεηαβιεηή θνθ. Ο πξψηνο αιγφξηζκνο α-

θαηξεί πνιιαπιάζηα ησλ ζηειψλ ηνπ U απφ ην b: 

 
x = zeros(n,1); 
for k = n:-1:1 
    x(k) = b(k)/U(k,k); 
    i = (1:k-1)’; 
    b(i) = b(i) - x(k)*U(i,k); 
end 

 

Ο άιινο ρξεζηκνπνηεί εζσηεξηθά γηλφκελα κεηαμχ ησλ γξακκψλ ηνπ U θαη ηκεκάησλ ηεο α-

λαδπφκελεο ιχζεο x.  

 
x = zeros(n,1); 

for k = n:-1:1 

    j = k+1:n; 

    x(k) = (b(k) - U(k,j)*x(j))/U(k,k); 

end 

 

2.5 Παραγοντοπούηςη LU 

Ο πεξηζζφηεξν ρξεζηκνπνηνχκελνο αιγφξηζκνο επίιπζεο γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ είλαη ηαπ-

ηφρξνλα θαη κία απφ ηηο αξραηφηεξεο αξηζκεηηθέο κεζφδνπο: πξφθεηηαη γηα ηελ κέζνδν ηεο 

ζπζηεκαηηθήο απαινηθήο πνπ απνδίδεηαη ζηνλ C. F. Gauss. Παξά ηελ ειηθία ηεο κεζφδνπ, 

ζρεηηθά πξφζθαηε έξεπλα (1955 – 1965) απνθάιπςε ηελ ζεκαζία δχν ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο, 

ε νπνία δελ είρε απνζαθεληζηεί πξνεγνπκέλσο: ηελ επηινγή νδεγψλ ζηνηρείσλ θαη ηελ νξζή 

εξκελεία ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχιεπζεο.  

 

΢ε γεληθέο γξακκέο, ε Γθανπζζηαλή απαινηθή εθαξκφδεηαη ζε δχν ζηάδηα: ηελ θπξίσο απα-

ινηθή θαη ηελ αληηθαηάζηαζε. Σν πξψην ζηάδην (απαινηθήο) απνηειείηαη απφ n-1 βήκαηα. 

΢ην k-ζην βήκα, πνιιαπιάζηα ηεο k-ζηεο εμίζσζεο αθαηξνχληαη απφ ηηο ππφινηπεο εμηζψζεηο 

πξνθεηκέλνπ λα απαιεηθζεί ε k-ζηε κεηαβιεηή. Δάλ ν ζπληειεζηήο xk είλαη «κηθξφο» ελδεί-

θλπηαη ε αληηκεηάζεζε εμηζψζεσλ πξηλ ηειεζζεί ε αθαίξεζε. Καηά ην ζηάδην αληηθαηάζηα-



Αλδξέαο Τδάλεο, Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο 

 

 37 

ζεο ιχλεηαη ε ηειεπηαία εμίζσζε γηα ηελ κεηαβιεηή xn·θαηφπηλ, κε αληηθαηάζηαζε ηεο xn ιχ-

λεηαη ε  πξνηειεπηαία γηα ηελ xn-1 θνθ, έσο επξεζεί θαη ε x1 απφ ηελ πξψηε εμίζσζε.  

 

Έζησ Pk, k = 1,…,n - 1, νη πίλαθεο αληηκεηάζεζεο πνπ πξνθχπηνπλ ελαιιάζζνληαο ηηο γξακ-

κέο ηαπηνηηθνχ πίλαθα κε ηνλ ίδην ηξφπν θαηά ηνλ νπνίν ελαιιάζζνληαη νη γξακκέο ηνπ Α 

ζην k-ζην βήκα ηεο δηαδηθαζίαο απαινηθήο. Έζησ Mk ν κνλαδηαίνο θάησ ηξηγσληθφο πίλαθαο 

πνπ πξνθχπηεη εηζάγνληαο ηα αξλεηηθά ησλ πνιιαπιαζηαζηψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαηά 

ην k-ζην βήκα, θάησ απφ ηελ δηαγψλην ηνπ ζηελ k-ζηε ζηήιε ηνπ ηαπηνηηθνχ πίλαθα. Σέινο, 

έζησ U ν ηειηθφο άλσ ηξηγσληθφο πίλαθαο πνπ πξνθχπηεη κεηά απφ ηα n - 1 βήκαηα. Οιφθιε-

ξε ε δηαδηθαζία απαινηθήο κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε κφλν κία εμίζσζε πηλάθσλ,  

 

U = Mn-1 Pn-1 · · · M2 P2 M1 P1 A 

 

Ζ εμίζσζε απηή κπνξεί λα μαλαγξαθηεί κε ηελ κνξθή 

 

L1 L2 · · · Ln-1 U = Pn-1 · · · P2 P1 A 

 

φπνπ ν Lk ιακβάλεηαη απφ ηνπο Mk αληηκεηαζέηνληαο θαη αιιάδνληαο ηα πξφζεκα ησλ πνι-

ιαπιαζηαζηψλ θάησ απφ ηελ δηαγψλην. Έηζη, εάλ  

 

L = L1 L2 · · · Ln-1 

P = Pn-1 · · · P2 P1 

 

έρνκε  

 

LU = P A 

 

Ο κνλαδηαίνο θάησ ηξηγσληθφο πίλαθαο L πεξηέρεη φινπο ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο πνπ ρξεζη-

κνπνηήζεθαλ θαηά ηε απαινηθή θαη ν πίλαθαο αληηκεηάζεζεο P θαηαρσξεί φιεο ηηο ελαιια-

γέο γξακκψλ.  

 

΢ην παξαπάλσ παξάδεηγκα, 

10 7 0

3 2 6

5 1 5

 
 

  
  

A  

νη πίλαθεο πνπ πξνθχπηνπλ θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο απαινηθήο είλαη  

 

1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0.3 1 0

0 0 1 0.5 0 1

   
   

    
      

P M  

2 2

1 0 0 1 0 0

0 0 1 , 0 1 0 ,

0 1 0 0 0.04 1

   
   

    
   
   

P M  

 

Καη νη αληίζηνηρνη L είλαη 
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1 2

1 0 0 1 0 0

0.5 1 0 , 0 1 0

0.3 0 1 0 0.04 1

   
   

    
       

L L  

 
Ζ εμίζσζε LU = P A απνθαιείηαη παξαγνληνπνίεζε LU ή ηξηγσληθή απνζύλζεζε ηνπ A θαη 

δελ είλαη παξά ε δηαδηθαζία ηεο Γθανπζζηαλήο απαινηθήο εθπεθξαζκέλε κε πίλαθεο. Με ηελ 

κέζνδν απηή έλα γεληθεπκέλν ζχζηεκα εμηζψζεσλ  

 

Ax = b 

 

κεηαηξέπεηαη ζην δεχγνο ηξηγσληθψλ ζπζηεκάησλ 

 

Ly = P b 

U x = y 

 

2.6  Η αναγκαιότητα του Pivoting 

Σα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ U νλνκάδνληαη νδεγά (pivots). Σν k-ζην νδεγνχλ είλαη ν ζπληειε-

ζηήο ηεο k-ζηεο κεηαβιεηήο ζηελ k-ζηε εμίζσζε ηνπ k-ζηνπ βήκαηνο ηεο απαινηθήο. ΢ην 3-

by-3 παξάδεηγκα, ηα νδεγά ζηνηρεία είλαη  10, 2.5, and 6.2. Οη ππνινγηζκνί, ηφζν ησλ πνιια-

πιαζηαζηψλ, φζν θαη θαηά ηελ αληηθαηάζηαζε, απαηηνχλ δηαηξέζεηο κε νδεγά ζηνηρεία. Καηά 

ζπλέπεηα, εάλ θάπνην απφ ηα νδεγά ζηνηρεία είλαη κεδέλ, ε δηαδηθαζία θαηαξξέεη. Σν απηφ ζα 

ζπκβεί θαη φηαλ ν δηαηξέηεο είλαη πνιχ κηθξφο αξηζκφο, θνληά ζην κεδέλ. Γηα λα δνχκε πσο, 

ζα θάλνπκε κεξηθέο κηθξέο αιιαγέο ζην παξάδεηγκα, 

1

2

3

10 7 0 7

3 2.099 6 3.90

5 1 5 6

x

x

x

    
    
     
    
    

 

 

Σν ζηνηρείν (2,2) ηνπ πίλαθα άιιαμε απφ 2 ζε 2.099 θαη ην δεμί ζθέινο επίζεο άιιαμε έηζη, 

ψζηε ην απνηέιεζκα λα είλαη πάιη (0, -1, 1)
Σ
. Αο ππνζέζνκε φηη ε ιχζε ζα πξέπεη λα ππνιν-

γηζζεί ζε κία ππνζεηηθή κεραλή πνπ θάλεη αξηζκεηηθή θηλεηήο ππνδηαζηνιήο κε 5 ζεκαληηθά 

ςεθία. Σν πξψην βήκα ηεο δηαδηθαζίαο απαινηθήο παξάγεη 

1

2

3

10 7 0 7

0 0.001 6 6.001

0 2.5 5 2.5

x

x

x

    
    

     
    
    

 

 

Σν ζηνηρείν (2,2) είλαη ηψξα αξθεηά κηθξφ ζε ζχγθξηζε κε ηα άιια ζηνηρεία ηνπ πίλαθα. Δάλ 

ζπλερίδακε ηελ δηαδηθαζία απαινηθήο ρσξίο αληηκεηαζέζεηο,, ην επφκελν βήκα ζα απαηηνχζε 

λα πξνζζέζνπκε 2.5×10
3
 θνξέο ηελ δεχηεξε εμίζσζε ζηελ ηξίηε: 

 (5 + (2.5×10
3
)(6))x3 = (2.5 + (2.5×10

3
 )(6.001)) 

 

΢ην δεμί ζθέινο, ν πνιιαπιαζηαζκφο 6.001×2.5×10
3
 = 1.50025×10

4
  δελ κπνξεί λα αλαπαξα-

ζηαζεί ζηελ ππνζεηηθή κεραλή καο, νπφηε πξέπεη λα ζηξνγγπιεπηεί ζε 1.5002×10
4
. Σα απνηέ-

ιεζκα θαηφπηλ πξνζηίζεηαη ζην 2.5 θαη μαλα-ζηξνγγπιεχεηαη. Με άιια ιφγηα, ακθφηεξα ηα 

ππνγξακκηζκέλα 5 ζηε εμίζσζε  

(5 + 1.5000×10
4
)x3 = (2.5 + 1.50025×10

4
) 
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ράλνληαη σο ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο. ΢’ απηή ηελ ππνζεηηθή κεραλή ινηπφλ ε ηειεπηαία 

εμίζσζε γίλεηαη 

1.5005×10
4
 x3 = 1.5004×10

4
. 

Ζ αληηθαηάζηαζε ηψξα, μεθηλά κε  
4

3 4

1.5004 10
0.99993

1.5005 10
x


 


 

 

Δπεηδή ην αθξηβέο απνηέιεζκα είλαη x3 = 1, ην πξφβιεκα ζηξνγγχιεπζεο δελ θαίλεηαη θαη 

ηφζν ζνβαξφ. Γπζηπρψο φκσο, ε x2 πξέπεη λα ππνινγηζζεί απφ ηελ εμίζσζε 

-0.001x2 + (6)(0.99993) = 6.001 

Ζ νπνία δίδεη  
3

2 3

1.5 10
1.5

1 10
x






  
 

 

 

Σέινο ε x1 πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ πξψηε εμίζσζε  

10x1 + (-7)(-1.5) = 7 

πνπ δίδεη  

x1 = -0.35 

Έηζη, αληί γηα  (0, -1, 1)
T
 ππνινγίζακε (-0.35, -1.5, 0.99993)

T
 .  

 

Πνπ ράιαζε ινηπφλ ε δνπιεηά, δεδνκέλνπ φηη δελ έγηλε θαη θάπνηνο κεγάινο αξηζκφο πξάμε-

σλ πνπ λα «ζπζζσξεχζεη» ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο θαη ν πίλαθάο καο δελ ήηαλ ηδηάδσλ; Σν 

πξφβιεκα πξνέθπςε απφ ηε επηινγή ηνπ δεχηεξνπ νδεγνχ ζηνηρείνπ θαηά ην δεχηεξν ζηάδην 

ηεο απαινηθήο. ΢αλ απνηέιεζκα, ν πνιιαπιαζηαζηήο γίλεηαη 2.5×10
3
 θαη ε ηειεπηαία εμίζσ-

ζε πεξηιακβάλεη ζπληειεζηέο πνπ είλαη 10
3
 θνξέο κεγαιχηεξνη απηψλ ηνπ αξρηθνχ πξνβιή-

καηνο. Σα ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο πνπ είλαη πνιχ κηθξά ζε ζχγθξηζε κε ηφζν κεγάινπο 

ζπληειεζηέο θαζίζηαληαη απαξάδεθηα πςειά ζε ζρέζε κε ηελ πξαγκαηηθή ιχζε ηνπ ζπζηή-

καηνο.  

 

Δάλ ε δεχηεξε θαη ε ηξίηε εμίζσζε αληηκεηαηίζελην, ηφηε δελ ζα ππήξρε αλάγθε κεγάισλ 

πνιιαπιαζηαζηψλ ην ηειηθφ απνηέιεζκα ζα ήηαλ αθξηβέο (ν αλαγλψζηεο αο πξνζπαζήζεη λα 

πηζηνπνηήζεη ην γεγνλφο). ΢ηελ γεληθή πεξίπησζε, εάλ νη πνιιαπιαζηαζηέο έρνπλ κέγεζνο 

κηθξφηεξν ή ίζν ηεο κνλάδαο, ηφηε ε ππνινγηδφκελε ιχζε πξνθχπηεη ηθαλνπνηεηηθά αθξηβήο. 

Ζ δηαδηθαζία ηήξεζεο ησλ πνιιαπιαζηαζηψλ ζε απφιπην κέγεζνο κηθξφηεξν ηεο κνλάδαο 

νλνκάδεηαη κεξηθό pivoting. Καηά ην k-ζην βήκα ηεο απαινηθήο, ην νδεγνχλ ζηνηρείν επηιέ-

γεηαη λα είλαη ην απφιπηα κεγαιχηεξν ζηνηρείν ηνπ κε-αλεγκέλνπ κέξνπο ηεο k-ζηεο ζηήιεο. 

Ζ γξακκή πνπ πεξηέρεη απηφ ην ζηνηρείν ελαιιάζζεηαη κε ηελ k-ζηε γξακκή γηα λα θέξεη απ-

ηφ ην ζηνηρείν ζηελ ζέζε (k, k). Οη ίδηεο ελαιιαγέο πξέπεη λα γίλνληαη θαη κε ηα ζηνηρεία ηνπ 

δεμηνχ ζθέινπο b. Οη άγλσζηνη x δελ αλαδηαηάζζνληαη δηφηη νη ζηήιεο ηνπ A δελ αιιάδνπλ.  

 

2.7. lutx, bslashtx, lugui.  

΢ην πιηθφ ηνπ Κεθαιαίνπ 2 πεξηιακβάλνληαη ηξεηο ζπλαξηήζεηο πεξηγξάθνπζεο ηνπο αλσηέ-

ξσ ζπδεηεζέληεο αιγνξίζκνπο. Ζ πξψηε ζπλάξηεζε είλαη ε lutx.m, πνπ ζηελ πξαγκαηηθφ-

ηεηα απνηειεί αλαγλψζηκε έθδνζε ηεο ελζσκαησκέλεο ζην MATLAB ζπλάξηεζεο lu. Ζ 
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ζπλάξηεζε πεξηιακβάλεη έλα εμσηεξηθφ βξφρν-for επί ηεο κεηαβιεηήο k ν νπνίνο κεηξά ηα 

βήκαηα (επαλαιήςεηο) απαινηθήο αιιά θαηά ηα άιια είλαη πξνγξακκαηηζκέλε κε ζπκπαγή 

θαη απνδνηηθφ ηξφπν.  

function [L,U,p] = lutx(A) 
%LU Triangular factorization 
%   [L,U,p] = lutx(A) produces a unit lower triangular 
%   matrix L, an upper triangular matrix U, and a 
%   permutation vector p, so that L*U = A(p,:). 

  
[n,n] = size(A); 
p = (1:n)’ 
for k = 1:n-1 
% Find largest element below diagonal in k-th column 
     [r,m] = max(abs(A(k:n,k))); 
     m = m+k-1; 
     % Skip elimination if column is zero  
  if (A(m,k) ~= 0) 
         % Swap pivot row  
     if (m ~= k) 
         A([k m],:) = A([m k],:); 
         p([k m]) = p([m k]); 
     end 
     % Compute multipliers  
     i = k+1:n; 
     A(i,k) = A(i,k)/A(k,k); 
     % Update the remainder of the matrix  
     j = k+1:n; 
     A(i,j) = A(i,j) - A(i,k)*A(k,j); 
  end  
end 
% Separate result 
L = tril(A,-1) + eye(n,n);  
U = triu(A); 

Πξνζεθηηθή κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο δείρλεη φηη ε αξηζκεηηθά πιένλ δαπαλεξή πξάμε είλαη ε 

A(i,j) = A(i,j) - A(i,k)*A(k,j);  

΢ην k-ζην βήκα ηεο απαινηθήο, ηα i θαη j είλαη αλχζκαηα δεηθηψλ κε κήθνο n-k. Ζ πξάμε 

A(i,k)*A(k,j) πνιιαπιαζηάδεη κία ζηήιε επί κία γξακκή, πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπάζεη 

έλα ηεηξάγσλν πίλαθα βαζκνχ έλα θαη ηάμεο n-k. Ο πίλαθαο απηφο θαηφπηλ αθαηξείηαη απφ 

ηνλ «ππνπίλαθα» (κέξηζκα) ηδίνπ κεγέζνπο πνπ θαηαιακβάλεη ηελ θάησ αξηζηεξή γσλία ηνπ 

A. ΢ε κία γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ ρσξίο δπλαηφηεηα αλπζκαηηθψλ πξάμεσλ, ε πξάμε απηή 

(επηθαηξνπνίεζε ελφο κεξίζκαηνο ηνπ A) ζα γηλφηαλ κε δεχγνο έλζεησλ δηπιψλ βξφρσλ επί 

ησλ i θαη j θαη πνιχ κεγαιχηεξε, αληίζηνηρα, δαπάλε ρξφλνπ.  

Ζ δεχηεξε ζπλάξηεζε είλαη ε bslashtx.m, ε νπνία απνηειεί απινπνηεκέλε έθδνζε ηνπ ηε-

ιεζηή backslash. Ξεθηλά ειέγρνληαο γηα ηξείο ζπνπδαίεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο κνξθψλ ζηηο 

νπνίεο κπνξεί λα εκπίπηεη ν Α, ηελ θάησ ηξηγσληθή, άλσ ηξηγσληθή θαη ζπκκεηξηθή ζεηηθή 

νξηζκέλε
6
 Γξακκηθά ζπζηήκαηα κε ηέηνηεο κνξθέο κπνξνχλ λα ιπζνχλ πνιχ ηαρχηεξα απφ 

ηελ γεληθή πεξίπησζε. 

function x = bslashtx(A,b) 
% BSLASHTX  Solve linear system (backslash) 
% x = bslashtx(A,b) solves A*x = b 

  
[n,n] = size(A); 

                                                
6
 Βι. Άζθεζε 2.3 γηα πεξαηηέξσ νξηζκνχο θαη δηεπθξηλίζεηο.  
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if isequal(triu(A,1),zeros(n,n)) 
    % Lower triangular  
    x = forward(A,b);  
    return 
elseif isequal(tril(A,-1),zeros(n,n)) 
    % Upper triangular  
    x = backsubs(A,b);  
    return 
elseif isequal(A,A’) 
    [R,fail] = chol(A); 
    if ~fail 
       % Positive definite  
       y = forward(R’,b); 
       x = backsubs(R,y); 
    return 
    end 
end 

Δάλ θακία απφ ηηο εηδηθέο πεξηπηψζεηο δελ αλαγλσξηζζεί, ε bslashtx θαιεί ηελ lutx πξν-

θεηκέλνπ λα εθηειέζεη ηελ παξαγνληνπνίεζε LU θαη ηελ backsubs γηα λα νινθιεξψζεη ηελ 

επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο.  

% Triangular factorization 
[L,U,p] = lutx(A); 
% Permutation and forward elimination  
y = forward(L,b(p)); 

 
% Back substitution  
x = backsubs(U,y); 

Ζ ζπλάξηεζε bslashtx ρξεζηκνπνηεί δχν έηεξεο ζπλαξηήζεηο γηα λα επηιχζεη θάησ θαη άλσ 

ηξηγσληθά ζπζηήκαηα:  

function x = forward(L,x) 
% FORWARD. Forward elimination. 
% For lower triangular L, x = forward(L,b) solves L*x = b. 

  
[n,n] = size(L); 
for k = 1:n 
    j = 1:k-1; 
    x(k) = (x(k) - L(k,j)*x(j))/L(k,k); 
end 
 

function x = backsubs(U,x) 
% BACKSUBS.  Back substitution. 
% For upper triangular U, x = backsubs(U,b) solves U*x = b. 
[n,n] = size(U); 
for k = n:-1:1 
    j = k+1:n; 
    x(k) = (x(k) - U(k,j)*x(j))/U(k,k); 
end 

Ζ Σξίηε ζπλάξηεζε, lugui.m, ΄παξέρεη νπηηθή επίδεημε ησ βεκάησλ ηεο παξαγνληνπνίεζεο 

LU κε Γθανπζζηαλή απαινηθή. Δίλαη κία αθφκε έθδνζε ηεο lutx πνπ επηηξέπεη ζηνλ ρξήζηε 

πεηξακαηηζκνχο κε δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο επηινγήο νδεγψλ ζηνηρείσλ. ΢ην k-ζην βήκα 

ηεο απαινηθήο, ην κεγαιχηεξν ζηνηρείν ηνπ κε επεμεξγαζκέλνπ κεξίζκαηνο (ππνινίπνπ) ηνπ 

πίλαθα A ζηελ k-ζηε ζηήιε εκθαλίδεηαη κε πνξθπξφ ρξψκα. Απηφ είλαη ην ζηνηρείν πνπ ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ κεξηθνχ pivoting ζα επηιεγφηαλ σο νδεγψλ ζηνηρείν. Ο ρξήζηεο κπνξεί λα 

επηιέμεη θαη κειεηήζεη δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο pivoting, κεηαμχ ησλ:  

• Υεηξνθίλεηε επηινγή (pick a pivot). Σν νδεγφ ζηνηρείν επηιέγεηαη κε ηνλ δξνκέα (αξηζηε-
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ξφ θιίθ). Μπνξεί λα είλαη ην πνξθπξφ ζηνηρείν, ή νηνδήπνηε άιιν.  

• Γηαγψλην pivoting (diagonal pivoting). Δπηινγή ηνπ επφκελνπ κεγαιχηεξνπ ζηνηρείνπ επί 

ηεο δηαγσλίνπ ηνπ πίλαθα κε ηνλ δξνκέα.  

• Μεξηθφ Pivoting (partial pivoting). Ζ ίδηα ζηξαηεγηθή φπσο ζηελ lutx. 

• Πιήξεο pivoting (complete pivoting). Υξήζε ηνπ κεγαιχηεξνπ ζηνηρείνπ ηνπ αλεπεμέξ-

γαζηνπ κεξίζκαηνο (ππνπίλαθα) ηνπ Α σο νδεγφ ζηνηρείν. Σν επηιεγκέλν νδεγφ ζηνηρείν 

εκθαλίδεηαη κε εξπζξφ ρξψκα θαη εθηειείηαη ην ζρεηηθφ βήκα απαινηθήο. Καηά ηελ εμέ-

ιημε ηεο δηαδηθαζίαο, νη πξνθχπηνπζεο ζηήιεο ηνπ L εκθαλίδνληαη κε πξάζηλν ρξψκα θαη 

νη ζηήιεο ηνπ U κε θπαλφ. 

 

2.8. Η επύδραςη των ςφαλμϊτων ςτρογγύλευςησ  

Σα ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο πνπ εηζάγνληαη θαηά ηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ γξακκηθψλ εμη-

ζψζεσλ, ζρεδφλ πάληνηε πξνθαινχλ δηαθνξέο κεηαμχ ηεο ππνινγηζζείζαο (εθηηκεζείζαο) 

ιχζεο – πνπ ζην εμήο ζα δειψλεηαη κε x  – θαη ηεο ζεσξεηηθήο ιχζεο x = A
-1

b. ΢ηελ πξαγ-

καηηθφηεηα, εάλ ηα ζηνηρεία ηνπ x δελ είλαη αξηζκνί θηλεηήο ππνδηαζηνιήο, ηφηε ην x* δελ 

κπνξεί λα ηζνχηαη κε ην x. Τπάξρνπλ δχν θνηλά κέηξα ηεο απφθιηζεο ηνπ x*, ήηνη ην ζθάικα  

e = x - x* 

θαη ην ππόινηπν  

r = b - Ax* 

Ζ γξακκηθή άιγεβξα δηδάζθεη φηη επεηδή ν A δελ είλαη ηδηάδσλ, ηφηε εάλ έλα απφ απηά είλαη 

κεδέλ, ηφηε θαη ην άιιν νθείιεη λα είλαη κεδέλ. Απφ ηελ άιιε κεξηά, δελ νθείινπλ ακθόηεξα 

λα είλαη «κηθξά» ηαπηνρξφλσο. Αο δνζεί έλα παξάδεηγκα: 

1

2

0.780 0.563 0.217

0.913 0.659 0.254

x

x

    
    

    
 

 

Ση ζπκβαίλεη φηαλ επηρεηξεζεί Γθανπζζηαλή απαινηθή κε κεξηθφ pivoting ζε έλα ππνζεηηθφ 

ππνινγηζηή ηξηψλ ζεκαληηθψλ ςεθίσλ; Καη’ αξράο, νη δχν γξακκέο ελαιιάζζνληαη έηζη, ψ-

ζηε ην 0.913 λα γίλεη νδεγφ. Μεηά ππνινγίδεηαη ν πνιιαπιαζηαζηήο  

0.780
0.854

0.913
  

(ηξία δεθαδηθά ςεθία). ΢ηε ζπλέρεηα αθαηξνχληαη 0.854 θνξέο ε λέα πξψηε γξακκή απφ ηε 

δεχηεξε γξακκή γηα λα δψζεη ην ζχζηεκα  

1

2

0.913 0.659 0.254

0 0.001 0.001

x

x

    
    

    
 

Σέινο επηρεηξείηαη ε αληηθαηάζηαζε  

2

2
1

0.001
1

0.001

0.254 0.659
0.443

0.913

x

x
x

 


  

 

 

Γηα λα απνηηκεζεί ε αθξίβεηα ρσξίο πξνεγνχκελε γλψζε ηεο αθξηβνχο ζεσξεηηθήο απάληε-

ζεο, ππνινγίδνκε ηα ππφινηπα:  
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*

0.217 ((0.780)( 0.443) (0.563)(1.00)) 0.000460

0.254 ((0.913)( 0.443) (0.659)(1.00)) 0.000541

      
      

      
r b Ax  

Σα ππφινηπα είλαη κηθξφηεξα ηνπ 10
-3

, θαη γηα κία κεραλή ηξηψλ ςεθίσλ δελ ζα κπνξνχζε λα 

είλαη θαιχηεξα! Γπζηπρψο, βιέπνπκε εχθνια φηη ε ζσζηή ιχζε γηα απηφ ην ζχζηεκα είλαη  

1.000

1.000

 
  

 
x  

Σα ζηνηρεία ηεο ιχζεο καο έρνπλ θαη ιάζνο πξφζεκν, κε ην ζθάικα λα θαζίζηαηαη ζπλνιηθά 

κεγαιχηεξν ηεο ίδηαο ηεο νξζήο ιχζεο. Ήηαλ ινηπφλ ηα κηθξά ππφινηπα δήηεκα ηχρεο, ή θάηη 

ζπζηεκαηηθφηεξν; 

 

Γηα λα δηεξεπλήζνπκε ην πξφβιεκα, αο επαλαιάβνκε ηελ Γθανπζζηαλή απαινηθή ζε κία άι-

ιε ππνζεηηθή κεραλή κε έμη ή πεξηζζφηεξα ζεκαληηθά ςεθία. Σφηε, ε απαινηθή παξάγεη έλα 

ζχζηεκα ηεο κνξθήο  

1

2

0.913000 0.659000 0.254000

0 0.000001 0.000001

x

x

    
    

    
. 

Παξαηεξήζηε ηελ δηαθνξά ζην πξφζεκν ηνπ ζηνηρείνπ ηνπ b2. Σψξα ε αληηθαηάζηαζε δίδεη  

2

2
1

0.000001
1.00000

0.000001

0.254 0.659
1.00000

0.913

x

x
x


  


 

, 

Γειαδή ηελ αθξηβή απάληεζε. ΢ηελ ηξηςήθηα κεραλή, ην ζηνηρείν x2 ππνινγίζζεθε δηαηξψ-

ληαο δχν αξηζκνχο πνπ ακθφηεξνη ήηαλ ηεο ηάμεο ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχιεπζεο θαη ν έλαο 

εθ ησλ νπνίσλ δελ είρε θάλ ην ζσζηφ πξφζεκν. Έηζη, ε x2 ζα κπνξνχζε λα είλαη ζρεδφλ νηη-

δήπνηε! Ζ x1 πξνέθπςε κε ρξήζε απηήο ηεο ιαλζαζκέλεο ηηκήο. Παξ’ φια απηά, ην ππφινηπν 

ηεο πξψηεο εμίζσζεο είλαη κηθξό – ε x1 ππνινγίζζεθε κε ηέηνην ηξφπν, ψζηε απηφ λα είλαη 

βέβαην. Ηδνχ ινηπφλ έλα ιεπηφ αιιά θχξην δήηεκα: Σν ππφινηπν ηεο δεχηεξεο εμίζσζεο ζα 

είλαη επίζεο κηθξφ, δηφηη ν πίλαθάο καο είλαη πεξίπνπ ηδηάδσλ. Οη δχν εμηζψζεηο ηνπ είλαη πε-

ξίπνπ πνιιαπιάζηα ε κία ηεο άιιεο, ψζηε θάζε δεχγνο (x1, x2) πνπ πξνζεγγηζηηθά ηθαλνπνηεί 

ηελ κία, πξνζεγγηζηηθά ζα ηθαλνπνηεί θαη ηελ άιιε. Δάλ ν πίλαθαο ήηαλ αθξηβψο ηδηάδσλ, δελ 

ζα ρξεηαδφκαζηαλ ηελ δεχηεξε εμίζσζε θαζφινπ – νηαδήπνηε ιχζε ηεο πξψηεο, απηφκαηα ζα 

ηθαλνπνηνχζε θαη ηε δεχηεξε. 

Αλ θαη ην παξάδεηγκα απηφ είλαη εζθεκκέλν θαη κε ηππηθφ, ην ζπκπέξαζκα πνπ εμήρζε απφ 

απηφ είλαη κέγα θαη ηζρπξφ θαη απνηειεί ην ζεκαληηθφηεξν ίζσο εμαγφκελν ηεο εθαξκνζκέ-

λεο γξακκηθήο άιγεβξαο απφ ηελ επνρή ηεο εθεχξεζεο ησλ Ζ/Τ: 

 Ζ  Γθανπζζηαλή απαινηθή κε κεξηθό pivoting εγγπεκέλα παξάγεη κηθξά ππόινηπα. 

 

΢ην ζεκείν απηφ θαιφ είλαη λα γίλνπλ νξηζκέλεο δηεπθξηληζηηθέο παξαηεξήζεηο. Με ην φξν 

«εγγπεκέλα» ελλνείηαη φηη είλαη δπλαηή ε απφδεημε ελφο αθξηβνχο ζεσξήκαηνο πνπ ππνζέηεη 

ζπγθεθξηκέλεο ηερληθέο ιεπηνκέξεηεο πεξί ηνπ πσο ιεηηνπξγεί ην αξηζκεηηθφ ζχζηεκα θηλε-

ηήο ππνδηαζηνιήο, θαη ην νπνίν απνδεηθλχεη ηελ ηζρχ ζπγθεθξηκέλσλ αληζνηήησλ ηηο νπνίεο 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηα ππφινηπα. Δάλ ε αξηζκεηηθή γίλεηαη κε θάπνην άιιν ηξφπν, ή εάλ 

ππάξρεη έλα πξνγξακκαηηζηηθφ ζθάικα (bug) ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πξφγξακκα, ηφηε ε «εγ-

γχεζε» θαηαπίπηεη. Δπηπιένλ, ν φξνο «κηθξά» ζεκαίλεη «ζην επίπεδν ηνπ ζθάικαηνο ζηξνγ-

γχιεπζεο» ζε ζρέζε κε ηξεηο πνζφηεηεο: α) ην κέγεζνο ησλ ζηνηρείσλ ζηνλ αξρηθφ πίλαθα 

ζπληειεζηψλ, β) ην κέγεζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα ζπληειεζηψλ ζε ελδηάκεζα βήκαηα, 

θαη, γ) ην κέγεζνο ησλ ζηνηρείσλ ηεο ππνινγηζζείζαο ιχζεο. Δάλ νηνδήπνηε απφ απηά είλαη 

«κεγάιν», ηφηε ην ππφινηπν δελ ζα είλαη απαξαίηεηα κηθξφ θαη’ απφιπηε έλλνηα. Σέινο, α-
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θφκε θαη φηαλ ην ππφινηπν είλαη κηθξφ, δελ ππάξρνπλ εγγπήζεηο φηη ην ζθάικα ζα είλαη κη-

θξφ. Ζ ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο ησλ ππνινίπσλ θαη ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζθάικαηνο κεξηθά 

πξνζδηνξίδεηαη απφ κία παξάκεηξν γλσζηή σο αξηζκόο ζπλζήθεο ελφο πίλαθα, πξάγκα πνπ ζα 

απνηειέζεη αληηθείκελν ην επνκέλνπ ρσξίνπ.   

 

2.9 Νόρμεσ και Αριθμού Συνθόκησ 

Οη ζπληειεζηέο ζηελ κήηξα θαη ην δεμί ζθέινο ελφο ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ ζπα-

λίσλ είλαη γλσζηνί κε αθξίβεηα. Μεξηθά ζπζηήκαηα πξνθχπηνπλ απφ πεηξάκαηα θαη νη ζπληε-

ιεζηέο ηνπο ππφθεηληαη ζε ζθάικαηα παξαηήξεζεο. Άιια ζπζηήκαηα έρνπλ ζπληειεζηέο πνπ 

παξέρνληαη απφ αξηζκεηηθή απνηίκεζε καζεκαηηθψλ εθθξάζεσλ (ηχπσλ)  θαη ππφθεηληαη ζε 

ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο. Αθφκε θαη φηαλ ην ζχζηεκα εηζάγεηαη κε αθξίβεηα ζηνλ Ζ/Τ, ηα 

ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο είλαη ζρεδφλ αλαπφθεπθηα θαηά ηελ επίιπζή ηνπ. Μπνξεί λα απν-

δεηρζεί φηη ηα ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο έρνπλ ηελ ίδηα επίδξαζε ζηελ Γθανπζζηαλή απαινη-

θή, φπσο θαη ηα ζθάικαηα ησλ ζπληειεζηψλ. Καηά ζπλέπεηα, νδεγνχκεζα ζην εμήο ζεκειηψ-

δεο εξψηεκα: Δάλ ππεηζέιζνπλ δηαηαξαρέο ζηνπο ζπληειεζηέο ελφο ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ 

εμηζψζεσλ, πφζν πνιχ αιινηψλεηαη ε ιχζε ηνπ; Με άιια ιφγηα, εάλ Ax = b, πσο κπνξνχκε 

λα κεηξήζνπκε ηελ επαηζζεζία  ηνπ x ζηηο κεηαβνιέο ηεο A θαη ηνπ b; 

Γηα λα απαληεζεί απηφ ην εξψηεκα, πξέπεη πξψηα λα απνζαθεληζζεί ε έλλνηα ηνπ «ζρεδόλ 

ηδηάδνληνο» πίλαθα. Δάλ ν Α είλαη ηδηάδσλ, ηφηε γηα νξηζκέλα b δελ ζα ππάξρεη ιχζε x, ελψ 

γηα άιια b ε ιχζε δελ ζα είλαη κνλαδηθή. Έηζη, εάλ ν Α είλαη ζρεδόλ ηδηάδσλ, κπνξνχκε λα 

πεξηκέλνκε φηη κηθξέο κεηαβνιέο ζε Α θαη b ζα πξνθαινχλ κεγάιεο κεηαβνιέο ζηελ x. ΢ην 

απέλαληη άθξν, εάλ ν A είλαη ηαπηνηηθφο, ηφηε νη b θαη x ζα είλαη ην ίδην δηάλπζκα. Έηζη, εάλ 

ν A είλαη ζρεδφλ ηαπηνηηθφο, κηθξέο κεηαβνιέο ζε A θαη b ζα επηθέξνπλ αληίζηνηρα κηθξέο 

κεηαβνιέο ζηελ x. 

΢ε πξψηε αλάγλσζε, κπνξεί λα θαίλεηαη φηη ππάξρεη κία ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο ησλ ν-

δεγψλ ζηνηρείσλ θαη ηεο αζηάζεηαο ηεο Γθανπζζηαλήο απαινηθήο κε κεξηθφ pivoting (εγγχ-

ηεηα ζε ηδηάδνπζα κνξθή), δηφηη εάλ ε αξηζκεηηθή κπνξνχζε λα γίλεη αθξηβψο, φια ηα νδεγά 

ζηνηρεία ζα ήηαλ κε-κεδεληθά εάλ θαη κφλν εάλ ν πίλαθαο (κήηξα) είλαη κε-ηδηάδσλ. ΋ηαλ 

φκσο ππεηζέξρνληαη ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο απηφ παχεη λα είλαη πιένλ αιεζέο: έλαο πίλα-

θαο ζα κπνξνχζε λα είλαη ζρεδφλ ηδηάδσλ, αθφκε θαη φηαλ θαλέλα απφ ηα νδεγά ζηνηρεία ηνπ 

δελ είλαη κηθξφ. Μέρξηο ελφο ζεκείνπ επίζεο αιεζεχεη φηη εάλ ηα νδεγά ζηνηρεία είλαη κηθξά, 

ηφηε ν πίλαθαο πξνζεγγίδεη ηελ ηδηάδνπζα κνξθή.  

Γηα λα πάξνκε έλα αθξηβέζηεξν θαη αμηνπηζηφηεξν κέηξν ηεο εγγχηεηαο εγγχηεηαο ελφο πίλα-

θα πξνο ηελ ηδηάδνπζα κνξθή απφ ην κέγεζνο ησλ νδεγψλ ζηνηρείσλ, πξέπεη λα εηζάγνκε ηελ 

έλλνηα ηεο λόξκαο ελφο αλχζκαηνο. Ζ λφξκα είλαη έλαο αξηζκφο πνπ κεηξά ην γεληθφ κέγεζνο 

ησλ ζηνηρείσλ ελφο αλχζκαηνο. Σν ζχλνιν ησλ αλπζκαηηθψλ λνξκψλ γλσζηφ σο lp εμαξηάηαη 

απφ ηελ παξάκεηξν p πνπ θπκαίλεηαη σο 1  p = : 
1

1

| |
pn

p

ip
i

x


 
  
 
x  

΢ρεδφλ πάληνηε ρξεζηκνπνηνχκε p = 1, p = 2 or lim p → , νπφηε 
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1
1

2

2
1

| |

| |

max( )

n

i

i

n

i

i

i

x

x

x

















x

x

x

 

Ζ λφξκα l1 είλαη επίζεο γλσζηή θαη σο «λφξκα Manhattan» δηφηη αληηζηνηρεί ζηε απφζηαζε 

πνπ δηαλχεηαη ζην νδηθφ δίθηπν κίαο πφιεο. Ζ λφξκα l2 είλαη ε νηθεία καο Δπθιείδεηα λφξκα 

(Δπθιείδεην κήθνο). Σέινο, ε λφξκα l είλαη επίζεο γλσζηή σο «λφξκα  Chebyshev». Γεληθά 

ε λφξκα ηνπ αλχζκαηνο x ζπκβνιίδεηαη σο ||x||. ΋ιεο νη αλπζκαηηθέο λφξκεο έρνπλ ηηο αθφ-

ινπζεο βαζηθέο ηδηφηεηεο, ζρεηηδφκελεο κε ηελ έλλνηα ηεο απφζηαζεο: 

0 εάλ 0

0

| |

(αληζφηεηα Schwarz)

c c c

 



 

  

x x

0

x x

x y x y

 

΢ην MATLAB, ε λφξκα ||x||p  ππνινγίδεηαη κε ηελ ζπλάξηεζε norm(x,p), ελψ norm(x) 

είλαη ην ίδην κε norm(x,2). Γηα παξάδεηγκα: 

x = (1:4)/5 

norm1 = norm(x,1)  

norm2 = norm(x)  

norminf = norm(x,inf) 

δίδεη 

x = 

0.2000    0.4000    0.6000    0.8000 

 
norm1 = 

2.0000 

 
norm2 = 

1.0954 

 
norminf = 

0.8000  

Ο πνιιαπιαζηαζκφο ελφο αλχζκαηνο x κε έλα πίλαθα A δίδεη έλα λέν άλπζκα Ax ην νπνίν 

κπνξεί λα είλαη πνιχ δηαθνξεηηθφ απφ ην x. Ζ ζπλεπαγφκελε κεηαβνιή ηεο λφξκαο είλαη ά-

κεζα ζπζρεηηζκέλε κε ηελ επαηζζεζία ηελ νπνία επηπκνχκε λα κεηξήζνπκε. Σν εχξνο δηαθχ-

καλζεο ηεο κεηαβνιήο κπνξεί λα εθθξαζζεί κε δχν αξηζκνχο,  

max

min

M

m





Ax

x

Ax

x

 

Ζ κέγηζηε (max) θαη ειάρηζηε (min) ηηκέο ιακβάλνληαη γηα φια ηα δπλαηά κε-κεδεληθά αλχ-

ζκαηα x. ΢εκεησηένλ φηη εάλ ν A είλαη ηδηάδσλ, ηφηε m = 0. Ο ιφγνο M/m νλνκάδεηαη αξηζκόο 

ζπλζήθεο ηνπ A, 
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max
( )

min
 

Ax

x

Ax

x

A . 

Ζ αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ θ(A) εμαξηάηαη απφ ηελ ρξεζηκνπνηνχκελε αλπζκαηηθή λφξκα, αιιά 

δεδνκέλνπ φηη ζπλήζσο ελδηαθεξφκαζηε γηα εθηίκεζε ηεο ηάμεο κεγέζνπο ηνπ αξηζκνχ ζπλ-

ζήθεο, ην είδνο ηεο λφξκαο δελ έρεη ζπλήζσο ηδηαίηεξε ζεκαζία.  

Θεσξνχκε ηψξα ην ζχζηεκα  

Ax = b 

θαη έλα δεχηεξν ζχζηεκα πνπ πξνθχπηεη αιινηψλνληαο ην δεμί ζθέινο  

A(x + δx) = b + δb 

Θεσξνχκε ηελ δηαηαξαρή δb σο ην ζθάικα ηνπ b θαη ηελ κεηαβνιή δx σο ην πξνθχπηνλ 

ζθάικα ηεο ιχζεο x, ρσξίο λα θάλνκε νηαδήπνηε ππφζεζε γηα ην κέγεζνο ακθνηέξσλ ησλ 

ζθαικάησλ. Δπεηδή A(δx) = δb, νη νξηζκνί ησλ M θαη m νδεγνχο ζηηο  

Mb x  

and 

m b x  

Καηά ζπλέπεηα, εάλ m  0, 

( )
 


x b

A
x b

 

Σν κέγεζνο ||δb||/||b|| είλαη ε ζρεηηθή κεηαβνιή ζην δεμί ζθέινο θαη ην κέγεζνο ||δx||/||x|| ην 

ζρεηηθό ζθάικα ην πξνθαινχκελν απφ απηή ηελ κεηαβνιή. Σν πιενλέθηεκα ηεο ρξήζεο ζρε-

ηηθψλ κεηαβνιψλ έγθεηηαη ζην φηη απηέο είλαη αδηάζηαηεο, δειαδή δελ επεξεάδνληαη απφ αι-

ιαγέο θιίκαθαο. Απφ ηα αλσηέξσ πξνθχπηεη φηη ν αξηζκφο ζπλζήθεο είλαη έλαο παξάγσλ κε-

γέζπλζεο ηνπ ζρεηηθνχ ζθάικαηνο. Οηεζδήπνηε κεηαβνιέο (ζθάικαηα) ζην δεμί ζθέινο, 

πξνθαινχλ κεηαβνιέο θ(A) θνξέο κεγαιύηεξεο ζηελ ιχζε. Μπνξεί λα απνδεηρζεί φηη ην απηφ 

ηζρχεη θαη γηα κεηαβνιέο (ζθάικαηα) ζηνλ ίδην ηνλ πίλαθα ζπληειεζηψλ.  

Ο αξηζκφο ζπλζήθεο είλαη επίζεο κέηξν ηεο εγγχηεηαο ζηελ ηδηάδνπζα κνξθή. Υσξίο καζε-

καηηθή απφδεημε, αλαθέξνκε απιά φηη ν αξηζκφο ζπλζήθεο κπνξεί λα εξκελεπζεί σο ν αληί-

ζηξνθνο ηεο ζρεηηθήο απφζηαζεο απφ ηνλ ελ ρξήζεη πίλαθα, πξνο ην ζχλνιν ησλ ηδηαδφλησλ 

πηλάθσλ. Έηζη, εάλ ν θ(A) είλαη κεγάινο, ηφηε ν A είλαη ζρεδφλ ηδηάδσλ.  

Οξηζκέλεο ρξήζηκεο ηδηφηεηεο ηνπ αξηζκνχ ζπλζήθεο είλαη νη εμήο: 

1. Γεδνκέλνπ φηη M   m,  θ(A)   1 

2. Δάλ P είλαη έλαο πίλαθαο αληηκεηάζεζεο, ηφηε ηα ζηνηρεία ηνπ γηλνκέλνπ Px είλαη απιά κία 

αλαδηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ x. Απηφ ζεκαίλεη φηη ||P x|| = ||x||  x θαη έηζη, θ(P ) = 1. Δηδη-

θφηεξα, θ(I ) = 1.  

3. Δάλ ν A πνιιαπιαζηαζζεί κε έλα κνλφηηκν κέγεζνο c, ηφηε νη M θαη m ακθφηεξνη πνιια-

πιαζηάδνληαη κε ηνλ ίδην κέγεζνο, ψζηε   θ(cA) = θ(A)  

4. Δάλ ν D είλαη δηαγψληνο πίλαθαο,  

max | |
( )

min | |

ii

ii

d

d
 A  
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Οη δχν ηειεπηαίεο ηδηφηεηεο είλαη θαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ν θ(A) είλαη θαιχηεξν κέηξν ηεο 

εγγχηεηαο ζηελ ηδηάδνπζα κνξθή απφ ηελ νξίδνπζα ηνπ A. Ωο αθξαην παξάδεηγκα, ζεσξήζα-

ηε έλα δηαγψλην πίλαθα 100×100 κε ζηνηρεία 0.1 επί ηεο δηαγσλίνπ. Σφηε, det(A) = 10
-100

, έ-

λαο πνιχ κηθξφο αξηζκφο, αιιά θ(A) = 1, θαη ηα ζηνηρεία ηνπ Ax είλαη απιά 0.1 θνξέο ηα α-

ληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ x. ΢ε έλα γξακκηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ, ν πίλαθαο απηφο ζπκπεξηθέ-

ξεηαη πεξηζζφηεξν σο ηαπηνηηθφο, παξά σο ηδηάδσλ. 

Σν αθφινπζν παξάδεηγκα ρξεζηκνπνηεί ηελ λφξκα l1. 

4.1 2.8 1 4.1

9.7 6.6 0 9.7

    
      

    
Ax b  

Πξνθαλψο,  

||b|| = 13.8,  ||x|| = 1. 

Δάλ ην δεμί ζθέινο αιιάμεη ζε  

4.11

9.70

 
  
 

b  

Ζ ιχζε γίλεηαη  

0.34

0.97

 
  
 

x  

Έζησ   b b b  θαη    x x x . Σφηε,  

||δb|| = 0.01 

||δx|| = 1.63 

Ζ ζρεηηθά κηθξή κεηαβνιή ζην b έρεη αιιάμεη άξδελ ηελ ιχζε x. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη 

ζρεηηθέο κεηαβνιέο είλαη  

0.0007246

1.63









b

b

x

x

 

Δπεηδή ν θ(A) είλαη ν κέγηζηνο παξάγσλ κεγέζπλζεο,  

1.63
( ) 2249.4

0.0007246
  A  

Οθείιεη λα ζεκεησζεί φηη ην παξάδεηγκα απηφ αζρνιείηαη κε ηηο αθξηβείο ιχζεηο δχν ειαθξά 

δηαθνξεηηθψλ ζπζηεκάησλ θαη φηη ε κέζνδνο πνπ επηιέρζεθε γηα λα βξεζνχλ απηέο νη ιχζεηο 

δελ έρεη ζεκαζία. Σν παξάδεηγκα θαηαζθεπάζζεθε λα έρεη έλα αξθεηά πςειή αξηζκφ ζπλζή-

θεο, ψζηε ην απνηέιεζκα ησλ κεηαβνιψλ λα είλαη επθξηλέο θαη ζεκαληηθφ, αιιά παξφκνηα 

ζπκπεξηθνξά νθείιεη λα αλακέλεηαη απφ φια ηα θπζηθά πξνβιήκαηα κε κεγάιν αξηζκφ ζπλ-

ζήθεο.  

Ο αξηζκφο ζπλζήθεο έρεη επίζεο ζεκειηψδε ξφιν ζηελ αλάιπζε ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχ-

ιεπζεο πνπ ππεηζέξρνληαη θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο επίιπζεο κε Γθανπζζηαλή απαινηθή. Έζησ 

φηη ηα A θαη b έρνπλ ζηνηρεία πνπ είλαη αθξηβείο αξηζκνί θηλεηήο ππνδηαζηνιήο, have ele-

ments that are exact floating-point numbers, θαη έζησ x* ην άλπζκα ησλ αξηζκψλ θηλεηήο π-

πνδηαζηνιήο πνπ ιακβάλεηαη απφ ηελ επίιπζε κε θάπνην ππνινγηζηηθφ πξφγξακκα. Έζησ 

επίζεο φηη ν πίλαθαο δελ είλαη αθξηβψο ηδηάδσλ θαη φηη δελ ππάξρεη θνξεζκφο (overflow) ή 

εθθέλσζε (underflow) ησλ αξηζκεηηθψλ θαηαρσξεηψλ ζηελ θχξηα κλήκε ηνπ Ζ/Τ. Σφηε είλαη 
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δπλαηφ λα θαηαζθεπαζζνχλ νη αθφινπζεο αληζφηεηεο:  

*

*

*

*

,

( )



 









b Ax

A x

x x
A

x

 

Δδψ ε είλαη ε ζρεηηθή αθξίβεηα ηεο κεραλήο eps θαη ν ξ ζα νξηζζεί ιεπηνκεξέζηεξα θαησηέ-

ξσ, αιιά ζπλήζσο έρεη ηηκή φρη κεγαιχηεξε ηνπ 10. Ζ πξψηε αληζφηεηα ιέεη φηη ην ζρεηηθφ 

ππφινηπν κπνξεί λα αλακέλεηαη λα έρεη πεξίπνπ ην ίδην κέγεζνο κε ην ζθάικα ζηξνγγχιεπ-

ζεο, άζρεηα κε ηελ ην πφζν θαθή είλαη ε ζπλζήθε ηνπ πίλαθα. Ζ δεχηεξε αληζφηεηα απαηηεί ν 

A λα είλαη κε-ηδηάδσλ θαη πεξηιακβάλεη ηελ αθξηβή ιχζε x. Παξάγεηαη απ’ επζείαο απφ ηελ 

πξψηε αληζφηεηα θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ θ(A) θαη ιέεη φηη ην ζρεηηθφ ζθάικα ζα είλαη κηθξφ εάλ 

ν θ(A) είλαη κηθξφο, αιιά κπνξεί θαη λα είλαη αξθεηά κεγάιν εάλ ν πίλαθαο είλαη ζρεδφλ ηδηά-

δσλ.  

Γηα λα δνζεί αθξηβέζηεξνο νξηζκφο ηεο παξακέηξνπ ξ, είλαη απαξαίηεην λα εηζαρζεί ε έλλνηα 

ηεο λόξκαο πηλάθσλ θαη λα θαηαζθεπαζζνχλ νξηζκέλεο αθφκα αληζφηεηεο. Ζ παξάκεηξνο Μ 

πνπ νξίζζεθε πξνεγνπκέλσο είλαη γλσζηή σο λόξκα πηλάθσλ. Ο ζπκβνιηζκφο ηεο λφξκαο 

πηλάθσλ είλαη ν ίδηνο κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηεο αλπζκαηηθήο λφξκαο, 

max
Ax

A
x

 

Γελ είλαη δχζθνιν λα δνχκε φηη ||A
-1

|| = 1/m, ψζηε έλαο ηζνδχλακνο νξηζκφο γηα ηνλ αξηζκφ 

ζπλζήθεο λα είλαη  

θ(A) = ||A||||A
-1

||. 

Ο ππνινγηζκφο ηεο λφξκαο πίλαθα πνπ αληηζηνηρεί ζηηο αλπζκαηηθέο λφξκεο l1 and l είλαη 

ζρεηηθά εχθνινο θαη θαηαιήγεη ζηηο εθθξάζεηο:  

1
max | |

max | |

ij
j

i

ij
i

j

a

a










A

A
. 

Ο ππνινγηζκφο ηεο λφξκαο πνπ αληηζηνηρεί ζηε αλπζκαηηθή λφξκα l2 απαηηεί απνζύλζεζε ηδη-

αδνπζώλ ηηκώλ (Singular Value Decomposition) ηπίλαθα θαη ζα ζπδεηεζεί ζε άιινθεθάιαην. 

Σν MATLAB ππνινγίδεη ηελ λφξκα πίλαθα κε ηελ ζπλάξηεζε norm(A,p) γηα  p = 1, 2, 

ή inf. 

Σν βαζηθφ ζπκπέξαζκα απφ ηελ κειέηε ηεο επίδξαζεο ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχιεπζεο ζηελ 

Γθανπζζηαλή απαινηθή νθείιεηαη ζηνλ J. H. Wilkinson,ν νπνίνο απέδεημε φηη ε ππνινγηδφκε-

λε ιχζε x* ηθαλνπνηεί αθξηβψο ηελ εμίζσζε 

(A + E)x* = b 

φπνπ E είλαη έλα πίλαθαο ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία έρνπλ κέγεζνο ηεο ηάμεο ησλ ζθαικάησλ 

ζηξνγγχιεπζεο ζηα ζηνηρεία ηνπ A. ΢ε γεληθέο γξακκέο, εάλ ε παξάκεηξνο ξ νξίδεηαη απφ ηελ 

ζρέζε  


E

A
 

ηφηε ε ξ ζπάληα ζα είλαη κεγαιχηεξε ηνπ 10. Με βάζε απηφ ην βαζηθφ ζπκπέξαζκα, παξάγν-
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ληαη αληζφηεηεο πνπ πεξηιακβάλνπλ ηα ππφινηπα θαη ην ζθάικα ηεο ιχζεο. Σα ππφινηπα δί-

δνληαη απφ ηελ εμίζσζε 

b - Ax* = Ex* 

απφ φπνπ 

||b - Ax*|| = ||Ex*|| = ||E||||x*|| 

 

Σν ζρεηηθό ππόινηπν ζπγθξίλεη ηηο λφξκεο ηεο  b - Ax κε ηηο λφξκεο ηνπ A θαη ηνπ x* κέζσ 

ηεο αληζφηεηαο 

*

*







b Ax

A x
 

Δάλ ν Α είλαη κε-ηδηάδσλ, ην ζθάικα κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ρξήζε ηνπ αληηζηξφθνπ ηνπ Α 

σο:  

x - x* = A
-1

 (b - Ax* ) 

θαη έηζη,  

||x - x*|| = ||A
-1

||||E||||x*||  

 

Ζ ζχγθξηζε ηεο λφξκαο ηνπ ζθάικαηνο κε ηελ λφξκα ηεο ππνινγηζζείζαο ιχζεο είλαη α-

πινχζηεξε. Σν ζρεηηθφ ζθάικα ηθαλνπνηεί ηελ αληζφηεηα  

1*

*

 


 
x x

A A
x

 

απφ φπνπ 

*

*

( ) 



x x

A
x
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2.11 Αςκόςεισ 

1.  Ζ Θενδψξα αγνξάδεη ηξία αριάδηα, δψδεθα κήια θαη κία θνινθχζα γηα €2,36. Ο Γξεγφ-

ξεο αγνξάδεη δψδεθα αριάδηα θαη δχν θνινθχζεο γηα €5,26. Ζ Αγγειηθή αγνξάδεη δχν 
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κήια θαη ηξείο θνινθχζεο γηα €2.77. Πνία είλαη ε ηηκή κνλάδαο εθάζηνπ θξνχηνπ ρσξη-

ζηά;  and one cantaloupe for $2.36.  

2.  Ζ Δηθφλα 2.1 δείρλεη έλα επίπεδν πιέγκα απφ 13 δνθνχο (νη αξηζκεκέλεο γξακκέο) πνπ 

ελψλνπλ 8 αξκνχο (αξηζκεκέλνη θχθινη). Δπί ησλ αξκψλ 2, 5 θαη 6 εθαξκφδνληαη ηα εη-

θνληδφκελα θνξηία (ζε κεηξηθνχο ηφλνπο). Θέινκε λα ππνινγίδνκε ηελ πξνθχπηνπζα δχ-

λακε ζε θάζε δνθφ ηνπ πιέγκαηνο.  

  Εηθόλα 2.1.  

Γηα λα βξίζθεηαη ην πιέγκα ζε ζηαηηθή ηζνξξνπία, πξέπεη λα κελ ππάξρεη ζπληζηάκελε 

νξηδφληηα ή θαηαθφξπθε δχλακε ζε θάζε αξκφ. Έηζη, κπνξνχκε λα θαζνξίζνκε ηελ δχ-

λακε ζε θάζε δνθφ εμηζψλνληαο ηηο νξηδφληηεο δπλάκεηο αξηζηεξά θαη δεμηά θάζε αξκνχ, 

θαζψο θαη ηηο θαηαθφξπθεο δπλάκεηο άλσζελ θαη θάησζελ θάζε αξκνχ. Γηα 8 αξκνχο, ε 

κέζνδνο απηή ζα δψζεη 16 εμηζψζεηο, νη νπνίεο είλαη πεξηζζφηεξεο απφ ηνπο 13 άγλσ-

ζηνπο παξάγνληεο πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζζνχλ. Γηα λα είλαη ζηαηηθά πινπνηήζηκν ην 

πιέγκα, δει. γηα λα ππάξρεη κία κνλαδηθή ιχζε, ππνζέηνκε φηη ν αξκφο 1 είλαη άθακπηα 

θαζεισκέλνο ηφζν νξηδφληηα, φζν θαη θαηαθφξπθα, θαη φη ν αξκφο 8 είλαη άθακπηα θα-

ζεισκέλνο θαηαθφξπθα. Αλαιχνληαο ηηο δπλάκεηο fi ζηηο δνθνχο ζε νξηδφληηεο θαη θαηα-

θφξπθεο ζπληζηψζεο θαη νξίδνληαο 1/ 2a  , ιακβάλνκε ην αθφινπζν ζχζηεκα εμηζψ-

ζεσλ:  

2 6

3

1 4 5

1 3 5

4 8

7

5 6 9 10

5 7 9

10 13

11

8 9 12

9 11 12

13 12

ΑΡΜΟ΢ 2:

10

ΑΡΜΟ΢ 3:

0

ΑΡΜΟ΢ 4:

0

ΑΡΜΟ΢ 5

15

ΑΡΜΟ΢ 6

20

ΑΡΜΟ΢ 7

0

ΑΡΜΟ΢ 8 0

f f

f

af f af

af f af

f f

f

af f af f

af f af

f f

f

f af af

af f af

f af





 

  





  

  





 

  

 

 

Λχζαηε ην ζχζηεκα εμηζψζεσλ γηα ηηο δπλάκεηο fi επί ησλ δνθψλ.  
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3. Ζ Δηθφλα 2.2 παξνπζηάδεη έλα θχθισκα πνπ απνηειείηαη απφ κηθξφ δίθηπν αληηζηάζεσλ. 

Τπάξρνπλ πέληε θφκβνη, νθηψ αληηζηάζεηο θαη κία πεγή ζηαζεξνχ ξεχκαηνο. Δπηζπκνχκε 

λα ππνινγίζνπκε ηελ πηψζε ηάζεο κεηαμχ ησλ θφκβσλ ηνπ θπθιψκαηνο θαη ηα ξεχκαηα 

πνπ ξένπλ ζε θάζε βξφρν ηνπ δηθηχνπ. Σν θχθισκα απηφ κπνξεί λα πεξηγξαθεί κε δηαθν-

ξεηηθά γξακκηθά ζπζηήκαηα. Έζησ vk , k = 1,…, 4 ε ηάζε κεηαμχ εθάζηνπ εθ ησλ ηεζζά-

ξσλ πξψησλ θφκβσλ θαη ηνπ πέκπηνπ θφκβνπ. Έζησ ik, k = 1,…,4 ην (δεμηφζηξνθα ξένλ) 

ξεχκα εληφο εθάζηνπ εθ ησλ βξφρσλ ηνπ δηαγξάκκαηνο. 

  Εηθόλα 2.2. Γίθηπν αληηζηάζεσλ. 

Απφ ηνλ λφκν ηνπ Ohm, ε πηψζε ηάζεο ζε κία αληίζηαζε δίδεηαη απφ ηελ αληίζηαζε επί 

ην ξεχκα. Γηα παξάδεηγκα, ν θιάδνο κεηαμχ ησλ θφκβσλ 1 θαη 2 δίδεη 

v1 - v2 = r12 (i2 - i1 ). 

Με ρξήζε ηεο αγσγηκόηεηαο, ε νπνία είλαη ην αληίζηξνθν ηεο αληίζηαζεο, gkj = 1/rkj, ν 

λφκνο ηνπ Ohm γίλεηαη 

i2 - i1 = g12 (v1 - v2 ).   

Ζ πεγή ηνπ ξεχκαηνο πεξηιακβάλεηαη ζηελ εμίζσζε  

v3 - vs = r35 i4 

΢χκθσλα κε ηνλ λφκν ηζνξξνπίαο ηάζεσλ ηνπ Kirchoff, ην άζξνηζκα ησλ δηαθνξψλ ηά-

ζεο γχξσ απφ θάζε βξφρν είλαη κεδέλ. Γηα παξάδεηγκα, γχξσ απφ ηνλ βξφρν 1 έρνκε 

(v1 - v4 ) + (v4 - v5 ) + (v5 - v2 ) + (v2 - v1 ) = 0. 

΢πλδπάδνληαο ην λφκν Kirchoff κε ηνλ λφκν ηνπ Ohm ηειηθά θαηαζθεπάδνκε ην ζχζηε-

κα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ πνπ δηέπεη ην θχθισκα  

Ri = b, 

φπνπ i είλαη ην άλπζκα ησλ ξεπκάησλ 

1

2

3

4

i

i

i

i

 
 
 
 
 
 

i  

b είλαη ην άλπζκα ηεο πεγήο 

0

0

0

sV

 
 
 
 
 
 

b  

θαη R ν πίλαθαο αληηζηάζεσλ 
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25 12 14 45 12 14 45

12 23 12 13 13

14 13 14 13 34 34

45 34 35 45 34

0

0

r r r r r r r

r r r r r

r r r r r r

r r r r r

      
 

    
     
 

    

. 

Σν ζχζηεκα απηφ κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο ηα ξεχκαηα θαη κεηά, κε ρξήζε ηνπ λφκνπ ηνπ 

Ohm λα ππνινγηζζνχλ νη αληηζηάζεηο. Δλαιιαθηηθά, ζχκθσλα κε ηνλ λφκν ηζνξξνπίαο 

ξεπκάησλ ηνπ Kirchoff, άζξνηζκα ησλ ξεπκάησλ ζε θάζε θφκβν είλαη κεδέλ. Γηα παξά-

δεηγκα ζηνλ θφκβν 1 έρνκε: 

(i1 - i2 ) + (i2 - i3 ) + (i3 - i1 ) = 0 

΢πλδπάδνληαο ηνλ λφκν Kirchoff κε ηνλ λφκν ηνπ Ohm (ζηελ κνξθή πνπ γξάθεηαη κε 

αγσγηκφηεηα αληί γηα αληίζηαζε), ιακβάλνκε ην ζχζηεκα  

Gv = c, 

φπνπ v είλαη ην άλπζκα ηάζεσλ, 

1

2

3

4

v

v

v

v

 
 
 
 
 
 

v  

c είλαη ην πεγαίν ξεχκα 

35

0

0

0

sg V

 
 
 
 
 
 

c  

Καη G είλαη ν πίλαθαο αγσγηκφηεηαο  

 

12 13 14 12 13 14

12 12 23 25 23

13 23 13 23 34 35 34

14 34 14 34 45

0

0

g g g g g g

g g g g g

g g g g g g g

g g g g g

     
 

    
      
 

    

. 

• Σν ζχζηεκα απηφ κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο ηηο ηάζεηο θαη κεηά, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ 

λφκν ηνπ Ohm λα ππνινγηζζνχλ ηα ξεχκαηα.  

Απνζηνιή ζαο είλαη λα πηζηνπνηήζεηε φηη ακθφηεξεο νη ηερληθέο δίδνπλ ηα ίδηα απνηε-

ιεέζκαηα. Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε δηθέο ζαο ηηκέο πεγαίαο ηάζεο θαη αληηζηάζε-

σλ. 

 

4. Ο αιγφξηζκνο Cholesky παξαγνληνπνηεί κία ζπνπδαία θαηεγνξία κεηξψλ (πηλάθσλ) γλσ-

ζηψλ κε ηνλ φξν ζεηηθνί νξηζκέλνη πίλαθεο. Ο Andre-Louis Cholesky (1875-1918) ήηαλ 

Γάιινο αμησκαηηθφο ΄θαη αζρνιήζεθε κε ηελ γεσδαηζία θαη ηελ ηνπνγξαθία ζηελ Κξήηε 

θαη Β. Αθξηθή ιίγν πξν ηνπ Α’ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ. Αλέπηπμε ηελ νκψλπκή ηνπ γηα λα 

ππνινγίδεη ιχζεηο ζε ζπζηήκαηα θαλνληθψλ εμηζψζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ νξηζκέλα 

γεσδαηηηθά πξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κέζνδν (εμνκνίσζε δεδνκέλσλ). Έλαο 

πξαγκαηηθφο ζπκκεηξηθφο πίλαθαο A = A
T
 είλαη ζεηηθφο νξηζκέλνο, φηαλ ηζρχνπλ νη αθφ-

ινπζεο ηζνδχλακεο ζπλζήθεο:  

 Ζ ηεηξαγσληθή (quadratic) κνξθή xTAx είλαη ζεηηθή γηα φια ηα κε-κεδεληθά αλχ-

ζκαηα x. 
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 ΋ιεο νη νξίδνπζεο Alπνπ ζρεκαηίδνληαη απφ ππνπίλαθεο θάζε ηάμεο ζπκκεηξηθνχο 

πεξί ηελ δηαγψλην ηνπ Α είλαη ζεηηθέο. 

 ΋ιεο νη ηδηνηηκέο ι(Α) είλαη ζεηηθέο.  

 Τπάξρεη πξαγκαηηθφο πίλαθαο R ηέηνηνο ψζηε Α = R
T
R. 

Σν γεγνλφο είλαη πσο νη ζπλζήθεο απηέο είλαη δχζθνιν, ή ππνινγηζηηθά απαηηεηηθφ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ σο βάζε γηα λα πηζηνπνηεζεί εάλ έλαο πίλαθαο είλαη ζεηηθφο νξηζκέλνο, 

΢ην MATLAB, ν θαιχηεξνο ηξφπνο πηζηνπνίεζεο απηήο ηεο ηδηφηεηαο είλαη ε ρξήζε ηεο 

ζπλάξηεζεο chol. Γηα ιεπηνκέξεηεο αλαηξέμαηε ζηελ online βνήζεηα ηνπ MATLAB ή 

δψζαηε ηελ εληνιή help chol. 

Πνία απφ ηηο αθφινπζεο νηθνγέλεηεο πηλάθσλ είλαη ζεηηθή νξηζκέλε; 
M = magic(n) 

H = hilb(n) 

P = pascal(n) 

I = eye(n,n) 

R = randn(n,n) 

R = randn(n,n); A = R’ * R 

R = randn(n,n); A = R’ + R 

R = randn(n,n); I = eye(n,n); A = R’ + R + n*I 

 

5. Έζησ  

1 2 3 1

4 5 6 ' 2

7 8 9 3

   
   

 
   
      

A b  

(α) Γείμαηε φηη ην γξακκηθφ ζχζηεκα Ax = b έρεη απείξσο πνιιέο ιχζεηο. Πεξηγξάςαηε 

ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ ιχζεσλ.  

(β) Τπνζέζαηε φηη γηα ηελ ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο Ax = b ρξεζηκνπνηείηαη Γθανπζζηαλή 

απαινηθή κε αθξηβή αξηζκεηηθή. Δπεηδή ππάξρνπλ απείξσο πνιιέο ιχζεηο, είλαη 

κάιινλ παξάινγν λα αλακέλεη θαλείο ηνλ ππνινγηζκφ κίαο ζπγθεθξηκέλεο ιχζεο. Ση 

ζπκβαίλεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα; 

(γ) Υξεζηκνπνηήζαηε ηελ ζπλάξηεζε bslashtx γηα ιχζε ηεο Ax = b ζε πξαγκαηηθφ ππν-

ινγηζηή κε αξηζκεηηθή θηλεηήο ππνδηαζηνιήο. Ση ιχζε ιακβάλεηε; Γηαηί; Καηά πνία 

έλλνηα είλαη απηή κία «θαιή» ιχζε; Καηά πνία έλλνηα απνηειεί απηή κία «θαθή» 

ιχζε; to solve Ax = b on an actual computer with floating-pointarithmetic.  

(δ) Δμεγήζαηε γηαηί ν ηειεζηήο backslash (\) x=A\b δίδεη ιχζε δηαθνξεηηθή απφ ηελ x = 

bslashtx(A,b). 
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Κεθάιαην 3
7
 

Ιδιοτιμϋσ και Ιδιϊζουςεσ Τιμϋσ 

 

3.1. Ανϊλυςη (αποςύνθεςη) Ιδιοτιμών και Ιδιαζουςών Τιμών.  

Μία ηδηνηηκή ή ραξαθηεξηζηηθή ηηκή (eigenvalue) θαη έλα ηδηνδηάλπζκα (eigenvector) ελφο ηε-

ηξάγσλνπ πίλαθα Α είλαη έλα κνλφηηκν κέγεζνο ι θαη έλα κε-κεδεληθφ άλπζκα x ηέηνηα, ψζηε 

Ax = ιx          (3.1) 

Μία ηδηάδνπζα ηηκή (singular value) θαη έλα δεχγνο ηδηαδόλησλ αλπζκάησλ (singular vectors) 

ελφο ηεηξάγσλνπ ή νξζνγψληνπ A πίλαθα είλαη έλα κε-κεδεληθφ κνλφηηκν κέγεζνο ζ θαη δχν 

κε-κεδεληθά αλχζκαηα u θαη v ηέηνηα, ψζηε 

Av = ζu          (3.2α) 

A
H
u = ζv          (3.2β) 

Ο «εθζέηεο» ζηελ A
H
 δειψλεη ηνλ Δξκηηηαλό αλάζηξνθν (Hermitian transpose), δειαδή ηνλ 

ζπδπγή αλάζηξνθν ελφο κηγαδηθνχ πίλαθα. Δάλ  πίλαθαο είλαη πξαγκαηηθφο, ηφηε ν αλάζηξν-

θφο ηνπ δειψλεηαη σο A
T
. Ο φξνο ηδηάδνπζα ηηκή ζρεηίδεηαη κε ηελ «απφζηαζε» ελφο πίλαθα 

απφ ην ζχλνιν ησλ ηδηαδφλησλ πηλάθσλ.  

Οη ηδηνηηκέο έρνπλ κεγάιε ζεκαζία ζε πεξηπηψζεη φπνπ έλαο πίλαθαο (κήηξα) πεξηγξάθεη κε-

ηαζρεκαηηζκό απφ έλα δηαλπζκαηηθφ ρψξν επί ηνπ εαπηνχ ηνπ. Σα ζπζηήκαηα γξακκηθψλ θα-

λνληθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ απνηεινχλ ζπνπδαίν ηέηνην παξάδεηγκα. Οη ηηκέο ηεο ι κπν-

ξεί λα αληηζηνηρνχλ ζε ζπρλφηεηεο ηαιάλησζεο, θξίζηκεο ηηκέο παξακέηξσλ επζηάζεηαο, ε-

λεξγεηαθέο ζηάζκεο αηφκσλ θνθ. Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο έρνπλ κεγάιε ζεκαζία φηαλ έλαο πίλα-

θαο πεξηγξάθεη κεηαζρεκαηηζκφ απφ έλα δηαλπζκαηηθφ ρψξν ζε έλα άιιν δηαλπζκαηηθφ ρψ-

ξν, πηζαλφλ δηαθνξεηηθψλ δηαζηάζεσλ. Σα ζπζηήκαηα κε πεξηζζφηεξνπο ή ιηγφηεξνπο άγλσ-

ζηνπο απφ εμηζψζεηο αιγεβξηθψλ εμηζψζεσλ απνηεινχλ ηα αληίζηνηρν ζπνπδαίν παξάδεηγκα 

Οη νξηζκνί ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ θαη σλ ηδηαδφλησλ αλπζκάησλ δελ πεξηιακβάλνπλ θαλνλη-

θνπνίεζε. Έλα ηδηνδηάλπζκα x, ή έλα δεχγνο ηδηαδφλησλ αλπζκάησλ u θαη v, κπνξνχλ λα 

πνιιαπιαζηαζζνχλ (ππνζηνχλ κεηαβνιέο θιίκαθαο) κε νηνλδήπνηε κε-κεδεληθφ παξάγνληα 

ρσξίο αιιαγή θακίαο απφ ηηο ζεκαληηθέο ηδηφηεηέο ηνπο. Σα ηδηνδηαλχζκαηα ζπκκεηξηθψλ πη-

λάθσλ είλαη ζπλήζσο θαλνληθνπνηεκέλα ψζηε λα έρνπλ κνλαδηαίν Δπθιείδεην κήθνο, ||ρ||2=1. 

Αληηζέησο, ηα ηδηνδηαλχζκαηα κε-ζπκκεηξηθψλ πηλάθσλ κπνξνχλ λα έρνπλ δηαθνξεηηθέο θα-

λνληθνπνηήζεηο ζε δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο. Σα ηδηάδνληα αλχζκαηα ζρεδφλ πάληνηε θαλν-

ληθνπνηνχληαη ψζηε λα έρνπλ Δπθιείδεην κήθνο ίζν πξνο ηελ κνλάδα, ||u||2 = ||v||2 = 1.  

Ζ εμίζσζε ηδηνηηκψλ – ηδηνδηαλπζκάησλ ελφο ηεηξάγσλνπ πίλαθα είλαη 

(Α – ιΗ)x = 0,  x  0        (3.3) 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ν A - ιI είλαη ηδηάδσλ θαη φηη  

                                                
7
 Σα Μέξε 3.1 – 35 θαη 3.7 ησλ παξνπζψλ ζεκεηψζεσλ έρνπλ  βαζηζζεί ζην Κεθαιαίνπ 3 (Eigenvalues and 

Singular Values) ηνπ βηβιίνπ «Numerical Computing with Matlab», απφ ηνλ Cleve Moller, Society for Industrial 

and Applied Mathematics, 2004. 
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det(A - ιI) = 0          (3.4) 

 

Ζ εμίζσζε (3.4) νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ή ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ Α. Ο 

βαζκφο ηνπ πνιπσλχκνπ είλαη ν απηφο κε ηνλ βαζκφ ηνπ πίλαθα, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη φηη 

έλαο πίλαθαο n×n έρεη n ηδηνηηκέο, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ πνιιαπιψλ (δει. ησλ πνι-

ιαπιψλ ξηδψλ ηνπ πνιπσλχκνπ). ΋πσο ε νξίδνπζα, έηζη θαη ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν 

είλαη πνιχ ρξήζηκν γηα ζεσξεηηθή εξγαζία, αιιά φρη γηα ζηηβαξνχο θαη αμηφπηζηνπο αξηζκε-

ηηθνχο αιγνξίζκνπο.  

 

Έζησ ι1, ι2, … ιn νη ηδηνηηκέο ελφο πίλαθα A, έζησ x1, x2, … xn ην ζχλνιν ησλ αληηζηνίρσλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ, Λ έλαο n×n δηαγψληνο πίλαθαο κε ηα ιj ζηελ δηαγψλην θαη X έλαο n×n πίλα-

θαο ηνπ νπνίνπ ε j-ζηε ζηήιε είλαη xj. Σφηε, 

AX = XΛ          (3.5) 

Ζ ηνπνζέηεζε ηνπ Λ ζηα δεμηά ηνπ Χ είλαη απαξαίηεηε, ψζηε εθάζηε ζηήιε ηνπ X λα πνιια-

πιαζηάδεηαη κε ηελ αληίζηνηρε ηδηνηηκή ηεο. Αο θάλνκε ηψξα ηελ θξίζηκε παξαδνρή – ε ν-

πνία δελ αιεζεχεη γηα φινπο ηνπο πίλαθεο – φηη ηα ηδηνδηαλχζκαηα είλαη γξακκηθά αλεμάξηε-

ηα. Σφηε, ππάξρεη ν αληίζηξνθνο X
-1

 θαη  

A = XΛX
-1

          (3.6) 

Γηα κε-ηδηάδνληα X, ε έθθξαζε απηή είλαη γλσζηή σο απνζύλζεζε ή παξαγνληνπνίεζε ηδηνηη-

κώλ ηνπ πίλαθα A. Δθφζνλ ππάξρεη, καο επηηξέπεη λα δηεξεπλήζνκε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ A αλα-

ιχνληαο ηνλ δηαγψλην πίλαθα Λ. Γηα παξάδεηγκα, νη δπλάκεηο ηνπ πίλαθα κπνξνχλ λα εθθξα-

ζζνχλ σο δπλάκεηο κνλνηίκσλ κεγεζψλ (ησλ ηδηνηηκψλ) σο αθνινχζσο:  

A
p
 = XΛ

p
X

-1
          (3.7) 

Δάλ ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ A δελ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα, ηφηε απηή ε απνζχλζεζε δελ 

ππάξρεη θαη νη δπλάκεηο ηνπ A έρνπλ πην ζχλζεηε ζπκπεξηθνξά. 

Δάλ T είλαη νηνζδήπνηε κε-ηδηάδσλ πίλαθαο, ηφηε ην γηλφκελν 

B = T
-1

AT          (3.8) 

είλαη γλσζηφ σο κεηαζρεκαηηζκόο νκνηόηεηαο (similarity transformation) θαη νη A θαη B ιέγε-

ηαη φηη είλαη όκνηνη. Δάλ Ax = ιx θαη y = Tx, ηφηε By = ιy. Με άιια ιφγηα, έλαο κεηαζρεκαηη-

ζκφο νκνηφηεηαο δηαηεξεί ηηο ηδηνηηκέο αλαιινίσηεο. Ζ απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ είλαη κία πξν-

ζπάζεηα λα επξεζεί κεηαζρεκαηηζκφο νκνηφηεηαο ζε δηαγψληα κνξθή. 

Οη εμηζψζεηο πνπ νξίδνπλ ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο θαη δηαλχζκαηα είλαη: 

AV = U΢          (39α) 

A
H
U = V ΢

H
          (3.9β) 

Δδψ ΢ είλαη έλαο πίλαθαο ηνπ απηνχ κεγέζνπο κε ηνλ Α, ηα ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ είλαη παληνχ 

κεδέλ εθηφο απφ ηε θχξηα δηαγψλην. Απνδεηθλχεηαη φηη ηα ηδηάδνληα αλχζκαηα κπνξνχλ πά-

ληνηε λα επηιεγνχλ ψζηε λα είλαη ακνηβαία νξζνγώληα, νπφηε νη πίλαθεο U θαη V , ησλ νπνίσλ 

νη ζηήιεο είλαη θαλνληθνπνηεκέλα ηδηάδνληα αλχζκαηα ηθαλνπνηνχλ ηηο ζπλζήθεο U
H
U = I 

and V
H

V = I. Με άιια ιφγηα, νη U θαη V are νξζνγώληνη εθφζνλ είλαη πξαγκαηηθνί, ή κνλα-

δηαίνη εθφζνλ είλαη κηγαδηθνί. ΢πλαθνινχζσο,  

A = U΢V
H
          (3.10) 

Με ΢ δηαγψλην θαη νξζνγψληνπο ή κνλαδηαθνχο U θαη V . Ζ (3.10) είλαη γλσζηή σο απνζύλ-

ζεζε ή παξαγνληνπνίεζε ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (singular value decomposition, ή SVD) ηνπ πίλαθα 
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A. 

΢ε φξνπο γξακκηθήο άιγεβξαο, ε απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ ηζρχεη φηαλ έλαο n×n ηεηξάγσλνο 

πίλαθαο Α αληηπξνζσπεχεη απεηθφληζε ελφο n-δηάζηαηνπ ρψξνπ επί ηνπ εαπηνχ ηνπ. ΢ηε πε-

ξίπησζε απηή πξνζπαζνχκε λα βξνχκε ηελ αλπζκαηηθή βάζε (δει. ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέ-

λσλ) ηνπ ρψξνπ, ζην νπνίν ψζηε ν πίλαθαο γίλεηαη δηαγψληνο. Ζ βάζε απηή κπνξεί λα είλαη 

κηγαδηθή αθφκε θαη αλ ν Α είλαη πξαγκαηηθφο. Δάλ ηα ηδηνδηαλχζκαηα δελ είλαη γξακκηθά α-

λεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο, ηφηε έλαο ηέηνηνο αλπζκαηηθφο ρψξνο δελ πθίζηαηαη θαλ. 

Ζ απνζχλζεζε ηδηαδνπζψλ ηηκψλ ηζρχεη εάλ έλα δπλεηηθά νξζνγψληνο m×n πίλαθαο A αληη-

πξνζσπεχεη απεηθφληζε ελφο n-ρψξνπ (n-δηάζηαηνπ ρψξνπ) επί ελφο m-ρψξνπ. ΢ηελ πεξί-

πησζε απηή πξνζπαζνχκε λα βξνχκε κία αιιαγή αλπζκαηηθήο βάζεο ηέηνηα, ψζηε ν Α λα 

γίλεηαη δηαγψληνο. Σέηνηεο βάζεηο ππάξρνπ πάληνηε θαη είλαη πάληα πξαγκαηηθέο εάλ ν Α είλαη 

πξαγκαηηθφο. Οη πίλαθεο κεηαζρεκαηηζκνχ είλαη νξζνγψληνη ή κνλαδηαίνη θαη πάληνηε δηαηε-

ξνχλ ηα κήθε θαη δελ κεγεζχλνπλ ηα ζθάικαηα.  

 
Εηθόλα 3.1. Πιήξεο θαη «νηθνλνκηθή» SVD. 

Δάλ ν A είλαη is m×n κε m > n, ηφηε ζηελ πιήξε SVD, ν U είλαη έλαο κεγάινο ηεηξάγσλνο 

πίλαθαο m×m, ηνπ νπνίνπ νη ηειεπηαίεο  m - n ζηήιεο είλαη «πξφζζεηεο» κε ηελ έλλνηα φηη δελ 

απαηηνχληαη γηα ηελ αλαθαηαζθεπή ηνπ Α. Μία δεχηεξε έθδνζε ηεο SVD πνπ εμνηθνλνκεί 

κλήκε φηαλ ν A είλαη παξαιιειφγξακκνο, είλαη γλσζηή σο «SVD νηθνλνκηθνχ κεγέζνπο». 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ππνινγίδνληαη κφλν νη πξψηεο n ζηήιεο ηνπ U θαη νη πξψηεο n γξακκέο 

ηνπ ΢. Ο πίλαθαο V είλαη πάληνηε n×n ζ’ ακθφηεξεο ηηο πεξηπηψζεηο. Ζ Δηθφλα 3.1 δείρλεη ηηο 

κνξθέο ησλ ζρεηηθψλ πηλάθσλ ζηηο δχν εθδφζεηο, ακθφηεξεο ησλ νπνίσλ κπνξνχλ λα γξα-

θνχλ A = U΢V
H
, έζησ θαη αλ νη U and ΢ ηεο νηθνλνκηθήο έθδνζεο είλαη ππν-πίλαθεο ηεο πιή-

ξνπο έθδνζεο!  

 

3.2 Ένα παρϊδειγμα 

Παξάδεηγκα ησλ απνζπλζέζεσλ ηδηνηηκψλ θαη ηδηαδνπζψλ ηηκψλ ελφο κηθξνχ ηεηξάγσλνπ 

πίλαθα δίδεηαη κε έλα απφ ηνπο δνθηκαζηηθνχο πίλαθεο απφ ηελ πηλαθνζήθε ηνπ MATLAB.  

A = gallery(3) 

Απηφο είλαη  
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149 50 154

537 180 546

27 9 25

A

   
 


 
    

 

θαη έρεη θαηαζθεπαζζεί έηζη, ψζηε ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πνιπψλπκν λα παξαγνληνπνηείηαη 

«φκνξθα».  

3 2det( ) 6 11 6 ( 1)( 2)( 3)              A I  

Οη ηδηνηηκέο ινηπφλ είλαη ι1 = 1, ι2 = 2, ι3 = 3, θαη 

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 


 
  

Λ . 

Ο πίλαθαο ηδηνδηαλπζκάησλ κπνξεί λα θαλνληθνπνηεζεί ψζηε ηα ζηνηρεία ηνπ λα είλαη φια 

αθέξαηα: 

1 4 7

3 9 49

3 1 3

 
 

  
 
    

X . 

Ο αληίζηξνθνο ηνπ X επίζεο έρεη αθέξαηα ζηνηρεία: 

1

130 43 133

27 9 28

3 1 3



 
 


 
    

X  

Οη πίλαθεο απηνί δίδνπλ ηελ απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ:  

 

Ζ απνζχλζεζε ηδηαδνπζψλ ηηκψλ δελ κπνξεί λα εθθξαζζεί ην ίδην θαιά κε κηθξνχο αθεξαί-

νπο. Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

6 4 2668737 4096316 36 0       

ε νπνία δελ παξαγνληνπνηείηαη «φκνξθα». Γηα ηνλ ιφγν απηφ θαηαθεχγνκε ζε αξηζκεηηθή 

επίιπζε:  

[U,S,V] = svd(A) 

ε νπνία δίδεη 

0.2691 0.6798 0.6822

0.9620 0.1557 0.2243

0.0463 0.7167 0.6959

817.7597 0 0

0 2.4750 0

0 0 0.003

0.6823 0.6671 0.2990

0.2287 0.1937 0.9540

0.6944 0.7193 0.0204

  
 

 
 
  

 
 


 
  

 
 

  
 
  

U

΢

V

. 

Ζ έθθξαζε U*S*V' αλαθαηαζθεπάδεη ηνλ αξρηθφ πίλαθα Α εληφο ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχ-

ιεπζεο.  

Γηα ηνλ πίλαθα gallery(3) ππάξρεη κεγάιε δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηδηνηηκψλ 1, 2 θαη 3, θαη 
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ησλ ηδηαδνπζψλ ηηκψλ, 817, 2.47, θαη 003. Απηφ νθείιεηαη – θαη ζα δηεπθξηληζζεί αξγφηεξα – 

ζην γεγνλφο φηη ν πίλαθαο ηνπ παξαδείγκαηνο πφξσ απέρεη απφ ηνπ λα είλαη ζπκκεηξηθφο.  

 

3.3. Το πρόγραμμα επύδειξησ eigshow 

Ζ ζπλάξηεζε eigshow δηαηίζεηαη καδί κε ην παθέην πξνγξακκάησλ επίδεημεο ηνπ MATLAB. 

Μπνξεί λα εθηειεζζεί ρσξίο νξίζκαηα θαη θαηά βάζε απνηειεί πξφγξακκα-νδεγφ ελφο GUI 

πνπ βνεζά ζηελ εμνηθείσζε κε ηελ παξαγνληνπνίεζε ηδηνηηκψλ – ηδηνδηαλπζκάησλ θαη ηδηα-

δνπζψλ ηηκψλ – ηδηαδφλησλ αλπζκάησλ κε αλάιπζε πξαγκαηηθψλ 22 πηλάθσλ. Οη πίλαθεο 

απηνί κπνξνχλ λα επηιερζνχλ απφ ην drop-down κελνχ ηελ θνξπθή ηνπ GUI. Ο πξνεπηιεγκέ-

λνο πίλαθα είλαη  

1 4 3 4

1 1 2
A

 
  
 

 

Αξρηθά, ε eigshow εηθνλίδεη ην κνλαδηαίν άλπζκα x = [1, 0]
Σ
, θαζψο θαη ην άλπζκα Ax, ην 

νπνίν βαζηθά είλαη ε πξψηε ζηήιε ηνπ A. Σν άλπζκα x εηθνλίδεηαη κε πξάζηλν ρξψκα θαη 

κπνξεί λα αιιάμεη (πεξηζηξαθεί) γχξσ απφ ηνλ κνλαδηαίν θχθιν κε ηελ βνήζεηα ηνπ πνληη-

θηνχ. Ζ κεηαβνιή ηνπ x, πξνθαιεί αληίζηνηρε κεηαβνιή ηνπ Ax ε νπνία εηθνλίδεηαη κε κπιέ 

ρξψκα. Σα ηέζζεξα πξψηα γξαθήκαηα ηεο Δηθφλαο 3.2 παξηζηάλνπλ ελδηάκεζα βήκαηα θα-

ζψο ην x δηαγξάθεη έλαλ πξάζηλν κνλαδηαίν θχθιν. Σν ζρήκα ηεο πξνθχπηνπζαο κπιέ ηξν-

ρηάο Ax είλαη ειιεηπηηθφ, φπσο επίζεο δηδάζθεη έλα ζεκαληηθφ ζεψξεκα θαη θαζφινπ ηεηξηκ-

κέλν ζεψξεκα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο. Ζ eigshow παξέρεη κία «γξαθηθή απφδεημε» απηνχ 

ηνπ ζεσξήκαηνο.  

 

 
Εηθόλα 3.2. ΢ηηγκηφηππα απφ ηελ εθηέιεζε ηεο eigshow. 

 

Ζ eigshow πξνηξέπεη: «Make Ax parallel to x». Δάλ αθνινπζήζεηε ηελ πξνηξνπή ζα δηαπη-

ζηψζεηε φηη ζηελ δηεχζπλζε x ζηελ νπνία ηα δχν αλχζκαηα γίλνληαη παξάιιεια, ν ηειεζηήο 
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A δελ είλαη παξά έλαο πνιιαπιαζηαζηηθφο παξάγνληαο ι. Με άιια ιφγηα, ην άλπζκα x θαζί-

ζηαηαη ηδηνδηάλπζκα θαη ην κήθνο ηνπ Ax είλαη ε αληηζηνηρνχζα ηδηνηηκή.  

Σα δχν ηειεπηαία γξαθήκαηα ηεο Δηθφλαο 3.2 δείρλνπλ ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα 

ηνπ αλσηέξσ πίλαθα. Ζ πξψηε ηδηνηηκή είλαη ζεηηθή, έηζη ψζηε ην γηλφκελν Ax λα είλαη νκφξ-

ξνπν ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο x. Σν κήθνο ηνπ Ax είλαη ε αληίζηνηρε ηδηνηηκή, πνπ ζηελ πξνθεη-

κέλε πεξίπησζε είλαη 5/4. Ζ δεχηεξε ηδηνηηκή είλαη αξλεηηθή, ψζηε ην Ax λα είλαη παξάιιειν 

κελ, αληίξξνπν δε ηνπ x. Σν κήθνο Ax είλαη ½ θαη ε αληίζηνηρε ηδηνηηκή –1/2. 

Δίλαη αμηνζεκείσην φηη ηα δχν ηδηνδηαλχζκαηα δελ ηαπηίδνληαη κε ηνλ κεγάιν θαη κηθξφ άμν-

λα ηεο έιιεηςεο. Απηφ ζα ζπλέβαηλε εάλ ν πίλαθαο ήηαλ ζπκκεηξηθόο. Ο πξνεπηιεγκέλνο αλσ-

ηέξσ πίλαθαο Α είλαη ζρεδφλ ζπκκεηξηθφο, αιιά φρη αθξηβψο. Τπάξρνπλ επίζεο πίλαθεο γηα 

ηνπο νπνίνπο δελ είλαη δπλαηφλ λα βξεζεί πξαγκαηηθφ x ηέηνην ψζηε Ax λα είλαη παξάιιειν 

ζην x.  

 
Εηθόλα 3.3. Ζ eigshow ζε ηχπν εθηέιεζεο SVD. 

Οη άμνλεο ηεο έιιεηςεο έρνπλ κεγάιε ζεκαζία ζηελ πεξίπησζε ηεο απνζχλζεζεο ηδηαδνπζψλ 

ηηκψλ. Σα απνηειέζκαηα ηεο eigshow, φηαλ εθηειείηαη ζε επηινγή svd, θαίλνληαη ζηελ Δηθφ-

λα 3.3. Δδψ επίζεο ην πνληίθη κπνξεί λα κεηαβάιιεη ην άλπζκα x γχξσ απφ ηνλ κνλαδηαίν 

θχθιν, αιιά ηψξα ππάξρεη θαη έλα δεχηεξν άλπζκα y πνπ παξαθνινπζεί ην x θαη παξακέλεη 

νξζνγώλην πξνο απηφ. Σα κήθε Ax θαη Ay δηαγξάθνπλ ειιείςεηο αιιά ζπλήζσο δελ είλαη νξ-

ζνγψληα κεηαμχ ηνπο. ΋ηαλ ηα θάλεηε νξζνγψληα ζα παξαηεξήζεηε φηη ηαπηίδνληαη κε ηνπο 

άμνλεο ηελ έιιεηςεο. Σα αλχζκαηα x θαη y είλαη νη ζηήιεο ηνπ U ζηελ SVD, ελψ ηα αλχζκαηα 

Ax θαη Ay είλαη πνιιαπιάζηα ησλ ζηειψλ ηνπ V , θαη ηα κήθε ησλ αμφλσλ είλαη νη ηδηάδνπζεο 

ηηκέο.  

 

3.4. Το Χαρακτηριςτικό Πολυώνυμο 

Έζησ A ν 20×20 δηαγψληνο πίλαθεο κε ζηνηρεία 1, 2, …  20 επί ηεο δηαγσλίνπ. Πξνθαλψο, νη 

ηδηνηηκέο ηνπ Α είλαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ. Σν ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πνιπψλπκφ ηνπ det(A 
- ιI), είλαη 

ι
20
 – 210ι

19
 + 20615 ι

18
 - 1256850 ι

17
 + 53327946 ι

16
 

-1672280820 ι
15
 + 40171771630 ι

14
 - 756111184500 ι

13
 

+11310276995381 ι
12
 - 135585182899530 ι

11
 

+1307535010540395 ι
10
 - 1014229986551145 ι

9
 

+63030812099294896 ι
8
 - 31133364316139064 ι

7
 

+1206647803780373360 ι
6
 - 3599979517947607200 ι

5
  

+8037811822645051776 ι
4
- 12870931245150988800 ι

3
 

+13803759753640704000 ι
2
 - 8752948036761600000 ι 

+2432902008176640000 
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Ο ζπληειεζηήο ηνπ –ι
19

 είλαη 210, αξηζκφο πνπ αληηζηνηρεί ζην άζξνηζκα ησλ ηδηνηηκψλ. Ο 

ζπληειεζηήο ην φξνπ ι
0
 είλαη 20!, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζην γηλφκελν ησλ ηδηνηηκψλ. Οη ινηπνί 

ζπληειεζηέο είλαη δηάθνξα αζξνίζκαηα θαη γηλφκελα ησλ ηδηνηηκψλ.  

Οη ζπληειεζηέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ παξαηέζεθαλ ζε φιε ηνπο ηελ κεγαινπξέ-

πεηα, πξνθεηκέλνπ λα θαηαζηεί ζαθέο φηη εάλ επηρεηξεζνχλ κε απηνχο αξηζκεηηθνί ππνινγη-

ζκνί θηλεηήο ππνδηαζηνιήο, ηη πηζαλφηεξν είλαη λα πξνθιεζνχλ ζνβαξά ζθάικαηα ζηξνγγχ-

ιεπζεο θαη/ή ππεξρείιηζε κλήκεο (overflow). Ζ αλαπαξάζηαζή ηνπο θαη κφλν σο αξηζκψλ 

θηλεηήο ππνδηαζηνιήο θαηά ην πξφηππν ΗΔΔΔ αιιάδεη πέληε εμ απηψλ: Γηα παξάδεηγκα, ηα 

ηξία ηειεπηαία ςεθία ηνπ ζπληειεζηή ηνπ ι
4
 αιιάδνπλ απφ 776 ζε 392. Με αθξίβεηα 16 δε-

θαδηθψλ ςεθίσλ, νη ξίδεο ηνπ πνιπσλχκνπ πνπ εμάγνληαη κε αλαπαξάζηαζε ησλ ζπληειε-

ζηψλ σο αξηζκψλ θηλεηήο ππνδηαζηνιήο είλαη  

1.00000000000000 

2.00000000000096 

2.99999999986640 

4.00000000495944 

4.99999991473414 

6.00000084571661 

6.99999455544845 

8.00002443256894 

8.99992001186835 

10.00019696490537 

10.99962843024064 

12.00054374363591 

12.99938073455790 

14.00054798867380 

14.99962658217055 

16.00019208303847 

16.99992773461773 

18.00001875170604 

18.99999699774389 

20.00000022354640 

Βιέπνκε φηη απνζεθεχνληαο θαη κφλν ηνπο ζπληειεζηέο σο αξηζκνχο δηπιήο αθξίβεηαο αιιά-

δεη ηηο ππνινγηδφκελεο ηηκέο νξηζκέλσλ ηδηνηηκψλ απφ ην πέκπην δεθαδηθφ ςεθίν. Σα ραξα-

θηεξηζηηθφ πνιπψλπκν δελ είλαη έλαο θαιφο ηξφπνο αλάιπζεο ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ αληηζηνη-

ρνχληνο πίλαθα!  

 

3.5. Συμμετρικού και Ερμιτιανού Πύνακεσ.  

Έλαο πξαγκαηηθφο πίλαθαο είλαη ζπκκεηξηθφο φηαλ είλαη ίζνο κε ηνλ αλάζηξνθφ ηνπ, A = A
T
. 

Έλαο κηγαδηθφο πίλαθαο είλαη ζπκκεηξηθφο, φηαλ ηζνχηαη κε ηνλ κηγαδηθφ ζπδπγή αλάζηξνθφ 

ηνπ, A = A
H
. Οη ηδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλχζκαηα ελφο πξαγκαηηθνχ ζπκκεηξηθνχ πίλαθα είλαη 

πξαγκαηηθέο. Δπηπιένλ, ν πίλαθαο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ κπνξεί λα επηιεγεί λα είλαη νξζνγψ-

ληνο, νπφηε εάλ ν Α είλαη πξαγκαηηθφο, θαη A = A
T
, ηφηε ε απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ ηνπ είλαη  

A = XΛX
T
          (3.11) 

κε X
T
X = I = XX

T
. Οη ηδηνηηκέο ελφο κηγαδηθνχ Δξκηηηαλνχ πίλαθα είλαη νπσζδήπνηε πξαγκα-

ηηθέο, αλ θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα νθείινπλ λα είλαη κηγαδηθά. Δπηπιένλ, ηα ηδηνδηαλχζκαηά ηνπ 

κπνξεί λα επηιεγνχλ λα είλαη κνλαδηαία. ΢πλαθνινχζσο, εάλ ν A είλαη κηγαδηθφο θαη A = A
H
, 

ηφηε ε απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ ηνπ είλαη 

A = XΛX
H
          (3.12) 

κε with Λ πξαγκαηηθφ θαη X
H
X = I = XX

H
. 
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 ΢ηνπο ζπκκεηξηθνχο θαη Δξκηηηαλνχο πίλαθεο νη ηδηνηηκέο θαη ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη ζηελά 

ζπλδεδεκέλεο. Μία κε-κεδεληθή ηδηνηηκή ι  0 είλαη επίζεο θαη ηδηάδνπζα ηηκή, ζ = ι. Σα 

αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα θαη ηδηάδνληα αλχζκαηα είλαη κεηαμχ ηνπο ίζα, u = v = x. Μία 

αξλεηηθή ηδηνηηκή ι < 0, πξέπεη λα αληηζηξέςεη ην πξφζεκφ ηεο πξνθεηκέλνπ λα γίλεη η-

δηάδνπζα ηηκή, ζ = |ι|. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα θαη ηδηάδνληα 

αλχζκαηα είλαη u = -v = x. 

 

3.6. Τανυςτόσ τϊςησ, κύριεσ τϊςεισ και ελλειψοειδϋσ τϊςεων. 

Ζ Δηθφλα 3.2 (αξηζηεξά) αλαπαξηζηά έλα παξαιιειεπίπεδν δηαθνξηθφ (απεηξνζηηθφ) φγθν κε 

πιεπξά επηθάλεηαο δα. Τπνζέηνληαο φηη: 

1. Οη ηάζεηο είλαη νκνγελείο ζε φιν ην πιηθφ πνπ πεξηιακβάλεη ηνλ ζεσξνχκελν δηαθνξηθφ 

φγθν·  

2. Σν πιηθφ επξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε ζηαηηθήο ηζνξξνπίαο· 

3. Γελ αζθνχληαη εζσηεξηθέο δπλάκεηο φπσο ε βαξχηεηα επί ηεο κάδαο εληφο ηνπ παξαιιε-

ιεπηπέδνπ, θαη ξνπέο φπσο εμσηεξηθφ καγλεηηθφ πεδίν επί καγλεηηθψλ δηπφισλ (π.ρ. κα-

γλεηηθψλ νξπθηψλ)· 

ηφηε ε δχλακε πνπ αζθείηαη επί ηεο επηθάλεηαο δα θαηά ηελ δηεχζπλζε xi, ιφγσ ηεο δχλακεο ε 

νπνία αζθείηαη θαηά ηελ θάζεηε δηεχζπλζε xj, είλαη  ζij δα. Γηα ιφγνπο θαζαξφηεηαο εηθνλίδν-

ληαη κφλν νη ηάζεηο επί ησλ πξνζζίσλ εδξψλ, ελψ νη ηάζεηο επί ησλ νκνιφγσλ ηνπο νπηζζίσλ 

εδξψλ ζα έρνπλ αληίζεην πξφζεκν φπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθφλα 3.2 (δεμηά). Γηα παξάδεηγκα, 

ζ21 είλαη ε δηαηκεηηθή ηάζε θαηά ηελ δηεχζπλζε x2 πνπ εθαξκφδεηαη επί ηεο έδξαο Β. Δθφζνλ 

νη δπλάκεηο είλαη νκνγελείο, ε νκφινγνο ηάζε πνπ εθαξκφδεηαη απφ ηελ πιεπξά Α πξνο ην 

εμσηεξηθό ηνπ δηαθνξηθνχ φγθνπ πξέπεη λα έρεη ην απηό κέηξν. Γηα λα δηαηεξεζεί ζηαηηθή η-

ζνξξνπία, ε ηάζε πνπ εθαξκφδεηαη απφ ην εμσηεξηθφ ηνπ δηαθνξηθνχ φγθνπ επί ηεο έδξαο Α 

πξέπεη λα έρεη αληίζεηε θνξά (πξφζεκν) θαηά ηελ δηεχζπλζε –x2.  

 
Εηθόλα 3.2. Απιζηεπά: Παξαιιειεπίπεδνο δηαθνξηθφο φγθνο κε αλαπαξάζηαζε ησλ θαλνληθψλ θαη δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ. Δεξιά: Αληηζηξνθή πξνζήκνπ ζηελ πεξίπησζε νκνγελψλ ηάζεσλ. 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, είλαη δπλαηφλ λα γίλνπλ απνζαθελίζεηο θαη λα ηεζνχλ πεξαηηέξσ πεξη-

νξηζκνί ζηηο ηδηφηεηεο ησλ ζij. Θεσξήζαηε ηελ θαζαξή ξνπή πνπ αζθείηαη επί ηνπ παξαιιε-

ιεπηπέδνπ ησλ ΢ρεκάησλ 3.2 αξηζηεξά θαη 3.3, γχξσ απφ ηνλ άμνλα x3. Οη θαλνληθέο ηάζεηο 

ζii δελ αζθνχλ ξνπή. Οη δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζ31 θαη ζ32 επίζεο δελ κπνξνχλ λα αζθήζνπλ ξνπή 

γχξσ απφ ηνλ x3 δηφηη δελ ππάξρεη ν θαηάιιεινο βξαρίνλαο. Οη δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζ13 θαη ζ23 

αληηζηαζκίδνληαη απφ ίζεο θαη αληίζεηεο δπλάκεηο επί ηεο θάησ έδξαο ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ 

(x3=0). Έηζη κέλνπλ κφλν νη ξνπέο ζ21(dx2dx3)dx1 θαη ζ12(dx1dx3)dx2, νη νπνίεο πξέπεη λα 
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αληηζηαζκίδνληαη γηα ππάξρεη ζηαηηθή ηζνξξνπία. Σειηθά:  

ζ21(dx2dx3)dx1 = ζ12(dx1dx3)dx2      ζ21 = ζ12. 

Δπαλαιακβάλνληαο ην επηρείξεκα γηα ηελ αληηζηάζκηζε ξνπψλ γχξσ απφ ηνπο άμνλεο x2 θαη 

x1 ηειηθά δηαπηζηψλνκε φηη ζij = ζji, δει. νη ηάζεηο είλαη ζπκκεηξηθέο. Ζ ζπκκεηξία θπζηθά 

αλαθέξεηαη ζην κέηξν ησλ ηάζεσλ θαη φρη ζηελ θνξά θαηά ηελ νπνία αζθνχληαη θαη ε νπνία 

παξηζηάλεηαη κε ηνλ πξψην δείθηε.  

 
Εηθόλα 3.3. Οκνγελείο ηάζεηο – αληηζηάζκηζε ξνπψλ.   

Ζ πξνθχπηνπζα δηάηαμε ηάζεσλ κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε κία κήηξα σο εμήο: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

  

   

  

 
 

  
 
 

 

Ζ κήηξα   είλαη ηαλπζηήο, αλ θαη επί ηνπ παξφληνο δελ ζα επηρεηξεζεί ε απφδεημε ηνπ δηαηί.  

 

Ζ απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ – ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ ηαλπζηή ηάζεο δίδεηαη απφ ηελ εμίζσζε 

(3.6): 
1R R     , 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ ηαλπζηή ιακβάλνληαη κε επίιπζε ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ 

11 12 13

3 2

21 22 23 1 3

31 32 33

0 0sI I I

   

      

   



      



, 

φπνπ νη ζπληειεζηέο Η1, Η2 θαη Η3 είλαη ακεηάβιεηνη θάησ απφ ηζνκεηξηθνχο κεηαζρεκαηηζκνχο 

(βι. θαησηέξσ), δει. ε ηηκή ηνπο είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Σν θπ-

ζηθφ πεξηερφκελν ηνπ ηαλπζηή ζπκπνζνχηαη ζηηο ακεηάβιεηεο παξακέηξνπο ηνπ! Γηα παξά-

δεηγκα, ε νιηθή ηάζε πξνο φιεο ηηο δηεπζχλζεηο, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο πδξνζηαηηθήο ή 

ιηζνζηαηηθήο πίεζεο δίδεηαη απφ ηελ ακεηάβιεηε Η1. Οη ηξεηο ακεηάβιεηεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεο 
είλαη  

3

1 11 22 33

1

ii

i

I    


     

ην ίρλνο ηνπ ηαλπζηή, 

11 13 22 2311 12

2

31 33 32 3321 22

I
    

    
    θαη 

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

I

  

  

  

  

είλαη ε δηαθξίλνπζα ηνπ ηαλπζηή. 
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Οη ηξείο ιχζεηο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ ζ1, ζ2 θαη ζ3 νλνκάδνληαη θύξηεο θαλνληθέο 

ηάζεηο θαη φπσο ζα ζπδεηεζεί θαησηέξσ, παξηζηνχλ ηα κέηξα ηξηψλ αλπζκάησλ. Σα ζπλεκί-

ηνλα δηεχζπλζεο ησλ ηξηψλ αλπζκάησλ αληηζηνίρσο είλαη νη ηξείο ζηήιεο ηε κήηξαο R. Οη δη-

πινί δείθηεο ησλ θπξίσλ θαλνληθψλ ηάζεσλ ζπγρσλεχνληαη ζε έλαλ, αθνχ θαηά κήθνο απηψλ 

ησλ αλπζκάησλ νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο γίλνληαη εμ νξηζκνχ κεδεληθέο. Σν ραξαθηεξηζηηθφ πν-

ιπψλπκν παξαγνληνπνηείηαη ζχκθσλα κε ην ζεκειηψδεο ζεψξεκα ηεο άιγεβξαο: 

(ζ – ζ1) (ζ – ζ2) (ζ – ζ3) = 0 

θαη νη ακεηάβιεηεο ηνπ ηαλπζηή γξάθνληαη, ζπλαξηήζεη ησλ θπξίσλ θαλνληθψλ ηάζεσλ κε 

ηελ κνξθή: 

1 1 2 3I       

2 1 2 1 3 2 13I          

3 1 2 3I     

Μεηά ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ ν ηαλπζηήο αλάγεηαη ζηελ δηαγψλην κνξθή 

1

2

3

0 0

0 0

0 0



 



 
 

  
 
 

 

φπνπ νη θχξηνη άμνλεο επηιέγνληαη έηζη ψζηε λα ηζρχεη ζ1  ζ2  ζ3.  

 
Εηθόλα 3.4. Αλαπαξάζηαζε ηνπ ηαλπζηή ηάζεο κεηά ηελ πεξηζηξνθή ζην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ ζχζηεκα ζπληε-

ηαγκέλσλ 
1 2 3( , , )x x x     

Οη θχξηεο θαλνληθέο ηάζεηο κπνξνχλ λα αλαπαξαζηαζνχλ ζε ηξεηο δηαζηάζεηο κε πεξηζηξνθή 

ηνπ δηαθνξηθνχ φγθνπ ηνπ ΢ρήκαηνο 3.2. ΢ην ΢ρήκα 3.4, νη δηεπζχλζεηο ησλ θπξίσλ ηάζεσλ 

1 2 3( , , )x x x    έρνπλ πεξηζηξαθεί ζε ζρέζε κε ην ζχζηεκα αλαθνξάο (x, y, z). ΢ην ζχζηεκα α-

λαθνξάο απαηηνχληαη έμη ζπληζηψζεο θαλνληθψλ θαη δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ (ιακβάλνληαο ππ‘ 

φςε θαη ηελ ζπκκεηξία ηνπ ηαλπζηή), πξνθεηκέλνπ λα θαζνξηζζεί ε εληαηηθή θαηάζηαζε ηνπ 

πιηθνχ. ΢ην πεξηεζηξεκκέλν ζχζηεκα 1 2 3( , , )x x x    απαηηνχληαη ηξεηο ζπληζηψζεο θχξησλ θα-

λνληθψλ ηάζεσλ (ζ1, ζ2, ζ3) θαη ηξεηο δηεπζχλζεηο ησλ αμφλσλ ησλ θχξησλ θαλνληθψλ ηάζεσλ 

(α, β, γ), ήηνη ζπλνιηθά έμη ζηνηρεία πιεξνθνξίαο ψζηε λα είλαη ε αληηζηνηρία (x, y, z)  

1 2 3( , , )x x x    ακθηκνλνζήκαληε θαη ηνπνινγηθά πιήξεο. Οη θχξηεο θαλνληθέο ηάζεηο εθαξκφδν-

ληαη θαζέησο πξν ηηο έδξεο ηνπ απεηξνζηηθνχ παξαιιειεπηπέδνπ, νη νπνίεο είλαη ειεχζεξεο 
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δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ.  

Αο ζηξέςνκε ηψξα ηελ πξνζνρή καο ζηνλ αλαιπηηθό πξνζδηνξηζκφ ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ 

ηαλπζηή ηάζεο, δει. ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Μία κέζνδνο πνπ 

κπνξεί άκεζα λα εθαξκνζζεί γηα ηνλ ζθνπφ απηφ είλαη ν κεηαζρεκαηηζκφο νκνηφηεηαο (εμί-

ζσζε 3.8) θαη, εηδηθφηεξα, πεξηζηξνθέο ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ κε ηξφπν πνπ λα δη-

αηεξεί ηα κήθε αλαιινίσηα (ηζνκεηξηθνί κεηαζρεκαηηζκνί).  

 

Υσξίο λα ππεηζέιζνκε ζε πνιιέο ιεπηνκέξεηεο, είλαη εχθνιν λα δηαπηζησζεί φηη κία πεξη-

ζηξνθή ηξηδηάζηαηνπ ζπζηήκαηνο νξζνθαλνληθψλ ζπληεηαγκέλσλ θαηά γσλία α γχξσ απφ 

ηνλ άμνλα x3 (πνπ ζπλήζσο  z) κπνξεί λα γίλεη κε ηνλ ηειεζηή 

3

cos sin 0

( ) sin cos 0

0 0 1

xR

 

  

 
 

  
 
 

. 

Γεδνκέλνπ φηη  ν 
3xR  είλαη νξζνγψληνη, νπφηε ηζρχεη 

3 3

T 1

x xR R  , είλαη εχθνιν λα δεηρζεί φηη 

ε πξάμε  

3 3

T( ) ( ) ( )x xA R A R      , 

επηθέξεη ζηξνθή αληίζεηε πξνο ηελ θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ σξνινγίνπ θαη δηαηεξεί ηα κήθε 

αλαιινίσηα. Καη’ αληηζηνηρία, πεξηζηξνθή ηξηδηάζηαηνπ ζπζηήκαηνο νξζνθαλνληθψλ ζπληε-

ηαγκέλσλ θαηά γσλία β γχξσ απφ ην άμνλα x2 (πνπ ζπλήζσο  y) γίλεηαη κε ρξήζε ηνπ ηειε-

ζηή. 

2

cos 0 sin

( ) 0 1 0

sin 0 cos

xR

 



 

 
 

  
 
 

 

θαη αληίζηνηρεο πξάμεο.  

Άζθεζε: Απνδείμαηε φηη ε πεξηζηξνθή θάζε αλχζκαηνο (x y z)
T
 γχξσ απφ ηνλ άμνλα z αθή-

λεη ηα κήθε x θαη y αλαιινίσηα. 

Μία πιήξεο πεξηζηξνθή ηξηδηάζηαηνπ νξζνθαλνληθνχ (ηξηζνξζνγψληνπ) ζπζηήκαηνο ζπληε-

ηαγκέλσλ γίλεηαη κε ηξεηο πξάμεηο: γλσζηέο σο πεξηζηξνθέο Euler: 

a) Οη άμνλεο 1 2 3( , , )x x x  πεξηζηξέθνληαη γχξσ απφ άμνλα 3x  θαηά γσλία α, αληίζηξνθα πξνο 

ηελ θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ σξνινγίνπ. Σν λέν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2 3( , , )x x x  είλαη 

ηέηνην ψζηε 3 3x x . 

b) Οη άμνλεο 1 2 3( , , )x x x  πεξηζηξέθνληαη γχξσ απφ άμνλα 2x  θαηά γσλία β, αληίζηξνθα πξνο 

ηελ θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ σξνινγίνπ. Σα λέν ζχζηεκα 1 2 3( , , )x x x  είλαη ηέηνην ψζηε 

2 2x x  

c) Οη άμνλεο 1 2 3( , , )x x x  πεξηζηξέθνληαη γχξσ απφ άμνλα 3x  θαηά γσλία γ, αληίζηξνθα 

πξνο ηελ θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ σξνινγίνπ. Σν λέν ζχζηεκα 1 2 3( , , )x x x    είλαη ηέηνην ψζηε 

3 3x x  . 

Σξεηο ζηξνθέο είλαη απαξαίηεηεο πξνθεηκέλνπ λα νξηζζεί πιήξσο έλα λέν ηξηζνξζνγψλην ζχ-

ζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζε ζρέζε κε ην ηξηζνξζνγψλην ζχζηεκα αθνξάο (ηξεηο παξάκεηξνη). 

Οη ηξείο πεξηζηξνθέο εθηεινχληαη ηαπηφρξνλα κέζσ ηνπ ηειεζηή 

3 2 3
( , , ) ( ) ( ) ( )x x xR R R b R       , 
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θαη ηεο πξάμεο 

T( , , ) ( , , ) ( , , )R R              

έσο φηνπ  

1

0 0 0 2

3

0 0

( , , ) 0 0

0 0



     



 
 

  
 
 

, 

δει, έσο φηνπ ν ηαλπζηήο ηάζεο δηαγσληνπνηεζεί. Σφηε,  

1 11 12 13

T

2 0 0 0 21 22 23 0 0 0

3 31 32 33

0 0

0 0 ( , , ) ( , , )

0 0

R R

   

         

   

   
   

     
   
   

 

θαη επεηδή  

T 1 T 1R R R R   , 

11 12 13 1

T

21 22 23 0 0 0 2 0 0 0

31 32 33 3

0 0

( , , ) 0 0 ( , , )

0 0

R R

   

         

   

   
   

     
   
   

 

Σειηθά, ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ ηαλπζηή ηάζεο ηαπηίδνληαη κε ηα ηξία αλχζκαηα πνπ νξίδνπλ 

νη ζηήιεο ηνπ ηειεζηή πεξηζηξνθήο R(α0, β0, γ0). Ζ πεξηζηξνθή ηνπ ηαλπζηή θαηαιήγεη ζε 

απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ – ηδηνδηαλπζκάησλ, φηαλ ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θαηαιήμεη λα 

θαζνξίδεηαη απφ ηηο γσλίεο (α0, β0, γ0). ΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, ε απνζχλζεζε ηδηνηηκψλ 

– ηδηνδηαλπζκάησλ ηαπηίδεηαη κε ηελ απνζχλζεζε ηδηαδνπζψλ ηηκψλ (SVD) δηφηη ν ηαλπζηήο 

ηάζεο είλαη ηεηξάγσλνο θαη ζπκκεηξηθφο. Καηά ηελ δηάξθεηα ηεο πεξηζηξνθήο ηα αλχζκαηα 

πνπ θαζνξίδνληαη απφ ηηο ζηήιεο ηνπ ( , , )     πεξηγξάθνπλ γεσκεηξηθφ ηφπν πνχ φπσο εχ-

θνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί έρεη κνξθή ειιεηςνεηδνχο, ην νπνίν είλαη γλσζηφ σο ειιεηςνεη-

δέο ηάζεσλ. Οη θχξηνη άμνλεο ηνπ ειιεηςνεηδνχο ηάζεσλ έρνπλ κέηξα ζ1, ζ2 θαη ζ3. 

 

3.6.1 Παξάδεηγκα 

Ο ηαλπζηήο ηάζεο ζηελ πεξηνρή ηεο Κξήηεο θαη ζε βάζε 40-100km (αλψηεξν ηκήκα ηεο δψ-

λεο Benioff) έρεη εθηηκεζεί φηη είλαη
8
:  

11 2

0.34 0.29 0.44

0.29 0.77 0.31 5 10

0.44 0.31 0.43

dyn/cm

 
 

   
 
  

ζ   

 
sig = sig=[0.34 0.29 0.44;  0.29 -0.77 0.31;  0.44 0.31 0.43] 

 
[v, e] = eigs(sig) 

 

-0.6516 - 0.1686 - 0.7395

- 0.2418 0.9703 - 0.0082

-0.7190 - 0.1735 0.6731

  

   

  

 
 


 
  

v   

                                                
8
 Πεγή: Kiratzi, A. and Papazachos, C.B., 1995. Active deformation of the shallow part of the subducting litho-

spheric slab in the southern Aegean, J. Geodynamics, 19, 65-78. 
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0.9331 0 0

0 -0.8758 0

0 0 -0.0572

  
 


 
  

e   

 
phi = acosd(v) 

130.7 99.7 137.7

104 14 90

136 100 48



   
 

   
 
    

 

 

Βχζηζε ζ1 είλαη (136 – 90) = 46 

Αδηκνχζην ζ1 είλαη 
theta1 = atand((e(1,1)*v(2,1))/(e(1,1)*v(1,1))) 

ζ1 = 20 

 

Βχζηζε ζ3 είλαη (100 – 90) = 10  

Αδηκνχζην ζ2 είλαη 
theta2 = 90 + atand((e(2,2)*v(2,2))/(e(2,2)*v(1,2))) 

ζ2 = 80 

 

 Πιαγηναλάζηξνθα ξήγκαηα δηεχζπλζεο NW-SE 

 

3.7. Ανϊλυςη κυρύων ςυνιςτωςών.  

Ζ αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζώλ (principal component analysis ή PCA), αλαθαηαζθεπάδεη έλα 

πίλαθα απφ ην άζξνηζκα «απιψλ» πηλάθσλ, ησλ ζπληζησζψλ ηνπ. Με ην φξν «απιφο» ελλνεί-

ηαη πίλαθαο βαζκνχ 1, ηνπ νπνίνπ φιεο νη γξακκέο είλαη πνιιαπιάζηα κίαο εθάζηεο, θαη φιεο 

νη ζηήιεο πνιιαπιάζηα κίαο εθάζηεο. Έζησ A έλαο πξαγκαηηθφο m×n πίλαθαο. Ζ (νηθνλνκη-

θή) απνζχλζεζε ηδηαδνπζψλ ηηκψλ ηνπ  

A = U΢V
T
 

κπνξεί λα γξαθηεί επίζεο σο  

A = E1 + E2 + ... + Ep          (3.13) 

φπνπ p = min(m, n). Οη ζπληζηψληεο πίλαθεο Ek είλαη εμσηεξηθά γηλφκελα βαζκνχ 1 ηεο κνξ-
θήο  

Ek = ζk·uk·vk
Τ
 .          (3.14) 

Δθάζηε ζηήιε ηνπ Ek είλαη πνιιαπιάζην ηνπ uk, δει. Σεο k-ζηεο ζηήιεο ηνπ U, θαη θάζε 

γξακκή ηνπ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ vk
T
, δει. ηνπ αλαζηξφθνπ ηεο k-ζηεο ζηήιεο ηνπ V . Οη 

ζπληζηψληεο πίλαθεο είλαη νξζνγψληνη πξνο αιιήινπο, θαηά ηελ έλλνηα 

0,T

j kE E j k           (3.15) 

Ζ λφξκα εθάζηνπ ζπληζηψληα πίλαθα είλαη ε αληίζηνηρε ηδηάδνπζα ηηκή, 

||Ek|| = ζk .          (3.16) 

Καηά ζπλέπεηα, ε ζπκβνιή εθάζηνπ Ek ζηελ ζχλζεζε ηνπ A θαζνξίδεηαη απφ ην κέγεζνο ηεο 

ηδηάδνπζαο ηηκήο ζk.  

Δάλ ην άζξνηζκα (13) ηεξκαηηζζεί κεηά απφ r < p φξνπο,   

Ar = E1 + E2 + ... + Er ,  
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Σν απνηέιεζκα είλαη κία r-βάζκηα πξνζέγγηζε ηνπ αξρηθνχ πίλαθα A, ε νπνία ηαπηφρξνλα 

είλαη θαη ε θαιχηεξε δπλαηή r-βάζκηα αλαπαξάζηαζε ηνπ A. Ζ απφθιηζε απηήο ηεο πξνζέγ-
γηζεο απνδεηθλχεηαη φηη είλαη   

1r rA A      

Δπεηδή νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηαμηλνκνχληαη θαηά θαηηφλ κέγεζνο ε αθξίβεηα ηεο πξνζέγγηζεο 

απμάλεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ βαζκνχ ηεο.  

Ζ αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ ρξεζηκνπνηείηαη ζε κεγάινο εχξνο εθαξκνγψλ, ζπκπεξηιακ-

βαλνκέλσλ ηεο ζηαηηζηηθήο, γεσεπηζηεκψλ θαη αξραηνινγίαο. Ο θνηλφηεξνο ίζσο ηξφπνο πε-

ξηγξαθήο ηεο, είλαη κε ηηο ηδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ εμσηεξηθνχ γηλνκέλνπ A
T 

A. Γε-
δνκέλνπ φηη  

A
T 

AV = V ΢
2 
, 

νη ζηήιεο ηνπ V είλαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ A
T 

A. Οη ζηήιεο ηνπ U, πνιιαπιαζηαζκέλεο επί 

ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο, κπνξνχλ λα ιεθζνχλ απφ ηελ  

U΢= AV . 

Ο πίλαθαο δεδνκέλσλ A ζπρλά ηππνπνηείηαη αθαηξψληαο απφ θάζε ζηήιε ηνλ κέζν φξν ηεο 

θαη δηαηξψληαο κε ηελ ηππηθή ηεο απφθιηζε. Δθφζνλ γίλεη απηφ, ην αλσηέξσ εμσηεξηθφ γηλφ-

κελν κεηαηξέπεηαη ζε πίλαθα ζπζρέηηζεο.  

Ζ παξαγνληηθή αλάιπζε (factor analysis) είλαη κία ζηελά ζρεηηδφκελε ζηαηηζηηθή κέζνδνο, ε 

νπνία θάλεη πεξαηηέξσ παξαδνρέο γηα ηα ζηνηρεία ηνπ A θαη ηξνπνπνηεί ηα δηαγψληα ζηνηρεία 

ηνπ A
T 

A πξηλ ππνινγίζεη ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα.   

Γηα λα δνζεί έλα απιφ παξάδεηγκα αλάιπζεο θπξίσλ ζπληζησζψλ, έζησ φηη κεηξάκε ην χςνο 

θαη βάξνο έμη νκνεηδψλ αληηθεηκέλσλ θαη ιακβάλνκε ηα αθφινπζα δεδνκέλα, ηα νπνία ζηελ 

Δηθφλα 3.5 θαίλνληαη κε θπαλφ ρξψκα.   

A = 47 15  

93 35  

53 15  

45 10  

67 27  

42 10  

Δπεηδή αλακέλεηαη φηη ην χςνο θαη ην βάξνο είλαη ζα άκεζα ζπζρεηηζκέλα, ππνςηαδφκαζηε 

φηη νπζηαζηηθά ζα ππάξρεη κφλν κία ππνθείκελε ζπληζηψζα, ηελ νπνία ζα απνθαιέζνκε «κέ-

γεζνο», κε βάζε ηε νπνία ζα κπνξνχλ λα πξνβιεθζνχλ ακθφηεξα ην χςνο θαη ην βάξνο. Ζ 

εληνιή  

[U,S,V] = svd(A,0)  

sigma = diag(S)  

παξάγεη  

U = 0.3153     0.1056 

0.6349    -0.3656  

0.3516     0.3259  

0.2929     0.5722  

0.4611    -0.4562  

0.2748     0.4620  

 

V = 0.9468 0.3219  

0.3219 -0.9468  

 

sigma = 156.4358  
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 8.7658  

 

 
Εηθόλα 3.5. Παξάδεηγκα αλάιπζεο θπξίσλ ζπληζησζψλ. 

 

Παξαηεξνχκε φηη ε ζ1 είλαη πνιχ κεγαιχηεξε απφ ηελ ζ2. Ζ πξσηνβάζκηα πξνζέγγηζε ηνπ Α 

είλαη  

E1 = sigma(1)*U(:,1)*V(:,1)’  

E1 = 46.7021 15.8762  

94.0315 31.9657  

52.0806 17.7046  

43.3857 14.7488  

68.2871 23.2139  

40.6964 13.8346  

Με άιια ιφγηα, ε κία ππνθείκελε θχξηα ζπληζηψζα είλαη  

size = sigma(1)*U(:,1)  

size = 49.3269  

99.3163  

55.0076  

45.8240  

72.1250  

42.9837  

Οη δχν κεηξεζείζεο πνζφηεηεο πξνζεγγίδνληαη αξθεηά θαιά σο  
height ≈ size*V(1,1)  

weight ≈ size*V(2,1)  

θαη θαίλνληαη ζηελ Δηθφλα 3.2 κε πξάζηλν ρξψκα.  

Έλα κεγαιχηεξν παξάδεηγκα πεξηιακβάλεη ςεθηαθή επεμεξγαζία εηθφλαο. Οη εληνιέο  

load detail; subplot(2,2,1); image(X); 

colormap(gray(64));  

axis image; axis off;  

r = rank(X);  

title([’rank = ’ int2str(r)]);  

παξάγνπλ ην άλσ αξηζηεξά γξάθεκα ηεο Δηθφλαο 3.6. Ο πίλαθαο X πνπ θνξηψλεηαη κε ηελ 

εληνιή load έρεη δηαζηάζεηο 359×371 θαη αξηζκεηηθά είλαη πιήξνπο βαζκνχ. Σα ζηνηρεία 

ηνπ θπκαίλνληαη κεηαμχ 1 θαη 64 θαη ρξεζηκεχνπλ σο δείθηεο ηεο ηεθξήο (γθξίδαο) ρξσκαηη-
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θήο θιίκαθαο. Ζ Δηθφλα 3.6 απνηειεί ιεπηνκέξεηα ηνπ ραξαθηηθνχ ηνπ Albrecht Durer «Με-

ιαγρνιία ΗΗ» θαη δείρλεη έλα 4×4 καγηθφ ηεηξάγσλν.  

 

 
Εηθόλα 3.6. Οη θχξηεο ζπληζηψζεο ηνπ καγηθνχ ηεηξαγψλνπ ηνπ Durer 

 
Οη εληνιέο 

[U,S,V] = svd(X,0);  

sigma = diag(S);  

semilogy(sigma,’.’)  

παξάγνπλ ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα, γξάθεκα ησλ ηδηαδνπζψλ ηηκψλ ηνπ X ην νπνίν θαίλεηαη 

ζηελ Δηθφλα 3.7. Δίλαη ζαθέο φηη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ειαηηψλνληαη ηαρχηαηα: ππάξρεη κφλν 

κία κεγαιχηεξε ηνπ 10
4 
θαη κφλν έμη κεγαιχηεξεο ηνπ 10

3 
. 

Σα ππφινηπα ηξία γξαθήκαηα ζηελ Δηθφλα 3.6 δείρλνπλ ηα είδσια πνπ ιακβάλνληαη κε πξν-

ζεγγίζεηο θπξίσλ ζπληζησζψλ ηνπ Χ γηα βαζκνχο r = 1, r = 20, θαη r = 100. Ζ πξσηνβάζκηα 

πξνζέγγηζε δείρλεη φηη νη νξηδφληηεο θαη θαηαθφξπθεο γξακκέο πξνθχπηνπλ απφ έλα θαη κφλν 

εμσηεξηθφ γηλφκελν E1 = ζ1·u1·v1
Τ
. Απηή ε νξζνγψληα δηάηαμε είλαη πεξίπνπ ηππηθή ησλ ρα-

κειφβαζκσλ πξνζεγγίζεσλ θπξίσλ ζπληζησζψλ ςεθηαθψλ εηθφλσλ. Οη αξηζκνί ηνπ καγηθνχ 

ηεηξαγψλνπ είλαη αλαγλσξίζηκνη ζηελ πξνζέγγηζε r = 20, ελψ δελ ππάξρνπλ νξαηέο δηαθνξέο 
κεηαμχ ηεο εθαηνληαβάζκηαο πξνζέγγηζεο θαη ηνπ πιήξνπο πίλαθα.   
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Εηθόλα 3.7. Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ καγηθνχ ηεηξαγψλνπ απφ ην ραξαθηηθφ ηνπ Durer. 

 

Αλ θαη νη ρακειφβαζκεο αλαπαξαζηάζεηο εηθφλσλ απαηηνχλ κηθξφηεξε απνζεθεπηηθή κλήκε 

θαη ρξφλνπο κεηάδνζεο απφ ηηο εηθφλεο πιήξνπο βαζκνχ, ππάξρνπλ αξθεηά απνηειεζκαηηθφ-

ηεξεο κέζνδνη ζπκπίεζεο εηθφλσλ. Ζ θχξηα ρξήζε ηεο αλάιπζεο θπξίσλ ζπληζησζψλ ζηελ 

ςεθηαθή επεμεξγαζία εηθφλαο αθνξά ηελ αλαγλψξηζε κνξθψλ θαη ραξαθηεξηζηηθψλ.  

 

3.8. Άςκηςη 

Ζ παξνχζα άζθεζε πξαγκαηεχεηαη ηε απνζχλζεζε/ αλαζχλζεζε ςεθηαθψλ ηνπνγξαθηθψλ 

δεδνκέλσλ (Digital Elevation Model – DEM) θαη ηελ κειέηε ηνπο κε Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πλη-

ζησζψλ. Σα δεδνκέλα αθνξνχλ Αλαηνιηθή ΢ηεξεά Διιάδα, είλαη πξνβεβιεκέλα ζην ζχζηε-

κα ΔΓ΢Α87 θαη είλαη δηακνξθσκέλα ζε πίλαθα δηαζηάζεσλ 5661036 κε αλάιπζε 

100100m, δηαηίζεληαη δε ζην ASCII αξρείν Cgt.dat· κπνξνχλ λα εηζαρζνχλ ζην MATLAB 

κε ην πξφγξακκα 

import_data 

ην νπνίν επίζεο ππνινγίδεη ηνπο άμνλεο x (Easting) θαη y (Northing) θαη ηελ SVD: 

[u,s,v] = svd(c) 

φπνπ c είλαη ν πίλαθαο ηνπ DEM θαη s ν δηαγψληνο πίλαθαο ηδηαδνπζψλ ηηκψλ.  

 

Ζ αλάιπζε πξαγκαηνπνηείηαη κε ην πξφγξακκα topopca. Καη’ αξράο θαηαζθεπάδεηαη γξά-

θεκα ησλ ηδηαδνπζψλ ηηκψλ 

figure(1) 

set(gcf,'Name','DEM SINGULAR VALUES') 

semilogy(diag(s)); 

xlabel('Singular Value Order') 

ylabel('Singular Values') 

Καηφπηλ επηιέγεηαη απφ ηνλ ρξήζηε θάζκα ηδηαδνπζψλ ηηκψλ (ΗΣ) επί ησλ νπνίσλ εζηηαζζεί ε 

αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ. Ζ επηινγή γίλεηαη γξαθηθά επί ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο Δηθφλα 

«DEM SINGULAR VALUES» κε ηελ εληνιή ginput:  

[no,ss] = ginput(2); 
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sl = min(ss); 

su = max(ss); 

sl θαη su είλαη ην θάησ θαη άλσ φξηα ηνπ επηιεγκέλνπ θάζκαηνο ΗΣ αληίζηνηρα. ΢ηελ ζπλέ-

ρεηα κεδελίδνληαη νη επηιεγκέλεο ΗΣ (αλάγεηαη ν κεηξηθφο ρψξνο ηνπ DEM), αλαζπληίζεηαη 

αλαπαξάζηαζε ηνπ DEM ζηνλ αλεγκέλν κεηξηθφ ρψξν θαη ιακβάλεηαη ν ζπκπιεξσκαηηθφο 

ηνπ, ήηνη ιακβάλεηαη αλεγκέλε αλαπαξάζηαζε ηνπ DEM πνπ βαζίδεηαη απνθιεηζηηθά θαη 

κφλν ζηηο επηιεγκέλεο IT· απηή θπιάζζεηαη ζηελ κεηαβιεηή c1. Καηά ηελ δηαδηθαζία απηή 

δηαθπιάζζεηαη ν αξρηθφο πίλαθαο ΗΣ, c. 

s1=s;  

i0= s1>=sl & s1<=su; 

s1(i0)=0; 

% Compute reduced SVD 

c1 = υ – (u*s1*v'); 

΢ε επφκελν ζηάδην θαηαζθεπάδεηαη θσηηδφκελε αλαπαξάζηαζε ησλ αξρηθνχ θαη αλεγκέλνπ 

DEM. Ζ δηαδηθαζία είλαη ηαπηφζεκε θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο θαη γηα ηνλ ιφγν απηφ παξνπ-

ζηάδεηαη κφλν ζε φηη αθνξά ην αξρηθφ DEM. Δθφζνλ δηαηίζεηαη ην Mapping Toolbox©, θα-

ηαζθεπάδεηαη απηφκαηα θαη ad hoc ηνπνγξαθηθή ρξσκαηηθή θιίκαθα κε ρξήζε ηεο ζπλάξηε-

ζεο demcmap. 

figure(2) 

set(gcf,'Name','DEM') 

if exist('demcmap','file') 

    cc = demcmap(c,128); 

else 

    cc = jet(128); 

end 

Ζ επηθάλεηα ιακβάλεη ην ρεηξηζηήξην hc θαη θαηαζθεπάδεηαη  

hc = surf(x,y,c);  

shading flat 

colormap(cc) 

θαη θαηαζθεπάδεηαη κε ιφγν αμφλσλ 1:1:1 

daspect([1 1 1]);  

πιήξε θάιπςε ηεο δξαζηηθήο επηθάλεηαο ζρεδηαζκνχ 

axis tight 

θαη ζεψξεζε απφ επάλσ.  

view(0,90) 

Καηφπηλ ξπζκίδνληαη νη παξάκεηξνη απφδνζεο ηνπ θσηηζκνχ, έληαζεο θσηφο,   

set(hc,'facelighting','phong','facecolor','interp',... 

    'ambientstrength',0.5) 

θαη ηχπνπ/ δηεχζπλζεο θσηηζκνχ (παξάιιειεο αθηίλεο απφ πεγή ζην άπεηξν). 

lc=light('Style','infinite'); 

lightangle(lc,80,75) 

Σέινο, δεκηνπξγνχληαη κελνχ γηα ηελ ξχζκηζε ηεο δηεχζπλζεο θαη έληαζεο ηνπ θσηηζκνχ πφ 

ηνλ ρξήζηε. Σν βαζηθφ κελνχ επηγξάθεηαη «LIGHT»  

uimenu('label','LIGHT','tag','DEMlight1'); 

θαη πεξηιακβάλεη ηα ππνκελνχ «Source Position» θαη «Ambient Strength». Κάζε έλα 

απφ απηά νξίδεη κία ζπλάξηεζε επηζηξνθήο (callback function) ε νπνία εθηειείηαη κφιηο γίλεη 
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ε επηινγή. Γηα παξάδεηγκα, ζην κελνχ «Source Position» ε ζπλάξηεζε επηζηξνθήο θαζνξίδε-

ηαη κέζσ κίαο καθξάο αιθαξηζκεηηθήο ζηαζεξάο:η  

   ['[azl,ell] = lightangle(lc); ' ... 

    'prompt = {''Source Azimuth'', ''Source Elevation''}; '... 

    'defAns = {num2str(azl), num2str(ell)}; '... 

    'answer = inputdlg(prompt,''Light Source Azimuth/ Eleva-

tion'',1,defAns);'... 

    'if size(answer,1)==0, return, end; ' ... 

    'azl = str2num(answer{1}); '... 

    'ell = str2num(answer{2}); '... 

    'lightangle(lc,azl,ell); '... 

    'lightangle(l1,azl,ell); '... 

    'clear  prompt defAns answer azl ell']) 

πνπ απφ ην MATLAB εξκελεχεηαη κε ηελ ζεηξά εληνιψλ: 

[azl,ell] = lightangle(lc);  

prompt = {'Source Azimuth', 'Source Elevation'};  

defAns = {num2str(azl), num2str(ell)};  

answer = inputdlg(prompt,'Light Source Azimuth/ Elevation',1,defAns); 

if size(answer,1)==0, return, end; ' 

azl = str2num(answer{1});  

ell = str2num(answer{2});  

lightangle(lc,azl,ell);  

lightangle(l1,azl,ell);  

clear  prompt defAns answer azl ell 

 

 

 
Εηθόλα 3.8. DEM ηεο Αλαηνιηθήο ΢ηεξεάο Διιάδνο κε αλάιπζε 100100m, θσηηζκέλν απφ ηελ ζέζε (-70, 

75) ζε ζρέζε κε ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 0-Αλαηνιή, 90-Βνξξάο, 90-Άλσ θαη κε έληαζε πεξηβάιινληνο 
θσηηζκνχ 0.25.  

 

Σν DEM ηεο Αλαηνιηθήο ΢ηεξεάο Διιάδνο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθφλα 3.8 θαη ην απνηέιε-

ζκα ηεο αλαζχζηαζήο ηνπ απφ θχξηεο ζπληζηψζεο (ηδηάδνπζεο ηηκέο) κεγέζνπο 1000  s  

4000 παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθφλα 3.9. Γεδνκέλνπ ηνπ ειέγρνπ ηεο ηεθηνληθήο επί ηνπ αλα-

γιχθνπ ηεο πεξηνρήο κειέηεο, νη γξακκψζεηο πνπ είλαη εκθαλείο ζηελ Δηθφλα 3.9 απνδίδν-

ληαη ζε ηνπνγξαθηθά ίρλε ηεθηνληθήο δξαζηεξηφηεηαο (κνξθνηεθηνληθά ζηνηρεία).  
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Εηθόλα 3.9. Σν DEM ηεο Δηθφλαο 3.8 αλαζπζηαζέλ απφ ηηο θχξηεο ζπληζηψζεο (ηδηάδνπζεο ηηκέο) 1000  s  

4000. Ο θσηηζκφο πξνέξρεηαη απφ ηελ ζέζε  (-70, 75) ζε ζρέζε κε ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 0-Αλαηνιή, 

90-Βνξξάο, 90-Άλσ θαη ε έληαζε ηνπ πεξηβάιινληνο θσηηζκνχ είλαη 0.05. 

 

 Απνζηνιή ζαο είλαη λα πξαγκαηνπνηήζεηε κία θαηά ην δπλαηφλ ιεπηνκεξή αλάιπζε θαη 

θαηαγξαθή ησλ κνξθνηεθηνληθψλ ζηνηρείσλ ηεο Αλαηνιηθήο ΢ηεξεάο Διιάδνο κε βάζε 

ηελ θιίκαθα ηνπ ηνπνγξαθηθνχ ηνπο ίρλνπο, επηιέγνληαο δηαθνξεηηθά εχξε ηδηαδνπζψλ 

ηηκψλ κε επαλαιεπηηθέο εθηειέζεηο ηνπ πξνγξάκκαηνο topopca θαη θαηάιιειεο δηεπζχλ-

ζεηο θσηηζκνχ θαη έληαζεο θσηφο. ΢ηελ άζθεζε απηή δελ ππάξρνπλ «θνλζεξβαξηζκέλεο» 

απαληήζεηο! Σν πείξακα θαη ε παξαηήξεζε νδεγεί ζε θαιχηεξα ή ρεηξφηεξα απνηειέζκα-

ηα. ΋ζν πιεξέζηεξε θαη κεζηφηεξε ε εμαγφκελε πιεξνθνξία, ηφζν θαιχηεξν ην απνηέ-

ιεζκα.  

 Ση ζπκπεξάζκαηα κπνξείηε λα εμάγεηε ζπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηά ζαο κε ηηο ππάξ-

ρνπζεο γλψζεηο ζαο γηα ηελ ηεθηνληθή ηεο πεξηνρήο; 
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Κεθάιαην 4  

Πξνζνκνίωζε Δεδνκέλωλ θαη Φπζηθώλ Δηεξγαζηώλ 

4.1. Ειςαγωγό 

΢ρεδφλ ηππηθφ βήκα γηα ηε αλάιπζε θαη θαηαλφεζε ελφο ζπλφινπ δεδνκέλσλ θαη κεηξήζεσλ, 

είλαη ε ζπλνπηηθή πεξηγξαθή ηνπο κε βάζε θπζηθνχο ή εκπεηξηθνχο «λφκνπο» πνπ εμαξηψ-

ληαη απφ πεπεξαζκέλεο κεηαβιεηέο (παξακέηξνπο). Ο λφκνο πνπ πεξηγξάθεη ηα δεδνκέλα, ή 

αλ ζέιεηε ν λφκνο ζηνλ νπνίν «ππαθνχνπλ» ηα δεδνκέλα νλνκάδεηαη πξνζνκνίσκα (model). 

΢ε κεξηθέο πεξηπηψζεηο ην πξνζνκνίσκα δελ είλαη παξά κία (βνιηθή) καζεκαηηθή ζπλάξηε-

ζε, γηα παξάδεηγκα κία πνιπσλπκηθή, ή εθζεηηθή, ή άιιε κεηαβνιή, νη παξάκεηξνη ηεο ν-

πνίαο είλαη νξηζκέλνη ζπληειεζηέο θαη εθζέηεο. ΢ε άιιεο πεξηπηψζεηο νη παξάκεηξνη ηνπ πξν-

ζνκνηψκαηνο πξνέξρνληαη απφ θάπνηα βαζηθή θπζηθή ζεσξία, ή λφκν, ή ζπλζήθεο πνπ ηα 

δεδνκέλα ππνηίζεηαη πσο νθείινπλ λα ηθαλνπνηνχλ, γηα παξάδεηγκα ηα πάρε θαη εηδηθέο αληη-

ζηάζεηο κίαο κνλνδηάζηαηεο γεσειεθηξηθήο δνκήο, ή ηα ηξνρηαθά ζηνηρεία ελφο ζπζηήκαηνο 
δνξπθφξσλ θ.ά.  

Ζ βαζηθή πξνζέγγηζε είλαη η ίδηα ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο: Δπηιέγεηαη ή ζρεδηάδεηαη κία θα-

ηάιιειε ζπλάξηεζε θόζηνπο
9
 (loss function ή merit function), ε νπνία κεηξά ηελ (α)ζπκθσλία 

κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ θαη ελφο πξνζνκνηψκαηνο κε ζπγθεθξηκέλε επηινγή παξακέηξσλ. Ζ 

ζπλάξηεζε θφζηνπο ζρεδηάδεηαη κε ηέηνην ηξφπν, ψζηε φηαλ απηή ιακβάλεη κηθξέο ηηκέο, ηφ-

ηε λα ππάξρεη κεγάιε ζπκθσλία κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ θαη ηνπ πξνζνκνηψκαηνο (ή εμν-

κνηψκαηνο). Οη παξάκεηξνη κεηαβάιινληαη (πξνζαξκφδνληαη) πξνο ηα δεδνκέλα θαη απηέο 

πνπ επηηπγράλνπλ ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο (κέγηζηε ζπκθσλία) είλαη νη 

παξάκεηξνη βέιηηζηεο πξνζαξκνγήο, ή, γηα ζπληνκία, βέιηηζηεο παξάκεηξνη.. Δίλαη ινηπφλ ζα-

θέο φηη ην πξφβιεκα ηεο πξνζνκνίσζεο δεδνκέλσλ αλάγεηαη ζε πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο 

ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο ζε πνιιέο δηαζηάζεηο (παξακέηξνπο).  

Φπζηθά, ηα πξάγκαηα είλαη ιίγν πην πεξίπινθα απφ κία «απιή» άζθεζε εχξεζεο ησλ βέιηη-

ζησλ παξακέηξσλ. ΢ε γεληθέο γξακκέο, ηα δεδνκέλα δελ είλαη αθξηβή. Αληηζέησο, ππφθεηληαη 

ζε ζθάικαηα κέηξεζεο (ή αιιηψο ζόξπβν). Καηά ζπλέπεηα, ηα δεδνκέλα ζρεδφλ πνηέ δελ ζα 

πεξηγξαθνχλ αθξηβώο κε ην ρξεζηκνπνηνχκελν πξνζνκνίσκα, αθφκε θαη φηαλ απηφ είλαη ζε-

σξεηηθά νξζφ θαη αθξηβέο γηα ηα αλαιπφκελα δεδνκέλα. Γηα ηνλ ιφγν απηφ απαηηείηαη θαη 

θάπνην κέηξν ειέγρνπ ηεο πνηόηεηαο πξνζαξκνγήο (goodness of fit) κε βάζε θάπνηα ρξήζηκα 

ζηαηηζηηθά θξηηήξηα. Δπηπιένλ, απαηηείηαη λα γλσξίδνκε ηελ αθξίβεηα κε ηελ νπνία πξνζδην-

ξίδνληαη νη βέιηηζηεο παξάκεηξνη, δειαδή ρξεηάδεηαη λα γλσξίδνκε ηα πηζαλά ζθάικαηα ησλ 

βέιηηζησλ παξακέηξσλ.  

Σέινο, δελ είλαη αζχλεζεο θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο πξνζνκνίσζεο λα δηαπηζηψλνκε φηη ε ζπ-

λάξηεζε θφζηνπο έρεη πεξηζζόηεξα ηνπ ελφο ηνπηθά ειάρηζηα, ζηελ νπνία πεξίπησζε δελ εί-

καζηε ζε ζέζε λα γλσξίδνκε πνπ επξίζθεηαη ην απόιπην (γεληθό – global) ειάρηζην. Δάλ ην 

ππφ κειέηε θαηλφκελν πξνυπνζέηεη ηε ιχζε γεληθψλ θαη φρη «ηνπηθψλ» πξνβιεκάησλ, ε α-

πνξία κεηαηίζεηαη απφ ηελ εχθνιε «πφζν θαιή είλαη ε πξνζνκνίσζε;» ζηελ αγσληψδε «πφζν 

ζίγνπξνη είκαζηε φηη δελ ππάξρνπλ πνιύ θαιύηεξεο ιχζεηο (πξνζνκνηψκαηα) θάπνπ κέζα 

ζηνλ παξακεηξηθφ ρψξν;». Σν ηειεπηαίν πξφβιεκα είλαη γεληθά, εμαηξεηηθά δχζθνιν λα απα-
ληεζεί.  

                                                
9
 Ο φξνο πξνέξρεηαη απφ ηελ ΢ηαηηζηηθή θαη ηηο Οηθνλνκηθέο Δπηζηήκεο.  



Αλδξέαο Τδάλεο, Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο 

 75 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα θαηαλνήζνκε φηη ε πξνζνκνίσζε (παξακεηξηθή πξνζαξκνγή) δελ ηε-

ιεηψλεη κε ηελ εχξεζε ησλ «βέιηηζησλ» παξακέηξσλ. Γηα λα είλαη πξαγκαηηθά ρξήζηκε, ε 

δηαδηθαζία ηεο πξνζνκνίσζεο πξέπεη λα πξνζθέξεη: α) παξακέηξνπο, β) εθηίκεζε ηνπ ζθάι-

καηνο ησλ παξακέηξσλ θαη, γ) έλα κέηξν ηεο πνηφηεηαο πξνζαξκνγήο. ΋ηαλ ην ηειεπηαίν κέ-

ηξν επηζεκαίλεη φηη ην πξνζνκνίσκα δελ είλαη θαιφ γηα ηα δεδνκέλα, ηφηε νη παξάκεηξνη θαη 

ηα ζθάικαηά ηνπο είλαη κάιινλ άζρεηεο θαη άρξεζηεο. ΢ηελ παξνχζα εηζαγσγή ζηα πξνβιή-

καηα πξνζνκνίσζε θαη εμνκνίσζεο δεδνκέλσλ ζα αζρνιεζνχκε θπξίσο κε ηελ κεζνδνινγία 

εχξεζεο ησλ βέιηηζησλ παξακέηξσλ θαη ηελ απνηίκεζε ηεο πνηφηεηαο πξνζαξκνγήο, ρσξίο 
επ’ νπδελί λα ππνηηκνχκε ηελ αλαγθαηφηεηα εθηίκεζεο ηνπ ζθάικαηνο ησλ παξακέηξσλ.  

 

4.2 Τα Ελϊχιςτα Τετρϊγωνα ωσ εκτιμότρια Μϋγιςτησ Πιθανοφϊνει-
ασ.  

Έζησ φηη ζέινκε λα πεξηγξάςνκε N δεδνκέλα (xi, yi) i = 1,…,N, κε έλα πξνζνκνίσκα M πα-

ξακέηξσλ aj, j = 1,…,M. Σν πξνζνκνίσκα πεξηγξάθεη κία ζπλαξηεζηαθή ζρέζε κεηαμχ ησλ 
κεηξεκέλσλ αλεμαξηήησλ θαη εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ,  

1( ) ( ; )My x y x a a          (4.1) 

φπνπ ε εμάξηεζε απφ ηηο παξακέηξνπο δειψλεηαη ξεηψο ζην δεμί ζθέινο ηεο εμίζσζεο. Γηα 

λα πξνζδηνξίζνκε ηηο παξακέηξνπο aj κπνξνχκε λα επηρεηξήζνπκε ειαρηζηνπνίεζε ηεο l2 
λφξκαο πνπ ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε έρεη ηελ κνξθή  

 
2

1

1

( ; )
N

i i M

i

y y x a a


 .        (4.2) 

Γηαηί φκσο κπνξεί λα γίλεη απηφ θαη ζε πνηεο αξρέο βαζίδεηαη; Ζ απάληεζε ζην εξψηεκα απηφ  

ζα καο εηζάγεη ζην ζπνπδαίν αληηθείκελν ηεο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (maximum 
likelihood estimation).  

Γεδνκέλνπ ελφο ζπλφινπ δεδνκέλσλ xi θαη yi, είλαη ινγηθφ λα ππάξρνπλ νξηζκέλα ζχλνια 

παξακέηξσλ a1… aM πνπ λα είλαη απίζαλα, δει. ηέηνηα ψζηε ην πξνζνκνίσκα ηεο ζπλάξηε-

ζεο y(x) λα κελ έρεη θακία ζρέζε κε ηα δεδνκέλα, ελψ ππάξρνπλ άιια ζχλνια πηζαλά, δει. 

ηέηνηα ψζηε ην πξνζνκνίσκα λα νκνηάδεη πνιχ κε ηα δεδνκέλα. Σίζεηαη ινηπφλ ην εξψηεκα: 

πσο επηιέγνκε ηηο παξακέηξνπο πνπ «θαηά πάζα πηζαλφηεηα» είλαη ζσζηέο λα πεξηγξάςνπλ 

ηα δεδνκέλα; Σα εξψηεκα απηφ κπνξεί λα αληηζηξαθεί θαη λα γίλεη: Γεδνκέλνπ ελφο ζπγθε-

θξηκέλνπ ζπλφινπ παξακέηξσλ, πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα λα αλαπαξάγνληαη επαξθψο ηα δε-

δνκέλα; Δάλ ε πηζαλφηεηα απηή είλαη πνιχ κηθξή, ηφηε κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη νη ελ 

ιφγσ παξάκεηξνη πηζαλφηαηα δελ είλαη ζσζηέο. Αληηζέησο, ε πηζηή αλαπαξαγσγή ησλ δεδν-

κέλσλ δελ πξέπεη λα είλαη απίζαλε κε ην ζσζηφ ζχλνιν παξακέηξσλ. Ζ πηζαλφηεηα ησλ δε-

δνκέλσλ δνζεηζψλ ησλ παξακέηξσλ, ε νπνία είλαη εθηηκήζηκν κέγεζνο, νξίδεηαη σο ε πηζα-

λνθάλεηα ησλ παξακέηξσλ δνζέλησλ ησλ δεδνκέλσλ. Ο νξηζκφο απηφο είλαη θαζαξά εκπεηξη-

θφο θαη δελ έρεη επίζεκε καζεκαηηθή βάζε. Απφ ηελ ζηηγκή φκσο πνπ έρεη δνζεί, είλαη εχθν-

ιν λα ζπκπεξάλνκε φηη νη παξάκεηξνη a1 … aM κπνξνχλ λα πξνζδηνξηζζνχλ αθξηβψο, κεγηζην-

πνηώληαο ηελ πηζαλνθάλεηά ηνπο. Απηφο ν ηξφπνο εθηίκεζεο παξακέηξσλ νλνκάδεηαη εθηίκε-

ζε κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ).  

Αο δνχκε ηψξα πσο ζρεηίδεηαη ε ΔΜΠ κε ηελ εμίζσζε (4.2). Τπνηεζείζζσ φηη θάζε έλα δε-

δνκέλν yi ζρεηίδεηαη κε ζθάικα κέηξεζεο ην νπνίν είλαη αλεμάξηεηα ζπνξαδηθφ (ηπραίν) θαη 

θαλνληθά (Γθανπζζηαλά) θαηαλεκεκέλν γχξσ απφ ηελ αιεζή θακπχιε y(x). Τπνηεζείζζσ 

επίζεο φηη νη ηππηθέο απνθιίζεηο ζ απηψλ ησλ θαλνληθψλ θαηαλνκψλ είλαη νη ίδηεο γηα φιεο ηηο 

κεηξήζεηο. Σφηε, ε πηζαλφηεηα ησ δεδνκέλσλ δίδεηαη απφ ην γηλφκελν ησλ πηζαλνηήησλ θάζε 
κέηξεζεο,  



Κεθάιαην 4 - Πξνζνκνίσζε θαη Δμνκνίσζε Γεδνκέλσλ. 

 76 

2

1

( )1
exp

2

N
i i

i

y y x
P y



    
     

     
        (4.3) 

Παξαηεξήζαηε φηη ππάξρεη έλαο παξάγσλ Γy ζε θάζε φξν ηνπ γηλνκέλνπ. Ζ κεγηζηνπνίεζε 

ηεο (4.3) είλαη ηζνδχλακε πξνο ηελ κεγηζηνπνίεζε ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο, ή ηελ ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ αξλεηηθνχ ινγαξίζκνπ ηεο, δειαδή  

 
2

2
1

( )
log

2

N
i i

i

y y x
N y



 
  

  
         (4.4) 

Δθφζνλ νη N, ζ θαη Γy είλαη φιεο ζηαζεξέο, ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο (4.4) είλαη ηζνδχλακε πξνο 

ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο (4.2).  

Σειηθά, ε κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ είλαη εθηίκεζε κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ πξνζ-

δηνξηδφκελσλ παξακέηξσλ, εάλ ηα ζθάικαηα κεηξήζεσλ είλαη αλεμάξηεηα θαη θαλνληθά θα-

ηαλεκεκέλα κε ζηαζεξή ηππηθή απφθιηζε. ΢εκεηψζαηε επίζεο φηη κέρξη ηψξα δελ έρεη γίλεη 

θακία παξαδνρή ζρεηηθά κε ηελ γξακκηθφηεηα ή κε, ηνπ πξνζνκνηψκαηνο y(x; a1 … aM) σο 

πξνο ηηο παξακέηξνπο a1 … aM.  

Οη ππφινηπεο παξάγξαθνη ην παξφληνο ρσξίνπ ζα αθηεξσζνχλ ζε κία ζπδήηεζε επί ηεο πνιχ 

απζηεξήο ππφζεζεο πεξί θαλνληθήο θαηαλνκήο ησλ ζθαικάησλ. Γηα πεξηζζφηεξα απφ 100 

ρξφληα, νη καζεκαηηθνί ζηαηηζηηθνί «έπαηδαλ» κε ην γεγνλφο φηη ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηνπ 

αζξνίζκαηνο ελφο πνιχ κεγάινπ αξηζκνχ κηθηψλ ηπραίσλ απνθιίζεσλ ζρεδφλ πάληα ζπγθιί-

λεη πξνο κία θαλνληθή θαηαλνκή (ην πεξίθεκν θεληξηθό νξηαθό ζεώξεκα). Απηή ε ζρεηηθή 

κνλνκέξεηα ηειηθά ππνβάζκηζε ην γεγνλφο φηη γηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα, ε θαλνληθή θαηαλν-

κή είλαη κάιινλ ε κεξηθή παξά ε γεληθή πεξίπησζε. Γεληθά δηδαζθφκαζηε φηη νη κεηξήζεηο 

θπκαίλνληαη εληφο ζ ηεο αιεζνχο ηηκήο ζην 68% ησλ πεξηπηψζεσλ, εληφο 2ζ ζην 95% ησλ 

πεξηπηψζεσλ θαη εληφο 3ζ ζην 99.7%. Δπεθηείλνληαο, θαλείο ζα αλέκελε φηη κία κέηξεζε ζα 

κπνξνχζε λα είλαη εζθαικέλε θαηά 20ζ κφλν κία θνξά ζηηο 2×10
88

. ΋ινη φκσο νη πεηξακα-

ηηθνί επηζηήκνλεο γλσξίδνπλ φηη απηφ δελ επζηαζεί θαη φηη νη κεγάιεο απνθιίζεηο είλαη πνιχ 
ζπρλφηεξεο απφ απηφλ ηνλ αξηζκφ! 

΢ε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο είλαη εχθνιν λα θαηαλνεζνχλ θαη πνζνηηθνπνηεζνχλ νη απνθιίζεηο 

απφ ηε θαλνληθή θαηαλνκή. ΢ε άιιεο πεξηπηψζεηο απηφ δελ είλαη δπλαηφ, ή ηνπιάρηζηνλ είλαη 

πνιχ δχζθνιν. Σα πεηξακαηηθά δεδνκέλα κεξηθέο θνξέο παξνπζηάδνπλ κεγάια ζθάικαηα, 

ηειεία θαη παχια! Μία ή δχν κεγάιεο απνθιίζεηο ή μεπεηάγκαηα (outliers) κπνξνχλ εχθνια λα 

κεηαηξέςνπλ ηελ πξνζνκνίσζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ελφο θαηά ηα άιια θαινχ ζπλφινπ 

δεδνκέλσλ ζε ζθνππίδηα… Ζ πηζαλφηεηα εκθάληζήο ηνπο ζηελ ππνηηζέκελε Γθανπζζηαλή 

θαηαλνκή είλαη ηφζν κηθξή, ψζηε ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο «πξνηηκά» λα παξα-

κνξθψζεη νιφθιεξν ην πξνζνκνίσκα απφ λα ηα δηνξζψζεη.  

Αληηθείκελν ηεο ιεγφκελεο ζηηβαξήο ζηαηηζηηθήο (robust statistics) είλαη ε αληηκεηψπηζε πε-

ξηπηψζεσλ ζηηο νπνίεο ε Γθανπζζηαλή θαηαλνκή απνηειεί θαθή πξνζέγγηζε γηα ηελ πξνζν-

κνίσζε ησλ δεδνκέλσλ, ή ζε πεξηπηψζεηο πνπ ηα μεπεηάγκαηα είλαη ζεκαληηθά. ΢ηηβαξέο 

ζηαηηζηηθέο κέζνδνη ζα ζπδεηεζνχλ ζην ηέινο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ. Μέρξη ην ζεκείν ε-

θείλν, φιεο νη ζπδεηήζεηο θαη πεξηγξαθέο πνπ ζα γίλνπλ, ζα βαζίδνληαη ζηελ παξαδνρή θαλν-

ληθψλ (Γθανπζζηαλψλ) θαηαλνκψλ γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ πξνζνκνηψκαηνο θαη ηα ζθάικα-

ηα ησλ δεδνκέλσλ.  
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4.3. Προςαρμογό χ2. 

Δάλ θάζε δεχγνο δεδνκέλσλ (xi, yi) έρεη ηελ δηθή ηνπ ηππηθή απφθιηζε ζi, ηφηε ε εμίζσζε (3) 
ηξνπνπνηείηαη ειαθξά:  

2

1

( )1
exp

2

N
i i

i i

y y x
P y



    
     
     

  

Ζ ηξνπνπνίεζε απηή κεηαθέξεηαη άκεζα θαη ζηελ εμίζσζε (4.4) έηζη, ψζηε ε εθηίκεζε ησλ 
παξακέηξσλ ηνπ πξν πξνζνκνηψκαηνο λα γίλεηαη κε ειαρηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο  

2

2 1

1

( ; )N
i i M

i i

y y x a a




 
  

 
        (4.5) 

Παξαγσγίδνληαο ηελ εμίζσζε (4.5) σο πξνο ηηο παξακέηξνπο ai, ιακβάλνκε εμηζψζεηο πνπ 
νθείινπλ λα ηζρχνπλ ζην ζεκείν min(ρ

2
) = 0:  
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( ) ( ; )
0 , 1, ,

N
i i i k

i i k

y y x y x a
k M

a

   
   

  
      (4.6) 

Ζ εμίζσζε (6) δίδεη, ζε γεληθέο γξακκέο, έλα ζχζηεκα M κε γξακκηθψλ εμηζψζεσλ γηα ηηο M 

άγλσζηεο παξακέηξνπο ak. Οη δηαδηθαζίεο πξνζδηνξηζκνχ ησλ βέιηηζησλ παξακέηξσλ πνπ ζα 
πεξηγξαθνχλ ζηα επφκελα ρσξία παξάγνληαη απφ ηελ (4.6) θαη ηηο εμεηδηθεχζεηο ηεο.  

΢ην κέηξν θαηά ην νπνίν ηα ζθάικαηα κέηξεζεο είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, ε ρ
2
 αληη-

ζηνηρεί ζην άζξνηζκα Ν ηεηξαγψλσλ θαλνληθά θαηαλεκεκέλσλ κεγεζψλ, έθαζην θαλνληθν-

πνηεκέλν πξνο κνλαδηαία δηαθχκαλζε. Δάλ νη παξάκεηξνη a1 … aM είλαη βέιηηζηεο, ηφηε νη 

φξνη ηνπ αζξνίζκαηνο δελ είλαη θαζφινπ ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηνη. ΋κσο, γηα πξνζνκνηψκαηα 

γξακκηθά σο πξνο ηηο παξακέηξνπο a, απνδεηθλχεηαη φηη ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηεο κεηα-

βιεηήο ρ
2
 είλαη ε θαηαλνκή-ρ

2
 γηα Ν-Μ βαζκνύο ειεπζεξίαο. ΢πρλά ζεσξείηαη, θαη ζπλήζσο 

δελ είλαη κεγάιν ιάζνο, φηη ε θαηαλνκή- ρ
2
 ηζρχεη αθφκε θαη γηα πξνζνκνηψκαηα πνπ δελ εί-

λαη απζηεξά γξακκηθά σο πξνο ηηο παξακέηξνπο ηνπο.  

Έζησ Q ε πηζαλφηεηα φηη ε ηηκή ρ
2
 ζα μεπεξάζεη κία ζπγθεθξηκέλε ηηκή. Ζ πηζαλφηεηα απηή 

πξνζθέξεη έλα πνζνηηθφ κέηξν ηεο πνηφηεηαο πξνζαξκνγήο! Δάλ ε Q είλαη πνιχ κηθξή γηα 

θάπνην ζπγθεθξηκέλν ζχλνιν δεδνκέλσλ, ηφηε νη παξαηεξνχκελεο απνθιίζεηο κεηαμχ δεδν-

κέλσλ θαη πξνζνκνηψκαηνο δελ κπνξεί λα είλαη ηπραίεο δηαθπκάλζεηο. Δίλαη πνιχ πηζαλφηε-

ξν, α) φηη ην πξνζνκνίσκα είλαη εζθαικέλν (θαη κπνξεί λα απνξξηθζεί ζηαηηζηηθά), ή, β) ηα 

ζθάικαηα κέηξεζεο ζi είλαη θαθνεθηηκεκέλα θαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κεγαιχηεξα απφ ηελ 

νλνκαζηηθή ηνπο ηηκή.  

Έλα ζεκαληηθφ ζεκείν είλαη φηη ε πηζαλφηεηα Q δελ απνηηκά άκεζα ηελ αμηνπηζηία ηεο παξα-

δνρήο φηη ηα ζθάικαηα κέηξεζεο είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα. Απιά ζεσξεί φηη έηζη είλαη. 

΢ε πνιιέο φκσο πεξηπηψζεηο, ηα κε-θαλνληθά θαηαλεκεκέλα ζθάικαηα δεκηνπξγνχλ ζσξεία 

«μεπεηαγκάησλ» ηα νπνία ειαηηψλνπλ ηελ πηζαλφηεηα Q έηζη, ψζηε λα ρξεηαζζεί λα πξνζζέ-

ζνκε κία ηξίηε πεξίπησζε ζηηο πξνεγνχκελεο δχν: ηα ζθάικαηα κέηξεζεο δελ είλαη θαλνληθά 

θαηαλεκεκέλα. Ζ πεξίπησζε απηή είλαη αξθεηά θνηλή, αλ θαη αξθεηά θαινήζεο. Γηα ηνλ ιφγν 

απηφ αξθεηνί πεηξακαηηθνί επηζηήκνλεο είλαη ζπρλά αλεθηηθνί απέλαληη ζε ρακειέο πηζαλφ-

ηεηεο Q, κέρξη ζεκείνπ λα γίλνληαη δεθηά πξνζνκνηψκαηα κε Q > 0:001. Ζ αλνρή απηή δελ 

είλαη θαη ηφζν πνιχ ιαλζαζκέλε… Σα πξαγκαηηθά θαθά πξνζνκνηψκαηα ζπλήζσο απνξξί-
πηνληαη κε πνιχ κηθξφηεξεο ηηκέο Q, ηεο ηάμεο 10

−18
 γηα παξάδεηγκα.  

΢ην αληίζεην άθξν, ζπκβαίλεη ζπρλά ε ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο Q λα είλαη πνιχ κεγάιε, πνιχ 

θνληά ζηελ κνλάδα (βεβαηφηεηα). Απηφ ζπλήζσο είλαη πνιχ θαιφ γηα λα είλαη αιεζηλφ θαη 

ζπλήζσο δελ νθείιεηαη ζε κε-θαλνληθά θαηαλεκεκέλα ζθάικαηα κέηξεζεο. Σα αίηηα ησλ α-
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λεμήγεηα θαιψλ πξνζαξκνγψλ ρ
2
 ζπλήζσο πξέπεη λα αλαδεηεζνχλ ζηνλ παξαηεξεηή ν ν-

πνίνο, κέζα ζε νίζηξν επηζηεκνληθνχ ζπληεξεηηζκνχ ππεξεθηίκεζε ηα ζθάικαηα κέηξεζεο. 

΢ε ζπάληεο πεξηπηψζεηο, νη απίζαλα θαιέο ηηκέο ρ
2
 είλαη ελδεηθηηθέο επηζηεκνληθήο απάηεο: ηα 

δεδνκέλα «καγεηξεχηεθαλ» γηα λα ηαηξηάμνπλ ζην πξνζνκνίσκα πνπ ζηελ πξνθεηκέλε πεξί-

πησζε αληηπξνζσπεχεη ζπλήζσο κία ακθηιεγφκελε ζεσξία ή θάπνην πνιηηηθά/ νηθνλνκηθά 

ππνδεηρζέληα ζηφρν.  

Έλαο θνηλά απνδεθηφο γεληθφο θαλφλαο ιέεη φηη «ηππηθή» ηηκή ρ
2
 γηα κία «κέηξηα» θαιή πξν-

ζνκνίσζε είλαη ρ
2
  λ = Ν – Μ (δει. πεξίπνπ ίζε κε ηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο). Αθξηβέζηεξε 

είλαη ε δήισζε φηη ε ρ
2
 αλακελφκελε ηηκή (κέζν φξν) λ, ηππηθή απφθιηζε (2λ)

1/2
 θαη αζπ-

κπησηηθά, γηα κεγάιν λ, πξνζεγγίδεη ηελ θαλνληθή θαηαλνκή.  

 

4.4. Προςαρμογό ευθεύασ γραμμόσ.  

Θεσξνχκε ην πξφβιεκα ηεο πξνζνκνίσζεο ζπλφινπ Ν δεδνκέλσλ (xi, yi) κε επζεία γξακκή, 
θαηά ηελ έλλνηα:  

( ) ( ; , )y x y x a b a bx           (4.7) 

Σν πξφβιεκα απηφ νλνκάδεηαη γξακκηθή παιηλδξόκεζε (linear regression), φξνο πνπ πξνέξ-

ρεηαη απφ ηηο Οηθνλνκηθέο Δπηζηήκεο. Θεσξνχκε φηη ην ζθάικα ζi πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κέ-

ηξεζε yi είλαη γλσζηφ θαη φηη ηα xi (δει. νη ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο) είλαη αθξηβψο 
γλσζηέο. Ζ ζπλάξηεζε θφζηνπο ρ

2
 ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε γίλεηαη 

2

2

1

( , )
N

i i

i i

y a bx
a b



  
  

 
          (4.8) 

Δάλ ηα ζθάικαηα κέηξεζεο είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, ηφηε ε ζπλάξηεζε (4.5) ζα απν-

θέξεη εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο παξακέηξνπο a θαη b. Δάλ φρη, ηφηε νη εθηη-

κήηξηεο δελ ζα είλαη κέγηζηα πηζαλνθαλείο, αιιά ζα κπνξνχζαλ λα είλαη πξαθηηθά ρξήζηκεο 

εάλ απηφ επηηξέπεηαη απφ ηνπο φξνπο θαη πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνζνκνηνχκελνπ πξνβιήκαηνο. 

Ζ εμίζσζε (4.8) ειαρηζηνπνηείηαη πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξηζζνχλ νη a θαη b. Γηα λα επηηεπ-

ρζεί ην ειάρηζην, νη παξάγσγνη ηεο ρ
2
(a, b) σο πξνο a θαη b νθείινπλ λα κεδελίδνληαη, νπφηε 

ιακβάλνκε. 
2

2
1

2

2
1

0 2

( )
0 2

N
i i

i i

N
i i i

i i

y a bx

a

x y a bx

b













 
  



 
  







       (4.9) 

Οη εμηζψζεηο (4.9) κπνξνχλ λα μαλαγξαθνχλ βνιηθφηεξα, εάλ νξίζνκε ηα αζξνίζκαηα: 

2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1N N N N N
i i i i i

x y xx xy

i i i i ii i i i i

x y x x y
S S S S S

        

           (4.10) 

Με ρξήζε ησλ νξηζκψλ (4.10) νη εμηζψζεηο (4.9) γίλνληαη: 

x y

x xx xy

aS bS S

aS bS S

 

 
         (4.11) 

Οη εμηζψζεηο (4.11) ζπληζηνχλ έλα ζχζηεκα δχν εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο, ην νπνίν 
κπνξεί λα ιπζεί κε ηελ θιαζζηθή κέζνδν Γθανπζζηαλήο απαινηθήο: 
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2 , ,
xx y y xy xy x y

xx x

S S S S SS S S
SS S a b

 
    

 
    (4.12) 

Οη εμηζψζεηο (12) πξνζθέξνπλ ηελ ιχζε γηα ηηο βέιηηζηεο παξακέηξνπο a θαη b. ΢ηελ ζπλέ-

ρεηα πξέπεη λα εθηηκήζνκε ηα πηζαλά ζθάικαηα (αβεβαηφηεηα πξνζδηνξηζκνχ) ησλ εθηηκε-

ηξηψλ a θαη b, δεδνκέλνπ φηη ηα ζθάικαηα κέηξεζεο δελ γίλεηαη λα επηηξέςνπλ αθξηβή (ειεχ-

ζεξν ζθαικάησλ) πξνζδηνξηζκφ ησλ παξακέηξσλ. Δάλ ηα δεδνκέλα είλαη ζηαηηζηηθά αλεμάξ-

ηεηα, ηφηε έθαζην εμ απηψλ ζπλεηζθέξεη ζηελ ζψξεπζε αβεβαηφηεηαο θαηά ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ. Ζ ζεσξία ηεο δηάδνζεο (propagation) ζθαικάησλ δείρλεη φηη ε ζηαηηζηηθή δηα-

θχκαλζε (variance) 
2

f  ζηελ ηηκή νηαζδήπνηε ζπλάξηεζεο είλαη  

2

2 2

1

N

f i

i i

f

y
 



 
  

 
          (4.13) 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, νη παξάγσγνη ησλ a θαη b σο πξνο ηα δεδν-
κέλα yi κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ άκεζα κε ρξήζε ησλ αζξνηζκάησλ (4.10) 

2 2
,xx x i i x

i i i i

S S x Sx Sa b

y y 

  
 

   
       (4.14) 

Δηζάγνληαο ηηο (14) ζηελ (13) ιακβάλνκε ηηο δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκεηξηψλ ησλ παξακέηξσλ 

a θαη b αληίζηνηρα: 

2 2/ , /a xx bS S            (15) 

΋πσο ζα δηαπηζηψζνκε παξαθάησ, ππάξρεη θαη έλα πξφζζεην κέηξν απνηίκεζεο ηεο αβε-

βαηφηεηαο πξνζδηνξηζκνχ ησλ παξακέηξσλ, ε νλνκαδφκελε ζπλδηαθύκαλζε (covariance) ησλ 
a θαη b, ε νπνία, φπσο ζα δεηρζεί, δίδεηαη απφ ηελ ζρέζε 

Cov(a, b) = -Sx / Γ         (4.16) 

Ο ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ηεο αβεβαηφηεηαο ησλ a θαη b είλαη έλαο δείθηεο πνπ θπκαί-

λεηαη κεηαμχ −1 θαη 1 θαη παξάγεηαη απφ ηελ (4.16), 

x
ab

xx

S
r

SS


           (4.17) 

Θεηηθή ηηκή ηνπ rab δείρλεη φηη νη αβεβαηφηεηεο ησλ a θαη b είλαη νκφζεκεο (ζπζρεηίδνληαη), 

ελψ αξλεηηθή ηηκή ζεκαίλεη φηη είλαη εηεξφζεκεο (αληηζπζρεηίδνληαη).  
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4.5. Γενικϊ Ελϊχιςτα Τετρϊγωνα 

Άκεζε γελίθεπζε ηεο αλάιπζεο ηνπ πξνεγνπκέλνπ Μέξνπο 4.4 είλαη ε πξνζνκνίσζε ζπλφ-

ινπ δεδνκέλσλ (xi, yi) κε γξακκηθφ ζπλδπαζκφ νηνπδήπνηε αξηζκνχ Μ ζπλαξηήζεσλ ηνπ x 

θαη φρη κφλν έλα γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ 1 θαη x (δει. a + bx). Γηα παξάδεηγκα, νη ζπλαξ-

ηήζεηο απηέο ζα κπνξνχζαλ λα είλαη 1, x, x
2
, … , x

M−1
, ζηελ νπνία πεξίπησζε ν γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ηνπο  

2 1

1 2 3( ) M

My x a a x a x a x             (4.18) 

είλαη πνιπψλπκν βαζκνχ M − 1. Σνλίδεηαη φηη απηέο νη ζπλαξηήζεηο ηνπ x ζα κπνξνχζαλ λα 

είλαη νηηδήπνηε, φπσο εκίηνλα θαη ζπληκήηνλα ζηελ νπνία πεξίπησζε ν γξακκηθφο ζπλδπα-

ζκφο ηνπο απνηειεί αξκνληθή ζεηξά. Ζ γεληθή κνξθή απηνχ ηνπ ηχπνπ πξνζνκνηψκαηνο είλαη  

1

( ) ( )
M

k k

k

y x a X x


          (4.19) 

φπνπ X1(x),…,XM(x) είλαη νη πεξί σλ ν ιφγνο ζπλαξηήζεηο ηνπ x, θαη απνθαινχληαη ζπλαξηή-

ζεηο βάζεο (basis functions). ΢εκεηψζαηε φηη νη ζπλαξηήζεηο Xk(x) κπνξνχλ λα είλαη κε-

γξακκηθέο, φζν κε-γξακκηθέο επηζπκνχλ λα είλαη! ΢ηελ παξνχζα ζπδήηεζε ν φξνο «γξακκη-

θφηεηα» αλαθέξεηαη κόλν ζηελ εμάξηεζε ηνπ πξνζνκνηψκαηνο απφ ηηο παξακέηξνπο ak. Γηα 

ηέηνηνπ είδνπο γξακκηθά πξνζνκνηψκαηα ε (γεληθεπκέλε) ζπλάξηεζε θφζηνπο είλαη  

2 1

1

( )
M

N
i k k ik

i i

y a X x







 
 
 
 


        (4.20) 

΋πσο θαη πξνεγνπκέλσο, ζi είλαη ην ζθάικα κέηξεζεο (ηππηθή απφθιηζε) ηνπ i–ζηνχ δεδν-

κέλνπ θαη ζεσξείηαη γλσζηφ. Δάλ ηα ζθάικαηα δελ είλαη γλσζηά (φπσο πνιιάθηο ζπκβαίλεη), 

θαη πξνθεηκέλνπ λα πξνρσξήζεη ε αλάιπζε, κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ζηαζεξά, ζ = 1. 

Τπάξρνπλ αξθεηέο δηαθνξεηηθέο ηερληθέο εχξεζεο ηνπ ζπλφινπ παξακέηξσλ πνπ ειαρηζην-

πνηεί ηελ ρ
2
, δχν εθ ησλ νπνίσλ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο θαη ζα ζπδεηεζνχλ ζην παξφλ θεθά-

ιαην. Πξηλ ηηο παξνπζηάζνκε, θαιφ είλαη λα δνζνχλ νξηζκνί θαη λα θαζνξηζηνχλ νη ζπκβνιη-
ζκνί κε ηνπο νπνίνπο ζα ηηο πεξηγξάςνκε.  

Έζησ A πίλαθαο κε δηαζηάζεηο N × M, ηα ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ δνκνχληαη απφ ηηο M ζπλαξ-

ηήζεηο βάζεο εθηηκεκέλεο (ππνινγηζκέλεο) ζηα N ζεκεία xi, θαη απφ N ζθάικαηα κέηξεζεο ζi, 
ζχκθσλα κε ηελ ζρέζε 

( )j i

ij

i

X x
A


 .          (4.21) 

Ο πίλαθα A νλνκάδεηαη πίλαθαο ζρεδηαζκνύ ηνπ αλά ρείξαο πξνβιήκαηνο. ΢ε γεληθέο γξακ-

κέο, ν A έρεη πεξηζζφηεξεο γξακκέο απφ ζηήιεο, N  M, εθφζνλ νθείινπλ λα ππάξρνπλ πε-

ξηζζφηεξα δεδνκέλα απφ ηηο παξακέηξνπο ηνπ πξνζνκνηψκαηνο πξνθεηκέλνπ λα έρεη λφεκα ε 

ιχζε. (΢θεθηείηε φηη κπνξείηε λα πξνζαξκφζεηε κία επζεία ζε δχν κφλν ζεκεία δεδνκέλσλ, 

αιιά δελ έρεη θαλέλα λφεκα, ζηα ίδηα δχν ζεκεία λα πξνζπαζείηε λα πξνζαξκφζηε πνιπψλπ-

κν 4
νπ

 βαζκνχ). Ζ κνξθή ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνχ θαίλεηαη αλαιπηηθά ζηελ (4.22). Σα ζηνη-

ρεία ηνπ πίλαθα πεξηιακβάλνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο ππνινγηζκέλεο ζ’ εθείλεο ηηο ηηκέο ηεο 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο, ζηηο νπνίεο έρνπλ γίλεη κεηξήζεηο ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο, 

θαζψο θαη ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο ησλ αληίζηνηρσλ κεηξήζεσλ ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. 

Οη κεηξήζεηο ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαζ’ εαπηέο, δελ εκθαλίδνληαη ζηνλ πίλαθα ζρεδη-
αζκνχ.  
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1 1 2 1 1

1 1 1

1 2 2 2 2

2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

M

M

N N M N

N N N

X x X x X x

X x X x X x

X x X x X x

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A       (4.22) 

Δπηπιένλ, νξίδνκε ην άλπζκα b κήθνπο N κε ηελ ζρέζε 

i
i

i

y
b


           (4.23) 

θαη δειψλνκε ην Μ-άλπζκα ησλ πξνζδηνξηζηέσλ παξακέηξσλ a1, … , aM, κε ην ζχκβνιν a. 

4.5.1 Επύλυςη με χρόςη Κανονικών Εξιςώςεων 

Σν ειάρηζην ηεο (20) ζα ιακβάλεη ρψξα εθεί φπνπ ε παξάγσγνο ηεο ρ
2
 σο πξνο φιεο ηηο M 

παξακέηξνπο ak εμαθαλίδεηαη. Έηζη, εμεηδηθεχνληαο ηελ εμίζσζε (4.6) ζηελ πεξίπησζε ηνπ 
πξνζνκνηψκαηνο (4.19), ιακβάλνκε ηηο αθφινπζεο M εμηζψζεηο: 

2
1 1

1
0 ( ) ( ), 1, ,

N M

i j j i k i

i ji

y a X x X x k M
 

 
   

 
      (4.24) 

Δλαιιάζζνληαο ηελ ζεηξά ησλ αζξνίζεσλ, ε (4.24) κπνξεί λα γξαθεί σο εμίζσζε πηλάθσλ 

1

M

kj j k

j

A  


           (4.25) 

φπνπ  

2
1

( ) ( )N
j i k i

kj

i i

X x X x
A



         (4.26) 

ή, ηζνδχλακα, [Α] = Α
Τ
·Α ,  έλαο M × M πίλαθαο, θαη  

2
1

( )N
i k i

k

i i

y X x




          (4.27) 

ή, ηζνδχλακα, [β] = Α
Τ
·b ,  έλα άλπζκα κήθνπο M. 

Οη εμηζψζεηο (4.24) ή (4.25) νλνκάδνληαη θαλνληθέο εμηζώζεηο (normal equations) ηνπ πξν-

βιήκαηνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη κπνξνχλ λα επηιπζνχλ σο πξνο ην άλπζκα ησλ παξακέ-

ηξσλ a κε ηππηθέο κεζφδνπο, π.ρ. παξαγνληνπνίεζε LU, παξαγνληνπνίεζε Choleksy, ή απα-

ινηθή Gauss-Jordan. Υξεζηκνπνηψληαο αλπζκαηηθφ ζπκβνιηζκφ, νη θαλνληθέο εμηζψζεηο 

κπνξνχλ λα γξαθνχλ είηε κε ηελ κνξθή  

[ Α ] · a  =  [ β ] ,           (4.28) 

είηε κε ηελ κνξθή 

( Α
Τ
· Α ) · a  =  A

T
· b  

Ο αληίζηξνθνο πίλαθαο 
1[ ]jk jkC A   εμαξηάηαη άκεζα απφ ηηο αβεβαηφηεηεο πξνζδηνξηζκνχ 

ησλ εθηηκψκελσλ παξακέηξσλ a. Πξνθεηκέλνπ λα απνηηκήζνκε απηέο ηηο αβεβαηφηεηεο, ζεσ-
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ξείζηε φηη  

1

2
1 1 1

( )
[ ]

M M N
i k i

j jk k jk

k k i i

y X x
a A C





  

 
   

 
         (4.29) 

θαη φηη ε δηαθχκαλζε ηεο εθηηκήηξηαο aj κπνξεί λα βξεζεί φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο εμίζσζεο 

(4.13) απφ ηελ  
2

2 2

1

( )
N

j

j i

i i

a
a

y
 



 
  

 
 .        (4.30) 

Γεδνκέλνπ φηη ηα ζηνηρεία Ajk είλαη αλεμάξηεηα ησλ yi,  

2
1

( )M
j k i

jk

ki i

a X x
C

y 





 .         (4.31) 

Καηά ζπλέπεηα, κεηά απφ πξάμεηο,  

2

2
1 1 1

( ) ( )
( )

M M N
k i l i

j jk jl

k l k i i

X x X x
a C C

   

 
  

 
  .      (4.32) 

΢ηελ εμίζσζε (4.32), ν φξνο εληφο ησλ αγθπιψλ δελ είλαη παξά ν πίλαθαο [A]. Γεδνκέλνπ φηη 

απηφο πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ αληίζηξνθφ ηνπ [C], ε (4.32) αλάγεηαη απηνκάησο ζηε απιή 
ζρέζε 

2( )j ija C  .          (4.33) 

Με απινχζηεξα ιφγηα, ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ [C] δελ είλαη παξά νη δηαθπκάλζεηο (ηεηξα-

γσληζκέλεο αβεβαηφηεηεο) ησλ πξνζδηνξηζηέσλ παξακέηξσλ a. Σνχηνπ δνζέληνο, δελ ζα πξέ-

πεη λα απνηειεί έθπιεμε ην γεγνλφο φηη ηα εθηφο δηαγσλίνπ ζηνηρεία ηνπ Cjk είλαη νη ζπλ-
δηαθπκάλζεηο κεηαμχ ησλ παξακέηξσλ aj and ak. 

Απφ πξαθηηθή άπνςε, δεδνκέλνπ φηη ζπλήζσο επηζπκνχκε λα ππνινγίζνκε φρη κφλν ηελ ιχ-

ζε a αιιά θαη ηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο [C], είλαη πνιχ βνιηθφ λα ρξεζηκνπνηήζνκε απαινηθή 

Gauss-Jordan. Δάλ δελ ππάξρεη απαίηεζε ππνινγηζκνχ ηνπ πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο, ε ηαρχ-

ηεξε κέζνδνο είλαη ε παξαγνληνπνίεζε LU, ρσξίο ππνινγηζκφ ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα. Θε-

σξεηηθά, εθφζνλ ν A
T
 A  είλαη ζεηηθφο νξηζκέλνο, ε απνζχλζεζε (παξαγνληνπνίεζε Chole-

sky) ζα ήηαλ ν πιένλ απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο επίιπζεο ησλ θαλνληθψλ εμηζψζεσλ. ΢ηελ 

πξάμε φκσο, ε απαινηθή Gauss-Jordan είλαη επαξθήο.  

Σέινο, επηζεκαίλεηαη φηη ε ιχζε ησλ πξνβιεκάησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ απ’ επζείαο απφ 

ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο ππφθεηηαη ζε (ζρεηηθά ζεκαληηθά) ζθάικαηα ζηξνγγχιεπζεο. Μία 

ελαιιαθηηθή κέζνδνο, θαη ζπλήζσο πξνηηκεηέα, πεξηιακβάλεη παξαγνληνπνίεζε QR ηνπ πί-

λαθα ζρεδηαζκνχ A. ΢ηελ ζπλέρεηα απηήο ηεο ζπδήηεζεο ζα δνχκε θαη νξηζκέλεο άιιεο δπ-

ζθνιίεο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, ε ζεξαπεία γηα ηα νπνία είλαη ε απν-

ζύλζεζε ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (singular value decomposition SVD). ΋πσο ζα δνχκε, ε SVD ζε-

ξαπεχεη θαη ην πξφβιεκα ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγχιεπζεο, θαη γηα ηνλ ιφγν απηφ ζπλίζηαηαη 
γηα φια, εθηφο απφ ηα επθνιφηεξα θπζηθά πξνβιήκαηα…  

4.5.2. Επύλυςη με χρόςη Αποςύνθεςησ Ιδιαζουςών Τιμών.  

΢ε αξθεηέο πεξηπηψζεηο, νη θαλνληθέο εμηζψζεηο αληηκεησπίδνπλ ην πξφβιεκα ησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ κε επάξθεηα. ΢ε πνιιέο φκσο πεξηπηψζεηο, νη θαλνληθέο εμηζψζεηο νδεγνχλ ζε 

πίλαθεο ζρεδφλ ηδηάδνληεο, νη νπνίνη δελ κπνξνχλ λα αληηζηξαθνχλ (φηαλ θαηά ηελ δηάξθεηα 

ηεο επίιπζεο ζρεκαηίδνληαη κεδεληθά νδεγά ζηνηρεία), ε αληηζηξέθνληαη αζηαζψο (φηαλ 

ζρεκαηίδνληαη πνιχ κηθξά νδεγά ζηνηρεία). ΢ηελ δεχηεξε θαη ζπλεζέζηεξε πεξίπησζε νη πα-
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ξάκεηξνη ak εκθαλίδνπλ αθχζηθα κεγάια κεγέζε πνπ ππνινγίδνληαη κε ηέηνην ηξφπν, ψζηε λα 

αιιεινεμνπδεηεξψλνληαη θαηά ηελ απνηίκεζε ηνπ πξνζνκνηψκαηνο.  

Ο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ζπκβαίλεη θάηη ηέηνην είλαη δηφηη, ζπρλφηεξα απφ φηη ν κέζνο αλαιπηήο 

ζέιεη λα παξαδερζεί, ηα δεδνκέλα δελ κπνξνχλ λα δηαθξίλνπλ κεηαμχ δχν ή πεξηζζνηέξσλ 

απφ ηηο ζπλαξηήζεηο βάζεο. Απινχζηεξα, ην πξνζνκνίσκα δελ είλαη αθξηβψο θαηάιιειν γηα 

ηα δεδνκέλα. Δάλ δχν ηέηνηεο ζπλαξηήζεηο βάζεο, ή γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ζπλαξηήζεσλ 

βάζεο ζπκβαίλεη λα πεξηγξάθνπλ (πξνζαξκφδνληαη) ζηα δεδνκέλα εμ ίζνπ θαιά (ή εμ ίζνπ 

θαθά), ηφηε δχν ή πεξηζζφηεξεο εμηζψζεηο θαζίζηαληαη γξακκηθά εμαξηεκέλεο θαη ν πίλαθαο 

[Α] απηνθηνλεί θαζηζηάκελνο ηδηάδσλ. Ίζσο είλαη (καζεκαηηθά) εηξσληθφ ην γεγνλφο φηη ηα 

πξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κπνξνχλ λα είλαη ηαπηόρξνλα ππεξθαζνξηζκέλα (overde-

termined φπνπ ν αξηζκφο ησλ δεδνκέλσλ μεπεξλά ηνλ αξηζκφ ησλ παξακέηξσλ) θαη αηειώο 

νξηζκέλα (underdetermined ηθαλνπνηείηαη απφ δηαθνξεηηθνχο ζπλδπαζκνχο παξακέηξσλ). Ζ 

δεχηεξε πεξίπησζε (αβεβαηφηεηα σο πξνο βέιηηζηεο παξακέηξνπο) είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιν 
λα εληνπηζζεί εθ ησλ πξνηέξσλ ζε ζχλζεηα θαη πνιχπινθα θπζηθά πξνβιήκαηα.  

Πνιιά απφ ηα αλσηέξσ πξνβιήκαηα κπνξνχλ λα αληηκεησπηζζνχλ κε ηελ Απνζχλζεζε Ηδηα-

δνπζψλ Σηκψλ (SVD), ε νπνία γηα ηνλ πίλαθα ζρεδηαζκνχ γξάθεηαη 

Α = U·S·V
T
 

A
-1

 = V·S
-1

·U
T
 = V·diag(1/s i)·U

T
 

Σν πξφβιεκα πξνζδηνξηζκνχ ησλ παξακέηξσλ a κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εμήο:  

Να επξεζεί άλπζκα  a πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ ρ
2
 = |Α·a – b|

2
   (4.34) 

Δάλ ην άλπζκα U(i), i = 1,…, M δειψλεη ηηο ζηήιεο ηνχ πίλαθα U (εθάζηε εθ ησλ νπνίσλ είλαη 

άλπζκα κήθνπο N), θαη ην άλπζκα V(i), i = 1,…, M δειψλεη ηηο ζηήιεο ηνπ  V (εθάζηε εθ ησλ 

νπνίσλ είλαη άλπζκα κήθνπο M), ηφηε ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ειάρηζησλ ηεηξαγψλσλ 
(4.34) κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο, 

( )1

( ) ( ) ( )

1

1
diag ( )

M
i

i i i

ii is s





   
         

   


U b
a A b V U b V    (4.35) 

φπνπ si είλαη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο.  

΢ηελ πεξίπησζε ελφο ππεξθαζνξηζκέλνπ ζπζηήκαηνο, ε ιχζε (4.35) είλαη βέιηηζηε θαηά ηελ 

έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. ΢ηελ πεξίπησζε ελφο αηειψο νξηζκέλνπ ζπζηήκαηνο, ε 

SVD πξνζθέξεη κία ιχζε ηεο νπνίαο νη ηηκέο (νη παξάκεηξνη ak) είλαη νη κηθξφηεξεο δπλαηέο 

θαηά ηελ έλλνηα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ· ζηελ πεξίπησζε απηή, φηαλ θάπνηνο ζπλδπα-

ζκφο ζπλαξηήζεσλ βάζεο είλαη άζρεηνο πξνο ηα δεδνκέλα, ηφηε απηφο ζα ζπκπηεζζεί πξνο 

κία κηθξή, κε αμηνινγήζηκε ηδηάδνπζα ηηκή, αληί λα θνπζθψζεη αθχζηθα. 

Ζ εμίζσζε (4.35) ιέεη φηη νη παξάκεηξνη a είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ ζηειψλ ηνπ V, κε 

ζπληειεζηέο πξνθχπηνληεο απφ ην εζσηεξηθφ γηλφκελν ησλ ζηειψλ ηνπ U κε ην ζηαζκηζκέλν 

άλπζκα δεδνκέλσλ (4.23). Μπνξεί επίζεο λα απνδεηρζεί φηη ηα ηππηθά (πηζαλά) ζθάικαηα 

ησλ πξνζδηνξηζηέσλ παξακέηξσλ είλαη επίζεο γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ ζηειψλ ηνπ V. Ζ 

εμίζσζε (4.35) κπνξεί λα γξαθεί κε ηξφπν πνπ λα δείρλεη απηά ηα ζθάικαηα σο  

( )

( ) (1) ( )

1 1

1 1M
i

i M

i i Ms s s

  
     

  


U b
a V V V .     (4.36) 

΢ηελ (4.36), θάζε  αθνινπζείηαη απφ ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο i-ζηεο παξακέηξνπ. Οη ηππη-

θέο απνθιίζεηο είλαη φιεο ακνηβαία αλεμάξηεηεο (αζπζρέηηζηεο). Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη ηα α-

λχζκαηα V(i) είλαη ηαπηνρξφλσο θαη θχξηνη άμνλεο ηνπ ειιεηςνεηδνχο ζθάικαηνο ησλ παξα-

κέηξσλ a. Απφ ηελ (4.36) πξνθχπηεη φηη δηαθχκαλζε κίαο παξακέηξνπ aj δίδεηαη απφ ηελ  
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2

2
2

( )2
1 1

1
( )

M M
ji

j i j
i ii i

V
a

s s


 

 
     

 
 V ,       (4.37) 

ζρέζε πνπ είλαη ηαπηφζεκε κε ηελ (4.32). Οη ζπλδηαθπκάλζεηο ησλ παξακέηξσλ, θαη’ αληη-

ζηνηρία πξνο ηα αλσηέξσ δίδνληαη απφ ηελ ζρέζε 

2
1

Cov( , )
M

ji ki

j k

i i

V V
a a

s

 
  

 
 .        (4.38) 

΢ηελ εηζαγσγή ηνπ παξφληνο ρσξίνπ ζεκεηψζεθε φηη επίιπζε κε θαλνληθέο εμηζψζεηο κπνξεί 

λα απνηχρεη ιφγσ θάπνηνπ κεδεληθνχ νδεγνχ ζηνηρείνπ. Σψξα ζα εμεγήζνκε πσο ε SVD με-

πεξλά απηφ ην πξφβιεκα. Δάλ κία ηδηάδνπζα ηηκή si είλαη κεδεληθή, ε αληίζηξνθή ηεο ζηελ 

εμίζσζε (4.36) κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε κεδέλ, αληί λα αθεζεί λα κεηαπεδήζεη ζην άπεη-

ξν. Ζ πξάμε απηή ηζνδπλακεί κε ην λα αληηθαηαζηήζνκε κία απφ ηηο πξνζδηνξηζηέεο παξακέ-

ηξνπο a κε κεδέλ, παξά λα ηελ αθήζνκε λα εθθπιηζζεί. Δπηπιένλ, εάλ κία ηδηάδνπζα ηηκή si 

είλαη κε-κεδεληθή αιιά πνιχ κηθξή, ε αληίζηξνθή ηεο κπνξεί επίζεο λα αληηθαηαζηαζεί κε 

κεδέλ εθφζνλ ε πνιχ κηθξή ηηκή ηεο δείρλεη φηη είλαη άζρεηε κε ηα δεδνκέλα, πηζαλψο ηερλε-

ηφ απνηέιεζκα ζθαικάησλ ζηξνγγχιεπζεο θαη φρη θάπνηα αμηφινγε παξάκεηξνο. Φπζηθά, 

ζηελ πεξίπησζε απηή ηίζεηαη ην εχινγν εξψηεκα: «πφζν κηθξή είλαη κία κηθξή ηηκή;» Μία 

ινγηθή απάληεζε είλαη λα απνθιείζνκε (κεδελίζνκε) φιεο ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο ησλ νπνίσλ ν 

ιφγνο πξνο ηελ κέγηζηε (πξψηε) ηδηάδνπζα ηηκή είλαη κηθξφηεξνο απφ N θνξέο ηελ αθξίβεηα 

ηεο ππνινγηζηηθήο κεραλήο ε, ή απφ N .  

Τπάξρεη έλαο αθφκε ιφγνο γηα λα απαιείςνκε (κεδελίζνκε) πξόζζεηεο ηδηάδνπζεο ηηκέο, α-

θφκε θαη ηφζν κεγάιεο, ψζηε ην ζθάικα ζηξνγγχιεπζεο λα κελ απνηειεί πξφβιεκα. Ζ SVD 

έρεη ηέηνηεο ηδηφηεηεο νη νπνίεο καο επηηξέπνπλ λα αλαγλσξίδνκε γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο 

παξακέηξσλ πνπ έρνπλ πεξηνξηζκέλε, ή θαη θαζφινπ επηξξνή ζηα δεδνκέλα θαη δελ ζπκβάι-

ινπλ ζηελ ειάηησζε ηεο ρ
2
 (άζρεηεο ηδηάδνπζεο ηηκέο). Ζ απαινηθή ηέηνησλ παξακέηξσλ κπν-

ξεί, κεξηθέο θνξέο, λα ειαηηψζεη ζεκαληηθά ην ζθάικα πξνζδηνξηζκνχ ησλ παξακέηξσλ, ηελ 
ζηηγκή πνπ ην ειάρηζην ηεο ρ

2
 ζα απμεζεί αζήκαληα.  

΢ε γεληθέο γξακκέο, ε SVD είλαη ρξεζηκφηεξε θαη αζθαιέζηεξε κέζνδνο επίιπζεο πξνβιε-

κάησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ απφ ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο. Σν κφλν ζεκαληηθφ κεηνλέθηεκά 

ηεο είλαη φηη απαηηεί πεξηζζφηεξε κλήκε θαη ππνινγηζηηθή πξνζπάζεηα θαη είλαη πνιχ πη αξγή 

απφ ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο. Παξ’ φια απηά, ην κεγαιχηεξν πιενλέθηεκά ηεο, φηη δειαδή 

(ζεσξεηηθά) δελ κπνξεί λα αζηνρήζεη, πεξηζζφηεξν απφ αληηζηαζκίδεη ην κεηνλέθηεκα ηεο ηα-

ρχηεηαο.  

5.3. Πολυδιϊςτατα Προςομοιώματα 

Δάλ ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή y είλαη ζπλάξηεζε πεξηζζνηέξσλ ηεο κίαο κεηαβιεηψλ, γηα πα-

ξάδεηγκα ελφο αλύζκαηνο κεηαβιεηψλ x, ηφηε νη ζπλαξηήζεηο βάζεο ζα είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ 

αλχζκαηνο, X1(x) ,…, XM(x). Ζ ζπλάξηεζε θφζηνπο ρ
2
 ζα είλαη, ζηελ πεξίπησζε απηή,  

2 1

1

( )
M

N
i k k ik

i i

y a X







 
 
 
 




x
 

΋ιε ε πξνεγνχκελε ζπδήηεζε εμαθνινπζεί λα ηζρχεη απαξάιιαθηε, κε ηελ κεηαβιεηή x λα 

αληηθαζίζηαηαη απφ ην x.  
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4.6 Μη-Γραμμικϊ Ελϊχιςτα Τετρϊγωνα: Ειςαγωγό ςτην Αντιςτροφό 
Γεωφυςικών Δεδομϋνων. 

 

4.6.1. Η Μαγνητοτελλουρικό Μϋθοδοσ ςε ςτρωματοειδεύσ δομϋσ 

Σν αληίζηξνθν πξφβιεκα, δειαδή ε θαηαζθεπή θπζηθψο απνδεθηψλ ιχζεσλ ηεο θαηαλνκήο 

ησλ θπζηθψλ παξακέηξσλ ηνπ ζηεξενχ θινηνχ, νη νπνίεο εξκελεχνπλ ηελ παξαηήξεζε θαη 

ππαθνχνπλ δεδνκέλνπο θπζηθνχο πεξηνξηζκνχο (αλαιπηηθνχο ή εκπεηξηθνχο), είλαη ίζσο ην 

δπζθνιφηεξν πξφβιεκα ηεο γεσθπζηθήο επηζηήκεο. Δηο ην παξφλ ζα επηρεηξεζεί κία εηζαγσ-

γή ζηηο έλλνηεο θαη ηελ θηινζνθία ηνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο. Αλ θαη ζα ζπδεηήζνπκε ην 

καγλεηνηειινπξηθφ αληίζηξνθν πξφβιεκα, ηα αθφινπζα ηζρχνπλ, κε ηηο θαηάιιειεο πξν-

ζαξκνγέο, γηα φιεο ηηο γεσθπζηθέο (θαη φρη κφλνλ) κεζφδνπο, νη νπνίεο απαηηνχλ ηελ αληηκε-
ηψπηζε παξνκνίσλ πξνβιεκάησλ. 

Σν αληίζηξνθν πξφβιεκα δηαηππψλεηαη σο εμήο. Γεδνκέλσλ:  

 ησλ θπζηθψλ λφκσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ζπρλνηηθά εμαξηψκελε δηάδνζε επηπέδσλ ειε-

θηξνκαγλεηηθψλ θπκάησλ εληφο πεπεξαζκέλσλ, πιεπξηθά νκνγελψλ θαη θαηαθνξχθσο α-
ληζνηξνπηθψλ αγσγψλ, θαη  

 ηεο παξαηεξεζείζαο, ζπρλνηηθά εμαξηψκελεο απφθξηζεο ηεο Γεο ζε δηέγεξζε δη’ επηπέδσλ 
ειεθηξνκαγλεηηθψλ θπκάησλ,  

 λα θαηαζθεπαζζεί ε ζηξσκαηνεηδήο δνκή ηεο Γεο πνπ αλαπαξάγεη θαη εξκελεχεη ηελ πα-
ξαηήξεζε.  

΢ην (κνλνδηάζηαην) ΜΣ πξφβιεκα παξαηήξεζε είλαη ε θαηλφκελε εκπέδεζε Ž(σ) θαη δεηεί-

ηαη λα θαηαζθεπαζζεί ε ζπλάξηεζε ζ(z) νχησο, ψζηε 

F{ζ(z)}  Ž(σ)  

φπνπ F είλαη o λφκνο πνπ δηέπεη ηελ απεηθφληζε ηεο γεσειεθηξηθήο δνκήο ζε Μαγλεηνηει-

ινπξηθή εκπέδεζε (ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε νη εμηζψζεηο ηνπ Maxwell). Πξνο ην παξφλ 

ζα ππνζέζνπκε φηη ε ιχζε ζ(z) πνπ ςάρλνπκε ππάξρεη
10

. Σν επφκελν εξψηεκα πνπ νθείιεη λα 

απαληεζεί είλαη:  

 

                                                
10

 Σν πξφβιεκα ηεο χπαξμεο ιχζεσλ ζπκπνζνχηαη ζην εξψηεκα "Γεδνκέλνπ ηνπ λφκνπ F θαη ηεο 

παξαηεξεζείζαο απφθξηζεο Ž(σ), ππάξρεη θπζηθή γεσειεθηξηθή δνκή πεξηγξάςηκε κε ζπλάξηεζε 
ζ(z), ε νπνία λα παξάγεη ηελ Ε(σ);" Σν πξφβιεκα έρεη ηχρεη πιήξνπο θαη ηθαλνπνηεηηθήο απάληεζεο, 

αθνχ ε αλαιπηηθή έθθξαζε ηεο εκπέδεζεο επηηξέπεη ηελ θαηαζθεπή ζπλζεθψλ αλαγθαίσλ (Weidelt, 

1972) θαη ηθαλψλ θαη αλαγθαίσλ (Parker, 1980) γηα ηελ χπαξμε θπζηθψλ ιχζεσλ ηνπ αληηζηξφθνπ 

πξνβιήκαηνο. Γεδνκέλεο ηεο δπζθνιίαο ηνπ πξνβιήκαηνο, δελ ζα ππεηζέιζνπκε ζηελ αλάιπζε ησλ 
ζπλζεθψλ χπαξμεο, ζεκεηψλνπκε φκσο φηη ην ελδερφκελν αλππαξμίαο ιχζεσλ είλαη πξαγκαηηθφ θαη 

επίζεο ζπλαξηάηαη απφ ηελ πνηφηεηα εθηίκεζεο ηεο Ž(σ), δεδνκέλνπ φηη απηή γίλεηαη ζε θαζεζηψο 

ζνξχβνπ θαη ζα ππάξρνπλ ζθάικαηα, (βι. θαησηέξσ), ηα νπνία, ζηελ ρεηξφηεξε πεξίπησζε θαζηζηνχλ 
ηελ θπζηθή ζπλάξηεζε ζ(z) κε παξαηεξήζηκε θαη/ή απνιήςηκε. Δλδερνκέλσο, ππάξρνπλ παξακνξ-

θψζεηο ηεο απφθξηζεο ιφγσ αλζξσπνγελψλ παξεκβνιψλ, ηδίσο πιεζίνλ βηνκεραληθψλ πεξηνρψλ, α-

ζπκβίβαζηεο κε θπζηθψο απνδεθηέο θαηαλνκέο ηεο αγσγηκφηεηαο. ΢ηελ πεξίπησζε χπαξμεο ιχζεσλ 

ζε πεξηζζφηεξεο ηεο κηαο δηαζηάζεηο, νθείινπκε επεθηείλνπκε ηεο εξκελεπηηθή καο πξνζπάζεηα πέ-
ξαλ ηεο κνλνδηάζηαηεο αληηζηξνθήο, ρξεζηκνπνηψληαο ηερληθέο θαηάιιειεο γηα πνιπδηάζηαηεο δνκέο.  
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Εηθόλα 4.1. Ζ ζχγρξνλε ηερλνινγία παξέρεη ζηνλ παξαηεξεηή ηελ δπλαηφηεηα παξαηήξεζεο ηεο πξαγκαηηθήο 

ζπλάξηεζεο ξα(z,σ), ππφ ηελ κνξθή δηαθξηηψλ δεηγκάησλ, έθαζην ησλ νπνίσλ εθηηκάηαη κε δεδνκέλε αβεβαηφ-

ηεηα. Ζ αιεζήο θακπχιε είλαη ζπλερήο κε ηελ απφιπηε θαη καζεκαηηθή έλλνηα ηνπ φξνπ θαη, σο εθ ηνχηνπ, καο 

είλαη αδχλαηνλ λα ηελ πξνζεγγίζνπκε αθξηβψο, κε πινπνηήζηκεο (εθηθηέο) θαζκαηηθέο ππθλφηεηεο δεηγκαηνιε-

ςίαο. Σν κέγεζνο ηεο αβεβαηφηεηαο ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο παξαηεξνχκελεο θακπχιεο ξα(z,σ) επεξεάδεη βαζχηα-

ηα ηελ εξκελεία. ΋ζν κεγαιχηεξα είλαη ηα ζθάικαηα, ηφζν πεξηζζφηεξεο νηθνγέλεηεο ιχζεσλ είλαη δπλαηφλ λα 

γίλνπλ απνδεθηέο. 

 

 

Μνλαδηθόηεηα ιύζεωλ: Έζησ όηη ππάξρεη ιύζε ζ(z) ηνπ κνλνδηάζηαηνπ αληίζηξνθνπ πξν-

βιήκαηνο. Τόηε πξνθύπηεη ην εξώηεκα: Mήπσο ππάξρνπλ πνιιέο ελαιιαθηηθέο ζπλαξηήζεηο 

ζ(z) νη νπνίεο αλαπαξάγνπλ εμ ίζνπ θαιά ηελ παξαηήξεζε; 

Σν εξψηεκα απηφ έρεη ηχρεη ζεσξεηηθήο απάληεζεο, ε νπνία είλαη κάιινλ απνγνεηεπηηθή. 

Έρεη δεηρζεί φηη γηα αιάζεηεο παξαηεξήζεηο (ειεχζεξεο ζνξχβνπ θαη ζθαικάησλ), θαιχπηνπ-

ζεο φιεο ηηο ζπρλφηεηεο ζην δηάζηεκα [0,), ε ιχζε ζ(z), αλ ππάξρεη, είλαη κνλαδηθή θαη νξί-

δεη ακθηκνλνζεκάλησο ηελ πξαγκαηηθή γεσειεθηξηθή δνκή. Σν απηφ ηζρχεη θαη ζηελ πεξί-

πησζε πνπ ππάξρνπλ αιάζεηεο παξαηεξήζεηο γηα φιεο ηηο ζπρλφηεηεο σ[σ1 ,σ2], δηφηη ε 

απφθξηζε Ε(σ) είλαη αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ηεο ζπρλφηεηαο θαη ζπλεπψο, αλ είλαη γλσζηή ζε 

νπνηνδήπνηε πεπεξαζκέλν δηάζηεκα [σ1,σ2], κπνξεί λα θαηαζθεπαζζεί αλαιπηηθά γηα νπνηα-

δήπνηε ζπρλφηεηα σ[0,0]. Ζ πιήξεο γλψζε ηεο εκπέδεζεο Ε(σ) ζε νπνηνδήπνηε πεπεξα-
ζκέλν δηάζηεκα ζπρλνηήησλ, ζπλεπάγεηαη θαη ηελ κνλαδηθφηεηα ηνπ ζ(z).  

Ζ ζεσξεηηθή απηή απάληεζε έρεη κφλν αθαδεκατθή αμία δηφηη, πξνθαλψο, νη αλσηέξσ ζπλ-

ζήθεο είλαη αδχλαην λα πινπνηεζνχλ. ΢ε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο, δελ ππάξρεη πνηέ κνλαδηθή 

ιχζε ζε έλα πξφβιεκα εξκελείαο. Ζ ΜΣ κεηξήζεηο ιακβάλνπλ ρψξα ζε πεξηβάιινλ θπζηθνχ 

θαη αλζξσπνγελνχο ζνξχβνπ, ν νπνίνο ζε θακία πεξίπησζε δελ επηηξέπεη ηνλ πξνζδηνξηζκφ 

ηεο πξαγκαηηθήο ηηκήο ηεο ΜΣ απφθξηζεο ζε έλα ηφπν θαη εηζάγεη κεξνιεςία θαη αβεβαηφηε-

ηα (ζθάικα). Ζ κεηξνχκελε ΜΣ απφθξηζε πινπνηείηαη σο πεπεξαζκέλε ζεηξά Ž(λ), 

λ=1,…,Ν εθ δηαθξηηώλ εθηηκεηξηώλ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηεο πξαγκαηηθήο θαηλφκελεο ε-

κπέδεζεο Εα(), εθάζηε ησλ νπνίσλ ππάξρεη κε κεξνιεςία (bias) αγλψζηνπ κεγέζνπο θαη 
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αβεβαηφηεηα ζέζεο ΓŽ(λ) γχξσ απφ ηελ Ž(λ). Απηέο ζέηνπλ κφλνλ 2Ν πεξηνξηζκνχο ζηελ 

άγλσζηε ζπλάξηεζε εκπέδεζεο Ε(), ήηνη Ν πεξηνξηζκνχο γηα ην πξαγκαηηθφ θαη Ν γηα ην 

θαληαζηηθφ κέξνο, ή, ηζνδπλάκσο, Ν πεξηνξηζκνχο γηα ηελ θαηλφκελε εηδηθή αληίζηαζε, (π.ρ. 

βι. εηθφλα 1 αξηζηεξά) θαη Ν πεξηνξηζκνχο γηα ηελ θάζε. Ζ πνηφηεηα ηεο παξαηήξεζεο είλαη 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζθάικαηνο ΓŽ(λ). Λφγσ ηεο δηαθξηηήο θχζεο ηεο 

κέηξεζεο θαη ηεο χπαξμεο ζθαικάησλ, ππάξρνπλ άπεηξνη ηξφπνη παξεκβνιήο κεηαμχ ησλ 

εθηηκεηξηψλ ηεο εκπέδεζεο (δεηγκάησλ), νη νπνίνη, βεβαίσο, ζα νδεγήζνπλ ζε άπεηξεο δηα-

θνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο ηεο αγσγηκφηεηαο. Ζ κε κνλαδηθφηεηα ηεο ιχζεο πεξαηηέ-

ξσ εμαζθαιίδεηαη φηαλ ε πνηφηεηα ηεο παξαηήξεζεο είλαη πησρή, φπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 

1 (δεμηά), φπνπ νη δχν ζπλαξηήζεηο ξ
(1)

() θαη ξ
(2)

() είλαη εμ ίζνπ απνδεθηέο εξκελείεο εθφ-

ζνλ ππάξρνπλ εληφο ησλ νξίσλ αβεβαηφηεηαο (είλαη δειαδή κηθξφηεξεο ησλ ζθαικάησλ). 

Αλαγθαδφκαζηε ινηπφλ λα ζπκπεξάλνπκε φηη αλ ππάξρεη κία ζπλάξηεζε Ε΄(λ) ε νπνία εμε-

γεί ηελ παξαηήξεζε, ζα ππάξρνπλ θαη άιιεο, νη νπνίεο ηελ εμεγνχλ εμ ίζνπ θαιά. ΢ηελ ρεη-

ξφηεξε πεξίπησζε, νη ζπλαξηήζεηο απηέο ζα είλαη ηειείσο δηαθνξεηηθέο. Γεδνκέλσλ ησλ α-

λσηέξσ, ε πξαθηηθή αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εξκελείαο ζθνπφ έρεη ηελ εμαγσγή 

θάζε ρξήζηκεο πιεξνθνξίαο θαη ζπκπεξάζκαηνο απφ ηελ παξαηήξεζε, έζησ θαη αλ ε πξν-

θξηλφκελε ιχζε είλαη κε κνλαδηθή. Ζ κε κνλαδηθφηεηα ηεο ιχζεο δελ ζεκαίλεη κε θαλέλα 

ηξφπν ηελ αδπλακία πξνζδηνξηζκνχ ηεο γεσειεθηξηθήο δνκήο, δηφηη ζε θαλνληθέο ζπλζήθεο, 

ε θαζκαηηθή ππθλφηεηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο είλαη επαξθήο, ε κεξνιεςία θαηέξρεηαη ζηα επί-

πεδα ησλ ηπραίσλ ζθαικάησλ θαη ηα πεξηζψξηα ζθάικαηνο ππφ έιεγρν, νχησο ψζηε, νη δπλα-

ηέο ιχζεηο λα αλήθνπλ ζηελ απηή νηθνγέλεηα. Οθείινπκε φκσο λα αλαγλσξίδνπκε φηη ε πξν-

θξηλφκελε ιχζε ζα είλαη έλα ίλδαικα, έλα πξνζνκνίσκα πνπ ζα παξέρεη ηελ πηζαλνθαλέζηε-

ξε εμήγεζε ηεο παξαηήξεζεο, δειαδή απηή πνπ ζα ειαρηζηνπνηεί ηελ απφθιηζε κεηαμχ ησλ 

εθηηκεηξηψλ Ž(λ) θαη ηεο πξνηεηλφκελεο εξκελεπηηθήο απφθξηζεο Ε΄(λ) .  

 

 

4.6.2. Καταςκευό λύςεων.  

Απηή ε ζπληζηψζα ηνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο έρεη ζπγθεληξψζεη ηελ κεγαιχηεξε πξν-

ζνρή θαη πιένλ ελδειερή δηεξεχλεζε, αθνχ άιισζηε ε θαηαζθεπή εξκελείαο είλαη ην άιαο 

θαη ν ζθνπφο θάζε γεσθπζηθήο θαη κε δηαζθφπεζεο.  Ζ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

απιή: "Γεδνκέλσλ Ν αθξηβώλ ή αλαθξηβώλ εθηηκεηξηώλ Ž(λ) ηεο πξαγκαηηθήο θαηλόκελεο 

εηδηθήο αληίζηαζεο ηεο Γεο, λα επξεζεί ε ζπλάξηεζε (ή ζπλαξηήζεηο) ζ(z) ε νπνία επαξθώο α-

λαπαξάγεη ηελ Ž(λ). 

 

Ζ απάληεζε ζην πξφβιεκα ηεο θαηαζθεπήο ιχζεσλ είλαη δχζθνιε θαη έρεη επηρεηξεζεί απφ 

ζεκαληηθφ αξηζκφ εξεπλεηψλ, νη νπνίνη παξήγαγαλ ζεκαληηθφ αξηζκφ αιγνξίζκσλ. ΢ε γελη-

θέο γξακκέο, θάζε αιγφξηζκνο έρεη ηελ δπλαηφηεηα λα θαηαζθεπάδεη έλα ζπγθεθξηκέλν "ηχ-

πν" ιχζεσλ θαη φινη καδί θαιχπηνπλ επξχηαην θάζκα θηινζνθηθψλ πξνζεγγίζεσλ θαη καζε-

καηηθψλ κεζνδνινγηψλ. Οη δπζθνιφηεξνη, αιιά θαη πιένλ αμηφπηζηνη, είλαη νη θαζαξψο αλα-

ιπηηθνί αιγφξηζκνη, νη νπνίνη ππαθνχνπλ φινπο ηνπο αλαιπηηθνχο θαη θπζηθνχο πεξηνξηζκνχο 

ηνπ δηέπνληνο λφκνπ. ΢ην άιιν άθξν ηνπ θάζκαηνο αλήθνπλ νη θαζαξψο ζηαηηζηηθνί αιγφ-

ξηζκνη (π.ρ. Monte Carlo), νη νπνίνη ςάρλνπλ θπξηνιεθηηθψο ζηελ ηχρε, λα εχξνπλ ηηο νηθνγέ-

λεηεο ζπλαξηήζεσλ ζ(z), νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηελ παξαηήξεζε. Δλδηακέζσο ππάξρνπλ δηά-

θνξεο θαηεγνξίεο απινπνηεκέλσλ αλαιπηηθψλ αιγνξίζκσλ, θαζψο θαη πβξηδίσλ ηνπ είδνπο 

"δνθηκή θαη ζθάικα" (trial and error). Δδψ ζα ζπδεηήζνκε ηελ θιαζζηθφηεξε θαη επξχηεξα 

εθαξκνδφκελε κέζνδν θαηαζθεπήο ιχζεσλ, απηή ηεο γεληθεπκέλεο γξακκηθήο αληηζηξνθήο, 

ε νπνία επηιχεη ην θχζεη κε-γξακκηθφ πξφβιεκα κε αθνινπζία γξακκηθψλ πξνζεγγίζεσλ - 
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δηνξζψζεσλ (γξακκηθνπνίεζε). Θα επηθεληξσζνχκε ζηηο βαζηθέο αξρέο ηεο κεζφδνπ θαη ηελ 

εθαξκνγή ηνπο ζην 1Γ ΜΣ πξφβιεκα, αιιά πξέπεη λα ππνγξακκίζνκε φηη ε κέζνδνο, κε ηηο 

θαηάιιειεο επεθηάζεηο θαη πξνζαξκνγέο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε αληη-

ζηξφθσλ πξνβιεκάησλ θάζε ηχπνπ θαη αλσηέξσλ ηεο κίαο δηαζηάζεσλ.  

 

Πξνθεηκέλνπ λα παξακεηξνπνηήζνκε ηελ ειεθηξηθή δνκή ηνπ ππεδάθνπο, ππνζέηνπκε έλα 

ίλδαικα (πξνζνκνίσκα), κία αθεξεκέλε καζεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο Γεο κε Κ ζηξψκαηα 

πεπεξαζκέλνπ πάρνπο. Απηή αλαγθαζηηθά απνηειείηαη απφ πεπεξαζκέλν αξηζκφ παξακέηξσλ 

xm, m=1,2,...,M, Μ=2Κ+1, νη νπνίεο αληηπξνζσπεχνπλ ηηο εηδηθέο αληηζηάζεηο (Κ+1 παξάκε-

ηξνη) θαη ηα πάρε (Κ παξάκεηξνη) ησλ ζηξσκάησλ. Γειψλνκε έλα ηπρφλ ίλδαικα σο  

M(x1, x2, ... , xM) = M(X)  

θαη ιέκε φηη ηα ζηνηρεία xm ηνπ αλχζκαηνο Χ ζπληζηνχλ Μ-δηάζηαην παξακεηξηθό ρώξν. Δπί-

ζεο, έζησ F{} έλαο λφκνο πνπ απεηθνλίδεη ην ίλδαικα ζε θάπνηα ζεσξεηηθή θαηλφκελε εκπέ-

δεζε  

Ε(σλ) = F{M(X) : σλ}. 

Αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηεο πξνζπάζεηάο καο είλαη λα βξνχκε έλα ζχλνιν παξακέηξσλ Χ, νη 

νπνίεο λα ειαρηζηνπνηνχλ κε θάπνην ηξφπν, ηηο δηαθνξέο |Ž(λ) - Ε(σλ)| γηα φιεο ηηο Ν παξα-

ηεξήζεηο.  

 

Γηα λα ηνλ επηηχρνπκε, ζεσξνχκε φηη ε κε-γξακκηθή ζπλαξηεζηαθή απεηθφληζε F{M(X) : σλ} 

είλαη ζπλερήο γχξσ απφ εθάζηε παξάκεηξν xm θαη ην θπξηφηεξν, παξαδερφκαζηε φηη κεηα-

βάιιεηαη πνιχ αξγά ζπλαξηήζεη ησλ παξακέηξσλ xm
11

. Με ηελ πξνυπφζεζε απηή, έρνκε ην 

δηθαίσκα λα κεηαηξέςνπκε ηελ κεηαβνιή ηεο απεηθφληζεο F{} ζε απιή γξακκηθή ζρέζε, α-

λαπηχζζνληάο ηελ ζε ζεηξά Taylor γχξσ απφ ηελ xm, απφ ηελ νπνία θξαηάκε κφλν ηνλ πξψην 

φξν:  
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Έηζη, ε κεηαβνιή κίαο xmΧ ζα επηθέξεη (θαηά πξνζέγγηζε) κεηαβνιή  
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FF XX
 

Θεσξψληαο φηη φιεο νη xmΧ κπνξνχλ λα κεηαβιεζνχλ, ζε πξψηε πξνζέγγηζε γξάθνκε 
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Πξνθεηκέλνπ λα ειαρηζηνπνηήζνκε ηε δηαθνξά κεηαμχ ηεο παξαηεξεκέλεο θαη ππνινγηδφκε-

λεο ηηκήο ηεο εκπέδεζεο, απαηηνχκε  

Ž(λ) -F{M(X+ΓΧ) : σλ} = 0 , 

απφ φπνπ θαηαιήγνκε φηη 

 
 

m

M

1m m

x
x

:)(M
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


 
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
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
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11

Απηή είλαη κία πνιχ δξαζηηθή παξαδνρή θαη ηζρχεη κφλν γηα δνκέο πνπ δελ παξνπζηάδνπλ 

έληνλεο αληηζέζεηο αγσγηκφηεηαο απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα (δειαδή πνιιψλ ηάμεσλ κεγέζνπο). 

΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, ε δηαδηθαζία απηή νδεγεί ζε πξνζεγγηζηηθέο κφλν ιχζεηο ηνπ πξν-

βιήκαηνο, αθνχ επηθέξεη δξαζηηθή αλαγθαζηηθή εμνκάιπλζε ηεο κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο 

Ε(σλ).   
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πνπ δελ είλαη άιιε απφ  
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Δπαλαιακβάλνληαο απηή ηε δηαδηθαζία γξακκηθνπνίεζεο Ν θνξέο, νδεγνχκεζα ζε έλα 

γξακκηθφ ζχζηεκα 2Ν εμηζψζεσλ κε Μ αγλψζηνπο, (Ν γηα ην πξαγκαηηθφ θαη Ν γηα ην θα-

ληαζηηθφ κέξνο ηεο εκπέδεζεο αληίζηνηρα θαη Μ άγλσζηεο παξακέηξνπο ηεο δνκήο). Αλ πην-

ζεηήζνκε ηνλ ζπκβνιηζκφ: 
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
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XJZ , 

γξάθνκε  

ΓΖ = JΓΧ . 

Ο πίλαθαο J είλαη ε Ηαθσβηαλή (Jacobian) ή αιιηψο ν πίλαθαο επαηζζεζίαο ηεο F{M(X) : σλ} 

σο πξνο ηηο παξακέηξνπο Χ, εθφζνλ κεηξά ηελ κεηαβνιή ηεο λ-νζηήο ζεσξεηηθήο ηηκήο Ε(σλ) 

σο πξνο ηηο κεηαβνιέο εθάζηνπ εθ ησλ xm. ΓΧ είλαη νη δηνξζώζεηο πνπ πξέπεη λα επηθέξνκε 

ζηηο παξακέηξνπο Χ, πξνθεηκέλνπ λα ειαηησζεί ε δηαθνξά κεηαμχ ηεο παξαηεξεκέλεο θαη 

ππνινγηδφκελεο εκπέδεζεο. Αλ ε Ηαθσβηαλή είλαη αληηζηξέςηκε, ηφηε ην ζχζηεκα είλαη επη-

ιχζηκν, θαηά θαλφλα κε ειάρηζηα ηεηξάγσλα, βξίζθνληαο ηελ  

 
 

0
)(Z

)(Z)(Z
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

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



 


XJZ  

Σν άλπζκα ησλ δηνξζψζεσλ ΓΧ ζα ιακβάλεηαη σο 

ΓΧ = J
-1
ΓΖ  

Αθνινχζσο, αλαζεσξνχκε ην ίλδαικα Μ(Χ) πξνο Μ(Χ1)  Μ(Υ+ΓΧ), ππνινγίδνκε ηα αλα-

ζεσξεκέλα αλχζκαηα ΓΖ1 θαη J1 θαη επηιχνκε ην ζχζηεκα 

ΓΖα1= J1ΓΧ 

πξνθεηκέλνπ λα βειηησζνχλ πεξαηηέξσ νη παξάκεηξνη xm  Χ. Ζ δηαδηθαζία επαλαιακβάλε-

ηαη φζεο θνξέο ρξεηαζζεί, κε ζπλερείο δηνξζψζεηο θαη αλαπξνζαξκνγέο ησλ παξακέηξσλ xm 

 Χ, έσο φηνπ νη δηαθνξέο ΔΖ γίλνπλ πνιχ κηθξέο, ή θάπνην πξναπνθαζηζκέλν φξην ηθαλν-

πνηεζεί. 

 

Πξνζνρή νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ε Ηαθσβηαλή είλαη 2ΝΜ πίλαθαο θαη δελ αληηζηξέθεηαη 

ζχκθσλα κε ηνπο ηππηθνχο νξηζκνχο αληηζηξνθήο πηλάθσλ πνπ ηζρχνπλ γηα ηεηξαγσληθνχο 

ΝΝ πίλαθεο (νξηζκέλνπο ζε πιήξεηο Δπθιείδεηεο αλπζκαηηθέο βάζεηο). Έρεη ζεκαζία ινη-

πφλ, λα δνχκε πσο ππνινγίδεηαη ε J
-1

.  

 

΢χκθσλα κε ην ζεκειηψδεο ζεψξεκα Lanzcos πεξί απνζχλζεζεο, ε J κπνξεί λα γξαθεί ππφ 

κνξθή θαζκαηηθνχ αλαπηχγκαηνο σο  
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


 
M

1m

mmms vuVSUJ  

φπνπ U είλαη 2ΝΜ νξζνγψληνο θαη V είλαη ΜΜ νξζνγψληνο κε ην ζχκβνιν (+) λα δειψλεη 

ηνλ αλάζηξνθν. Ο S είλαη ΜΜ δηαγψληνο ηέηνηνο, ψζηε s1  s2  s3  … sM  0. um είλαη ε 

m-νζηή ζηήιε ηνπ U, vm είλαη ε m-νζηή ζηήιε ηνπ V θαη sm ην m-νζηφ ζηνηρείν ηνπ S. Έθα-

ζην ησλ sm απνηειεί ιχζε ησλ πξνβιεκάησλ ηδηνηηκψλ - ηδηνδηαλπζκάησλ  

vuJ

uJv

s

s




   

vuJJ

uJvJ
2

2

s

s








 

δειαδή είλαη ε κε-αξλεηηθή ηεηξαγσληθή ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ J
+
J θαη νλνκάδεηαη ηδηάδνπζα 

ηηκή
12

 ηνπ J. Απηή είλαη ε πεξίθεκε απνζύλζεζε ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (singular value decompo-

sition - SVD) θαηά Lanzcos, ε νπνία απνηειεί γελίθεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκψλ - ηδηνδη-

αλπζκάησλ ζηελ πεξίπησζε ΝΜ πηλάθσλ. Δθφζνλ ε SVD ηεο Ηαθσβηαλήο ππάξρεη
13

 θαη 

ιφγσ ησλ ηδηνηήησλ ηεο, ν ςεπδαληίζηξνθνο ηνπ J νξίδεηαη σο  

J
-1

 = VS
-1
U

+
 

θαη απνηειεί ηνλ γεληθεπκέλν αληίζηξνθν πίλαθα. 

 

Σα πξάγκαηα ζα ήηαλ αξθεηά απιά, αλ ε πιεξνθνξία πνπ πεξηέρεηαη ζηνλ J ήηαλ πάληνηε 

πιήξεο θαη ηέιεηα. Γπζηπρψο φκσο, θαη ζπλεζέζηαηα, ηα πξάγκαηα δελ είλαη έηζη θαη ηδνχ ηα 

δπλαηά πξνβιήκαηα. 

1. Έζησ φηη ε m-νζηή ζηήιε ηεο Ηαθσβηαλήο είλαη αθξηβψο 0. Γειαδή, ε κεηαβνιή ηεο m-

νζηεο παξακέηξνπ δελ πξνθαιεί θακία κεηαβνιή ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο ζεσξεηηθήο εκπέδε-

ζεο Ε(σλ). Απηφ ζεκαίλεη επίζεο, φηη νζνδήπνηε κεγάιε θαη αλ είλαη ε κεηαβνιή ηνπ παξα-

κεηξηθνχ ρψξνπ, νπδφισο ζα γίλεη αληηιεπηή απφ ηα δεδνκέλα, πξάγκα θαζφινπ θαιφ. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ζα θαιέζνκε ηελ παξάκεηξν xm άζρεηε θαη ν βαζκφο
14

 ηνπ J ζα είλαη Ρ=Μ-1, 

γηα δε α άζρεηεο παξακέηξνπο, Ρ=Μ-α. Γεδνκέλνπ φηη ε SVD νξίδεηαη θαη ππνινγίδεηαη έηζη, 

ψζηε ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ S λα είλαη απζηεξψο θαηηφληα θαη ζεηηθά (s1  s2  s3  … sM 

 0), νη άζρεηεο ηδηάδνπζεο ηηκέο θαη ηα αληίζηνηρα γεληθεπκέλα ηδηνδηαλχζκαηα ζα θαηαηάζ-

ζνληαη ηειεπηαίεο θαη, ζπλεπψο, κπνξνχλ εχθνια λα αλαγλσξηζζνχλ θαη απνκνλσζνχλ. Σφηε 

ζα είλαη  
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mmm
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1

s

1
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2. ‘Έζησ φηη ε m-νζηή ηδηάδνπζα ηηκή είλαη πάξα πνιχ κηθξή. Σφηε, πξνθαλψο, ε ζπκβνιή 

ηεο m-νζηήο παξακέηξνπ ζηελ δηακφξθσζε ηεο Ε(σλ) είλαη επίζεο πάξα πνιχ κηθξή. ΢πλε-

πψο, ε παξάκεηξνο απηή δελ ζπκβάιιεη ζηελ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο νπφηε ζα ηελ απνθαιέ-

ζνπκε ακειεηέα ή αζήκαληε, αθνχ νπζηαζηηθά δελ ρξεηάδεηαη. Παξ’ φηη ειάρηζηα ζπκκεηέ-

ρνπλ ζηελ ζπγθξφηεζε ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ, νη αζήκαληεο παξάκεηξνη πξνθαινχλ α-

ζηάζεηα ζηελ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία, αθνχ γηα πνιχ κηθξή αιιά φρη κεδεληθή sm, ε 1/sm 

κπνξεί λα γίλεη πνιχ κεγάιε, θαηαζηξέθνληαο ηελ J
-1

 θαη απνζηαζεξνπνηψληαο ηελ δηφξζσζε 

                                                
12

 Παξάβαιε κε ηελ έλλνηα ησλ ηδηνηηκψλ ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα.  
13

 Πξνθαλψο, ν κφλνο ιφγνο γηα λα κελ ππάξρεη ε SVD ελφο ΜxΝ πίλαθα είλαη S=0.  
14

 Ωο βαζκφο ελφο πίλαθα, επηζήκσο νξίδεηαη σο ε κέγηζηε ηάμε ησλ δηαθφξσλ ηνπ κεδελφο 

ειαζζφλσλ νξηδνπζψλ ηνπ. ΢ηελ πεξίπησζε ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ, απηφ κεηαθξάδεηαη 

ζηνλ αξηζκφ ησλ γξακκηθά αλεμαξηήησλ εμηζψζεσλ (δει. ησλ πξαγκαηηθψλ κεηαβιεηψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο), θαη ηειηθά ζηνλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ ησλ Δπθιείδεησλ δηαζηάζεσλ πνπ νξίδεη ν 

πίλαθαο. Τπάξρνπλ αξθεηνί ηξφπνη ππνινγηζκνχ ηνπ βαζκνχ, θαη νχησο ή άιισο ζπκπεξη-

ιακβάλνληαη ζηνπο βαζηθνχο αιγνξίζκνπο SVD.  
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ΓΧ=J
-1
ΓΖ. Απνηέιεζκα είλαη ε αλψκαιε δηαθνπή ηεο ξνήο ηνπ αιγνξίζκνπ θαη απξνζδην-

ξηζηία ησλ ιχζεσλ. Δπηπρψο νη ηδηφηεηεο ηεο SVD θαη πάιη δηεπθνιχλνπλ ηελ θαηάζηαζε!  

 

Μία ηερληθή αληηκεηψπηζεο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε απνθνπή ηδηαδνπζώλ ηηκώλ, δειαδή ε 

απφξξηςε ηδηαδνπζψλ ηηκψλ θάησ απφ θάπνην θαηψθιη κ. Γεληθά κπνξνχκε λα ζέζνπκε  










m

mm
m s:M,...,1Lm0

s:L,...,1ms
s  

νπφηε ε δηφξζσζε γίλεηαη  

ZuvX 












 




L

1m

mm

ms

1
 

θαη είλαη ζηαζεξή. Ζ ηερληθή απηή δελ βξίζθεη αθξηβψο ηελ min(ΓΖ - JΓΥ), αιιά έρεη ηε 

ζπνπδαία ηδηφηεηα φηη αθνχ εληνπίζεη ην ζρεηηθφ ειάρηζην, κφλν κεηαβνιέο ζηηο αζήκαληεο 

παξακέηξνπο κπνξνχλ πξνθαιέζνπλ πεξαηηέξσ ειάηησζε ηνπ ζθάικαηνο (δειαδή αζήκαληε 

πεξαηηέξσ βειηίσζε). Δπίζεο, κεηνλεθηεί ζην φηη γηα δηαθνξεηηθά ζεκεία εθθίλεζεο, (δηαθν-

ξεηηθά αξρηθά κνληέια), νη ιχζεηο επηηπγράλνληαη κε πεξηνξηζκφ ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ, 

δειαδή κε πεξηνξηζκφ ηεο ειεπζεξίαο ηνπ αιγνξίζκνπ λα εξεπλά φιεο ηη πηζαλέο δηεπζχλζεηο 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ ζθάικαηνο εληφο ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, νη ηειη-

θέο νκάδεο ιχζεσλ θαη ζπλεπψο ε πνηφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ, εμαξηψληαη άκεζα απφ ηελ 

θαιή επηινγή ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ.  

 

Μία απνηειεζκαηηθφηεξε θαη δεκνθηιήο ηερληθή θαηαζηνιήο ησλ αζήκαλησλ παξακέηξσλ 

είλαη ε ιεγφκελε κέζνδνο Leverberg - Marquardt, ε νπνία ιχλεη ην πξφβιεκα ησλ «απνζβε-

ζκέλσλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ», δειαδή επηρεηξεί λα ειαρηζηνπνηήζεη ηελ  

222
XXJZ  . 

Ζ παξάκεηξνο ι είλαη ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο Marquardt, ν νπνίνο ειέγρεη ην κέγεζνο θαη 

δηεχζπλζε ηνπ βήκαηνο δηφξζσζεο ΓΧ. ΢ηελ νπζία, ε κέζνδνο Leverberg - Marquardt, αλάγεη 

ηελ αληηζηξνθή ηεο Ηαθσβηαλήο ζηελ ζηαζκηζκέλε αληηζηξνθή 

J
*
 = VΛS

-1
U

+
 

φπνπ Λ είλαη ΜΜ δηαγψληνο πίλαθαο κε ζηνηρεία  










Pm,0

P,...,1m,m
m  

πεξηέρσλ ηνπο ζπληειεζηέο απφζβεζεο ιm. Σειηθά, ην επαλαιεπηηθφ βήκα δηφξζσζεο γίλεηαη  

ZuvX 











 
 




P

1m

mm

m

m

s
 

Γηαθνξεηηθέο επηινγέο ηεο κνξθήο ησλ ζπληειεζηψλ απφζβεζεο γελλνχλ δηαθνξεηηθέο πα-

ξαιιαγέο ηεο κεζφδνπ Leverberg - Marquardt, φιεο φκσο πάλσ ζην ίδην ζέκα. Μία επηηπρήο 

επηινγή δίδεηαη απφ ηνπο Jupp and Vozoff
15

, ηεο κνξθήο 














Pm,0

P,...,1m,
s

s
22

m

2
m

m  

΢ε γεληθέο γξακκέο, δεδνκέλνπ ελφο κνληέινπ Μ{Χ}, ε ζπληαγή Marquardt καγεηξεχεηαη σο 

                                                
15

 Jupp, D.L.B. and Vozoff, K., 1975. Stable iterative methods for the inversion of geophysi-

cal data, Geophys. J. R. astr. Soc., 42, 957-976. 
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εμήο: 

1. Τπνινγίδνκε ηε ζηαζκηζκέλε 2-λφξκα (ρ
2
) ή θάπνην αλάινγν κέηξν δπζαξκνλίαο κεηαμχ 

παξαηεξεκέλεο θαη ζεσξεηηθήο εκπέδεζεο. 

2. Δπηιέγνκε κία κέηξηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι, έζησ ι=0.001.  

3. Δπηιχνκε ην ζχζηεκα ΓΧ = VΛS
-1
U

+
ΓΖ θαη ππνινγίδνκε ηε ρ

2
(Χ+ΓΧ)  

4. Δάλ ρ
2
(Χ+ΓΧ)  ρ

2
(Χ) απμάλνκε ην κέγεζνο ηεο ι θαηά ηθαλφ παξάγνληα (π.ρ. 10) θαη 

επαλαιακβάλνκε ην ζηάδην 3. 

5. Δάλ ρ
2
(Χ+ΓΧ) < ρ

2
(Χ) ειαηηώλνκε ην κέγεζνο ηεο ι θαηά ηθαλφ παξάγνληα (π.ρ. 10), 

αλαζεσξνχκε ηε δνθηκαζηηθή ιχζε Χ  Χ + ΓΧ θαη επαλαιακβάλνκε ην ζηάδην 3. 

Γεθηή γίλεηαη ε ζηαζεξή δηφξζσζε ΓΧ πνπ ειαηηψλεη ην ζθάικα γηα ηνλ κηθξφηεξν ζπληε-

ιεζηή απφζβεζεο ι. Δάλ ε ζπληαγή επηηχρεη, ηφηε ζηνλ παξακεηξηθφ ρψξν έρεη βξεζεί έλα 

πιήξεο ειάρηζην, δειαδή έλα ππνζχλνιν πνπ πιήξσο ηθαλνπνηεί ηελ min(ΓΖ - JΓΥ).  
 

Έλα παξάδεηγκα ηεο δηαδηθαζίαο απηήο δίδεηαη θαησηέξσ 

 

Θεσξνχκε δνκή 3 ζηξσκάησλ, ηελ εμήο  
 

               RO(I)         H(I)          DEPTH 

     1      .1000E+03                    .0000E+00 

                          .5000E+03 

     2      .2000E+02                    .5000E+03 

                          .3000E+03 

     3      .2000E+03                    .8000E+03 

ε νπνία παξάγεη ηα δεδνκέλα (ζπρλφηεηα/ πεξίνδνο, εηδηθή αληίζηαζε θαη θάζε)  
 

             F(I)        T(I)         AP.RES         PHASE 

     1    .9120E-02    .1096E+03    .1909E+03   -.4443E+02 

     2    .7586E+00    .1318E+01    .9529E+02   -.3541E+02 

     3    .6918E+01    .1445E+00    .5510E+02   -.4407E+02 

     4    .2089E+02    .4786E-01    .6292E+02   -.5614E+02 

     5    .6310E+02    .1585E-01    .9280E+02   -.5687E+02 

     6    .3311E+03    .3020E-02    .9955E+02   -.4623E+02 

 

Σα δεδνκέλα απηά αληηζηξέθνληαη κε αξρηθή δνκή 3 ζηξσκάησλ, ηελ εμήο: 
 

               RO(I)         H(I)          DEPTH 

     1      .1000E+03                    .0000E+00 

                          .1000E+03 

     2      .1000E+03                    .1000E+03 

                          .2000E+03 

     3      .1000E+03                    .3000E+03 

 

΢ηελ αξρή ηεο πξψηεο επαλάιεςεο ε Ηαθσβηαλή είλαη 
 

Iteration No   1 Initial Jacobian 

      .63620      .30672      .17982      .10416      .03460 

      .00379      .32109      .22641      .15064      .09398 

      .03343      .00378      .42818      .46668      .32428 

      .20064      .06888      .00759     -.22671      .08845 

      .14995      .13145      .06000      .00748     -.06438 

      .22660      .49590      .69520      .89652      .98862 

     -.09439     -.31485     -.30058     -.22543     -.09342 

     -.01126      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

 

 INITIAL ERROR AND DAMPING FACTOR ARE  .124E+01  .100E+00 

 

ζηελ νπνία, πξνθαλψο, φια ηα δεδνκέλα δελ είλαη επαίζζεηα σο πξνο φιεο ηηο παξακέηξνπο. 

Ο αιγφξηζκνο πξνρσξεί ζε κία δηνξζσηηθή θίλεζε πνπ δίλεη ζηαζεξφ απνηέιεζκα κε αξηζκφ 
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ζρεηηθψλ παξακέηξσλ 3 (πξνζνρή νη ηηκέο ηνπ Χ είλαη ινγαξηζκηζκέλεο) 
 

Iteration No   1 Jacobian take   1 

     1.49073      .30672      .17982      .10416      .03460 

      .00379      .32109      .22641      .15064      .09398 

      .03343      .00378     1.13012      .94867      .25840 

      .20761      .14495      .11460     -.44798     -.09662 

      .01615      .04355      .02718      .00368      .06282 

     1.78435     1.56011      .43823      .71962      .85046 

      .46937     -.19492     -.32263     -.28156     -.12819 

     -.01596      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

      .00000      .00000      .00000      .00000      .00000 

 

 THE NUMBER OF RELEVANT VARIABLES IS    3 

 

 CURRENT X VALUES 

    .502E+01  .395E+01  .458E+01  .461E+01  .530E+01 

 

΢ηελ αξρή ηεο δεχηεξεο επαλάιεςεο ηα πξάγκαηα έρνπλ αιιάμεη δξαζηηθά θαη ηα δεδνκέλα 

θαζίζηαληαη επαίζζεηα σο πξνο φιεο ηηο παξακέηξνπο, αλ θαη ρξεηάδνληαη δχν δηνξζσηηθέο 

παξεκβάζεηο πξηλ ππάξμεη ζηαζεξή δηφξζσζε:  
 

 

Iteration No   2 Jacobian take   2 

      .99632      .20920      .13015      .07795      .02643 

      .00291      .27376      .14893      .10078      .06560 

      .02473      .00289     1.40021     1.21014      .31961 

      .23230      .12349      .07036     -.60263     -.11300 

      .04451      .08078      .04800      .00646      .04871 

     1.35656     1.35199      .39809      .59806      .69030 

      .36819     -.17891     -.24977     -.20761     -.09146 

     -.01126      .41693     -.46744     1.79771     -.24233 

      .07439      .11674     -.16776      .01018     -.04459 

     -.06315     -.03778     -.00517     -.05781     -.21415 

      .37276      .12223      .01250      .00338      .00533 

      .00816      .00355     -.00029     -.00141     -.00024 

 

 THE NUMBER OF RELEVANT VARIABLES IS    5 

 

 CURRENT X VALUES 

    .509E+01  .394E+01  .466E+01  .489E+01  .551E+01 

 

΢ηελ 10ε επαλάιεςε ν αιγφξηζκνο έρεη ζπγθιίλεη  
 

Iteration No  10 Initial Jacobian 

     1.11215      .73157      .44387      .38042      .22090 

      .02976     -.01434      .44959      .23910      .13044 

      .12432      .02705     -.00885     -.08594      .22262 

      .68073      .56946      .07892      .00959     -.18077 

     -.46458     -.29296      .21369      .07025      .00002 

     -.01558     -.04507      .05768      .51006      .93593 

     -.00021      .00616     -.07154     -.21680     -.28865 

     -.05871     -.20344      .60787      .83739      .32189 

     -.07515     -.01538      .00721     -.61415      .17032 

      .43369      .08044     -.01179     -.00322      .13202 

     -.08021     -.55955     -.52569     -.07385      .00271 

      .06420      .42374      .32495     -.17919     -.06539 

 

 CONVERGENCE ON PREDICTED DECREASE 

 

 THE NUMBER OF RELEVANT VARIABLES IS    5 

 

 CURRENT X VALUES 

    .461E+01  .312E+01  .530E+01  .619E+01  .589E+01 

 

Καη βξίζθεη ηελ ηειηθή ιχζε 
 

 FINAL MODEL AFTER INVERSION 

               RO(I)         H(I)          DEPTH 

     1      .1010E+03                    .0000E+00 
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                          .4879E+03 

     2      .2254E+02                    .4879E+03 

                          .3618E+03 

     3      .2002E+03                    .8497E+03 

 

πνπ παξάγεη ηηο θαησηέξσ εηθνληδφκελεο εηδηθή αληίζηαζε θαη θάζε (ζπλερήο γξακκή).  

 
 

 

θαη δπζαξκνλία  

 
 CHI**2  MISFIT : 

     CALCULATED :   3.0550770 

       EXPECTED :   12 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ε βειηίσζε ηεο δπζαξκνλίαο (απφθιηζεο) κεηαμχ ηεο παξαηε-

ξεκέλεο θαη ππνινγηδφκελεο εκπέδεζεο,  

 

 
 

θαη ζην επφκελν ζρήκα νη δηνξζψζεηο ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ απφ ην αξρηθφ (επαλάιεςε 1) 

κέρξη ην ηειηθφ ίλδαικα (επαλάιεςε 10). Σα ζηνηρεία ηνπ πξψηνπ ζηξψκαηνο δίδνληαη κε 

αζηεξίζθνπο, ηνπ δεπηέξνπ κε θχθινπο θαη ηνπ ηξίηνπ κε ζηαπξνχο αληίζηνηρα. 

 

-2 -1 0 1 2 3-3

2

3

1

ΠΔΡΗΟΓΟ΢ (s)
-2 -1 0 1 2 3-3

0.0

18.0

36.0

54.0

72.0

90.0

ΠΔΡΗΟΓΟ΢ (s)

ξα (Ωm) Φάζε ()
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Δίλαη ζαθέο φηη απφ ηελ 7ε επαλάιεςε θαη κεηά ν αιγφξηζκνο έρεη νπζηαζηηθά θαηαιήμεη, 

κεηαμχ δε ηεο 9εο θαη 10εο επαλάιεςεο δελ ππάξρεη θακία δηαθνξά θαη ε εθηέιεζε δηαθφ-

πηεηαη. Ζ εηδηθή αληίζηαζε θαη ην πάρνο ηνπ πξψηνπ ζηξψκαηνο, θαη ε εηδηθή αληίζηαζε ηνπ 

ηξίηνπ (εκηρψξνο) απνιακβάλνληαη πνιχ ηθαλνπνηεηηθά, αιιά ε εηδηθή αληίζηαζε θαη πάρνο 

ηνπ δεπηέξνπ απνιακβάλνληαη κε κηθξέο απνθιίζεηο, ππεξεθηηκεκέλεο θαηά 12% θαη 20% 

αληηζηνίρσο. Απηφ ελ πνιινίο νθείιεηαη ζην φηη ε αληηζηξνθή έγηλε επί ηε βάζεη 6 κφλν εθηη-

κεηξηψλ ηεο εκπέδεζεο, νη νπνίεο δελ παξέζρνλ επαξθείο πεξηνξηζκνχο.  

 

Απφ ηα αλσηέξσ νθείιεη λα δηαθαίλεηαη φηη ν αιγφξηζκνο δελ θαηαζθεπάδεη παξά ηελ πηζα-

λνθαλέζηεξε αληηπξφζσπν ηεο πξαγκαηηθήο ζπλάξηεζεο ζ(z), αιιά ρσξίο λα έρεη ηξφπν λα 

αλαγλσξίζεη ηελ πνιππινθφηεηα ηεο δνκήο (δει. ηνλ ζσζηφ αξηζκφ ζηξσκάησλ). Σν κφλν 

πνπ κπνξεί λα θάλεη, είλαη λα πξνζαξκφζεη έλα a priori δεδνκέλν αξηζκφ ζηξσκάησλ ζηελ 

παξαηεξεζείζα απφθξηζε, βξίζθνληαο κία ηάμε θαιψλ ιχζεσλ, αιιά θαη πάιη δελ έρεη ηξφπν 

λα βεβαηψζεη φηη νη ιχζεηο απηέο είλαη νη άξηζηεο δπλαηέο θαη φηη δελ ππάξρνπλ θαιχηεξεο. Ο 

αλζξψπηλνο παξάγσλ, δει. ν Γεσθπζηθφο - Δξκελεπηήο θαζνξίδεη ηφζν ην αξρηθφ κνληέιν, 

(ε ζσζηή επηινγή ηνπ νπνίνπ είλαη φπσο είδακε ζεκαληηθή), φζν θαη ηελ ηειηθή απνδεθηή θαη 

πξνθξηλφκελε ιχζε θαη, θπζηθά, δελ αληηθαζίζηαηαη απφ ηνπο αιγνξίζκνπο αληηζηξνθήο.  

 

΢ε γεληθέο γξακκέο, ν Δξκελεπηήο μεθηλά "πξντδεαζκέλνο" κε ζπγθεθξηκέλεο απφςεηο γηα ηηο 

αλακελφκελεο ηδηφηεηεο ηνπ ζηφρνπ, ηελ αλακελφκελε κνξθή γεσειεθηξηθήο δνκήο, θαη ηα 

φξηα εληφο ησλ νπνίσλ ζα πξέπεη απηή λα θπκαίλεηαη. Δπίζεο, νθείιεη λα γλσξίδεη ηηο θπζηθέο 

δπλαηφηεηεο θαη πεξηνξηζκνχο ηεο, θαη ηελ ηθαλφηεηα ηεο λα δηαθξίλεη ηηο ιεπηνκέξεηεο απηήο 

ηεο δνκήο. Έηζη, είλαη ζε ζέζε λα απνξξίςεη νξηζκέλεο καζεκαηηθψο απνδεθηέο ιχζεηο ππέξ 

άιισλ γεσθπζηθψο απνδεθηψλ. Γηα παξάδεηγκα, είλαη κάιινλ απίζαλε κία ιχζε πνπ πξν-

βιέπεη πάξα πνιιά ζηξψκαηα θαη έληνλεο δηαθπκάλζεηο αγσγηκφηεηαο, φηαλ δηαζθνπνχκε 

βαζηά γεσειεθηξηθή δνκή. Ωζαχησο, κία ιχζε πνπ παξνπζηάδεη αθξαίεο κεηαβνιέο αγσγηκφ-

ηεηαο, (π.ρ. πνιιέο ηάμεηο κεγέζνπο), πηζαλφλ λα είλαη καζεκαηηθψο απνδεθηή, ζπλήζσο φκσο 

είλαη απνξξηπηέα σο αζχκβαηε κε ηελ γήηλε πξαγκαηηθφηεηα. Ζ ζεκαληηθφηεξε ίζσο ηδηφηε-

ηα κίαο απνδεθηήο ιχζεο είλαη ε απιφηεηά ηεο, ή αλ ζέιεηε, ε έιιεηςε άρξεζηεο πνιππινθφ-

ηεηαο. Έρνκε ήδε αλαθέξεη φηη ππάξρνπλ άπεηξεο ζπλαξηήζεηο ηθαλέο λα εξκελεχζνπλ ηελ 

δεδνκέλε παξαηήξεζε. Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη κεηαμχ απηψλ ππάξρεη κία θαηεγνξία (ή θα-

ηεγνξίεο) γεσθπζηθψο απνδεθηψλ ιχζεσλ, ζπκθψλσο πξνο ηα πξναλαθεξζέληα θξηηήξηα. 

Πξνθχπηεη ινηπφλ ην εξψηεκα: Πνίεο απφ απηέο είλαη νξζφηεξεο θαη πνίεο φρη; Σειηθψο, πνίεο 

πξνθξίλνληαη σο πηζαλνθαλέζηεξεο αληηπξφζσπνη ηεο γεσειεθηξηθήο δνκήο; ΢ην εξψηεκα 

απηφ δελ ππάξρεη καζεκαηηθή απάληεζε αιιά κάιινλ θηινζνθηθή, ππφ ηελ κνξθή ηνπ εκπεη-

ξηθνχ/θξηηηθνχ αμηψκαηνο πνπ είλαη γλσζηφ ζαλ "μπξάθη ηνπ Occam" (Occam’s razor), ε-
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θαξκφδεηαη ζε θάζε είδνπο πξφβιεκα θαη δηαηππψλεηαη πεξίπνπ σο εμήο: "Απφ έλαλ αξηζκφ 

ελαιιαθηηθψλ πξνηάζεσλ, ε απινχζηεξε είλαη ζπλήζσο ε θπζηθφηεξε θαη αιεζέζηεξε" ή 

αιιηψο, "κελ θάλεηο κε πνιιά φηη γίλεηαη κε ιίγα". Απφ φηη θαίλεηαη, (θαη ζα απνθχγνπκε λα 

αλαιχζνπκε γηαηί), ε θχζε πξνηηκά ηηο απινχζηεξεο δπλαηέο θαηαζηάζεηο θαη επηδέρεηαη ηηο 

απινχζηεξεο δπλαηέο εξκελείεο. Απηφ ηζρχεη θαη γηα ην αληίζηξνθν πξφβιεκα, γηα ην νπνίν ε 

θαιχηεξε δπλαηή πξαθηηθή είλαη ε πηνζέηεζε ηνπ απινχζηεξνπ ηλδάικαηνο ζ(z), ηνπιάρηζηνλ 

γηα αξρή. Οη πνιχπινθεο εξκελείεο απαηηνχλ νξγηψδε θαληαζία θαη ζπλήζσο πξνυπνζέηνπλ 

αθχζηθε γεσινγία. ΢ηελ εηθφλα 2 δίδεηαη έλα αθξαίν αιιά παξαζηαηηθφ παξάδεηγκα. Τπνζέ-

ηνκε φηη ε παξαηεξνχκελε θαηλφκελε αληίζηαζε (ζπκβνιηδφκελε κε αζηεξίζθνπο) αληηζηξέ-

θεηαη κε δχν δηαθνξεηηθνχο αιγνξίζκνπο ηνπ απηνχ βαζκνχ αμηνπηζηίαο, ν πξψηνο εθ ησλ 

νπνίσλ επηζηξέθεη ηελ ιχζε (1) θαη ν δεχηεξνο ηελ ιχζε (2). Δπηπιένλ ππνζέηνκε φηη, κε βά-

ζε ηα φζα είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηά πεξί ηνπ ζηφρνπ, ηφζν ε ειεθηξηθή ζηαηηθφηεηα ηεο 

ιχζεο (1), φζν θαη ε θηλεηηθφηεηα ηεο ιχζεο (2) είλαη γεσθπζηθψο απνδεθηέο θαηαζηάζεηο. 

Σίζεηαη ηφηε ην εξψηεκα: Έζησ θαη αλ ζθνπφο καο είλαη ε αλαθάιπςε δσλψλ πςειήο (ή ρα-

κειήο) αγσγηκφηεηαο, ζα απνηνικνχζακε λα βαζίζνπκε ηελ εξκελεία καο ζηελ ιχζε (2); Αλ 

κε ηη άιιν, ε χπαξμε ηεο απιήο ιχζεο (1) απνδεηθλχεη φηη ε ραξαθηεξηζηηθή αιιεπάιιειε 

δηαδνρή δσλψλ πςειήο θαη ρακειήο αληίζηαζεο ηεο ιχζεο (2), νχηε απαξαίηεηε γηα λα εμε-

γήζεη ηελ παξαηήξεζε είλαη, νχηε επηπιένλ πιεξνθνξία πξνζθέξεη. Οπσζδήπνηε, νη πεξηζ-

ζφηεξνη εξκελεπηέο ζα είραλ ζνβαξνχο ελδνηαζκνχο λα βαζίζνπλ ηελ εξκελεία ηνπο απν-

θιεηζηηθψο ζηελ ιχζε (2). 
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Εηθόλα 4.2. Γηα κία καζεκαηηθψο θαη θπζηθψο απνδεθηή ιχζε ε (θακπχιε 2), πηζαλφλ λα ππάξρεη κία απινχ-

ζηεξε, θπζηθψο θαη καζεκαηηθψο απνδεθηή (θακπχιε 1). Γηα πνιινχο, ε απινχζηεξε ε ιχζε θαίλεηαη θαη ε 

πηζαλφηεξε. Γελ ππάξρεη ινγηθή βάζε γηα λα πξνθξίλνκε (άλεπ άιισλ δεδνκέλσλ) ηελ θακπχιε 2 φηαλ γλσξί-

δνκε φηη ππάξρεη ε 1, δηφηη ηα δεδνκέλα καο δελ παξέρνπλ θακία πιεξνθνξία γηα ηελ χπαξμε ηεο (2);  

 

 

 
 


