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Περίληψη iii

Περίληψη

Στις εργασίες Ελασσόνων Γραφημάτων, οι N. Robertson και P. Seymour

απέδειξαν μια σειρά από δομικά και αλγοριθμικά αποτελέσματα. Κάποια από

αυτά, όπως το Ισχυρό και το Ασθενές Δομικό Θεώρημα, το Θεώρημα Απαγο-

ρευμένης Σχάρας καθώς και ο αλγόριθμος για την Περιεκτικότητα Ελάσσο-

νος, αποτελούν πλούσια πηγή πολλών ακόμα δομικών αλλά και αλγοριθμικών

αποτελεσμάτων.

Επιπλέον, η ανάπτυξη της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων συνέπεσε με

και επηρέασε την ανάπτυξη ενός νέου κλάδου της πολυπλοκότητας, την Θεω-

ρία Παραμετρικής Πολυπλοκότητας, που προτάθηκε από τους R. Downey και

M. Fellows.

Σε αυτή την διδακτορική διατριβή ασχολούμαστε με μια σειρά από ζη-

τήματα της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων και της Θεωρίας Παραμετρικής

Πολυπλοκότητας καθώς και με την αλληλεξάρτηση των δύο αυτών περιοχών.





Abstract v

Abstract

In the Graph Minors project, N. Robertson and P. Seymour, proved

a series of structural and algorithmic results. Some of them, such as the

Strong and the Weak Structure Theorem, the Excluded Grid Theorem

and the algorithm for Minor Containment, constitute a rich source of

many more structural as well as algorithmic results.

Furthermore, the development of Graph Minor Theory coincided with

and influenced the development of a new branch of Complexity, namely

the Parameterized Complexity Theory, introduced by R. Downey and M.

Fellows.

In this doctoral thesis we deal with a series of issues in Graph Minor

Theory and Parameterized Complexity as well as the dependence of these

two areas.
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή

1.1 Γενικά . . .

Ας φανταστούμε ένα δωμάτιο μέσα στο οποίο βρίσκονται n άνθρωποι όπου

κάποιοι από αυτούς, έστω m, ανά δύο γνωρίζονται ενώ οι υπόλοιποι είναι

μεταξύ τους άγνωστοι. Αυτή η τόσο συνήθης κατάσταση, όπως και πλήθος

άλλων, μοντελοποιείται με την μαθηματική έννοια του γραφήματος.

Πιο συγκεκριμένα, ένα γράφημα G είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος δύο

συνόλων (V,E), όπου το V καλείται σύνολο κορυφών του γραφήματος και

το E καλείται σύνολο ακμών και αποτελείται από δισύνολα του V .

Ενώ το πρώτο αποτέλεσμα της Θεωρίας Γραφημάτων εμφανίστηκε το

1736, με την αρνητική λύση του προβλήματος των γεφυρών του Κένινγκ-

σμπεργκ από τον L. Eüler, η ανάπτυξη της θεωρίας αυτής δεν ξεκίνησε έως

αρκετά αργότερα και η έννοια του γραφήματος δεν ορίστηκε τυπικά παρά

1
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μέχρι το 1878 [218]. Ωστόσο, η ανάπτυξή της υπήρξε ραγδαία τόσο κατά

τη διάρκεια του περασμένου αιώνα, όσο και κατά τη διάρκεια των τελευταίων

δεκαετιών.

Η συμμετοχή της Θεωρίας Γραφημάτων στην Μαθηματική Επιστήμη είναι

πλέον ιδιαίτερα έντονη τόσο στην Συνδυαστική και στα Διακριτά Μαθηματικά

όσο και στην Θεωρία Αλγορίθμων.

Σε αυτή την διδακτορική διατριβή μελετάμε μια σειρά από ζητήματα της

Θεωρίας Γραφημάτων σχετιζόμενα με την Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων

και την Θεωρία Παραμετρικής Πολυπλοκότητας, και προσπαθούμε να συνεισ-

φέρουμε έναν ακόμα κόκκο άμμου στα οικοδομήματα αυτών των θεωριών.

(Από εδώ και στο εξής θεωρούμε ότι ο αναγνώστης έχει στοιχειώδεις γνώσεις

των εννοιών της Θεωρίας Γραφημάτων και της Θεωρίας Αλγορίθμων.)

1.2 . . . και Ειδικότερα

Η Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων [185–194, 198–202, 202–209] αναπτύχθη-

κε από τους N. Robertson και P. Seymour κατά τη διάρκεια επίλυσης μιας

εικασίας, γνωστής ως Εικασία του Wagner. Αφορμή αυτής της εικασίας

στάθηκε ένα κλασικό θεώρημα, το Θεώρημα του Kuratowski [142], το οποίο

έδωσε έναν πλήρη χαρακτηρισμό των επίπεδων γραφημάτων με όρους απαγο-

ρευμένων τοπολογικών ελασσόνων και η μετέπειτα επαναπόδειξή του, από τον

Wagner [221], με όρους απαγορευμένων ελασσόνων. Η εικασία του Wagner,

γνωστή τώρα ως το Θεώρημα Robertson-Seymour [194], ισχυριζόταν ότι σε

κάθε άπειρη οικογένεια γραφημάτων υπάρχουν δύο γραφήματα τέτοια ώστε

το ένα να περιέχεται στο άλλο ως ελάσσον.

Τα αποτελέσματα της θεωρίας αυτής ξεκαθάρισαν αρκετά το τοπίο όσον

αφορά τις κλάσεις των γραφημάτων που αποκλείουν κάποιο συγκεκριμενο-

ποιημένο γράφημα σαν ελάσσον, και αποτέλεσαν/αποτελούν πηγή έμπνευσης
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αλλά και ισχυρό εργαλείο απόδειξης πολλών ακόμα αποτελεσμάτων στη Δο-

μική [83, 123–125, 196], αλλά και την Αλγοριθμική [5, 51, 86, 90, 212], Θεω-

ρία Γραφημάτων. ΄Ενα από τα σημαντικότερα αποτελέσματα, και στους δύο

αυτούς κλάδους, ήταν το πόρισμα ότι κάθε κλάση γραφημάτων που είναι κλει-

στή ως προς ελάσσονα, δηλαδή, τέτοια ώστε εάν ένα γράφημα ανήκει στην

κλάση τότε και όλα τα ελάσσονά του επίσης ανήκουν στην κλάση, μπορεί

να χαρακτηριστεί από ένα πεπερασμένο σύνολο απαγορευμένων γραφημάτων.

Για παράδειγμα, όπως είναι γνωστό, για την κλάση των επίπεδων γραφημάτων

τα απαγορευμένα αυτά γραφήματα είναι ταK5 καιK3,3. ΄Οπως αναφέραμε πριν

λίγο, η σημασία αυτού του αποτελέσματος είναι διπλή. Στην Θεωρία Αλγο-

ρίθμων, η σημασία του έγκειται στο γεγονός ότι για να αποφασίσουμε εάν

ένα γράφημα ανήκει σε μία κλειστή ως προς ελάσσονα κλάση γραφημάτων,

τότε αρκεί να ελέγξουμε εάν το γράφημα αυτό περιέχει κάποιο από τα απα-

γορευμένα γραφήματα σαν ελάσσον.

Η απόδειξη αυτού του πορίσματος διευκόλυνε την χρονική κατηγοριοποί-

ηση πολλών NP-πλήρων προβλημάτων. Ο τρόπος ήταν ο εξής. Στο πλαίσιο

της ανάπτυξης της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων δόθηκε ένας τρόπος να

κατασκευαστεί, για κάθε συγκεκριμενοποιημένο γράφημα H, ένας αλγόριθ-

μος κυβικού χρόνου που για κάθε γράφημα G αποφασίζει εάν το H είναι ελ-

άσσον του G ή όχι (όπου οι σταθερές εξαρτώνται μόνο από το απαγορευμένο

γράφημα H) [193]. Το αλγοριθμικό αυτό αποτέλεσμα συνεπάγεται άμεσα την

ύπαρξη ενός κυβικού χρόνου αλγόριθμου που αποφασίζει εάν ένα γράφημα

G ανήκει σε μία κλειστή ως προς ελάσσονα κλάση γραφημάτων (όπου, όπως

πριν, οι σταθερές εξαρτώνται μόνο από την κλάση γραφημάτων).

Ωστόσο, αυτή είναι μία μόνο, τετριμμένη, απόρροια/εφαρμογή της Θεω-

ρίας Ελασσόνων Γραφημάτων στην Θεωρία Αλγορίθμων. ΄Εχει όμως ένα

σημαντικό αλγοριθμικό μειονέκτημα. Καθώς μόνο η ύπαρξη ενός τέτοιου αλ-

γόριθμου είναι γνωστή και δεν παρέχεται κανένας τρόπος για την κατασκευή
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του, αφού η Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων είναι μη-κατασκευαστική [95],

το σύνολο των απαγορευμένων γραφημάτων είναι εν γένει άγνωστο. ΄Αρα,

για να κατασκευάσουμε έναν τέτοιο αλγόριθμο χρειάζεται πρώτα να εντο-

πίσουμε τα απαγορευμένα γραφήματα μιας κλάσης γραφημάτων κλειστής ως

προς ελάσσονα.

Εδώ, μελετάμε τα απαγορευμένα γραφήματα για την παράμετρο του

βάθους δέντρου (tree-depth) ενός γραφήματος. Είναι γνωστό ότι, η κλάση

των γραφημάτων που έχουν βάθος δέντρου φραγμένο από μία σταθερά k,

Gk, είναι κλειστή ως προς ελάσσονα. Δείχνουμε ότι, τα απαγορευμένα ελ-

άσσονα για την κλάση γραφημάτων Gk έχουν μέγεθος φραγμένο από μία

συνάρτηση του k της τάξης 22k−1
. Στη συνέχεια, δίνουμε έναν ακριβή δομικό

χαρακτηρισμό για όλα τα άκυκλα απαγορευμένα γραφήματα αυτής της κλάσης

και αποδεικνύουμε ότι είναι ακριβώς
1
222k−1−k(1 + 22k−1−k). Επιπλέον, εν-

τοπίζουμε ακριβώς όλα τα απαγορευμένα ελάσσονα για τις περιπτώσεις όπου

k ∈ {1, 2, 3}. (Για την περίπτωση όπου k = 4 είναι πολύ εύκολο να δούμε

ότι οι τάξεις μεγέθους είναι ήδη αποθαρρυντικές.) Τέλος, αποδεικνύουμε ένα

θεώρημα το οποίο μας υποδεικνύει μία διαδικασία τέτοια ώστε, ξεκινώντας

από ένα γράφημα G για το οποίο προσπαθούμε να υπολογίσουμε το βάθος

δέντρου του, να αποκτήσουμε ένα γράφημα μικρότερου μεγέθους με το ίδιο

βάθος δέντρου. ΄Οπως θα δούμε αργότερα τέτοιοι κανόνες είναι ιδιαίτερα

σημαντικοί για την Θεωρία Παραμετρικής Πολυπλοκότητας.

Προτού συνεχίσουμε να αναλύουμε τα αποτελέσματα και τις εφαρμογές

της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων σχετικά με τη σχέση ελάσσονος, θα

θέλαμε εδώ να κάνουμε μία μικρή παράκαμψη και να συζητήσουμε για την

σχέση εμβύθισης καθώς θα μας απασχολήσει εξίσου.

Στην τελευταία εργασία των Ελασσόνων Γραφημάτων [211] αποδείχθηκε

ότι, αντίστοιχα με την σχέση των ελασσόνων, μία άπειρη οικογένεια γραφη-

μάτων περιέχει δύο γραφήματα που είναι συγκρίσιμα ως προς την σχέση της
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εμβύθισης.

Αυτό το αποτέλεσμα, το οποίο ήταν πριν γνωστό ως η εικασία του Nash-

Williams, και οι συνέπειες του στις κλάσεις γραφημάτων που είναι κλειστές

ως προς εμβυθίσεις είναι αντίστοιχες με αυτές που έχουν προαναφερθεί για

τις κλειστές ως προς ελάσσονα κλάσεις γραφημάτων. Η μόνη διαφορά είναι

ότι η αλγοριθμική εφαρμογή απαιτεί τα πρόσφατα αλγοριθμικά αποτελέσματα

των M. Grohe, K. Kawarabayashi, D. Marx και P. Wollan στην [109].

Στη συνέχεια, έχοντας απογοητευθεί από την πληθυκότητα που μπορεί να

έχει ένα σύνολο απαγορευμένων γραφημάτων, προσπαθούμε να αποκτήσουμε

αποδοτικότερους μηχανισμούς για τον εντοπισμό τους: Αλγόριθμους. Κύριος

στόχος μας είναι να απαντήσουμε στην παρακάτω ερώτηση. Ποιές πληροφο-

ρίες χρειαζόμαστε για μία κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς εμβυθίσεις

έτσι ώστε να κατασκευάσουμε έναν αλγόριθμο που να εντοπίζει τις απαγο-

ρευμένες εμβυθίσεις της;

Χτίζοντας στον μηχανισμό που δημιουργήθηκε από τους I. Adler, M.

Grohe, και S. Kreutzer στην [4] για την περίπτωση των ελασσόνων, αποδεικ-

νύουμε ότι οι απαραίτητες προϋποθέσεις είναι ένα άνω φράγμα στο δεντρο-

πλάτος των απαγορευμένων εμβυθίσεων και μία περιγραφή της κλάσης γρα-

φημάτων στην Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική. Επιπλέον, υπολογίζοντας

ένα τέτοιο άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων μιας κλάσης

γραφημάτων, η οποία είναι η ένωση δύο κλάσεων γραφημάτων κλειστών ως

προς εμβυθίσεις και των οποίων τα απαγορευμένα γραφήματα είναι γνωστά,

επεκτείνουμε (επίσης) την έννοια της υπολογισιμότητας σε κλάσεις γραφη-

μάτων που είναι πεπερασμένες ενώσεις κλάσεων γραφημάτων κλειστών ως

προς εμβυθίσεις και των οποίων τα απαγορευμένα γραφήματα είναι γνωστά.

Ας συνεχίσουμε όμως με τα σημαίνοντα δομικά αποτελέσματα της Θε-

ωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων σχετικά με τη διάταξη των ελασσόνων. Η

επιλογή του σημαντικότερου από αυτά είναι πολύ δύσκολη. Θα τολμούσαμε,
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όμως, να πούμε ότι εάν κάποιο από αυτά μπορεί να διεκδικήσει την πρώτη θέση

τότε αυτό είναι το Ισχυρό Δομικό Θεώρημα που εμφανίστηκε στην εργασία

GM XVI [207] και το οποίο αποκαλύπτει την δομή ενός γραφήματος που

εξαιρεί κάποιο άλλο γράφημα ως ελάσσον. Η διατύπωση του απαιτεί αρκετά

πολύπλοκους ορισμούς και δεν μπορεί να δοθεί στα πλαίσια μιας γενικότε-

ρης εισαγωγής. Χονδρικά, όμως, μπορούμε να πούμε ότι εάν ένα γράφημα

G δεν περιέχει ένα γράφημα H ως ελάσσον τότε το G έχει δενδρική, με την

τοπολογική έννοια, δομή και μπορεί να αποσυντεθεί σε μικρότερα γραφήματα

τα οποία σχεδόν μπορούν να εμβαπτιστούν σε μία επιφάνεια όπου το H δεν

μπορεί να εμβαπτιστεί.

Το αποτέλεσμα αυτό αποτελεί σημείο αναφοράς για την απόδειξη νέων

δομικών χαρακτηρισμών των γραφημάτων αλλά και χρήσιμο εργαλείο στον

σχεδιασμό πολλών αλγορίθμων.

Εμπνευσμένοι από το Ισχυρό Δομικό Θεώρημα της Θεωρίας Ελασσόνων

Γραφημάτων, αποδεικνύουμε έναν δομικό χαρακτηρισμό των γραφημάτων που

αποκλείουν κάποιο συγκεκριμενοποιημένο γράφημα H σαν εμβύθιση και τα

οποία εμβαπτίζονται σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ. Για την ακρίβεια,

αποδεικνύουμε ότι ένα γράφημα G το οποίο αποκλείει κάποιο γράφημα H

σαν εμβύθιση και είναι εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ είτε

έχει «μικρό» δεντροπλάτος (φραγμένο από μία συνάρτηση των H και γ) είτε

έχει «μικρή» ακμοσυνεκτικότητα (φραγμένη από τον μέγιστο βαθμό του H).

Επίσης, εμπνευσμένοι από το Θεώρημα του Kuratowski και το Θεώρημα

του Wagner δείχνουμε έναν ακριβή δομικό χαρακτηρισμό για τα γραφήματα

που δεν περιέχουν ταK5 καιK3,3 σαν εμβυθίσεις. Για την ακρίβεια, δείχνουμε

ότι εάν ένα γράφημα G δεν περιέχει ούτε το K5 ούτε το K3,3 σαν εμβύθιση

τότε μπορεί να κατασκευαστεί από επαναλαμβανόμενες ενώσεις απλούστε-

ρων γραφημάτων, ξεκινώντας είτε από γραφήματα μικρής αποσυνθεσιμότητας

(κλαδοπλάτους το πολύ 10) είτε από επίπεδα γραφήματα μέγιστου βαθμού 3.
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Για να το δείξουμε αυτό, αποδεικνύουμε ένα ενδιάμεσο αποτέλεσμα για τη

συρροότητα μιας οικογένειας από ξένα ως προς ακμές μονοπάτια.

Συνεχίζοντας την γενική αναφορά στη Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων,

θα θέλαμε να αναφέρουμε ένα ακόμα δομικό αποτέλεσμα της το οποίο ίσως θα

μπορούσαμε να πούμε ότι είναι περισσότερο σημαντικό για την Θεωρία Αλ-

γορίθμων από το Ισχυρό Δομικό Θεώρημα. Αυτό είναι το Ασθενές Δομικό

Θεώρημα. Το Ασθενές Δομικό Θεώρημα αποδείχτηκε για πρώτη φορά στην

εργασία GM XIII [193] και ήταν το θεώρημα-κλειδί για την κατασκευή του

αλγόριθμου που αποφασίζει την περιεκτικότητα ενός γραφήματος ως ελάσσον

σε ένα άλλο γράφημα.

Σύμφωνα με το Ασθενές Δομικό Θεώρημα, ένα γράφημα G που δεν πε-

ριέχει ένα γράφημα H ως ελάσσον και έχει «αρκετά μεγάλο» δεντροπλάτος

περιέχει, μετά την αφαίρεση ενός «μικρού» αριθμού κορυφών, έναν ισόπεδο

τοίχο ως υπογράφημα. Η έννοια της ισοπεδότητας δεν είναι εύκολο να οριστεί

σε αυτό το στάδιο αλλά μπορούμε προσωρινά να σκεφτόμαστε ότι ο τοίχος

είναι διευθετημένος με έναν επίπεδο τρόπο μέσα στο γράφημα.

Μεγάλο πλήθος αλγοριθμικών εφαρμογών απορρέουν από αυτό το θε-

ώρημα [4, 42, 88, 90, 106, 116–118, 120–122, 127, 130, 131, 133, 134, 138].

Ο λόγος είναι ότι μία τεχνική, η τεχνική της μη-σχετικής κορυφής, που ει-

σήχθη από τους N. Robertson και P. Seymour υποδεικνύει ότι μπορούμε να

αφαιρέσουμε μία κορυφή από το γράφημα, και συγκεκριμένα τη «μεσαία» κο-

ρυφή του τοίχου, και να καταλήξουμε σε μία ισοδύναμη είσοδο. Για επιπλέον

εφαρμογές της ευρύτερης ιδέας, δείτε στις [44, 85, 115, 154].

Η ιδέα, τότε, πίσω από τον αλγόριθμο είναι η εξής. Εάν έχουμε ένα

γράφημα G το οποίο δεν περιέχει ένα γράφημα H ως ελάσσον τότε ελέγ-

χουμε εάν έχει «αρκετά μεγάλο» δεντροπλάτος. Σε αυτή την περίπτωση, το

γράφημα έχει έναν «αρκετά μεγάλο» τοίχο από τον οποίο μπορούμε να α-

φαιρέσουμε κάποια συγκεκριμένη κορυφή και να αποκτήσουμε μία ισοδύναμη
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είσοδο μικρότερου μεγέθους. Διαφορετικά, το γράφημα έχει μικρό δεντρο-

πλάτος και μπορούμε να επιλύσουμε το πρόβλημα εφαρμόζοντας την τεχνική

του δυναμικού προγραμματισμού.

Είναι εύκολο να δούμε ότι για την εφαρμογή του Ασθενούς Δομικού

Θεωρήματος σε αλγοριθμικά προβλήματα είναι επιθυμητό η σχέση ανάμεσα

στο ύψος του τοίχου και το κάτω φράγμα στο δεντροπλάτος του γραφήματος

που διασφαλίζει την ύπαρξη του τοίχου να είναι η βέλτιστη δυνατή.

Για το λόγο αυτό, αποδεικνύουμε μία βελτιστοποιημένη έκδοση του Α-

σθενούς Δομικού Θεωρήματος στην οποία και το πλήθος των κορυφών που

χρειάζεται να αφαιρέσουμε ώστε να προκύψει ο ισόπεδος τοίχος αλλά και η

σχέση ανάμεσα στο δεντροπλάτος του γραφήματος και το ύψος του τοίχου

είναι γραμμικά, και άρα τα βέλτιστα δυνατά.

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας το θεώρημα αυτό και δύο ακόμα, προϋπάρ-

χοντα στην βιβλιογραφία, αποτελέσματα, συζητάμε πως η δυϊκότητα κάποιων

πλακοστρώσεων του επιπέδου «επεκτείνεται» στον κόσμο των γραφημάτων

που αποκλείουν κάποιο συγκεκριμενοποιημένο απόγειο γράφημα σαν ελάσ-

σον.

Επιστρέφοντας στην Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων, στρέφουμε τώρα

την προσοχή μας σε κάποιες από τις θεωρίες που ενθαρρύνθηκαν και εμ-

πνεύστηκαν από τα αποτελέσματά της. Πρώτη από αυτές είναι η Θεωρία

Παραμετρικής Πολυπλοκότητας [66, 82, 172]. Στη Θεωρία Παραμετρικής

Πολυπλοκότητας η είσοδος κάθε αλγοριθμικού προβλήματος είναι ένα ζεύ-

γος του οποίου η πρώτη συνιστώσα είναι το γράφημα που εισάγουμε ενώ

η δεύτερη συνιστώσα είναι μία συνάρτηση, η οποία καλείται παραμετροποίη-

ση του προβλήματος. Στόχος της Παραμετρικής Πολυπλοκότητας είναι να

εξετάσει και να κατηγοριοποιήσει την χρονική εξάρτηση της επίλυσης αυτών

των προβλημάτων από την κάθε παραμετροποίηση τους. Σύμφωνα με τον

M. Langston, ένα από τα πρώτα ερεθίσματα που οδήγησαν προς αυτή την
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κατεύθυνση ήταν το αποτέλεσμα ότι κάθε κλειστή ως προς ελάσσονα κλάση

γραφημάτων μπορεί να αναγνωριστεί σε κυβικό χρόνο [22]. Αυτό έκανε σα-

φές ότι κάποια NP-πλήρη προβλήματα μπορούν να επιλυθούν σε κυβικό χρόνο

όταν η παράμετρος τους συγκεκριμενοποιηθεί, ενώ άλλα δεν είναι αναμενόμε-

νο να έχουν τόσο «καλή συμπεριφορά».

Μία άλλη θεωρία βασισμένη σε δομικά θεωρήματα των Ελασσόνων Γραφη-

μάτων είναι η Θεωρία Δισδιαστατότητας [50, 83]. Η Θεωρία Δισδιαστατότη-

τας είναι βασισμένη σε θεωρήματα σύμφωνα με τα οποία ένα γράφημα G, που

αποκλείει κάποιο άλλο γράφημα H και έχει «αρκετά μεγάλο» δεντροπλάτος,

περιέχει επίσης ένα γράφημα για το οποίο η παράμετρος είναι «δισδιάστατη».

Αυτό πολλές φορές λειτουργεί ως πιστοποιητικό σύμφωνα με το οποίο η εξάρ-

τηση του χρόνου επίλυσης ενός παραμετροποιημένου προβλήματος από την

παραμετροποίηση του είναι «καλή».

Αναλύουμε αυτές τις έννοιες και δείχνουμε πως μπορούμε να εφαρμόσου-

με την βελτιστοποιημένη έκδοση του Ασθενούς Δομικού Θεωρήματος έτσι

ώστε να σχεδιάσουμε παραμετρικά βατούς αλγόριθμους. Συμπληρώνουμε επί-

σης την «εικόνα» της Δισδιαστατότητας πέρα από τις σχέσεις ελασσόνων και

συνθλίψεων, για τις οποίες ήταν ήδη εδραιωμένη, για παραμέτρους κλειστές

ως προς τοπολογικά ελάσσονα (απόστασης).

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι, όλες οι αλγοριθμικές λύσεις προβλημάτων

που έχουμε αναφέρει αφορούν είτε σε συγκεκριμένα είδη προβλημάτων (για

παράδειγμα, αναγνώριση κλειστών ως προς ελάσσονα κλάσεων γραφημάτων)

είτε σε προβλήματα που η είσοδος τους είναι περιορισμένη (για παράδειγμα, η

είσοδος είναι κάποιο γράφημα G που δεν περιέχει κάποιο συγκεκριμενοποιη-

μένο γράφημα ως ελάσσον). Πολλές φορές αυτοί οι περιορισμοί μας δίνουν,

πράγματι, καλύτερο χρόνο επίλυσης του προβλήματος απ᾿ ότι αν θεωρήσουμε

γενικά γραφήματα. Ωστόσο, θα θέλαμε να επιλύσουμε και προβλήματα τα

οποία έχουν ως είσοδο γενικά γραφήματα.
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Σε αυτή τη διατριβή, ασχολούμαστε με το πρόβλημα της μέγιστης το-

μής σε υπεργραφήματα, δηλαδή με το πρόβλημα του διαχωρισμού συνόλων.

Σε αυτό το πρόβλημα, μας δίνεται ένα υπεργράφημα και σκοπός μας είναι να

χρωματίσουμε τις κορυφές του με δύο χρώματα έτσι ώστε να επιτύχουμε το

μέγιστο δυνατό πλήθος υπερακμών που περιέχουν κορυφές και των δύο χρω-

μάτων. Το ακριβές πρόβλημα με το οποίο ασχολούμαστε είναι μία «άνω της

εγγύησης» παραμετροποιημένη έκδοση του r-Διαχωρισμού Συνόλων. Απο-

δεικνύουμε μία διχοτομία στην χρονική πολυπλοκότητα αυτού του προβλήμα-

τος. Για την ακρίβεια, δείχνουμε ότι αυτό το πρόβλημα είναι παραμετρικά βα-

τό όταν r < log n, αλλά η πολυπλοκότητά του εκτινάσσεται όταν r ≥ log n.

Δείχνουμε επίσης έναν πυρήνα γραμμικού πλήθους κορυφών όταν r = O(1).

Τέλος, επανερχόμαστε την παράμετρο του βάθους δέντρου. Μελετάμε μία

γενίκευσή του σε διατεταγμένα γραφήματα από την σκοπιά της Ανίχνευσης

Γραφημάτων. Δείχνουμε έναν πλήρη παιγνιοθεωρητικό χαρακτηρισμό και

ένα μεγιστοελάχιστο θεώρημα για τα απλά αλλά και για τα διατεταγμένα

γραφήματα.

1.3 Η οργάνωση της διατριβής

Στο Κεφάλαιο 2, ορίζουμε τις απαραίτητες έννοιες από την Θεωρία Γραφη-

μάτων και τη Λογική, τις οποίες χρησιμοποιούμε ευρέως σε όλο το κείμενο.

Στο Κεφάλαιο 3, συζητάμε τις βασικότερες μερικές διατάξεις σε Γραφήμα-

τα. Αναφέρουμε αναλυτικά τα βασικότερα αποτελέσματα της Θεωρίας Ελασ-

σόνων Γραφημάτων σε αυτές. Στη συνέχεια, εμπνευσμένοι από το Θεώρημα

του Kuratowski δείχνουμε ένα θεώρημα το οποίο αποσυνθέτει τα γραφήματα

που δεν περιέχουν τα γραφήματα του Kuratowski σαν εμβυθίσεις. Τέλος,

συζητάμε τις βασικότερες αλγοριθμικές εφαρμογές της Θεωρίας Ελασσόνων

Γραφημάτων.
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Στο Κεφάλαιο 4, μελετάμε την παράμετρο του βάθους δέντρου η οποία

είναι κλειστή ως προς ελάσσονα. Δείχνουμε ότι οι παρεμποδίσεις, δηλαδή

τα ελαχιστικά ως προς ελάσσονα γραφήματα που δεν ανήκουν στην κλάση

γραφημάτων, της Gk έχουν μέγεθος φραγμένο από μία συνάρτηση της τάξης

22k−1
. Δίνουμε επίσης έναν ακριβή δομικό χαρακτηρισμό για τις άκυκλες

παρεμποδίσεις, ο οποίος με τη σειρά του μας διευκολύνει να απαριθμήσουμε

ακριβώς όλες τις άκυκλες παρεμποδίσεις της Gk. Αυτές είναι
1
222k−1−k(1 +

22k−1−k). ΄Επειτα, εντοπίζουμε ακριβώς όλα τα απαγορευμένα ελάσσονα για

τις περιπτώσεις όπου k ∈ {1, 2, 3}. Τέλος, δείχνουμε ένα θεώρημα το οποίο

μας επιτρέπει να βρίσκουμε γνήσια υπογραφήματα ενός γραφήματος με βάθος

δέντρου k, τα οποία έχουν επίσης βάθος δέντρου k.

Στο Κεφάλαιο 5, μελετάμε το πρόβλημα του υπολογισμού των συνόλων

παρεμποδίσεων για κλάσεις γραφημάτων που είναι κλειστές ως προς εμβυ-

θίσεις. Δείχνουμε ότι, για τον επαρκή υπολογισμό του συνόλου παρεμπο-

δίσεων μίας τέτοιας κλάσης γραφημάτων, μας αρκεί ένα άνω φράγμα στο

δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων και μία περιγραφή της κλάσης γραφημάτων

στη Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική.

Στο Κεφάλαιο 6, δείχνουμε μία βελτιστοποιημένη έκδοση του Ασθενούς

Δομικού Θεωρήματος της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων στην οποία όλες

οι παραμετρικές εξαρτήσεις είναι βελτιστοποιημένες. Επιπλέον, συζητάμε

πως ένα πόρισμα αυτού του θεωρήματος και ένα προϋπάρχον θεώρημα, το

οποίο μπορεί επίσης να προκύψει ως πόρισμα του αποτελέσματός μας, «επ-

εκτείνουν» την δυϊκότητα της κανονικής πλακόστρωσης με τρίγωνα και της

κανονικής πλακόστρωσης με εξάγωνα στα γραφήματα που αποκλείουν ένα

απόγειο γράφημα σαν ελάσσον.

Στο Κεφάλαιο 7, δείχνουμε ένα δομικό θεώρημα για τα γραφήματα τα

οποία είναι εμβαπτισμένα σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ και αποκλείουν ένα

συγκεκριμενοποιημένο γράφημα H ως εμβύθιση. Για την ακρίβεια, δείχνουμε
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ότι σε αυτή την περίπτωση το γράφημα είτε έχει δεντροπλάτος φραγμένο από

κάποια συνάρτηση του H και του γ είτε έχει ακμοσυνεκτικότητα φραγμένη

από τον μέγιστο βαθμό του H.

Στο Κεφάλαιο 8, ορίζουμε τις απαραίτητες έννοιες από την Θεωρία Πα-

ραμετρικής Πολυπλοκότητας. Στη συνέχεια, δείχνουμε πως μπορούμε να

εφαρμόσουμε την βελτιστοποιημένη έκδοση του Ασθενούς Δομικού Θεω-

ρήματος για να πάρουμε μια απόδειξη ενός αποτελέσματος των F. Dragan, F.

Fomin και P. Golovach σε παράγοντες γραφημάτων [67] με απλούστερο και

συντομότερο τρόπο. ΄Επειτα, συζητάμε τα βασικά στοιχεία της Θεωρίας Δισ-

διαστατότητας, και δείχνουμε πως μπορούμε να τα χρησιμοποιήσουμε, έτσι

ώστε να δείξουμε πως δύο δυϊκές γραφοθεωρητικές παράμετροι έχουν την

ιδιότητα Erdős-Pósa. Τέλος, συζητάμε την Θεωρία Πυρηνοποίησης και την

ισοδυναμία της με την παραμετρική βατότητα.

Στο Κεφάλαιο 9, ασχολούμαστε με μία «άνω της εγγύησης» παραμετρο-

ποίηση του Διαχωρισμού Συνόλων. Πρώτα, δείχνουμε μία γενίκευση του

κάτω φράγματος του μεγέθους μιας τομής ενός γραφήματος του Edwards

για την περίπτωση των συνεκτικών ως προς διαμερίσεις υπεργραφημάτων.

Στη συνέχεια, συνδυάζοντάς την με δύο κανόνες αναγωγής, αποδεικνύουμε

έναν γραμμικό, στο πλήθος των κορυφών του υπεργραφήματος, πυρήνα όταν

το μέγεθος των υπερακμών είναι O(1). ΄Επειτα, δείχνουμε ότι το πρόβλημα

είναι παραμετρικά βατό όταν το μέγεθος των υπερακμών είναι μικρότερο από

log n, όπου n είναι το πλήθος των κορυφών. Συμπληρώνουμε αυτό το απο-

τέλεσμα δείχνοντας ότι το πρόβλημα δεν αναμένεται να ανήκει ούτε καν στο

XP, δηλαδή δεν επιλύεται σε nf(k)
βήματα, όταν το μέγεθος των υπερακμών

είναι τουλάχιστον log n.

Τέλος, στο Κεφάλαιο 10, δίνουμε έναν εναλλακτικό ορισμό για την πα-

ράμετρο του βάθους δέντρου και για την παράμετρο της τάξης κύκλου, η

οποία είναι επέκταση του βάθους δέντρου σε διατεταγμένα γραφήματα, σε
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όρους Ανίχνευσης Γραφημάτων. Δείχνουμε ότι τα παίγνια αυτά χαίρουν μο-

νοτονίας και στην απλή αλλά και στην διατεταγμένη περίπτωση και ο αριθμός

των απαραίτητων ανιχνευτών δεν εξαρτάται από την ορατότητα του φυγά.

Τέλος, δείχνουμε μεγιστοελάχιστα θεωρήματα για αυτές τις παραμέτρους τα

οποία μας φανερώνουν την δομή των παρεμποδίσεων τους.

Μέρος των αποτελεσμάτων της διατριβής αυτής έχει παρουσιαστεί στις

εργασίες [69, 97–105].
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ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2

Βασικές ΄Εννοιες

΄Εστω n ∈ N. Συμβολίζουμε με [n] το σύνολο {1, 2, . . . , n}. Επιπλέον, για

κάθε k ≤ n, εάν το S είναι ένα σύνολο τέτοιο ώστε |S| = n λέμε ότι ένα

σύνολο S′ ⊆ S είναι ένα k-υποσύνολο του S εάν |S′| = k.

Δοσμένου ενός συνόλου S, συμβολίζουμε με P(S) το δυναμοσύνολό του.

2.1 Γραφήματα

΄Ενα γράφημα (graph) G είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος (V,E), όπου το V

είναι ένα πεπερασμένο σύνολο, το οποίο καλείται σύνολο κορυφών (vertex

set) και συμβολίζεται V (G), και το E είναι ένα σύνολο 2-υποσυνόλων του

V , το οποίο καλείται σύνολο ακμών (edge set) και συμβολίζεται E(G). Συμ-

βολίζουμε με n(G) το πλήθος των κορυφών του G, δηλαδή, n(G) = |V (G)|,
και με m(G) το πλήθος των ακμών του, δηλαδή, m(G) = |E(G)|.

17
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Εάν επιτρέψουμε στο E να είναι υποσύνολο του P(V ), τότε καλούμε το

ζεύγος H = (V (H), E(H)) υπεργράφημα (hypergraph).

Επιπλέον, εάν επιτρέψουμε στο E(G) να είναι πολυσύνολο (multiset),

δηλαδή, εάν ένα σύνολο S μπορεί να εμφανίζεται περισσότερες από μία φορές

στο E(G), τότε το γράφημα G καλείται πολυγράφημα (multigraph).

Τέλος, εάν το E(G) είναι ένα σύνολο από διατεταγμένα 2-υποσύνολα του

V , τότε το G καλείται διατεταγμένο γράφημα (directed graph) ή διγράφημα

(digraph). Εκτός εάν αναφέρουμε διαφορετικά, θεωρούμε πεπερασμένα μη-

διατεταγμένα γραφήματα χωρίς θηλιές (loops) ή παράλληλες ακμές (parallel

edges).

Το γράφημα όπου V (G) = E(G) = ∅ καλείται κενό (empty) γράφημα.

Λέμε ότι δύο κορυφές v και u ενός γραφήματος G είναι γειτονικές (adja-

cent) εάν {v, u} ∈ E(G). Επιπλέον, για κάθε v ∈ V (G) λέμε ότι μια ακμή e

του G είναι προσπίπτουσα (incident) στη v εάν v ∈ e.

Για κάθε κορυφή v, συμβολίζουμε με NG(v) την (ανοικτή) γειτονιά

((open) neighborhood) της, δηλαδή, το σύνολο των κορυφών που είναι γειτο-

νικές με τη v. Η κλειστή γειτονιά (closed neighborhood) NG[v] της v είναι το

σύνολο NG(v) ∪ {v}. Για U ⊆ V (G), ορίζουμε NG(U) =
⋃
v∈U NG(v) και

NG[U ] =
⋃
v∈U NG[v] την ανοικτή και την κλειστή γειτονιά του συνόλου U

αντίστοιχα. Θέτουμε degG(v) = |NG(v)| και το ονομάζουμε βαθμό (degree)

της κορυφής v στο G. Επιπλέον, θέτουμε δ(G) = minv∈V (G) degG(v) και

∆(G) = maxv∈V (G) degG(v). Ας σημειώσουμε εδώ ότι, σε ένα πολυγράφημα

G, για κάθε v ∈ V (G), |NG(v)| ≤ degG(v). Μπορεί να παραλείψουμε τον

δείκτη εάν το γράφημα που θεωρούμε είναι εμφανές από το περιεχόμενο. ΄Ενα

γράφημα G καλείται υποκυβικό (subcubic) εάν ∆(G) ≤ 3. Τέλος, δοσμένης

μιας κορυφής v ενός γραφήματος G, συμβολίζουμε με EG(v) τις ακμές του

G που προσπίπτουν στη v.

΄Ενα γράφημα είναι ένα μονοπάτι (path) (αντίστοιχα κύκλος (cycle)) εάν
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μπορούμε να διατάξουμε τις κορυφές του σε μία γραμμική (αντίστοιχα κυκλι-

κή) ακολουθία με τέτοιο τρόπο ώστε δύο κορυφές να είναι γειτονικές εάν και

μόνο εάν είναι διαδοχικές στην ακολουθία. Τα άκρα (endpoints) ενός μονο-

πατιού είναι η πρώτη και η τελευταία κορυφή της ακολουθίας. ΄Ενας περίπατος

(walk) σε ένα γράφημα G είναι μία ακολουθία από στοιχεία του V (G) (όπου

μία κορυφή μπορεί να εμφανίζεται περισσότερες από μια φορές) τέτοια ώστε

κάθε δύο διαδοχικές κορυφές της ακολουθίας είναι γειτονικές. Συμβολίζου-

με με Cn (αντίστοιχα Pn) τον κύκλο (αντίστοιχα, το μονοπάτι) που έχει n

κορυφές. Το μήκος (length) ενός μονοπατιού ή ενός κύκλου ορίζεται ως

το πλήθος των ακμών του. Δοσμένου ενός μονοπατιού P και v, u ∈ V (P )

συμβολίζουμε με P [v, u] το υπομονοπάτι του με άκρα v και u.

Δύο γραφήματα καλούνται ξένα ως προς κορυφές (vertex-disjoint) εάν

δεν μοιράζονται κοινές κορυφές και ξένα ως προς ακμές (edge-disjoint) εάν

δεν μοιράζονται κοινές ακμές.

Δοσμένων δύο μονοπατιών P1 και P2, τα οποία μοιράζονται ένα κοινό

άκρο v, λέμε ότι είναι καλώς-κατεταγμένα (well-arranged) εάν οι κοινές τους

κορυφές εμφανίζονται με την ίδια σειρά και στα δύο μονοπάτια. Με άλλα

λόγια, εάν S = V (P1) ∩ V (P2) = {u, v1, v2, . . . , v|S|−1} και uv1v2 . . . v|S|−1

είναι η ακολουθία σύμφωνα με την οποία οι κορυφές του S εμφανίζονται

στο P1 τότε uv1v2 . . . v|S|−1 είναι επίσης η ακολουθία σύμφωνα με την οποία

εμφανίζονται στο P2.

Δοσμένων δύο κορυφών v, u σε ένα γράφημα G, η απόστασή (distance)

τους στο G, την οποία συμβολίζουμε με distG(v, u), ισούται με το ελάχιστο

μήκος ενός μονοπατιού στο G με άκρα v και u. Επιπλέον, δοσμένης μία κο-

ρυφής v (αντίστοιχα ενός συνόλου κορυφών S) σε ένα γράφημα G, η γειτονιά

της v (αντίστοιχα του S) σε απόσταση το πολύ r, την οποία συμβολίζουμε με

N r
G[v] (αντίστοιχα με N r

G[S]), είναι το σύνολο που αποτελείται από όλες τις

κορυφές του G που απέχουν απόσταση το πολύ r από τη v (αντίστοιχα από
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κάποια από τις κορυφές του S).

΄Ενα γράφημα G είναι χορδικό (chordal) ή τριγωνοποιημένο (triangulated)

εάν κάθε κύκλος του C, μήκους k ≥ 4, περιέχει μία χορδή (chord), όπου

χορδή είναι μία ακμή που συνδέει δύο μη-διαδοχικές κορυφές του C. Μία

τριγωνοποίηση (triangulation) ενός γραφήματοςG είναι ένα χορδικό γράφημα

G′ τέτοιο ώστε V (G) = V (G′) και E(G) ⊆ E(G′).

΄Ενας γράφημα καλείται πλήρες (complete) εάν όλες οι κορυφές του είναι

ανά δύο γειτονικές και το πλήρες γράφημα με n κορυφές συμβολίζεται Kn.

Επιπλέον, εάν S είναι ένα πεπερασμένο σύνολο, συμβολίζουμε με K[S] το

πλήρες γράφημα με σύνολο κορυφών S.

΄Ενα γράφημα G καλείται διμερές (bipartite) εάν μπορούμε να διαμερίσου-

με το σύνολο κορυφών του σε δύο υποσύνολα X και Y έτσι ώστε κάθε ακμή

του να έχει ένα άκρο στο X και ένα άκρο στο Y . Τα X και Y καλούνται

μέρη (parts) της διαμέρισης. ΄Ενα διμερές γράφημα G καλείται πλήρες διμε-

ρές (complete bipartite) εάν για κάθε κορυφή x ∈ X, NG(x) = Y και για

κάθε κορυφή y ∈ Y , NG(y) = X. Συμβολίζουμε με Kq,r το πλήρες διμερές

γράφημα όπου το ένα μέρος έχει μέγεθος q και το άλλο μέρος έχει μέγεθος

r, όπου q, r ∈ N. Στην περίπτωση όπου q = 1 το γράφημα αυτό, δηλαδή το

K1,r, καλείται επίσης και αστέρι (star).

΄Ενα γράφημα καλείται συνεκτικό (connected) εάν, για κάθε διαμέριση του

συνόλου κορυφών του σε δύο μη-κενά υποσύνολα X και Y , υπάρχει μία ακμή

που έχει μία κορυφή στο X και μία κορυφή στο Y . ΄Ενα γράφημα καλείται

δέντρο (tree) εάν είναι συνεκτικό και δεν υπάρχει υποσύνολο των ακμών

και των κορυφών του που να σχηματίζει κύκλο. Δοσμένου ενός δέντρου

T , καλούμε φύλλα (leaves) τις κορυφές βαθμού 1 και λέμε ότι το δέντρο

είναι τριαδικό (ternary) εάν όσες κορυφές του δεν είναι φύλλα έχουν βαθμό

ακριβώς 3.

Δοσμένων δύο γραφημάτων G και G′, η ένωσή (union) τους G ∪G′ και
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η τομή (cut) τους G∩G′ είναι τα γραφήματα με V (G∪G′) = V (G)∪V (G′)

και E(G ∪ G′) = E(G) ∪ E(G′), και με V (G ∩ G′) = V (G) ∩ V (G′) και

E(G∩G′) = E(G)∩E(G′) αντίστοιχα. Εάν G∩G′ = ∅ τότε τα γραφήματα

G και G′ καλούνται ξένα (disjoint) και η ένωσή τους καλείται ξένη ένωση

(disjoint union). ΄Εστω C μία κλάση γραφημάτων και S ένα σύνολο από

κορυφές. Συμβολίζουμε με ∪∪∪∪∪∪∪∪∪C το γράφημα
⋃
G∈C G και θέτουμε C \ S =

{G \ S | G ∈ C}.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι κάθε γράφημα G μπορεί να εκφραστεί μο-

ναδικά σαν μία ξένη ένωση συνεκτικών γραφημάτων. Τα γραφήματα αυτά

καλούνται συνεκτικές συνιστώσες (connected components) του G. Συμβο-

λίζουμε με C(G) το σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών ενός γραφήματος

G. ΄Οταν οι συνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος είναι δέντρα, τότε το

γράφημα αυτό καλείται δάσος (forest).

Το γραμμικό γράφημα (line graph) ενός γραφήματος G, το οποίο συμβο-

λίζεται με L(G), είναι το γράφημα (E(G), X), όπου X = {{e1, e2} ⊆ E(G) |
e1 ∩ e2 6= ∅ ∧ e1 6= e2}.

Δοσμένων δύο γραφημάτων G και H, το λεξικογραφικό γινόμενο (lexi-

cographic product) G×H, είναι το γράφημα με V (G×H) = V (G)× V (H)

και E(G ×H) = {{(x, y), (x′, y′)} | ({x, x′} ∈ E(G)) ∨ (x = x′ ∧ {y, y′} ∈
E(H))}.

Επιπλέον, το καρτεσιανό γινόμενο (cartesian product) του G και του H,

είναι το γράφημα G ∗ H με V (G ∗ H) = V (G) × V (H) και E(G ∗ H) =

{{(x, y), (x′, y′)} | ({x, x′} ∈ E(G) ∧ y = y′) ∨ (x = x′ ∧ {y, y′} ∈ E(H))}.

΄Ενας k-χρωματισμός (k-coloring) ενός γραφήματος G είναι μία συνάρ-

τηση f : V (G) → [k] η οποία αναθέτει χρώματα (colors) στις κορυφές του.

΄Ενας k-χρωματισμός είναι έγκυρος (proper) εάν δεν υπάρχουν δύο γειτονικές

κορυφές του γραφήματος στις οποίες έχει αναθέσει το ίδιο χρώμα. Ο χρω-

ματικός αριθμός (chromatic number) ενός γραφήματος G είναι ο ελάχιστος
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ακέραιος k για τον οποίο το G επιδέχεται έναν έγκυρο k-χρωματισμό.

Μετασχηματισμοί Γραφημάτων

΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα, v ∈ V (G) και e ∈ E(G). Το γράφημα

G − v, που προκύπτει από το G αφού αφαιρέσουμε την κορυφή v, είναι το

γράφημα όπου V (G−u) = V (G)\{v} και E(G−v) = {e ∈ E(G) | e∩{v} =

∅}. Το γράφημα G−e, που προκύπτει από το G αφού αφαιρέσουμε την ακμή

e είναι το γράφημα όπου V (G− e) = V (G) και E(G− e) = E(G)\{e}. Εάν

U ⊆ V (G) (E ⊆ E(G)) τότε G−U (αντίστοιχα G−E) είναι το γράφημα που

προκύπτει από το G αφού αφαιρέσουμε όλες τις κορυφές του U (αντίστοιχα

τις ακμές του E).

Δοσμένης μιας ακμής e = {x, y} ενός γραφήματος G, συμβολίζουμε με

G/e το γράφημα που προκύπτει από το G μετά την σύνθλιψη (contraction)

της ακμής e, δηλαδή, από την αντικατάσταση των κορυφών x και y από μία

νέα κορυφή vxy η οποία είναι γειτονική με τους γείτονες των x και y (εκτός

των x και y). Επιπροσθέτως, εάν ένα από τα άκρα της e, έστω το v, έχει

βαθμό 2 τότε η σύνθλιψη της e ονομάζεται, επίσης, διάλυση (dissolution)

της κορυφής v.

Η ανύψωση (lift) δύο ακμών e1 = {x, y} και e2 = {x, z} σε μία ακμή e

είναι η πράξη της αφαίρεσης των e1 και e2 από το G και της πρόσθεσης της

ακμής e = {y, z} στο προκύπτον γράφημα.

΄Εστω ότι G είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε K3 ⊆ G και x, y, z είναι

οι κορυφές του K3. Ο ∆Y -μετασχηματισμός (∆Y -transformation) του

K3 στο G είναι ο ακόλουθος: Αφαιρούμε τις ακμές {x, y}, {y, z}, {x, z},
προσθέτουμε μία νέα κορυφή w, και, στη συνέχεια, προσθέτουμε τις ακμές

{x,w}, {y, w}, {z, w}.
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Συνεκτικότητα

΄Εστω ένας ακέραιος k. ΄Ενα γράφημα G είναι k-συνεκτικό (k-connected)

εάν, για κάθε S ⊆ V (G) με |S| < k, το γράφημα G \ S είναι συνεκτικό. Η

συνεκτικότητα (connectivity) ενός γραφήματος G είναι ο μέγιστος ακέραιος

k για τον οποίο το G είναι k-συνεκτικό. ΄Ενα σύνολο S ⊆ V (G) για το οποίο

το G \ S δεν είναι συνεκτικό ονομάζεται διαχωριστής (separator) του G.

Παρόμοια, ένα γράφημα G είναι k-ακμοσυνεκτικό (k-edge-connected) εάν,

για κάθε F ⊆ V (G) με |F | < k, το γράφημα G \ F είναι συνεκτικό. Η

ακμοσυνεκτικότητα (edge-connectivity) ενός γραφήματος G είναι ο μέγιστος

ακέραιος k για τον οποίο τοG είναι k-ακμοσυνεκτικό. ΄Ενας ακμοδιαχωριστής

(edge-cut) ενός γραφήματος G είναι ένα μη-κενό σύνολο F από ακμές οι

οποίες ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του G και τέτοιες ώστε το

G \ F έχει περισσότερες συνεκτικές συνιστώσες από το G. Εάν το G \ F
έχει ακριβώς μία παραπάνω συνεκτική συνιστώσα από το G, τότε λέμε ότι

το F είναι ένας ελάχιστος (minimal) ακμοδιαχωριστής. ΄Εστω ότι F είναι

ένας ακμοδιαχωριστής του γραφήματος G και έστω ότι G′ είναι η συνεκτική

συνιστώσα του G που περιέχει τις ακμές του F . Λέμε ότι ο F είναι ένας

εσωτερικός ακμοδιαχωριστής (internal edge-cut) εάν είναι ελαχιστικός και

αμφότερες οι συνεκτικές συνιστώσες του G′ \ F περιέχουν τουλάχιστον 2

κορυφές. Τέλος, εάν |F | = k, καλούμε το F έναν k-ακμοδιαχωριστή (k-

edge-cut).

Μερικές Διατάξεις σε Γραφήματα

Για ένα γράφημα H λέμε ότι είναι

• ένα εναγόμενο υπογράφημα (induced subgraph) του γραφήματος G,

και το συμβολίζουμε με H v G, εάν μπορεί να προκύψει από το G

εφαρμόζοντας αφαιρέσεις κορυφών.
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• ένα παραγόμενο υπογράφημα (spanning subgraph) του γραφήματος G,

και το συμβολίζουμε με H ⊆s G, εάν μπορεί να προκύψει από το G

εφαρμόζοντας αφαιρέσεις ακμών.

• ένα υπογράφημα (subgraph) του γραφήματος G, και το συμβολίζουμε

με H ⊆ G, εάν μπορεί να προκύψει από το G εφαρμόζοντας αφαιρέσεις

κορυφών και ακμών.

• μία σύνθλιψη (contraction) του γραφήματος G, και το συμβολίζουμε με

H ≤c G, εάν μπορεί να προκύψει από το G εφαρμόζοντας συνθλίψεις

ακμών. ΄Ενας εναλλακτικός, και μερικές φορές περισσότερο χρήσιμος

για τους σκοπούς μας, ορισμός της σύνθλιψης είναι ο επόμενος.

΄Εστω ότι G και H είναι γραφήματα και έστω πως φ : V (G) → V (H)

είναι μία επί απεικόνιση τέτοια ώστε

1. για κάθε κορυφή v ∈ V (H), η αντίστροφη εικόνα της, φ−1(v),

ενάγει το συνεκτικό γράφημα G[φ−1(v)],

2. για κάθε ακμή {v, u} ∈ E(H), το γράφημα G[φ−1(v) ∪ φ−1(u)]

είναι συνεκτικό,

3. για κάθε {v, u} ∈ E(G), είτε φ(v) = φ(u) είτε {φ(v), φ(u)} ∈
E(H).

Λέμε τότε ότι το γράφημα H είναι μία σύνθλιψη του G μέσω της φ

και το συμβολίζουμε με H ≤φc G. Εάν H ≤φc G και v ∈ V (H), τότε

καλούμε την αντίστροφη εικόνα φ−1(v) μοντέλο της v (model) στο G.

• ένα ελάσσον (minor) του γραφήματος G, και το συμβολίζουμε με

H≤mG, εάν μπορεί να προκύψει από το G εφαρμόζοντας αφαιρέσεις

κορυφών και ακμών και συνθλίψεις ακμών.
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Εναλλακτικά, το γράφημα H είναι ελάσσον του G, εάν υπάρχει μία

συνάρτηση η οποία απεικονίζει κάθε κορυφή v του H σε ένα συνεκτικό

σύνολο Bv ⊆ V (G), έτσι ώστε για κάθε δύο ξένες κορυφές v, w του

H, τα σύνολα Bv και Bw δεν έχουν κοινές κορυφές, και για κάθε ακμή

{u, v} του H, υπάρχει μία ακμή στο G με ένα άκρο στο Bv και ένα στο

Bu.

Το γράφημα που προκύπτει από την ένωση όλων των Bv τέτοιων ώστε

v ∈ V (H) και από τις ακμές μεταξύ των Bv και Bu στο G, εάν υπάρχει

μία ακμή {v, u} στοH, ονομάζεται μοντέλο τουH στο G. ΄Ενα μοντέλο

με ελάχιστο πλήθος κορυφών και ακμών ονομάζεται ελαχιστικό μοντέλο

(minimal model).

Λέμε ότι ένα γράφημα G είναι H-ελεύθερο-ελάσσονος (H-minor-free)

όταν δεν περιέχει το γράφημα H ως ελάσσον. Λέμε επίσης ότι μία

κλάση γραφημάτων G είναι H-ελεύθερη-ελάσσονος (H-minor-free) (ή,

αποκλείει το γράφημα H σαν ελάσσον) όταν όλα της τα μέλη είναι

H-ελεύθερα-ελάσσονος.

• ένα τοπολογικό ελάσσον (topological minor) του γραφήματος G, και

το συμβολίζουμε με H ≤tm G, εάν μπορεί να προκύψει από το G ε-

φαρμόζοντας αφαιρέσεις κορυφών και ακμών και διαλύσεις κορυφών.

Επιπλέον, λέμε ότι ένα γράφημα G είναι μία υποδιαίρεση (subdivision)

του γραφήματος H, εάν το H μπορεί να προκύψει από το G εφαρμόζον-

τας διαλύσεις κορυφών.

• μία εμβύθιση (immersion) του γραφήματος G, και το συμβολίζουμε με

H≤imG, εάν μπορεί να προκύψει από το G εφαρμόζοντας αφαιρέσεις

κορυφών και ακμών και ανυψώσεις ακμών.

Ισοδύναμα, λέμε ότι το H είναι μία εμβύθιση του G εάν υπάρχει μία

αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση f : V (H)→ V (G) τέτοια ώστε, για κάθε
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ακμή {u, v} του H, υπάρχει ένα μονοπάτι από την f(u) στην f(v) στο

G και για κάθε δύο διαφορετικές ακμές του H τα μονοπάτια που τους

αντιστοιχούν στο G είναι ξένα ως προς ακμές.

Επιπλέον, εάν το σύνολο των εσωτερικών κορυφών αυτών των μονοπα-

τιών είναι ξένο με το f(V (H)), τότε λέμε ότι το H εμβυθίζεται ισχυρά

(strongly immersed) στο G.

΄Οπως παραπάνω, η συνάρτηση f καλείται μοντέλο του H στο G και ένα

μοντέλο με ελάχιστο πλήθος κορυφών και ακμών ονομάζεται ελαχιστικό

μοντέλο.

Δεντροπλάτος και Δεσμώσεις

Μία δεντροαποσύνθεση (tree decomposition) ενός γραφήματος G είναι ένα

ζεύγος (X , T ), όπου το T είναι ένα δέντρο και το X = {Xi | i ∈ V (T )} είναι
μία συλλογή υποσυνόλων του V (G), που καλούνται τσάντες, τέτοια ώστε:

1.
⋃
i∈V (T )Xi = V (G),

2. για κάθε ακμή {x, y} ∈ E(G), {x, y} ⊆ Xi για κάποιο i ∈ V (T ), και

3. για κάθε x ∈ V (G) το σύνολο {i | x ∈ Xi} ενάγει ένα συνεκτικό

υποδέντρο του T .

Το πλάτος (width) μίας δεντροαποσύνθεσης ({Xi | i ∈ V (T )}, T ) είναι

max
i∈V (T )

{|Xi| − 1}.

Το δεντροπλάτος (tree-width) ενός γραφήματος G είναι το ελάχιστο πλάτος

όλων των δεντροαποσυνθέσεων του G. (Στην περίπτωση που το T είναι μο-

νοπάτι, τότε η παραπάνω αποσύνθεση καλείται αποσύνθεση μονοπατιού και

το πλάτος της, όπως και το πλάτος μονοπατιού ενός γραφήματος ορίζονται
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αντίστοιχα.)

΄Εστω r ένας θετικός ακέραιος. Μία r-προσεγγιστική δέσμωση (r-

approximate linkage) σε ένα γράφημα G είναι μία οικογένεια L από μονοπάτια

με διαφορετικά άκρα στο G τέτοια ώστε για κάθε r+1 διαφορετικά μονοπάτια

P1, P2, . . . , Pr+1 στην L, ισχύει ότι
⋂
i∈[r+1] V (Pi) = ∅. Καλούμε αυτά τα μο-

νοπάτια συνιστώσες (components) της δέσμωσης. ΄Εστω ότι (α1, α2, . . . , αk)

και (β1, β2, . . . , βk) είναι στοιχεία του V (G)k. Λέμε ότι μία r-προσεγγιστική

δέσμωση L, που αποτελείται από τα μονοπάτια P1, P2, . . . , Pk, συνδέει (links)

τα (α1, α2, . . . , αk) και (β1, β2, . . . , βk) εάν το Pi είναι ένα μονοπάτι με άκρα

αi και βi, για κάθε i ∈ [k]. Η τάξη (order) μίας τέτοιας δέσμωσης είναι k.

Καλούμε μία r-προσεγγιστική δέσμωση τάξης k, r-προσεγγιστική k-δέσμωση

(r-approximate k-linkage).

Σχήμα 2.1: Μία μοναδική δέσμωση σε ένα γράφημα.

Δύο r-προσεγγιστικές k-δεσμώσεις L και L′ είναι ισοδύναμες εάν έχουν

την ίδια τάξη και για κάθε συνιστώσα P του L υπάρχει μία συνιστώσα P ′

του L′ με τα ίδια άκρα. Μία r-προσεγγιστική δέσμωση L ενός γραφήματος

G καλείται μοναδική (unique) εάν για κάθε ισοδύναμη δέσμωση L′ του L,

V (L) = V (L′). ΄Οταν r = 1, μία τέτοια οικογένεια μονοπατιών καλείται
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δέσμωση (linkage). Τέλος, μία δέσμωση L σε ένα γράφημαG καλείται ζωτική

(vital) εάν V (L) = V (G) και δεν υπάρχει άλλη δέσμωση στο G που να

συνδέει τα ίδια ζεύγη κορυφών. (Για παράδειγμα μίας μοναδικής δέσμωσης,

δείτε το Σχήμα 2.1.)

2.2 Γραφήματα σε Επιφάνειες

΄Ενα γράφημα το οποίο μπορεί να σχεδιαστεί στο επίπεδο με τέτοιο τρόπο

ώστε οι ακμές να συναντιούνται μόνο στα κοινά τους άκρα καλείται επίπε-

δο γράφημα (planar graph). ΄Ενα τέτοιο σχέδιο ενός επίπεδου γραφήματος

καλείται επίπεδη εμβάπτιση του γραφήματος και ένα επίπεδο γράφημα μαζί

με την εμβάπτισή του καλείται ενεπίπεδο γράφημα (plane graph). Ας παρα-

τηρήσουμε ότι εάν το G είναι ένα ενεπίπεδο γράφημα τότε το R2 \ G είναι

ανοικτό. Οι συνεκτικές συνιστώσες του R2 \G καλούνται όψεις (faces) του

G και οι κλειστοί περίπατοι, ή αλλιώς περιοδείες (tours), που φράσσουν τις

όψεις καλούνται οψιακοί κύκλοι (facial cycles).

΄Εστω ένα γράφημα G. Λέμε ότι το G είναι ένα απόγειο γράφημα (apex

graph) εάν υπάρχει μία κορυφή v ∈ V (G) τέτοια ώστε το G \ v να είναι

επίπεδο. Επιπλέον, λέμε ότι το G είναι ένα α-απόγειο γράφημα (α-apex

graph) εάν υπάρχει ένα σύνολο S ⊆ V (G) τέτοιο ώστε |S| ≤ α και το G \ S
είναι επίπεδο. Συμβολίζουμε με an(G), το ελάχιστο k ∈ N για το οποίο το

G είναι ένα k-απόγειο γράφημα, δηλαδή,

an(G) = min{k ∈ N | ∃S ⊆ V (G) : (|S| ≤ k ∧G \ S είναι επίπεδο.)}

Προφανώς, G = {G | an(G) = 1} είναι η κλάση όλων των απόγειων γραφη-

μάτων.

Λέμε ότι ένα υπεργράφημα H είναι επίπεδο εάν το γράφημα πρόσπτω-

σης του είναι επίπεδο, όπου το γράφημα πρόσπτωσης (incidence graph)
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ενός υπεργραφήματος H είναι το διμερές γράφημα I(H) με σύνολο κορυ-

φών V (H) ∪ E(H) και μία κορυφή v ∈ V (H) είναι γειτονική με μία κορυφή

e ∈ E(H) εάν και μόνο εάν v ∈ e, δηλαδή, η v προσπίπτει στην e στο H.

Μία επιφάνεια (surface) Σ είναι μία συμπαγής (compact) 2-πολλαπλότητα

(2-manifold) χωρίς όριο (boundary) (πάντα θεωρούμε συνεκτικές επι-

φάνειες). Εάν, αντί για το επίπεδο, θεωρήσουμε μία επιφάνεια Σ, λέμε ότι ένα

γράφημα G είναι Σ-εμβαπτίσιμο (Σ-embeddable), εάν μπορεί να σχεδιαστεί

στη Σ με τέτοιο τρόπο ώστε οι ακμές να συναντιούνται μόνο στα κοινά τους

άκρα. ΄Οποτε αναφερόμαστε σε ένα Σ-εμβαπτισμένο γράφημα θεωρούμε μία

εμβάπτιση 2-κελιών του G στη Σ, όπου μία εμβάπτιση 2-κελιών (2-cell em-

bedding) ενός γραφήματος G είναι μία εμβάπτιση στην οποία κάθε όψη είναι

ομοιομορφική με έναν ανοιχτό δίσκο. Για να απλοποιήσουμε τους συμβολι-

σμούς δεν ξεχωρίζουμε ανάμεσα σε μία κορυφή τουG και το σημείο της Σ που

χρησιμοποιείται στο σχέδιο για να αναπαραστήσει την κορυφή ή ανάμεσα σε

μία ακμή και το τόξο που την αναπαριστά. Θεωρούμε επίσης ένα γράφημα G

εμβαπτισμένο στη Σ σαν την ένωση των σημείων που αντιστοιχούν στις κορυ-

φές και τις ακμές του. Με αυτό τον τρόπο, ένα υπογράφημα H του G μπορεί

να θεωρηθεί ως ένα γράφημα H, όπου H ⊆ G στη Σ. Ας θυμηθούμε ότι το

σύνολο ∆ ⊆ Σ είναι ένας ανοικτός (αντίστοιχα κλειστός) δίσκος εάν είναι

ομοιομορφικό με το {(x, y) : x2+y2 < 1} (αντίστοιχα {(x, y) : x2+y2 ≤ 1}).
Το γένος Eüler (Eüler genus) μίας μη-προσανατολισμένης επιφάνειας Σ εί-

ναι ίσο με το μη-προσανατολισμένο γένος g̃(Σ) (ή το πλήθος των καπακιών

διασταυρώσεων (cross-caps)). Το γένος Eüler μίας προσανατολισμένης επι-

φάνειας Σ είναι 2g(Σ), όπου g(Σ) είναι το προσανατολισμένο γένος της Σ.

Αναφερόμαστε στον βιβλίο των B. Mohar και C. Thomassen [157] για πε-

ρισσότερες λεπτομέρειες στις εμβαπτίσεις γραφημάτων. Το γένος Eüler ενός

γραφήματος G (που συμβολίζεται με eg(G)) είναι ο ελάχιστος ακέραιος γ

για τον οποίο το G μπορεί να εμβαπτιστεί σε μία επιφάνεια με γένος Eüler
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γ.

Ας παρατηρήσουμε ότι τα γραφήματα που εμβαπτίζονται στη σφαίρα S0

είναι τα επίπεδα γραφήματα. Επιπλέον, καλούμε ένα τέτοιο γράφημα, μαζί με

την εμβάπτισή του, Σ0-εμβαπτισμένο γράφημα (Σ0-embedded graph). ΄Εστω

ότι C1 και C2 είναι δύο ξένοι κύκλοι σε ένα Σ0-εμβαπτισμένο γράφημα G.

΄Εστω, επίσης, ότι ∆i είναι ο ανοικτός δίσκος του S0 \ Ci που δεν περιέχει

σημεία του C3−i, i ∈ [2]. Ο δακτύλιος (annulus) μεταξύ των C1 και C2

είναι το σύνολο S0 \ (∆1 ∪ ∆2) και συμβολίζεται με A[C1, C2]. Ας παρα-

τηρήσουμε εδώ ότι, το A[C1, C2] είναι ένα κλειστό σύνολο. ΄Εστω ότι η

A = {C1, . . . , Cr} είναι μια οικογένεια από κύκλους ενός S0-εμβαπτισμένου

γραφήματος G. Λέμε ότι η A είναι εμφωλευμένη (nested) εάν, για κάθε

i ∈ [r − 2], A[Ci, Ci+1]∪A[Ci+1, Ci+2] = A[Ci, Ci+2]. (Δείτε, για παράδειγ-

μα, το Σχήμα 2.2.)

C4

C1

C2

C3

Σχήμα 2.2: Μία οικογένεια τεσσάρων εμφωλευμένων κύκλων.

΄Εστω ότι G είναι ένα γράφημα το οποίο είναι εμβαπτισμένο σε κάποια

επιφάνεια Σ και έστω x ∈ V (G). Ορίζουμε ως δίσκο γύρω από το (disk

around) x κάθε ανοικτό δίσκο ∆x με την ιδιότητα ότι κάθε στοιχείο μέσα

στον ∆x ∩ G είτε είναι το x είτε ανήκει στις προσπίπτουσες ακμές του x.
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xx

Σχήμα 2.3: Η κορυφή x είναι επικαλύπτουσα κορυφή των μονοπατιών στα

αριστερά, ενώ δεν είναι επικαλύπτουσα κορυφή των μονοπατιών στα δεξιά.

΄Εστω ότι P1 και P2 είναι δύο ξένα ως προς ακμές μονοπάτια στο G. Λέμε

ότι τα P1 και P2 είναι σύρροα (confluent) εάν για κάθε x ∈ V (P1) ∩ V (P2),

που δεν είναι άκρο του P1 ή του P2, και για κάθε δίσκο ∆x γύρω από το x,

μία από τις συνεκτικές συνιστώσες του συνόλου ∆x \P1 δεν περιέχει κανένα

σημείο του P2. Λέμε επίσης ότι μία οικογένεια μονοπατιών είναι σύρροη

(confluent) εάν τα μονοπάτια που περιέχει είναι ανά δύο σύρροα.

Επιπλέον, δοσμένων δύο ξένων ως προς ακμές μονοπατιών P1 και P2 στο

G, λέμε ότι μία κορυφή x ∈ V (P1)∩V (P2) που δεν είναι άκρο του P1 ή του P2

είναι μία επικαλύπτουσα (overlapping) κορυφή των P1 και P2 εάν υπάρχει ένας

δίσκος ∆x γύρω από το x τέτοιος ώστε και οι δύο συνεκτικές συνιστώσες του

∆x \P1 να περιέχουν σημεία του P2. (Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 2.3.)

Για μία οικογένεια μονοπατιών P, μία κορυφή v ενός μονοπατιού P ∈ P
καλείται επικαλύπτουσα κορυφή της P εάν υπάρχει ένα μονοπάτι P ′ ∈ P, με
P ′ 6= P , τέτοιο ώστε η v να είναι επικαλύπτουσα κορυφή των P και P ′.

2.3 Σχάρες και Τοίχοι

΄Εστω ότι οι k και r είναι θετικοί ακέραιοι με k, r ≥ 2. Η (k × r)-σχάρα
((k×r)-grid) είναι το καρτεσιανό γινόμενο δύο μονοπατιών μήκους k−1 και

r−1 αντίστοιχα. Μία κορυφή της (k×r)-σχάρας καλείται γωνία (corner) εάν

έχει βαθμό 2. ΄Αρα κάθε (k × r)-σχάρα έχει 4 γωνίες. Μία κορυφή της (k ×
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r)-σχάρας καλείται εσωτερική (internal) εάν έχει βαθμό 4, αλλιώς λέγεται

εξωτερική (external). (Για παράδειγμα μίας σχάρας δείτε το Σχήμα 2.4.)

Σχήμα 2.4: Η (6× 6)-σχάρα.

΄Ενας τοίχος ύψους (wall of height) k, k ≥ 1, είναι το γράφημα που

προκύπτει από μία ((k + 1) × (2 · k + 2))-σχάρα με κορυφές (x, y), όπου

x ∈ {1, . . . , 2 · k+ 4}, y ∈ {1, . . . , k+ 1}, μετά την αφαίρεση των «κάθετων»

ακμών {(x, y), (x, y+ 1)} για περιττό x+ y, και, στη συνέχεια, την αφαίρεση

όλων των κορυφών βαθμού 1. Συμβολίζουμε ένα τέτοιον τοίχο με Wk.

Οι γωνίες (corners) του τοίχου Wk είναι οι κορυφές c1 = (1, 1), c2 =

(2 · k + 1, 0), c3 = (2 · k + 1 + (k + 1 mod 2), k + 1) και c4 = (1 +

(k + 1 mod 2), k + 1). (Οι τετράγωνες κορυφές στο Σχήμα 2.5.) Θέτουμε

C = {c1, c2, c3, c4} και καλούμε τα ζεύγη {c1, c3} και {c2, c4} αντιδιαμετρικά
(antidiametrical).

΄Ενας υποδιαιρεμένος (subdivided) τοίχοςW ύψους k είναι ένας τοίχος που

προκύπτει από τον Wk αφού αντικαταστήσουμε κάποιες από τις ακμές του με

μονοπάτια τα οποία δεν περιέχουν κοινές εσωτερικές κορυφές. Καλούμε το

γράφημαW που προκύπτει υποδιαίρεση (subdivision) τουWk και τις κορυφές

που εμφανίζονται στον τοίχο μετά τις αντικαταστάσεις κορυφές υποδιαίρεσης

(subdivision vertices).

Οι κορυφές του W που δεν προέκυψαν από την υποδιαίρεση καλούνται
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πρωταρχικές κορυφές (original vertices). Η περίμετρος (perimeter) P ενός

υποδιαιρεμένου τοίχου είναι ο κύκλος που ορίζεται από το σύνορό του.

Τα στρώματα (layers) ενός υποδιαιρεμένου τοίχου W ύψους k ορίζονται

αναδρομικά όπως παρακάτω. Το πρώτο στρώμα του W είναι η περίμετρός

του. Για i = 2, · · · , dk2e, το i-οστό στρώμα του W είναι το (i − 1)-οστό

στρώμα του υποτοίχου W ′ που προκύπτει από τον W μετά την αφαίρεση της

περιμέτρου του W από τον W και όλων των επερχόμενων κορυφών βαθμού

1 (δείτε το Σχήμα 2.5).

c1 c2

c3c4

Σχήμα 2.5: Το πρώτο (μοβ - διακεκομμένο) και το δεύτερο (κόκκινο - δια-

κεκομμένο με τελείες) στρώματα ενός τοίχου ύψους 5.

ΕάνW είναι ένας υποδιαιρεμένος τοίχος ύψους k, καλούμε τούβλο (brick)

του W κάθε οψιακό κύκλο του οποίου το μη-υποδιαιρεμένο αντίγραφο στον

Wk έχει μήκος 6. Λέμε ότι δύο τούβλα είναι γειτονικά (neighbors) εάν η τομή

τους περιέχει μία ακμή.

΄Εστω ότι Wk είναι ένας τοίχος. Συμβολίζουμε με P
(h)
j το συντομότερο
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μονοπάτι που συνδέει τις κορυφές (1, j) και (2 · k + 2, j) και καλούμε αυτά

τα μονοπάτια οριζόντια (horizontal) μονοπάτια του Wk. Ας σημειώσουμε

ότι αυτά τα μονοπάτια είναι ξένα ως προς κορυφές. Καλούμε τα μονοπάτια

P
(h)
k+1 και P

(h)
1 το νοτιότερο (southern) μονοπάτι του Wk και το βορειότερο

(northern) μονοπάτι του Wk αντίστοιχα. Παρόμοια, συμβολίζουμε με P
(v)
i

το συντομότερο μονοπάτι που συνδέει τις κορυφές (i, 1) και (i, k+ 1) με την

προϋπόθεση ότι για i < 2 · k + 2, το P
(v)
i περιέχει μόνο κορυφές (x, y) με

x = i, i+ 1. Ας παρατηρήσουμε ότι υπάρχει μία μοναδική υπό-οικογένεια Pv
των {P (v)

i | i < 2 · k + 2} από k + 1 μονοπάτια με ένα άκρο στο νοτιότερο

μονοπάτι τουWk και ένα στο βορειότερο μονοπάτι τουWk. Καλούμε αυτά τα

μονοπάτια κάθετα (vertical) μονοπάτια του Wk και τα συμβολίζουμε με P
[v]
i ,

i ∈ [k], όπου P
(v)
1 = P

[v]
1 και P

(v)
2·k+1 = P

[v]
k+1. (Δείτε το Σχήμα 2.6.)

P
[v]
6P

[v]
1 P

[v]
2 P

[v]
3 P

[v]
4 P

[v]
5

Σχήμα 2.6: Τα κάθετα μονοπάτια ενός τοίχου ύψους 5.

Τα μονοπάτια P
[v]
1 και P

[v]
k+1 καλούνται το δυτικότερο (western) μονοπάτι

του Wk και το ανατολικότερο (eastern) μονοπάτι του Wk αντίστοιχα. Πα-

ρατηρούμε ότι κάθε κορυφή u ∈ V (Wk) \ V (P ) περιέχεται σε ακριβώς ένα

κάθετο μονοπάτι, που συμβολίζεται με P
(v)
u , και σε ένα ακριβώς οριζόντιο
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μονοπάτι, που συμβολίζεται με P
(h)
u , του Wk. Εάν W είναι μία υποδιαίρεση

του Wk, θα χρησιμοποιήσουμε τον ίδιο συμβολισμό για τα μονοπάτια που

προκύπτουν από τις υποδιαιρέσεις των αντίστοιχων μονοπατιών στον Wk, με

την προϋπόθεση ότι η u είναι πρωταρχική κορυφή του W .

΄Εστω ότι W είναι ένας τοίχος και K ′ είναι η συνεκτική συνιστώσα του

G\P που περιέχει τοW \P , όπου P είναι η περίμετρος τουW . Η περιφέρεια

(compass) K τουW στο G είναι το γράφημα G[V (K ′)∪V (P )]. Παρατηρούμε

ότι ο W είναι υπογράφημα του K και το K είναι συνεκτικό.

2.4 Λογική

Μία ιδιαίτερα σημαντική περιοχή αμφότερων των Μαθηματικών και της Πλη-

ροφορικής είναι η Λογική. Η Λογική έχει διερευνηθεί ευρέως, από τότε που

πρώτος ο Αριστοτέλης πρότεινε ένα αξιωματικό σύστημα το οποίο κατόπιν

χρησιμοποιήθηκε από τον Ευκλείδη. Αν και η Λογική και η ιστορία της απο-

τελούν ένα πολύ ενδιαφέρον θέμα, η εξερεύνησή της και η παρουσίασή της

είναι πέρα από τους σκοπούς αυτής της σύντομης εισαγωγής. Θα αναφέρου-

με, ωστόσο, τους R. Dedekind (1831 - 1916), G. Peano (1858 - 1932),

D. Hilbert (1862 - 1943) και K. Gödel (1906 - 1978) των οποίων η συνει-

σφορά ήταν αποφασιστικής σημασίας και τα αποτελέσματά τους, όπως και οι

προτάσεις τους, ξεπερνούσαν την εποχή τους.

Σε αυτή τη διατριβή, θεωρούμε λογική πάνω σε γραφήματα. (Για περισ-

σότερα στη Λογική δείτε τα [73] και [156].)

Πρωτοβάθμια Λογική σε Γραφήματα

Ορισμός 2.1. Η σύνταξη της πρωτοβάθμιας λογικής (syntax of first-order

logic) είναι η ακόλουθη:
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• ΄Απειρες μεταβλητές (variables), οι οποίες συνήθως συμβολίζονται με

τα μικρά γράμματα x, y, z.

• Οι πρωτοβάθμιοι τύποι στη γλώσσα των γραφημάτων κατασκευάζον-

ται από τους ατομικούς τύπους (atomic formulas) E(x, y) και x = y

χρησιμοποιώντας τους συνήθεις συνδέσμους (Boolean connectives) ¬
(άρνηση), ∧ (σύζευξη), ∨ (διάζευξη), → (συνεπαγωγή), ↔ (ισοδυνα-

μία), τον υπαρξιακό ποσοδείκτη ∃x και τον καθολικό ποσοδείκτη ∀x
πάνω σε μεταβλητές.

Οι μεταβλητές αντιστοιχούν στις κορυφές ενός γραφήματος. Ο ατομικός

τύπος E(x, y) εκφράζει ότι οι x και y είναι γειτονικές, και ο τύπος x = y

εκφράζει ισότητα. Από αυτά, οι ελεύθερες μεταβλητές, οι προτάσεις και η

σημασιολογία της πρωτοβάθμιας λογικής ορίζονται με τον προφανή τρόπο.

Για παράδειγμα, ένα σύνολο κυριαρχίας (dominating set) σε ένα γράφημα

G = (V,E) είναι ένα σύνολο S ⊆ V τέτοιο ώστε για κάθε v ∈ V , είτε η

v ανήκει στο S είτε η v είναι γειτονική με μία κορυφή u η οποία ανήκει στο

S (δείτε το Σχήμα 2.7). Η ακόλουθη πρωτοβάθμια πρόταση (παραμετροποι-

ημένη από το k) domk εκφράζει πως ένα γράφημα έχει σύνολο κυριαρχίας

μεγέθους k:

∃x1∃x2 . . . ∃xk

 ∧
1≤i<j≤k

¬(xi = xj) ∧ ∀y

(
k∨
i=1

((y = xi) ∨ E(y, xi))

)

Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική σε Γραφήματα

Καλούμε υπογραφή (signature) τ = {R1, . . . , Rn} κάθε πεπερασμένο σύνολο

κατηγορηματικών συμβόλων Ri οποιασδήποτε (πεπερασμένης) πλειομέλειας

(arity), η οποία συμβολίζεται με ar(Ri). Για τη γλώσσα των γραφημάτων G
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Σχήμα 2.7: Το σύνολο κυριαρχίας ενός γραφήματος (κόκκινες κορυφές).

θεωρούμε την υπογραφή τG = {V,E, I} όπου το V αναπαριστά το σύνολο

των κορυφών ενός γραφήματος G, το E το σύνολο των ακμών του, και το

I = {(v, e) | v ∈ e και e ∈ E(G)} την σχέση πρόσπτωσης.

Μία τ -δομή (τ -structure) A = (A,RA
1 , . . . , R

A
n) αποτελείται από ένα πε-

περασμένο σύμπαν (universe) A, και την ερμηνεία (interpretation) των κα-

τηγορηματικών συνόλων Ri της τ στο A, δηλαδή, για κάθε i, το RA
i είναι

ένα υποσύνολο του Aar(Ri).

Στη Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική οι τύποι ορίζονται αναδρομικά από

ατομικούς τύπους, δηλαδή, από εκφράσεις της μορφής Ri(x1, x2, . . . , xar(Ri))

ή της μορφής x = y όπου οι xj , j ≤ ar(Ri), x και y είναι μεταβλητές,

χρησιμοποιώντας τους συνδέσμους ¬,∧,∨,→, και τον υπαρξιακό ή καθολικό

ποσοδείκτη σε μεταβλητές και σύνολα μεταβλητών.

Ας παρατηρήσουμε ότι, στη γλώσσα των γραφημάτων, οι ατομικοί τύποι

είναι της μορφής V (u), E(e) και I(u, e), όπου u και e είναι μεταβλητές κορυ-

φών και ακμών αντίστοιχα. Επιπροσθέτως, η ποσόδειξη λαμβάνει χώρα πάνω

σε μεταβλητές κορυφών ή ακμών ή σε σύνολα κορυφών ή ακμών.

Μία δομή γραφήματος (graph structure) G = (V (G)∪E(G), V G, EG, IG)

είναι μία τG-δομή, η οποία αναπαριστά το γράφημα G = (V,E). Από εδώ και

στο εξής, θα κάνουμε κατάχρηση του συμβολισμού και δεν θα ξεχωρίζουμε

ανάμεσα στα G και G.
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Μία κλάση γραφημάτων C είναι ΜΔΛ-ορίσιμη (MSO-definable) εάν υπάρ-

χει ένας τύπος της Μοναδικής Δευτεροβάθμιας Λογικής φC στη γλώσσα των

γραφημάτων τέτοιος ώστε G ∈ C εάν και μόνο εάν G |= φC , δηλαδή, ο φC

αληθεύει στο γράφημα G (το G είναι μοντέλο της φC).



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3

(Καλές) Μερικές Διατάξεις και Αλγόριθμοι

3.1 (Καλές) Μερικές Διατάξεις

΄Ενα από τα πιο διάσημα αποτελέσματα της Θεωρίας Γραφημάτων είναι ο χα-

ρακτηρισμός των επίπεδων γραφημάτων στο πλαίσιο των απαγορευμένων το-

πολογικών ελασσόνων, που αποδείχτηκε από τον K. Kuratowski το 1930.

Θεώρημα 3.1 (Το Θεώρημα του Kuratowski [142]). ΄Ενα γράφημα G

είναι επίπεδο εάν και μόνο εάν δεν περιέχει τα K5 και K3,3 σαν τοπολογικά

ελάσσονα.
1

Μετά την πρώτη εμφάνιση της απόδειξης του Kuratowski στο [142]

πλήθος εναλλακτικών αποδείξεων προτάθηκαν για το θεώρημα αυτό (δείτε,

1
Κατά ισχυρισμούς, το θεώρημα αυτό είχε αποδειχθεί επίσης σε χειρόγραφες σημει-

ώσεις του L. Pontryagin γι᾿ αυτό μερικές φορές αναφέρεται και ως Θεώρημα Kuratowski-

Pontryagin.

39
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K5
K3,3

Σχήμα 3.1: Τα γραφήματα του Kuratowski.

για παράδειγμα, τις [62, 63, 153]).

Ωστόσο, η αναδιατύπωση και η απόδειξη του θεωρήματος από τον K.

Wagner στο πλαίσιο των απαγορευμένων ελασσόνων το 1937 [221] και μία ε-

πακόλουθη εικασία, γνωστή και ως Εικασία του Wagner2, άνοιξαν το δρόμο

προς τη μελέτη της διάταξης των γραφημάτων ως προς τη σχέση των ε-

λασσόνων και προς το οικοδόμημα που τώρα είναι γνωστό ως Θεωρία των

Ελασσόνων Γραφημάτων.

Θεώρημα 3.2 ([221]). ΄Ενα γράφημα G είναι επίπεδο εάν και μόνο εάν δεν

περιέχει τα K5 και K3,3 σαν ελάσσονα.

Ας προχωρήσουμε τώρα στις απαραίτητες λεπτομέρειες. Παρατηρούμε

ότι οι δύο προαναφερθείσες διατάξεις σε γραφήματα, ονομαστικά η διάταξη

των ελασσόνων και η διάταξη των τοπολογικών ελασσόνων, μαζί με όλες

τις άλλες διατάξεις που έχουμε συναντήσει μέχρι τώρα, δηλαδή τις διατάξεις

των (εναγόμενων/παραγόμενων) υπογραφημάτων, της σύνθλιψης, και της

εμβύθισης, αποτελούν μερικές διατάξεις σε γραφήματα.

Καλούμε μία οικογένεια γραφημάτων F αντιαλυσίδα (antichain) για τη

μερική διάταξη ≤ εάν για κάθε δύο γραφήματα G,H ∈ F ούτε H ≤ G ούτε

G ≤ H, δηλαδή, εάν τα στοιχεία της F είναι ανά δύο μη-συγκρίσιμα σύμφωνα

με τη μερική διάταξη ≤. Τυπικά,

2
Σύμφωνα με τον R. Diestel, ενώ η εικασία έχει αποδοθεί στον Klaus Wagner, ο ίδιος

πάντα το αρνούνταν, ακόμα και μετά την απόδειξή της!
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Ορισμός 3.1. Μία αυτοπαθής και μεταβατική σχέση καλείται μερική διά-

ταξη (partial ordering). Μία μερική διάταξη ≤ στο X είναι μία καλή μερική

διάταξη (well-quasi-ordering), και τα στοιχεία του X είναι καλά μερικώς

διατεταγμένα από την ≤, εάν

• δεν υπάρχει άπειρη γνήσια φθίνουσα ακολουθία που να αποτελείται από

στοιχεία του X, και

• το X δεν περιέχει άπειρη αντιαλυσίδα.

Ας προσέξουμε ότι, στην περίπτωση των πεπερασμένων γραφημάτων δεν

υπάρχουν άπειρα γνήσια φθίνουσες ακολουθίες. ΄Αρα, μία μερική διάταξη σε

γραφήματα είναι μία καλή μερική διάταξη εάν δεν υπάρχουν άπειρες αντια-

λυσίδες σύμφωνα με τη διάταξη αυτή. Κανείς μπορεί, εύκολα, να δει ότι, η

διάταξη των (εναγόμενων/παραγόμενων) υπογραφημάτων δεν είναι καλή με-

ρική διάταξη απλά θεωρώντας την οικογένεια όλων των κύκλων {Ci | i ≥ 3}.
Επιπλέον, η κλάση των γραφημάτων δεν είναι καλά μερικώς διατεταγμένη

σύμφωνα με τη διάταξη της σύνθλιψης, αφού η κλάση των γραφημάτων

{K2,r | r ∈ N} (Σχήμα 3.2) αποτελεί μία άπειρη αντιαλυσίδα για τη διάταξη

της σύνθλιψης.

. . .

Σχήμα 3.2: ΄Απειρη αντιαλυσίδα για τη διάταξη της σύνθλιψης.

Τέλος, στο Σχήμα 3.3 μπορούμε να δούμε μερικά από τα στοιχεία μίας

αντιαλυσίδας για την σχέση των τοπολογικών ελασσόνων. Ωστόσο, όπως θα

δούμε παρακάτω, και η διάταξη των ελασσόνων και η διάταξη των εμβυθίσεων

είναι καλές μερικές διατάξεις στα γραφήματα.
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. . .

Σχήμα 3.3: ΄Απειρη αντιαλυσίδα για την διάταξη των τοπολογικών ελασσόνων.

Εικασία 1 (Η Εικασία του Wagner). Η κλάση των γραφημάτων είναι καλά

μερικώς διατεταγμένη σύμφωνα με τη διάταξη των ελασσόνων.

Το πρώτο επιτυχημένο βήμα προς την επίλυση της εικασίας του Wagner

έγινε από τον J. Kruskal [141], ο οποίος απέδειξε το 1960 ότι η κλάση των

δέντρων είναι καλά μερικώς διατεταγμένη σύμφωνα με τη σχέση των ελασ-

σόνων (η οποία ήταν επίσης γνωστή ως εικασία του Vázsonyi). Το 1963 μία

συντομότερη απόδειξη (ξανά για δέντρα) δόθηκε από τον Crispin St. John

Alvah Nash-Williams [158]. Η γενική περίπτωση για την κλάση όλων των

γραφημάτων χρειάστηκε 44 επιπλέον χρόνια και μία σειρά από 23 άρθρα, γνω-

στή ως η σειρά των Ελασσόνων Γραφημάτων, μέχρι εν τέλει να αποδειχθεί

από τους N. Robertson και P. Seymour [194] και η απόδειξή της την κατα-

τάσσει ως ένα από τα βαθύτερα αποτελέσματα της σύγχρονης Συνδυαστικής.

Θεώρημα 3.3 (Το Θεώρημα Ελασσόνων Γραφημάτων (Graph Minor The-

orem) [194]). Τα πεπερασμένα γραφήματα είναι καλά μερικώς διατεταγμένα

από τη διάταξη των ελασσόνων.

Επιπροσθέτως, στην ίδια σειρά από άρθρα αποδείχτηκε η καλή μερική

διάταξη των γραφημάτων σύμφωνα με τη σχέση των εμβυθίσεων, η οποία

ήταν γνωστή ως Εικασία του Nash-Williams.

Θεώρημα 3.4 ([211]). Τα πεπερασμένα γραφήματα είναι καλά μερικώς

διατεταγμένα από τη διάταξη των εμβυθίσεων.
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Δοσμένης μία μερικής διάταξης ≤, λέμε ότι μία κλάση γραφημάτων C είναι

κλειστή ως προς αυτή τη διάταξη εάν για κάθε γράφημα G το οποίο ανήκει

στη C κάθε γράφημα H τέτοιο ώστε H ≤ G ανήκει επίσης στη C. Για πα-

ράδειγμα, η κλάση των επίπεδων γραφημάτων είναι κλειστή ως προς ελάσσονα

αλλά δεν είναι κλειστή ως προς εμβυθίσεις αφού το K5 είναι εμβύθιση της

(7× 7)-σχάρας (Σχήμα 3.4).

Σχήμα 3.4: Το K5 σαν εμβύθιση της (7× 7)-σχάρας.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η F είναι μία κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς

ελάσσονα (αντίστοιχα εμβυθίσεις) και ας θεωρήσουμε την κλάση γραφημάτων

F = {G | G /∈ F}. ΄Εστω ότι το OmF (αντίστοιχα, OimF ) είναι το σύνολο

των ελαχιστικών ανά δύο μη συγκρίσιμων γραφημάτων στην F σύμφωνα

με τη διάταξη των ελασσόνων (αντίστοιχα, εμβυθίσεων). Καθώς η διάταξη

των ελασσόνων (αντίστοιχα, εμβυθίσεων) είναι μία καλή μερική διάταξη, το

σύνολο OmF (αντίστοιχα, OimF ) είναι πεπερασμένο. Επιπλέον, ένα γράφημα

G ανήκει στην F εάν και μόνο εάν δεν περιέχει κανένα από τα γραφήματα

H ∈ OmF (αντίστοιχα, H ∈ OimF ) σαν ελάσσον (αντίστοιχα, σαν εμβύθιση).
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Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι για κάποιο γράφημα G ∈ F υπάρχει ένα

γράφημα H ∈ OmF (αντίστοιχα, H ∈ OimF ) τέτοιο ώστε H≤mG (αντίστοι-

χα, H≤imG). Καθώς η F είναι κλειστή ως προς ελάσσονα (αντίστοιχα,

εμβυθίσεις) και G ∈ F τότε H ∈ F , το οποίο αντιφάσκει στο γεγονός ότι

H ∈ F .

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα γράφημα

G το οποίο δεν περιέχει κανένα από τα γραφήματα στο OmF (αντίστοιχα, OimF )

σαν ελάσσον (αντίστοιχα, εμβύθιση) και G ∈ F . Αυτό είναι αντίφαση στο

γεγονός ότι το OmF (αντίστοιχα, OimF ) περιέχει όλα τα ελαχιστικά στοιχεία

της F ως προς ελάσσονα (αντίστοιχα, εμβυθίσεις).

Δοσμένης μία κλάσης γραφημάτων F , η οποία είναι κλειστή ως προς

ελάσσονα (αντίστοιχα, εμβυθίσεις), συμβολίζουμε με obs≤m(F) (αντίστοι-

χα, obs≤im(F)) το σύνολο OmF (αντίστοιχα, OimF ) και το καλούμε σύνολο

παρεμπόδισης (obstruction set) ελασσόνων (αντίστοιχα εμβυθίσεων) της F .

Τέλος, τα στοιχεία του τα καλούμε παρεμποδίσεις (obstructions) ελασσόνων

(αντίστοιχα εμβυθίσεων). Για παράδειγμα, για την περίπτωση των επίπεδων

γραφημάτων, από το Θεώρημα του Wagner, γνωρίζουμε ότι το σύνολο πα-

ρεμπόδισης ελασσόνων είναι το {K5,K3,3}, το οποίο καλείται επίσης, σύνολο

των γραφημάτων του Kuratowski.

΄Ετσι, από την παραπάνω συζήτηση μπορούμε να συνάγουμε το παρακάτω.

Θεώρημα 3.5. Για κάθε κλάση γραφημάτων F η οποία είναι κλειστή ως

προς ελάσσονα (αντίστοιχα, εμβυθίσεις) υπάρχει ένα πεπερασμένο σύνολο

γραφημάτων obs≤m(F) (αντίστοιχα, obs≤im(F)) τέτοιο ώστε ένα γράφημα

G ανήκει στην F εάν και μόνο εάν δεν περιέχει κανένα από τα γραφήματα του

obs≤m(F) (αντίστοιχα, obs≤im(F)) σαν ελάσσον (αντίστοιχα, εμβύθιση).
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3.2 Απαγορεύοντας τα Γραφήματα του Kura-

towski ως Εμβυθίσεις

Στην προηγούμενη ενότητα, είδαμε ότι τα γραφήματα του Kuratowski (K5

και K3,3) είναι οι παρεμποδίσεις ελασσόνων για την κλάση των επίπεδων

γραφημάτων. Επιπλέον, είδαμε ότι αν και η διάταξη τοπολογικών ελασσόνων

δεν είναι μία καλή μερική διάταξη (και άρα, μία κλάση γραφημάτων η οποία

είναι κλειστή ως προς τοπολογικά ελάσσονα δεν αναμένεται να επιδέχεται έναν

χαρακτηρισμό στα πλαίσια ενός πεπερασμένου συνόλου από απαγορευμένα

τοπολογικά ελάσσονα), η κλάση των επίπεδων γραφημάτων αποτελεί μία από

τις σπάνιες εξαιρέσεις.

Σε αυτή την ενότητα, αποδεικνύουμε έναν δομικό χαρακτηρισμό των γρα-

φημάτων που δεν περιέχουν τα K5 και K3,3 ως εμβυθίσεις. Πρώτα απ᾿ όλα,

ας παρατηρήσουμε ότι εάν ένα γράφημα G περιέχει το γράφημα H σαν το-

πολογικό ελάσσον τότε το περιέχει επίσης σαν εμβύθιση. Αυτό κατευθείαν

συνεπάγεται ότι εάν απαγορεύσουμε τα γραφήματα του Kuratowski σαν εμ-

βυθίσεις, τα απαγορεύουμε επίσης ως τοπολογικά ελάσσονα. Ως εκ τούτου,

ένα γράφημα G το οποίο δεν περιέχει τα K5 και K3,3 σαν εμβυθίσεις είναι

ένα επίπεδο γράφημα. Σε ότι ακολουθεί, θα αποδείξουμε ότι αυτά τα γρα-

φήματα έχουν μία συγκεκριμένη δομή: Μπορούν να κατασκευαστούν από

επαναλαμβανόμενες ενώσεις απλούστερων γραφημάτων, ξεκινώντας είτε από

γραφήματα μικρής αποσυνθεσιμότητας είτε από επίπεδα γραφήματα μέγιστου

βαθμού 3. Για την ακρίβεια, αποδεικνύουμε ότι ένα γράφημα G το οποίο δεν

περιέχει ούτε το K5 ούτε το K3,3 σαν εμβύθιση μπορεί να κατασκευαστεί εφ-

αρμόζοντας διαδοχικά i-ακμοαθροίσματα, για i ≤ 3, σε γραφήματα τα οποία

είναι επίπεδα και είτε είναι υποκυβικά είτε έχουν κλαδοπλάτος το πολύ 10.

Ας ξεκινήσουμε πρώτα με μερικούς απαραίτητους ορισμούς και προκαταρ-

κτικά αποτελέσματα.
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Ακμοαθροίσματα. ΄Εστω G1 και G2 γραφήματα και έστω v1, v2 κορυ-

φές των G1 και G2 αντίστοιχα, με |EG1(v1)| = |EG2(v2)|. Θεωρούμε μία

αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση σ : EG1(v1)→ EG2(v2) όπου EG1(v1) = {ei1 |
i ∈ [k]}. Ορίζουμε το k-ακμοάθροισμα (k-edge-sum) των G1 και G2 στις

v1 και v2 ως το γράφημα G που προκύπτει εάν πάρουμε την ξένη ένωση των

G1 και G2, ταυτίσουμε τη v1 με τη v2, και έπειτα, για κάθε i ∈ {1, . . . , k},
ανυψώσουμε τις ακμές ei1 και σ(ei1) σε μία νέα ακμή ei και τέλος αφαιρέσουμε

την κορυφή v1. (Δείτε, για παράδειγμα, τα Σχήματα 3.5 και 3.6)

v2

G2

3
2

3

G1

11
2

v1

Σχήμα 3.5: Τα γραφήματα G1 και G2 πριν από το ακμοάθροισμα.

1

G2G1
3

2

Σχήμα 3.6: Το γράφημα που προκύπτει μετά από ένα ακμοάθροισμα.

΄Εστω ένα γράφημα G, έστω F ένας ελάχιστος i-ακμοδιαχωριστής στο

G, και έστω ότι G′ είναι η συνεκτική συνιστώσα του G που περιέχει τον

F . ΄Εστω επίσης ότι C1 και C2 είναι οι δύο συνεκτικές συνιστώσες του

G′ \ F . Συμβολίζουμε με C ′i το γράφημα που προκύπτει από το G′ μετά

τη σύνθλιψη όλων των ακμών του C ′3−i σε μία μοναδική κορυφή vi, i ∈ [2].

Λέμε ότι το γράφημα που αποτελείται από την ξένη ένωση των γραφημάτων

στην C(G) \ {C1, C2} ∪ {C ′1, C ′2} είναι F -σχίσμα (F -split) του G και το
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συμβολίζουμε με G |F . Ας παρατηρήσουμε ότι εάν το G είναι συνεκτικό

και F είναι ένας ελαχιστικός i-ακμοδιαχωριστής στο G, τότε το G είναι το

αποτέλεσμα ενος i-ακμοαθροίσματος των δύο συνεκτικών συνιστωσών G1

και G2 του C(G|F ) στις κορυφές v1 και v2. Από το Θεώρημα του Menger

προκύπτει το ακόλουθο.

Παρατήρηση 3.1. ΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος. Εάν το G είναι ένα

συνεκτικό γράφημα που δεν περιέχει έναν εσωτερικό i-ακμοδιαχωριστή, για

κάποιο i ∈ [k − 1], και v, v1, . . . , vi ∈ V (G) είναι ξένες κορυφές τέτοιες ώστε

degG(v) ≥ i τότε υπάρχουν i ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στις

v1, v2, . . . , vi.

Λήμμα 3.1. Εάν τοG είναι ένα {K5,K3,3}-ελεύθερο-εμβυθίσεων συνεκτικό

γράφημα και F είναι ένας ελαχιστικός εσωτερικός i-ακμοδιαχωριστής στο

G, για i ∈ [3], τότε αμφότερες οι συνεκτικές συνιστώσες του G |F είναι

{K5,K3,3}-ελεύθερες-εμβυθίσεων.

Απόδειξη. Προς άτοπο, ας υποθέσουμε ότι, το G είναι ένα {K5,K3,3}-
ελεύθερο-εμβυθίσεων συνεκτικό γράφημα και μία από τις συνεκτικές συνι-

στώσες του G|F , έστω η C ′1, περιέχει το K5 ή το K3,3 σαν εμβύθιση, όπου

F είναι ένας ελαχιστικός εσωτερικός i-ακμοδιαχωριστής στο G, i ∈ [3].

Υποθέτουμε ότι το H ∈ {K5,K3,3} εμβυθίζεται στην C ′1 και έστω ότι η

f : V (H) → V (C ′1) είναι ένα μοντέλο του H στη C ′1. ΄Εστω επίσης ότι

η v1 είναι η νέα κορυφή του C ′1. Παρατηρούμε ότι εάν v1 /∈ f(V (H)) και

η v1 δεν είναι μία εσωτερική κορυφή κανενός εκ των ξένων ως προς ακμές

μονοπατιών ανάμεσα στις κορυφές του f(V (H)), τότε η f είναι ένα μοντέλο

του H στο C1. Καθώς C1 ⊆ G, η f είναι ένα μοντέλο του H στο G, το

οποίο είναι αντίφαση στην υπόθεση. Ως εκ τούτου, μπορούμε να υποθέσου-

με ότι είτε v1 ∈ f(V (H)) είτε η v1 είναι εσωτερική κορυφή σε τουλάχιστον

ένα από τα ξένα ως προς ακμές μονοπάτια ανάμεσα στις κορυφές του V (H).
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Σημειώνουμε ότι, αφού ούτε το K5 ούτε το K3,3 περιέχει κορυφές βαθμού

1, degC′1(v1) = 2 ή degC′1(v1) = 3.

Πρώτα αποκλείουμε την περίπτωση όπου v1 /∈ f(V (H)), δηλαδή, η v1

εμφανίζεται μόνο ως εσωτερική κορυφή στα ξένα ως προς ακμές μονοπάτια.

Παρατηρούμε ότι, καθώς degC′1(v1) ≤ 3, η v1 ανήκει σε ακριβώς ένα μονοπάτι

P στο μοντέλο που ορίζεται από την f . ΄Εστω ότι v1
1 και v2

1 είναι οι γείτονες

της v1 στο P . Θυμόμαστε ότι, από τον ορισμό ενός εσωτερικού F -σχίσματος,

υπάρχουν κορυφές v1
2 και v2

2 στο C2 τέτοιες ώστε {v1
1, v

1
2}, {v1

2, v
2
2} ∈ E(G).

Επιπροσθέτως, αφού το C2 είναι συνεκτικό, υπάρχει ένα (v1
2, v

2
2)-μονοπάτι P ′

στο C2. Συνεπώς, αντικαθιστώντας το υπομονοπάτι P [v1
1, v

2
1] με το μονοπάτι

που ορίζεται από την ένωση των ακμών {v1
1, v

1
2}, {v1

2, v
2
2} ∈ E(G) και το

μονοπάτι P ′ στο C2, αποκτούμε ένα μοντέλο του H στο G που ορίζεται από

την f , το οποίο είναι αντίφαση στην υπόθεση.

΄Ετσι, η μόνη πιθανή περίπτωση είναι ότι v1 ∈ f(V (H)). Αφού δ(K5) = 4

και degC′1(v1) ≤ 3, η f ορίζει ένα μοντέλο του K3,3 στο C ′1. ΄Εστω ότι οι v1
1,

v2
1, και v

3
1 είναι οι γείτονες της v1 στο C ′1. Ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει μία κο-

ρυφή v στο C2 και ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από τη v στις v1
1, v

2
1, v

3
1 στο

G, το οποίο αποδεικνύει ότι υπάρχει ένα μοντέλο του K3,3 στο G, το οποίο

αντιφάσκει στην υπόθεση. Από τον ορισμό ενός εσωτερικού F -σχίσματος,

υπάρχουν κορυφές v1
2, v

2
2, και v3

2 στο C2 τέτοιες ώστε {vi1, vi2} ∈ E(G),

i ∈ [3]. Ας θυμηθούμε ότι το C2 είναι συνεκτικό. Συνεπώς, εάν για κάθε

κορυφή v ∈ C2, degC2
(v) ≤ 2, το C2 περιέχει ένα μονοπάτι του οποίου τα

άκρα, έστω u και u′, ανήκουν στο {v1
2, v

2
2, v

3
2} και εσωτερικά περιέχει την

κορυφή στο {v1
2, v

2
2, v

3
2} \ {u, u′}, έστω u′′. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε

ότι η u′′ ικανοποιεί τις συνθήκες του ισχυρισμού. Ας υποθέσουμε τότε ότι

υπάρχει μία κορυφή v ∈ C2 βαθμού τουλάχιστον 3. ΄Εστω ότι το G′ είναι

το γράφημα που προκύπτει από το G αφού αφαιρέσουμε όλες τις κορυφές

στο V (C1)\{v1
1, v

2
1, v

3
1} και προσθέσουμε μία νέα κορυφή την οποία κάνουμε
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γειτονική με τις κορυφές του {v1
1, v

2
1, v

3
1}. Καθώς το G δεν περιέχει έναν

εσωτερικό i-ακμοδιαχωριστή, i ∈ [2], το G′ δεν περιέχει ένα εσωτερικό i-

ακμοδιαχωριστή, i ∈ [2]. Συνεπώς, από την Παρατήρηση 3.1 και το γεγονός

ότι v /∈ {v1
1, v

2
1, v

3
1}, προκύπτει ότι υπάρχουν τρία ξένα ως προς ακμές μονο-

πάτια από τη v στις v1
1, v

2
1, v

3
1 στο G′ και άρα στο G. Αυτό ολοκληρώνει την

απόδειξη του ισχυρισμού και το λήμμα έπεται.

΄Εστω r ≥ 3 και q ≥ 1. ΄Ενας (r, q)-κύλινδρος ((r, q)-cylinder), ο οποίος

συμβολίζεται με Cr,q, είναι το καρτεσιανό γινόμενο ενός κύκλου με r κορυφές

και ενός μονοπατιού με q κορυφές. (Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 3.7.)

΄Ενας (r, q)-δακτύλιος με ράγες ((r, q)-railed annulus) σε ένα γράφημα G εί-

ναι ένα ζεύγος (A,W), όπου η A είναι μία συλλογή από r εμφωλευμένους

κύκλους C1, C2, . . . , Cr που συναντιούνται όλοι από μία συλλογή W από

q μονοπάτια P1, P2, . . . , Pq (τα οποία καλούνται ράγες (rails)) με τέτοιον

τρόπο ώστε η τομή μίας ράγας και ενός μονοπατιού είναι πάντα ένα (πιθανόν

τετριμμένο, δηλαδή, που αποτελείται από μία μόνο κορυφή) μονοπάτι. (Δεί-

τε, για παράδειγμα, το Σχήμα 3.7.) Ας παρατηρήσουμε ότι, δοσμένου ενός

γραφήματος G εμβαπτισμένου στη σφαίρα και ενός (k, h)-κυλίνδρου ((r, q)-

δακτυλίου με ράγες, αντίστοιχα) του G, οποιοιδήποτε δύο από τους κύκλους

του (k, h)-κυλίνδρου ((r, q)-δακτυλίου με ράγες, αντίστοιχα) ορίζουν έναν

δακτύλιο ανάμεσά τους.

Κλαδοαποσυνθέσεις. Μία κλαδοαποσύνθεση ενός γραφήματος (branch

decomposition) G είναι ένα ζεύγος B = (T, τ), όπου το T είναι ένα τριαδικό

δέντρο και η τ : E(G) → L(T ) είναι μία αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση των

ακμών του G στα φύλλα του T , τα οποία συμβολίζουμε με L(T ). Δοσμένης

μίας κλαδοαποσύνθεσης B, ορίζουμε την συνάρτηση σB : E(T ) → N ως

εξής.

Δοσμένης μίας ακμής e ∈ E(T ), έστω ότι τα T1 και T2 είναι τα δέντρα
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Σχήμα 3.7: ΄Ενας (4,4)-δακτύλιος με ράγες και ένας (4,4)-κύλινδρος.

στο T \ {e}. Τότε

σB(e) = |{v | υπάρχουν ei ∈ τ−1(L(Ti)), i ∈ [2], τέτοιες ώστε e1∩e2 = {v}}|.

Το πλάτος (width) μίας κλαδοαποσύνθεσης B είναι maxe∈E(T ) σB(e) και το

κλαδοπλάτος (branch-width) ενός γραφήματος G, το οποίο συμβολίζουμε με

bw(G), είναι το ελάχιστο πλάτος πάνω από όλες τις κλαδοαποσυνθέσεις του

G. ΄Οταν |V (T )| ≤ 1, τότε το πλάτος της κλαδοαποσύνθεσης ορίζεται να

είναι 0. Το ακόλουθο έχει αποδειχθεί στο [111].

Θεώρημα 3.6 ([111]). Εάν το G είναι ένα επίπεδο γράφημα και k, h είναι

ακέραιοι με k ≥ 3 και h ≥ 1 τότε το G είτε περιέχει τον (k, h)-κύλινδρο σαν

ελάσσον είτε το κλαδοπλάτος του είναι το πολύ k + 2h− 2.

Τώρα αποδεικνύουμε το επόμενο.

Λήμμα 3.2. Εάν το G είναι ένα επίπεδο γράφημα κλαδοπλάτους τουλάχιστον

11, τότε το G περιέχει έναν (4,4)-δακτύλιο με ράγες.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G είναι ένα επίπεδο γράφημα κλαδοπλάτους το πολύ

11. Τότε από το Θεώρημα 3.6, τοG περιέχει τον (4, 4)-κύλινδρο σαν ελάσσον.

Από τον ορισμό της σχέσης ελάσσονος, το G περιέχει έναν (4, 4)-δακτύλιο

με ράγες.
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3.2.1 (Σύρροες) Οικογένειες Μονοπατιών

Λήμμα 3.3. ΄Εστω ένα γράφημα G και v, v1, v2 ∈ V (G) τέτοιες ώστε

υπάρχουν ξένα ως προς ακμές μονοπάτια P1 και P2 από την v στην v1 και

την v2 αντίστοιχα. Εάν τα μονοπάτια P1 και P2 δεν είναι καλώς-κατεταγμένα

τότε υπάρχουν ξένα ως προς ακμές μονοπάτια P ′1 και P ′2 από την v στις v1

και v2 αντίστοιχα τέτοια ώστε E(P ′1) ∪ E(P ′2) ( E(P1) ∪ E(P2).

Σχήμα 3.8: ΄Ενα παράδειγμα της διαδικασίας στο Λήμμα 3.3.

Απόδειξη. ΄Εστω Z = V (P1) ∩ V (P2) = {v, u1, u2, . . . , uk}, όπου (v, u1,

u2,. . . ,uk) είναι η διάταξη με την οποία οι κορυφές του Z εμφανίζονται στο

P1, και (v, ui1 , ui2 ,. . . , uik) είναι η διάταξη με την οποία εμφανίζονται στο

P2. Αφού τα μονοπάτια δεν είναι καλώς-κατεταγμένα υπάρχει λ ∈ [k] τέτοιος

ώστε uλ 6= uiλ . Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας υποθέσουμε ότι ο λ είναι

ο μικρότερος τέτοιος ακέραιος. Επίσης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας



52 3.2. Απαγορεύοντας τα Γραφήματα του Kuratowski ως Εμβυθίσεις

υποθέσουμε ότι uλ < uiλ . Ορίζουμε

P ′1 = P1[v, uλ−1] ∪ P2[uλ−1, uiλ ] ∪ P1[uiλ , v1]

P ′2 = P2[v, uλ−1] ∪ P1[uλ−1, uλ] ∪ P2[uλ, v2].

και παρατηρούμε ότι τα P ′1 και P ′2 ικανοποιούν τις επιθυμητές ιδιότητες. (Για

ένα παράδειγμα, δείτε το Σχήμα 3.8.)

Προτού προχωρήσουμε στη διατύπωση και την απόδειξη της επόμενης

πρότασης χρειαζόμαστε τον ακόλουθο ορισμό. Δοσμένης μίας συλλογής από

μονοπάτια P σε ένα γράφημα G, ορίζουμε τη συνάρτηση fP :
⋃
P∈P V (P )→

N έτσι ώστε f(x) είναι το πλήθος των ζευγών από μονοπάτια P, P ′ ∈ P για

τα οποία η x είναι μία επικαλύπτουσα κορυφή. ΄Εστω

g(P) =
∑

x∈
⋃
P∈P V (P )

fP(x).

Ας παρατηρήσουμε ότι f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈
⋃
P∈P V (P ) και άρα g(P) ≥ 0.

Παρατηρούμε επίσης ότι g(P) = 0 εάν και μόνο εάν η P είναι μία σύρροη

συλλογή από μονοπάτια.

Το Λήμμα 3.3 μας επιτρέπει να αποδείξουμε το βασικό αποτέλεσμα αυτής

της ενότητας. Διατυπώνουμε το αποτέλεσμα για γενικές επιφάνειες καθώς η

απόδειξη για αυτή τη γενικότερη περίπτωση δεν έχει καμμία ουσιώδη διαφορά

από την περίπτωση όπου Σ είναι η σφαίρα S0.

Πρόταση 3.1. ΄Εστω r ένας θετικός ακέραιος. Εάν το G είναι ένα γράφημα

εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια Σ, v, v1, v2, . . . , vr ∈ V (G) και P είναι μία

συλλογή από r ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στις v1, v2, . . . , vr

στο G, τότε το G περιέχει μία σύρροη συλλογή P ′ από r καλώς-κατεταγμένα

και ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από τη v στις v1, v2, . . . , vr όπου |P ′| = |P|
και τέτοια ώστε E(

⋃
P∈P ′ P ) ⊆ E(

⋃
P∈P P ).
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι Ĝ είναι το παραγόμενο υπογράφημα του G που ενάγεται

από τις ακμές των μονοπατιών στην P και έστω ότι το G′ είναι ένα ελαχιστικό

παραγόμενο υπογράφημα του Ĝ που περιέχει μία συλλογή από r ξένα ως

προς ακμές μονοπάτια από τη v στις v1, v2, . . . , vr. ΄Εστω επίσης ότι P ′ είναι
η συλλογή από r ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από τη v στις v1, v2,. . . ,

vr στο G′ για την οποία η g(P ′) είναι ελάχιστη. Αρκεί να αποδείξουμε ότι

g(P ′) = 0.

Προς άτοπο, υποθέτουμε ότι g(P ′) > 0 και αποδεικνύουμε ότι υπάρχει μία

συλλογή P̃ από r ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στις v1, v2, . . . , vr

στο G′ τέτοια ώστε g(P̃ ) < g(P ′). Καθώς g(P ′) > 0, τότε υπάρχει ένα

μονοπάτι, έστω P1 ∈ P ′, το οποίο περιέχει μία επικαλύπτουσα κορυφή u.

΄Εστω ότι το z1 είναι το άκρο του P1 το οποίο είναι διαφορετικό από την

v. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η u είναι

η επικαλύπτουσα κορυφή του P1 η οποία βρίσκεται κοντύτερα στη z1 στο

P1. Τότε υπάρχει ένα (v, z2)-μονοπάτι P2 ∈ P ′ έτσι ώστε η u να είναι

επικαλύπτουσα κορυφή των P1 και P2. ΄Εστω ότι P̃i = P3−i[v, u] ∪ Pi[u, zi],
i ∈ [2], και P̃ = P για κάθε P ∈ P ′ \ {P1, P2}. Αφού το Λήμμα 3.3 και η

ελαχιστικότητα ως προς το πλήθος των ακμών του G′ συνεπάγονται ότι τα

μονοπάτια P1 και P2 είναι καλώς-κατεταγμένα, προκύπτει ότι το P̃i είναι ένα

μονοπάτι από την v στην zi, i ∈ [2]. ΄Εστω ότι η P̃ είναι η {P̃ | P ∈ P ′}.
Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι η P̃ είναι μία συλλογή από r ξένα ως

προς ακμές μονοπάτια από την v στις v1, v2, . . . , vr. Θα αποδείξουμε τώρα

ότι g(P̃) < g(P ′).

Πρώτα, ας παρατηρήσουμε ότι, εάν x 6= u τότε fP̃(x) = fP ′(x). ΄Αρα,

είναι αρκετό να αποδείξουμε ότι fP̃(u) < fP ′(u). Παρατηρούμε ότι εάν

{P, P ′} ⊆ P ′ \ {P1, P2} και η u είναι μία επικαλύπτουσα κορυφή των P και

P ′ στην P ′ τότε η u είναι επίσης επικαλύπτουσα κορυφή των P̃ και P̃ ′ στην

P̃. Επιπροσθέτως, ενώ η u είναι μία επικαλύπτουσα κορυφή στη περίπτωση
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Σχήμα 3.9: Τα μονοπάτια P (μαύρο), P1 (κόκκινο) και P2 (μπλε) και τα

μονοπάτια P̃1 (μπλε) και P̃2 (κόκκινο).

όπου {P, P ′} = {P1, P2}, δεν είναι μία επικαλύπτουσα κορυφή των P̃1 και P̃2.

Παραμένει να εξετάσουμε την περίπτωση οπου |{P, P ′} ∩ {P1, P2}| = 1. Με

άλλα λόγια, εξετάζουμε την περίπτωση όπου ένα από τα μονοπάτια P και P ′,

έστω P ′, είναι το P1 ή το P2, και P ∈ P ′ \{P1, P2}. ΄Εστω ότι ∆u είναι ένας

δίσκος γύρω από την u και ∆1,∆2 είναι οι δύο ξένοι δίσκοι που περιέχονται

στο εσωτερικό του ∆u αφού αφαιρέσουμε το P . Διακρίνουμε τις ακόλουθες

περιπτώσεις.

Περίπτωση 1. Η u δεν είναι επικαλύπτουσα κορυφή ούτε των P1 και P , ούτε

των P2 και P (δείτε το Σχήμα 3.9). Τότε είναι εύκολο να δούμε ότι το ίδιο

ισχύει για τα ζεύγη των μονοπατιών P̃1 και P , και P̃2 και P . Πράγματι, ας

παρατηρήσουμε ότι για κάθε i ∈ [2], το Pi τέμνει ακριβώς έναν από τους ∆1

και ∆2. Επιπροσθέτως, καθώς η u είναι μία επικαλύπτουσα κορυφή των P1

και P2, αμφότερα τα μονοπάτια τέμνουν τον ίδιο δίσκο. Από την παρατήρηση

ότι P1∪P2 = P̃1∪P̃2, συμπεραίνουμε ότι η u δεν είναι επικαλύπτουσα κορυφή

ούτε των P̃1 και P ούτε των P̃2 και P .

Περίπτωση 2. Η u είναι επικαλύπτουσα κορυφή των Pi και P αλλά όχι των

P3−i και P , i ∈ [2] (δείτε το Σχήμα 3.10). Παρατηρούμε ότι ισχύει ακριβώς

ένα από τα ακόλουθα.
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(α) (β)

Σχήμα 3.10: Τα μονοπάτια P (μαύρο), P1 (κόκκινο) και P2 (μπλε) και τα

μονοπάτια P̃1 (μπλε) και P̃2 (κόκκινο).

• Το Pi[v, u] ∪ P3−i[v, u] τέμνει ακριβώς έναν από τους δίσκους ∆1 ή

∆2, έστω ∆1. Τότε το Pi[u, zi] τέμνει τον ∆2 και το P3−i[u, z3−i]

τέμνει τον ∆1. Συνεπώς, είναι εύκολο να δούμε ότι, η u δεν είναι

επικαλύπτουσα κορυφή των P̃i και P αλλά είναι επικαλύπτουσα κορυφή

των P̃3−i και P .

• Το Pi[u, zi]∪P3−i[u, z3−i] τέμνει ακριβώς έναν από τους δίσκους ∆1 ή

∆2, έστω ∆1. Τότε το Pi[v, u] τέμνει τον ∆2 και το P3−i[v, u] τέμνει

τον ∆1. Συνεπώς, είναι εύκολο να δούμε ότι, η u είναι επικαλύπτουσα

κορυφή των P̃i και P και δεν είναι επικαλύπτουσα κορυφή των P̃3−i και

P .

Περίπτωση 3. Η u είναι επικαλύπτουσα κορυφή αμφότερων των P1 και P ,

και P2 και P (δείτε το Σχήμα 3.11). ΄Οπως παραπάνω, ισχύει ακριβώς ένα

από τα ακόλουθα.

• Το P1[v, u] ∪ P2[v, u] τέμνει ακριβώς έναν από τους δίσκους ∆1 ή ∆2,

έστω ∆1. Τότε το P1[u, z1] ∪ P2[u, z2] τέμνει τον ∆2. Συνεπάγεται

ότι η u είναι επικαλύπτουσα κορυφή αμφότερων των P̃1 και P , και P̃2

και P .
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(α) (β)

Σχήμα 3.11: Τα μονοπάτια P (μαύρο), P1 (κόκκινο) και P2 (μπλε) και τα

μονοπάτια P̃1 (μπλε) και P̃2 (κόκκινο).

• Το P1[v, u]∪P2[u, z2] τέμνει ακριβώς έναν από τους δίσκους ∆1 ή ∆2,

έστω ∆1. Τότε το P1[u, z1] ∪ P2[v, u] τέμνει τον ∆2. Συνεπάγεται ότι

η u δεν είναι επικαλύπτουσα κορυφή ούτε των P̃1 και P ούτε των P̃2

και P .

Από τις παραπάνω περιπτώσεις προκύπτει ότι fP̃(u) < fP ′(u) και άρα ότι

g(P̃) < g(P ′), αντιφάσκοντας στην επιλογή της P ′. Αυτό ολοκληρώνει την

απόδειξη της πρότασης.

3.2.2 ΄Ενα Θεώρημα Αποσύνθεσης

Αποδεικνύουμε τώρα το ακόλουθο θεώρημα αποσύνθεσης για τα (K5,K3,3)-

ελεύθερα-εμβυθίσεων γραφήματα.

Θεώρημα 3.7. Εάν τοG είναι ένα γράφημα που δεν περιέχει ταK5 καιK3,3

σαν εμβύθιση, τότε το G μπορεί να κατασκευαστεί εφαρμόζοντας διαδοχικά

i-ακμοαθροίσματα, για i ∈ [3], σε επίπεδα γραφήματα τα οποία είναι είτε

υποκυβικά είτε έχουν κλαδοπλάτος το πολύ 10.

Απόδειξη. Ας παρατηρήσουμε πρώτα ότι, ένα γράφημα G το οποίο είναι

(K5,K3,3)-ελεύθερο-εμβυθίσεων είναι και (K5,K3,3)-ελεύθερο-τοπολογικών-
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ελασσόνων. Συνεπώς, από το Θεώρημα του Kuratowski, το G είναι επίπε-

δο. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 3.1, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το G είναι

ένα (K5,K3,3)-ελεύθερο-εμβυθίσεων γράφημα G χωρίς κανέναν εσωτερικό

i-ακμοδιαχωριστή, i ∈ [3]. Είναι αρκετό να αποδείξουμε ότι το G είτε εί-

ναι επίπεδο υποκυβικό είτε έχει κλαδοπλάτος το πολύ 10. Προς άτοπο, ας

υποθέσουμε ότι bw(G) ≥ 11 και ότι το G περιέχει κάποια κορυφή v βαθμού

μεγαλύτερου ή ίσου του 4. Στόχος μας είναι να αποδείξουμε ότι το G περιέχει

το K3,3 ως εμβύθιση. Πρώτα, έστω ότι το Gs είναι το γράφημα που προκύπτει

από το G αφού υποδιαιρέσουμε όλες τις ακμές του μία φορά. Παρατηρούμε

ότι το Gs περιέχει το K3,3 σαν εμβύθιση εάν και μόνο εάν το G περιέχει το

K3,3 σαν εμβύθιση. Ως εκ τούτου, από εδώ και στο εξής, εργαζόμαστε για

να βρούμε το K3,3 στο Gs σαν εμβύθιση.

Από το Λήμμα 3.2, το G, και άρα το Gs, περιέχει έναν (4, 4)-δακτύλιο με

ράγες σαν υπογράφημα. Παρατηρούμε τότε ότι, το Gs περιέχει επίσης σαν

υπογράφημα έναν (2, 4)-δακτύλιο με ράγες τέτοιον ώστε η κορυφή v βαθμού

τουλάχιστον 4 να μην ανήκει στον δακτύλιο ανάμεσα στους κύκλους του.

(Το Σχήμα 3.12 αναπαριστά την περίπτωση όπου η v βρίσκεται εντός του

δακτυλίου ανάμεσα στον δεύτερο και τον τρίτο κύκλο.) Συμβολίζουμε με C1

και C2 τους εμφωλευμένους κύκλους και με R1, R2, R3 και R4 τις ράγες του

παραπάνω (2, 4)-δακτυλίου με ράγες. ΄Εστω ότι ο A είναι ο δακτύλιος ανάμεσα

στους C1 και C2. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι

ο C1 διαχωρίζει την v από τον C2 και ότι ο A είναι ελαχιστικός ως προς ακμές,

δηλαδή, δεν υπάρχει άλλος δακτύλιος A′ τέτοιος ώστε |E(A′)| < |E(A)| και
A′ ⊆ A.

΄Εστω τώρα ότι G1, G2, . . . , Gp είναι οι συνεκτικές συνιστώσες του A \
(C1 ∪ C2).
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v

v

Σχήμα 3.12: Ο (4, 4)-δακτύλιος με ράγες και η κορυφή v.

Ισχυρισμός 1. Για κάθε i ∈ [p] και κάθε j ∈ [2],

|NGs(V (Gi)) ∩ V (Cj)| ≤ 1.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. Ας υποθέσουμε το αντίθετο. Τότε υπάρχει

κύκλος C ′j τέτοιος ώστε οι C ′j και Cj mod 2+1 ορίζουν έναν δακτύλιο A′

με A′ ⊆ A και |E(A′)| < |E(A)|· αντίφαση στην ελαχιστικότητα ως προς

ακμές του δακτυλίου A.

Για κάθε l ∈ [p], συμβολίζουμε με ul1 και ul2 τους μοναδικούς γείτονες του

Gk στους C1 και C2 αντίστοιχα (όποτε υπάρχουν). Καλούμε τις συνεκτικές

συνιστώσες οι οποίες έχουν και έναν γείτονα στον C1 και έναν γείτονα στον

C2 ουσιαστικές (substantial). ΄Εστω ότι

C = {Ĝi = G[V (Gi) ∪ {ui1, ui2}] |

η Gi είναι μία ουσιαστική συνεκτική συνιστώσα}.
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Δηλαδή, το C είναι το σύνολο των γραφημάτων που ενάγονται από τις ου-

σιαστικές συνεκτικές συνιστώσες και τους γείτονες τους στους κύκλους C1

και C2. Σημειώνουμε εδώ ότι κάθε ακμή του G έχει υποδιαιρεθεί στο Gs και

έτσι κάθε ακμή e ∈ G για την οποία e ∩ C1 6= ∅ και e ∩ C2 6= ∅ αντιστοιχεί

σε μία ουσιαστική συνεκτική συνιστώσα στο C.
Ισχυριζόμαστε τώρα ότι υπάρχουν τέσσερα σύρροα και ξένα ως προς α-

κμές μονοπάτια P1, P2, P3, και P4 από την v στον C2 στο Gs. Αυτό απορρέει

από τα δεδομένα ότι το Gs δεν περιέχει εσωτερικό i-ακμοδιαχωριστή, i ∈ [3],

ο C2 περιέχει τουλάχιστον 4 κορυφές, και degGs(v) ≥ 4, συνδυασμένα με την

Παρατήρηση 3.1. Επιπλέον, από την Πρόταση 3.1, μπορούμε να υποθέσουμε

ότι τα P1, P2, P3, και P4 είναι σύρροα.

΄Εστω ότι P ′i είναι το υπομονοπάτι Pi[v, vi] του Pi, όπου vi είναι η κορυφή

στο V (Pi)∩V (C2) της οποίας η απόσταση από την v στο Pi είναι ελάχιστη,

i ∈ [4]. Ας θυμηθούμε ότι όλες οι ακμές του G έχουν υποδιαιρεθεί στο Gs.

Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχουν τέσσερα (πιθανόν όχι ξένα) γραφήματα στην

C, έστω Ĝ1, Ĝ2, Ĝ3, και Ĝ4, τέτοια ώστε vi = ui2, i ∈ [4]. Διακρίνουμε δύο

περιπτώσεις.

Περίπτωση 1. Τα γραφήματα Ĝ1, Ĝ2, Ĝ3, και Ĝ4 είναι ξένα ως προς κορυφές.

Αυτό συνεπάγεται ότι τα άκρα των P ′1, P
′
2, P

′
3, και P

′
4 είναι ξένα. ΄Εστω ότι

G′ είναι το γράφημα που ενάγεται από τους κύκλους C1, C2 και τα μονοπάτια

P ′1, P
′
2, P

′
3, P

′
4 και έστω ότι τα P̂1, P̂2, P̂3, και P̂4 είναι σύρροα και ξένα ως

προς ακμές μονοπάτια από την v στις u1
2, u

2
2, u

3
2, και u

4
2 στο G′ τέτοια ώστε

(i) το
∑
{e | e ∈

⋃
i∈[4]E(P̂i) \ E(A)} είναι ελάχιστο, δηλαδή, το πλήθος

των ακμών των μονοπατιών που βρίσκονται εκτός του A είναι ελάχιστο,

και

(ii) δεδομένου του (i), το
∑
{e | e ∈

⋃
i∈[4]E(P̂i)} είναι ελάχιστο.
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΄Εστω επίσης ότι το Ĝ είναι το γράφημα που ενάγεται από τους C1, C2, και τα

P̂1, P̂2, P̂3, και P̂4. Από εδώ και στο εξής εργαζόμαστε προς το να δείξουμε

ότι το Ĝ περιέχει το K3,3 σαν εμβύθιση. Για κάθε i ∈ [4] καλούμε μία

συνεκτική συνιστώσα του P̂i ∩ C1 μη-τετριμμένη (non-trivial) εάν περιέχει

τουλάχιστον μία ακμή.

Ισχυρισμός 2. Για κάθε i ∈ [4], το P̂i ∩ C1 περιέχει το πολύ μία μη-

τετριμμένη συνεκτική συνιστώσα Qi και η u
i
1 είναι άκρο της Qi.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 2. Πρώτα παρατηρούμε ότι κάθε μονοπάτι από την

v στην vi στο Ĝ περιέχει την ui1, και άρα u
i
1 ∈ V (P̂i). Προσέχουμε τώρα ότι

το P̂i[u
i
1, u

i
2] είναι ένα υπομονοπάτι του P̂i του οποίου οι εσωτερικές κορυφές

δεν ανήκουν στον C1. ΄Αρα, εάν η ui1 ανήκει σε μία μη-τετριμμένη συνεκτική

συνιστώσα Qi του P̂i∩C1, τότε η ui1 είναι άκρο της Qi. Θα αποδείξουμε τώρα

ότι, οποιαδήποτε μη-τετριμμένη συνεκτική συνιστώσα του P̂i ∩ C1 περιέχει

την ui1.

Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι υπάρχει μία μη-τετριμμένη συνεκτική

συνιστώσα P του P̂i ∩ C1 η οποία δεν περιέχει την ui1. ΄Εστω ότι η u είναι

το άκρο της P για το οποίο η dist
P̂i

(u, ui1) είναι ελάχιστη. ΄Εστω επίσης ότι

η u′ είναι η κορυφή στο P̂i[u, u
i
1] ∩ C1 όπου η dist

P̂i
(u, u′) είναι ελάχιστη.

΄Εστω ότι P ′ είναι το υπομονοπάτι του C1 με άκρα u, u′ για το οποίο το

P̂i[u, u
′] ∪ P ′ είναι ένας κύκλος C με C ∩ P = {u}. Υποθέτουμε, επιπλέον,

ότι το εσωτερικό του P̂i[u, u
′] ∪ P ′ είναι ο ανοικτός δίσκος που δεν περιέχει

κορυφές του P̂i.

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε μονοπάτι P̂j , j ∈ [4], P̂j ∩ P ′ ⊆ {u, u′}.
Καθώς αυτό ισχύει τετριμμένα για j = i θα υποθέσουμε ότι j 6= i. Ας

παρατηρήσουμε ότι, για κάθε j ∈ [4], P̂j [v, u
j
1] ∩ A ⊆ C1 αφού για κάθε

συνεκτική συνιστώσα H του A\(C1∪C2) ισχύει ότι |NGs(V (H))∩V (Cj)| ≤
1. Επιπροσθέτως, ας προσέξουμε ότι ο P̂i[u, u

′]∪P ′ είναι διαχωριστής στο Ĝ.
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Αυτό συνεπάγεται ότι η v δεν ανήκει στο εσωτερικό του P̂i[u, u
′]∪P ′. ΄Ετσι,

εάν υπάρχει μία κορυφή z τέτοια ώστε z ∈ P̂j ∩ (P ′ \ {u, u′}), j 6= i, τότε

υπάρχει μία κορυφή z′ ∈ P̂j ∩ P̂i[u, u′], αυτό είναι αντίφαση στη συρροότητα

των μονοπατιών. Μπορούμε τότε να αντικαταστήσουμε το P̂i[u, u
′] από το

P ′, δημιουργώντας αντίφαση στο (i).

Συμβολίζουμε με vi το άκρο της Qi που είναι διαφορετικό από την ui1,

εάν Qi είναι η μη-τετριμμένη συνεκτική συνιστώσα του P̂i ∩ C1, i ∈ [4].

Παρατηρούμε ότι P̂i = P̂i[v, vi] ∪ Qi ∪ P̂i[ui1, ui2], όπου θέτουμε Qi = ∅
στην περίπτωση όπου το P̂i ∩ C1 δεν περιέχει ακμές, i ∈ [4]. Συμβολίζουμε

με Ti το υπομονοπάτι του C1 με άκρα ui1 και ui mod 4+1
1 έτσι ώστε Ti ∩

{{u1
1, u

2
1, u

3
1, u

4
1} \ {ui1, u

i mod 4+1
1 }} = ∅, i ∈ [4]. Από την συρροότητα των

μονοπατιών P̂i και το γεγονός ότι η ui1 είναι άκρο της Qi έπεται ότι Qi ⊆ Ti
ή Qi ⊆ Ti−1, i ∈ [4], όπου Ti−1 = T3+i mod 4 εάν i− 1 /∈ [4].

Ισχυρισμός 3. Υπάρχει i0 ∈ [4] τέτοιο ώστε Ti0 ∩ (Qi0 , Qi0 mod 4+1) 6= Ti0 .

Απόδειξη του Ισχυρισμού 3. Προς άτοπο, ας υποθέσουμε ότι, για κάθε i ∈
[4] ισχύει ότι, Ti ∩ (Qi, Qi mod 4+1) = Ti. Συνεπάγεται ότι είτε Qi = Ti =

P̂i[vi, v
i
1], i ∈ [4], είτε Qi mod 4+1 = Ti, i ∈ [4]. Παρατηρούμε τότε ότι είτε

vi = ui mod 4+1
1 , i ∈ [4], είτε vi mod 4+1 = ui1, i ∈ [4], αντίστοιχα. Τότε,

θέτουμε P̃i mod 4+1 = P̂i[v, vi] ∪ P̂i mod 4+1[ui mod 4+1
1 , ui mod 4+1

2 ] ή P̃i =

P̂i mod 4+1[v, vi mod 4+1]∪P̂i[ui1, ui2], i ∈ [4], αντίστοιχα. Ας παρατηρήσουμε

ότι τα μονοπάτια P̃1, P̃2, P̃3, και P̃4 είναι σύρροα και ξένα ως προς ακμές

μονοπάτια από την v στις u1
2, u

2
2, u

3
2, και u

4
2 τέτοια ώστε το ∪i∈[4]P̃i να είναι

ένα γνήσιο υπογράφημα του ∪i∈[4]P̂i. ΄Αρα, έχουμε ότι∑
{e | e ∈

⋃
i∈[4]

E(P̃i)} <
∑
{e | e ∈

⋃
i∈[4]

E(P̂i)},

το οποίο είναι αντίφαση στο (ii).
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Είναι τώρα εύκολο να δούμε ότι το Ĝ, και άρα το G, περιέχει το K3,3

σαν εμβύθιση. ΄Οντως, πρώτα αφαιρούμε όλες τις ακμές του C1 \ Ti0 που

δεν περιέχονται σε κανένα μονοπάτι P̂i, i ∈ [4]. Τότε, ανυψώνουμε τα μο-

νοπάτια P̂i σε μία ακμή όπου i 6= i0, i0 mod 4 + 1. Θέτουμε τώρα ως ui0

(ui0 mod 4+1 αντίστοιχα) την κορυφή του Ti0 που ανήκει στο P̂i0 (P̂i0 mod 4+1

αντίστοιχα) και της οποίας η απόσταση από την v στο P̂i0 (P̂i0 mod 4+1

αντίστοιχα) είναι ελάχιστη και ανυψώνουμε τα μονοπάτια P̂i0 [v, ui0 ] και

P̂i0 mod 4+1[v, ui0 mod 4+1] σε μοναδικές ακμές. Παρατηρούμε ότι, το Ĝ πε-

ριέχει το γράφημα H2 που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.13 σαν εμβύθιση. ΄Αρα,

καταλήγουμε ότι το Ĝ περιέχει το K3,3 σαν εμβύθιση.

H2H1

Σχήμα 3.13: Τα γραφήματα H1 και H2.

Περίπτωση 2. Υπάρχουν i1, i2 ∈ [4] για τα οποία τα Ĝi1 και Ĝi2 δεν είναι

ξένα ως προς κορυφές.

΄Εστω τότε ότι το Gµ είναι το γράφημα που ενάγεται από τους κύκλους C1

και C2 και τα γραφήματα στην C′. Θα δείξουμε ότι το Gµ περιέχει το K3,3

σαν εμβύθιση. Πρώτα, ας θυμηθούμε ότι, οι κοινές κορυφές των Ĝi1 και Ĝi2

βρίσκονται σε τουλάχιστον έναν από τους κύκλους C1 και C2. Χωρίς βλάβη

της γενικότητας υποθέτουμε ότι έχουν μία κοινή κορυφή στον C1. Θυμόμα-

στε ότι, καθώς κάθε ακμή του G έχει υποδιαιρεθεί στο Gs, δεν υπάρχει ακμή

e ∈ Gs τέτοια ώστε e ∩Cj 6= ∅, j ∈ [2]. Αυτή η παρατήρηση και το γεγονός
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ότι υπάρχουν τέσσερις ράγες ανάμεσα στους C1 και C2 συνεπάγονται ότι υπ-

άρχουν τουλάχιστον τέσσερα γραφήματα στην C′ τα οποία είναι ξένα ως προς

κορυφές. Συνεπάγεται ότι υπάρχουν τρία ξένα ως προς κορυφές γραφήματα,

έστω Ĝi3 , Ĝi4 , Ĝi5 , στην C′ με τις επιπλέον ιδιότητες ότι Ĝi2+r∩Ĝi1∩C1 = ∅,
r ∈ [3], και ότι το πολύ ένα από τα Ĝi3 , Ĝi4 , Ĝi5 έχει μία κοινή κορυφή με ένα

από τα Ĝi1 , Ĝi2 . Σημειώνουμε εδώ ότι κανένα από τα Ĝi3 , Ĝi4 , Ĝi5 δεν μπορεί

να έχει κοινή κορυφή με κάποιο από τα Ĝi1 , Ĝi2 στον C2, στην περίπτωση

όπου Ĝi1 ∩ Ĝi2 ∩ C2 6= ∅. Είναι τώρα εύκολο να δούμε ότι, το Gµ περιέχει

το H1 (ή το H2, αντίστοιχα) που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.13 σαν τοπο-

λογικό ελάσσον όταν Ĝi1 ∩ Ĝi2 ∩ C2 6= ∅ (Ĝi1 ∩ Ĝi2 ∩ C2 = ∅, αντίστοιχα).
Ας παρατηρήσουμε ότι, το H1 περιέχει το H2 σαν εμβύθιση. Επιπλέον, ας

παρατηρήσουμε ότι, το H2 περιέχει το K3,3 σαν εμβύθιση. ΄Αρα το Gµ, και

συνεπώς το Gs και το G, περιέχουν το K3,3 σαν εμβύθιση, αντίφαση.

Σχόλιο 1. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι τα αποτελέσματά μας ισ-

χύουν για αμφότερες τις σχέσεις της ασθενούς και της ισχυρής εμβύθισης.

Σχήμα 3.14: Απλά μη-υποκυβικά γραφήματα κλαδοπλάτους 3 χωρίς τα K5

και K3,3 σαν εμβυθίσεις.

Πιστεύουμε ότι το άνω φράγμα στο κλαδοπλάτος των δομικών λίθων

του Θεωρήματος 3.7 μπορεί να μειωθεί κι άλλο, ειδικά εάν περιοριστούμε σε

απλά γραφήματα. Υπάρχει μία άπειρη οικογένεια γραφημάτων τα οποία είναι

μη-υποκυβικά και έχουν κλαδοπλάτος 3. Δύο από αυτά απεικονίζονται στο
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Σχήμα 3.14. Ωστόσο, δεν έχουμε καταφέρει να βρούμε κανένα απλό μη-

υποκυβικό γράφημα κλαδοπλάτους μεγαλύτερου του 3 που να μην περιέχει

το K5 ή το K3,3 σαν εμβύθιση.

3.3 Αλγόριθμοι

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει, η Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων είναι μία από

τις βαθύτερες της σύγχρονης Συνδυαστικής. Ωστόσο, τα Ελάσσονα Γραφη-

μάτων, διαδραματίζουν επίσης ένα σημαντικό ρόλο στη Θεωρία Αλγορίθμων,

καθώς πολλές αλγοριθμικές τεχνικές μπορούν να αντληθούν από τα δομικά

θεωρία που αποδείχθηκαν στο πλαίσιό τους.

Σε αυτή την ενότητα θα θέλαμε να αναφέρουμε, μέχρι κάποιο βαθμό,

μερικούς από τους πιο σημαντικούς (μετά-)αλγόριθμους που παρακίνησαν τα

αποτελέσματα του παρουσιάζονται σε επόμενα κεφάλαια.

Θεώρημα 3.8 ([193]). Δεδομένου ενός συγκεκριμενοποιημένου γραφήμα-

τος H, μπορεί κανείς να κατασκευάσει έναν αλγόριθμο ο οποίος αποφασίζει,

για οποιοδήποτε εισαγόμενο γράφημα G, εάν H≤mG σε χρόνο O(n(G)3),

οπού οι κρυμμένες σταθερές στο συμβολισμό O εξαρτώνται μόνο από το H.

Συνδυάζοντας το Θεώρημα 3.8 με το Θεώρημα 3.5, αντλούμε το ακόλου-

θο.

Θεώρημα 3.9. Δοσμένης μίας κλάσης γραφημάτων F η οποία είναι κλει-

στή ως προς ελάσσονα υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος αποφασίζει, για κάθε

εισαγόμενο γράφημα G, εάν G ∈ F σε χρόνο O(n(G)3), οπού οι κρυμμένες

σταθερές στο συμβολισμό O εξαρτώνται μόνο από την F .

Είναι πολύ εύκολο να επιβεβαιώσει κανείς την ορθότητα του παραπάνω

θεωρήματος. ΄Οπως είναι γνωστό, από το Θεώρημα 3.5, υπάρχει ένα πεπε-

ρασμένο σύνολο παρεμποδίσεων για την κλειστή ως προς ελάσσονα κλάση
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γραφημάτων F . Επιπλέον, από το Θεώρημα 3.8, μπορούμε να κατασκευάσου-

με, για κάθε μία από αυτές, έναν αλγόριθμο που αποφασίζει εάν περιέχονται

σε ένα γράφημα ως ελάσσονα. Τότε, για κάθε δοσμένο γράφημα G, αποφα-

σίζουμε εάν περιέχει κάποια από τις παρεμποδίσεις. Εάν ναι, τότε G /∈ F .

Διαφορετικά, G ∈ F .

Ενώ αυτό το αποτέλεσμα για τα ελάσσονα είναι ευρέως γνωστό από

το 1995, δεν ήταν παρά μέχρι πέρυσι που το ανάλογο αποτέλεσμα αποδεί-

χθηκε για τις εμβυθίσεις. Πιο συγκεκριμένα, στην [109], οι M. Grohe, K.

Kawarabayashi, D. Marx, και P. Wollan απέδειξαν το ακόλουθο.

Θεώρημα 3.10. Δεδομένου ενός συγκεκριμενοποιημένου γραφήματος H,

μπορεί κανείς να κατασκευάσει έναν αλγόριθμο ο οποίος αποφασίζει, για οποιο-

δήποτε εισαγόμενο γράφημα G, εάν H ≤im G σε χρόνο O(n(G)3), οπού οι

κρυμμένες σταθερές στο συμβολισμό O εξαρτώνται μόνο από το H.

΄Οπως πριν, το Θεώρημα 3.10 συνδυασμένο με το Θεώρημα 3.5 αποδίδει

το επόμενο.

Θεώρημα 3.11. Δοσμένης μίας κλάσης γραφημάτων F η οποία είναι κλει-

στή ως προς εμβυθίσεις υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος αποφασίζει, για

κάθε εισαγόμενο γράφημα G, εάν G ∈ F σε χρόνο O(n(G)3), οπού οι κρυμ-

μένες σταθερές στο συμβολισμό O εξαρτώνται μόνο από την F .

΄Ετσι, από το Θεώρημα 3.9 (αντίστοιχα Θεώρημα 3.11) μπορεί κανείς άμε-

σα να αποδείξει ότι μία κλάση γραφημάτων μπορεί να αναγνωριστεί σε κυβικό

χρόνο απλά και μόνο αποδεικνύοντας ότι είναι κλειστή ως προς ελάσσονα (αν-

τίστοιχα εμβυθίσεις).

Γενικότερα, θεωρήματα τα οποία παρέχουν αλγοριθμικά λύσεις σε μία

ευρεία κλάση προβλημάτων καλούνται μετά-αλγοριθμικά (meta-algorithmic)
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θεωρήματα. Κατά την τελευταία δεκαετία πολλά τέτοια θεωρήματα εμφα-

νίστηκαν [24, 36, 43, 94, 165, 168] και συνήθως παρέχουν έναν γενικό τρόπο

αναγνώρισης ενός άνω φράγματος της πολυπλοκότητας ενός υπολογιστικού

προβλήματος. Το πιο διάσημο είναι το περίφημο Θεώρημα του Courcelle [36],

το οποίο δηλώνει ότι, δοσμένου ενός τύπου της ΜΔΛ υπάρχει ένας αλγόριθ-

μος που αποφασίζει σε γραμμικό χρόνο εάν ένα εισαγόμενο γράφημα, του

οποίου το δεντροπλάτος είναι φραγμένο, ικανοποιεί τον τύπο αυτό.

Θα θέλαμε να τονίσουμε εδώ ότι ενώ τα Θεωρήματα 3.9 και 3.11 είναι ύψι-

στης σημασίας, διαφέρουν με ουσιώδη τρόπο από τα Θεωρήματα 3.8 και 3.10.

Ας παρατηρήσουμε ότι τα Θεωρήματα 3.8 και 3.10 αναφέρουν ρητά την κατα-

σκευασιμότητα ενός αλγορίθμου που αποφασίζει εάν ένα εισαγόμενο γράφημα

G περιέχει ένα δεδομένο γράφημα H σαν ελάσσον ή σαν σύνθλιψη. Ας παρα-

τηρήσουμε επίσης ότι τα Θεωρήματα 3.9 και 3.11 δηλώνουν μόνο την ύπαρξη

ενός αλγορίθμου που αποφασίζει το ανήκειν ενός γραφήματος σε μία κλάση,

η οποία είναι κλειστή ως προς ελάσσονα ή εμβυθίσεις.

Αυτό συμβαίνει επειδή η κατασκευή των αλγορίθμων που αναφέρονται στα

Θεωρήματα 3.9 και 3.11 προϋποθέτει ότι οι παρεμποδίσεις ελασσόνων ή εμ-

βυθίσεων είναι γνωστές για τη δοσμένη κλάση γραφημάτων F . Ωστόσο, οι

αποδείξεις στα πλαίσια της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων δεν παρέχουν

καμμία κατεύθυνση προς την αναγνώριση των συνόλων παρεμπόδισης [95].

Επιπροσθέτως, αυτό φαίνεται ότι μπορεί να είναι ένα εξαιρετικά δύσκολο εγ-

χείρημα. Η αναγνώριση των παρεμποδίσεων ελασσόνων για την παράμετρο

του βάθους δέντρου και ο υπολογισμός των συνόλων παρεμπόδισης εμβυθίσε-

ων για κλάσεις γραφημάτων που είναι κλειστές ως προς εμβυθίσεις είναι τα

θέματα τα οποία αντιμετωπίζουμε στα επόμενα δύο κεφάλαια.

Για περισσότερα στις αλγοριθμικές τεχνικές που αντλούνται από τη Θε-

ωρία Ελασσόνων Γραφημάτων δείτε το Κεφάλαιο 8.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4

Εντοπίζοντας τις Παρεμποδίσεις για το Βάθος Δέντρου

΄Οπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, για κάθε κλάση γραφημάτων C που

είναι κλειστή ως προς ελάσσονα ή εμβυθίσεις υπάρχει ένας αλγόριθμος κυ-

βικού χρόνου που αποφασίζει το ανήκειν ενός γραφήματος G στην κλάση

γραφημάτων C. Ωστόσο, ας θυμηθούμε ότι η κατασκευή ενός τέτοιου αλ-

γόριθμου απαιτεί μία ρητή περιγραφή του συνόλου obs≤m(C) ή obs≤im(C)
αντίστοιχα.

Ο στόχος μας σε αυτό το κεφάλαιο είναι η μελέτη των τρόπων εντοπισμού

των συνόλων παρεμπόδισης ελασσόνων. Πιο συγκεκριμένα, σε αυτό το κεφα-

λαίο, θα θέλαμε να δείξουμε πόσο απαιτητικός μπορεί να είναι ο εντοπισμός

ενός συνόλου παρεμπόδισης προσπαθώντας να εντοπίσουμε τις παρεμποδίσεις

ελασσόνων για την παράμετρο του βάθους δέντρου.

Η παράμετρος γραφημάτων του βάθους δέντρου (η οποία είναι επίσης

γνωστή ως το πρόβλημα διαβάθμισης κορυφών [21] (vertex ranking), ή το
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πρόβλημα του διατεταγμένου χρωματισμού [132] (ordered coloring)) έχει

λάβει μεγάλη προσοχή, κυρίως λόγω της θεωρίας των κλάσεων γραφη-

μάτων φραγμένης επέκτασης (graph classes of bounded expansion), που

αναπτύχθηκε από τους J. Nešetřil και P. Ossona de Mendez. Δείτε, για

παράδειγμα, τις [160–169]. (Για αναλυτικές λεπτομέρειες στις κλάσεις γρα-

φημάτων φραγμένης επέκτασης, δείτε την [170].) Επιπροσθέτως, το βάθος

δέντρου ενός γραφήματος είναι ισοδύναμο με το δέντρο διαγραφής ελάχιστου

ύψους (minimum height elimination tree) σε ένα γράφημα [45, 57, 166]

(η παράμετρος αυτή είναι σημαντική για την παράλληλη παραγοντοποίηση

Cholesky των πινάκων (parallel Cholesky factorization of matrices) [147]).

΄Εστω ότι Gk είναι η κλάση όλων των γραφημάτων με βάθος δέντρου το πολύ

k.

Στο πρώτο μέρος αυτού του κεφαλαίου, εξετάζουμε τα σύνολα obs≤m(Gk),
obs⊆(Gk), και obsv(Gk), όπου με obs⊆(Gk) και obsv(Gk) συμβολίζουμε τα

σύνολα των ελαχιστικών γραφημάτων σύμφωνα με τη διάταξη του υπογρα-

φήματος και του εναγόμενου υπογραφήματος αντίστοιχα, που δεν ανήκουν

στο Gk. Από το Θεώρημα 3.5 έπεται ότι το obs≤m(Gk) είναι πεπερασμένο

για κάθε k ≥ 0. Η περατότητα του obs⊆(Gk) έπεται από αποτελέσματα

στην [166]. Επίσης, είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι, το obsv(Gk) είναι

πεπερασμένο (δείτε την Παρατήρηση 4.3).

Το πρώτο μας αποτέλεσμα είναι ένα άνω φράγμα της τάξης 22k−1
στην

τάξη των γραφημάτων στο obsv(Gk) για k ≥ 0. Αυτό το φράγμα ισχύει

επίσης για τα obs⊆(Gk) και obs≤m(Gk) αφού obs≤m(Gk) ⊆ obs⊆(Gk) ⊆
obsv(Gk) (Παρατήρηση 4.2). Το επόμενό μας αποτέλεσμα είναι ένα δο-

μικό λήμμα που κατασκευάζει νέες παρεμποδίσεις από απλούστερες. Αυ-

τό μας επιτρέπει να εντοπίσουμε, για κάθε k ≥ 0, όλες τις άκυκλες πα-

ρεμποδίσεις της κλάσης γραφημάτων Gk. Επιπλέον, χρησιμοποιώντας αυ-

τόν τον χαρακτηρισμό αποδεικνύουμε ότι οι άκυκλες παρεμποδίσεις είναι ακ-
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ριβώς
1
222k−1−k(1 + 22k−1−k) για όλες τις σχέσεις. Μέχρι στιγμής, ένα

τέτοιο παραμετροποιημένο σύνολο άκυκλων παρεμποδίσεων είναι γνωστό

μόνο για κλάσεις γραφημάτων φραγμένου πλάτους μονοπατιού (bounded

path-width) [219] και παραλλαγών του όπως ο αριθμός ανίχνευσης (search

number) [179], το γνήσιο πλάτος μονοπατιού (proper path-width) [219], και

το γραμμοπλάτος (linear-width) [220] (δείτε την [213] για παρόμοια αποτε-

λέσματα σε γραφήματα με φραγμένο μέγεθος συνόλου ανάδρασης κορυφών

(feedback vertex set)). Για πιο γενικά αποτελέσματα σε σύνολα παρεμπόδι-

σης, δείτε επίσης τις [3, 35, 61, 143, 181]. Ωστόσο, αυτή είναι η πρώτη φορά

που προκύπτει η ακριβής μέτρηση του πλήθος των παρεμποδίσεων μιας πα-

ραμετροποιημένης κλάσης. Το επόμενό μας αποτέλεσμα είναι η αναγνώριση

των συνόλων obs≤m(Gk), obs⊆(Gk), και obsv(Gk), για k ∈ [3]. Για k = 3,

τα σύνολα αυτά περιέχουν 12, 14, και 29 γραφήματα, αντίστοιχα. Τέλος,

δείχνουμε ένα θεώρημα το οποίο μας επιτρέπει να εντοπίζουμε εναγόμενα υ-

πογραφήματα ενός γραφήματος G, τα οποία έχουν το ίδιο βάθος δέντρου με

το G.

Για μία θεώρηση της παραμέτρου του βάθος δέντρου από την σκοπιά της

Ανίχνευσης Γραφημάτων, δείτε το Κεφάλαιο 10.

4.1 Μία Εισαγωγή στο Βάθος Δέντρου

Το βάθος δέντρου ενός συνεκτικού γραφήματος G, που συμβολίζεται με

td(G), ορίζεται με τον εξής αναδρομικό τρόπο.

Ορισμός 4.1 (Βάθος δέντρου (Tree-depth)).

td(G) =

1 εάν |V (G)| = 1

1 + minv∈V (G) td(G \ v) εάν |V (G)| > 1
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Στην περίπτωση οπου το G δεν είναι συνεκτικό, τότε td(G) =

max{td(H) | H ∈ C(G)}. (Ας θυμηθούμε ότι με C(G) συμβολίζουμε το

σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών του G.)

Λέμε, επίσης, ότι ένα γράφημα G επιδέχεται μία k-διαβάθμιση κορυφών

(k-vertex ranking) εάν υπάρχει ένας έγκυρος χρωματισμός ρ : V (G) →
{1, . . . , k} τέτοιος ώστε κάθε (x, y)-μονοπάτι ανάμεσα σε δύο κορυφές με

ρ(x) = ρ(y) περιέχει μία κορυφή z με ρ(z) > ρ(x).

΄Εχει αποδειχθεί από τους J. Nešetřil και P. Ossona de Mendez ότι.

Λήμμα 4.1 ([166]). Το βάθος δέντρου ενός γραφήματος G είναι ίσο με τον

ελάχιστο ακέραιο k για τον οποίο το G επιδέχεται μία k-διαβάθμιση κορυφών.

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι.

Λήμμα 4.2 ([166]). Για οποιονδήποτε μη-αρνητικό ακέραιο n,

td(Pn) = dlog2(n+ 1)e.

Για κάθε μη-αρνητικό ακέραιο k, συμβολίζουμε με Gk την κλάση των

γραφημάτων με βάθος δέντρου το πολύ k, δηλαδή, Gk = {G | td(G) ≤ k}.
Είναι γνωστό ότι.

Λήμμα 4.3 ([21, 166]). Εάν το H είναι ελάσσον του G, τότε td(H) ≤
td(G).

΄Αρα, το Λήμμα 4.3 έχει ως άμεση συνέπεια ότι, για οποιονδήποτε μη-

αρνητικό ακέραιο k, η Gk είναι κλειστή ως προς ελάσσονα. Συνεπώς, από το

Θεώρημα 3.5, το σύνολο obs≤m(Gk) είναι πεπερασμένο.

Για κάθε R ∈ {v,⊆}, συμβολίζουμε με obsR(Gk) το σύνολο των γραφη-

μάτων με βάθος δέντρου αυστηρά μεγαλύτερο από k τα οποία είναι ελαχιστικά

σύμφωνα με τη σχέση R.
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Πριν διατυπώσουμε το επόμενο λήμμα χρειάζεται να δώσουμε τους ακό-

λουθους ορισμούς. Δοσμένων δύο γραφημάτων G και H, λέμε ότι το

H είναι ομομορφικό (homomorphic) του G εάν υπάρχει μία απεικόνιση

f : V (H) → V (G) (που καλείται ομομορφισμός (homomorphism)) τέτοια

ώστε για κάθε v, u ∈ V (H), εάν {u, v} ∈ E(H) τότε {f(u), f(v)} ∈ E(G).

Επιπλέον, λέμε ότι τα G και H είναι ισομορφικά (isomorphic) εάν υπάρχει

μία αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία g : V (H) → V (G) (που καλείται ισομορ-

φισμός (isomorphism)) έτσι ώστε για κάθε v, u ∈ V (H), {u, v} ∈ E(H)

εάν και μόνο εάν {f(u), f(v)} ∈ E(G). Στην ειδική περίπτωση όπου τα G

και H είναι το ίδιο γράφημα ο ισομορφισμός καλείται επίσης αυτομορφισμός

(automorphism). Λέμε ότι δύο γραφήματα G1, G2 είναι ομο-ισοδύναμα (hom-

equivalent) εάν το G1 είναι ομομορφικό του G2 και το G2 είναι ομομορφικό

του G1. Ακόμα, ένας αυτομορφισμός f ενός γραφήματος λέγεται ότι είναι

ανελικτικός (involuting) εάν και μόνο εάν f ◦ f = id. Τέλος, δοσμένου

ενός γραφήματος G και μίας συνάρτησης λ : V (G) → N, λέμε ότι ένας

αυτομορφισμός f : V (G) → V (G) είναι λ-διατηρητικός (λ-preserving) εάν

f ◦ λ = λ και λέμε ότι η f : V (G) → V (G) έχει την ιδιότητα σταθερού

σημείου (fixed point property) εάν, για οποιοδήποτε συνεκτικό υπογράφημα

H του G, f(H) ∩H = ∅ ή περιέχει ένα σταθερό σημείο της f .

Λήμμα 4.4 ([166]). Υπάρχει μία συνάρτηση F : N×N→ N με την ακόλου-

θη ιδιότητα: Για οποιονδήποτε ακέραιο N , οποιοδήποτε γράφημα G τάξης

n > F (N, td(G)), και οποιαδήποτε απεικόνιση g : V (G)→ [N ] υπάρχει ένας

μη-τετριμμένος ανελικτικός g-διατηρητικός αυτομορφισμός µ : G → G με

την ιδιότητα του σταθερού σημείου.

΄Ενα άμεσο πόρισμα του παραπάνω λήμματος είναι το ακόλουθο.

Λήμμα 4.5 ([166]). ΄Εστω ότι k ≥ 1 είναι ένας ακέραιος. Τότε, η κλάση

γραφημάτων Gk περιέχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο Ĝk τέτοιο ώστε, για
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κάθε γράφημα G ∈ Gk, υπάρχει Ĝ ∈ Ĝk το οποίο είναι ομο-ισοδύναμο με το

G και ισομορφικό με ένα εναγόμενο υπογράφημα του G.

Επιπροσθέτως, από το Λήμμα 4.4, μπορεί να εξαχθεί ένα υπέρ-εκθετικό

(super-exponential) άνω φράγμα για την τάξη των απαγορευμένων υπογρα-

φημάτων.

Καθώς ο σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να μελετήσουμε τρόπους

υπολογισμού συνόλων παρεμπόδισης θα θέλαμε να αναφέρουμε ότι όταν μας

δίνονται ένα άνω φράγμα στην τάξη των παρεμποδίσεων μίας κλάσης γραφη-

μάτων F και ένας αλγόριθμος που αποφασίζει εάν ένα εισαγόμενο γράφημα

ανήκει στην F τότε μπορούμε να υπολογίσουμε το σύνολο παρεμπόδισης της

F . Πράγματι, ας παρατηρήσουμε ότι αυτό μπορεί να γίνει απαριθμώντας όλα

τα γραφήματα μέχρι αυτό το φράγμα και αποφασίζοντας εάν ανήκουν στην

F ή όχι. Τότε, τα ελαχιστικά γραφήματα που δεν ανήκουν στην F είναι οι

παρεμποδίσεις της F . ΄Αρα, για τον υπολογισμό του συνόλου παρεμπόδισης

ελασσόνων της Gk, το μόνο που χρειαζόμαστε είναι ένας αλγόριθμος που

αποφασίζει εάν ένα γράφημα G έχει βάθος δέντρου το πολύ k.

Θεώρημα 4.1 ([21]). Για κάθε σταθερό ακέραιο k, υπάρχει ένας αλγόριθ-

μος πολυωνυμικού χρόνου που αποφασίζει εάν ένα γράφημα G έχει βάθος

δέντρου k.

Ωστόσο, όπως αναφέραμε πριν, το φράγμα που προκύπτει από το Λήμ-

μα 4.4 είναι μία υπέρ-εκθετική συνάρτηση στο k. Αποδεικνύουμε, στην επό-

μενη ενότητα, ότι ένας ευθύς ισχυρισμός δείχνει ένα αρκετά καλύτερο φράγμα.

Επιπλέον, στις επόμενες ενότητες, με συνδυαστικά επιχειρήματα εντοπίζουμε

τα άκυκλα γραφήματα στο obsR(Gk), k ≥ 1 και R ∈ {v,⊆,≤m}, και τα

σύνολα obsR(Gk), για k ∈ [3] και R ∈ {v,⊆,≤m}.



4. Εντοπίζοντας τις Παρεμποδίσεις για το Βάθος Δέντρου 73

4.2 ΄Ανω Φράγμα στην Τάξη των Παρεμπο-

δίσεων για Gk

Παρατήρηση 4.1. Για κάθε k ≥ 0, όλα τα γραφήματα στα obsv(Gk),
obs⊆(Gk), και obs≤m(Gk) είναι συνεκτικά.

Απόδειξη. ΄Επεται άμεσα από το γεγονός ότι για κάθε γράφημα G, td(G) =

max{td(C) | C ∈ C(G)}.

Παρατήρηση 4.2. Για κάθε μη-αρνητικό ακέραιο k,

obs≤m(Gk) ⊆ obs⊆(Gk) ⊆ obsv(Gk).

Παρατήρηση 4.3. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε G ∈
obsv(Gk), για κάποιον ακέραιο k. Τότε υπάρχει G′ ∈ obs⊆(Gk) τέτοιο ώστε

V (G) = V (G′) και E(G′) ⊆ E(G).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G είναι ένα αντιπαράδειγμα ελαχιστικού μεγέθους.

Τότε, υπάρχει μία ακμή e τέτοια ώστε το G′ = G \ e επίσης να ανήκει στο

obsv(Gk), V (G) = V (G′), και E(G′) ⊆ E(G).

Από το Λήμμα 4.5 και την Παρατήρηση 4.3 είναι εύκολο να δούμε ότι,

για κάθε θετικό ακέραιο k, τα σύνολα obs⊆(Gk) και obsv(Gk) είναι επίσης

πεπερασμένα.

Θεώρημα 4.2. Για οποιονδήποτε ακέραιο k > 0, εάν τοG είναι ένα γράφημα

με td(G) > k, τότε το G περιέχει ένα συνεκτικό υπογράφημα H με td(H) >

k και |V (H)| ≤ 22k−1
.

Απόδειξη. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το G είναι συνεκτικό, αλλιώς από

τον ορισμό εστιάζουμε στην συνιστώσα του G που καθορίζει το βάθος δέν-

τρου του. Επίσης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι td(G) =

k + 1. Αποδεικνύουμε το θεώρημα με επαγωγή:
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Εάν td(G) = 2, τότε το G περιέχει τουλάχιστον μία ακμή, και μπορούμε

να θέσουμε H = K2. Εάν td(G) = 3, τότε το G δεν είναι δάσος αστεριών,

δηλαδή, περιέχει είτε το P4 είτε το K3 σαν υπογράφημα.

Υποθέτουμε τώρα ότι td(G) = k+1 για k ≥ 3, και ότι το θεώρημα ισχύει

για όλες τις μικρότερες τιμές βάθους δέντρου. Εάν το G περιέχει το P2k σαν

υπογράφημα, τότε μπορούμε να θέσουμε H = P2k . Διαφορετικά, κάθε δύο

κορυφές στο G συνδέονται από ένα μονοπάτι μήκους το πολύ 2k − 2.

Αφού td(G) > k − 1, από την επαγωγική υπόθεση, το G περιέχει ένα

υπογράφημα H0 με td(H0) ≥ k και m ≤ 22k−2
κορυφές v1, . . . , vm. Για

κάθε i = 1, . . . ,m, το γράφημα G \ vi έχει βάθος δέντρου μεγαλύτερο από

k− 1. Ως εκ τούτου το G \ vi περιέχει ένα υπογράφημα Hi με το πολύ 22k−2

κορυφές και βάθος δέντρου τουλάχιστον k.

Εάν υπάρχει i τέτοιο ώστε V (H0) ∩ V (Hi) = ∅, τότε θέτουμε το H να

αποτελείται από τα H0, Hi και το συντομότερο μονοπάτι που τα συνδέει. Για

κάθε κορυφή v του H, το γράφημα H \ v περιέχει το H0 ή το Hi σαν υπο-

γράφημα, άρα το βάθος δέντρου τουH\v είναι τουλάχιστον k και td(H) > k.

Επίσης, |V (H)| ≤ 22k−2+1 + 2k − 3 ≤ 22k−1
(για k ≥ 3).

Από την άλλη, εάν όλα τα γραφήματα Hi τέμνουν το H0, τότε θέτουμε

H = H0 ∪H1 ∪ . . . ∪Hm. Αφού όλα τα γραφήματα Hi είναι συνεκτικά, το

γράφημα H είναι επίσης συνεκτικό και έχει το πολύm+m(22k−2−1) ≤ 22k−1

κορυφές. Παρόμοια με την προηγούμενη υπόθεση, τα γραφήματα H \ vi
περιέχουν τοHi σαν υπογράφημα (για i = 1, . . . ,m) και το γράφημαH\v για

v διαφορετική από τις v1, . . . , vm περιέχει το H0 σαν υπογράφημα, συνεπώς

td(H) > k.

Από το Θεώρημα 4.2 και τις Παρατηρήσεις 4.2 και 4.3 προκύπτει το πα-

ρακάτω πόρισμα.

Πόρισμα 4.1. ΄Ολα τα γραφήματα στο obsv(Gk) (και συνεπώς, στα
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obs⊆(Gk) και obs≤m(Gk)) έχουν το πολύ 22k−1
κορυφές.

4.3 ΄Ενα Δομικό Λήμμα για τις Παρεμπο-

δίσεις του Βάθους Δέντρου

Σε αυτή την ενότητα, αποδεικνύουμε ένα λήμμα για το βάθος δέντρου που μας

επιτρέπει να χτίσουμε νέες παρεμποδίσεις από απλούστερες παρεμποδίσεις.

Πρώτα, θεωρούμε τις ακόλουθες παρατηρήσεις.

Παρατήρηση 4.4. ΄Εστω ότι το G είναι ένα συνεκτικό γράφημα τέτοιο

ώστε td(G) = k και ότι ρ : V (G)→ [k] είναι μία k-διαβάθμιση κορυφών του

G. Τότε |ρ−1(k)| = 1.

Απόδειξη. Εάν v1 και v2 είναι δύο (μη-γειτονικές) κορυφές στο ρ−1(k), τότε

υπάρχει ένα μονοπάτι με άκρα v1, v2. Ας παρατηρήσουμε ότι όλες οι εσωτε-

ρικές κορυφές αυτού του μονοπατιού έχουν χρώμα μικρότερο ή ίσο του k,

αντίφαση.

Παρατήρηση 4.5. Εάν G ∈ obsv(Gk) (ή obs⊆(Gk) ή obs≤m(Gk)) τότε,

για κάθε v ∈ V (G), υπάρχει μία (k + 1)-διαβάθμιση κορυφών ρ τέτοια ώστε

ρ(v) = k + 1.

Απόδειξη. Αφού G ∈ obsv(Gk) (ή obs⊆(Gk) ή obs≤m(Gk)), το G \ v επι-

δέχεται μία k-διαβάθμιση κορυφών ρ. Τότε η ρ∪(v, k+1) είναι η απαιτούμενη

(k + 1)-διαβάθμιση κορυφών του G.

΄Εστω ότι τα G1 και G2 είναι δύο ξένα γραφήματα και έστω vi ∈ V (Gi),

για i ∈ [2]. Ορίζουμε το

j(G1, G2, v1, v2) = (V (G1) ∪ V (G2), E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{v1, v2}}).
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Παρατήρηση 4.6. ΄Εστω ότι τα G1 και G2 είναι ξένα γραφήματα όπου

td(G1) ≤ k και td(G2) ≤ k. ΄Εστω vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]. Τότε το γράφημα

G = j(G1, G2, v1, v2) έχει βάθος δέντρου το πολύ k + 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η ρi είναι μία k-διαβάθμιση κορυφών του Gi, i ∈ [2].

Τότε, η ρ = ρ1∪ρ2\{(v1, ρ1(v1))}∪{(v1, k+1)} είναι μία (k+1)-διαβάθμιση

κορυφών του G.

Παρατήρηση 4.7. ΄Εστω ότι ταG1 καιG2 είναι ξένα συνεκτικά γραφήματα

τέτοια ώστε td(G1) ≥ k και td(G2) ≥ k. ΄Εστω vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]. Τότε,

το γράφημα G = j(G1, G2, v1, v2) έχει βάθος δέντρου τουλάχιστον k + 1.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι υπάρχει μία k-διαβάθμιση κορυ-

φών ρ : V (G) → [k]. Παρατηρούμε ότι ρ−1(k) 6= ∅, αλλιώς td(G) < k

αντιφάσκοντας στο δεδομένο ότι td(G1) ≥ k. Συνδυάζοντας αυτό το γεγο-

νός με την Παρατήρηση 4.4, το G έχει μία μοναδική κορυφή v με ρ(v) = k.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι v ∈ V (G1). Τότε, ο περιορι-

σμός της ρ στο G2 δίνει μία (k− 1)-διαβάθμιση κορυφών του, αντίφαση.

Λήμμα 4.6. ΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος και έστω R ∈ {v,⊆,≤m}.
΄Εστω ότι G1 και G2 είναι ξένα γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈ obsR(Gk−1)

και έστω v1 ∈ V (G1), v2 ∈ V (G2). Τότε j(G1, G2, v1, v2) ∈ obsR(Gk).

Απόδειξη. ΄Εστω G1 και G2 τέτοια ώστε G1, G2 ∈ obsR(Gk−1) και έστω vi ∈
V (Gi), i ∈ [2]. Θέτουμε G = j(G1, G2, v1, v2). Πρώτα, αποδεικνύουμε ότι

td(G) = k + 1. Πράγματι, από την Παρατήρηση 4.6, αντλούμε ότι td(G) ≤
k + 1 και, από την Παρατήρηση 4.7, αντλούμε ότι td(G) ≥ k + 1.

Τώρα, έχουμε να αποδείξουμε ότι εάν G′ είναι το αποτέλεσμα της αφαί-

ρεσης ή της σύνθλιψης κάποιας ακμής e στο G, τότε td(G′) ≤ k (αυτό

καλύπτει επίσης την περίπτωση αφαίρεσης κορυφής καθώς, από τον τρόπο που
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ορίστηκε το G, το G είναι συνεκτικό και συνεπώς η αφαίρεση μίας κορυφής

συνεπάγεται την αφαίρεση τουλάχιστον μίας ακμής).

Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση όπου e = {v1, v2}. Εάν G′ = G \ e,
τότε από τον ορισμό, td(G) = max{td(G1), td(G2)} ≤ k. Εάν G′ = G /e,

τότε από την Παρατήρηση 4.5, υπάρχει μία k-διαβάθμιση κορυφών ρi του Gi

τέτοια ώστε ρi(vi) = k, i ∈ [2]. Τότε εάν η vnew είναι το αποτέλεσμα της

σύνθλιψης της e έχουμε ότι η ρ : V (G′)→ [k] όπου

ρ(x) =


ρ1(x) εάν x ∈ V (G1) \ {v1}

ρ2(x) εάν x ∈ V (G2) \ {v2}

k εάν x = vnew

είναι μία k-διαβάθμιση κορυφών του G′, συνεπώς td(G′) ≤ k.
Τέλος, εξετάζουμε την περίπτωση όπου η e είναι μία ακμή του G1 ή του

G2. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι e1 ∈ E(G1). Επειδή

G1 ∈ obs⊆(Gk−1), υπάρχει μία (k − 1)-διαβάθμιση κορυφών ρ′1 του G1 \ e
(και G1 /e). Από την Παρατήρηση 4.5, αφού G2 ∈ obs⊆(Gk−1), υπάρχει μία

k-διαβάθμιση κορυφών ρ2 του G2 τέτοια ώστε ρ2(v2) = k. Είναι εύκολο να

δούμε ότι η ρ′1 ∪ ρ2 είναι μία k-διαβάθμιση κορυφών του G′, άρα td(G′) ≤ k
και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήμματος.

4.4 ΄Ακυκλες Παρεμποδίσεις για το Βάθος

Δέντρου

Για κάθε ακέραιο k ≥ 0, ορίζουμε αναδρομικά την κλάση γραφημάτων Tk
όπως ακολούθως. ΄Εστω ότι T0 = {K1} και, για κάθε k ≥ 1, θέτουμε

Tk = {j(G1, G2, v1, v2) | G1, G2 ∈ Tk−1, vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]}
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Ο παραπάνω ορισμός μας επιτρέπει να διατυπώσουμε το Λήμμα 4.6 όπως

παρακάτω.

Παρατήρηση 4.8. Για κάθε θετικό ακέραιο k και κάθε R ∈ {v,⊆,≤m},
Tk ⊆ obsR(Gk).

Λήμμα 4.7. Για οποιονδήποτε θετικό ακέραιο k, εάν G ∈ Tk, τότε για

οποιαδήποτε κορυφή v ∈ V (G) υπάρχει ένα φύλλο u 6= v του G τέτοιο ώστε

το δέντρο που κατασκευάζεται από το G \ u μετά την προσθήκη ενός φύλλου

γειτονικού στο v ανήκει επίσης στην Tk.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι αυτό ισχύει για οποιοδήποτε δέντρο στην Tk−1,

k ≥ 2. ΄Εστω G1, G2 ∈ Tk−1 και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], τέτοια ώστε

G = j(G1, G2, v1, v2). Ας θεωρήσουμε μία τυχαία κορυφή v ∈ V (G), και

ας δείξουμε ότι υπάρχει ένα φύλλο u του G το οποίο μπορούμε να μετα-

φέρουμε στη v διατηρώντας παράλληλα το ανήκειν στην Tk. Χωρίς βλάβη της

γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι v ∈ V (G1). Από την επαγωγική

υπόθεση, υπάρχει μία κορυφή u′ ∈ V (G1) τέτοια ώστε το δέντρο που κατα-

σκευάζεται από το G1\u′ προσθέτοντας ένα φύλλο γειτονικό v ανήκει επίσης

στην Tk−1. Εάν u′ 6= v1 μπορούμε να θέσουμε u = u′. Διαφορετικά, έστω

ότι το u′′ είναι το φύλλο του G2 που μπορεί να μετακινηθεί στην v2. Σε αυτή

την περίπτωση, μπορούμε να θέσουμε u = u′′: Μετακινώντας το φύλλο u′′

στη v έχει το ίδιο αποτέλεσμα όπως μετακινώντας το στη v2, μετακινώντας το

φύλλο u′ στη v, και αντικαθιστώντας την ακμή e με μία ακμή ανάμεσα στην

u′′ και την κορυφή του G1 που ήταν γειτονική στην u′.

Στο Λήμμα 4.6 περιγράψαμε μία διαδικασία η οποία για οποιονδήποτε μη-

αρνητικό ακέραιο k κατασκευάζει γραφήματα G ∈ obsv(Gk+1) από ξένα

γραφήματα G1, G2 ∈ obsv(Gk) (προσθέτοντας μία ακμή η οποία συνδέει μία

κορυφή v1 του G1 και μία κορυφή v2 του G2). Με το ακόλουθο λήμμα
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χαρακτηρίζουμε πλήρως και κατασκευάζουμε όλα τα άκυκλα γραφήματα στο

obsv(Gk+1) για κάθε μη-αρνητικό ακέραιο k.

Λήμμα 4.8. ΄Εστω ότι το G είναι ένα δέντρο στο obsv(Gk) για k ≥ 1.

Τότε, υπάρχει μία ακμή e ∈ E(G) τέτοια ώστε εάν {G1, G2} = C(G \ {e})
τότε G1, G2 ∈ obsv(Gk−1).

Απόδειξη. Εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου k ≥ 2 υποθέτον-

τας ότι το λήμμα ισχύει για όλες τις άκυκλες παρεμποδίσεις μικρότερου

βάθους δέντρου. Από την Παρατήρηση 4.6, προκύπτει ότι για κάθε ακμή

e = {v1, v2} ∈ E(G), τουλάχιστον μία από τις συνεκτικές συνιστώσεςG1, G2

του G \ e έχει βάθος δέντρου τουλάχιστον k. Ισχυριζόμαστε ότι το G περι-

έχει τουλάχιστον μία ακμή e = {v1, v2} τέτοια ώστε αμφότερες οι συνεκτικές

συνιστώσες του G \ e έχουν βάθος δέντρου k. Ας υποθέσουμε ότι αυτό δεν

είναι σωστό. Τότε μπορούμε να κατευθύνουμε κάθε ακμή e = {v1, v2} του

E(G) έτσι ώστε η ουρά της να ανήκει στη συνεκτική συνιστώσα του G\e που

έχει βάθος δέντρου αυστηρά μικρότερο από k. Συμβολίζουμε αυτό το διατε-

ταγμένο δέντρο με T̃ . Καθώς k ≥ 2, το T̃ περιέχει εσωτερικές κορυφές. Επι-

πλέον, όλες οι ακμές του T̃ που είναι προσπίπτουσες σε φύλλα κατευθύνονται

μακριά από αυτά. ΄Επεται ότι το T̃ περιέχει μία εσωτερική κορυφή v με εξώβαθ-

μο 0. Αυτό σημαίνει ότι κάθε, έστω Gi, συνεκτική συνιστώσα του G \ v έχει

μία (k − 1)-διαβάθμιση κορυφών ρi. Τότε η ρ = {(v, k)} ∪
⋃
i=1,...,m ρi είναι

μία k-διαβάθμιση κορυφών του G, μία αντίφαση και αυτό ολοκληρώνει την

απόδειξη του ισχυρισμού.

΄Εστω τώρα ότι η Gi είναι η συνεκτική συνιστώσα του G \ e που περιέχει

την vi, i ∈ [2]. Εάν μία, έστω η G1, δεν ανήκει στο obsv(Gk−1) τότε περιέχει

ένα εναγόμενο υπογράφημα G′1 τέτοιο ώστε G′1 ∈ obsv(Gk−1). Επιπλέον,

υπάρχει ένα μοναδικό μονοπάτι P στο G που συνδέει τη G′1 με τη G2. Παρα-

τηρούμε ότι, αφού G ∈ obsv(Gk−1), το G είναι ακριβώς η ένωση των G′1, G2
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και P . Χρειάζεται να δείξουμε ότι το P δεν έχει εσωτερικές κορυφές. Ας υ-

ποθέσουμε ότι αυτή η περίπτωση δεν ισχύει, και έστω ότι w είναι η εσωτερική

κορυφή του P που είναι γειτονική με μία κορυφή v ∈ V (G1). Από την επα-

γωγική υπόθεση, τα G′1 και G2 ικανοποιούν τις συνθήκες του Λήμματος 4.7,

άρα το G1 περιέχει ένα φύλλο u τέτοιο ώστε το γράφημα που προκύπτει από

το G1 μεταφέροντας το φύλλο u στην v ανήκει στο obsv(Gk−1). Αυτό έπεται

ότι μπορούμε να αφαιρέσουμε την κορυφή u από το G και να θεωρήσουμε ότι

η w είναι η αντικαταστάτριά της. Το δημιουργημένο γράφημα είναι ένα γνήσιο

εναγόμενο υπογράφημα του G και έχει βάθος δέντρου k+1, αντίφαση. Αυτό

ολοκληρώνει την απόδειξη του λήμματος.

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι το ακόλουθο είναι άμεση συνέπεια των Λημ-

μάτων 4.6 και 4.8.

Θεώρημα 4.3. ΄Εστω ότι k είναι ένας μη αρνητικός ακέραιος. Τότε το Tk
είναι το σύνολο όλων των άκυκλων γραφημάτων στο obsv(Gk).

Πόρισμα 4.2. Για κάθε μη-αρνητικό ακέραιο k, το Tk είναι το σύνολο

όλων των άκυκλων γραφημάτων στο obs⊆(Gk) (ή στο obs≤m(Gk)). (Δείτε

το Σχήμα 4.1)

Απόδειξη. ΄Επεται άμεσα από τις Παρατηρήσεις 4.2 και 4.8.

T3

−→ −→ −→
T0 T1 T2

Σχήμα 4.1: Παραδείγματα άκυκλων παρεμποδίσεων.
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4.5 Κάτω Φράγμα στο Πλήθος των Παρεμπο-

δίσεων για την Gk

Σε αυτή την ενότητα, αποδεικνύουμε ότι |Tk| = 1
222k−1−k(1+22k−1−k), k ≥ 1.

Αυτό μας δίνει ένα κάτω φράγμα στο |obs≤m(Gk)|, k ≥ 2. ΄Οπως θα δού-

με αργότερα μπορούμε να εντοπίσουμε τα στοιχεία των συνόλων obs⊆(Gi),
obs≤m(Gi), και obsv(Gi), για i = 0, 1, 2, 3.

Για ένα δέντρο G ∈ Tk τέτοιο ώστε G = j(G1, G2, v1, v2), καλούμε την

{v1, v2} μεσαία ακμή (middle edge) του G.

Παρατήρηση 4.9. Εάν ο k είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος τότε κάθε

γράφημα στο Tk έχει ακριβώς 2k κορυφές. Αυτό συνεπάγεται ότι η μεσαία

ακμή ενός γραφήματος G ∈ Tk είναι μοναδική.

Ας θεωρήσουμε επίσης την ακόλουθη.

Παρατήρηση 4.10. ΄Εστω ότι τα T 1, T 2
είναι δύο δέντρα και έστω ότι

ei = {vi1, vi2} ∈ E(T i), i ∈ [2]. Εάν η φ είναι ένας ισομορφισμός από το

T 1
στο T 2

τέτοιος ώστε φ(v1
i ) = v2

i , i ∈ [2], και το T ji είναι η συνεκτική

συνιστώσα του T j \ ej που περιέχει την vji , i ∈ [2], j ∈ [2], τότε η φi =

{(x, y) ∈ φ | x ∈ V (T 1
i )} είναι ένας ισομορφισμός από το T 1

i στο T 2
i , i ∈ [2].

Είναι εύκολο να δούμε ότι, οι αυτομορφισμοί ενός γραφήματος σχημα-

τίζουν μία ομάδα. Χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Aut(G) για την ομάδα

αυτομορφισμών ενός γραφήματος G. Η Παρατήρηση 4.10 εύκολα έπεται το

ακόλουθο.

Παρατήρηση 4.11. ΄Εστω ότι το T είναι ένα δέντρο και e = {v1, v2} ∈
E(T ). Εάν η φ ∈ Aut(T ) ικανοποιεί ότι φ(vi) = v3−i, i ∈ [2], και το Ti

είναι η συνεκτική συνιστώσα του T \ e που περιέχει την vi, i ∈ [2], τότε η

φ′ = {(x, y) ∈ φ | x ∈ V (T1)} είναι ένας ισομορφισμός από το T1 στο T2.
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Παρατήρηση 4.12. ΄Εστω ότι G1, G2 είναι ξένα γραφήματα τέτοια ώστε

G1, G2 ∈ Tk, k ≥ 1, και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]. Εάν φ ∈ Aut(G), όπου

G = j(G1, G2, v1, v2), τότε φ(e) = e.

Απόδειξη. ΄Επεται άμεσα από την Παρατήρηση 4.9.

Λήμμα 4.9. ΄Εστω ότι G ∈ Tk για k ≥ 1, η e = {v1, v2} ∈ E(G) είναι η

μεσαία ακμή και φ ∈ Aut(G). Εάν υπάρχει v ∈ V (G) τέτοια ώστε φ(v) = v,

τότε φ(vi) = vi, i ∈ [2].

Απόδειξη. Εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου k ≥ 2. Ας υπο-

θέσουμε, προς άτοπο, ότι φ(vi) = v3−i, i ∈ [2]. Συμβολίζουμε με G1, G2 τις

συνεκτικές συνιστώσες του G\e όπου, χωρίς βλάβη της γενικότητας, v, v1 ∈
V (G1). Από την Παρατήρηση 4.11, η φ′ = {(v1, v2) ∈ φ | v1 ∈ V (G1)} είναι

ένας ισομορφισμός του G1 στο G2, αντίφαση αφού φ′(v) = φ(v) = v.

Προχωράμε τώρα στην απόδειξη του ακόλουθου.

Λήμμα 4.10. ΄Εστω ότι k είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος. Για οποιαδήπο-

τε G ∈ Tk και φ ∈ Aut(G), εάν υπάρχει v ∈ V (G) τέτοια ώστε φ(v) = v

τότε φ = id.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο k. Για k = 0, ο ισχυρισμός είναι

τετριμμένος. Υποθέτουμε τώρα ότι ο ισχυρισμός ισχύει για k = n ≥ 0.

΄Εστω ότι k = n + 1. Συμβολίζουμε με e = {v1, v2} ∈ E(G) την μεσαία

ακμή και με G1, G2 τις συνεκτικές συνιστώσες του G \ e, όπου vi ∈ V (Gi),

i ∈ [2]. Αφού φ ∈ Aut(G), από το Λήμμα 4.9, έπεται ότι φ(vi) = vi, i ∈ [2].

Ως εκ τούτου η φ είναι ένας ισομορφισμός από το G \ e στο G \ e. Από την

Παρατήρηση 4.10, φi = {(v, u) ∈ φ | v ∈ V (Gi)} ∈ Aut(Gi), i ∈ [2]. Ας

παρατηρήσουμε ότι φi(vi) = φ(vi) = vi, i ∈ [2]. Αφού Gi ∈ Tn, i ∈ [2], από

την επαγωγική υπόθεση, η φi, i ∈ [2], είναι ο τετριμμένος αυτομορφισμός

του Gi. ΄Αρα, φ = id.
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΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα και v ∈ V (G). Συμβολίζουμε με

trG(v) την τροχιά (orbit) της ομάδας αυτομορφισμών του G που περιέχει

την v, δηλαδή,

trG(v) = {u ∈ V (G) | ∃φ ∈ Aut(G) έτσι ώστε φ(u) = v}.

Λήμμα 4.11. ΄Εστω ότι G1, G2 είναι ξένα γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈
Tk, v2, v

′
2 ∈ V (G2) τέτοιες ώστε v2 ∈ trG2(v′2) και v1 ∈ V (G1). Τότε τα

G = j(G1, G2, v1, v2) και G′ = j(G1, G2, v1, v
′
2) είναι ισομορφικά.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι id ∈ Aut(G1) και φ ∈ Aut(G2), τέτοια ώστε φ(v2) =

v′2. Τότε η id ∪ φ είναι ένας ισομορφισμός από το G στο G′.

Λήμμα 4.12. ΄Εστω ότι G1, G2 είναι ξένα γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈
Tk, v2, v

′
2 ∈ V (G2) τέτοιες ώστε v2 6∈ trG2(v′2) και v1 ∈ V (G1). Τότε τα

G = j(G1, G2, v1, v2) και G′ = j(G1, G2, v1, v
′
2) δεν είναι ισομορφικά.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι η φ είναι ένας ισομορφισμός από

το G στο G′. Η Παρατήρηση 4.12 έπεται ότι, είτε φ(v1) = v1 και φ(v2) = v′2

είτε φ(v1) = v′2 και φ(v2) = v1. Πρώτα αποκλείουμε την περίπτωση όπου

φ(v1) = v1 και φ(v2) = v′2. Πράγματι, από την Παρατήρηση 4.10, φ′ =

{(x, y) ∈ φ | x ∈ V (G2)} ∈ Aut(G2) και επιπλέον φ′(v2) = φ(v2) = v′2,

αντίφαση καθώς v2 6∈ trG2(v′2). Συνεπώς, φ(v1) = v′2 και φ(v2) = v1.

Από την Παρατήρηση 4.10, η φi = {(x, y) ∈ φ | x ∈ V (Gi)} είναι ένας

ισομορφισμός από το Gi στο G3−i, i ∈ [2]. Τότε ψ = φ1 ◦φ2 ∈ Aut(G2) και

ψ(v2) = φ1(φ2(v2)) = φ1(φ(v2)) = φ1(v1) = v′2. ΄Επεται ότι v2 ∈ trG2(v′2),

αντίφαση.

Δοσμένου ενός γραφήματος G, λέμε ότι το G είναι ασύμμετρο (asymmet-

ric) εάν έχει την τετριμμένη ομάδα αυτομορφισμών. Επιπλέον, λέμε ότι ένα

γράφημα G είναι 2-ασύμμετρο (2-asymmetric) εάν ο μόνος μη-τετριμμένος

αυτομορφισμός του είναι μια ανέλιξη χωρίς σταθερά σημεία.
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Λήμμα 4.13. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος και έστω ότι

τα G1, G2 είναι δύο ξένα μη-ισομορφικά γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈ Tk.
Τότε το γράφημα G = j(G1, G2, v1, v2) είναι ασύμμετρο.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι φ ∈ Aut(G) και φ 6= id. Από το Λήμμα 4.10,

φ(v) 6= v για όλες τις v ∈ V (G) και, από την Παρατήρηση 4.12, φ(vi) =

v3−i, i ∈ [2]. Από την Παρατήρηση 4.11, το G1 είναι ισομορφικό με το G2,

αντίφαση.

Λήμμα 4.14. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος και έστω ότι

τα G1, G2 είναι δύο ξένα γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈ Tk. Εάν η φ είναι

ένας ισομορφισμός από το G1 στο G2 και οι vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], είναι τέτοιες

ώστε φ(v1) /∈ trG2(v2), τότε το G = j(G1, G2, v1, v2) είναι ασύμμετρο.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ψ ∈ Aut(G) και ψ 6= id. Από το Λήμμα 4.10,

ψ(v) 6= v για όλες τις v ∈ V (G) και, από την Παρατήρηση 4.12, ψ(v1) = v2

και ψ(v2) = v1. Από την Παρατήρηση 4.11, η χ = {(x, y) ∈ ψ | x ∈ V (G1)}
είναι ένας ισομορφισμός από το G1 στο G2. Επιπλέον, η φ ◦ χ−1

είναι ένας

αυτομορφισμός του G2 που απεικονίζει την v2 στην φ(v1), αντιφάσκοντας

στην υπόθεση ότι φ(v1) 6∈ trG2(v2).

Λήμμα 4.15. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος και έστω

ότι τα G1, G2 είναι δύο ξένα γραφήματα τέτοια ώστε G1, G2 ∈ Tk. Εάν η

φ : V (G1) → V (G2) είναι ένας ισομορφισμός από το G1 στο G2 και vi ∈
V (Gi), i ∈ [2], είναι δύο κορυφές τέτοιες ώστε φ(v1) ∈ trG2(v2), τότε το

G = j(G1, G2, v1, v2) είναι 2-ασύμμετρο.

Απόδειξη. Καθώς φ(v1) ∈ trG2(v2), υπάρχει ένας ισομορφισμός ψ :

V (G1)→ V (G2) τέτοιος ώστε ψ(v1) = v2. Παρατηρούμε ότι η χ = ψ∪ψ−1

είναι ένας αυτομορφισμός του G, και ότι η χ είναι μία ανέλιξη χωρίς στα-

θερά σημεία. Ας θεωρήσουμε έναν αυτομορφισμό χ′ 6= id του G. Από το
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Λήμμα 4.10 και την Παρατήρηση 4.12, χ′(v1) = v2 και, από την Παρατήρη-

ση 4.11, η χ′1 = {(x, y) ∈ χ′|x ∈ V (G1)} είναι ένας ισομορφισμός των G1

και G2. Τότε, η χ′1 ◦ψ−1
είναι ένας αυτομορφισμός του G2 που σταθεροποιεί

τη v2, και, από το Λήμμα 4.10, χ′1 = ψ. Συμπεραίνουμε ότι χ′ = χ, και άρα

Aut(G) = {id, χ} και το G είναι 2-ασύμμετρο.

Από το Θεώρημα 4.3 και τα Λήμματα 4.13, 4.14, και 4.15 έπεται ευθέως

ότι.

Παρατήρηση 4.13. Εάν το G είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε G ∈ Tk τότε

το G είναι είτε ασύμμετρο είτε 2-ασύμμετρο.

Για κάθε ακέραιο k ≥ 0, ορίζουμε την ακόλουθη διαμέριση του Tk:

Ak = {G ∈ Tk | Aut(G) = {id}} και Bk = {G ∈ Tk | Aut(G) 6= {id}}.

Συμβολίζουμε με αk = |Ak|, βk = |Bk|, και τk = |Tk| = αk + βk. Θέτουμε

επίσης γk = 2k−2
. Μία άμεση συνέπεια των Παρατηρήσεων 4.9 και 4.13 είναι

η ακόλουθη.

Παρατήρηση 4.14. ΄Εστω ότι ο k ≥ 2 είναι ένας ακέραιος. Τότε η ομάδα

αυτομορφισμών κάθε γραφήματος G ∈ Ak (αντίστοιχα, G ∈ Bk) έχει ακριβώς

γk+2 (αντίστοιχα, γk+1) τροχιές.

Παρατήρηση 4.15. β0 = α1 = α2 = 0 και α0 = β1 = β2 = 1.

Θεώρημα 4.4. Για κάθε ακέραιο k ≥ 1, τk = 22k−(2k+1) + 22k−1−(k+1)
.

Απόδειξη. Ας παρατηρήσουμε πρώτα ότι για k ∈ [2] ο ισχυρισμός ισχύει.

΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα. Ας θυμηθούμε ότι G ∈ Tk εάν και

μόνο εάν G = j(G1, G2, v1, v2), για κάποια Gi ∈ Tk−1, και vi ∈ V (Gi),

i ∈ [2]. Συνεπώς, για να υπολογίσουμε το τk είναι αρκετό να υπολογίσουμε

τους τρόπους να επιλέξουμε G1, G2 ∈ Tk−1 και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], χωρίς να
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καταλήξουμε σε ισομορφικά γραφήματα. ΄Εστω ότι τα G1, G2 είναι γραφήματα

τέτοια ώστε Gi ∈ Tk−1 και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]. Ορίζουμε

A1
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 6' G2, Gi ∈ Ak−1

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]} (4.1)

A2
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 6' G2, Gi ∈ Bk−1

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]} (4.2)

A3
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 6' G2, G1 ∈ Ak−1, G2 ∈ Bk−1,

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2]} (4.3)

A4
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 'φ G2, Gi ∈ Ak−1,

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], τέτοιες ώστε φ(v1) 6∈ trG2(v2)} (4.4)

A5
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 'φ G2, Gi ∈ Bk−1,

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], τέτοιες ώστε φ(v1) 6∈ trG2(v2)} (4.5)

B1
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 'φ G2, Gi ∈ Ak−1,

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], τέτοιες ώστε φ(v1) ∈ trG2(v2)} (4.6)

B2
k = {G | G = j(G1, G2, v1, v2), G1 'φ G2, Gi ∈ Bk−1,

και vi ∈ V (Gi), i ∈ [2], τέτοιες ώστε φ(v1) ∈ trG2(v2)}. (4.7)

Από τους ορισμούς τους, τα παραπάνω σύνολα είναι μία διαμέριση του Tk.
Από το Λήμμα 4.13 (για τις Σχέσεις (4.1)–(4.3)) και από το Λήμμα 4.14 (για

τις Σχέσεις (4.4) και (4.5)), η ένωση των πέντε πρώτων είναι υποσύνολο του

Ak. Επιπλέον, από το Λήμμα 4.15 (εφαρμοσμένο στις Σχέσεις (4.6) και (4.7))

η ένωση των τελευταίων δύο είναι υποσύνολο του Bk. Συμπεραίνουμε ότι

Ak =
⋃

i=1,...,5

Aik και Bk = B1
k ∪ B2

k.

Από την Παρατήρηση 4.14, τα Λήμματα 4.11 και 4.12, και τις Σχέσεις (4.1)–
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(4.7), συνάγουμε ότι

|A1
k| =

(
αk−1

2

)
· γ2

k+1,

|A2
k| =

(
βk−1

2

)
· γ2

k ,

|A3
k| = αk−1 · γk+1 · βk−1 · γk,

|A4
k| = αk−1 ·

(
γk+1

2

)
|A5

k| = βk−1 ·
(
γk
2

)
|B1
k| = αk−1 · γk+1

|B2
k| = βk−1 · γk

Συνεπώς,

αk =

(
αk−1

2

)
γ2
k+1 +

(
βk−1

2

)
γ2
k + αk−1

(
γk+1

2

)
+

βk−1

(
γk
2

)
+ αk−1βk−1γkγk+1 (4.8)

βk = αk−1γk+1 + βk−1γk (4.9)

Απλοποιώντας την (4.8),

αk =
1

2

[(
γ2
k+1α

2
k−1 + γ2

kβ
2
k−1 + 2αk−1βk−1γkγk+1

)
−

(αk−1γk+1 + βk−1γk)]

=
1

2

(
β2
k − βk

)
.

΄Επεται (χρησιμοποιώντας την Σχέση (4.9)) ότι,

τk =
1

2

(
β2
k + βk

)
και βk = γkβ

2
k−1
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Θέτουμε δk = 2k−1 − k και παρατηρούμε ότι βk = 2δk = 22k−1−k
, για κάθε

ακέραιο k ≥ 2. Τότε, τk = 22k−(2k+1) + 22k−1−(k+1), k ≥ 3, και το θεώρημα

έπεται.

4.6 Παρεμποδίσεις για την Gk, k ≤ 3

Είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι

• obs≤m(G0) = obs⊆(G0) = obsv(G0) = {K1},

• obs≤m(G1) = obs⊆(G1) = obsv(G1) = {K2},

• obs≤m(G2) = obs⊆(G1) = {K3, P4} και obsv(G2) = {K3, P4, C4}.

΄Εστω ότι D είναι το σύνολο των γραφημάτων που εμφανίζονται εντός του

εξωτερικού πολυγώνου στο Σχήμα 4.2. Σε αυτή την ενότητα αποδεικνύουμε

ότι obs⊆(G3) = D.

Θεώρημα 4.5. Για οποιοδήποτε γράφημα G, td(G) > 3 εάν και μόνο εάν

το G περιέχει ένα από τα γραφήματα του D σαν υπογράφημα.

Απόδειξη. Αφού καθένα από τα γραφήματα στο D είναι συνεκτικό και έχει

βάθος δέντρου τέσσερα, επαρκεί να δείξουμε ότι οποιοδήποτε συνεκτικό

γράφημα με βάθος δέντρου τέσσερα περιέχει ένα από αυτά σαν υπογράφημα.

Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι δεν ισχύει αυτή η περίπτωση, και έστω ότι

G είναι ένα συνεκτικό γράφημα με βάθος δέντρου τέσσερα που δεν περιέχει

κανένα από τα γραφήματα στο D σαν υπογράφημα. Μπορούμε να υποθέσου-

με ότι το G είναι ελαχιστικό, δηλαδή, ότι td(G \ e) = 3 και td(G \ v) = 3

για οποιαδήποτε ακμή e ∈ E(G) και οποιαδήποτε κορυφή v ∈ V (G). Το

γράφημα G δεν μπορεί να περιέχει κύκλους μήκους μεγαλύτερου από τέσσε-

ρα, διαφορετικά, θα περιείχε το C5, C6, C7, ή P8 σαν υπογράφημα.
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΄Εστω ότι το G′ είναι ένα 2-συνεκτικό υπογράφημα του G, και ας υπο-

θέσουμε ότι |V (G′)| ≥ 5. Παρατηρούμε ότι το G′ περιέχει έναν 4-κύκλο

C = v1v2v3v4. Ας θεωρήσουμε μία κορυφή v5 ∈ V (G′) \V (C). Αφού το G′

είναι 2-συνεκτικό, υπάρχει ένα μονοπάτι P με ξένα άκρα στον C έτσι ώστε

v5 ∈ V (P ) και |V (P )∩V (C)| = 2. Αφού το G δεν περιέχει κύκλους μήκους

τουλάχιστον 5, το P έχει μήκος 2 και συνδέει δύο απέναντι κορυφές του C,

έστω τις v1 και v3. Εάν το υπογράφημα που ενάγεται από το V (C) ∪ {v5}
περιέχει οποιαδήποτε από τις ακμές {v2, v4}, {v2, v5} ή {v4, v5}, τότε το G

περιέχει το C5 σαν υπογράφημα, άρα μπορούμε να υποθέσουμε πως δεν ισχύει

αυτή η περίπτωση. Επίσης, καμμία από τις v2, v4, και v5 δεν μπορεί να είναι

γειτονική με καμμία άλλη κορυφή του G, διαφορετικά το G θα περιείχε το

K2
4 . Ας θεωρήσουμε το γράφημα H που προκύπτει από το G αφαιρώντας

την ακμή {v1, v5}. Από την ελαχιστικότητα του G, td(H) = 3. Το γράφημα

H είναι συνεκτικό, άρα το H περιέχει μία κορυφή v τέτοια ώστε το H \ v
να είναι δάσος αστεριών. Εάν v = v1 ή v = v3, τότε το G \ v είναι δάσος

αστεριών, το οποίο είναι αντίφαση με το td(G) = 4. Ωστόσο, το H \ v
για οποιαδήποτε άλλη κορυφή v περιέχει το P4 σαν υπογράφημα. Αυτό είναι

αντίφαση, συνεπώς μπορούμε να υποθέσουμε ότι οποιοδήποτε 2-συνεκτικό

υπογράφημα του G έχει το πολύ τέσσερις κορυφές.

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση όπου το G περιέχει έναν 4-κύκλο

C = v1v2v3v4. Εάν αμφότερες οι ακμές {v1, v3} και {v2, v4} βρίσκονται στο

G, τότε το G περιέχει το K4 σαν υπογράφημα. ΄Αρα μπορούμε να υποθέσουμε

ότι δεν είναι αυτή η περίπτωση. Υποθέτουμε πρώτα ότι η {v1, v3} είναι ακμή

(άρα η {v2, v4} δεν είναι ακμή). Εάν η v2 ή η v4 είναι γειτονική με μία κορυφή

έξω από το C, τότε το G περιέχει το K1
4 σαν υπογράφημα. Διαφορετικά,

θεωρούμε το γράφημα H που προκύπτει από το G αφαιρώντας την ακμή

{v1, v3}. Από την ελαχιστικότητα του G, υπάρχει μία κορυφή v τέτοια ώστε

το H \ v να είναι δάσος αστεριών. Η κορυφή v πρέπει να ανήκει στο C.
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Σχήμα 4.2: Τα απαγορευμένα γραφήματα για την G3.

Αφού το G \ v δεν είναι δάσος αστεριών, v 6= v1 και v 6= v3, άρα μπορούμε

να υποθέσουμε ότι v = v2. Καθώς το H \ v2 είναι ένα δάσος αστεριών, η

v4 είναι ο μόνος γείτονας των v1 και v3 στο H \ v2. Αλλά τότε H = C, και

το βάθος δέντρου του G θα ήταν μόνο τρία, το οποίο είναι αντίφαση. ΄Αρα,
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οποιοσδήποτε 4-κύκλος στο G είναι εναγόμενος.

΄Εστω ότι ο C = v1v2v3v4 είναι ένας εναγόμενος 4-κύκλος στο G. Αφού

το G δεν περιέχει το K2
4 σαν υπογράφημα, οι κορυφές του V (G) \ V (C)

μπορούν να είναι γειτονικές μόνο με δύο μη-γειτονικές κορυφές του C, έστω

v1 και v3. Καθώς td(G) = 4, έχουμε ότιG 6= C και μπορούμε να υποθέσουμε

ότι υπάρχει μία κορυφή v5 ∈ V (G) \V (C) γειτονική της v1. Ας θεωρήσουμε

το γράφημα H που προκύπτει από το G αφαιρώντας την ακμή {v1, v4}. Από

την ελαχιστικότητα του G, υπάρχει μία κορυφή v τέτοια ώστε το H \ v να

είναι δάσος αστεριών. Αφού το v5v1v2v3v4 είναι ένα μονοπάτι, η v πρέπει να

είναι η v1, η v2, ή η v3. Εάν v = v1 ή v = v3, τότε το G \ v είναι ένα δάσος

αστεριών, άρα v = v2. Ωστόσο, αυτό σημαίνει ότι το G \ v1 είναι ένα δάσος

αστεριών, το οποίο είναι άτοπο, άρα το G δεν περιέχει κανέναν 4-κύκλο.

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση όπου το G περιέχει ένα τρίγωνο

C = v1v2v3. Το γράφημα G δεν μπορεί να περιέχει άλλο τρίγωνο ξένο

του C, αφού τότε θα περιείχε το K3P
1
4 ή το K3K3 σαν υπογράφημα. Μαζί

με το γεγονός ότι κάθε μη-τετριμμένο 2-συνεκτικό υπογράφημα του G είναι

τρίγωνο, αυτό έπεται ότι όλα τα τρίγωνα στο G τέμνονται σε μία κορυφή.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει τουλάχιστον μία κορυφή v4 που να

μην ανήκει στο C και να είναι γειτονική με την v1, και ότι όλα τα τρίγωνα

στο G περιέχουν την κορυφή v1.

Η κορυφή v1 είναι διαχωριστής του G. Το γράφημα G \ v1 δεν είναι

δάσος αστεριών, άρα μία από τις συνιστώσες του περιέχει ένα τρίγωνο ή το

P4. ΄Ολα τα τρίγωνα στο G περιέχουν την κορυφή v1, μία από τις συνιστώσες

του G \ v1 περιέχει ένα μονοπάτι P μήκους τρία.

Εάν το P είναι ξένο με τον C, τότε το G περιέχει σαν υπογράφημα το

K3P
1
4 ή το K3P

2
4 . Συνεπάγεται ότι το C είναι το μόνο τρίγωνο στο G

και ότι το μονοπάτι P τέμνει το C \ v1. Εάν ο βαθμός αμφότερων των

v2 και v3 είναι μεγαλύτερος από δύο, τότε το G περιέχει το υπογράφημα
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K3
4 , άρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο βαθμός της v2 είναι δύο και ότι

P = v2v3v5v6 για κάποιες κορυφές v5 και v6. ΄Ομοια, το G \ v3 περιέχει το

P4 σαν υπογράφημα, άρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει μία κορυφή

v7 γειτονική της v4. Ωστόσο, το γράφημα G θα περιείχε τότε το K2K3K2

σαν υπογράφημα. Συνεπώς, το G δεν περιέχει τρίγωνο, και πρέπει να είναι

δέντρο.

Είναι, ωστόσο, εύκολο να επιβεβαιώσουμε, χρησιμοποιώντας το Θεώρη-

μα 4.3, ότι τα μόνο ελαχιστικά δέντρα με βάθος δέντρου τέσσερα είναι τα P8,

P 1
4P

2
4 και P 2

4P
2
4 . Συνεπάγεται ότι οποιοδήποτε γράφημα G με td(G) > 3

περιέχει ένα από τα γραφήματα στην D σαν υπογράφημα.

Πόρισμα 4.3. Το σύνολο obs≤m(G3) περιέχει ακριβώς όλα τα γραφήματα

που απεικονίζονται στο εσωτερικό πολύγωνο του Σχήματος 4.2.

Απόδειξη. ΄Επεται άμεσα από την Παρατήρηση 4.2 και τα δεδομένα ότι

C5≤mC6 και C5≤mC7.

Πόρισμα 4.4. Το σύνολο obsv(G3) περιέχει ακριβώς όλα τα γραφήματα

του Σχήματος 4.2.

Απόδειξη. ΄Επεται από επιθεώρηση, χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 4.3.

Ας παρατηρήσουμε ότι οι παρεμποδίσεις του Gk έχουν το πολύ 2k κορυφές,

k ∈ [3]. Ως εκ τούτου, το φράγμα του Θεωρήματος 4.2 δεν είναι σφικτό ακόμα

και σε αυτή την περίπτωση (ισχυρίζεται μόνο ότι οι παρεμποδίσεις έχουν το

πολύ 16 κορυφές). Κλείνουμε αυτή την ενότητα με την ακόλουθη εικασία.

Εικασία 2. Για κάθε k ≥ 1, η τάξη των γραφημάτων στο obsv(Gk) είναι

φραγμένη από 2k.
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4.7 Μία Αναγωγή για το Βάθος Δέντρου

Σε αυτή την ενότητα, στα πλαίσια της προσπάθειας εντοπισμού ελαχιστικών

γραφημάτων που δεν ανήκουν στην κλάση γραφημάτων Gk, αποδεικνύουμε

έναν κανόνα ο οποίος μας διευκολύνει στον εντοπισμό αυτών των γραφημάτων

ως προς σχέσεις που επιτρέπουν την αφαίρεση κορυφών.

Για την ακρίβεια, υποδεικνύουμε μία διαδικασία η οποία μας επιτρέπει να

αφαιρέσουμε ένα σύνολο κορυφών από ένα γράφημα G, διατηρώντας το βάθος

δέντρου του.

Δοσμένου ενός γραφήματος G, λέμε ότι το σύνολο S ⊆ V (G) είναι ένα

σύνολο αδερφών κορυφών (siblings) εάν για κάθε x, y ∈ S, NG(x) = NG(y).

Θεωρούμε την επόμενη.

Παρατήρηση 4.16. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα και ρ είναι μία

k-διαβάθμιση κορυφών του G. ΄Εστω επίσης v1, v2 ∈ V (G) τέτοιες ώστε

{v1, v2} ∈ E(G) και ρ(v1) < ρ(v2). Τότε, ρ(v2) /∈ ρ(NG\{v2}(v1)).

Αποδεικνύουμε τώρα το ακόλουθο γενικό λήμμα-αναγωγή.

Λήμμα 4.16. ΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος, G ένα γράφημα και S ⊆ V (G)

ένας σύνολο αδερφών του G βαθμού k. ΄Εστω επίσης το G′ = G \ S′ όπου
το S′ είναι οποιοδήποτε υποσύνολο του S τέτοιο ώστε |S′| ≤ |S| − k. Τότε,

td(G) = td(G′).

Απόδειξη. Εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου |S| ≥ k + 1.

Θέτουμε S′′ = S \ S′ = {ui | i ∈ |S′′|}. Καθώς το G′ είναι υπογράφη-

μα του G, είναι αρκετό να αποδείξουμε ότι td(G) ≤ td(G′). ΄Εστω ότι η

ρ′ : V (G′) → {1, . . . , t} είναι μία διαβάθμιση κορυφών του G′. ΄Εστω ότι το

N = {vi | i ∈ [k]} είναι η κοινή γειτονιά των κορυφών στο S′′ και, χωρίς

βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι ρ′(vi) ≤ ρ′(vi+1), i ∈ [k − 1]. Πα-
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ρατηρούμε ότι |S′′| ≥ k και, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι

ρ′(ui) ≤ ρ′(ui+1), i ∈ [|S′′| − 1]. Χρειαζόμαστε τον ακόλουθο ισχυρισμό.

Ισχυρισμός 4. ΄Εστω ότι P είναι ένα (z′, z)-μονοπάτι στο G όπου z ∈ S′′,
z′ ∈ (G \ S′′) \ N , και ρ′(z) = ρ′(z′). ΄Εστω ότι P ′ είναι το τμήμα του P

ανάμεσα στην z′ και την πρώτη κορυφή, έστω x, στο N (ας θυμηθούμε ότι

το N είναι διαχωριστής του G). Τότε, υπάρχει μία κορυφή y ∈ V (P ′) \ {z′}
τέτοια ώστε ρ′(y) > ρ′(z′).

Απόδειξη του Ισχυρισμού 4. Είναι αρκετό να παρατηρήσουμε ότι το μονοπάτι

P ′′ = (V (P ′) ∪ {z}, E(P ′) ∪ {{x, z}}) θα έπρεπε να περιέχει μία εσωτερική

κορυφή y με ρ′(y) > ρ′(z′).

Σε ότι ακολουθεί κατασκευάζουμε μία διαβάθμιση κορυφών ρ : V (G)→
{1, . . . , t}. ΄Εστω

m =

max{i | ρ′(u1) > ρ′(vi)}+ 1 εάν A = {i | ρ′(u1) > ρ′(vi)} 6= ∅

1 διαφορετικά

και ας παρατηρήσουμε ότι m ≤ k + 1. Ισχυριζόμαστε ότι η

ρ = {(x, ρ′(x)) | x ∈ V (G′) \ (S′′ ∪
⋃

i∈[m−1]

{vi})} ∪ σ

όπου

σ =

{(vi, ρ′(ui+1)) | i ∈ [m− 1]} ∪ {(x, ρ′(u1)) | x ∈ S} m 6= k + 1

{(vi, ρ′(ui)) | i ∈ [m− 1]} ∪ {(x, ρ′(v1)) | x ∈ S} m = k + 1

είναι t-διαβάθμιση κορυφών του G.

Πρώτα, εξετάζουμε την περίπτωση όπουm = 1. Τότε, παρατηρούμε ότι η

ρ′′ = {(x, ρ′(x)) | x ∈ V (G′) \ S′′} ∪ {(x, ρ′(u1)) | x ∈ S′′}
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είναι μία t-διαβάθμιση κορυφών του G′. Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι

η ρ′′ ∪ {(x, ρ′(u1)) | x ∈ S′} είναι μία t-διαβάθμιση κορυφών του G η οποία

είναι ίση με τη ρ.

Εξετάζουμε τώρα την περίπτωση όπου 1 < m ≤ k + 1. Αφού A 6= ∅, η
Παρατήρηση 4.16 συνεπάγεται ότι

ρ′(ui) < ρ′(ui+1), i ∈ [|S′′| − 1] (4.10)

ρ′(vi) < ρ′(vi+1), m ≤ i ≤ k − 1 (4.11)

ρ′(NG′\S′′(
⋃

i∈[m−1]

{vi})) ∩ ρ′(S′′) = ∅ (4.12)

άρα, από την (4.10), |ρ′(S′′)| = |S′′| ≥ k. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περι-

πτώσεις:

Περίπτωση 1. 1 < m < k + 1. Ισχυριζόμαστε ότι η

ρ′′ = {(x, ρ′(x)) | x ∈ V (G′) \ (S′′ ∪
⋃

i∈[m−1]

{vi})} ∪

{(vi, ρ′(ui+1)) | i ∈ [m− 1]} ∪ {(x, ρ′(u1)) | x ∈ S′′}

είναι μία t-διαβάθμιση κορυφών του G′. Πράγματι, η ρ′′ είναι ένα έγκυρος

χρωματισμός του G′ εξαιτίας των (4.10), (4.11), και (4.12). Για να αποδεί-

ξουμε ότι η ρ′′ είναι t-διαβάθμιση κορυφών, θεωρούμε ένα (z′, z)-μονοπάτι P

ανάμεσα σε δύο κορυφές z, z′ ∈ V (G′), όπου ρ′′(z) = ρ′′(z′). Παρατηρούμε

τον ακόλουθο.

Ισχυρισμός 5. |ρ′′(N)| = k.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 5. ΄Επεται άμεσα από τις (4.10) και (4.11).

Διακρίνουμε τις ακόλουθες υποπεριπτώσεις.

Υποπερίπτωση 1.1. Εάν ένα, έστω z, από τα άκρα του P ανήκει στο S′′,

τότε το P περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή vi, i ∈ N . Εάν i ∈ A, τότε
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ρ′′(vi) ≥ ρ′(u2) > ρ′(u1) = ρ′′(z). Εάν i ∈ [k] \ A, τότε ρ′′(vi) = ρ′(vi) >

ρ′(u1) = ρ′′(z).

Υποπερίπτωση 1.2. Εάν ένα, έστω z, από τα άκρα του P ανήκει στο

N ′ = {vi | i ∈ A}, τότε υποθέτουμε ότι z = vi και, από τον Ισχυρισμό 5,

z′ ∈ (V (G′) \ S′′) \ N . ΄Εστω ότι P ′ είναι το τμήμα του P ανάμεσα στην

z′ και την πρώτη κορυφή x στο N . Τότε, από τον Ισχυρισμό 4, υπάρχει

μία κορυφή y ∈ V (P ′) \ {z′} όπου ρ′(y) > ρ′(z′). Ας παρατηρήσουμε ότι

ρ′(z′) = ρ′′(z′) και ρ′′(y) ≥ ρ′(y). ΄Αρα, ρ′′(y) > ρ′′(z′) και έχουμε τελειώσει

αφού y ∈ V (P ′) ⊆ V (P ).

Υποπερίπτωση 1.3. Εάν ένα, έστω z, από τα άκρα του P ανήκει στο N \N ′

τότε, ξανά από τον Ισχυρισμό 5, z′ ∈ (V (G′) \ S′′) \ N . ΄Εστω ότι το

P ′ είναι το τμήμα του P ανάμεσα στην z′ και την πρώτη κορυφή x του

N . Εάν w = z, τότε P ′ = P και έχουμε τελειώσει. Εάν x 6= z, ορίζου-

με P ′′ = (V (P ′) ∪ {u1, z}, E(P ) ∪ {{x, u1}, {u1, z}}) και παρατηρούμε ότι

ρ′(z) = ρ′′(z′) και ρ′(z′) = ρ′′(z′). Συνεπώς, το P ′′ περιέχει κάποια ε-

σωτερική κορυφή y με ρ′(y) > ρ′(z) = ρ′′(z). Ας παρατηρήσουμε επίσης

ότι ρ′(u1) < ρ′(z), άρα y ∈ V (P ′). Ισχύει επίσης ότι ρ′′(y) ≥ ρ′(y), άρα

ρ′′(y) > ρ′′(z) και έχουμε τελειώσει καθώς y ∈ V (P ′) ⊆ V (P ).

Υποπερίπτωση 1.4. Εάν και οι δύο z, z′ ανήκουν στο (V (G′) \S′′) \N , τότε

εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου V (P ) ∩ S′′ 6= ∅ (θυμόμαστε

ότι ο νέος χρωματισμός, αυξάνει μόνο τα χρώματα των κορυφών που δεν α-

νήκουν στο S′′). ΄Εστω ότι P ′ (αντίστοιχα P ′′) είναι το τμήμα του P ανάμεσα

στην z (αντίστοιχα z′) και την πρώτη κορυφή x (αντίστοιχα x′) στο N . Ορί-

ζουμε το μονοπάτι P ′′′ = P ′ ∪ P ′′ ∪ ({u1, x, x
′}, {{x, u1}, {x′, u1}}). Ξανά

ρ′(z) = ρ′′(z′) και ρ′(z′) = ρ′′(z′) και έστω ότι y είναι μία κορυφή του P ′′′ με
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ρ′(y) > ρ′(z) = ρ′′(z). Εάν y ∈ V (P ′)∪ V (P ′′) τότε έχουμε τελειώσει αφού

ρ′′(y) ≥ ρ′(y) και V (P ′) ∪ V (P ′′) ⊆ V (P ). Εάν y = u1, τότε επίσης έχουμε

τελειώσει αφού S′′ ∩V (P ) 6= ∅ και το χρώμα που δίνεται από την ρ′′ σε κάθε

κορυφή στο S′′ ∩ V (P ) 6= ∅ είναι ίσο με ρ′(u1).

Μόλις αποδείξαμε ότι η ρ′′ είναι μία t-διαβάθμιση κορυφών του G′. Πα-

ραμένει τώρα να παρατηρήσουμε ότι η ρ′′ ∪ {(x, ρ′(u1)) | x ∈ S′} είναι μία

t-διαβάθμιση κορυφών του G που είναι ίση της ρ.

Περίπτωση 2. m = k + 1. Ισχυριζόμαστε ότι η

ρ′′ = {(x, ρ′(x)) | x ∈ V (G′) \ (
⋃

i∈[m−1]

{vi} ∪ S′′)} ∪

{(vi, ρ′(ui)) | i ∈ [m− 1]} ∪ {(x, ρ′(v1)) | x ∈ S′′}

είναι t-διαβάθμιση κορυφών του G′.

Παρατηρούμε πρώτα ότι ο Ισχυρισμός 5 είναι ξανά αληθής από την (4.10).

Διακρίνουμε τις ακόλουθες υποπεριπτώσεις:

Υποπερίπτωση 2.1. Εάν ένα, έστω z, από τα άκρα του P ανήκει στο S′′, τότε

το P περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή vi, i ∈ N . Τότε ρ′′(vi) ≥ ρ′(u1) >

ρ′(v1) = ρ′′(z).

Υποπερίπτωση 2.2. Εάν ένα, έστω z, από τα άκρα του P ανήκει στο N , τότε

υποθέτουμε ότι z = vi και, από τον Ισχυρισμό 5, z′ ∈ (V (G′) \ S′′) \ N .

΄Εστω ότι P ′ είναι το τμήμα του P ανάμεσα στην z′ και την πρώτη κορυφή x

στο N . Τότε, από τον Ισχυρισμό 4, υπάρχει μία κορυφή y ∈ V (P ′) \ {z′} με

ρ′(y) > ρ′(z′). Παρατηρούμε ότι ρ′(z′) = ρ′′(z′) και ρ′′(y) ≥ ρ′(y). Συνεπώς,

ρ′′(y) > ρ′′(z′) και έχουμε τελειώσει καθώς y ∈ V (P ′) ⊆ V (P ).
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Υποπερίπτωση 2.3. Εάν αμφότερες οι z, z′ ανήκουν στο (V (G′) \ S′′) \ N ,

τότε εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου V (P ) ∩ S′′ 6= ∅ (ας

θυμηθούμε ότι ο νέος χρωματισμός μόνο αυξάνει τα χρώματα εκτός του

S′′). ΄Εστω ότι P ′ (αντίστοιχα P ′′) είναι το τμήμα του P ανάμεσα στην z

(αντίστοιχα z′) και την πρώτη κορυφή x (αντίστοιχα x′) στο N . Ορίζου-

με το μονοπάτι P ′′′ = P ′ ∪ P ′′ ∪ ({u1, x, x
′}, {{x, u1}, {x′, u1}}). Ξανά

ρ′(z) = ρ′′(z′) και ρ′(z′) = ρ′′(z′) και έστω ότι y είναι μία κορυφή στο P ′′′

με ρ′(y) > ρ′(z) = ρ′′(z). Εάν y ∈ V (P ′) ∪ V (P ′′), τότε έχουμε τελειώσει

αφού ρ′′(y) ≥ ρ′(y) και V (P ′) ∪ V (P ′′) ⊆ V (P ). Εάν y = u1, τότε έχουμε

τελειώσει καθώς ρ′′(x) ≥ ρ′(u1) και x ∈ V (P ′) ∪ V (P ′′) ⊆ V (P ).

Μόλις αποδείξαμε ότι η ρ′′ είναι μία t-διαβάθμιση κορυφών του G′. Παρα-

μένει να παρατηρήσουμε ότι η ρ′′∪{(x, ρ′(v1)) | x ∈ S′} είναι μία t-διαβάθμιση
κορυφών του G ίση με την ρ.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5

Υπολογίζοντας Παρεμποδίσεις Εμβυθίσεων

Η ανάπτυξη της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων αποτελεί ένα ζωτικό κομ-

μάτι της σύγχρονης Συνδυαστικής. Πολλά από τα θεωρήματα και τις τεχνικές

που παρουσιάστηκαν στο πλαίσιο της φαίνονται να είναι αποφασιστικής σημα-

σίας τόσο στους Αλγόριθμους και τη Θεωρία Παραμετρικής Πολυπλοκότητας

όσο και στη Δομική Θεωρία Γραφημάτων. Τέτοια θεωρήματα είναι το Θεώ-

ρημα Αποκλειόμενης Σχάρας [197], τα Δομικά Θεωρήματα των [193, 207]

και η τεχνική της Μη-σχετικής Κορυφής της [185]. (Για παραδείγματα σε

αλγοριθμικές τεχνικές, δείτε τις [50, 109] και το Κεφάλαιο 8).

Ωστόσο, ενώ η διάταξη ως προς ελάσσονα έχει μελετηθεί εκτενώς κατά

τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών [4, 29, 185, 193, 197, 207, 210, 211],

η διάταξη των εμβυθίσεων μόλις πρόσφατα απέσπασε περισσότερη προσο-

χή [58, 109, 216]. Ας θυμηθούμε ότι ένα από τα θεμελιώδη αποτελέσματα που

εμφανίστηκαν στην τελευταία εργασία της σειράς Ελασσόνων Γραφημάτων
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ήταν η απόδειξη της εικασίας του Nash-Williams (δείτε την Ενότητα 3.1),

δηλαδή, ότι η κλάση όλων των γραφημάτων είναι καλά μερικώς διατεταγμένη

από τη διάταξη των εμβυθίσεων [211].

΄Οπως έχουμε ήδη δει, ένα άμεσο πόρισμα αυτών των αποτελεσμάτων

είναι ότι μία κλάση γραφημάτων C, η οποία είναι κλειστή ως προς εμβυθίσεις,

μπορεί να χαρακτηριστεί πλήρως από μία πεπερασμένη οικογένεια obs≤im(C)
ελαχιστικών, σύμφωνα με τη διάταξη των εμβυθίσεων, γραφημάτων που δεν

περιέχονται στην C. Επιπροσθέτως, στην [109], αποδείχθηκε ότι υπάρχει ένας

O(|V (G)|3) αλγόριθμος που αποφασίζει εάν ένα γράφημα H είναι εμβύθιση

ενός γραφήματος G (όπου οι κρυμμένες σταθερές εξαρτώνται μόνο από το

H). ΄Αρα, μία άμεση αλγοριθμική απόρροια της περατότητας της obs≤im(C)
και του αλγόριθμου στην [109], είναι ότι μπορεί να αποφασιστεί σε κυβικό

χρόνο εάν ένα γράφημα ανήκει στην C ή όχι (ελέγχοντας εάν το γράφημα G

περιέχει κάποιο από τα γραφήματα της obs≤im(C) σαν εμβύθιση). Με άλλα

λόγια, αυτά τα δύο αποτελέσματα συνεπάγονται πως το ανήκειν σε μία κλάση

γραφημάτων κλειστή ως προς εμβυθίσεις μπορεί να αποφασιστεί σε κυβικό

χρόνο. (Δείτε επίσης την Ενότητα 3.3)

Ας θυμηθούμε εδώ ότι το ίδιο μετά-αλγοριθμικό αποτέλεσμα ισχύει και για

την διάταξη των ελασσόνων από τις αποδείξεις στις [193] και [194]. Επιπλέον,

εκείνο το αποτέλεσμα, δηλαδή, η ύπαρξη ενός αλγόριθμου κυβικού χρόνου

που αποφασίζει το ανήκειν ενός γραφήματος σε μία κλάση γραφημάτων κλει-

στή ως προς ελάσσονα, διεύρυνε την προοπτική προς την κατανόηση των NP-

δύσκολων προβλημάτων. Για την ακρίβεια, σύμφωνα με τον M. Langston,

σε εκείνο το σημείο έγινε σαφές αυτό που φαινόταν ως «διαφορετικά επίπε-

δα δυσκολίας» ανάμεσα σε αυτά τα προβλήματα [22]. Ας παρατηρήσουμε,

για παράδειγμα, για το διάσημο πρόβλημα του k-Καλύμματος Κορυφών, ότι

η κλάση των γραφημάτων που επιδέχονται κάλυμμα κορυφών μεγέθους το

πολύ k είναι κλειστή ως προς ελάσσονα. Συνεπώς, για κάθε συγκεκριμε-
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νοποιημένο k υπάρχει ένας κυβικού χρόνου αλγόριθμος που αποφασίζει εάν

ένα γράφημα έχει κάλυμμα κορυφών μεγέθους k. Ωστόσο, κανένα παρόμοιο

αποτέλεσμα δεν αναμένεται για το πρόβλημα του k-Χρωματισμού, αφού είναι

γνωστό ότι αυτό είναι NP-δύσκολο για κάθε συγκεκριμενοποιημένο k ≥ 3.

Η παρατήρηση αυτού του χάσματος στην χρονική πολυπλοκότητα των NP-

δύσκολων προβλημάτων ενθάρρυνε την ανάπτυξη της Θεωρίας Παραμετρικής

Πολυπλοκότητας [66, 82, 172] από τους M. Fellows και R. Downey (δείτε

επίσης το Κεφάλαιο 8). Η θεωρία αυτή, όπως αποδείχθηκε κατά την διάρκεια

των τελευταίων δεκαετιών, είναι πολύ ισχυρή και έχει αναπτυχθεί σημαντικά

(για παράδειγμα, δείτε τις [10, 23, 24, 41, 50]).

Παρ᾿ όλα αυτά, ας θυμηθούμε ότι, το προαναφερθέν μετά-αλγοριθμικό

αποτέλεσμα για μία κλάση γραφημάτων C κλειστή ως προς εμβυθίσεις, υ-

ποθέτει πως η οικογένεια obs≤im(C) είναι γνωστή. Επιπλέον, καθώς οι

αποδείξεις των [194] και [211] είναι μη-κατασκευαστικές (δείτε την [95]), δεν

παρέχεται κάποιος γενικός αλγόριθμος που να μας επιτρέπει τον εντοπισμό

των συνόλων παρεμπόδισης για κάθε κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς

εμβυθίσεις. Επιπλέον, ακόμα και για συγκεκριμένες κλάσεις γραφημάτων,

αυτό το έργο μπορεί να είναι ιδιαίτερα δύσκολο αφού ένα τέτοιο σύνολο θα

μπορούσε να περιέχει πολλά γραφήματα και κανένα άνω φράγμα στην πληθυ-

κότητά του δεν είναι γνωστό πέρα από την περατότητά του [69] (δείτε επίσης

το προηγούμενο κεφάλαιο).

Το θέμα της υπολογισιμότητας των συνόλων παρεμπόδισης ελασσόνων

και εμβυθίσεων τέθηκε από τους M. Fellows και M. Langston [78, 79] και

οι δυσκολίες στον υπολογισμό των συνόλων παρεμπόδισης σύντομα έγιναν

σαφείς. Για την ακρίβεια, στην [79], οι M. Fellows και M. Langston έδειξαν

ότι το πρόβλημα του προσδιορισμού των συνόλων παρεμπόδισης από περιγρα-

φές μηχανών για κλάσεις γραφημάτων που είναι κλειστές ως προς ελάσσονα

είναι αναδρομικά μη-επιλύσιμο (το οποίο ισχύει ευθέως και για την διάταξη
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των εμβυθίσεων). Επιπλέον, στην [37], οι B. Courcelle, R. Downey και

M. Fellows απέδειξαν ότι το σύνολο παρεμπόδισης μίας κλάσης γραφημάτων

κλειστής ως προς ελάσσονα δεν μπορεί να υπολογιστεί από μία περιγραφή της

στη Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική (ΜΔΛ). ΄Αρα, ένα απορρέον πρόβλημα

είναι η αναγνώριση των πληροφοριών που χρειάζονται για μία κλάση γραφη-

μάτων C κλειστή ως προς εμβυθίσεις έτσι ώστε να γίνει δυνατός ο επαρκής

υπολογισμός του συνόλου παρεμπόδισης obs≤im(C).

Αρκετές μέθοδοι έχουν προταθεί με σκοπό την αντιμετώπιση της μη κα-

τασκευασιμότητας αυτών των συνόλων (δείτε, για παράδειγμα, τις [29, 78]).

Επιπλέον, το πρόβλημα του αλγοριθμικού εντοπισμού συνόλων παρεμπόδισης

ελασσόνων έχει μελετηθεί εκτενώς [4, 29, 37, 78, 79, 144]. Στην [29], απο-

δείχθηκε ότι το σύνολο παρεμπόδισης μίας κλάσης γραφημάτων κλειστής ως

προς ελάσσονα, έστω F , η οποία είναι η ένωση δύο κλάσεων γραφημάτων

κλειστών ως προς ελάσσονα, έστω F1 και F2, των οποίων τα σύνολα πα-

ρεμπόδισης είναι δοσμένα, μπορεί να υπολογιστεί υπό την προϋπόθεση ότι

υπάρχει τουλάχιστον ένα δέντρο το οποίο δεν ανήκει στην F1 ∩ F2. Τέλος,

στην [4], δείχθηκε ότι αυτή η επιπλέον απαίτηση δεν είναι απαραίτητη.

Σε αυτό το κεφάλαιο, εκκινούμε την μελέτη για τον υπολογισμό των

συνόλων παρεμπόδισης εμβυθίσεων. Για την ακρίβεια, αντιμετωπίζουμε το

πρόβλημα του υπολογισμού του συνόλου obs≤im(C) για οικογένειες κλάσε-

ων γραφημάτων C που κατασκευάζονται με πεπερασμένες ενώσεις κλάσεων

γραφημάτων κλειστών ως προς εμβυθίσεις. Ας παρατηρήσουμε ότι η ένω-

ση και η τομή δύο κλάσεων γραφημάτων κλειστών ως προς εμβυθίσεις είναι

επίσης κλειστές ως προς εμβυθίσεις. Ως εκ τούτου, τα σύνολα παρεμπόδι-

σής τους έχουν πεπερασμένο μέγεθος. Είναι επίσης εύκολο να δούμε ότι,

δοσμένων των συνόλων παρεμπόδισης δύο κλάσεων γραφημάτων κλειστών

ως προς εμβυθίσεις, το σύνολο παρεμπόδισης της τομής τους μπορεί να υπο-

λογισθεί με τετριμμένο τρόπο. Αποδεικνύουμε ότι υπάρχει ένας αλγόριθμος
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ο οποίος, δοσμένων των συνόλων παρεμπόδισης δύο κλάσεων γραφημάτων

κλειστών ως προς εμβυθίσεις, εξάγει το σύνολο παρεμπόδισης της ένωσης

τους.

Η προσέγγισή μας βασίζεται στον υπολογισμό ενός άνω φράγματος στο

δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων μιας κλάσης γραφημάτων κλειστής ως προς

εμβυθίσεις. Ας παρατηρήσουμε ότι ο συνδυασμός της περιγραφής μιας μη-

χανής για μια κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς ελάσσονα F με ένα άνω

φράγμα στο μέγεθος των απαγορευμένων γραφημάτων κάνει αυτόν τον υ-

πολογισμό δυνατό, αλλά ούτε μία περιγραφή μιας μηχανής της κλάσης γρα-

φημάτων ούτε το άνω φράγμα από μόνα τους είναι επαρκείς πληροφορίες.

Επιπλέον, όπως αναφέρθηκε πριν, δεν είναι γνωστή κάποια γενική διαδικασία

για τον υπολογισμό ενός τέτοιου άνω φράγματος. Χτίζουμε πάνω στην τε-

χνική που εισήχθη από τους I. Adler, M. Grohe, και S. Kreutzer στην [4] για

τον υπολογισμό των συνόλων παρεμπόδισης ελασσόνων. Πιο συγκεκριμένα,

θα ζητήσουμε μία ΜΔΛ-περιγραφή μίας κλάσης γραφημάτων κλειστής ως

προς εμβυθίσεις, αντί για την περιγραφή μιας μηχανής, και ένα άνω φράγμα

στο δεντροπλάτος, αντί για άνω φράγμα στο μέγεθος, των παρεμποδίσεων

της κλειστής ως προς εμβυθίσεις κλάσης γραφημάτων.

Για αυτό, προσαρμόζουμε τα αποτελέσματα στην [4] έτσι ώστε να επι-

τρέψουμε τον υπολογισμό του συνόλου παρεμπόδισης οποιασδήποτε κλειστής

ως προς εμβυθίσεις κλάσης γραφημάτων, υπό τις συνθήκες πως ένα ρητό άνω

φράγμα στο δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων της μπορεί επίσης να υπολο-

γιστεί και η κλάση μπορεί να οριστεί στην ΜΔΛ. Παρουσιάζουμε αυτόν τον

αλγόριθμο στο Λήμμα 5.4 και με αυτό ολοκληρώνουμε το μέρος της υπολο-

γισιμότητας αυτου του κεφαλαίου. Το επόμενό μας βήμα είναι ένα συνδυα-

στικό αποτέλεσμα που αποδεικνύει ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των

παρεμποδίσεων της ένωσης δύο κλάσεων γραφημάτων κλειστών ως προς εμ-

βυθίσεις, των οποίων τα σύνολα παρεμπόδισης είναι γνωστά. Δείχνουμε τότε
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ότι το σύνολο παρεμπόδισης της ένωσής τους μπορεί να υπολογιστεί επαρ-

κώς. Οι συνδυαστικές μας αποδείξεις διαφέρουν σημαντικά από αυτές της [4]

και κάνουν χρήση μίας κατάλληλης παραλλαγής του Θεωρήματος Μοναδικής

Δέσμωσης των K. Kawarabayashi και P. Wollan [124].

Το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου είναι δομημένο ως εξής. Στην Ενό-

τητα 5.1, διατυπώνουμε τις βασικές έννοιες που χρησιμοποιούμε στο κε-

φάλαιο καθώς και μερικά πολύ γνωστά αποτελέσματα. Στην Ενότητα 5.2,

παρουσιάζουμε το αποτέλεσμα υπολογισιμότητας, δηλαδή, αποδεικνύουμε ότι

το σύνολο παρεμπόδισης μίας κλάσης γραφημάτων κλειστής ως προς εμβυ-

θίσεις μπορεί να υπολογιστεί όταν ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των

παρεμποδίσεών της και μία ΜΔΛ-περιγραφή της κλάσης γραφημάτων είναι

γνωστά. Για αυτό, αποδεικνύουμε μία έκδοση του Λήμματος 3.1 στην [4],

προσαρμοσμένη στην διάταξη των εμβυθίσεων. Στην Ενότητα 5.3, παρέχου-

με το φράγμα στο δεντροπλάτος των γραφημάτων που ανήκουν στο σύνολο

obs≤im(C1∪C2) υποθέτοντας ότι τα σύνολα obs≤im(C1) και obs≤im(C2) είναι

γνωστά, όπου C1 και C2 είναι κλάσεις γραφημάτων κλειστές ως προς εμβυ-

θίσεις. ΄Ετσι, επεκτείνουμε την υπολογισιμότητα των συνόλων παρεμπόδισης

εμβυθίσεων σε πεπερασμένες ενώσεις κλάσεων γραφημάτων οι οποίες είναι

κλειστές ως προς εμβυθίσεις.

5.1 Προκαταρκτικά

Ορίζουμε μία διάταξη ≤ ανάμεσα σε πεπερασμένα σύνολα γραφημάτων ως

εξής: F1 ≤ F2 εάν και μόνο εάν

1.

∑
G∈F1

|V (G)| <
∑
H∈F2

|V (H)| ή

2.

∑
G∈F1

|V (G)| =
∑
H∈F2

|V (H)| και
∑
G∈F1

|E(G)| <
∑
H∈F2

|E(H)|.
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Ορισμός 5.1 (΄Ενας ισοδύναμος ορισμός των συνόλων παρεμπόδισης.).

΄Εστω ότι η C είναι μία κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς εμβυθίσεις. ΄Ενα

σύνολο γραφημάτων F = {H1, . . . ,Hn} καλείται σύνολο παρεμπόδισης (εμ-

βυθίσεων) της C, και συμβολίζεται με obs≤im(C), εάν και μόνο εάν το F είναι

ένα ≤-ελαχιστικό σύνολο γραφημάτων για το οποίο ισχύει το ακόλουθο: Για

κάθε γράφημα G, το G δεν ανήκει στην C εάν και μόνο εάν υπάρχει ένα

γράφημα H ∈ F τέτοιο ώστε H≤imG.

Σχόλιο 2. Ενώ έχουμε ήδη ορίσει τα σύνολα παρεμπόδισης θα θέλαμε

να συμπεριλάβουμε και τον Ορισμό 5.1 καθώς μπορεί να διευκολύνει την

κατανόηση της απόδειξης του Λήμματος 5.4.

Ας θυμηθούμε ότι, λόγω της [211], για κάθε κλάση γραφημάτων κλειστή

ως προς εμβυθίσεις C το σύνολο obs≤im(C) είναι πεπερασμένο.

Στην [210], οι N. Robertson και P. Seymour απέδειξαν ένα θεώρημα το

οποίο είναι γνωστό ως το Θεώρημα Ζωτικής Δέσμωσης. Το θεώρημα αυ-

τό παρέχει ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος ενός γραφήματος G το οποίο

περιέχει μία ζωτική k-δέσμωση L τέτοια ώστε V (L) = V (G), όπου το φράγ-

μα εξαρτάται μόνο από το k. Μία ισχυρότερη διατύπωση του Θεωρήματος

Ζωτικής Δέσμωσης αποδείχθηκε πρόσφατα από τους K. Kawarabayashi και

P. Wollan [124], οπού αντί να ζητήσουν η δέσμωση να είναι ζωτική, ζητάνε

να είναι μοναδική. Παρατηρούμε εδώ ότι μία ζωτική δέσμωση είναι επίσης

μοναδική. Καθώς σε κάποιες από τις αποδείξεις μας (για παράδειγμα, στην

απόδειξη του Λήμματος 5.5) αντιμετωπίζουμε μοναδικές, αλλά όχι απαραίτητα

και ζωτικές, δεσμώσεις κάνουμε χρήση του Θεωρήματος Ζωτικής Δέσμωσης

στην μεταγενέστερή του μορφή όπως διατυπώνεται παρακάτω.

Θεώρημα 5.1 (Θεώρημα Μοναδικής Δέσμωσης [124, 210]). Υπάρχει μία

υπολογίσιμη συνάρτηση w : N→ N τέτοια ώστε να ισχύει το επόμενο. ΄Εστω

ότι η L είναι μία (1-προσεγγιστική) k-δέσμωση στο G με V (L) = V (G).
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Εάν η L είναι μοναδική τότε tw(G) ≤ w(k).

Μοναδική Δευτεροβάθμια Λογική

Λήμμα 5.1. Η κλάση των γραφημάτων που περιέχουν ένα συγκεκριμενο-

ποιημένο γράφημα H σαν εμβύθιση είναι ΜΔΛ-ορίσιμη από έναν ΜΔΛ-τύπο

φH .

Απόδειξη. ΄Εστω V (H) = {v1, v2, . . . , vn} και E(H) = {e1, e2, . . . , em}.
΄Εστω επίσης ότι φH είναι ο ακόλουθος τύπος.

φH :=∃E1, E2, . . . , Em∃x1, x2, . . . , xn

[
(
∧
i∈[n]

V (xi)) ∧ (
∧
j∈[m]

Ei ⊆ E)∧

(
∧
i 6=j

xi 6= xj) ∧ (
∧
p 6=q

Ep ∩ Eq = ∅) ∧ (
∧

er={vk,vl}∈E(H)

path(xk, xl, Er))
]
,

όπου path(x, y, Z) είναι ο τύπος της ΜΔΛ που ορίζει ότι οι ακμές στο Z

σχηματίζουν ένα μονοπάτι από το x στο y. Αυτό μπορεί να γίνει λέγοντας

ότι το σύνολο ακμών Z είναι συνεκτικό και κάθε κορυφή v προσπίπτουσα σε

μία ακμή στο Z είτε είναι προσπίπτουσα σε ακριβώς δύο ακμές του Z είτε

σε ακριβώς μία ακμή με την περαιτέρω συνθήκη ότι v = x ή v = z. ΄Αρα, ο

path(x, y, Z) μπορεί να εκφραστεί στην ΜΔΛ από τον ακόλουθο τύπο.

[(x 6= y) ∧ ∃p, q(Z(p) ∧ Z(q) ∧ I(x, p) ∧ I(y, q)∧

∀p′ ∈ Z(I(x, p′)→ p = p′) ∧ ∀q′ ∈ Z(I(y, q′)→ q = q′))∧

∀w(V (w) ∧ w 6= x ∧ w 6= y ∧ ∃q1(Z(q1) ∧ I(w, q1))→

∃q2, q3(Z(q2) ∧ Z(q3) ∧ q2 6= q3 ∧ I(w, q2) ∧ I(w, q3)))∧

∀p1, p2, p3(Z(p1) ∧ Z(p2) ∧ Z(p3)∧

∃m(V (m) ∧ I(u, p1) ∧ I(u, p2) ∧ I(u, p3))→
∨
i 6=j

(pi = pj))]

Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι ο φH είναι ο επιθυμητός τύπος.
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Διατυπώνουμε τώρα ένα θεώρημα το οποίο διαδραματίζει σημαντικό ρόλο

στην απόδειξη του αλγόριθμου για τον υπολογισμό των παρεμποδίσεων εμ-

βυθίσεων για γενικές κλάσεις γραφημάτων κλειστές ως προς εμβυθίσεις.

Θεώρημα 5.2 ([13, 36]). ΄Εστω φ ένας συγκεκριμενοποιημένος τύπος της

ΜΔΛ. Υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος για κάθε θετικό ακέραιο k και κάθε

γράφημα G, του οποίου το δεντροπλάτος είναι άνω φραγμένο από k και είναι

δοσμένο μαζί με μία δεντροαποσύνθεσή του, αποφασίζει εάν το G ικανοποιεί

τον φ.

Στην [4], οι I. Adler, M. Grohe, και S. Kreutzer παρέχουν εργαλεία που

μας επιτρέπουν να χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 5.2, όταν ένα άνω φράγμα

στο δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων είναι γνωστό και μία ΜΔΛ-περιγραφή

της κλάσης γραφημάτων μπορεί να υπολογιστεί, έτσι ώστε να υπολογίσουμε

το σύνολο παρεμπόδισης των κλάσεων γραφημάτων που είναι κλειστές ως

προς ελάσσονα. Προσαρμόζουμε τον μηχανισμό τους στην διάταξη των εμ-

βυθίσεων και αποδεικνύουμε ότι το δεντροπλάτος των παρεμποδίσεων των

κλάσεων γραφημάτων που είναι κλειστές ως προς εμβυθίσεις είναι άνω φραγ-

μένο από κάποια συνάρτηση που εξαρτάται μόνο από την κλάση γραφημάτων.

Αυτό παρέχει μία γενική τεχνική για την κατασκευή των συνόλων παρεμ-

πόδισης εμβυθίσεων όταν μία ρητή τιμή της συνάρτησης είναι γνωστή. Τότε,

αποκτώντας ένα τέτοιο υπολογίσιμο άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των γρα-

φημάτων του συνόλου obs≤im(C), όπου C = C1 ∪ C2 και C1, C2 είναι κλάσεις

γραφημάτων κλειστές ως προς εμβυθίσεις των οποίων τα σύνολα παρεμπόδι-

σης είναι δοσμένα, δείχνουμε ότι το σύνολο obs≤im(C) μπορεί να υπολογιστεί

επαρκώς.
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5.2 Υπολογίζοντας Σύνολα Παρεμπόδισης Εμ-

βυθίσεων

Σε αυτή την ενότητα αποδεικνύουμε το ανάλογο του Λήμματος 2.2 στην [4]

(Λήμμα 5.2) και το ανάλογο του Λήμματος 3.1 στην [4] (Λήμμα 5.4) για την

διάταξη εμβυθίσεων.

Πρώτα διατυπώνουμε το συνδυαστικό λήμμα αυτής της ενότητας.

Λήμμα 5.2. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N έτσι ώστε

να ισχύει το ακόλουθο. ΄Εστω ότι τα H και G είναι γραφήματα τέτοια ώστε

H≤imG. Εάν το G′ είναι ένα ελαχιστικό υπογράφημα του G με H≤imG′

τότε tw(G′) ≤ f(|E(H)|).

Η απόδειξη του Λήμματος 5.2 παραλείπεται καθώς μία ισχυρότερη εκδοχή

του αποδεικνύεται αργότερα (Λήμμα 5.7). Συνεχίζουμε δίνοντας τους απα-

ραίτητους ορισμούς έτσι ώστε να αποδείξουμε το ανάλογο του Λήμματος 3.1

στην [4] για την διάταξη εμβυθίσεων.

Επέκταση της ΜΔΛ Για ευκολία, θεωρούμε την επέκταση της υπο-

γραφής τG σε μία υπογραφή τex που συνδυάζει την αναπαράσταση ενός γρα-

φήματος G με την αναπαράσταση μίας εκ των δεντροαποσυνθέσεών του.

Ορισμός 5.2. Εάν το G είναι ένα γράφημα και T = (X , T ) είναι μία δεν-

τροαποσύνθεση του G, η τex είναι η υπογραφή που αποτελείται από τα κατη-

γορηματικά σύμβολα V,E, I της τG , και τέσσερα παραπάνω κατηγορηματικά

σύμβολα VT , ET , IT , και X.

Μία δεντρό-επέκταση (tree-dec expansion) των G και T , είναι η τex-δομή

Gex = (V (G) ∪ E(G) ∪ V (T ) ∪ E(T ),

V Gex , EGex , IGex , V Gex
T , EGex

T , IGexT , XGex)
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όπου το V Gex
T = V (T ) αναπαριστά το σύνολο κορυφών του T , το EGex

T =

E(T ) το σύνολο ακμών του T , το IGexT = {(v, e) | v ∈ e∩V (T ) ∧ e ∈ E(T )}
την σχέση πρόσπτωσης στο T και XGex = {(t, v) | t ∈ V (T ) ∧ v ∈ Xt ∩
V (G)}.

Συμβολίζουμε με CTk την κλάση των δεντρό-επεκτάσεων που αποτελούνται

από ένα γράφημα G με tw(G) ≤ k, και μία δεντροαποσύνθεση (X , T ) του G

με πλάτος ≤ k.

Λήμμα 5.3 ([4]). Ισχύουν ότι:

1. Εάν το G είναι ένα γράφημα και η (X , T ) είναι μία δεντροαποσύνθεσή

του με πλάτος το πολύ k τότε το δεντροπλάτος της δεντρό-επέκτασης

του G είναι το πολύ k + 2.

2. Υπάρχει μία πρόταση της ΜΔΛ φCTk τέτοια ώστε για κάθε τex-δομή

G, G |= φCTk εάν και μόνο εάν G ∈ CTk .

΄Ενα κλασικό αποτέλεσμα [13] (δείτε το Θεώρημα 5.2) δηλώνει ότι μπο-

ρούμε να αποφασίσουμε, για κάθε k ≥ 0, εάν ένας τύπος της ΜΔΛ ικανο-

ποιείται σε ένα γράφημα G με tw(G) ≤ k. ΄Ενα άμεσο πόρισμα αυτού του

αποτελέσματος και του Λήμματος 5.3 είναι το επόμενο.

Πόρισμα 5.1. Μπορούμε να αποφασίσουμε, για κάθε k, εάν ένας τύπος της

ΜΔΛ φ ικανοποιείται σε κάποιο G ∈ CTk .

Θεώρημα 5.3 ([4]). Για κάθε k ≥ 0, υπάρχει μία πρόταση της ΜΔΛ φTk

τέτοια ώστε για κάθε δεντρό-επέκταση G ∈ CTl του G, για κάποιο l ≥ k,

ισχύει ότι G |= φTk εάν και μόνο εάν tw(G) = k.

Ορισμός 5.3. Μία κλάση γραφημάτων C είναι ΜΔΛ-ορίσιμη κατά στρώσεις

(layerwise MSO-definable), εάν για κάθε k ∈ N μπορούμε να υπολογίσουμε

έναν τύπο της ΜΔΛ φk τέτοιον ώστε G ∈ C ∧ tw(G) ≤ k εάν και μόνο εάν

G |= φk, όπου G ∈ CTk είναι μία δεντρό-επέκταση του G.
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Ορισμός 5.4. ΄Εστω ότι η C είναι μία κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς

εμβυθίσεις. Το πλάτος (width) της C, width(C), είναι ο ελάχιστος θετικός

ακέραιος k τέτοιος ώστε για κάθε γράφημα G /∈ C υπάρχει ένα γράφημα

G′ ⊆ G με G′ /∈ C και tw(G′) ≤ k.

Σημειώνουμε ότι το Λήμμα 5.2 επιβεβαιώνει ότι το πλάτος μίας κλάσης

γραφημάτων κλειστής ως προς εμβυθίσεις είναι καλά ορισμένο.

Παρατήρηση 5.1. Εάν οι C1 και C2 είναι κλάσεις γραφημάτων κλειστές

ως προς εμβυθίσεις τότε ισχύουν τα παρακάτω.

1. Για κάθε γράφημα G /∈ C1 ∪ C2, υπάρχει ένα γράφημα G′ ⊆ G τέτοιο

ώστε G′ /∈ C1 ∪ C2 και tw(G′) ≤ max{r(|E(H)|, |E(J)|) | H ∈
obs≤im(C1), J ∈ obs≤im(C2)}, όπου r είναι η συνάρτηση του Λήμ-

ματος 5.7 και άρα,

2. Για κάθε γράφημα G /∈ C1, υπάρχει ένα γράφημα G′ ⊆ G τέτοιο ώστε

G′ /∈ C1 και tw(G′) ≤ max{f(|E(H)|) | H ∈ obs≤im(C1)}, όπου f

είναι η συνάρτηση του Λήμματος 5.2.

Τέλος, διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε το ανάλογο του Λήμματος 3.1

στην [4] για τη διάταξη των εμβυθίσεων.

Λήμμα 5.4. Υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος, δοσμένου ενός άνω φράγ-

ματος l ≥ 0 στο πλάτος μίας κλάσης C ΜΔΛ-ορίσιμης κατά στρώσεις, και

μίας υπολογίσιμης συνάρτησης f : N → ΜΔΛ τέτοια ώστε για κάθε θετικό

ακέραιο k, f(k) = φk, όπου φk είναι ο τύπος της ΜΔΛ που ορίζει την C ∩Tk,
υπολογίζει το obs≤im(C).

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε το λήμμα είναι αρκετό να αποδείξουμε τον

ακόλουθο.
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Ισχυρισμός 6. Για οποιαδήποτε πεπερασμένη οικογένεια γραφημάτων

F = {F1, . . . , Fn}, είναι αποφάνσιμο εάν οι δύο ακόλουθες συνθήκες είναι

μη-ικανοποιήσιμες για ένα δοσμένο γράφημα G.

1. G ∈ C και υπάρχει ένα F ∈ F τέτοιο ώστε F≤imG.

2. G /∈ C και για κάθε F ∈ F , F �im G.

Για να δούμε ότι ο παραπάνω ισχυρισμός είναι αρκετός, ας παρατηρήσου-

με πρώτα ότι εάν η F είναι μία πεπερασμένη οικογένεια γραφημάτων για την

οποία οι τύποι χ και ψ είναι μη-ικανοποιήσιμοι τότε η F είναι ένας χαρακτη-

ρισμός της C με απαγορευμένες εμβυθίσεις, δηλαδή, ένα γράφημα G ανήκει

στην C εάν και μόνο εάν δεν περιέχει κανένα από τα γραφήματα στην F σαν

εμβύθιση. Από τον ορισμό, το σύνολο obs≤im(C) είναι η ελαχιστική τέτοια

οικογένεια σύμφωνα με την σχέση ≤ που ορίστηκε στην Ενότητα 5.1. ΄Α-

ρα, εάν ο Ισχυρισμός 6 ισχύει, μπορούμε να βρούμε το σύνολο obs≤im(C)
απαριθμώντας, σύμφωνα με την ≤, όλες τις πεπερασμένες οικογένειες γρα-

φημάτων F και αποφασίζοντας, για κάθε μία από αυτές, εάν οι τύποι χ και

ψ είναι μη-ικανοποιήσιμοι.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 6. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα στην C τέτοιο

ώστε F≤imG, για κάποιο F ∈ F . Το Λήμμα 5.2 συνεπάγεται ότι υπάρχει

ένα γράφημα G′ ⊆ G με tw(G′) ≤ f(|E(F )|) και F≤imG′, όπου η f είναι

η συνάρτηση του Λήμματος 5.2. Παρατηρούμε ότι G′ ∈ C. ΄Αρα, ο χ είναι

ικανοποιήσιμος εάν και μόνο εάν υπάρχει ένα γράφημα στην C, του οποίου

το δεντροπλάτος είναι φραγμένο από max{f(|E(F )|) : F ∈ F}, που τον

ικανοποιεί, όπου η f είναι η υπολογίσιμη συνάρτηση του Λήμματος 5.2. ΄Εστω

ότι ο φC είναι ο τύπος που ορίζει την C ∩ Tk στην CTk , και φF ≡
∨
F∈F φF ,

όπου ο φF είναι ο τύπος του Λήμματος 5.1 και k = max{f(|E(F )|) : F ∈ F}.
Παρατηρούμε ότι υπάρχει κάποιο γράφημα G ∈ C που είναι μοντέλο του φF
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εάν και μόνο εάν ο φC ∧ φF είναι ικανοποιήσιμος για κάποιο G′ ∈ CTk . Από

το Πόρισμα 5.1, αυτό είναι αποφάνσιμο.

΄Εστω ότι το G /∈ C είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε F �im G, για κάθε

F ∈ F . Ας θυμηθούμε ότι το πλάτος μίας κλάσης γραφημάτων C είναι ο

ελάχιστος θετικός ακέραιος k τέτοιος ώστε για κάθε γράφημα G /∈ C να

υπάρχει ένα G′ ⊆ G με G′ /∈ C και tw(G′) ≤ k. ΄Αρα, το G περιέχει ένα

υπογράφημα G′ με δεντροπλάτος το πολύ w τέτοιο ώστε G′ /∈ C, όπου το w

είναι υπολογίσιμο από το Λήμμα 5.2. Παρατηρούμε ότι F �im G′, για κάθε

F ∈ F . Εάν η φ′C είναι η πρόταση της ΜΔΛ που ορίζει την C ∩ Tw (δοσμένη

από την υπόθεση), τότε υπάρχει ένα γράφημα G /∈ C τέτοιο ώστε F �im G

για κάθε F ∈ F εάν και μόνο εάν ο ¬φ′C ∧ ¬φF είναι ικανοποιήσιμος στην

CTw . Η αποφανσιμότητα της ικανοποιησιμότητας του ¬φ′C ∧ ¬φF στην CTw
έπεται ξανά από το Πόρισμα 5.1.

Καθώς ο Ισχυρισμός 6 ισχύει, το λήμμα έπεται.

Πόρισμα 5.2. Υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος δοσμένου ενός τύπου της

ΜΔΛ φ και k ∈ N, έτσι ώστε ο φ ορίζει μία κλάση γραφημάτων κλειστή ως

προς εμβυθίσεις C πλάτους το πολύ k, υπολογίζει το σύνολο παρεμπόδισης της

C.

Θα θέλαμε να σχολιάσουμε εδώ ότι ενώ το Λήμμα 5.4 παρέχει τις α-

παραίτητες συνθήκες για τον υπολογισμό του συνόλου παρεμπόδισης για ο-

ποιαδήποτε κλάση γραφημάτων κλειστή ως προς εμβυθίσεις C, δεν υπάρχει

ομοιόμορφος τρόπος υπολογισμού αυτών των συνθηκών, δηλαδή του άνω

φράγματος του πλάτους της C και της ΜΔΛ-περιγραφής της.

Σε ότι ακολουθεί, αποδεικνύοντας μερικά συνδυαστικά λήμματα, είμαστε

σε θέση να συμπεράνουμε ότι εάν οι C1 και C2 είναι δύο κλάσεις γραφημάτων

κλειστές ως προς εμβυθίσεις, των οποίων τα σύνολα παρεμπόδισης είναι γνω-

στά, τότε το σύνολο obs≤im(C1 ∪ C2) είναι υπολογίσιμο.
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5.3 Φράγματα στο Δεντροπλάτος των Παρεμ-

ποδίσεων

Σε αυτή την ενότητα, δίνουμε ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των παρεμ-

ποδίσων εμβυθίσεων της κλάσης γραφημάτων C1∪C2, όπου οι C1 και C2 είναι

κλάσεις γραφημάτων κλειστές ως εμβυθίσεις, δεδομένου ότι τα σύνολα παρεμ-

πόδισής τους είναι γνωστά. Για να το κάνουμε αυτό, πρώτα αποδεικνύουμε μία

γενίκευση του Θεωρήματος Μοναδικής Δέσμωσης. ΄Επειτα, εισάγουμε την

έννοια της r-προσεγγιστικής ακμοδέσμωσης και εργαζόμαστε στα ελαχιστικά

γραφήματα που δεν ανήκουν στην C1 ∪ C2.

Τέλος, καθώς είναι τετριμμένο να υπολογίσουμε μία περιγραφή της C1 ∪
C2 στην ΜΔΛ όταν μας δίνονται τα σύνολα obs≤im(C1) και obs≤im(C2),

δείχνουμε ότι το σύνολο παρεμπόδισης της C1 ∪ C2 είναι υπολογίσιμο.

Λήμμα 5.5. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N→ N τέτοια ώστε

να ισχύει το ακόλουθο. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα που περιέχει μία

2-προσεγγιστική k-δέσμωση L̃ τέτοια ώστε V (L̃) = V (G). Εάν η L̃ είναι

μοναδική, τότε tw(G) ≤ f(k).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα το οποίο περιέχει μία μοναδική

2-προσεγγιστική k-δέσμωση L̃ με V (L̃) = V (G) η οποία συνδέει τα σύνολα

A = (α1, α2, . . . , αk) και B = (β1, β2, . . . , βk) στο G. Συμβολίζουμε με T

το σύνολο A ∪B και θεωρούμε το γράφημα Gb με

V (Gb) = V ((G \ T )×K2) ∪ T
E(Gb) = E((G \ T )×K2) ∪ {{t, t′} | t, t′ ∈ T ∧ {t, t′} ∈ E(G)}

∪ {{t, (v, x)} | t ∈ T ∧ x ∈ V (K2) ∧ v ∈ V (G) ∧ {t, v} ∈ E(G)},

όπου V (K2) = {1, 2}. Είναι εύκολο να δούμε ότι το Gb περιέχει μία k-

δέσμωση που συνδέει τα A και B. ΄Εστω ότι το G′ είναι ένα ελαχιστικό
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εναγόμενο υπογράφημα του Gb το οποίο περιέχει μία k-δέσμωση L′ η οποία

συνδέει τα A και B. Από το Θεώρημα 5.1, έπεται ότι

tw(G′) ≤ w(k). (5.1)

Από εδώ και στο εξής εργαζόμαστε προς το να αποδείξουμε ότι G≤mG′. Για

την επίτευξη αυτού, αποδεικνύουμε τους ακόλουθους δύο ισχυρισμούς για το

G′.

Ισχυρισμός 7. Εάν η L′ είναι μία k-δέσμωση στο G′ που συνδέει τα A και

B τότε για κάθε κορυφή v ∈ V (G) \ T κανένα μονοπάτι της L′ δεν περιέχει

και την (v, 1) και την (v, 2).

Απόδειξη. Προς άτοπο, ας υποθέσουμε ότι για κάποια κορυφή v ∈ V (G)\T ,

υπάρχει ένα (t, t′)-μονοπάτι P της L′ το οποίο περιέχει αμφότερες τις (v, 1)

και (v, 2). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας υποθέσουμε επίσης ότι η (v, 1)

εμφανίζεται πριν από την (v, 2) στο P . ΄Εστω ότι η y είναι η διάδοχος της

(v, 2) στο P και ας παρατηρήσουμε ότι y 6= (v, 1). Από τον ορισμό του Gb

και το γεγονός ότι το G′ είναι εναγόμενο υπογράφημα του Gb, έχουμε ότι

{y, (v, 1)} ∈ E(G′)\E(L′). Αντικαθιστώντας το υπομονοπάτι του P από την

(v, 1) στην y με την ακμή {(v, 1), y}, προκύπτει μία δέσμωση στο G′ \ (v, 2)

που συνδέει τα A και B. Αυτό αντιφάσκει στην ελαχιστικότητα του G′.

Ισχυρισμός 8. Εάν η L′ είναι μία k-δέσμωση στο G′ που συνδέει τα A

και B τότε για κάθε κορυφή v ∈ V (G) \ T , V (L′) ∩ {(v, 1), (v, 2)} 6= ∅.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι υπάρχει μία δέσμωση L′ στο

G′ και μία κορυφή x ∈ V (G) \ T τέτοια ώστε η L′ συνδέει τα A και B

και V (L′) ∩ {(x, 1), (x, 2)} = ∅. Ο Ισχυρισμός 7 διασφαλίζει ότι, μετά τη

σύνθλιψη των ακμών {(v, 1), (v, 2)}, v ∈ V (G) \ T (όποτε αυτές υπάρχουν),

τα αντίστοιχα μονοπάτια συνθέτουν μία 2-προσεγγιστική k-δέσμωση L̃′ του
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G \ {x} που συνδέει τα A και B. Αυτό είναι αντίφαση στην υπόθεση ότι η L̃

είναι μοναδική. ΄Αρα, ο ισχυρισμός ισχύει.

Ας θυμηθούμε ότι T ⊆ V (G′) και ότι το G′ είναι εναγόμενο υπογράφημα

του Gb. Ο Ισχυρισμός 8 συνεπάγεται ότι μπορούμε να αποκτήσουμε το G

από το G′ συνθλίβοντας τις ακμές {(v, 1), (v, 2)} για κάθε v ∈ V (G) \ T
(όποτε αυτές υπάρχουν). Αφού G≤mG′, από την (5.1), έπεται ότι, tw(G) ≤
w(k).

Παρατηρούμε ότι, το προηγούμενο λήμμα ισχύει για οποιοδήποτε γράφη-

μα G το οποίο περιέχει μία r-προσεγγιστική k-δέσμωση. Αυτό μπορεί να

γίνει φανερό αντικαθιστώντας, στην απόδειξή του, το (G \ T ) × K2 με το

(G \ T )×Kr.

Διατυπώνουμε τώρα ένα λήμμα το οποίο παρέχει ένα άνω φράγμα στο

δεντροπλάτος ενός γραφήματος G, δεδομένου ενός άνω φράγματος στο δεν-

τροπλάτος του γραμμικού του γραφήματος L(G).

Λήμμα 5.6. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας θετικός ακέραιος. Εάν το G είναι ένα

γράφημα με tw(L(G)) ≤ k τότε tw(G) ≤ 2k + 1.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το G είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε το L(G) επι-

δέχεται μία δεντροαποσύνθεση πλάτους το πολύ k και θυμόμαστε ότι κάθε

κορυφή του L(G) αντιστοιχεί σε μία ακμή του G. Κατασκευάζουμε μία δεν-

τροαποσύνθεση T του G από μία δεντροαποσύνθεση TL του L(G) αντικα-

θιστώντας σε κάθε τσάντα της TL κάθε κορυφή του L(G) με τα άκρα της

αντίστοιχης ακμής στο G. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι αυτή είναι μία

δεντροαποσύνθεση του G. Συνεπώς, tw(G) ≤ 2k + 1.

Πριν προχωρήσουμε στο επόμενο λήμμα, χρειαζόμαστε να εισάγουμε την

έννοια μιας r-προσεγγιστικής k-ακμοδέσμωσης σε ένα γράφημα. Παρόμοια
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με την έννοια μιας r-προσεγγιστικής δέσμωσης, μία r-προσεγγιστική ακμο-

δέσμωση (r-approximate edge-linkage) σε ένα γράφημα G είναι μία οικο-

γένεια μονοπατιών E στο G τέτοια ώστε για κάθε r + 1 διαφορετικά μο-

νοπάτια P1, P2, . . . , Pr+1 στην E, ισχύει ότι ∩i∈[r+1]E(Pi) = ∅. Καλούμε

αυτά τα μονοπάτια συνιστώσες (components) της ακμοδέσμωσης. ΄Εστω

ότι (α1, α2, . . . , αk) και (β1, β2, . . . , βk) είναι στοιχεία του V (G)k. Λέμε

ότι μία r-προσεγγιστική ακμοδέσμωση E, που αποτελείται από τα μονοπάτια

P1, P2, . . . , Pk, συνδέει (links) τα (α1, α2, . . . , αk) και (β1, β2, . . . , βk) εάν

το Pi είναι ένα μονοπάτι με άκρα αi και βi, για κάθε i ∈ [k]. Η τάξη

(order) της E είναι k. Καλούμε μία r-προσεγγιστική ακμοδέσμωση τάξης

k, r-προσεγγιστική k-ακμοδέσμωση (r-approximate k-edge-linkage). ΄Οταν

r = 1, καλούμε μία τέτοια οικογένεια μονοπατιών, ακμοδέσμωση (edge-

linkage).

Λήμμα 5.7. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση r τέτοια ώστε να ισχύει

το ακόλουθο. ΄Εστω ότι τα G1, G2, και G είναι γραφήματα τέτοια ώστε

Gi≤imG, i ∈ [2]. Εάν το G′ είναι ένα ελαχιστικό υπογράφημα του G όπου

Gi≤imG′, i ∈ [2], τότε tw(G′) ≤ r(|E(G1)|, |E(G2)|).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G′ είναι ένα ελαχιστικό υπογράφημα του G τέτοιο

ώστε Gi≤imG′, i ∈ [2]. Ας προσέξουμε ότι οι ακμές του Gi συνθέτουν μία

ki-ακμοδέσμωση Ei στοG, όπου ki = |E(Gi)|, i ∈ [2]. Επιπροσθέτως, ας πα-

ρατηρήσουμε ότι τα μονοπάτια των E1 και E2 απαρτίζουν μία 2-προσεγγιστική

k-ακμοδέσμωση E του G, με k = k1 + k2. Πράγματι, παρατηρούμε ότι σε

αντίθεση με τις δεσμώσεις, δεν απαιτούμε τα μονοπάτια που συνθέτουν α-

κμοδεσμώσεις να έχουν διαφορετικά άκρα. Η ελαχιστικότητα του G′ συνε-

πάγεται ότι
⋃
{P | P ∈ E} = G′. Συμβολίζουμε με A = (vi1 , vi2 , . . . , vik)

και B = (vj1 , vj2 , . . . , vjk) τα σύνολα κορυφών που συνδέονται από μία ακμο-

δέσμωση E στο G′ και έστω ότι το Ĝ είναι το γράφημα με
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V (Ĝ) = V (G′) ∪ {uiq | q ∈ [k]} ∪ {ujq | q ∈ [k]},

E(Ĝ) = E(G′) ∪ {tiq | q ∈ [k]} ∪ {tjq | q ∈ [k]},

όπου οι κορυφές uiq και ujq , q ∈ [k], είναι νέες, tiq = {uiq , viq}, q ∈ [k], και

tjq = {ujq , vjq}, q ∈ [k].

Θεωρούμε το γραμμικό γράφημα του Ĝ, L(Ĝ), και παρατηρούμε ότι η E

αντιστοιχεί σε μία 2-προσεγγιστική k-δέσμωση L από το AL στο BL στο

L(Ĝ), όπου AL = (ti1 , ti2 , . . . , tik) και BL = (tj1 , tj2 , . . . , tjk). Αυτό είναι

αληθές καθώς, από την κατασκευή του Ĝ, όλες οι κορυφές στα AL και BL

είναι διαφορετικές. Από την ελαχιστικότητα του G′ αντλούμε ότι V (L) =

V (L(Ĝ)) και συνάγουμε ότι η L είναι μοναδική. Από το Λήμμα 5.5, προκύπτει

ότι tw(L(Ĝ)) ≤ f(k). Συνεπώς, από το Λήμμα 5.6, παίρνουμε ότι tw(Ĝ) ≤
p(f(k)), όπου p είναι η συνάρτηση του Λήμματος 5.6. Τέλος, αφού G′ ⊆ Ĝ,

tw(G′) ≤ r(k1, k2), όπου r(k1, k2) = p(f(k1 + k2)).

Ας παρατηρήσουμε ότι το Λήμμα 5.2 έπεται από το Λήμμα 5.7 όταν θέσου-

με ως G2 το κενό γράφημα. Εν τέλει, δείχνουμε ότι, δοσμένων δύο κλειστών

ως προς εμβυθίσεις κλάσεων γραφημάτων C1 και C2, η κλειστή ως προς εμ-

βυθίσεις κλάση γραφημάτων C1 ∪C2 είναι ορίσιμη στην ΜΔΛ κατά στρώσεις.

Παρατήρηση 5.2. Εάν οι C1 και C2 είναι κλειστές ως προς εμβυθίσεις

κλάσεις γραφημάτων τότε η C = C1∪C2 είναι μία κλάση γραφημάτων ορίσιμη

στη ΜΔΛ κατά στρώσεις η οποία ορίζεται, για κάθε k ≥ 0, από τον τύπο

φk ≡

 ∧
G∈obs≤im (C1)

¬φG

 ∨
 ∧
H∈obs≤im (C2)

¬φH

 ∧ φTk
όπου οι φG και φH είναι οι τύποι που περιγράφονται στο Λήμμα 5.1, και ο φTk

είναι ο τύπος του Θεωρήματος 5.3 .
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Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το κεντρικό μας αποτέλεσμα.

Θεώρημα 5.4. ΄Εστω ότι οι C1 και C2 είναι δύο κλάσεις γραφημάτων κλει-

στές ως προς εμβυθίσεις. Εάν τα σύνολα obs≤im(C1) και obs≤im(C2) είναι

δοσμένα τότε το σύνολο obs≤im(C1 ∪ C2) είναι υπολογίσιμο.

Απόδειξη. Η Παρατήρηση 5.2 μας παρέχει μία περιγραφή της κλειστής ως

προς εμβυθίσεις κλάσης γραφημάτων C1 ∪ C2 στην ΜΔΛ, και το Λήμμα 5.7

μας δίνει ένα ένα άνω φράγμα στο πλάτος της C1∪C2. Συνεπώς, το Λήμμα 5.4

είναι εφαρμόσιμο.

5.4 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, επεκτείναμε την μελέτη της υπολογισιμότητας συνόλων

παρεμπόδισης για κλάσεις γραφημάτων οι οποίες είναι κλειστές ως προς εμβυ-

θίσεις. Πιο συγκεκριμένα, παρείχαμε ένα άνω φράγμα στο δεντροπλάτος των

παρεμποδίσεων μίας κλάσης γραφημάτων C, η οποία είναι η ένωση δύο κλει-

στών ως προς εμβυθίσεις κλάσεων γραφημάτων C1 και C2 με τα obs≤im(C1)

και obs≤im(C2) δοσμένα. Τότε, χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα, απο-

δείξαμε ότι το obs≤im(C) είναι υπολογίσιμο.

Στην [211], οι N. Robertson και P. Seymour ισχυρίστηκαν ότι η κλάση

των γραφημάτων είναι καλά μερικώς διατεταγμένη από την διάταξη των ισχυ-

ρών εμβυθίσεων. Ωστόσο, μία πλήρης απόδειξη αυτού του αποτελέσματος δεν

έχει εμφανιστεί μέχρι στιγμής. Παρατηρούμε εδώ ότι τα συνδυαστικά αποτε-

λέσματα αυτού του κεφαλαίου, δηλαδή, τα άνω φράγματα στο δεντροπλάτος

των παρεμποδίσεων, ισχύουν επίσης για την διάταξη των ισχυρών εμβυθίσε-

ων. ΄Αρα, εάν ο ισχυρισμός των N. Robertson και P. Seymour ισχύει, το

σύνολο παρεμπόδισης της ένωσης δύο κλάσεων γραφημάτων κλειστών ως

προς ισχυρές εμβυθίσεις, των οποία τα σύνολα παρεμπόδισης είναι δοσμένα,

μπορεί να υπολογιστεί επαρκώς.
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Τέλος, έχει αποδειχθεί από τους B. Courcelle, R. Downey και M. Fel-

lows [37] ότι το σύνολο παρεμπόδισης μίας κλάσης γραφημάτων C κλειστής

ως προς ελάσσονα δεν μπορεί να υπολογιστεί από έναν αλγόριθμο του οποίου

η είσοδος είναι μία περιγραφή της C σαν πρόταση της ΜΔΛ. Η υπολογισι-

μότητα του συνόλου παρεμπόδισης μίας κλειστής ως προς εμβυθίσεις κλάσης

γραφημάτων C, δοσμένης μονάχα μίας περιγραφής της C στην ΜΔΛ, παρα-

μένει ανοικτό πρόβλημα.





ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 6

Το Ασθενές Δομικό Θεώρημα των Ελασσόνων

Γραφημάτων

Η σειρά των Ελασσόνων Γραφημάτων των N. Robertson και P. Seymour

φάνηκε να είναι μία πλούσια πηγή δομικών αποτελεσμάτων στη Θεωρία Γρα-

φημάτων με πολλαπλές εφαρμογές στους Αλγόριθμους. ΄Ενα από τα πιο φη-

μισμένα αποτελέσματα αυτού του εγχειρήματος ήταν η ύπαρξη ενός κυβικού

χρόνου αλγόριθμου για την επίλυση προβλημάτων όπως τα Ξένα Μονοπάτια

(Disjoint Paths) και η Περιεκτικότητα Ελάσσονος (Minor Contain-

ment). Βασικό συστατικό αυτών των αλγορίθμων είναι ένα θεώρημα, το

οποίο αποδείχτηκε στην εργασία XIII της σειράς [193], και αποκαλύπτει την

τοπική δομή των γραφημάτων που αποκλείουν κάποιο γράφημα ως ελάσσον.

Το αποτέλεσμα αυτό, το οποίο τώρα καλείται ασθενές δομικό θεώρημα (weak

structure theorem), βεβαιώνει ότι υπάρχει μία συνάρτηση f : N × N → N
τέτοια ώστε για κάθε ακέραιο k, κάθε γράφημα H με h κορυφές, και κάθε
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γράφημα G, ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

1. Το G περιέχει το H σαν ελάσσον,

2. Το G έχει δεντροπλάτος το πολύ f(k, h), ή

3. Το G περιέχει ένα σύνολο X που αποτελείται από το πολύ
(
h
2

)
κορυφές

(οι οποίες καλούνται απόγειες (apices)) τέτοιο ώστε το G \X να περι-

έχει ως υπογράφημα την υποδιαίρεση W ενός τοίχου ύψους k η οποία

είναι διευθετημένη μέσα στο G με έναν «ισόπεδο» τρόπο (συνθήκη ι-

σοπεδότητας).

Για να κάνουμε την παραπάνω διατύπωση ακριβή χρειάζεται να κάνουμε σαφή

την συνθήκη της ισοπεδότητας στην τρίτη δήλωση. Αναβάλλουμε όμως το

περίπλοκο αυτό έργο μέχρι την Ενότητα 6.2 και αντί αυτού, χονδρικά φαν-

ταζόμαστε τον W με τέτοιο τρόπο ώστε το τμήμα του G \ X που εδρεύει

μέσα στην περίμετρο P του W μπορεί να ιδωθεί ως ένα σύνολο γραφημάτων

προσκολλημένα σε μία επίπεδη περιοχή, όπου κάθε ένα από αυτά έχει φραγ-

μένο δεντροπλάτος και το σύνορό του με τα άλλα γραφήματα έχει μέγεθος

φραγμένο από 3.

Οι αλγοριθμικές εφαρμογές του ασθενούς δομικού θεωρήματος έγκειν-

ται στο γεγονός ότι το γράφημα μέσα στην P μπορεί να ιδωθεί σαν μία

δισδιάστατη δομή (bidimensional structure) όπου, για αρκετά συνδυαστικά

προβλήματα, ένα πιστοποιητικό λύσης μπορεί να αναθεωρηθεί ώστε να απο-

φεύγει την μεσαία κορυφή του υποδιαιρεμένου τοίχου W . Αυτό είναι γνω-

στό ως η τεχνική της μη-σχετικής κορυφής (irrelevant vertex technique)

και μπορεί να θεωρηθεί σαν μία αναγωγή της εισόδου ενός προβλήματος

σε μία ισοδύναμη όπου η «άσχετη κορυφή» έχει διαγραφεί. Η εφαρμογή αυ-

τής της τεχνικής έχει προχωρήσει πολύ περισσότερο από την αρχική της

χρήση στη Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων και έχει εξελιχθεί σε ένα καθιε-
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ρωμένο εργαλείο στην Αλγοριθμική Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων (δείτε

στις [42, 44, 106, 133, 134, 138] για εφαρμογές αυτής της τεχνικής).

Σε αυτό το κεφάλαιο αποδεικνύουμε μία βελτιστοποιημένη έκδοση του

ασθενούς δομικού θεωρήματος. Η βελτίωσή μας είναι διπλή: πρώτον, η συ-

νάρτηση f είναι τώρα γραμμική στο k και δεύτερον, το πλήθος των απόγειων

κορυφών είναι φραγμένο από h − 5. Και οι δύο βελτιστοποιήσεις είναι σφι-

κτές όπως υποδεικνύεται από το γράφημα J που προκύπτει παίρνοντας μία

(k × k)-σχάρα (για k ≥ 3) και κάνοντας όλες τις κορυφές τις γειτονικές με

ένα αντίγραφο του Kh−5. Πράγματι, είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι το

J αποκλείει το H = Kh σαν ελάσσον, το δεντροπλάτος του είναι k+h−5 και

γίνεται επίπεδο (εδώ, αυτό είναι ισοδύναμο με την συνθήκη «ισοπεδότητας»)

μετά την αφαίρεση ακριβώς h− 5 κορυφών.

Η απόδειξή μας παρεκκλίνει σημαντικά από την απόδειξη στην [193].

Χτίζει στο (ισχυρό) δομικό θεώρημα ((strong) structure theorem) της Θε-

ωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων το οποίο αποδείχτηκε στην εργασία XVI της

σειράς [207]. Το θεώρημα αυτό αποκαλύπτει την καθολική δομή ενός γρα-

φήματος χωρίς το Kh ως ελάσσον και βεβαιώνει ότι κάθε τέτοιο γράφημα

μπορεί να προκύψει από την συγκόλληση γραφημάτων που μπορούν «σχεδόν

να εμβαπτιστούν» σε μία επιφάνεια όπου το Kh δεν μπορεί να εμβαπτιστεί

(δείτε την Ενότητα 6.1 για την ακριβή διατύπωση). Η απόδειξη εκμεταλλεύ-

εται αυτό το δομικό αποτέλεσμα και το συνδυάζει με το γεγονός, το οποίο

αποδείχθηκε στην [83], ότι τα γραφήματα που αποκλείουν κάποιο απόγειο

γράφημα σαν ελάσσον και είναι «σχεδόν εμβαπτίσιμα» χωρίς μία (k × k)-

τριγωνοποιημένη σχάρα έχουν δεντροπλάτος O(k).

Η οργάνωση αυτού του κεφαλαίου είναι η ακόλουθη. Στην Ενότη-

τα 6.1, δίνουμε τους ορισμούς όλων των εργαλείων που θα χρησιμοποιήσου-

με στην απόδειξή μας, συμπεριλαμβανομένου του δομικού θεωρήματος των

Ελασσόνων Γραφημάτων. Ο ορισμός της συνθήκης της ισοπεδότητας δίνεται
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στην Ενότητα 6.2 μαζί με την διατύπωση του κεντρικού μας αποτελέσματος.

Κάποια λήμματα που αφορούν το αναλλοίωτο της συνθήκης ισοπεδότητας

κάτω από συγκεκριμένους τοπικούς μετασχηματισμούς δίνονται στην Υπο-

ενότητα 6.3.1 και περαιτέρω ορισμοί και αποτελέσματα που αφορούν απόγειες

κορυφές δίνονται στην Υποενότητα 6.3.2. Η απόδειξη του κεντρικού μας

αποτελέσματος παρουσιάζεται στην Ενότητα 6.4. Τέλος, στην Ενότητα 6.5

βλέπουμε πως δύο ήδη γνωστά αποτελέσματα και ένα νέο προκύπτουν από το

κεντρικό μας αποτέλεσμα και πως η δυϊκότητα και αυτοδυϊκότητα ορισμένων

πλακοστρώσεων μπορεί να «επεκταθεί» από το επίπεδο στον κόσμο των γρα-

φημάτων που εξαιρούν ένα απόγειο γράφημα ως ελάσσον.

6.1 Προκαταρκτικά

Το δομικό θεώρημα των Ελασσόνων Γραφημάτων. Η απόδειξη

του αποτελέσματός μας χρησιμοποιεί το Θεώρημα Αποκλεισμένου Ελάσσο-

νος από τα Ελάσσονα Γραφημάτων. Πριν το διατυπώσουμε, χρειαζόμαστε

μερικούς ορισμούς.

Ορισμός 6.1 (h-σχεδόν εμβαπτίσιμα γραφήματα). ΄Εστω ότι η Σ είναι μία

επιφάνεια και h > 0 είναι ένας ακέραιος. ΄Ενα γράφημα G είναι h-σχεδόν

εμβαπτίσιμο (h-nearly embeddable graphs) στην Σ εάν υπάρχει ένα σύνολο

κορυφών X ⊆ V (G) (που καλούνται απόγειες (apices)) μεγέθους το πο-

λύ h έτσι ώστε το γράφημα G − X να είναι η ένωση των (πιθανά κενών)

υπογραφημάτων G0, . . . , Gh με τις ακόλουθες ιδιότητες:

i) Υπάρχει ένα σύνολο κύκλων C1, . . . , Ch στη Σ τέτοιο ώστε οι κύκλοι

Ci είναι τα σύνορα των ανοικτών ανά δύο ξένων δίσκων ∆i στην Σ.

ii) Το G0 έχει μία εμβάπτιση στην Σ με τέτοιον τρόπο ώστε G0 ∩⋃
i=1,...,h ∆i = ∅.
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iii) Τα γραφήματα G1, . . . , Gh (που καλούνται στρόβιλοι (vortices)) είναι

ανά δύο ξένα και για 1 ≤ i ≤ h, V (G0) ∩ V (Gi) ⊂ Ci.

iv) Για 1 ≤ i ≤ h, έστω ότι Ui := {ui1, . . . , uimi} είναι οι κορυφές του

V (G0) ∩ V (Gi) ⊂ Ci εμφανιζόμενες με την σειρά που προκύπτει αν

διέλθουμε δεξιόστροφα τον Ci. Καλούμε τις κορυφές του Ui βάσεις

(bases) του Gi. Τότε το Gi έχει μία αποσύνθεση μονοπατιού Bi =

(Bi
j)1≤j≤mi , πλάτους το πολύ h τέτοια ώστε για 1 ≤ j ≤ mi, ισχύει ότι

uij ∈ Bi
j .

στρόβιλοι

G1

G0

c1

≤ h
A

G2 c2 ch
Gh

επιφάνεια Σ

απόγειες

Σχήμα 6.1: ΄Ενα h-σχεδόν εμβαπτίσιμο γράφημα.

Δοσμένης μιας δεντροαποσύνθεσης (X , T ) ενός γραφήματος G, όπου X
είναι το σύνολο των τσαντών της αποσύνθεσης, για κάθε i ∈ V (T ) συμ-

βολίζουμε με Xi την κλειστότητα (closure) της τσάντας Xi ∈ X , δηλαδή,

Xi είναι το γράφημα G [Xi] ∪
(
∪j∈NT (i)K [Xi ∩Xj ]

)
. (Θα θέλαμε εδώ να
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αναφέρουμε ότι το γράφημα Xi αναφέρεται επίσης σαν κορμός (torso) στην

κορυφή i.)

Παρατήρηση 6.1. Εάν το G είναι ένα γράφημα και η (X , T ) είναι μία δεν-

τροαποσύνθεσή του τότε υπάρχει ένα X ∈ X τέτοιο ώστε tw(X) ≥ tw(G).

Χρειαζόμαστε επίσης το ακόλουθο απλό αποτέλεσμα.

Λήμμα 6.1. Εάν τοG είναι ένα γράφημα καιX ⊆ V (G), τότε tw(G−X) ≥
tw(G)− |X|.

Λέμε ότι μια δεντροαποσύνθεση (X , T ) ενός γραφήματος G είναι μικρή

(small) εάν για κάθε i, j ∈ V (T ), με i 6= j, Xi * Xj .

Μία απλή απόδειξη του παρακάτω λήμματος μπορεί να βρεθεί στην [82].

Λήμμα 6.2. Ισχύουν τα παρακάτω.

1. Εάν το G είναι ένα γράφημα και η (X , T ) είναι μία μικρή δεντροαπο-

σύνθεσή του τότε |V (T )| ≤ |V (G)|.

2. Κάθε γράφημα G έχει μια μικρή δεντροαποσύνθεση πλάτους tw(G).

Η ακόλουθη πρόταση είναι γνωστή ως το δομικό θεώρημα των Ελασ-

σόνων Γραφημάτων [207]. (Για ένα παράδειγμα
1

ενός H-ελεύθερου-

ελάσσονος γραφήματος, δείτε το Σχήμα 6.2)

Πρόταση 6.1. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια

ώστε, για κάθε μη-επίπεδο γράφημα H με h κορυφές και κάθε γράφημα G

που αποκλείει το H σαν ελάσσον υπάρχει μία δεντροαποσύνθεση (G = {Gi |
i ∈ V (T )}, T ) όπου για κάθε i ∈ V (T ), το Gi είναι f(h)-σχεδόν εμβαπτίσιμο

γράφημα σε μία επιφάνεια Σ στην οποία το H δεν μπορεί να εμβαπτιστεί.

1
Καθώς ο σκοπός των εικόνων είναι να διευκολύνουν την διαίσθηση η επιφάνεια Σ

απεικονίζεται ως ο τόρος. Σημειώνουμε, ωστόσο, ότι δουλεύουμε σε γενικές επιφάνειες

φραγμένου γένους.
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Σχήμα 6.2: Παράδειγμα ενός H-ελεύθερου-ελασσόνων γραφήματος.

6.2 Διατύπωση του Κεντρικού Αποτελέσμα-

τος

Ορίζουμε το Γk ως την ακόλουθη (μοναδική, μέχρι ισομορφισμού) τριγω-

νοποίηση της (k × k)-σχάρας. ΄Εστω ότι Γ είναι μία ενεπίπεδη εμβάπτιση

της (k × k)-σχάρας τέτοια ώστε όλες οι εξωτερικές κορυφές βρίσκονται στο

σύνορο της εξωτερικής όψης. Τριγωνοποιούμε τις εσωτερικές κορυφές της

(k × k)-σχάρας έτσι ώστε, στο προκύπτον γράφημα, όλες οι εσωτερικές κο-

ρυφές έχουν βαθμό 6 και όλες οι μη-γωνιακές εξωτερικές κορυφές έχουν

βαθμό 4. Η κατασκευή της Γk ολοκληρώνεται όταν συνδέσουμε μία γωνία

βαθμού 2 με όλες τις κορυφές της εξωτερικής όψης (καλούμε αυτή την γωνία

φορτωμένη (loaded)). Για ένα παράδειγμα, δείτε την Γ6 στο Σχήμα 6.3. Χρη-

σιμοποιούμε επίσης τον συμβολισμό Γ∗k για το γράφημα που προκύπτει από



128 6.2. Διατύπωση του Κεντρικού Αποτελέσματος

την Γk εάν αφαιρέσουμε όλες τις ακμές που προσπίπτουν στην φορτωμένη

κορυφή και δεν υπάρχουν στην υποβόσκουσα σχάρα.

Σχήμα 6.3: Το γράφημα Γ6.

Ορίζουμε την (k, l)-πυραμίδα ((k, l)-pyramid) να είναι το γράφημα που

προκύπτει εάν πάρουμε την ξένη ένωση μίας (k × k)-σχάρας και μίας κλίκας

Kl και προσθέσουμε όλες τις ακμές ανάμεσα στις κορυφές της κλίκας και τις

κορυφές της σχάρας. Συμβολίζουμε την (k, l)-πυραμίδα με Πk,l.

Περιφέρειες και περιφερειακές διαιρέσεις. ΄Εστω ότι W είναι

ένας υποδιαιρεμένος τοίχος σε ένα γράφημα G. Λέμε ότι ο W είναι ισόπεδος

(flat) στο G εάν η περιφέρειά του, έστω K, στο G δεν έχει (c1, c3)-μονοπάτι

και (c2, c4)-μονοπάτι τα οποία είναι ξένα ως προς κορυφές.



6. Το Ασθενές Δομικό Θεώρημα των Ελασσόνων Γραφημάτων 129

Παρατήρηση 6.2. Εάν το G είναι ένα γράφημα το οποίο περιέχει έναν

ισόπεδο τοίχο W σαν υπογράφημα τότε οποιαδήποτε υποδιαίρεση του W είναι

επίσης ισόπεδη στο γράφημαG′ που προκύπτει από τοG μετά τις υποδιαιρέσεις

στον τοίχο.

Εάν το J είναι ένα υπογράφημα του K, συμβολίζουμε με ∂KJ το σύνολο

όλων των κορυφών v για τις οποίες είτε v ∈ C είτε η v είναι προσπίπτουσα

σε μία ακμή του K που δεν ανήκει στο J , δηλαδή,

∂KJ = {v ∈ V (J) | v ∈ C ή ∃e ∈ E(K) \ E(J) : v ∈ e}.

Μία περιφερειακή διαίρεση (rural division) D της περιφέρειας K είναι μία

συλλογή

(D1, D2, . . . , Dm)

υπογραφημάτων του K με τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Η {E(D1), E(D2), . . . , E(Dm)} είναι μία διαμέριση του E(K) σε μη-

κενά υποσύνολα,

2. Για i, j ∈ [m], εάν i 6= j τότε ∂KDi 6= ∂KDj και V (Di) ∩ V (Dj) =

∂KDi ∩ ∂KDj ,

3. Για κάθε i ∈ [m] και όλες τις x, y ∈ ∂KDi υπάρχει ένα (x, y)-μονοπάτι

στο Di με καμμία εσωτερική κορυφή στο ∂KDi,

4. Για όλα τα i ∈ [m], |∂KDi| ≤ 3, και

5. Το υπεργράφημα HK = (
⋃
i∈[m]

∂KDi, {∂KDi | i ∈ [m]}) είναι επίπεδο,

το γράφημα πρόσπτωσής του μπορεί να εμβαπτιστεί σε έναν κλειστό

δίσκο ∆ έτσι ώστε οι c1, c2, c3, και c4 να εμφανίζονται με αυτή τη

σειρά στο σύνορο του ∆ και για κάθε υπερακμή e του H υπάρχουν |e|
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αμοιβαία ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια ανάμεσα στα e και C στο

K.

Καλούμε τα στοιχεία της D πτερύγια (flaps). ΄Ενα πτερύγιο D ∈ D κα-

λείται εσωτερικό (internal) εάν V (D) ∩ V (P ) = ∅.

Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το κεντρικό αποτέλεσμα αυτού του

κεφαλαίου.

Θεώρημα 6.1. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f τέτοια ώστε, για

κάθε δύο γραφήματα H και G και κάθε k ∈ N, να ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

1. Το H είναι ελάσσον του G.

2. tw(G) ≤ f(h) · k, όπου h = n(H).

3. ∃A ⊆ V (G) με |A| ≤ an(H)− 1 τέτοιο ώστε το G \A να περιέχει σαν

υπογράφημα έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W όπου

• ο W έχει ύψος k και

• η περιφέρεια του W έχει μία περιφερειακή διαίρεση D τέτοια ώστε

κάθε εσωτερικό πτερύγιο του D έχει δεντροπλάτος το πολύ f(h)·k.

Αναβάλλουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 6.1 μέχρι την Ενότητα 6.4 και

κλείνουμε αυτή την ενότητα με μία σύντομη περιγραφή της απόδειξης. ΄Ενα

βασικό συστατικό είναι το Ισχυρό Δομικό Θεώρημα, δηλαδή, η Πρόταση 6.1,

η οποία βεβαιώνει ότι κάθεH-ελεύθερο-ελάσσονος γράφημα G μπορεί να ιδω-

θεί σαν μία δεντροαποσύνθεση τέτοια ώστε, για κάθε κορυφήGi, το γράφημα

Gi είναι ένα f(h)-σχεδόν εμβαπτίσιμο γράφημα. Δοσμένου ότι το γράφημα G

έχει δεντροπλάτος μεγαλύτερο ή ίσο του f(h) · k, όπου η f(h) είναι «αρκετά

μεγάλη» (και εξαρτάται από το αποκλειόμενο γράφημα H), θα έπρεπε να υπ-

άρχει μία κορυφή Gi της δεντροαποσύνθεσης τέτοια ώστε το δεντροπλάτος
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του Gi παραμένει αρκετά μεγάλο ενώ όλες οι άλλες κορυφές έχουν μικρότε-

ρο δεντροπλάτος. Αυτό, σύμφωνα με ένα αποτέλεσμα της [83], συνεπάγεται

ότι το f(h)-σχεδόν εμβαπτίσιμο γράφημα Gi περιέχει σαν υπογράφημα την

υποδιαίρεση W ενός «αρκετά μεγάλου» (αλλά ακόμα εξαρτώμενου γραμμικά

από το k) τοίχου ο οποίος είναι εμβαπτισμένος ισόπεδα σε μία επιφάνεια, με

την έννοια ότι η περίμετρός του είναι το σύνορο ενός δίσκου του οποίου το

εσωτερικό, η περιφέρεια του W , περιέχει, μεταξύ άλλων τμημάτων του Gi,

το υπόλοιπο του W .

Το επόμενο, και περισσότερο τεχνικό, βήμα είναι να εξάγουμε από αυτή

την «τοπική» δομή, η οποία αφορά το Gi, έναν τοίχο και μία περιφερειακή

διαίρεση της περιφέρειάς του στο γενικό γράφημα G. Για αυτό, θεωρούμε τα

άλλα μέρη της δεντροαποσύνθεσης ως πτερύγια φραγμένου δεντροπλάτους

τα οποία περιέχουν το πολύ τρεις μη-απόγειες κορυφές του Gi.

Σε αυτό το σημείο, έπεται ότι η τρίτη δήλωση του Θεωρήματος 6.1 ισχύει

για το ενισχυμένο γράφημα G′ που προκύπτει από το G εάν προσθέσουμε

όλες τις «εικονικές» ακμές οι οποίες είναι ακμές του Gi αλλά όχι του Gi.

Η απόδειξη ολοκληρώνεται δείχνοντας ότι, ακόμα και αν η αφαίρεση αυτών

των εικονικών ακμών βλάψει τμήματα του υποδιαιρεμένου τοίχου W και της

αντίστοιχης περιφερειακής διαίρεσης, τα τμήματα αυτά μπορούν να ανακατα-

σκευαστούν από συλλογές μονοπατιών μέσα στα πτερύγια που είναι τώρα

προσκολλημένα στην περιφέρεια του Gi.

6.3 Ορισμένα Βοηθητικά Λήμματα

Τα βασικά αποτελέσματα αυτής της ενότητας είναι τα Λήμματα 6.6 και 6.10

τα οποία χρησιμοποιούνται στην απόδειξη του κεντρικού μας αποτελέσματος

στην Ενότητα 6.4.
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6.3.1 ΄Ενα Λήμμα για το Αναλλοίωτο της Ισοπεδότητας

Πριν αποδείξουμε τα βασικά αποτελέσματα αυτής της ενότητας χρειάζεται να

διατυπώσουμε το ακόλουθο κλασικό αποτέλεσμα. (Δείτε, για παράδειγμα,

την Πρόταση 1.7.2 στην [60].)

Πρόταση 6.2. ΄Εστω ότι τα G, H είναι γραφήματα τέτοια ώστε H ≤m G.

Εάν ∆(H) ≤ 3, τότε H ≤tm G.

Χρειαζόμαστε επίσης τον ακόλουθο ορισμό. ΄Εστω το G = G0∪G+
, όπου

το G0 είναι ένα γράφημα εμβαπτισμένο σε μια επιφάνεια Σ γένους Eüler γ

και έστω ότι το G+
είναι ένα άλλο γράφημα το οποίο ίσως μοιράζεται κοινές

κορυφές με το G0. ΄Εστω επίσης ότι το H είναι ένα γράφημα και v ∈ V (H).

Λέμε ότι το G περιέχει το H σαν v-στρωτή σύνθλιψη (v-smooth contraction)

εάνH ≤φc G για κάποια φ : V (G)→ V (H), και υπάρχει ένας κλειστός δίσκος

D στην Σ τέτοιος ώστε οι κορυφές του G+
βρίσκονται εκτός του D και όλες

οι κορυφές του G οι οποίες είναι εκτός του D είναι ακριβώς το μοντέλο της

v, δηλαδή, φ−1(v) = V (G) \ (V (G) ∩D).

Λήμμα 6.3. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας θετικός ακέραιος και το G είναι ένα

γράφημα το οποίο είναι h-σχεδόν εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler

γ χωρίς απόγειες κορυφές και περιέχει την Γ2·k+8 σαν v-στρωτή σύνθλιψη,

όπου v είναι η φορτωμένη γωνία της Γ2·k+8. Τότε το G περιέχει σαν υπο-

γράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο ύψους k του οποίου η περιφέρεια μπορεί

να εμβαπτιστεί σε έναν κλειστό δίσκο ∆ έτσι ώστε η περίμετρος του W να

ταυτίζεται με το σύνορο του ∆.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι η Γ2·k+8 είναι μία v-στρωτή σύνθλιψη του G

μέσω της φ, όπου v είναι η φορτωμένη κορυφή της Γ2·k+8. Χωρίς βλάβη της

γενικότητας, έστω ότι

V (Γ2·k+8) = {1, . . . , 2 · k + 8}2,
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όπου v = (2 ·k+8, 2 ·k+8). ΄Εστω ότι το R είναι το σύνολο των εξωτερικών

κορυφών της Γ2·k+8 και έστω το G′ = G \
⋃
x∈R φ

−1(x). Καθώς το G

περιέχει την Γ2·k+8 σαν v-στρωτή σύνθλιψη και v ∈ R, έπεται ότι το G′

είναι εμβαπτισμένο μέσα σε έναν ανοικτό δίσκο ∆′. Επιπλέον, το G′ μπορεί

να συνθλιβεί στο Γ∗2·k+6 μέσω του περιορισμού της φ στο V (G′). Από τον

ορισμό του τοίχου, έπεται ότι το Γ∗2·k+6 περιέχει τον Wk+2 σαν υπογράφημα.

Αφού το G′ περιέχει το Γ∗2·k+6 σαν ελάσσον, έπεται ότι το G′ περιέχει τον

Wk+2 σαν ελάσσον. Επιπλέον, καθώς ο Wk+2 έχει μέγιστο βαθμό 3, από

την Πρόταση 6.2, είναι επίσης τοπολογικό ελάσσον του G′. Συνεπώς το G′

περιέχει σαν υπογράφημα (εμβαπτισμένο στον ∆′) έναν υποδιαιρεμένο τοίχο

ύψους k + 2. Ανάμεσα σε όλους τους υποδιαιρεμένους τοίχους, έστω ότι

ο Wex είναι αυτός του οποίου η περιφέρεια έχει το ελάχιστο πλήθος όψεων

μέσα στον δακτύλιο Φ = ∆ex \ ∆ ⊆ ∆′ όπου οι ∆ex και ∆ ορίζονται ως

οι κλειστοί δίσκοι έτσι ώστε το σύνορο του ∆ex είναι το πρώτο στρώμα του

Wex και το σύνορο του ∆ είναι το δεύτερο.

΄Εστω ότι ο W είναι ο υποδιαιρεμένος τοίχος του G′ του οποίου η περίμε-

τρος είναι το όριο του ∆. Εξ ορισμού, όλες οι κορυφές της περιφέρειας K

του W είναι εντός του ∆. Υπολείπεται να αποδείξουμε ότι το ίδιο ισχύει για

τις ακμές του K. Ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι η {x, y} είναι μία ακμή

εκτός του ∆. Εμφανώς, και η x και η y βρίσκονται στο σύνορο του ∆ και

η {x, y} είναι εντός του δίσκου ∆∗ που ορίζεται από κάποιο τούβλο του Wex

το οποίο είναι εντός του Φ. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Περίπτωση 1: Οι {x, y} βρίσκονται στο ίδιο τούβλο, έστω A του W . Τότε,

υπάρχει ένα μονοπάτι αυτού του τούβλου το οποίο μπορεί να αντικατασταθεί

στον W από την {x, y} και έτσι μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον W από

έναν νέο υποδιαιρεμένο τοίχο που αντιστοιχεί σε έναν δακτύλιο με λιγότερες

όψεις, αντίφαση. (Δείτε, το Σχήμα 6.4.)
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Σχήμα 6.4: Παράδειγμα της Περίπτωσης 1 στο Λήμμα 6.3.

Περίπτωση 2: Οι {x, y} δεν βρίσκονται στο ίδιο τούβλο του W . Τότε οι x

και y θα πρέπει να ανήκουν σε γειτονικά τούβλα, έστω B και C αντίστοιχα.

΄Εστω ότι το A είναι το μοναδικό τούβλο του Wex που περιέχει τις x και y και

έστω ότι η w είναι η μοναδική κοινή κορυφή των A,B και C. Παρατηρούμε

ότι υπάρχει ένα μονοπάτι PB του B που συνδέει τις x και w και ένα μονοπάτι

PC του C που συνδέει τις y και w. Τότε, αντικαθιστούμε τον W από έναν

νέο τοίχο ως εξής: Αντικαθιστούμε την w με την x, το PC με την {x, y}, και
θεωρούμε το PB ως ένα υπομονοπάτι του κοινού μονοπατιού ανάμεσα στα B

και C. (Δείτε το Σχήμα 6.5.)

yy

w

wx

Σχήμα 6.5: Παράδειγμα της Περίπτωσης 2 στο Λήμμα 6.3.

Ξανά, ο νέος τοίχος αντιστοιχεί σε έναν δακτύλιο με λιγότερες όψεις,

αντίφαση.

Λήμμα 6.4 ([83]). Υπάρχει μία συνάρτηση f : N × N → N τέτοια ώστε

εάν το G είναι ένα γράφημα h-σχεδόν εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους
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Eüler γ χωρίς απόγειες κορυφές, όπου tw(G) ≥ f(γ, h)·k, τότε το G περιέχει

σαν v-στρωτή σύνθλιψη το γράφημα Γk με την φορτωμένη γωνία v.

Λήμμα 6.5. ΄Εστω ότι h είναι ένας θετικός ακέραιος και το G είναι ένα

γράφημα το οποίο περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους h.

Εάν το K3 είναι υπογράφημα της περιφέρειας του W τότε εφαρμόζοντας έναν

∆Y -μετασχηματισμό στο K3 το προκύπτον γράφημα επίσης περιέχει έναν

ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W ′ ύψους h σαν υπογράφημα. Επιπλέον, ο W ′

είναι ισομορφικός με μια υποδιαίρεση του W .

Απόδειξη. Εξετάζουμε την μη-τετριμμένη περίπτωση όπου E(K3)∩E(W ) 6=
∅. Ας παρατηρήσουμε ότι, καθώς ο W δεν περιέχει τρίγωνα, |E(K3) ∩
E(W )| < 3. Σε ότι ακολουθεί συμβολίζουμε με x, y, z τις κορυφές του K3,

με w την κορυφή που εμφανίζεται μετά τον μετασχηματισμό, και διακρίνουμε

τις ακόλουθες περιπτώσεις.

Περίπτωση 1. Τα K3 και W έχουν ακριβώς μία κοινή ακμή, έστω την

{x, y}. Καθώς η w είναι μία νέα κορυφή, το μονοπάτι (x,w, y) που εμφανίζε-

ται μετά τον ∆Y -μετασχηματισμό δεν έχει κοινές εσωτερικές κορυφές με τον

W . Σε αυτή την περίπτωση, αντικαθιστούμε την ακμή {x, y} στο W με τις

ακμές {x,w}, {w, y}.
Περίπτωση 2. ΤαK3 καιW έχουν ακριβώς δύο κοινές ακμές, έστω {x, y}

και {x, z}. Διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο υποπεριπτώσεις.

q x xq

Σχήμα 6.6: Παράδειγμα της Υποπερίπτωσης 2.1 στο Λήμμα 6.5.

Υποπερίπτωση 2.1. Η x είναι πρωταρχική κορυφή και η x δεν είναι γωνία
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του W . ΄Εστω ότι η q είναι η τρίτη κορυφή στην γειτονιά της x. Παρα-

τηρούμε ότι ο ∆Y -μετασχηματισμός είναι ισοδύναμος με την αφαίρεση της

ακμής {y, z}, η οποία δεν είναι ακμή του τοίχου, και την υποδιαίρεση της

ακμής {x, q}. Τότε το λήμμα έπεται από την Παρατήρηση 6.2. (Δείτε το

Σχήμα 6.6)

Υποπερίπτωση 2.2. Η x δεν είναι πρωταρχική κορυφή ή η x είναι γωνία.

Τότε ο ∆Y -μετασχηματισμός είναι ισοδύναμος με την αφαίρεση της ακμής

{y, z}, η οποία δεν είναι ακμή του W , και κατόπιν με την αντικατάσταση της

{y, x} με την {y, w} και της {x, z} με την {w, z}. (Δείτε, το Σχήμα 6.7)

Σχήμα 6.7: Παράδειγμα της Υποπερίπτωσης 2.2 στο Λήμμα 6.5.

Ας παρατηρήσουμε ότι σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις ο προκύπτων

τοίχος W ′ παραμένει ισόπεδος και είναι ισομορφικός με μία υποδιαίρεση του

W και το λήμμα έπεται.

Εφαρμόζοντας επαγωγικά την Παρατήρηση 6.2 και το Λήμμα 6.5 συνάγου-

με το ακόλουθο.

Λήμμα 6.6. ΄Εστω ότι ο h είναι ένας θετικός ακέραιος και το G είναι ένα

γράφημα που περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους h σαν

υπογράφημα. Εάν εφαρμόσουμε μία ακολουθία από υποδιαιρέσεις ή ∆Y -

μετασχηματισμούς στο G, τότε το προκύπτον γράφημα θα περιέχει έναν ισό-

πεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W ′ ύψους h σαν υπογράφημα. Επιπλέον, ο W ′ είναι

ισομορφικός με μία υποδιαίρεση του W .
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6.3.2 Πυραμίδες και Δεντροπλάτος

Ας διατυπώσουμε πρώτα την επόμενη.

Πρόταση 6.3 ([197]). ΄Εστω n ένας θετικός ακέραιος. Εάν το H είναι ένα

επίπεδο γράφημα με |V (H)|+ 2|E(H)| ≤ n, τότε το H είναι ισομορφικό με

ένα ελάσσον της 2n× 2n-σχάρας.

Συνδυάζοντας την Πρόταση 6.3 με τον τύπο του Eüler για επίπεδα γρα-

φήματα παίρνουμε το ακόλουθο.

Λήμμα 6.7. Εάν το G είναι ένα επίπεδο γράφημα τότε το G είναι ισομορφικό

με ένα ελάσσον της (14 · n(G)− 24)× (14 · n(G)− 24)-σχάρας.

Από το παραπάνω λήμμα προκύπτει το επόμενο.

Λήμμα 6.8. ΄Εστω ότι ο h είναι ένας ακέραιος. Εάν το G είναι ένα h-απόγειο

γράφημα τότε το G είναι ισομορφικό με ένα ελάσσον της Π14·(n(G)−h)−24,h.

Λήμμα 6.9. Εάν το G είναι ένα γράφημα το οποίο προκύπτει από μία ((k+

d
√
he) × (k + d

√
he))-σχάρα αφού κάνουμε τις κορυφές της γειτονικές με

έναν σύνολο A που αποτελείται από h νέες κορυφές τότε το G περιέχει την

Πk,h σαν ελάσσον.

Απόδειξη. Συμβολίζουμε με G′ την σχάρα που χρησιμοποιήθηκε για την κα-

τασκευή του G και έστω G1 και G2 δύο ξένα υπογραφήματα του G′ όπου

το G1 είναι ισομορφικό με την (k × k)-σχάρα και το G2 είναι ισομορφικό με

μία (α × α)-σχάρα όπου α = d
√
he. Αφαιρούμε από το G όλες τις κορυφές

που δεν ανήκουν στο A ∪ V (G1) ∪ V (G2). Τότε αφαιρούμε όλες τις ακμές

του G′ οι οποίες είναι προσπίπτουσες στο V (G2) και παρατηρούμε ότι, στο

παραμένον γράφημα F , οι κορυφές στο A ∪ V (G2) ενάγουν ένα γράφημα

ισομορφικό του Kh,α2 το οποίο, με τη σειρά του, μπορεί να συνθλιβεί σε μία

κλίκα στις κορυφές του A. Εφαρμόζοντας τις ίδιες συνθλίψεις στο F κάποιος

μπορεί να κατασκευάσει το Πk,h σαν ελάσσον του G.
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Λήμμα 6.10. ΄Εστω ότι τα G και H είναι γραφήματα τέτοια ώστε το H

δεν είναι ελάσσον του G και υπάρχει ένα σύνολο A ⊆ V (G) τέτοιο ώστε το

G \A περιέχει έναν τοίχο W ύψους g(h) · (k+ 1)− 1 σαν υπογράφημα, όπου

g(h) = 14 · (h−an(H))+d
√

an(H)e−24 και h = n(H). Εάν |A| ≥ an(H)

τότε υπάρχει ένα A′ ⊆ A τέτοιο ώστε το G \A′ περιέχει έναν τοίχο W ′ ⊆W
ύψους k σαν υπογράφημα με την ιδιότητα ότι εάν K ′ είναι η περιφέρεια του

W ′ στο G \A′ τότε V (K ′) ∩ (A \A′) = ∅. Επιπλέον, |A′| < |A|.

Απόδειξη. ΄Εστω το A = {αi | i ∈ [|A|]} και έστω ότι η Pg(h) = {W(m,l) |
(m, l) ∈ [g(h)]2} είναι μία συλλογή από (g(h))2

ξένους υποτοίχους W(m,l),

(m, l) ∈ [g(h)]2 του W με ύψος k. Για κάθε (m, l) ∈ [g(h)]2, συμ-

βολίζουμε με K(m,l) την περιφέρεια του W(m,l) στο G \ A και έστω ότι

q(m,l) = (q1
(m,l), q

2
(m,l), . . . , q

|A|
(m,l)) είναι το δυαδικό διάνυσμα όπου για κάθε

j ∈ |A|,

qj(m,l) =

1 εάν ∃v ∈ V (K(m,l)) : {v, αj} ∈ E(G)

0 εάν ∀v ∈ V (K(m,l)) : {v, αj} /∈ E(G)

Ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει ένα (m′, l′) ∈ [g(h)]2 τέτοιο ώστε q(m′,l′) 6=
(1, 1, . . . , 1). Πράγματι, ας υποθέσουμε, προς άτοπο, ότι για κάθε (m, l) ∈
[g(h)]2, q(m,l) = (1, 1, . . . , 1). Θα καταλήξουμε σε αντίφαση δείχνοντας ότι

το H είναι ελάσσον του G. Για αυτό, θεωρούμε το γράφημα

G′ = G[V (W ) ∪
⋃

(m,l)∈[g(h)]2

V (K(m,l))] ⊆ G.

Για κάθε (m, l) ∈ [g(h)]2, συνθλίβουμε κάθε K(m,l) σε μία μοναδική κορυφή

και αυτό συνεπάγεται την ύπαρξη μιας (g(h) × g(h))-σχάρας σαν ελάσσον

του G′ και άρα του G \ A. Επιπλέον, για κάθε κορυφή v αυτής της σχάρας

ισχύει ότι κάθε κορυφή στο A είναι γειτονική με κάποια κορυφή στο μοντέλο

της v, άρα το G περιέχει το γράφημα J που προκύπτει αφού πάρουμε μία
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(g(h) × g(h))-σχάρα και συνδέσουμε όλες τις κορυφές της με an(H) νέες

κορυφές. Από το Λήμμα 6.9, το G περιέχει το Π14·(n(h)−an(H))−24,an(H) σαν

ελάσσον. Εφαρμόζοντας τώρα το Λήμμα 6.8, προκύπτει ότι το G περιέχει

το H σαν ελάσσον, αντίφαση. Συνεπώς, υπάρχουν (m′, l′) ∈ [g(h)]2 και

j0 ∈ [|A|] τέτοια ώστε qj0(m′,l′) = 0. Το λήμμα έπεται για A′ = A \ {αj0} και

W ′ = W(m′,l′).

6.4 Η Κεντρική Απόδειξη

6.4.1 Συμβολισμός

Παρακάτω, ορίζουμε τον συμβολισμό ο οποίος είναι χρήσιμος στην απόδειξη

του κεντρικού αποτελέσματος.

Δοσμένης μιας δεντροαποσύνθεσης T = (X = {Xi | i ∈ V (T )}, T )

ενός γραφήματος G, μιας κορυφής i0 ∈ V (T ), και ενός συνόλου κορυφών

I ⊆ NT (i0), ορίζουμε το Ti0,I ως την συλλογή των συνεκτικών συνιστωσών

του T \ i0 που περιέχουν κορυφές του I. Δοσμένου ενός υποδέντρου Y του

T , ορίζουμε τα GY = G[∪i∈V (Y )Xi] και GY = ∪i∈V (Y )Xi.

Παρατήρηση 6.3. Δοσμένης μιας δεντροαποσύνθεσης T = (X = {Xi |
i ∈ V (T )}, T ) ενός γραφήματος G, μιας κορυφής i0 ∈ V (T ), και ενός συ-

νόλου κορυφών I ⊆ NT (i0), ισχύει ότι για κάθε T1, T2 ∈ Ti0,I , το GT1 ∩GT2
είναι ένα πλήρες γράφημα.

Δοσμένης μιας οικογένειας γραφημάτων F , ενός γραφήματος G, και ενός

συνόλου κορυφών S ⊆ V (G), ορίζουμε την κλάση F∗S,G ως την συλλογή των

συνεκτικών συνιστωσών των γραφημάτων της F \ S και την κλάση FS,G ως

το σύνολο των γραφημάτων στην F∗S,G που έχουν κάποια κοινή κορυφή με

το G \ S. Λέμε ότι δύο γραφήματα G1, G2 ∈ FS,G είναι G-ισοδύναμα εάν

V (G1)∩V (G \S) = V (G2)∩V (G \S) και έστω ότι οι F1
S,G, . . . ,F

ρ
S,G είναι
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οι κλάσεις ισοδυναμίας που ορίζονται με αυτόν τον τρόπο. Συμβολίζουμε με

PF ,S,G = {∪∪∪∪∪∪∪∪∪F1
S,G, . . . ,∪∪∪∪∪∪∪∪∪F

ρ
S,G}, δηλαδή, για κάθε κλάση ισοδυναμίας F iS,G

κατασκευάζουμε ένα γράφημα στην PF ,S,G, παίρνοντας την ένωση των γρα-

φημάτων στην F iS,G.

6.4.2 Απόδειξη του Κεντρικού Αποτελέσματος

Πριν αποδείξουμε το κεντρικό αποτέλεσμα αποδεικνύουμε πρώτα το ακόλου-

θο.

Παρατήρηση 6.4. ΄Εστω ότι το T είναι ένα δέντρο, k ∈ N, και η w :

V (T ) → N είναι τέτοια ώστε υπάρχει τουλάχιστον μία κορυφή v ∈ V (T ) με

w(v) ≥ k. Υπάρχει μία κορυφή u ∈ V (T ) με w(u) ≥ k τέτοια ώστε το

πολύ μία από τις συνεκτικές συνιστώσες του T \ u περιέχει μία κορυφή u′ με

w(u′) > k.

Απόδειξη. ΄Εστω το Y = {v ∈ V (T ) | w(v) ≥ k}. Επιλέγουμε μία κορυφή

r του T και έστω ότι η v είναι μία κορυφή του Y με μέγιστη απόσταση από

την r. Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι το λήμμα ισχύει για την v.

Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε στην κεντρική απόδειξη αυτής της

ενότητας.

Απόδειξη του Θεωρήματος 6.1. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα που απο-

κλείει το H σαν ελάσσον. Από την Πρόταση 6.1, υπάρχει μία υπολογίσιμη

συνάρτηση f1 τέτοια ώστε υπάρχει μία δεντροαποσύνθεση

T = (X = {Xi | i ∈ V (T )}, T )

του G, όπου για κάθε i ∈ V (T ), τα γραφήματα Xi είναι f1(h)-σχεδόν εμβα-

πτίσιμα σε μία επιφάνεια Σ γένους f1(h). Από όλες αυτές τις δεντροαποσυν-

θέσεις επιλέγουμε την T = (X , T ) έτσι ώστε:
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(i) Η T είναι μικρή.

(ii) Δεδομένου του (i), η T έχει μέγιστο αριθμό κορυφών.

(iii) Δεδομένου του (ii), η ποσότητα

∑
i,j∈V (T )
i 6=j

|Xi ∩ Xj | είναι η ελάχιστη

δυνατή.

Ας παρατηρήσουμε ότι, από το Λήμμα 6.2, η Συνθήκη (i) εγγυάται την δυνα-

τότητα της επιλογής της Συνθήκης (ii). Χρησιμοποιούμε το συμβολισμό G

για να δηλώσουμε το γράφημα GT και καλούμε τις ακμές του E(G) \ E(G)

εικονικές (virtual).

΄Εστω η w : V (T )→ N τέτοια ώστε w(i) = tw(Xi). Η Παρατήρηση 6.4

και η Παρατήρηση 6.1 συνεπάγονται ότι υπάρχει μία κορυφή i0 ∈ V (T ) τέτοια

ώστε tw(Xi0) ≥ tw(G) και το πολύ μία από τις συνεκτικές συνιστώσες του

T \ i0 περιέχει μία κορυφή j με w(j) > w(i0). Συμβολίζουμε με Ai0 το

σύνολο των απόγειων κορυφών του Xi0 και με F το γράφημα Xi0 \ Ai0
(σημειώνουμε ότι F ⊆ G αλλά το F δεν είναι απαραίτητα υπογράφημα του G

αφού το F μπορεί να περιέχει εικονικές ακμές).

Από το Λήμμα 6.1 και την επιλογή της i0, ισχύει ότι

tw(F ) = tw(Xi0 \Ai0) ≥ tw(Xi0)− |Ai0 | ≥ tw(G)− |Ai0 |. (6.1)

Ας θυμηθούμε ότι |Ai0 | ≤ f1(h). ΄Εστω ότι η f2 είναι η συνάρτηση δύο

μεταβλητών του Λήμματος 6.4. Ορίζουμε την συνάρτηση δύο μεταβλητών f3

και τις συναρτήσεις μίας μεταβλητής f4 και f5 έτσι ώστε

f5(h) = 14 · (h− an(H)) + d
√

an(H)e − 24

f4(h) = f5(h)|Ai0 |−an(H)+1

f3(h, k) = f2(f1(h), f1(h)) · (4k · f4(h) + 12) + f1(h)
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Καθώς το F είναι f1(h)-σχεδόν εμβαπτίσιμο στην Σ και δεν περιέχει

απόγειες κορυφές, από την (6.1) και το Λήμμα 6.4, έχουμε ότι εάν tw(G) ≥
f3(h, k) τότε το F περιέχει το γράφημα Q = Γ4k·f4(h)+12 σαν v-στρωτή

σύνθλιψη, όπου v είναι η φορτωμένη γωνία του Q. (Δείτε το Σχήμα 6.8.)

Σχήμα 6.8: Στα αριστερά: Το γράφημα F σχεδόν εμβαπτισμένο στην Σ (χω-

ρίς απόγειες κορυφές), όπου το διακεκομμένο παραλληλόγραμμο αναπαριστά

τον δίσκο της v-στρωτής σύνθλιψης. Στα δεξιά: Το περιεχόμενο του δίσκου.

Από το Λήμμα 6.3, έπεται ότι το F περιέχει σαν υπογράφημα έναν ισόπεδο

υποδιαιρεμένο τοίχο W ′ ύψους 2k ·f4(h) + 2 του οποίου η περιφέρεια K ′ στο

F μπορεί να εμβαπτιστεί σε έναν κλειστό δίσκο ∆ έτσι ώστε η περίμετρος

του W ′ να ταυτίζεται με το σύνορο του ∆. Επιπλέον, ας παρατηρήσουμε εδώ

ότι, οW ′ βρίσκεται εντός του ίδιου δίσκου όπου η αντίστροφη εικόνα των κο-

ρυφών της v-στρωτής σύνθλιψης ήταν εμβαπτισμένη. (Δείτε το Σχήμα 6.9.)

΄Εστω το

I ′ = {i ∈ NT (i0) | Xi ∩ V (K ′) 6= ∅}.

Με άλλα λόγια, το I ′ αντιστοιχεί σε όλες τις κορυφές της δεντροαποσύνθεσης

T , γειτονικές της i0, οι οποίες έχουν κορυφές «εντός» της περιφέρειας του
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Σχήμα 6.9: Στα αριστερά: Το γράφημα F σχεδόν εμβαπτισμένο στην Σ (χω-

ρίς απόγειες κορυφές), όπου το διακεκομμένο παραλληλόγραμμο αναπαριστά

την περίμετρο του τοίχου. Στα δεξιά: Μέρος του περιεχομένου του δίσκου.

υποδιαιρεμένου δίσκου W ′ στο F (το διακεκομμένο παραλληλόγραμμο στο

Σχήμα 6.9).

Ισχυρισμός 9. Για κάθε i ∈ I ′, |V (K ′) ∩Xi| ≤ 3.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 9. Καθώς το K ′ είναι προφανώς επίπεδο, κάθε

κλίκα στο K ′ έχει μέγεθος το πολύ 4. Επιπλέον, το K ′ δεν περιέχει το

K4 σαν υπογράφημα.

Πράγματι, εάν ναι τότε ένα από τα τρίγωνα της κλίκας θα ήταν διαχωρι-

στής του G. Συμβολίζουμε τις κορυφές αυτού του τριγώνου με z1, z2, και

z3. ΄Εστω τότε ότι η z είναι η κορυφή της κλίκας η οποία είναι διαφορετική

των z1, z2, και z3, και ότι το S είναι το σύνολο των κορυφών που περιέχονται

στο εσωτερικό του δίσκου που ορίζεται από το διαχωριστικό τρίγωνο, όπου

z ∈ S.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει μία κορυφή j ∈ I ′ που περιέχει

όλες τις κορυφές της κλίκας, δηλαδή, {z, z1, z2, z3} ⊆ Xj . Πράγματι, προς
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αντίφαση, ας υποθέσουμε ότι δεν υπάρχει τέτοια κορυφή. Τότε, μπορούμε να

τροποποιήσουμε την T ώστε να κατασκευάσουμε μία μικρή δεντροαποσύνθε-

ση T ′ με περισσότερες τσάντες από την T με τον ακόλουθο τρόπο.

Προσθέτουμε μία καινούρια κορυφή j0 στο T , και μία νέα τσάντα Xj0

η οποία περιέχει όλες τις κορυφές τις κλίκας, τις κορυφές που περιέχονται

στο εσωτερικό του διαχωριστικού τριγώνου της κλίκας, και όλες τις απόγειες

κορυφές του Xi0 , δηλαδή, Xj0 = {z1, z2, z3} ∪ S ∪ Ai0 . Αφαιρούμε τότε το

S από την Xi0 . Τέλος, προσθέτουμε την ακμή {i0, j0}, αφαιρούμε όλες τις

ακμές ανάμεσα στους γείτονες i ∈ I ′ της i0 στο T , των οποίων οι κοινές

κορυφές με την Xi0 είναι είτε απόγειες είτε κορυφές του S και της κλίκας,

και τις κάνουμε γειτονικές με την j0. Τυπικά, έστω η T ′ = (Y, T ′) με

V (T ′) = V (T ) ∪ {j0}, όπου j0 /∈ V (T ),

E(T ′) = (E(T ) \ {{i, i0} | i ∈ NT (i0)

∧(Xi ∩Xi0) ⊆ S ∪ {z1, z2, z3} ∪Ai0}) ∪

{{i, j0} | i ∈ NT (i0)

∧(Xi ∩Xi0) ⊆ S ∪ {z1, z2, z3} ∪Ai0} ∪

{i0, j0}, και

Y = {Xi | i ∈ V (T ) \ {i0}} ∪ {Yi0 , Yj0},

όπου Yi0 = Xi0 \ S και Yj0 = {z1, z2, z3} ∪ S ∪ Ai0 . Ας παρατη-

ρήσουμε ότι, αφού οι z1, z2, και z3 ενάγουν ένα διαχωριστικό τρίγωνο

στο K ′, δεν υπάρχει i ∈ V (T ) τέτοιο ώστε Xi ∩ {z1, z2, z3} 6= ∅ και

Xi ∩ [V (K ′) \ (S ∪ {z1, z2, z3})] 6= ∅. Αυτό συνεπάγεται ότι η T ′ είναι
όντως δεντροαποσύνθεση. Είναι επίσης εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι η T ′

είναι μικρή. Πράγματι, παρατηρούμε ότι ούτε Yi0 ⊆ Yj0 ούτε Yj0 ⊆ Yi0 . Επι-

πλέον, για κάθε i ∈ V (T ) \ {i0}, ούτε Xi ⊆ Yj0 ούτε Xi ⊆ Yi0 , καθώς αυτό

θα σήμαινε ότι Xi ⊆ Xi0 , το οποίο είναι αντίφαση στο γεγονός ότι η T είναι
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μικρή. Τέλος, ας παρατηρήσουμε ότι, εάν υπάρχει μία i ∈ V (T ) \ {i0} τέτοια

ώστε Yj0 ⊆ Xi τότε {z, z1, z2, z3} ⊆ Yj0 ⊆ Xi, αντίφαση στην υπόθεση

καθώς τότε από τον ορισμό μιας δεντροαποσύνθεσης θα υπήρχε μία κορυφή

j ∈ I ′ τέτοια ώστε η Xj να περιέχει όλες τις κορυφές της κλίκας.

Είναι επίσης εύκολο να δούμε ότι για κάθε i ∈ V (T ) \ {i0}, Yi0 * Xi.

΄Αρα, η T ′ αντιφάσκει στην επιλογή της T (Συνθήκη (ii)). Συνεπώς, υπάρχει

μία κορυφή j ∈ I ′, έστω j0, τέτοια ώστε {z, z1, z2, z3} ⊆ Xj0 .

Θα αποδείξουμε τώρα ότι η T δεν ικανοποιεί την Συνθήκη (iii). Παρόμοια,

όπως παραπάνω, μετατρέπουμε την T σε μία δεντροαποσύνθεση T ′′ με τον

ακόλουθο τρόπο. Αφαιρούμε το S από την Xi0 και το προσθέτουμε στην

Xj0 . Τότε, αφαιρούμε όλες τις ακμές ανάμεσα στους γείτονες i ∈ I ′ \ j0 της

i0 στο T , των οποίων οι κοινές κορυφές με την Xi0 είναι είτε απόγειες είτε

κορυφές του S και της κλίκας, και τις κάνουμε γειτονικές με την j0.

Τυπικά, έστω ότι η T ′′ = (Z, T ′′) είναι η δεντροαποσύνθεση του G με

V (T ′′) = V (T ),

E(T ′′) = (E(T ) \ {{i, i0} | i ∈ (NT (i0) \ {j0})

∧(Xi ∩Xi0) ⊆ S ∪ {z1, z2, z3} ∪Ai0}) ∪

{{i, j0} | i ∈ NT (i0)

∧(Xi ∩Xi0) ⊆ S ∪ {z1, z2, z3} ∪Ai0}, και

Z = {Xi | i ∈ V (T ) \ {i0, j0}} ∪ {Zi0 , Zj0},

όπου Zi0 = Xi0 \S και Zj0 = Xj0 ∪S. Είναι πάλι εύκολο να δούμε ότι η T ′′

είναι μία μικρή δεντροαποσύνθεση του G. Ας παρατηρήσουμε επίσης ότι οι

T και T ′′ έχουν το ίδιο πλήθος τσαντών. Επιπλέον, είναι εύκολο να δούμε

ότι ∑
D,D′∈Z
D 6=D′

|D ∩D′| <
∑

L,L′∈X
L6=L′

|L ∩ L′|,
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αντίφαση στην επιλογή της T (Συνθήκη (iii)). Συνεπώς, το K ′ δεν περιέχει

καμμία κλίκας μεγέθους 4.

Τελικά, θυμόμαστε ότι, για κάθε i ∈ I ′, το F [V (K ′) ∩ Xi] ⊆ K ′ είναι

κλίκα. ΄Αρα, για κάθε i ∈ I ′, |V (K ′) ∩Xi| ≤ 3.

Ας θυμηθούμε τώρα ότι η Ti0,I′ είναι μία συλλογή από συνεκτικές συνι-

στώσες του T \i0 οι οποίες περιέχουν κορυφές του I ′ και ας θυμηθούμε επίσης

ότι υπάρχει το πολύ ένα δέντρο στην Ti0,I′ , έστω το T ′, το οποίο περιέχει μία

κορυφή i1 με w(i1) > w(i0). ΄Εστω ότι η W ′ = {W ′1,W ′2,W ′3,W ′4} είναι η

συλλογή των ξένων ως προς κορυφές υποτοίχων του W ′ ύψους f4(h) ·k που

δεν συναντάνε τις κορυφές P
(h)
k·f4(h)+2 και P

[v]
k·f4(h)+2 (δείτε το Σχήμα 6.10).

Σχήμα 6.10: Τα μονοπάτια P
(h)
k·f4(h)+2 (κυανό - διακεκομμένο με παύλες) και

P
[v]
k·f4(h)+2 (μοβ - διακεκομμένο με τελείες) και οι αντίστοιχοι τοίχοι για k = 1

και f4(h) = 3.

Από τον Ισχυρισμό 9, η Xi1 έχει το πολύ 3 κοινές κορυφές με το K ′,

συνεπώς υπάρχει ένας υποτοίχος W̃ ∈ W ′ ύψους f4(h) · k, με περιφέρεια K̃

στο F τέτοια ώστε V (K̃) ∩ V (GT ′) = ∅. (Για την «γενική εικόνα», δείτε το

Σχήμα 6.11.)
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Σχήμα 6.11: Η περιφέρεια K̃ του τοίχου W̃ βρίσκεται εντός ενός εκ των τεσ-

σάρων παραλληλογράμμων που ανήκουν στο εσωτερικό του διακεκομμένου

παραλληλογράμμου.

Κατά συνέπεια, εάν θέσουμε

Ĩ = {i ∈ NT (i0) | Xi ∩ V (K̃) 6= ∅}

έχουμε ότι Ĩ ⊆ I ′ \ {i1} και για κάθε δέντρο T̃ ∈ Ti0,Ĩ ⊆ Ti0,I′ \ {T
′}

ισχύει ότι max{w(i) | i ∈ V (T̃ )} ≤ f3(h, k). Συνεπώς, για κάθε T̃ ∈ Ti0,Ĩ ,
tw(GT̃ ) ≤ f3(h, k). Καθώς το GT̃ είναι υπογράφημα του GT̃ , έπεται ότι

για κάθε T̃ ∈ Ti0,Ĩ , tw(GT̃ ) ≤ f3(h, k). (6.2)

Από τον Ισχυρισμό 9, έπεται ότι για κάθε T̃ ∈ Ti0,Ĩ , οι κορυφές στο

V (GT̃ ) ∩ V (K̃) ενάγουν κλίκα στο K̃ με το πολύ 3 κορυφές, όπου κάποιες

από τις ακμές μπορεί να είναι εικονικές.

΄Εστω το Ṽ = V (F ) \ V (K̃) και η F ′ = {GT̃ | T̃ ∈ Ti0,Ĩ}. Παρατηρούμε

ότι K̃ = F \ Ṽ . Συμβολίζουμε με F την κλάση PF ′,Ṽ ,F . Στόχος μας τώρα
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είναι να χρησιμοποιήσουμε τα γραφήματα στην F ώστε να ορίσουμε την περι-

φέρεια του W̃ στο γράφημα G \Ai0 και να κατασκευάσουμε μια περιφερειακή

διαίρεση αυτής της περιφέρειας.

Ισχυρισμός 10. Για κάθε συνεκτική συνιστώσα Y του T \ {i0} η οποία

περιέχει μία κορυφή iY του Ĩ, υπάρχει μία κορυφή στο GY \Xi0 συνδεδεμένη

με το V (K̃)∩ V (GY ) με |V (K̃)∩ V (GY )| ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια

των οποίων οι εσωτερικές κορυφές ανήκουν στο GY \Xi0 .

Απόδειξη του Ισχυρισμού 10. Πρώτα, παρατηρούμε ότι, το GY έχει του-

λάχιστον μία συνεκτική συνιστώσα G′Y η οποία περιέχει τις κορυφές στο

V (K̃) ∩ V (GY ) και τέτοια ώστε V (G′Y ) \ Xi0 6= ∅. Διαφορετικά, ας πα-

ρατηρήσουμε ότι μπορούμε με ασφάλεια να αφαιρέσουμε τις κορυφές του

V (K̃) ∩ V (GY ) από τις τσάντες Xi, i ∈ V (Y ), και να καταλήξουμε σε

αντίφαση της επιλογής της T (Συνθήκη (iii)). Επιπλέον, η Συνθήκη (ii) συν-

επάγεται ότι ηXi0 δεν είναι διαχωριστής του G′Y . Ας παρατηρήσουμε τότε ότι

κάθε κορυφή στο V (K̃)∩ V (GY ) έχει έναν γείτονα στο G′Y \Xi0 , αφού εάν

όχι, θα καταλήγαμε πάλι σε αντίφαση στην επιλογή της T (Συνθήκη (iii)).

Καθώς το G′Y είναι συνεκτικό υπάρχει μία κορυφή v ∈ V (G′Y )\Xi0 και ξένα

ως προς κορυφές μονοπάτια από την v στις κορυφές του V (K̃)∩V (GY ).

Καλούμε τις ακμές στο Ẽ = E(K̃) \E(G) άχρηστες (useless). Καλούμε

επίσης όλες τις κορυφές στο V (∪∪∪∪∪∪∪∪∪F) \ V (K̃) ιπτάμενες (flying) κορυφές. Οι

μη-ιπτάμενες κορυφές ενός γραφήματος R στην F είναι η βάση του R. Ας

παρατηρήσουμε ότι, από τον ορισμό της F , κάθε γράφημα R στην F είναι

υπογράφημα της ένωσης κάποιων γραφημάτων του F ′. Από την Παρατήρη-

ση 6.3 και την (6.2), έπεται ότι

(α) όλα τα γραφήματα στην F έχουν δεντροπλάτος το πολύ f3(h, k).
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Από την Παρατήρηση 6.3 και τον Ισχυρισμό 9 αντλούμε ότι

(β) οι κορυφές της βάσης κάθε R ενάγουν μια κλίκα μεγέθους 1, 2, ή 3

στο K̃.

Επίσης, από τον Ισχυρισμό 10 και το γεγονός ότι Ṽ ∪Ai0 ⊆ Xi0 , έχουμε ότι

(γ) κάθε ζεύγος κορυφών κάποιου γραφήματος στην F συνδέονται στο G

από ένα μονοπάτι του οποίου οι εσωτερικές κορυφές είναι ιπτάμενες.

Σημειώνουμε ότι κάθε κλίκα που αναφέρεται στο (β) μπορεί να περιέχει άχρη-

στες ακμές. Επιπλέον, από το (γ), όλες οι εικονικές ακμές του K̃ είναι ακμές

μιας τέτοιας κλίκας. ΄Εστω το G̃ = (V (G), Ẽ∪E(G)), δηλαδή, προσθέτουμε

στο G όλες τις άχρηστες ακμές.

΄Επεται τότε ότι το G̃ \Ai0 περιέχει τον τοίχο W̃ σαν υπογράφημα και η

περιφέρεια του W̃ στο G̃ \Ai0 είναι η

K̃+ = K̃ ∪
⋃
R∈F

R

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι ο τοίχος W̃ παραμένει ισόπεδος στο G̃.

Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι τα Q1 και Q2 είναι δύο ξένα ως προς κορυ-

φές μονοπάτια ανάμεσα στις δύο αντιδιαμετρικές γωνίες του W̃ τέτοια ώστε

το άθροισμα των μηκών τους είναι ελαχιστικό. Αφού δεν γίνεται αμφότερα

τα Q1 και Q2 να υπάρχουν στο K̃, κάποιο από αυτά, έστω το Q1 περιέχει

κάποια ιπτάμενη κορυφή. ΄Εστω ότι το R είναι το γράφημα στην F που περι-

έχει αυτή την κορυφή. Τότε υπάρχουν δύο κορυφές x και y στη βάση του R

οι οποίες συναντώνται από το Q1. Από το (β), η {x, y} είναι ακμή του K̃+

και μπορούμε να αντικαταστήσουμε το τμήμα του Q1 που περιέχει ιπτάμενες

κορυφές από την {x, y}, αντίφαση στην ελαχιστικότητα της επιλογής των Q1

και Q2.
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΄Εστω το Ẽ+ = E(K̃+) \ E(∪∪∪∪∪∪∪∪∪F), δηλαδή, το Ẽ+
είναι το σύνολο των

ακμών του K̃ που δεν περιέχονται σε κανένα γράφημα R της F . ΄Επεται ότι

όλες οι άχρηστες ακμές περιέχονται στο Ẽ+
, δηλαδή,

Ẽ ⊆ Ẽ+. (6.3)

Για κάθε e ∈ Ẽ+
, συμβολίζουμε με G̃e το γράφημα που σχηματίζεται από την

ακμή e (δηλαδή, το γράφημα G̃[e]) και έστω η E = {G̃e | e ∈ Ẽ+}. Θέτουμε

D̃+ = F ∪ E . Ας προσέξουμε ότι,

Για κάθε γράφημα R ∈ F , ∂K̃+R είναι η βάση του R. (6.4)

Για κάθε γράφημα G̃e ∈ E , ∂K̃+G̃e = V (G̃e). (6.5)

Ισχυρισμός 11. Η D̃+ = F ∪ E είναι μία περιφερειακή διαίρεση του K̃+
.

Απόδειξη του Ισχυρισμού 11. Οι Ιδιότητες 1 και 2 έπονται από την κατα-

σκευή των γραφημάτων στις F και E . Επιπλέον, οι Ιδιότητες 3 και 4 έπονται

από τα (γ) και (β) αντίστοιχα. Για την Ιδιότητα 5, ας θυμηθούμε ότι ο W̃ είναι

υποτοίχος του W ′ του οποίου η περιφέρεια K ′ στο F μπορεί να εμβαπτιστεί

σε έναν κλειστό δίσκο ∆ τέτοιον ώστε η περίμετρος του W ′ να ταυτίζεται με

το σύνορό του. Αυτό έπεται ότι η K̃ μπορεί να εμβαπτιστεί σε έναν κλειστό

δίσκο ∆̃ ⊆ ∆ έτσι ώστε οι γωνίες c1, c2, c3, και c4 του W̃ να εμφανίζονται με

αυτήν τη σειρά στο σύνορό του. Θεωρούμε τώρα το ακόλουθο υπεργράφημα:

H̃+ = (∪∪∪∪∪∪∪∪∪{∂K̃+D | D ∈ D̃+}, {∂K̃+D | D ∈ D̃+}).

Προσέχουμε ότι V (H̃+) = V (K̃). Μπορούμε τότε να κατασκευάσουμε το

I(H̃+) εφαρμόζοντας, για κάθε D ∈ D̃+
, τους ακόλουθους μετασχηματισ-

μούς στο επίπεδο γράφημα K̃.

• Εάν |∂K̃+D| = 1, προσθέτουμε μία καινούρια κορυφή και μία ακμή που

τη συνδέει με την μοναδική κορυφή του ∂K̃+D.
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• Εάν |∂K̃+D| = 2, υποδιαιρούμε την ακμή του K̃[∂K̃+D] (ας θυμηθούμε

ότι το K̃[∂K̃+D] είναι ισομορφικό με το K2).

• Εάν |∂K̃+D| = 3, εφαρμόζουμε έναν ∆Y -μετασχηματισμό στο

K̃[∂K̃+D] (ας θυμηθούμε ότι το K̃[∂K̃+D] είναι ισομορφικό με το K3).

Από την Παρατήρηση 6.2 και το Λήμμα 6.5, έπεται ότι το προκύπτον

γράφημα παραμένει εμβαπτισμένο στον ∆̃ (άρα, είναι επίσης επίπεδο). Παρα-

μένει να αποδείξουμε ότι για κάθε e ∈ E(H̃+) υπάρχουν |e| ξένα ως προς

κορυφές μονοπάτια ανάμεσα στα e και C στο K̃+
. Παρατηρούμε εδώ ότι

για κάθε e ∈ E(H+) οι κορυφές της e ανήκουν στο K̃. Τέλος, υπάρχουν

|e| μονοπάτια ανάμεσα στα e και C, διαφορετικά θα είχαμε αντίφαση στην

επιλογή της δεντροαποσύνθεσης. Για αυτό, ας παρατηρήσουμε ότι εάν δεν

υπάρχουν |e| ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια ανάμεσα στα e και C τότε

υπάρχει ένας διαχωριστής των e και C μεγέθους αυστηρά μικρότερου από

|e|. Τότε, χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα όπως στην απόδειξη του

Ισχυρισμού 9 και του Ισχυρισμού 10, καταλήγουμε σε αντίφαση της επιλο-

γής της T . Συνεπώς όλες οι συνθήκες που απαιτούνται για να αληθεύει ο

Ισχυρισμός 11 ισχύουν.

Σκοπός μας τώρα είναι να βρούμε στο G\Ai0 έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο

τοίχο Ŵ ύψους f4(h) · k. Από τα (β),(γ), και (6.4), όλες οι άχρηστες ακμές

του K̃ ενάγονται από τα σύνολα ∂K̃+R, R ∈ F , όπου τα K̃[∂K̃+R] είναι

ισομορφικά είτε με το K2 είτε με το K3. Το επόμενο μας βήμα είναι να

αποδείξουμε ότι, και στις δύο περιπτώσεις, μπορούμε να βρούμε έναν ισόπεδο

υποδιαιρεμένο τοίχο στο G\Ai0 ύψους f4(h)·k ο οποίος δεν περιέχει καθόλου

άχρηστες ακμές.

Περίπτωση 1. Το K̃[∂K̃+R] είναι ισομορφικό με το K2. Τότε, από το (γ),

υπάρχει ένα μονοπάτι στο R του οποίου τα άκρα είναι οι κορυφές στο ∂K̃+R

και τέτοιο ώστε οι εσωτερικές του κορυφές είναι ιπτάμενες.
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Περίπτωση 2. Το K̃[∂K̃+R] είναι ισομορφικό με το K3. Ο Ισχυρισμός 10,

συνδυασμένος με τα γεγονότα ότι Ṽ ∪Ai0 ⊆ Xi0 και ότι ∀R∈F ∂K̃+R ⊆ Xi0 ,

συνεπάγονται ότι υπάρχει μία ιπτάμενη κορυφή vR στο R και ξένα ως προς

κορυφές μονοπάτια ανάμεσα στην vR και τις κορυφές του ∂K̃+R των οποίων

οι εσωτερικές κορυφές είναι επίσης ιπτάμενες.

Η παραπάνω ανάλυση περιπτώσεων συνεπάγεται ότι για κάθε R ∈ F
η ακμή {x, y} ή το τρίγωνο με κορυφές {x, y, z}, που ενάγεται από τα

∂K̃+R μπορεί να αντικατασταθεί, χρησιμοποιώντας υποδιαιρέσεις ή ∆Y -

μετασχηματισμούς από ένα ιπτάμενο μονοπάτι ανάμεσα στις x και y ή από

τρία ιπτάμενα μονοπάτια από μία ιπτάμενη κορυφή vR στις x, y, και z αν-

τίστοιχα. Καθώς όλες οι ακμές αυτών των μονοπατιών είναι ιπτάμενες, δεν

μπορούν να είναι άχρηστες και συνεπώς υπάρχουν επίσης στο G \Ai0 . Είμα-

στε τώρα σε θέση να εφαρμόσουμε την Παρατήρηση 6.2 και το Λήμμα 6.6 και

να διασφαλίσουμε ότι το G̃ \ Ai0 περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο

Ŵ ύψους f4(h) · k τέτοιον ώστε

(I) E(Ŵ ) ∩ Ẽ = ∅ (ας θυμηθούμε ότι το Ẽ είναι το σύνολο όλων των

άχρηστων ακμών) και

(II) ο Ŵ είναι ισομορφικός με μια υποδιαίρεση του W̃ .

Συνεπώς, από το (Ι), ο Ŵ είναι ένας ισόπεδος υποδιαιρεμένος τοίχος ύψους

f4(h) · k στο G \Ai0 .

΄Εστω ότι τα C̃ και Ĉ είναι τα σύνολα των γωνιών των W̃ και Ŵ αν-

τίστοιχα. Συμβολίζουμε με σ την αντιστοιχία από το C̃ στο Ĉ που ενά-

γεται από τον ισομορφισμό στο (ΙΙ). Επαυξάνουμε επίσης την σ ορίζοντας

φ = σ ∪ {(x, x) | x ∈ V (W̃ ) \ C(W̃ )}.
΄Εστω ότι η K̂ είναι η περιφέρεια του Ŵ στο G\Ai0 . Ισχυριζόμαστε ότι η

D̂ = {D ∩ K̂ | D ∈ D̃+}
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είναι μία περιφερειακή διαίρεση της K̂. Αυτό είναι εύκολο να επιβεβαιωθεί σε

ότι αφορά τις Ιδιότητες (1–4). Η Ιδιότητα (5) έπεται από την παρατήρηση ότι

η απεικόνιση φ, που ορίστηκε παραπάνω, είναι ένας ισομορφισμός ανάμεσα

στα HK̃+ και H
K̂
.

Μέχρι στιγμής, έχουμε βρει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο Ŵ στο

G \ Ai0 και μία περιφερειακή διαίρεση της περιφέρειάς του K̂. Καθώς κάθε

πτερύγιο στην D̂ είναι υπογράφημα ενός πτερυγίου στην D̃+ συνεπάγεται ότι

όλα τα πτερύγια στην D̂ έχουν δεντροπλάτος το πολύ f3(h, k). Εφαρμόζοντας

το Λήμμα 6.10 |Ai0 | − an(H) + 1 φορές, έπεται ότι υπάρχει ένα σύνολο

A ⊆ Ai0 , τέτοιο ώστε |A| ≤ an(H)− 1 και το G \ A περιέχει έναν ισόπεδο

υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους k τέτοιον ώστε W ⊆ Ŵ . Επιπλέον, V (K) ∩
Ai0 = ∅, όπου K είναι η περιφέρεια του W στο G \A. ΄Οπως παραπάνω, η

D = {D ∩K | D ∈ D̂}

είναι μία περιφερειακή διαίρεση της K, όπου όλα τα πτερύγιά της έχουν δεν-

τροπλάτος το πολύ f3(h, k). Το θεώρημα έπεται καθώς η f3 είναι μια γραμμική

συνάρτηση στο k.

Το ακόλουθο πόρισμα δίνει μία πιο ακριβή περιγραφή της δομής των γρα-

φημάτων που αποκλείουν κάποιο απόγειο γράφημα σαν ελάσσον.

Πόρισμα 6.1. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f τέτοια ώστε για

κάθε δύο γραφήματα H και G, όπου το H είναι ένα απόγειο γράφημα, και

κάθε k ∈ N ισχύει ένα από τα παρακάτω:

1. tw(G) ≤ f(h) · k, όπου h = n(H).

2. Το H είναι ελάσσον του G.

3. Το G περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W όπου
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• ο W έχει ύψος k και

• η περιφέρεια του W έχει μία περιφερειακή διαίρεση D τέτοια ώστε

κάθε εσωτερικό πτερύγιο της D έχει δεντροπλάτος το πολύ f(h)·k.

6.5 Πλακοστρώσεις του Επιπέδου

Σε αυτή την ενότητα αναφέρουμε τρία θεωρήματα που απορρέουν από το

Θεώρημα 6.1. Δύο από αυτά είναι ήδη γνωστά και θα μας φανούν επίσης

χρήσιμα στο μεθεπόμενο κεφάλαιο ενώ το τρίτο μπορεί να χρησιμοποιηθεί

για να τα «δέσει» όλα μαζί μέσω πλακοστρώσεων.

Πριν προχωρήσουμε όμως στα θεωρήματα αυτά, ας ορίσουμε μερικές έν-

νοιες από τις πλακοστρώσεις οι οποίες είναι απαραίτητες.

6.5.1 Κανονικές Πλακοστρώσεις του Επιπέδου

Μία πλακόστρωση (tiling) του επιπέδου T είναι μία αριθμήσιμη οικογένεια

από κλειστά σύνολα T = {T1, T2, . . .} τα οποία καλύπτουν το επίπεδο χωρίς

κενά ή επικαλύψεις. Ακριβέστερα, η ένωση των συνόλων T1, T2, . . . είναι όλο

το επίπεδο και τα εσωτερικά των συνόλων Ti είναι ανά δύο ξένα.

Σχήμα 6.12: Μία μονοεδρική πλακόστρωση του επιπέδου.

Τα πλακάκια που θεωρούμε σε αυτή την ενότητα είναι τοπολογικοί δίσκοι
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και μας αφορούν μόνο μονοεδρικές πλακοστρώσεις, όπου με τη λέξη μονο-

εδρικές (monohedral) εννοούμε ότι όλα τα πλακάκια στην πλακόστρωση T
έχουν το ίδιο μέγεθος και σχήμα. Για παράδειγμα μίας μονοεδρικής πλα-

κόστρωσης, δείτε το Σχήμα 6.12. Μία μονοεδρική πλακόστρωση του επι-

πέδου από ένα κανονικό πολύγωνο καλείται κανονική πλακόστρωση (regular

tiling) του επιπέδου.

Στην επόμενη υποενότητα θα δούμε ότι τα τρία θεωρήματα που αναφέραμε

ορίζουν από μία κανονική πλακόστρωση του επιπέδου όπου καμμία δεν είναι

ίδια με την άλλη, η μία από αυτές είναι αυτοδυϊκή και οι άλλες δύο δυϊκές με

την γραφοθεωρητική έννοια.

6.5.2 Τα Θεωρήματα και οι Πλακοστρώσεις

Ας ξεκινήσουμε τώρα την διατύπωση των θεωρημάτων.

Θεώρημα 6.2 (Θεώρημα Αποκλεισμένης Σχάρας για Ελάσσονα [53]). Υπ-

άρχει μια υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια ώστε για κάθε δύο

γραφήματα H και G, και k ∈ N, εάν tw(G) ≥ f(n(H)) · k και το G δεν

περιέχει το H σαν ελάσσον τότε το G περιέχει την (k×k)-σχάρα ως ελάσσον.

Σχήμα 6.13: Η κανονική πλακόστρωση του επιπέδου με τετράγωνα πλακάκια.
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Αυτό είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι προκύπτει από το Θεώρημα 6.1

αφού κάθε (k × k)-σχάρα είναι ελάσσον ενός τοίχου ύψους k. Προσέχουμε

τώρα ότι η (k× k)-σχάρα μπορεί να ιδωθεί ως η κανονική πλακόστρωση του

επιπέδου με τετράγωνα πλακάκια. (Δείτε το Σχήμα 6.13.)

Ας προχωρήσουμε τώρα στο επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 6.3 (Θεώρημα Αποκλεισμένης Σχάρας για Συνθλίψεις [83]).

Υπάρχει μια υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια ώστε για κάθε δύο

γραφήματα H και G, όπου το H είναι απόγειο και συνεκτικό, και k ∈ N, εάν
tw(G) ≥ f(n(H)) · k και το G δεν περιέχει το H σαν ελάσσον τότε το G

περιέχει το Γk σαν σύνθλιψη.

Αντίστοιχα με πριν είναι σχετικά εύκολο να δούμε ότι το Θεώρημα 6.3

μπορεί να προκύψει σαν πόρισμα του Πορίσματος 6.1. Ας προσέξουμε πάλι ότι

η (k×k)-τριγωνοποιημένη σχάρα μπορεί να ιδωθεί ως η κανονική πλακόστρω-

ση του επιπέδου από ισόπλευρα τρίγωνα πλακάκια. (Δείτε το Σχήμα 6.14.)

Σχήμα 6.14: Η κανονική πλακόστρωση του επιπέδου από ισόπλευρα τρίγωνα

πλακάκια.

Ας πάμε τώρα και στο τελευταίο θεώρημα αυτής της ενότητας το οποίο,
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παρόμοια με πριν, εγγυάται την ύπαρξη ενός μεγάλου τοίχου ως τοπολογικό

ελάσσον σε ένα γράφημα G αρκετά μεγάλου δεντροπλάτους που αποκλείει

ένα γράφημα H σαν ελάσσον.

Θεώρημα 6.4 (Θεώρημα Αποκλεισμένης Σχάρας για Τοπολογικά Ελάσ-

σονα). Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια ώστε για

κάθε δύο γραφήματα H και G, και k ∈ N, εάν tw(G) ≥ f(n(H)) · k και το

G δεν περιέχει το H σαν ελάσσον τότε το G περιέχει το Wk σαν τοπολογικό

ελάσσον.

Σχήμα 6.15: Η κανονική πλακόστρωση του επιπέδου από κανονικά εξάγωνα

πλακάκια.

Είναι πολύ εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι το προαναφερθέν θεώρημα προ-

κύπτει από το Θεώρημα 6.1. Προσέχουμε τώρα ότι, όπως πρίν, ο τοίχος ύψους

k μπορεί να ιδωθεί ως η κανονική πλακόστρωση του επιπέδου από κανονι-

κά εξάγωνα πλακάκια, τα οποία ονομάζονται αλλιώς κερήθρες. (Δείτε το

Σχήμα 6.15.)

Ας προσέξουμε επίσης ότι ενώ οι κερήθρες της πλακόστρωσης και τα

τούβλα του τοίχου είναι ισοδύναμα με την τοπολογική έννοια, δεν είναι ισο-
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δύναμα με την γεωμετρική έννοια.

Σχόλιο 3. Ας προσέξουμε εδώ ότι το Θεώρημα 6.3 διαφέρει από τα Θεω-

ρήματα 6.2 και 6.4 με την εξής έννοια. Ενώ για τα τα Θεωρήματα 6.2 και 6.4

αρκεί ο αποκλεισμός ενός οποιουδήποτε γραφήματος H σαν ελάσσον για την

ύπαρξη της σχάρας και του τοίχου σαν ελάσσον και τοπολογικό ελάσσον

αντίστοιχα, για την ύπαρξη της τριγωνοποιημένης σχάρας ως σύνθλιψη εί-

ναι αναγκαίος ο επιπλέον περιορισμός ότι το αποκλεισμένο γράφημα είναι

απόγειο [83]. Θα θέλαμε εδώ να σχολιάσουμε επίσης ότι στο μεθεπόμενο

κεφάλαιο θα χρησιμοποιήσουμε το Θεώρημα 6.4 και μια παραλλαγή του για να

ορίσουμε την έννοια της δισδιαστατότητας σε παραμέτρους που είναι κλειστές

ως προς τοπολογικά ελάσσονα (απόστασης).

Είναι γνωστό ότι, στο επίπεδο, η πλακόστρωση με τετράγωνα πλακάκια

είναι αυτοδυϊκή με την τοπολογική έννοια και οι πλακοστρώσεις με ισόπλευρα

τρίγωνα και κερήθρες είναι δυϊκές. Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 6.16.

Σχήμα 6.16: Η δυϊκότητα των πλακοστρώσεων με ισόπλευρα τρίγωνα και

κερήθρες.

Ας προσέξουμε τώρα την ακόλουθη.

Παρατήρηση 6.5. Η δυϊκότητα των πλακοστρώσεων με ισόπλευρα τρίγωνα

και κερήθρες καθώς και η αυτοδυϊκότητα της πλακόστρωσης με τετράγωνα
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μπορούν να επεκταθούν από το επίπεδο στον κόσμο των γραφημάτων που

αποκλείουν κάποιο απόγειο γράφημα σαν ελάσσον και έχουν αρκετά μεγάλο

δεντροπλάτος.





ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 7

Απαγορεύοντας Εμβυθίσεις σε Γραφήματα Εμβαπτισμένα

σε Επιφάνειες

Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε πως μπορούμε, χρησιμοποιώντας το Ισχυ-

ρό Δομικό Θεώρημα της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων, να αποδείξουμε

μία βελτιστοποιημένη έκδοση του Ασθενούς Δομικού Θεωρήματος. ΄Οπως

έχουμε επανειλημμένα δει η σχέση του ελάσσονος έχει μελετηθεί εκτενώς

(δείτε, για παράδειγμα, τις [14, 25, 69, 105, 139, 193, 195, 197, 213, 219]).

Ωστόσο, η σχέση της εμβύθισης μόλις πρόσφατα έγινε αντικείμενο εντο-

νότερης μελέτης [1, 17, 58, 101, 109, 119]. Στην [58], οι DeVos και άλλοι

απέδειξαν ότι για κάθε θετικό ακέραιο t, κάθε απλό γράφημα με ελάχιστο βαθ-

μό τουλάχιστον 200t περιέχει το πλήρες γράφημα με t κορυφές σαν (ισχυρή)

εμβύθιση και στην [81] οι Ferrara και άλλοι, δοσμένου ενός γραφήματος H,

παρέχουν ένα κάτω φράγμα στον ελάχιστο βαθμό οποιουδήποτε γραφήματος

G έτσι ώστε να διασφαλίσουν ότι ένα γράφημα H περιέχεται στο G σαν εμ-
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βύθιση. Πιο πρόσφατα, στην [216], οι Seymour και Wollan απέδειξαν ένα

δομικό θεώρημα για τα γραφήματα που αποκλείουν πλήρη γραφήματα σαν

εμβυθίσεις.

Στο πλαίσιο των χρωματισμών γραφημάτων, οι Abu-Khzam και Langston

στην [1] έδωσαν στοιχεία που υποστηρίζουν το ανάλογο της εικασίας του

Hadwiger για την σχέση των εμβυθίσεων, δηλαδή την εικασία που ισχυρίζεται

ότι εάν ο χρωματικός αριθμός ενός γραφήματοςG είναι τουλάχιστον t, τότε το

G περιέχει το πλήρες γράφημα σε t κορυφές σαν εμβύθιση, και την απέδειξαν

για t ≤ 4. Η εικασία αυτή έχει επίσης αποδειχθεί για t = 5, 6 και t ≤ 7

από τους Lescure και Meyniel στην [146] και από τους DeVos και άλλους

στην [59] ανεξάρτητα. Το πιο πρόσφατο αποτέλεσμα σε χρωματισμούς είναι

μία προσέγγιση του χρωματικού αριθμού λίστας (list coloring number) σε

γραφήματα που αποκλείουν το πλήρες γράφημα σαν εμβύθιση [119].

Τέλος, σε αλγοριθμικά πλαίσια, στην [109], οι Grohe και άλλοι, έδωσαν

έναν κυβικού χρόνου αλγόριθμο που αποφασίζει εάν ένα συγκεκριμενοποιη-

μένο γράφημα H περιέχεται σε ένα εισαγόμενο γράφημα G σαν εμβύθιση.

Σε αυτό το κεφάλαιο, εμπνευσμένοι από το Ασθενές Δομικό Θεώρημα της

Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων, αποδεικνύουμε έναν δομικό χαρακτηρισμό

για τα γραφήματα που εμβαπτίζονται σε κάποια επιφάνεια φραγμένου γένους.

Για την ακρίβεια, δείχνουμε ότι εάν το G είναι ένα γράφημα που εμβαπτίζεται

σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ και το H είναι ένα συγκεκριμενοποιημένο

γράφημα τότε συμβαίνει ένα από τα ακόλουθα: Είτε το G έχει φραγμένο

δεντροπλάτος (από μία υπολογίσιμη συνάρτηση που εξαρτάται μόνο από το

γ και το H) είτε το G έχει «μικρή» ακμοσυνεκτικότητα (όπου το φράγμα

εξαρτάται μόνο από το H), είτε το G περιέχει το H σαν εμβύθιση.

Ας προχωρήσουμε τώρα στις ακόλουθες έννοιες που είναι απαραίτητες για

την απόδειξη αυτού του αποτελέσματος.
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7.1 Απαραίτητες έννοιες

Τοίχων συνέχεια. ΄Εστω ότι W είναι ένας τοίχος ύψους k. Συμβο-

λίζουμε με Li το i-οστό στρώμα του W , i ∈ [dk2e]. Συμβολίζουμε επίσης με

Ai τον δακτύλιο που ορίζεται από τους κύκλους Li και Li+1, δηλαδή, από το

i-οστό και (i+ 1)-οστό στρώμα, i ∈ [dk2e − 1]. Δοσμένου ενός δακτυλίου A

που ορίζεται από δύο κύκλους C1 και C2, συμβολίζουμε με A
o
το εσωτερικό

του A, δηλαδή, το A \ (C1 ∪ C2).

΄Ενας υποδιαιρεμένος τοίχος ύψους k καλείται σφικτός (tight) εάν

1. ο κλειστός δίσκος που ορίζεται από το πλέον εσωτερικό (dk2e-οστό)
στρώμα του W είναι μεγιστικός ως προς ακμές (για λόγους ομοιομορ-

φίας θα συμβολίζουμε αυτόν τον δίσκο με Ad k
2
e),

2. για κάθε i ∈ [dk2e − 1] ο δακτύλιος Ai είναι μεγιστικός ως προς ακμές

υπό την συνθήκη ότι ο Ai+1 είναι μεγιστικός ως προς ακμές.

Δοσμένου ενός τοίχου W και ενός στρώματος L του W , που είναι δια-

φορετικό από την περίμετρο του W , έστω ότι ο W ′ είναι ο υποτοίχος του W

με περίμετρο L. Ο W ′ καλείται επίσης υποτοίχος του Wπου ορίζεται από το

L. Καλούμε τις ακόλουθες κορυφές, σημαντικές (important) κορυφές του

L: Τις πρωταρχικές κορυφές του W που ανήκουν στο L και έχουν βαθμό

2 στον υποβόσκοντα μη-υποδιαιρεμένο τοίχο του W ′ αλλά δεν είναι γωνίες

του W ′ (όπου υποθέτουμε ότι ο W ′ μοιράζεται τις πρωταρχικές κορυφές του

W ). Δείτε το Σχήμα 7.1.

Παρατήρηση 7.1. ΄Ενα στρώμα L ενός τοίχουW το οποίο είναι διαφορετικό

από την περίμετρό του και ορίζει έναν υποτοίχο W ′ του W ύψους k περιέχει

ακριβώς 4k − 2 σημαντικές κορυφές.

Από το Λήμμα 6 στην [83] και το Λήμμα 6.3 προκύπτει το ακόλουθο.
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Σχήμα 7.1: Οι σημαντικές κορυφές του δεύτερου στρώματος ενός τοίχου

ύψους 5.

Λήμμα 7.1. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα εμβαπτισμένο σε μία επι-

φάνεια γένους Eüler γ. Εάν tw(G) ≥ 48 ·(γ+1)
3
2 ·(k+5) τότε το G περιέχει

σαν υπογράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο ύψους k, του οποίου η περιφέρεια

στο G είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό δίσκο ∆.

Ορθόγωνιοι Σχεδιασμοί ΄Ενας ορθογώνιος σχεδιασμός (orthogonal

drawing) ενός γραφήματος G σε μία σχάρα Γ είναι μία απεικόνιση που απει-

κονίζει

• τις κορυφές v ∈ V (G) σε υποσχάρες Γ(v), οι οποίες καλούνται κουτιά

(boxes), έτσι ώστε για κάθε u1, u2 ∈ V (G) με u1 6= u2, Γ(u1) ∩
Γ(u2) = ∅, και

• τις ακμές {u1, u2} ∈ E(G) σε (u′1, u
′
2)-μονοπάτια των οποίων οι εσω-

τερικές κορυφές ανήκουν στο Γ−
⋃
v∈V (G) Γ(v), τα άκρα τους u′i (που

καλούνται συνδετικές (joining) κορυφές των Γ(ui)) ανήκουν στην πε-
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ρίμετρο της Γ(ui), i ∈ [2], και για κάθε δύο ξένες ακμές ei ∈ E(G),

i ∈ [2], τα αντίστοιχα μονοπάτια είναι ξένα ως προς ακμές.

Είναι γνωστό ότι:

Λήμμα 7.2 ([19]). Εάν το G είναι ένα απλό γράφημα τότε επιδέχεται έναν

ορθογώνιο σχεδιασμό σε μία (m+n
2 × m+n

2 )-σχάρα. Επιπροσθέτως, το μέγε-

θος του κουτιού κάθε κορυφής v είναι
deg(v)+1

2 × deg(v)+1
2 .

7.2 Προκαταρκτικά Συνδυαστικά Λήμματα

Δέντρο αποκόλλησης της P στην u ΄Εστω ότι τοG είναι ένα γράφη-

μα εμβαπτισμένο σε έναν κλειστό δίσκο ∆, οι v, v1, v2, . . . , vk είναι διακεκρι-

μένες κορυφές του G και η P = {Pi | i ∈ [k]} είναι μία οικογένεια από k

σύρροα και ξένα ως προς ακμές μονοπάτια τέτοια ώστε το Pi είναι ένα μο-

νοπάτι από την v στην vi, i ∈ [k]. ΄Εστω ότι η u ∈ V (G) \ {v, vi | i ∈ [k]}
ανήκει σε περισσότερα από ένα μονοπάτια στην P. Ας υποθέσουμε ότι η

Pu = {Pi1 , Pi2 , . . . , Pir} είναι η οικογένεια των μονοπατιών στην P που πε-

ριέχουν την u. ΄Εστω ότι ο ∆u είναι ένας κλειστός δίσκος γύρω από την u.

Συμβολίζουμε με e1
ir

και e2
ir

τις ακμες τους Pij που είναι προσπίπτουσες στην

u, j ∈ [r]. Δοσμένης μιας οποιασδήποτε ακμής e με u ∈ e, συμβολίζουμε με

ue το κοινό της σημείο με το σύνορο του ∆u. Κατασκευάζουμε ένα δέντρο

Tu με τον ακόλουθο τρόπο και το καλούμε, δέντρο αποκόλλησης της P στην

u (detachment tree of P in u).

Θεωρούμε το εξωεπίπεδο
1
γράφημα που προκύπτει από το σύνορο του

∆u προσθέτοντας τις ακμές {u1
eij
, u2

eij
}, j ∈ [r]. Υποδιαιρούμε τις ακμές

{ue1ij , ue2ij }, j ∈ [r], καταλλήγοντας σε ένα επίπεδο γράφημα. Για κάθε

1
Καλούμε ένα γράφημα εξωεπίπεδο εάν είναι επίπεδο γράφημα και όλες οι κορυφές του

βρίσκονται στην εξωτερική όψη.
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φραγμένη όψη f του γραφήματος, έστω ότι το V (f) συμβολίζει το σύνολο

των κορυφών που ανήκουν στην f . Προσθέτουμε μία νέα κορυφή vf στο

εσωτερικό της και την κάνουμε γειτονική με τις κορυφές του (V (f) ∩ {ue |
e ∈ u}) \ {u1

eij
, u2

eij
| j ∈ [r]}. Τέλος, αφαιρούμε τις ακμές των οποίων και

τα δύο άκρα βρίσκονται στο σύνορο του ∆u. Συμβολίζουμε αυτό το δέντρο

με Tu. Ας προσέξουμε ότι για κάθε e με u ∈ e, η κορυφή ue είναι φύλλο του

Tu. (Δείτε το Σχήμα 7.2.)

(δ)

P1 u

∆u
P2

P3

u3
2

u1
2

u2
2

u3
1

ue1

ue3

ue4

u2
1

u

u1
2

u2
2

u3
1

ue1

ue3

ue4

u2
1

u1
2

u2
2

u3
1 ue3

ue4

u2
1

ue1

u3
2

ue2ue2

ue2

u1
1

u1
1

u3
2 u1

1

(α) (β)

(γ)

Σχήμα 7.2: Παράδειγμα της κατασκευής ενός δέντρου αποκόλλησης.

Αντικαθιστούμε την u με το Tu σύμφωνα με τον ακόλουθο τρόπο. Πρώτα

υποδιαιρούμε κάθε ακμή e ∈ G προσπίπτουσα στην u, και συμβολίζουμε με ue

τη κορυφή που προστέθηκε μετά την υποδιαίρεση της ακμής e. Συμβολίζουμε

με Gs το προκύπτον γράφημα. Θεωρούμε τώρα το γράφημα Gr = (Gs\u)∪Tu
(όπου, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι V (G \ u) ∩ V (Tu) =

{ue | u ∈ e}). Το γράφημα Gr καλείται το γράφημα που προκύπτει από το G

αντικαθιστώντας την u με το δέντρο αποκόλλησης της P στην u.
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Δοσμένης μιας οικογένειας μονοπατιών P, συμβολίζουμε με O(P) το

σύνολο των κορυφών της P που ανήκουν σε περισσότερα από ένα μονοπάτια.

Παρατήρηση 7.2. ΄Εστω ότι οι k και h είναι θετικοί ακέραιοι και το G είναι

ένα πολυγράφημα που περιέχει σαν υπογράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W

ύψους h, του οποίου η περιφέρεια C είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό δίσκο

∆. Επιπλέον, έστω ότι οι v, vi, i ∈ [k], είναι κορυφές του W τέτοιες ώστε,

υπάρχει μία σύρροη οικογένεια P από k ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από

την v στις κορυφές vi, i ∈ [k]. Τέλος, έστω ότι η u ∈ V (C) \ {v, vi |
i ∈ [k]} ανήκει σε περισσότερα από ένα μονοπάτια της P. Το γράφημα Gr

που προκύπτει από το G αντικαθιστώντας την u με το δέντρο αποκόλλησης

της P στην u, Tu, περιέχει σαν υπογράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W ′

ύψους h, του οποίου η περιφέρεια είναι εμβαπτισμένη στον ∆ και υπάρχει μία

οικογένεια P ′ από k σύρροα ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στις vi,

i ∈ [k], στον W ′ τέτοια ώστε O(P ′) ⊆ O(P) \ {u}.

Απόδειξη. Ας προσέξουμε πρώτα ότι είναι αρκετό να αποδείξουμε την παρα-

τήρηση για την περίπτωση όπου u ∈ V (W ). ΄Εστω ότι οι e1, e2 (και e3) είναι

οι ακμές του W οι οποίες είναι προσπίπτουσες στην u. Παρατηρούμε τώρα

ότι οι κορυφές ue1 , ue2 (και ue3) είναι φύλλα του Tu. ΄Αρα, από ένα κλασικό

αποτέλεσμα, υπάρχει μία κορυφή u′ ∈ V (Tu) τέτοια ώστε υπάρχουν 2 (ή 3)

εσωτερικά ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια από την u′ στις ue1 και ue2 (και

ue3).

Διατυπώνουμε τώρα τους ακόλουθους βοηθητικούς ορισμούς. ΄Εστω ότι

το G είναι ένα πολυγράφημα που περιέχει σαν υπογράφημα έναν υποδιαιρεμένο

τοίχο ύψους k του οποίου η περιφέρεια είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό

δίσκο. ΄Εστω v ∈ Ad k
2
d, δηλαδή, έστω ότι η v είναι μία κορυφή η οποία

περιέχεται στον κλειστό δίσκο που ορίζεται από το πλέον εσωτερικό στρώμα

του W . ΄Εστω επίσης ότι το P είναι ένα μονοπάτι από την v στην περίμετρο
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του W . Για κάθε στρώμα j του τοίχου, 2 ≤ j ≤ dk2e, συμβολίζουμε με xjP

την πρώτη κορυφή του P (ξεκινώντας από την v) η οποία ανήκει επίσης στο

Lj και την καλούμε εισερχόμενη (incoming) κορυφή του P στο Lj .

Συμβολίζουμε με P j το μεγιστικό υπομονοπάτι του P που περιέχει την

v και περιέχεται εξ ολοκλήρου στον τοίχο που ορίζεται από το Lj . Συμβο-

λίζουμε με yjP το άκρο του στο Lj και το καλούμε εξερχόμενη (outgoing)

κορυφή του P στο Lj . Σημειώνουμε εδώ ότι οι xjP και yjP δεν είναι κατ᾿

ανάγκη διακεκριμένες κορυφές.

Λήμμα 7.3. ΄Εστω ότι οι l και k είναι θετικοί ακέραιοι, το G είναι ένα

γράφημα, ο W είναι ένας σφικτός υποδιαιρεμένος τοίχος ύψους k, ο οποιός

είναι υπογράφημα του G και του οποίου η περιφέρεια είναι εμβαπτισμένη σε

έναν κλειστό δίσκο ∆, και η v είναι μία κορυφή τέτοια ώστε v ∈ Ad k
2
e. Εάν

υπάρχουν l ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια Pi, i ∈ [l], από την v στις

κορυφές τις περιμέτρου τότε υπάρχει ένα τούβλο B του W με B ∩Ao

j−1 6= ∅
που περιέχει αμφότερες τις yjPi και xj−1

Pi
.

xj−1
Pi

yjPi yjPi

xj−1
Pi

Σχήμα 7.3: Αντικαθιστούμε τη διακεκομμένη με τελείες γραμμή του τοίχου

με την διακεκομμένη με παύλες.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε το αντίθετο. Τότε είναι εύκολο να δούμε ότι

μπορούμε να κατασκευάσουμε έναν δακτύλιο A′j τέτοιον ώστε Aj ( A′j και
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|E(Aj)| < |E(A′j)|, μία αντίφαση στην σφικτότητα του τοίχου. (Δείτε το

Σχήμα 7.3.)

Λήμμα 7.4. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας θετικός ακέραιος και το G είναι ένα πο-

λυγράφημα που περιέχει σαν υπογράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους

τουλάχιστον 4 ·k2 +1, του οποίου η περιφέρεια K είναι εμβαπτισμένη σε έναν

κλειστό δίσκο ∆. ΄Εστω επίσης ότι το V είναι ένα σύνολο από k κορυφές που

βρίσκονται στην περίμετρο P του W , των οποίων η απόσταση ανά δύο στον

υποβόσκοντα μη-υποδιαιρεμένο τοίχο είναι τουλάχιστον 2. Εάν υπάρχουν μία

κορυφή v ∈ A2·k2+1 και k εσωτερικά ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια από

την v σε κορυφές της P , τότε υπάρχουν k εσωτερικά ξένα ως προς κορυφές

μονοπάτια από την v στις κορυφές του V στο K.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε πρώτα, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι ο τοίχος

W είναι σφικτός. ΄Εστω ότι τα P1, P2, . . . , Pk είναι τα μονοπάτια από την v

στην P και, χωρίς βλαβη της γενικότητας, έστω ότι η [P1, P2, . . . , Pk, P1] είναι

η κυκλική διάταξη σύμφωνα με την οποία εμφανίζονται στον W δεξιόστροφα.

Ο στόχος μας είναι να αναδρομολογήσουμε τα μονοπάτια Pi, i ∈ [k], έτσι ώστε

να καταλήξουν στις κορυφές του V . ΄Εστω ότι το P ′i είναι το υπομονοπάτι του

Pi που ξεκινάει από την v και σταματάει την πρώτη φορά που το Pi συναντάει

το (k + 1)-οστό στρώμα του W , δηλαδή, έστω ότι P ′i = Pi[v, x
k+1
Pi

], i ∈ [k].

Θέτουμε j0 = k2 + 1. Θεωρούμε το στρώμα Lj0 και για κάθε i ∈ [k],

έστω ότι το Ti συμβολίζει το μονοπάτι του Lj0 που ξεκινάει από την xj0i

και καταλήγει στην xj0i+1 (θεωρούμενο δεξιόστροφα), όπου στην περίπτωση

i = k κάνουμε κατάχρηση του συμβολισμού και θεωρούμε ότι xj0k+1 = xj01

(δείτε το Σχήμα 7.4). ΄Εστω επίσης ότι i0 ∈ [k] είναι ο δείκτης για τον οποίο

το Ti0 περιέχει το μέγιστο πλήθος σημαντικών κορυφών ανάμεσα σε όλα τα

Ti. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι i0 = dk2e.
Από την Παρατήρηση 7.1, αφού το Lj0 ορίζει έναν υποτοίχοW ′ τουW ύψους



170 7.2. Προκαταρκτικά Συνδυαστικά Λήμματα

2 · k2 + 1, το Lj0 περιέχει ακριβώς 8 · k2 + 2 σημαντικές κορυφές. ΄Αρα, στο

εσωτερικό του Ti0 περιέχονται τουλάχιστον 7k σημαντικές κορυφές. ΄Εστω

ότι το {u1, u2, . . . , uk} είναι ένα σύνολο διαδοχικών σημαντικών κορυφών

στο Ti0 οι οποίες εμφανίζονται με αυτή τη σειρά, ξεκινώντας από την xj0i0
προς την xj0i0+1, τέτοιες ώστε τα μονοπάτια Ti0 [xj0i0 , u1] και Ti0 [uk, x

j0
i0+1] να

περιέχουν εσωτερικά τουλάχιστον 3k σημαντικές κορυφές.

Ti0

xj03

xj02
xj0k

xj0i0+1

xj0i0+2
Ti0+1

Lj0
xj0i0

xj01

T2

Tk T1

Σχήμα 7.4: Τα μονοπάτια Ti, i ∈ [k].

Ας παρατηρήσουμε ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υπο-

θέσουμε ότι οι κορυφές ui, i ∈ [k], ανήκουν στο βορειότερο μονοπάτι τουW ′.

Θυμόμαστε εδώ ότι κάθε πρωταρχική κορυφή w του W ′ ⊆W \P περιέχεται

σε ακριβώς ένα κάθετο μονοπάτι P
[v]
w του W . Για κάθε i ∈ [k] αντιστοιχούμε

ένα μονοπάτι Ri στην κορυφή ui με τον ακόλουθο τρόπο. ΄Εστω ότι το Ri

είναι το μεγιστικό υπομονοπάτι του P
[v]
ui που έχει την ui σαν άκρο και δεν

περιέχει καμμία από τις κορυφές που ανήκουν στο εσωτερικό του δίσκου που

ορίζεται από το Lj0 στην περιφέρεια του W . Ας προσέξουμε εδώ ότι, από

τον τρόπο που ορίστηκαν, τα μονοπάτια Ri, i ∈ [k], είναι ξένα ως προς τις

κορυφές τους. (Δείτε το Σχήμα 7.5)

Για κάθε i ∈ [k], συμβολίζουμε με ufi την σημαντική κορυφή του Lk+1 που

ανήκει επίσης στο Ri. Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι στον δακτύλιο που
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L′2 = Lj0−2

u1 u2 u3 u4 u5

Lj0

R1 R2 R3 R4 R5

L′1 = Lj0−1

Σχήμα 7.5: Οι σημαντικές κορυφές του Lj0 , τα στρώματα L′1 και L′2, και τα

μονοπάτια Ri.

ορίζεται από τα Lk+1 και L1 υπάρχουν k ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια

από τις ufi , i ∈ [k], στις κορυφές του V . Στο υπόλοιπο της απόδειξης,

χρησιμοποιώντας υπομονοπάτια των μονοπατιών Ri, i ∈ [k], και των dk−2
2 e

διαδοχικών στρωμάτων του W που προηγούνται του Lj0 αναδρομολογούμε

τα μονοπάτια P ′i , i ∈ [k], έτσι ώστε να καταλήγουν στις κορυφές ufi , i ∈ [k].

Ας προσέξουμε εδώ ότι μία τέτοια κατασκευή θα ολοκληρώσει την απόδειξη

του λήμματος.

Πρώτα, ας παρατηρήσουμε ότι για k περιττό (αντίστοιχα, άρτιο), το Lj0

περιέχει ένα (αντίστοιχα, δύο ξένα ως προς κορυφές) μονοπάτι F1 (αντίστοι-

χα, μονοπάτια F1 και F2) από την xj0i0 στην ui0 (αντίστοιχα, από την xj0i0 στην

ui0 και από την xj0i0+1 στην ui0+1).

Θεωρούμε τώρα τα dk−2
2 e διαδοχικά στρώματα του W που προηγούν-

ται του Lj0 , δηλαδή, τα στρώματα L′j = Lj0−j , j ∈ [dk−2
2 e]. Για κάθε
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j ∈ [dk−2
2 e], έστω ότι η uji0−j είναι η πρώτη κορυφή στην οποία το Ri0−j

συναντά το L′j ξεκινώντας από την ui0−j . Επιπλέον, στην περίπτωση όπου ο

k είναι περιττός (αντίστοιχα, άρτιος), για κάθε j ∈ [dk−2
2 e], έστω ότι η uji0+j

(αντίστοιχα, uji0+1+j) είναι η πρώτη κορυφή στην οποία το μονοπάτι Ri0+j

(αντίστοιχα, Ri0+1+j) συναντάει το L′j ξεκινώντας από την ui0+j (αντίστοι-

χα, ui0+1+j). (Δείτε, για παράδειγμα, τις κορυφές μέσα στα τετράγωνα στο

Σχήμα 7.5.)

Οδεύοντας προς τον απώτερό μας στόχο, χρειαζόμαστε τώρα να αποδεί-

ξουμε τον ακόλουθο.

Ισχυρισμός 12. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας περιττός (αντίστοιχα, άρτιος) α-

κέραιος. Για κάθε j ∈ [dk−2
2 e], υπάρχουν δύο ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια

F 1
j και F 2

j ανάμεσα στα ζεύγη κορυφών (xj0−ji0−j , u
j
i0−j) και (xj0−ji0+j , u

j
i0+j) (αν-

τίστοιχα, (xj0−ji0+1+j , u
j
i0+1+j)) τα οποία δεν τέμνουν τα μονοπάτια {Rl | i0−j <

l < i0 + j} (αντίστοιχα, {Rl | i0 − j < l < i0 + 1 + j}).

Απόδειξη του Ισχυρισμού 12. Πράγματι, αυτό ισχύει εφαρμόζοντας επαγω-

γικά τον συνδυασμό του Λήμματος 7.3 με τον ισχυρισμό ότι για κάθε

j ≤ 2 · k2 + 1 και κάθε p, q με 1 < p < q < k, οι εξερχόμενες κορυφές

των Pp−1 και Pq+1 και οι εισερχόμενες κορυφές των Pp και Pq στο στρώμα

Lj , y
j
p−1, y

j
q+1, x

j
p, και x

j
q αντίστοιχα εμφανίζονται στο Lj σύμφωνα με την

παρακάτω δεξιόστροφη διάταξη

[yjp−1, x
j
p, x

j
q, y

j
q+1]

στον σφικτό τοίχο W .

Κατασκευάζουμε αναδρομικά μία οικογένεια μονοπατιών P̃ = {P̃i | i ∈ [k]}
από την v στις {ufi | i ∈ [k]} με τον ακόλουθο τρόπο.
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xj0−1
4

u1 u2 u3 u4 u5

Lj0

R1 R2 R3 R4 R5

L′1 = Lj0−1L′2 = Lj0−2
xj01xj02xj03 xj04xj05

xj0−2
5

xj0−2
1

xj0−1
2

Σχήμα 7.6: Τμήμα των αναδρομολογημένων μονοπατιών.

Θέτουμε πρώτα,

P̃i0 = Pi0

[
v, xj0i0

]
∪ F1 ∪Ri0

[
ui0 , u

f
i0

]
P̃i0+1 = Pi0+1

[
v, xj0i0+1

]
∪ F2 ∪Ri0+1

[
ui0+1, u

f
i0+1

]
όπου το P̃i0+1 το θεωρούμε μόνο όταν ο k είναι άρτιος. ΄Επειτα, για κάθε

j ≤ dk−2
2 e, θέτουμε

P̃i0−j = Pi0−j

[
v, xj0−ji0−j

]
∪ F 1

j ∪Ri0−j
[
ui0−j , u

f
i0−j

]
Επιπλέον, για κάθε j ≤ dk−2

2 e, θέτουμε

P̃i0+j = Pi0+j

[
v, xj0−ji0+j

]
∪ F 2

j ∪Ri0+j

[
uji0+j , u

f
i0+j

]
στην περίπτωση που ο k είναι περιττός, και

P̃i0+1+j = Pi0+1+j

[
v, xj0−ji0+1+j

]
∪ F 2

j ∪Ri0+1+j

[
uji0+1+j , u

f
i0+1+j

]
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στην περίπτωση που ο k είναι άρτιος.

Ο Ισχυρισμός 12 συνεπάγεται ότι τα μονοπάτια στην P̃ = {P̃i | i ∈ [k]}
είναι ξένα ως προς κορυφές. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήμματος.

Για μια γενική προσέγγιση της θέσης των μονοπατιών στον τοίχο δείτε το

Σχήμα 7.6.

Αποδεικνύουμε τώρα το βασικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας.

Λήμμα 7.5. ΄Εστω ότι ο k είναι ένας θετικός ακέραιος και το G είναι ένα

k-ακμοσυνεκτικό πολυγράφημα εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler

γ που περιέχει έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους τουλάχιστον 4 · k2 + 1 σαν

υπογράφημα, του οποίου η περιφέρεια C είναι εμβαπτισμένη μέσα σε έναν

κλειστό δίσκο ∆. ΄Εστω επίσης ότι το S είναι ένα σύνολο κορυφών στην

περίμετρο του W των οποίων η απόσταση ανά δύο στον υποβόσκοντα μη-

υποδιαιρεμένο τοίχο είναι τουλάχιστον 2. Εάν |S| ≤ k τότε υπάρχουν μία

κορυφή v στον W και |S| ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στις

κορυφές του S.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι v ∈ A2k2+1 και u ∈ L1 είναι κορυφές οι οποίες

ανήκουν στον κλειστό δίσκο που ορίζεται από το στρώμα L2·k2+1 και στην

περίμετρο του τοίχου αντίστοιχα. Καθώς το G είναι k-ακμοσυνεκτικό, υπάρ-

χουν k ξένα ως προς ακμές μονοπάτια P1, P2, . . . , Pk τα οποία συνδέουν τις v

και u. Από την Πρόταση 3.1, μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα μονοπάτια είναι

σύρροα. ΄Εστω ότι η P ′ = {P ′i | i ∈ [k]} είναι η οικογένεια των μονοπατιών

P ′i = Pi[v, x
1
i ], i ∈ [k].

΄Εστω επίσης ότι το V είναι το σύνολο των κορυφών στο V (C)\(V (L1)∪
{v}) που περιέχονται σε περισσότερα από ένα μονοπάτια της P ′. Θεωρούμε το

γράφημα Ĝ που προκύπτει επαγωγικά αντικαθιστώντας κάθε κορυφή z ∈ V
με το δέντρο αποκόλλησης της P ′ στην z. Από την Παρατήρηση 7.2, το
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Ĝ περιέχει σαν υπογράφημα έναν τοίχο Ŵ ύψους 4 · k2 + 1 του οποίου η

περιφέρεια είναι εμβαπτισμένη στον ∆. Ας προσέξουμε επίσης ότι, καθώς

δεν έχουν συμβεί αλλαγές στις περίμετρο του W , οι W και Ŵ μοιράζονται

την ίδια περίμετρο. Επιπροσθέτως, ο Ŵ περιέχει k εσωτερικά ξένα ως προς

κορυφές μονοπάτια από την v στην περίμετρο του Ŵ . ΄Αρα, από το Λήμμα 7.4,

ο Ŵ περιέχει k ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια από την v στο S. Είναι τώρα

εύκολο να δούμε, συνθλίβοντας τα δέντρα Tz, z ∈ V (C) \ (V (L1)∪{v}), ότι
ο W περιέχει k ξένα ως προς ακμές μονοπάτια από την v στο S.

7.3 Κεντρικό Θεώρημα

Διατυπώνουμε τώρα και αποδεικνύουμε το κεντρικό θεώρημα αυτού του κε-

φαλαίου.

Θεώρημα 7.1. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια

ώστε για κάθε γράφημα G εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ

και κάθε γράφημα H ισχύει ένα από τα παρακάτω:

1. tw(G) ≤ f(γ) · λ · k, όπου λ = ∆(H) και k = m(H).

2. Το G δεν είναι λ-ακμοσυνεκτικό.

3. H≤imG.

Απόδειξη. ΄Εστω η

f(γ, λ, k) = 48 · (γ + 1)
3
2 ·
(

4 (4λ+ 1) k

2
+ 5

)
,

και ας υποθέσουμε ότι tw(G) ≥ f(γ, λ, k) και ότι το G είναι λ-

ακμοσυνεκτικό. Από το Λήμμα 7.1, προκύπτει ότι το G περιέχει σαν υπο-

γράφημα έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους 2 · (2λ + 1)k του οποίου η

περιφέρεια είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό δίσκο.
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Σε ότι ακολουθεί θα κατασκευάσουμε, χρησιμοποιώντας τον τοίχο, ένα

μοντέλο του H στην περιφέρεια του τοίχου. Από το Λήμμα 7.2, το H επι-

δέχεται έναν ορθογώνιο σχεδιασμό ψ σε μία(
m(H) + n(H)

2
× m(H) + n(H)

2

)
-σχάρα,

όπου το μέγεθος του κουτιού κάθε κορυφής v ∈ V (H) είναι

deg(v) + 1

2
× deg(v) + 1

2
.

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι η ψ μπορεί να μεταμορφωθεί σε έναν ορθο-

γώνιο σχεδιασμό φ στην σχάρα Γ μεγέθους(
2 (4λ+ 1) (m(H) + n(H))

2
+ 1

)
×2

(
2 (4λ+ 1) (m(H) + n(H)) + 2

2
+ 1

)
,

όπου το μέγεθος του κουτιού κάθε κορυφής είναι

(4(deg(v))2 + 2)× 2(4(deg(v))2 + 2),

οι συνδετικές κορυφές κάθε κουτιού έχουν ανά δύο απόσταση τουλάχιστον

δύο στην περίμετρο του κουτιού και καμμία συνδετική κορυφή δεν είναι γωνία

του κουτιού.

Επιπλέον, για κάθε κορυφή u ∈ Im(φ)\
⋃
v∈V (H) Γ(v) βαθμού 4, δηλαδή,

για κάθε κορυφή στην εικόνα της φ που βρίσκεται στην τομή δύο μονοπατιών,

υπάρχει ένα κουτί στη σχάρα μεγέθους (4 deg(u)2 +2)×2(4 deg(u)2 +2), το

οποίο συμβολίζουμε με Q(u), και περιέχει μόνο αυτή την κορυφή και κορυφές

των μονοπατιών στα οποία ανήκει. Συμβολίζουμε με ui, i ∈ [4], τις κορυφές

της Im(φ) που ανήκουν στο σύνορο του Q(u) και, για ομοιομορφία, τις

καλούμε κι αυτές συνδετικές κορυφές του Q(u).

Προς τον εντοπισμό ενός μοντέλου του H στην περιφέρεια του τοίχου ας

προσέξουμε ότι η σχάρα Γ περιέχει σαν υπογράφημα έναν τοίχο ύψους

(4λ+ 1) (m(H) + n(H))
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τέτοιον ώστε κάθε ένα από τα κουτιά, είτε κάποιο Γ(v), v ∈ V (H), είτε

κάποιο Q(v), όπου η v είναι η κοινή κορυφή δύο μονοπατιών στην εικόνα της

φ περιέχει έναν τοίχο W (v) ύψους 4 deg(v)2 + 1 και οι συνδετικές κορυφές

της Γ(v) (οι κορυφές vi, i ∈ [4], αντίστοιχα) ανήκουν στην περίμετρο του

τοίχου και έχουν απόσταση τουλάχιστον δύο σε αυτήν.

Θεωρούμε τώρα την απεικόνιση του H στον W όπου τα κουτιά Γ(v) και

Q(v) απεικονίζονται σε υποτοίχους W (v) του W ύψους 4 deg(v)2 + 1 και

συνδέονται από ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια όπως αυτά ενάγονται από

τον ορθογώνιο σχεδιασμό φ. Από το Λήμμα 7.5, καθώς κάθε W (v) έχει

ύψος 4 deg(v)2 + 1 και η περιφέρεια του είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό

δίσκο, υπάρχουν μία κορυφή zv ∈ V (W (v)) και deg(v) ξένα ως προς ακμές

μονοπάτια από την zv στις συνδετικές κορυφές τουW (v). Είναι τώρα εύκολο

να δούμε ότι η περιφέρεια του W , και άρα το G, περιέχει ένα μοντέλο του

H.

΄Αμεση απόρροια του Θεωρήματος 7.1 είναι ότι.

Πόρισμα 7.1. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια

ώστε για κάθε γράφημα G εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ

και κάθε k ∈ N ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

1. tw(G) ≤ f(γ) · k3
.

2. Το G δεν είναι k-ακμοσυνεκτικό.

3. Kk+1≤imG.

Ας προσέξουμε επίσης ότι για την περίπτωση όπου το γράφημα H είναι η

(k × k)-σχάρα τότε από το Θεώρημα 7.1 έπεται ότι.

Πόρισμα 7.2. Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια

ώστε για κάθε γράφημα G εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ

και κάθε k ∈ N ισχύει ένα από τα ακόλουθα:
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1. tw(G) ≤ f(γ) · k2
.

2. Το G δεν είναι k-ακμοσυνεκτικό.

3. Η (k × k)-σχάρα είναι εμβύθιση του G.

Ωστόσο, ένας ευθύς ισχυρισμός δείχνει ότι.

Θεώρημα 7.2 (Θεώρημα Αποκλεισμένης Σχάρας για Εμβυθίσεις). Υπάρ-

χει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N τέτοια ώστε για κάθε γράφημα

G εμβαπτισμένο σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ και κάθε k ∈ N ισχύει ένα

από τα παρακάτω:

1. tw(G) ≤ f(γ) · k.

2. Το G δεν είναι 4-ακμοσυνεκτικό.

3. Η (k × k)-σχάρα είναι εμβύθιση του G.

Απόδειξη. ΄Εστω η συνάρτηση

f(γ, k) = 48 · (γ + 1)
3
2 · ((43 + 3) · k + 5).

΄Εστω ότι το G είναι 4-ακμοσυνεκτικό και ότι tw(G) ≥ f(γ, k). Από το

Λήμμα 7.1, αφού tw(G) ≥ f(γ, k), έπεται ότι το G περιέχει σαν υπογράφημα

έναν υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους (43 + 3)k, του οποίου η περιφέρεια στο

G είναι εμβαπτισμένη σε έναν κλειστό δίσκο ∆.

Ας θεωρήσουμε τους k2
υποτοίχους του W ύψους (43 + 1) που προ-

κύπτουν μετά την αφαίρεση από τον τοίχο των μονοπατιών, P
[v]
(43+3)j

, P
[h]
(43+3)j

,

i, j ∈ [k]. Για κάθε i, j ∈ [k], ας συμβολίσουμε με W(i,j) τον υποτοίχο

που περιέχεται εντός του δίσκου που ορίζεται από τα μονοπάτια P
(h)
(43+3)(i−1)

,

P
(h)
(43+3)i

, P
[v]
(43+3)(j−1)

, και P
[v]
(43+3)j

. Στην περίπτωση οπου j = 1 και i = 1,
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θεωρούμε καταχρηστικά ως P
(h)
(43+3)(j−1)

και P
[v]
(43+3)(j−1)

τα μονοπάτια P
(h)
1

και P
[v]
1 , αντίστοιχα.

Από το Λήμμα 7.5 και την υπόθεση ότι το G είναι 4-ακμοσυνεκτικό, για

k = 4, προκύπτει ότι στην περιφέρεια κάθε ενός από αυτούς τους υποτοίχους

{W(i,j) | i, j ∈ [k]} υπάρχει μία κορυφή v(i,j) και τέσσερα ξένα ως προς

ακμές μονοπάτια από την v(i,j) στις κορυφές vn(i,j), v
s
(i,j), v

w
(i,j), και ve(i,j),

οι οποίες βρίσκονται στο βορειότερο, το νοτιότερο, το δυτικότερο, και το

ανατολικότερο μονοπάτι του τοίχου, αντίστοιχα.

Τέλος, θεωρούμε την απεικόνιση g((i, j)) = v(i,j) που απεικονίζει την

(i, j) κορυφή της (k× k)-σχάρας στην κορυφή v(i,j) του τοίχου W(i,j). Είναι

εύκολο να δούμε ότι η g είναι ένα μοντέλο εμβύθισης της k× k-σχάρας στην

περιφέρεια του τοίχου W και το θεώρημα έπεται καθώς η f είναι γραμμική

στο k.

Το Θεώρημα 7.2 επιβεβαιώνει ότι ένα γράφημα το οποίο είναι εμβαπτίσιμο

σε μία επιφάνεια γένους Eüler γ και το οποίο έχει αρκετά μεγάλο δεντρο-

πλάτος και αρκετά μεγάλη ακμοσυνεκτικότητα περιέχει μία αρκετά μεγάλη

σχάρα σαν εμβύθιση. Θεωρήματα τα οποία διασφαλίζουν την ύπαρξη με-

γάλων σχαρών μέσα σε γραφήματα ονομάζονται θεωρήματα αποκλεισμένων

σχαρών (excluded grid theorem) και όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο

διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο στην Θεωρία Δισδιαστατότητας.





ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 8

Παραμετρική Πολυπλοκότητα και η Θεωρία

Δισδιαστατότητας

8.1 Εισαγωγή στην Παραμετρική Πολυπλο-

κότητα

΄Οπως έχουμε ήδη αναφέρει στο Κεφάλαιο 5, ο μετά-αλγόριθμος που προ-

κύπτει από τα αποτελέσματα των P. Seymour και N. Robertson και αναγνω-

ρίζει, σε κυβικό χρόνο, τις κλάσεις γραφημάτων οι οποίες είναι κλειστές ως

προς ελάσσονα είχε ως συνέπεια την παρατήρηση ότι τα NP-πλήρη προβλήμα-

τα παρουσιάζουν «διαφορετικά επίπεδα δυσκολίας».

Ας θεωρήσουμε, για παράδειγμα, τα προβλήματα k-Κάλυμμα Κορυφών

και k-Χρωματισμός.

181
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k-Κάλυμμα Κορυφών (k-Vertex Cover)

Είσοδος: ΄Ενα γράφημα G και ένας ακέραιος k.

Παράμετρος: k.

Ερώτηση: Υπάρχει S ⊆ V (G) με |S| ≤ k τέτοιο ώστε

το γράφημα G \ S να μην περιέχει ακμές;

k-Χρωματισμός (k-Coloring)

Είσοδος: ΄Ενα γράφημα G και ένας ακέραιος k.

Παράμετρος: k.

Ερώτηση: Υπάρχει έγκυρος χρωματισμός των κορυφών

του G με k χρώματα;

Καθώς η κλάση των γραφημάτων που έχουν κάλυμμα κορυφών μεγέθους

k είναι κλειστή ως προς ελάσσονα υπάρχει ένας κυβικού χρόνου αλγόριθμος

που την αναγνωρίζει (και οι κρυμμένες σταθερές του οποίου εξαρτώνται μόνο

από την κλάση, δηλαδή από τον ακέραιο k).

Σε αντίθεση με το k-Κάλυμμα Κορυφών, ένας πολυωνυμικού χρόνου αλ-

γόριθμος για το πρόβλημα του k-Χρωματισμού δεν είναι αναμενόμενος όταν

το k είναι μεγαλύτερο ή ίσο του 3 αφού είναι γνωστό ότι ο 3-Χρωματισμός

είναι NP-πλήρες πρόβλημα και ένα τέτοιο αποτέλεσμα θα σήμαινε πως P =

NP.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι, η εξάρτηση της πολυπλοκότητας των δύο προ-

βλημάτων από τον ακέραιο k διαφέρει αισθητά. Ο στόχος της παραμετρικής

πολυπλοκότητας είναι η εύρεση τρόπων επίλυσης των NP-δύσκολων προβλη-

μάτων με μεγαλύτερη αποτελεσματικότητα από την τετριμμένη τεχνική της

«ωμής βίας» (brute force). Πιο συγκεκριμένα, σκοπός της είναι να περιορι-

στεί η εκθετική έκρηξη σε μία παράμετρο η οποία ελπίζουμε ότι είναι αρκετά

μικρότερη από το μέγεθος της εισόδου.

Τυπικά, δεδομένου ενός αλφαβήτου Σ, καλούμε παραμετροποίηση (pa-
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rameterization) του Σ∗ κάθε συνάρτηση κ : Σ∗ → N. Στη συνέχεια, για

κάθε πρόβλημα L ⊆ Σ∗, το ζεύγος (L, κ), οπού κ είναι μια παραμετροποίηση

του Σ∗, καλείται παραμετροποιημένο πρόβλημα (parameterized problem).

Για να διακρίνουμε τα παραμετροποιημένα προβλήματα από τα κλασικά θα

χρησιμοποιούμε το πρόθεμα p-, έτσι, για παράδειγμα, το πρόβλημα Κάλυμ-

μα Κορυφών στην παραμετροποιημένη του μορφή θα γράφεται p-Κάλυμμα

Κορυφών.

Ας προσέξουμε εδώ ότι η παραμετροποίηση κ ενος προβλήματος μπορεί

να είναι οποιαδήποτε συνάρτηση. Η κατανόηση της εξάρτησης της πολυπλο-

κότητας ενός παραμετροποιημένου προβλήματος από την παραμετροποίηση

του αποτελεί ένα από τα σπουδαιότερα αντικείμενα μελέτης της Παραμετρι-

κής Πολυπλοκότητας. (Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με την παρα-

μετροποίηση ενός προβλήματος, δείτε την [77].)

Η τυπική παραμετροποίηση (natural parameterization) είναι αυτή στην

οποία η παραμετροποίηση κ απεικονίζει το Σ∗ στο ζητούμενο μέγεθος μιας

λύσης. Για παράδειγμα, η τυπική παραμετροποίηση για το p-Κάλυμμα Κο-

ρυφών είναι το μέγεθος του.

΄Οπως είναι γνωστό, στην Κλασική Πολυπλοκότητα υπάρχει μια σειρά

από διαδοχικούς εγκλεισμούς κλάσεων πολυπλοκότητας. Σημαντικότεροι από

αυτούς είναι οι:

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME.

Αρκετές κλάσεις πολυπλοκότητας, προσεγγισμένες από τη σκοπιά της Θεω-

ρίας Παραμετρικής Πολυπλοκότητας, και οι εγκλεισμοί τους απεικονίζονται

παρακάτω:

FPT ⊆W[1] ⊆W[2] ⊆ · · · ⊆W[P] ⊆ XP.

Εικάζεται δε ότι οι εγκλεισμοί αυτοί είναι αυστηροί. ΄Εστω ότι το (I, k) είναι η

είσοδος ενός παραμετροποιημένου προβλήματος. Λέμε ότι το πρόβλημα αυτό
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ανήκει στην κλάση πολυπλοκότητας FPT, ή αλλιώς είναι παραμετρικά βατό

(fixed parameter tractable), εάν υπάρχει ένας αλγόριθμος ο οποίος επιλύει

το πρόβλημα σε χρόνο f(k)·|I|O(1)
, όπου |I| είναι το μέγεθος της εισόδου και

η f είναι μια τυχαία υπολογίσιμη συνάρτηση η οποία εξαρτάται αποκλειστικά

από το k.

Παραδείγματος χάριν, από τον μετά-αλγόριθμο των N. Robertson και P.

Seymour, μπορούμε να συνάγουμε ότι το πρόβλημα p-Κάλυμμα Κορυφών

ανήκει στην κλάση FPT. Ο παρακάτω απλός αναδρομικός αλγόριθμος επιλύει

το p-Κάλυμμα Κορυφών (παραμετροποιημένο ως προς το ζητούμενο μέγεθος

της λύσης) σε χρόνο 2k · n.

1. Εάν |E(G)| = 0, τότε επίστρεψε ΝΑΙ.

2. Εάν k = 0, τότε επίστρεψε ΟΧΙ.

3. Διάλεξε μία ακμή του γραφήματος e = {u, v}.

4. Κάλεσε αναδρομικά τον αλγόριθμο με εισόδους (G−u, k−1) και (G−
v, k − 1) και επίστρεψε ΝΑΙ αν τουλάχιστον μία από τις εισόδους επι-

στρέψει ΝΑΙ.

Η τεχνική που χρησιμοποιείται σε αυτό τον αλγόριθμο ονομάζεται τε-

χνική φραγμένου δέντρου αναζήτησης (depth-bounded search tree). Για

περισσότερα σε αυτή την τεχνική, δείτε, για παράδειγμα, στις [15, 30, 32,

80, 84, 107, 173–175]. Για περισσότερα σε αλγοριθμικές τεχνικές, δείτε

στις [11, 34, 47, 89, 108, 128, 148, 184, 215].

Στο πλαίσιο της Παραμετρικής Πολυπλοκότητας, η κλάση των παραμε-

τρικά βατών προβλημάτων είναι αντίστοιχη της κλάσης των πολυωνυμικά επι-

λύσιμων προβλημάτων στην Κλασική Πολυπλοκότητα.

Παρόμοια με τις πολυωνυμικού χρόνου και λογαριθμικού χώρου αναγωγές

στην Κλασική Πολυπλοκότητα, ορίζονται στην Παραμετρική Πολυπλοκότητα
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οι FPT αναγωγές. Πιο συγκεκριμένα, ας θεωρήσουμε δύο παραμετροποιη-

μένα προβλήματα (L, κ) και (L′, κ′) πάνω στα αλφάβητα Σ και Σ′ αντίστοιχα.

Μια συνάρτηση R : Σ∗ → Σ′∗ καλείται FPT αναγωγή (FPT reduction) του

προβλήματος (L, κ) στο πρόβλημα (L′, κ′) εάν ισχύουν τα εξής:

1. Για κάθε x ∈ Σ∗, το x ανήκει στην L εάν και μόνο εάν R(x) ανήκει

στην L′,

2. Το πρόβλημα υπολογισμού της R ανήκει στο FPT με παράμετρο κ(x),

δηλαδή υπολογίζεται σε χρόνο f(κ(x)) · |x|O(1)
, όπου η f είναι μία

υπολογίσιμη συνάρτηση, και

3. Υπάρχει υπολογίσιμη συνάρτηση g : N → N τέτοια ώστε για κάθε

x ∈ Σ∗, κ′(R(x)) ≤ g(κ(x)).

Είναι εύκολο να δούμε ότι η κλάση πολυπλοκότητας FPT είναι κλειστή

ως προς FPT αναγωγές. Οι ορισμοί των δύσκολων και πλήρων προβλημάτων

στην Παραμετρική Πολυπλοκότητα είναι αντίστοιχοι με τους ορισμούς της

Κλασικής Πολυπλοκότητας αν, αντί για πολυωνυμικού χρόνου αναγωγές,

θεωρήσουμε FPT αναγωγές.

΄Οπως η NP-δυσκολία ενός προβλήματος αποτελεί ένδειξη ότι ένα πρόβλη-

μα δεν είναι επιλύσιμο σε πολυωνυμικό χρόνο σε όρους της Κλασικής Πολυ-

πλοκότητας, έτσι και η απόδειξη ότι ένα πρόβλημα είναι δύσκολο για κάποια

από τις κλάσεις πολυπλοκότητας W[1], W[2], . . . , W[P], και XP αποτελεί

ένδειξη ότι ένα πρόβλημα δεν είναι παραμετρικά βατό.

Οι κύριες κλάσεις σε αυτή την ιεραρχία είναι οι: Το βασικό ανάλογο της

κλάσης πολυπλοκότητας NP είναι η W[1], η οποία είναι ένα ισχυρό ανάλογο,

καθώς ένα θεμελιώδες πρόβλημα το οποίο είναι πλήρες στην W[1] είναι το

πρόβλημα του Τερματισμού k-Βημάτων σε Μη-ντετερμινιστικές Μηχα-

νές Turing (k-Step Halting Problem for Nondeterministic Tur-

ing Machines) (με απεριόριστα μη-ντετερμινισμό και μέγεθος αλφάβητου)
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— αυτό το αποτέλεσμα πληρότητας παρέχει ένα ανάλογο του Θεωρήματος

του Cook της Κλασικής Πολυπλοκότητας. Για την ακρίβεια, αυτό σημαίνει

ότι ένας FPT αλγόριθμος για οποιοδήποτε W[1]-δύσκολο πρόβλημα θα έδι-

νε έναν αλγόριθμο χρόνου O(f(k)nc) για το πρόβλημα του Τερματισμού

k-Βημάτων σε Μη-ντετερμινιστικές Μηχανές Turing. Μία πηγή για

αναγωγές W[1]-δυσκολίας παρέχεται από το αποτέλεσμα ότι το πρόβλημα k-

Κλίκα (k-Clique) είναι πλήρες για την W[1]. Το k-Σύνολο Κυριαρχίας

είναι πλήρες στην W[2] και η XP είναι η κλάση όλων των προβλημάτων που

επιλύονται σε χρόνο O(ng(k)). Θα θέλαμε επίσης εδώ να σημειώσουμε την

ύπαρξη της κλάσης para-NP η οποία αποτελείται από όλα τα προβλήματα τα

οποία επιλύονται σε χρόνο FPT από μία μη-ντετερμινιστική μηχανή Turing.

Για εκτεταμένη εισαγωγή στην Παραμετρική Πολυπλοκότητα παραπέμπουμε

τον αναγνώστη στα βιβλία [66, 82, 172].

8.2 Τοπολογικά Ελάσσονα Απόστασης

8.2.1 Παράγοντες σε Γραφήματα

Στην [67], οι F. Dragan, F. Fomin, και P. Golovach απέδειξαν ότι το πρόβλη-

μα k-Δεντροπλάτος t-Παράγοντας (k-Tree-width t-Spanner) είναι πα-

ραμετρικά βατό όταν περιοριστούμε στην κλάση των γραφημάτων που απο-

κλείουν κάποιο απόγειο γράφημα H σαν ελάσσον.

Για την απόδειξη αυτή έδειξαν πρώτα ότι:

Θεώρημα 8.1 ([67]). ΄Εστω ότι το G είναι ένα επίπεδο γράφημα και το S

είναι ένας t-παράγοντας του G. Εάν το δεντροπλάτος του G είναι k τότε το

δεντροπλάτος του S είναι Ω
(
k
t

)
.

Κατόπιν χρησιμοποίησαν τις ιδέες της απόδειξής του για να δείξουν το

εξής γενικότερο ενδιάμεσο συνδυαστικό αποτέλεσμα.
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Θεώρημα 8.2 ([67]). ΄ΕστωH ένα απόγειο γράφημα. Για κάθε t-παράγοντα

S ενός γραφήματος G, το οποίο δεν περιέχει το H σαν ελάσσον, το δεντρο-

πλάτος του S είναι Ω(tw(G)) (όπου οι κρυμμένες σταθερές στο Ω εξαρτώνται

μόνο από το μέγεθος του H και το t).

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος βασίζεται στο Θεώρημα των E.

Demaine και M. Hajiaghayi το οποίο εγγυάται την ύπαρξη μιας αρκετά με-

γάλης σχάρας σε ένα γράφημα G το οποίο δεν περιέχει κάποιο γράφημα H

σαν ελάσσον και έχει αρκετά μεγάλο δεντροπλάτος (δείτε το Θεώρημα 6.2).

Η απόδειξη του Θεωρήματος 8.2, ωστόσο, καταλαμβάνει αρκετές σελίδες

και χρειάζεται να εμβαθύνει ιδιαίτερα στην Θεωρία Ελασσόνων Γραφημάτων.

Σε αυτή την ενότητα δείχνουμε πως μπορούμε να επεκτείνουμε το Θεώρη-

μα 6.1 έτσι ώστε να αποδείξουμε το Θεώρημα 8.2 με έναν απλούστερο τρόπο.

Ας ξεκινήσουμε όμως με τον ορισμό του t-παράγοντα.

΄Εστω t ένας θετικός ακέραιος, G ένα γράφημα, και S ένα παραγόμε-

νο υπογράφημα του G. Λέμε ότι το S είναι ένας (πολλαπλασιαστικός) t-

παράγοντας ((multiplicative) t-spanner) του G εάν για κάθε v, u ∈ V (G),

distS(u, v) ≤ t ·distG(u, v). Το t ονομάζεται συντελεστής έκτασης (stretch

factor) του S.

Λέμε επίσης ότι ένα γράφημα H είναι τοπολογικό ελάσσον απόστασης

(distance topological minor) ενός γραφήματος G εάν H ≤tm G και για κάθε

u, v ∈ V (H), ισχύει ότι distH(u, v) ≤ distG(u, v).

Θα αποδείξουμε τώρα δύο λήμματα τα οποία, σε συνδυασμό με το Πόρι-

σμα 6.1, μας επιτρέπουν να βρούμε τον τοίχο ύψους k σαν τοπολογικό ε-

λάσσον απόστασης σε ένα γράφημα G το οποίο δεν περιέχει ένα συγκε-

κριμενοποιημένο απόγειο γράφημα H σαν ελάσσον και έχει αρκετά μεγάλο

δεντροπλάτος.

Λήμμα 8.1. ΄Εστω ότι οι k και d θετικοί ακέραιοι, το G είναι ένα γράφημα το

οποίο περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχοW ύψους k σαν υπογράφημα,
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και x, y ∈ V (W ). Εάν υπάρχουν d ξένοι ως προς κορυφές κύκλοι Ci, i ∈ [d],

στην περιφέρεια του W οι οποίοι διαχωρίζουν τις x και y και τέτοιοι ώστε

Ci 6= P , i ∈ [d], όπου P είναι η περίμετρος του W , τότε distG(x, y) > d.

Απόδειξη. Ας θυμηθούμε πρώτα ότι, συμβολίζουμε με ci, i ∈ [4], τις γωνίες

του τοίχου σύμφωνα με τη σειρά που εμφανίζονται στην περίμετρό του P ,

δηλαδή, τα ζεύγη {c1, c3} και {c2, c4} είναι τα ζεύγη των αντιδιαμετρικών

γωνιών.

Προς άτοπο, υποθέτουμε ότι υπάρχουν d ξένοι κύκλοι Ci, i ∈ [d], στην

περιφέρεια τουW που διαχωρίζουν τις κορυφές x και y αλλά distW (x, y) ≤ d.
΄Εστω ότι το Q είναι ένα συντομότερο μονοπάτι με άκρα τις x και y. Αφού η

απόσταση μεταξύ των x και y είναι το πολύ d και το Q είναι ένα συντομότερο

δυνατό μονοπάτι, τότε το Q περιέχει το πολύ d−2 εσωτερικές κορυφές. ΄Αρα

υπάρχει τουλάχιστον ένα i ∈ [d] τέτοιο ώστε ο κύκλος Ci και το μονοπάτι

Q να είναι ξένα μεταξύ τους, δηλαδή, V (Ci)∩ V (Q) = ∅. Αυτό συνεπάγεται

ότι μπορούμε να βρούμε δύο ξένα ως προς κορυφές μονοπάτια με άκρα c1, c3

και c2, c4. Αυτό όμως αντιφάσκει στο γεγονός ότι ο τοίχος είναι ισόπεδος.

΄Ατοπο, άρα το λήμμα ισχύει.

Λήμμα 8.2. ΄Εστω k ένας θετικός ακέραιος. Εάν το G είναι ένα γράφημα

το οποίο περιέχει έναν ισόπεδο υποδιαιρεμένο τοίχο W ύψους 6 · k + 1 σαν

υπογράφημα, τότε το G περιέχει τον Wk σαν τοπολογικό ελάσσον απόστασης.

Απόδειξη. Ας θυμηθούμε ότι ο W έχει 6k + 1 κάθετα και 6k + 1 οριζόντια

μονοπάτια, P
[v]
1 , P

[v]
2 , . . . , P

[v]
6k+2 και P

(h)
1 , P

(h)
2 , . . . , P

(h)
6k+2. Ας θεωρήσουμε

τον υποτοίχο του W του οποίου η περίμετρος είναι ο κύκλος που ορίζεται

από τα μονοπάτια P
[v]
k+1, P

[v]
5k+1, P

(h)
k+1, P

(h)
5k . Αυτός είναι ένας τοίχος ύψους

2k + 1. Είναι εύκολο τώρα να δούμε, από το Λήμμα 8.1, ότι μέσα σε αυτόν

τον τοίχο μπορούμε να βρούμε τον τοίχο ύψους k σαν τοπολογικό ελάσσον

απόστασης. (Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 8.1.)
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Σχήμα 8.1: Ο τοίχος W3 ως τοπολογικό ελάσσον απόστασης ενός ισόπεδου

τοίχου ύψους 13.

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το ακόλουθο.

Θεώρημα 8.3 (Θεώρημα Αποκλεισμένης Σχάρας για Τοπολογικά Ελάσ-

σονα Απόστασης). Υπάρχει μία υπολογίσιμη συνάρτηση f τέτοια ώστε για

κάθε δύο γραφήματα H και G, όπου το H είναι απόγειο, και k ∈ N, εάν

tw(G) ≥ f(n(H)) · k και το G δεν περιέχει το H σαν ελάσσον, τότε το G

περιέχει το Wk σαν τοπολογικό ελάσσον απόστασης.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το G δεν περιέχει το H ως ελάσσον και έστω ότι

tw(G) ≥ f(n(H)) · (6k+ 1), όπου f είναι η συνάρτηση του Πορίσματος 6.1.

Τότε, από το Πόρισμα 6.1, το G περιέχει σαν υπογράφημα έναν ισόπεδο υπο-

διαιρεμένο τοίχο ύψους 6 · k + 1. ΄Αρα, από το Λήμμα 8.2, το G περιέχει τον

τοίχο ύψους k σαν τοπολογικό ελάσσον απόστασης.

Ακολουθώντας την απόδειξη του Θεωρήματος 8.1 στην [67] και εφαρ-

μόζοντας αυτό το γενικότερο θεώρημα, είναι εύκολο να δούμε ότι, προκύπτει

το Θεώρημα 8.2.
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8.2.2 Πλακοστρώσεων Συμπλήρωμα . . .

΄Οπως παρατηρήσαμε στο Σχόλιο 3, τα Θεωρήματα 6.3 και 6.4 επεκτείνουν

την δυϊκότητα των κανονικών πλακοστρώσεων με τρίγωνα και εξάγωνα στον

κόσμο των γραφημάτων που αποκλείουν ένα απόγειο γράφημα σαν ελάσσον

και έχουν αρκετά μεγάλο δεντροπλάτος. Θα θέλαμε εδώ να παρατηρήσουμε

επίσης το παρακάτω.

Σχόλιο 4. Οι σχέσεις της σύνθλιψης και του τοπολογικού ελάσσονος από-

στασης είναι δυϊκές.

8.3 Η Θεωρία Δισδιαστατότητας και οι Υπο-

εκθετικοί Αλγόριθμοι

8.3.1 Η Θεωρία Δισδιαστατότητας για Συνθλίψεις και Ελάσσονα

΄Οπως συζητήσαμε στην προηγούμενη ενότητα, σκοπός της Παραμετρικής

Πολυπλοκότητας είναι η βαθύτερη κατανόηση της εξάρτησης της πολυπλο-

κότητας των «δύσκολων προβλημάτων» από την παράμετρο k. Σε αυτή την

ενότητα ασχολούμαστε αποκλειστικά με προβλήματα τα οποία είναι παραμε-

τρικά βατά, δηλαδή, επιλύονται σε χρόνο f(k) ·nO(1)
, όπου η f : N→ N είναι

μια υπολογίσιμη συνάρτηση, και πιο συγκεκριμένα με τη συνάρτηση f .

Από τα αποτελέσματα στις [28, 82, 126] υπάρχουν ενδείξεις σύμφωνα με

τις οποίες όταν η είσοδος ενός παραμετροποιημένου προβλήματος, με παράμε-

τρο k, είναι ένα οποιοδήποτε γράφημα τότε η κατασκευή ενός FPT αλγόριθ-

μου για το πρόβλημα τέτοιου ώστε f(k) = 2o(k)
δεν είναι αναμενόμενη. Παρ᾿

όλα αυτά όμως, μετά από μια σειρά αποτελεσμάτων, άρχισε να γίνεται εμφα-

νές ότι για αρκετά προβλήματα, εάν η είσοδος του αλγόριθμου περιοριστεί σε

ειδικές κλάσεις γραφημάτων, όπως για παράδειγμα στην κλάση των επίπεδων

γραφημάτων, τότε αυτά επιλύονται από έναν FPT αλγόριθμο με f(k) = 2o(k)
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(δείτε, για παράδειγμα, στις [6, 7, 48–50, 52–55, 64, 87, 92]). ΄Ενας τέτοιος

FPT αλγόριθμος ονομάζεται υποεκθετικός.

Η Θεωρία Δισδιαστατότητας (Bidimensionality Theory) παρουσιάζει μια

γενικότερη τεχνική από την οποία απορρέει η ύπαρξη υποεκθετικών αλγορίθ-

μων όταν ικανοποιούνται δύο συγκεκριμένες προϋποθέσεις, μια μαθηματική

και μία αλγοριθμική, όπως θα δούμε παρακάτω. Το ιδιαίτερο ενδιαφέρον

μάλιστα της Θεωρίας Δισδιαστατότητας έγκειται στο γεγονός ότι, παρότι τα

αποτελέσματα της είναι κυρίως αλγοριθμικά, βασίζεται σε θεμελιώδη μαθη-

ματικά θεωρήματα της Θεωρίας Ελασσόνων Γραφημάτων.

Μία εξειδικευμένη μορφή του θεωρήματος που αποτελεί το θεμελιώδη

μαθηματικό λίθο της Θεωρίας Δισδιαστατότητας είναι η εξής:

Θεώρημα 8.4 ([197]). ΄Εστω k ∈ N. Εάν το G είναι ένα επίπεδο γράφημα

το οποίο δεν περιέχει την (k × k)-σχάρα ως ελάσσον τότε tw(G) ≤ 6k − 5.

Ονομάζουμε μία παράμετρο P δισδιάστατη ως προς ελάσσονα με πυκνότη-

τα δ εάν

1. Η P είναι κλειστή ως προς ελάσσονα και

2. Εαν R είναι η (r × r)-σχάρα τότε P (R) = (δr)2 + o((δr)2).

Για παράδειγμα στο Σχήμα 8.2 μπορεί κανείς να δει ότι η παράμετρος του

καλύμματος κορυφών είναι δισδιάστατη με πυκνότητα
1√
2
.

Παρόμοια ονομάζουμε μία παράμετρο P δισδιάστατη ως προς συνθλίψεις

με πυκνότητα δ εάν

1. Η P είναι κλειστή ως προς συνθλίψεις και

2. Εαν Γk είναι η (r × r)-τριγωνοποιημένη σχάρα τότε P (Γk) = (δr)2 +

o((δr)2).
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Σχήμα 8.2: Η δισδιαστατότητα του καλύμματος κορυφών.

Η Θεωρία Δισδιαστατότητας έχει καθιερωθεί σε παραμέτρους οι οποίες εί-

ναι κλειστές ως προς ελάσσονα ή συνθλίψεις και για τις οποίες, το παραμετρο-

ποιημένο πρόβλημα υπολογισμού της παραμέτρου, με παράμετρο το δεντρο-

πλάτος του εισαγόμενου γραφήματος, επιλύεται από έναν FPT αλγόριθμο που

τερματίζει μετά από 2O(tw(G))nO(1)
βήματα. (Δείτε, το Σχήμα 8.3.)

΄Εστω, για παράδειγμα, η παρακάτω παραμετροποίηση του p-Καλύμματος

Κορυφών.

p-Κάλυμμα Κορυφών

Είσοδος: ΄Ενα γράφημα G και ένας ακέραιος k.

Παράμετρος: tw(G).

Ερώτηση: Υπάρχει S ⊆ V (G) με |S| ≤ k τέτοιο ώστε

το γράφημα G \ S να μην περιέχει ακμές;

Σύμφωνα με αποτελέσματα του F. Dorn στην [65] υπάρχει ένας αλγόριθ-

μος που επιλύει το πρόβλημα σε χρόνο 2O(tw(G))nO(1)
. Ας προσέξουμε όμως
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Ελάσσονος

Επίπεδα

Γένους

Φραγμένου

Απόγειου

Αποκλείομενου

Ελάσσονος

Αποκλείομενου

ΕλάσσοναΣυνθλίψεις

Σχήμα 8.3: Η Θεωρία Δισδιαστατότητας σε ελάσσονα και συνθλίψεις.

ότι από το γεγονός ότι το κάλυμμα κορυφών είναι δισδιάστατο ως προς ε-

λάσσονα συνεπάγεται το ακόλουθο. Εάν το δεντροπλάτος του γραφήματος

είναι Ω(
√
k) τότε το γράφημα περιέχει την σχάρα μεγέθους (2

√
k × 2

√
k), η

οποία δεν περιέχει κάλυμμα κορυφών μεγέθους k. Τότε, μπορούμε αμέσως

να απαντήσουμε ότι ούτε το G έχει κάλυμμα κορυφών μεγέθους k. Εν συν-

τομία, ένας υποεκθετικός αλγόριθμος για το p-Κάλυμμα Κορυφών, όπου η

είσοδος είναι κάποιο γράφημα G το οποίο δεν περιέχει κάποιο γράφημα H

σαν ελάσσον, ακολουθεί τα παρακάτω βήματα.

1. Εκτελείται ο αλγόριθμος του Amir που υπολογίζει προσεγγιστικά το δεν-

τροπλάτος, με σταθερό συντελεστή. [12]

2. Εάν tw(G) = Ω(f(n(H)))
√
k τότε ο αλγόριθμος επιστρέφει ΟΧΙ, διαφο-

ρετικά tw(G) = O(f(n(H)))
√
k.
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3. Εκτελείται ο αλγόριθμος που υπολογίζει το κάλυμμα κορυφών σε χρόνο

2O(tw(G))nO(1)
.

Αφού tw(G) = O(f(n(H)))
√
k καταλήγουμε ότι το p-Κάλυμμα Κορυ-

φών μπορεί να επιλυθεί σε χρόνο 2O(
√
k)nO(1)

.

8.3.2 Η Θεωρία Δισδιαστατότητας για Τοπολογικά Ελάσσονα

Αν και μέχρι στιγμής η δισδιαστατότητας των παραμέτρων έχει οριστεί μόνο

σε παραμέτρους κλειστές ως προς ελάσσονα ή συνθλίψεις, αντίστοιχα με πριν,

μπορούμε να ορίσουμε την έννοια της δισδιαστατότητας για παραμέτρους οι

οποίες είναι κλειστές ως προς τοπολογικά ελάσσονα ή τοπολογικά ελάσσονα

απόστασης.

Ονομάζουμε μία παράμετρο P δισδιάστατη ως προς τοπολογικά ελάσσονα

με πυκνότητα δ εάν

1. Η P είναι κλειστή ως προς τοπολογικά ελάσσονα και

2. Εαν Wk είναι ο τοίχος ύψους k τότε P (Wk) = (δk)2 + o((δk)2).

Παρόμοια, ονομάζουμε μία παράμετρο P δισδιάστατη ως προς τοπολογικά

ελάσσονα απόστασης με πυκνότητα δ εάν

1. Η P είναι κλειστή ως προς τοπολογικά ελάσσονα απόστασης και

2. Εαν Wk είναι ο τοίχος ύψους k τότε P (Wk) = (δk)2 + o((δk)2).

΄Ομοια με πριν, αν υπάρχει ένας FPT αλγόριθμος ο οποίος υπολογίζει την

παράμετρο σε χρόνο απλά εκθετικό στο δεντροπλάτος, τότε τα Θεωρήμα-

τα 6.4 και 8.3 μας εγγυώνται την ύπαρξη ενός υποεκθετικού αλγόριθμου για

την παράμετρο αυτή στην περίπτωση που η είσοδός μας είναι ένα γράφημα

που αποκλείει κάποιο γράφημα H ως ελάσσον. Σημειώνουμε εδώ ότι στην

περίπτωση που η παράμετρος είναι κλειστή ως προς τοπολογικά ελάσσονα
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απόστασης τότε απαιτείται επιπλέον το γράφημα H να είναι απόγειο. (Δείτε,

το Σχήμα 8.4.)

Αποκλείομενου

Επίπεδα

Γένους

Φραγμένου

Αποκλείομενου

Ελάσσονος

Ελάσσονα

(Τοπολογικά)

Συνθλίψεις

Τοπολογικά

Ελάσσονα

και

Απόστασης

Ελάσσονος

Απόγειου

Σχήμα 8.4: Η πλήρης Θεωρία Δισδιαστατότητας.

8.4 Εφαρμογή στην Κυριαρχία Κύκλων και το

Σύνολο Σκεδασμένων Κύκλων

8.4.1 Εισαγωγή στην Ιδιότητα Erdős-Pósa

Το 1965, οι P. Erdős και L. Pósa απέδειξαν ότι υπάρχει μία συνάρτηση

f : N → R τέτοια ώστε, δοσμένου οποιουδήποτε k ∈ N, κάθε γράφημα

περιέχει είτε k ξένους ως προς κορυφές κύκλους είτε ένα σύνολο από το
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πολύ

f(k) =

4k log k + 4k log log k + 17k − 1 εάν k ≥ 2

1 εάν k = 1
(8.1)

κορυφές που συναντάνε όλους τους κύκλους του, δείτε την [76].

Γενικότερα, έστω ότι η H είναι μία (όχι κατ᾿ ανάγκη πεπερασμένη) οικο-

γένεια γραφημάτων. Μία συσκευασία (packing) της H στο G είναι ένα σύνο-

λο από ξένα ως προς κορυφές υπογραφήματα του G ισομορφικά με κάποιο

γράφημα στην H. Το μέγεθος της συσκευασίας είναι ίσο με το πλήθος των

ξένων ως προς κορυφές υπογραφημάτων. Ο αριθμός συσκευασίας (packing

number) της H στο G, ο οποίος συμβολίζεται με νH(G), είναι ίσος με το

μέγιστο μέγεθος μίας συσκευασίας στο G. Η δυϊκή έννοια της συσκευασίας

γραφημάτων είναι η έννοια του καλύμματος. ΄Ενα κάλυμμα (covering) της H
στο G είναι ένα σύνολο κορυφών S στο G τέτοιο ώστε το γράφημα G\S δεν

περιέχει οποιοδήποτε γράφημα που είναι ισομορφικό με κάποιο γράφημα στην

H. Το μέγεθος ενός καλύμματος S ισούται με το |S|. Ο αριθμός καλύμματος

(covering number) της H στο G, ο οποίος συμβολίζεται με τH(G), είναι ίσος

με το ελάχιστο μέγεθος ενός καλύμματος στο G.

Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε το ακόλουθο.

Παρατήρηση 8.1. ΄Εστω ότι η H είναι μία οικογένεια γραφημάτων και το

G είναι ένα γράφημα. Εάν νH(G) ≥ k τότε τH(G) ≥ k.

΄Εστω ότι η H είναι η οικογένεια όλων των κύκλων. (Σε αυτή την πε-

ρίπτωση το σύνολο S για το οποίο |S| = τH(G) καλείται επίσης σύνολο

ανάδρασης κορυφών (feedback vertex set) του G.) Τότε το θεώρημα των

Erdős και Pósa μπορεί να επαναδιατυπωθεί όπως παρακάτω.

Θεώρημα 8.5. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα και k ∈ N. Εάν νH(G) <

k τότε τH(G) ≤ f(k), όπου η f είναι η συνάρτηση (8.1) και η H είναι η

οικογένεια όλων των κύκλων.
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Η ιδιότητα Erdős-Pósa μιας κλάσης γραφημάτων H. Λέμε ότι

μία οικογένεια γραφημάτων H έχει την ιδιότητα Erdős-Pósa (Erdős-Pósa

property) εάν υπάρχει μία συνάρτηση f : N→ R έτσι ώστε

νH(G) ≤ τH(G) ≤ f(νH(G)).

Δείχθηκε από τον R. Diestel στην [60] ότι εάν η H είναι η κλάση όλων

των γραφημάτων που μπορούν να συνθλιβούν σε ένα συγκεκριμενοποιημένο

επίπεδο γράφημα H, τότε η H έχει την ιδιότητα Erdős-Pósa για μια εκθετική

συνάρτηση f . Το φράγμα στην f έγινε αργότερα γραμμικό από τους F.

Fomin, S. Saurabh, και D. M. Thilikos για την περίπτωση όπου το G ανήκει

σε μία συγκεκριμενοποιημένη μη-τετριμμένη κλάση γραφημάτων G η οποία

είναι κλειστή ως προς ελάσσονα [91].

Στην περίπτωση όπου η H είναι η οικογένεια που αποτελείται από όλους

τους διατεταγμένους κύκλους και το G είναι ένα διατεταγμένο γράφημα, η

ιδιότητα Erdős-Pósa είχε εικασθεί από τον T. Gallai [74] το 1968 και για όλα

τα διατεταγμένα γραφήματα από τον D. Younger το 1973 [222]. Η περίπτωση

όπου k = 2, αποδείχθηκε στην [155] από τον W. McCuaig. Η επίπεδη

περίπτωση επιλύθηκε από τους B. Reed και F. Shepherd στην [183]. Τέλος,

η γενική περίπτωση επιλύθηκε από τους B. Reed, N. Robertson, P. Seymour,

και R. Thomas [182]. Ακριβέστερα,

Θεώρημα 8.6 ([182]). Υπάρχει μία συνάρτηση f : N → R τέτοια ώστε,

δοσμένων ενός διγραφήματος G και k ∈ N, το G έχει είτε k ξένους ως

προς κορυφές διατεταγμένους κύκλους είτε ένα σύνολο S από κορυφές, με

|S| ≤ f(k), που συναντάνε όλους τους διατεταγμένους κύκλους του.

Σε αυτή την ενότητα, θεωρούμε την επέκταση της ιδιότητας Erdős-Pósa

σε δύο παραμέτρους γραφημάτων διαφορετικές από τον αριθμό συσκευασίας

και τον αριθμό καλύμματος. Συγκεκριμένα, έστω ότι η H είναι μία οικογένεια
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γραφημάτων και το G είναι ένα γράφημα. Ο αριθμός r-σκέδασης (r-scattering

number) της H στο G, είναι το μέγιστο πλήθος ξένων ως προς κορυφές

αντιγράφων των γραφημάτων της H στο G των οποίων οι κλειστές γειτονιές

σε απόσταση r είναι ανά δύο ξένες. Ορίζουμε επίσης τον αριθμό r-κυριαρχίας

(r-dominating number) της H στο G, ως το ελάχιστο μέγεθος ενός συνόλου

κορυφών S στο G τέτοιο ώστε για κάθε αντίγραφο κάποιου γραφήματος

H ∈ H, S ∩N r
G[V (H)] 6= ∅.

Πολύ πρόσφατα, ο Z. Dvořák απέδειξε ότι εάν η H αποτελείται από

το γράφημα με μία κορυφή, τότε ο αριθμός r-σκέδασης και ο αριθμός r-

κυριαρχίας έχουν την ιδιότητα Erdős-Pósa [68] για όλα τα γραφήματα G ∈ F ,

όπου η F είναι μία κλάση γραφημάτων φραγμένης επέκτασης.

Στην επόμενη υποενότητα, εμπνευσμένοι από την απόδειξη της [91], απο-

δεικνύουμε ότι εάν η H είναι η οικογένεια όλων των κύκλων και r = 1, τότε

ο αριθμός 1-σκέδασης της H στο G και ο αριθμός 1-κυριαρχίας της H στο G

έχουν την ιδιότητα Erdős-Pósa όταν το G είναι ένα γράφημα που αποκλείει

ένα συγκεκριμενοποιημένο απόγειο γράφημα σαν ελάσσον.

8.4.2 Η Απόδειξη

΄Εστω ότι η Fc είναι η οικογένεια όλων των κύκλων. Ορίζουμε τον αριθμό

κυριαρχίας κύκλων στο G (cycle dominating number) ως

cdom(G) = min{k | ∃D ⊆ V (G) : [(|D| ≤ k) και

(∀G′ ⊆ G)(G′ ∈ Fc =⇒ ∃v ∈ D(N(v) ∩ V (G′) 6= ∅))},

δηλαδή, cdom(G) ≤ k εάν υπάρχει ένα σύνολο D πληθυκότητας το πολύ

k τέτοιο ώστε για κάθε κύκλο C στο G υπάρχει μία κορυφή v ∈ D με

dist(v, C) ≤ 1. (Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 8.5.)

Για κάθε γράφημα G, ο αριθμός σκεδασμένων κύκλων (scattered cycle
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Σχήμα 8.5: ΄Ενα γράφημα με αριθμό κυριαρχίας κύκλων 1.

number) του G ορίζεται ως

scs(G) = max{k | ∃V1, V2, . . . , Vk υποσύνολα του V (G) τέτοια ώστε

∀i, j ∈ [k] με i 6= j,N [Vi] ∩N [Vj ] = ∅ και

∀i∈[k]∃C∈Fc : C ⊆ G[Vi]}.

Με άλλα λόγια, scs(G) ≥ k εάν το G περιέχει k κύκλους C1, C2, . . . , Ck

των οποίων οι γειτονιές είναι ανά δύο ξένες. (Δείτε, για παράδειγμα, το

Σχήμα 8.6.)

Παρατήρηση 8.2. Για κάθε γράφημα G, scs(G) ≤ cdom(G).

Παρατήρηση 8.3. Εάν τα H και G είναι γραφήματα τέτοια ώστε το H να

είναι σύνθλιψη του G τότε scs(H) ≤ scs(G).

Σε αυτή την ενότητα αποδεικνύουμε ότι ο αριθμός κυριαρχίας κύκλων και

ο αριθμός σκεδασμένων κύκλων ικανοποιούν την ιδιότητα Erdős-Pósa στις

κλάσεις των γραφημάτων που εξαιρούν ένα συγκεκριμενοποιημένο απόγειο

γράφημα ως ελάσσον.

Θεώρημα 8.7. ΄Εστω ότι η G είναι μία κλάση γραφημάτων που αποκλεί-

ουν ένα συγκεκριμενοποιημένο απόγειο γράφημα σαν ελάσσον. Υπάρχει μία
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Σχήμα 8.6: ΄Ενα γράφημα με αριθμό σκεδασμένων κύκλων ίσο με 9.

σταθερά cG (η οποία εξαρτάται μόνο από την G) τέτοια ώστε για κάθε γράφημα

G ∈ G, ισχύει ότι

scs(G) ≤ cdom(G) ≤ cG · scs(G).

Ας θυμηθούμε εδώ ότι το Θεώρημα 6.3 μας εγγυάται την ύπαρξη της

τριγωνοποιημένης σχάρας Γk σαν σύνθλιψη σε ένα συνεκτικό γράφημα αρκε-

τά μεγάλου δεντροπλάτους το οποίο δεν περιέχει ένα συγκεκριμενοποιημένο

απόγειο γράφημα H σαν ελάσσον.

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 6.3 προκύπτει το ακόλουθο απλό λήμμα το

οποίο είναι αποφασιστικής σημασίας στην απόδειξη του Θεωρήματος 8.7.

Λήμμα 8.3. Εάν η G είναι μία κλάση γραφημάτων που εξαιρεί ένα συγκεκρι-

μενοποιημένο απόγειο γράφημα H σαν ελάσσον τότε υπάρχει μία σταθερά σG
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που εξαρτάται μόνο από την G τέτοια ώστε για οποιοδήποτε γράφημα G ∈ G,
tw(G) ≤ σG · scs(G).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι scs(G) ≤ k. Εάν m = dk1/2e+ 1, τότε

scs(Γ4m) > k.

Καθώς το Γ4m περιέχει ένα σύνολο σκεδασμένων κύκλων μεγέθους k, η

Παρατήρηση 8.3 συνεπάγεται ότι το G δεν περιέχει το Γ4m σαν σύνθλιψη.

Τότε, από το Θεώρημα 6.3, υπάρχει μία σταθερά σG που εξαρτάται μόνο

από την G τέτοια ώστε tw(G) ≤ σG ·m και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη

του λήμματος. (Δείτε, για παράδειγμα, το Σχήμα 8.7)

Σχήμα 8.7: ΄Ενα σύνολο σκεδασμένων κύκλων μεγέθους 4 στο Γ8.
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Για τους σκοπούς μας, ενισχύουμε τον ορισμό μιας δεντροαποσύνθεσης

(X , T ) ως εξής: το T είναι ένα δέντρο με ρίζα κάποια κορυφή r όπου Xr = ∅
και κάθε μία από τις κορυφές του έχει το πολύ δύο παιδιά που είναι ένα από

τα παρακάτω είδη.

1. Κορυφή Εισαγωγής (Introduction Node): Μία κορυφή t που έχει μόνο

ένα παιδί t′ όπου Xt ⊃ Xt′ και |Xt| = |Xt′ |+ 1.

2. Κορυφή Λήθης (Forget Node): Μία κορυφή t που έχει μόνο ένα παιδί

t′ όπου Xt ⊂ Xt′ και |Xt| = |Xt′ | − 1.

3. Κορυφή Σύνδεσης (Join Node): Μία κορυφή t που έχει ακριβώς δύο

παιδιά t1 και t2 τέτοια ώστε Xt = Xt1 = Xt2 .

4. Κορυφή Βάσης (Base Node): Μία κορυφή t που είναι φύλλο του T ,

είναι διαφορετική από τη ρίζα, και Xt = ∅.

Μια δεντροαποσύνθεση που ικανοποιεί τις προαναφερθείσες ιδιότητες κα-

λείται καλή δεντροαποσύνθεση. Είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε δεντροαπο-

σύνθεση μπορεί να μετατραπεί σε μία καλή δεντροαποσύνθεση διατηρώντας

το ίδιο πλάτος, για παράδειγμα δείτε στην [26]). Σε αυτή την ενότητα, όταν

αναφερόμαστε σε μία δεντροαποσύνθεση T = (X , T ) προϋποθέτουμε ότι εί-

ναι καλή.

Δοσμένης μιας δεντροαποσύνθεσης T = (X , T ) και κάποιας κορυφής t

του T ορίζουμε ως Tt το υποδέντρο που έχει ρίζα την t. Εμφανώς, εάν η r

είναι η ρίζα του δέντρου, Tr = T . Ορίζουμε επίσης το Gt = G[
⋃
s∈V (Tt)

Xs].

Για κάθε t ∈ V (T ), συμβολίζουμε με p(t) τον γονέα της στο T και με a(t)

το παιδί της (στην περίπτωση όπου η t είναι μία κορυφή σύνδεσης διαλέγουμε

τυχαία ένα από τα παιδιά της).

Επιπλέον, ορίζουμε το σύνολο crt(G, T ), το οποίο καλούμε σύνολο των

κρίσιμων (critical) κορυφών του T , με τον ακόλουθο αναδρομικό τρόπο:
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Εάν η t είναι φύλλο τότε t /∈ crt(G, T ), δηλαδή, η t δεν είναι κρίσι-

μη κορυφή του T . Διαφορετικά, η t είναι κρίσιμη εάν και μόνο εάν το

Xt ∪
⋃
s∈crt(Gt,T )Xa(s) δεν κυριαρχεί σε όλους τους κύκλους του Gt αλλά

το Xa(t) ∪
⋃
s∈crt(Gt,T )

Xa(s) κυριαρχεί. Ας προσέξουμε ότι εάν η t ∈ V (T )

είναι κρίσιμη, τότε η t είναι επίσης κορυφή λήθης. Για οποιοδήποτε γράφημα

G, έστω ότι

crt(G) = min{crt(G, T ) | Η T είναι δεντροαποσύνθεση του G}.

Παρατήρηση 8.4. ΄Εστω k ένας μη-αρνητικός ακέραιος. Εάν το G είναι

ένα γράφημα με crt(G) > k τότε scs(G) > k.

Δοσμένου ενός γραφήματος G, λέμε ότι μία τριάδα (V1, S, V2) είναι

d-διαχωριστική τριάδα (d-separation triple) του G εάν |S| ≤ d και το

{V1, S, V2} είναι μία διαμέριση του V (G) τέτοια ώστε δεν υπάρχει ακμή του

G με μία κορυφή στο V1 και μία κορυφή στο V2.

Λήμμα 8.4. ΄Εστω ότι η G είναι μία κλάση γραφημάτων που εξαιρεί ένα

συγκεκριμενοποιημένο απόγειο γράφημα H σαν ελάσσον και έστω G ∈ G
τέτοιο ώστε scs(G) = k ≥ 1. Υπάρχει μία σG ·

√
k-διαχωριστική τριάδα

(V1, X, V2) του G, με
k
3 ≤ crt(G[V1]) ≤ 2k3 και crt(G[V1])+crt(G[V2]) ≤ k,

όπου η σG είναι μία σταθερά που εξαρτάται μόνο από την G.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 8.3, υπάρχει μία δεντροαποσύνθεση T = (X , T )

του G πλάτους το πολύ σG
√
k, όπου σG είναι μία σταθερά που εξαρτάται μόνο

από την G. ΄Εστω η q : V (T )→ N με q(t) = crt(Gt, T ). Παρατηρούμε ότι:

(i.) Εάν η t είναι φύλλο, τότε q(t) = 0 από τον ορισμό.

(ii.) Εάν η t είναι κορυφή εισαγωγής τότε q(t) = q(α(t)) αφού Xt ⊆ Xα(t).

(iii.) Εάν η t είναι κορυφή λήθης, q(t)−q(α(t)) ∈ {0, 1}. Αυτό ισχύει επειδή

η t μπορεί είτε να είναι είτε να μην είναι κρίσιμη κορυφή.
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(iv.) Εάν η t είναι κορυφή σύνδεσης, τότε q(t) = q(t1) + q(t2), όπου t1 και

t2 είναι τα παιδιά της στο T καθώς η q(t) δεν μπορεί να είναι κρίσιμη

κορυφή.

(v.) q(r) = crt(G, T ) εάν η r είναι η ρίζα, καθώς Gr = G.

Από τα παραπάνω έπεται ότι υπάρχει μία μοναδική κορυφή t ∈ V (T ) τέτοια

ώστε q(t) > 2k3 και εάν η t′ είναι παιδί της t, τότε q(t′) ≤ 2k3 . Παρατηρούμε

ότι η t είναι είτε κορυφή λήθης είτε κορυφή σύνδεσης.

Στην περίπτωση όπου η t είναι κορυφή λήθης, έστω ότι V1 = V (Gt)\Xt,

V2 = V (G) \ (V1 ∪ Xt), και X = Xt, και ας προσέξουμε ότι crt(G[V1]) ≤⌊
2
k

3

⌋
και crt(G[V2]) ≤

⌊
2
k

3

⌋
.

Στην περίπτωση όπου η t είναι κορυφή σύνδεσης, τότε q(t1) ≤ 2k3 και

q(t2) ≤ 2k3 αλλά q(t1) + q(t2) = q(t) > 2k3 , όπου t1 και t2 είναι τα παιδιά της

t. Αυτό συνεπάγεται ότι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, q(t1) ≤ k
3 . ΄Εστω τα

V1 = V (Gt1)\Xt1 , V2 = V (G)\(V1∪Xt1), και X = Xt1 . Συμπεραίνουμε ότι

και στις δύο περιπτώσεις
k
3 ≤ crt(G[V1]) ≤ 2k3 και crt(G[V1])+crt(G[V2]) ≤

k.

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το κυρίως θεώρημα.

Απόδειξη του Θεωρήματος 8.7. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα στην G.
Ας παρατηρήσουμε ότι είναι αρκετό να αποδείξουμε την δεύτερη ανισότητα.

Χρησιμοποιώντας επαγωγή στο scs(G) θα αποδείξουμε ότι

cdom(G) ≤ β · σG · crt(G)− γ · σG ·
√

crt(G).

΄Οταν scs(G) = 0, ο ισχυρισμός ισχύει τετριμμένα. Υποθέτουμε τώρα

ότι scs(G) = k, όπου k ≥ 1. Από το Λήμμα 8.4, το G περιέχει μία

σG ·
√
k-διαχωριστική τριάδα, όπου

k
3 ≤ crt(G[V1]) ≤ 2k3 και crt(G[V1]) +
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crt(G[V2]) ≤ k. Παρατηρούμε ότι cdom(G) ≤ cdom(G1) + cdom(G2) +

|X|.
Η επαγωγική υπόθεση συνεπάγεται ότι για κάποιο δ ∈ [1

3 ,
2
3 ],

cdom(G) ≤ β · σG · δ · k − γ · σG
√
δ · k +

β · σG · (1− δ) · k − γ · σG
√

(1− δ) · k + σG ·
√
k.

Αυτό είναι άνω φραγμένο από β = 3.54 και γ = 2.54. ΄Αρα, το θεώρημα

έπεται από την Παρατήρηση 8.4 για cG = 3.54 · σG .

8.5 Πυρηνοποίηση

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουμε άλλη μία έννοια της Παραμετρικής Πολυ-

πλοκότητας η οποία θα μας φανεί χρήσιμη στο επόμενο κεφάλαιο, την έννοια

της πυρηνοποίησης.

Στην πυρηνοποίηση σκοπός μας είναι να προ-επεξεργαστούμε την είσοδο

ενός δύσκολου προβλήματος έτσι ώστε να αποκτήσουμε μία νέα ισοδύναμη

είσοδο μικρότερου μεγέθους. Τότε, αφού η είσοδος του προβλήματος μας

έχει μικρύνει αρκετά μπορούμε να εφαρμόσουμε έναν αλγόριθμο «ωμής βίας»

για την επίλυσή του. Ας προσέξουμε εδώ ότι θα θέλαμε η προ-επεξεργασία

να γίνεται σε αποδοτικό χρόνο (για την ακρίβεια, σε πολυωνυμικό).

Τυπικά, ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα Π λέγεται ότι έχει έναν g(k)

πυρήνα (kernel) εάν υπάρχει ένας πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμος ο οποίος

μετατρέπει κάθε είσοδο (x, k) σε μια ισοδύναμη είσοδο (x′, k′) τέτοια ώστε

|x′| ≤ g(k) και k′ ≤ g(k). Εάν g(k) = kO(1)
ή g(k) = O(k) λέμε ότι το

Π έχει έναν πολυωνυμικό πυρήνα (polynomial kernel) και γραμμικό πυρήνα

(linear kernel) αντίστοιχα.

Η πυρηνοποίηση (kernelization) ενός παραμετροποιημένου προβλήματος

γίνεται συνήθως με τη βοήθεια κανόνων αναγωγής. ΄Ενας κανόνας αναγωγής
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(reduction rule) είναι ένα αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου ο οποίος παίρνει

μια είσοδο (I, k) ενός προβλήματος Π και εξάγει μία ισοδύναμη είσοδο (I ′, k′)

του Π. Χρησιμοποιούμε τους κανόνες αυτούς ώστε να κατασκευάσουμε τον

πυρήνα του προβλήματος Π.

Η έννοια της πυρηνοποίησης είναι πολύ σημαντική στην Θεωρία Παραμε-

τρικής Πολυπλοκότητας καθώς είναι ισοδύναμη με την έννοια της παραμετρι-

κής βατότητας.

Θεώρημα 8.8 ([171]). Για κάθε παραμετροποιημένο πρόβλημα (Π, κ), τα

επόμενα είναι ισοδύναμα:

1. Το πρόβλημα (Π, κ) είναι παραμετρικά βατό.

2. Το πρόβλημα Π είναι αποφάνσιμο και το (Π, κ) έχει πυρήνα.

Θα θέλαμε εδώ να αναφέρουμε ότι πολλές φορές το θεώρημα εμφανίζεται

λανθασμένα χωρίς την συνθήκη ότι το Π είναι αποφάνσιμο.

Για παράδειγμα, ας δούμε πως μπορεί να προκύψει ένας τετραγωνικός

πυρήνας για το πρόβλημα του k-Καλύμματος Κορυφών.

Παρατήρηση 8.5. ΄Εστω ότι το G είναι ένα γράφημα για το οποίο αναζη-

τάμε ένα κάλυμμα κορυφών μεγέθους το πολύ k. Εάν υπάρχει μία κορυφή

v ∈ V (G) τέτοια ώστε degG(v) > k, τότε η v ανήκει σε όλα τα καλύμματα

κορυφών του G μεγέθους το πολύ k.

Πράγματι, ας προσέξουμε ότι εάν η v δεν ανήκει σε ένα κάλυμμα κορυφών

V του G μεγέθους το πολύ k, τότε όλοι οι γείτονες της ανήκουν στο V . Αυτό

όμως είναι άτοπο αφού η v έχει παραπάνω από k γείτονες.

Παρατήρηση 8.6. Εάν το G είναι ένα γράφημα με ∆(G) ≤ k και έχει ένα

κάλυμμα κορυφών μεγέθους k, τότε το G έχει το πολύ k2
ακμές.
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Τότε ένας τετραγωνικός πυρήνας για το k-Κάλυμμα Κορυφών είναι ο

παρακάτω.

Αρχικά ελέγχουμε εάν k = 0. Σε αυτή την περίπτωση αν το G δεν

έχει ακμές εξάγουμε μία είσοδο για το πρόβλημα που είναι τετριμμένα θετική

αλλιώς εξάγουμε μία τετριμμένα αρνητική.

Διαφορετικά, εάν k > 0 τότε εάν το G έχει κορυφή v με degG(v) > k,

τότε τρέχουμε αναδρομικά τον αλγόριθμο με είσοδο (G− v, k− 1). Αλλιώς,

ελέγχουμε εάν το G έχει το πολύ k2
ακμές. Εάν ναι, τότε εξάγουμε την

είσοδο (G, k), αλλιώς εξάγουμε μία τετριμμένα αρνητική είσοδο.

Θα θέλαμε εδώ να αναφέρουμε ότι η παραπάνω πυρηνοποίηση, αποδίδεται

στον Buss και καλείται πυρηνοποίηση του Buss [66] (Buss Kernelization).

Αυτό είναι ένα μικρό δείγμα μιας τεχνικής πυρηνοποίησης. Υπάρχουν πολ-

λές τέτοιες τεχνικές είτε για μεμονωμένα προβλήματα (δείτε, για παράδειγ-

μα, τις [9, 47, 90]) είτε για κλάσεις προβλημάτων (δείτε, για παράδειγμα,

τις [24, 135]). Η περαιτέρω όμως αναφορά σε αυτές είναι πέρα από τους

σκοπούς αυτής της ενότητας.

Τέλος, θα θέλαμε να αναφέρουμε ότι υπάρχουν αρκετές αποδείξεις αναμε-

νόμενων κάτω φραγμάτων στο μέγεθος της πυρηνοποίησης ενός παραμετρικά

βατού προβλήματος. Το κάτω φράγμα προκύπτει υπό την προϋπόθεση ότι

αν υπάρχει κάποιος πυρήνας μικρότερου μεγέθους τότε κάποια ανεπίλυτη ει-

κασία της Θεωρίας Πολυπλοκότητας καταρρίπτεται. Για παράδειγμα, στην

Κλασική Πολυπλοκότητα, είναι γνωστό ότι το πρόβλημα 3-Ιλτ (3-Sat) δεν

είναι πολυωνυμικά επιλύσιμο εκτός και αν P = NP. Η πιο διαδεδομένη από

αυτές τις υποθέσεις όταν εργαζόμαστε σε κάτω φράγματα πυρήνων είναι η

Υπόθεση Εκθετικού Χρόνου που διατυπώθηκε από τους R. Impagliazzo, R.

Paturi, και R. Zane [126].

Ορισμός 8.1 (Υπόθεση Εκθετικού Χρόνου (Exponential Time Hypothe-

sis». ΄Εστω ότι η φ είναι μία είσοδος για το 3-Ιλτ με n μεταβλητές και m
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συζευκτικούς όρους. Δεν υπάρχει αλγόριθμος που να αποφασίζει σε χρόνο

2o(m)
εάν υπάρχει μία αποτίμηση των μεταβλητών της φ που την ικανοποιεί.

Στο επόμενο κεφάλαιο μελετάμε μία παραμετροποίηση του προβλήματος

του Διαχωρισμού Συνόλων.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 9

Αλγόριθμοι και Πυρήνες σε Γενικά Γραφήματα

9.1 Εισαγωγή στις Διδιαμερίσεις (Υπερ)γρα-

φημάτων

΄Ενα πολύ γνωστό κλασικό πρόβλημα είναι η Μέγιστη Τομή (Max Cut).

Σε αυτό, η είσοδος είναι ένα γράφημα G και ένας θετικός ακέραιος k και ο

σκοπός είναι να ελέγξουμε αν υπάρχει μία τομή μεγέθους τουλάχιστον k. Μια

τομή (cut) σε ένα γράφημα είναι μία διαμέριση των κορυφών του γραφήματος

σε δύο ξένα υποσύνολα (διδιαμέριση). Δείτε, για παράδειγμα, την διδιαμέριση

που ενάγεται από τα σύνολα των κορυφών ίδιου χρώματος στο Σχήμα 9.1.

Το μέγεθος της τομής είναι το πλήθος των ακμών των οποίων τα άκρα

βρίσκονται σε διαφορετικά υποσύνολα της διδιαμέρισης. Η Μέγιστη Το-

μή είναι NP-δύσκολη και έχει υπάρξει αντικείμενο μελέτης, τόσο από την

αλγοριθμική άποψη στην Πληροφορική όσο και από την άποψη της Ακραίας

209
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Σχήμα 9.1: Μία τομή σε ένα γράφημα.

Γραφοθεωρίας. Σε αυτό το κεφάλαιο, εστιάζουμε σε μία γενίκευση τηςΜέγι-

στης Τομής σε υπεργραφήματα και μελετάμε αυτή τη γενίκευση ως προς την

Ακραία Γραφοθεωρία και την Παραμετρική Πολυπλοκότητα.

Ας θυμηθούμε ότι ένα υπεργράφημα H αποτελείται από ένα σύνολο κορυ-

φών V (H) και ένα σύνολο E(H) υποσυνόλων του P(V (H)), που καλούνται

υπερακμές. Μία υπερακμή e ∈ E(H) είναι ένα υποσύνολο του συνόλου

κορυφών V (H). Με V (e) συμβολίζουμε το υποσύνολο των κορυφών που

περιέχονται στην υπερακμή e. ΄Ενα υπεργράφημα καλείται r-υπεργράφημα

εάν το μέγεθος κάθε υπερακμής είναι άνω φραγμένο από r. Δοσμένου ενός

2-χρωματισμού ενός υπεργραφήματος, έστω φ : V (H) → {−1, 1}, λέμε ότι

χωρίζει μία υπερακμή e εάν το V (e) έχει μία κορυφή χρώματος 1 καθώς και

μία κορυφή χρώματος −1 υπό την φ. ΣτονΜέγιστο r-Διαχωρισμό Συνόλων

(Max r-Set Splitting), μία γενίκευση της Μέγιστης Τομής, μας δίνεται

ένα υπεργράφημα H και ένας θετικός ακέραιος k και ο σκοπός μας είναι να

ελέγξουμε εάν υπάρχει ένας χρωματισμός φ : V (H)→ {−1, 1} τέτοιος ώστε

τουλάχιστον k υπερακμές να χωρίζονται. Το πρόβλημα αυτό είναι το κυρίως

θέμα αυτού του κεφαλαίου.

Για ένα γράφημα G, έστω ότι ζ(G) είναι το μέγεθος μιας μέγιστης τομής.

Ο Erdős [75] παρατήρησε ότι ζ(G) ≥ m/2 για γραφήματα με m ακμές. Για

να το δούμε αυτό, ας παρατηρήσουμε ότι μία τυχαία διδιαμέριση των κορυφών

ενός γραφήματος G με m ακμές δίνει μία τομή μεγέθους τουλάχιστον m/2.
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Μία αναμενόμενη ερώτηση ήταν εάν το φράγμα στο ζ θα μπορούσε να βελ-

τιωθεί. Απαντώντας σε μία ερώτηση του Erdős [75], ο Edwards [70] απέδειξε

ότι για οποιοδήποτε γράφημα G με m ακμές ζ(G) ≥
⌈
m
2 +

√
m
8 + 1

64 −
1
16

⌉
.

Στην ίδια εργασία ο Edwards έδειξε επίσης ότι για κάθε συνεκτικό γράφημα

G με n κορυφές και m ακμές, ζ(G) ≥ m
2 + n−1

4 . Τα φράγματα αυτά είναι

γνωστό ότι είναι σφικτά (δείτε την [27] για μία επισκόπηση της περιοχής).

Το πρώτο αποτέλεσμα αυτού του κεφαλαίου γενικεύει το κλασικό αυτό α-

ποτέλεσμα. Για ένα r-υπεργράφημα H, έστω ότι το ζ(H) είναι το μέγιστο

πλήθος υπερακμών που μπορούν να χωριστούν από έναν 2-χρωματισμό ενός

υπεργραφήματος. ΄Εστω ότι το H είναι ένα υπεργράφημα με σύνολο κο-

ρυφών V (H) και σύνολο ακμών E(H) = {e1, e2, . . . em}. Ας προσέξουμε

ότι ένας τυχαίος 2-χρωματισμός που αναθέτει σε κάθε κορυφή του υπεργρα-

φήματος H το χρώμα 1 ή −1 με ίση πιθανότητα πάντοτε χωρίζει τουλάχιστον

µH =
∑m

i=1(1 − 2/2|ei|) =
∑m

i=1(1 − 21−|ei|) το πλήθος υπερακμές. Πράγ-

ματι, για να το δούμε αυτό, ας παρατηρήσουμε ότι υπάρχουν 2|ei| πιθανοί

2-χρωματισμοί των κορυφών του και μόνο δύο από αυτούς δεν χωρίζουν την

ei (αυτοί στους οποίους όλες οι κορυφές ανατίθενται χρώμα είτε 1 είτε -1).

Από την γραμμικότητα του μέσου όρου αντλείται η παραπάνω ισότητα.

Δείχνουμε ότι εάν ένα r-υπεργράφημα H είναι «συνεκτικό ως προς δια-

μερίσεις» τότε ζ(H) ≥ µH + n−1
r2r−1 .

Θεώρημα 9.1. ’Εστω ότι το H είναι ένα συνεκτικό ως προς διαμερίσεις

r-υπεργράφημα με σύνολο κορυφών V (H) μεγέθους n και σύνολο ακμών

E(H) = {e1, e2, . . . , em}. Τότε ζ(H) ≥ µH + n−1
r2r−1 , όπου µH =

∑m
i=1(1 −

21−|ei|).

Καθώς ο ορισμός της συνεκτικότητας ως προς διαμερίσεις συμπίπτει με

τον ορισμό της συνεκτικότητας σε γραφήματα, για συνεκτικά ως προς διαμε-

ρίσεις ομοιόμορφα 2-υπεργραφήματα (κάθε υπερακμή έχει μέγεθος ακριβώς

2), ζ(H) ≥ m
2 + n−1

4 . Η έννοια των ομοιόμορφων 2-υπεργραφημάτων είναι
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η ίδια με την έννοια των γραφημάτων, άρα, για r = 2, αντλούμε το παλιό

αποτέλεσμα του Edwards. Η απόδειξη του Θεωρήματος 9.1 μπορεί επίσης να

θεωρηθεί ως γενίκευση μίας παρόμοιας απόδειξης που προκύπτει στην [38]

για απλά γραφήματα.

Χρησιμοποιούμε το συνδυαστικό μας αποτέλεσμα για να μελετήσουμε μία

άνω της εγγύησης παραλλαγή του Μέγιστου r-Διαχωρισμού Συνόλων στην

περιοχή της Παραμετρικής Πολυπλοκότητας. Τα προβλήματα που είναι παρα-

μετροποιημένα άνω των εγγυημένων συνδυαστικών φραγμάτων είναι αντικεί-

μενο έντονης μελέτης αυτήν την εποχή. ΄Ενα απλό παράδειγμα ενός τέτοιου

προβλήματος είναι το πρόβλημα απόφασης στο οποίο η είσοδος είναι ένα επί-

πεδο γράφημα με n κορυφές και ένας θετικός ακέραιος k, η παράμετρος είναι

k, και η ερώτηση είναι εάν το γράφημα περιέχει ανεξάρτητο σύνολο μεγέθους

τουλάχιστον
n
4 +k. ΄Ενα ανεξάρτητο σύνολο μεγέθους τουλάχιστον n/4 είναι

εγγυημένο από το Θεώρημα Τεσσάρων Χρωμάτων (Four Color Theorem).

Θα μπορούσε αυτό το πρόβλημα να επιλυθεί σε χρόνο O(ng(k)), για κάποια

συνάρτηση g; Υπάρχει κάποιος FPT αλγόριθμος; Κανείς δεν γνωρίζει. Το

πρόβλημα αυτό, ωστόσο, αποτελεί ένα ωραίο και απλό παράδειγμα αυτού του

μοτίβου έρευνας, το οποίο ξεκίνησε από τους Mahajan και Raman [151] και

όπως παρουσιάζουμε στη συνέχεια έχει αναπτυχθεί ιδιαίτερα.

Οι Mahajan και Raman έδειξαν ότι αρκετές άνω της εγγύησης παραλλα-

γές της Μέγιστης Τομής και της Μέγιστης Ιλτ (Max Sat) είναι παραμε-

τρικά βατές. Αργότερα, οι Mahajan και άλλοι [152] δημοσίευσαν μια εργασία

με αρκετά νέα αποτελέσματα και ανοικτά προβλήματα γύρω από παραμετρο-

ποιήσεις πέρα από εγγυημένα άνω και κάτω φράγματα. Σε μία εργασία, οι

Gutin και άλλοι [112] ανέπτυξαν μία πιθανοτική προσέγγιση σε προβλήματα

παραμετροποιημένα πέρα από άνω ή κάτω ισχυρά φράγματα. Οι Alon και

άλλοι [8] συνδύασαν αυτήν την προσέγγιση με μεθόδους από την Αλγεβρι-

κή Συνδυαστική και την Ανάλυση Fourier ώστε να αποκτήσουν έναν FPT
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αλγόριθμο για την παραμετροποιημένη Μέγιστη r-Ιλτ (Max r-Sat) πέρα

από το εγγυημένο κάτω φράγμα. ΄Αλλα σημαντικά αποτελέσματα σε αυτή την

κατεύθυνση περιλαμβάνουν τετραγωνικούς πυρήνες για προβλήματα ικανο-

ποίησης περιορισμών σε τριαδικές μεταθέσεις παραμετροποιημένα πάνω από

μέσους όρους (quadratic kernels for ternary permutation constraint satis-

faction problems parameterized above average) και αποτελέσματα γύρω από

συστήματα γραμμικών εξισώσεων πάνω στο σώμα με δύο στοιχεία (systems

of linear equations over field with two elements) [38, 39, 113, 136].

Μία εύλογη παραμετροποιημένη παραλλαγή τουΜέγιστου r-Διαχωρισμού

Συνόλων ορίζεται ρωτώντας εάν υπάρχει ένας 2-χρωματισμός υπεργραφη-

μάτων που χωρίζει τουλάχιστον k υπερακμές. Αυτή η παραλλαγή του Μέγι-

στου r-Διαχωρισμού Συνόλων, η οποία καλείται p-Διαχωρισμός Συνόλων

(p-Set Splitting), έχει μελετηθεί εκτενώς στο πλαίσιο των παραμετρικών

αλγόριθμων. Στον p-Διαχωρισμό Συνόλων δεν περιορίζουμε το μέγεθος των

υπερακμών σε το πολύ r όπως στην περίπτωση τουΜέγιστου r-Διαχωρισμού

Συνόλων. Οι Dehne, Fellows, και Rosamond [46] εκκίνησαν την μελέτη του

p-Διαχωρισμού Συνόλων και έδωσαν έναν αλγόριθμο που έτρεχε σε χρόνο

O∗(72k). Παρείχαν επίσης έναν πυρήνα για το πρόβλημα με το πολύ 2k

υπερακμές. Αργότερα οι Dehne, Fellows, Rossmand, και Shaw [47] βρήκαν

έναν αλγόριθμο με χρόνο εκτέλεσης O∗(8k). Συνεχίζοντας αυτή την αλυσίδα

βελτιώσεων οι Lokshtanov και Sloper [150] έδωσαν έναν αλγόριθμο με χρόνο

εκτέλεσης O∗(2.65k) και βρήκαν έναν πυρήνα όπου και το πλήθος των κορυ-

φών και το πλήθος των υπερακμών είναι το πολύ 2k. Αργότερα, οι Chen και

Lu [33] παρείχαν έναν τυχαιοποιημένο αλγόριθμο με χρόνο εκτέλεσης O∗(2k)

για μία παραλλαγή του προβλήματος με βάρη. Το 2009, οι Lokshtanov και

Saurabh [149] έδωσαν έναν αλγόριθμο με χρόνο εκτέλεσης O∗(1.96k) και

έναν πυρήνα με το πολύ 2k υπερακμές και το πολύ k κορυφές. Ο τρέχων τα-

χύτερος αλγόριθμος δόθηκε από τους Nederlof και van Rooij [159] και τρέχει
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Η ιστορία του p-Διαχωρισμού Συνόλων

Dehne, Fellows, και Rosamond WG 2003 O∗(72k)

Dehne, Fellows, Rosamond, και Shaw IWPEC 2004 O∗(8k)

Lokshtanov και Sloper ACiD 2005 O∗(2.6499k)

Chen και Lu COCOON 2007 O∗(2k)

Lokshtanov και Saurabh IWPEC 2009 O∗(1.96k)

Nederlof και van Rooij IPEC 2010 O∗(1.8213k)

Πίνακας 9.1: Λίστα των γνωστών αποτελεσμάτων για τον p-Διαχωρισμό

Συνόλων με χρονολογική σειρά. Ο συμβολισμός O∗() αποκρύπτει και τον

πολυωνυμικό παράγοντα.

σε χρόνο O∗(1.8213k). Παραπέμπουμε στον Πίνακα 9.1 για μία γρήγορη ανα-

φορά στην ιστορία του προβλήματος του p-Διαχωρισμού Συνόλων.

Από εδώ και στο εξής θεωρούμε μόνο r-υπεργραφήματα. Εάν έχουμε μία

υπερακμή μεγέθους ένα τότε δεν μπορεί ποτέ να χωριστεί και ως εκ τούτου

μπορούμε να την αγνοήσουμε. ΄Αρα, υποθέτουμε ότι κάθε υπερακμή είναι με-

γέθους τουλάχιστον 2 και το πολύ r. ΄Εστω ότι το H είναι ένα υπεργράφημα

με σύνολο κορυφών V (H) και σύνολο ακμών E(H) = {e1, e2, . . . em}. Αφού

κάθε υπερακμή έχει μέγεθος το πολύ 2, έχουμε ότι µH ≥ m/2. ΄Αρα, η τυ-

πική παραμετροποίηση του Μέγιστου r-Διαχωρισμού Συνόλων είναι τετριμ-

μένα παραμετρικά βατή λόγω του ακόλουθου επιχειρήματος: Εάν k ≤ m/2

τότε η απάντηση είναι ναι, αλλιώς έχουμε ότι m ≤ 2k και ως εκ τούτου

n ≤ 2kr. Σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να απαριθμήσουμε όλους τους

{1,−1}-χρωματισμούς του V (H) και να ελέγξουμε εάν κάποιος από αυτούς

χωρίζει τουλάχιστον k υπερακμές και να απαντήσουμε ανάλογα. ΄Αρα, δο-

σμένου ενός r-υπεργραφήματος H, η πιο σημαντική ερώτηση είναι εάν υπ-

άρχει ένας {1,−1}-χρωματισμός του V (H) ο οποίος χωρίζει τουλάχιστον
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µH + k υπερακμές. Με άλλα λόγια, ενδιαφερόμαστε για την ακόλουθη άνω

του μέσου όρου παραλλαγή του Μέγιστου r-Διαχωρισμού Συνόλων.

Ανω Μέσου Ορου r-Διαχωρισμός Συνόλων (ΑΜ-r-ΔΣ)

(Above Average r-Set Splitting (AA-r-SS))

Είσοδος: ΄Ενα r-υπεργράφημα H και ένας μη-αρνητικός ακέραιος k.

Παράμετρος: k.

Ερώτηση: Υπάρχει ένας 2-χρωματισμός του V (H) που να χωρίζει

τουλάχιστον µH + k υπερακμές;

Είναι γνωστό, από τα αποτελέσματα στην [136], ότι ο ΑΜ-r-ΔΣ είναι πα-

ραμετρικά βατός για σταθερά r (r = O(1)). Από την αλγοριθμική σκοπιά, μια

εύλογη ερώτηση είναι εάν ο ΑΜ-r-ΔΣ είναι παραμετρικά βατός όταν το μέγε-

θος των υπερακμών είναι το πολύ r(n) για κάποια συνάρτηση του n. Εάν ναι,

πόσο μακριά μπορούμε να ωθήσουμε την συνάρτηση r(n); Χρησιμοποιώντας

το Θεώρημα 9.1 παίρνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 9.2. Για κάθε σταθερά α < 1, ο ΑΜ-α log n-ΔΣ είναι παραμε-

τρικά βατός.

Συμπληρώνουμε το αλγοριθμικό αποτέλεσμα από ένα αποτέλεσμα αν-

τίστοιχου κάτω φράγματος το οποίο διατυπώνεται ως εξής.

Θεώρημα 9.3. Εκτός και αν NP ⊆ DTIME(nlog logn), ο ΑΜ-dlog ne-ΔΣ
δεν ανήκει στο XP.

Τα Θεωρήματα 9.2 και 9.3 είναι σε αντιδιαστολή με μία παρόμοια ερώ-

τηση για την ΑΜ-Μέγιστη-r-Ιλτ (AA-Max-r-Sat). ΄Εστω ότι ο F είναι

ένας τύπος σε Κανονική Συζευκτική Μορφή (Conjuctive Normal Form)

με n μεταβλητές και m συζευκτικούς όρους και έστω ότι r1, . . . , rm είναι

το πλήθος των εγγραμάτων στους συζευκτικούς όρους του F . Τότε το
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asat(F ) =
∑m

i=1(1 − 2−ri) είναι το αναμενόμενο πλήθος όρων που ικα-

νοποιούνται από μία τυχαία αποτίμηση αλήθειας (οι τιμές αλήθειας είναι

κατανεμημένες στις μεταβλητές ομοιόμορφα και ανεξάρτητα). Στην ΑΜ-

Μέγιστη-r-Ιλτ μας δίνονται ένας r-τύπος σε Κανονική Συζευκτική Μορφή

F (όλοι οι συζευκτικοί όροι έχουν μέγεθος το πολύ r) και ένας θετικός

ακέραιος k, και η ερώτηση είναι εάν υπάρχει μία αποτίμηση που ικανοποιεί

τουλάχιστον asat(F ) + k συζευκτικούς όρους, όπου k είναι η παράμετρος.

Στην [40], αποδεικνύεται ότι η ΑΜ-Μέγιστη-r(n)-Ιλτ δεν είναι παραμετρι-

κά βατή εκτός εάν καταρρίπτεται η Υπόθεση Εκθετικού Χρόνου [126] (δεί-

τε επίσης τον Ορισμό 8.1), όπου r(n) ≥ log logn + φ(n) και η φ(n) εί-

ναι μία μη-φραγμένη γνήσια αύξουσα συνάρτηση. Ωστόσο, δείχνουν επί-

σης ότι η ΑΜ-Μέγιστη-r(n)-Ιλτ είναι παραμετρικά βατή για οποιαδήποτε

r(n) ≤ log logn − log log log n − φ(n), όπου η φ(n) είναι μια οποιαδήποτε

μη-φραγμένη γνήσια αύξουσα συνάρτηση.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 9.2 δείχνει επίσης ότι ο ΑΜ-r-ΔΣ επιδέχε-

ται έναν πυρήνα με O(k) κορυφές για r = O(1). Νωρίτερα, μόνο ένας

γραμμικός «διπυρήνας» (bikernel) ήταν γνωστός [136]. Οι αποδείξεις των

Θεωρημάτων 9.1 και 9.2 συνδυάζουν τις ιδιότητες των συντελεστών Fourier

των ψευδό-συναρτήσεων Boole, που παρατηρήθηκαν από τους Crowston και

άλλους [38], με αποτελέσματα σε ένα συγκεκριμένο είδος συνεκτικότητας

υπεργραφημάτων. Η απόδειξη του Θεωρήματος 9.3 είναι εμπνευσμένη από

μία παρόμοια απόδειξη που δίνεται στην [40].
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9.2 Νέο Κάτω Φράγμα στην ζ(H) και η

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.1

Σε αυτή την ενότητα, βρίσκουμε το νέο κάτω φράγμα στην ζ(H), δηλαδή,

στο μέγιστο πλήθος των υπερακμών που μπορούν να χωριστούν σε ένα r-

υπεργράφημα H από έναν 2-χρωματισμό υπεργραφημάτων. Προς αυτήν την

κατεύθυνση ορίζουμε πρώτα την έννοια της συνεκτικότητας υπεργραφημάτων

και του δεντροπαράγοντα υπεργραφημάτων.

Συνεκτικότητα Υπεργραφημάτων και Δεντροπαράγοντας

Υπεργραφημάτων. Σε κάθε υπεργράφημαH μπορούμε να αντιστοιχίσου-

με το ακόλουθο γράφημα: Το πρωτογενές (primal) γράφημα, το οποίο καλεί-

ται επίσης γράφημα του Gaifman, P (H) έχει τις ίδιες κορυφές V (H) με το

H και δύο κορυφές u, v ∈ V (H) είναι συνδεδεμένες από μία ακμή στο P (H)

εάν υπάρχει μία υπερακμή e ∈ E(H), τέτοια ώστε {u, v} ⊆ V (e). Λέμε ότι το

H είναι συνεκτικό (connected) ή έχει r συνιστώσες εάν το αντίστοιχο πρω-

τογενές γράφημα P (H) είναι συνεκτικό ή έχει r συνιστώσες. Ορίζουμε τώρα

τις έννοιες των ισχυρών διαχωριστών και των δασών σε υπεργραφήματα.

Ορισμός 9.1 (Ισχυρός Διαχωριστής και Συνεκτικότητα κατά Διαμερίσεις).

΄Ενα υποσύνολο X ⊆ E(H) καλείται ισχυρός διαχωριστής (strong cut-set)

εάν το υπεργράφημα H ′ = (V,E(H) \X) έχει τουλάχιστον |X|+ 2 συνεκτι-

κές συνιστώσες. ΄Ενα υπεργράφημα H είναι συνεκτικό ως προς διαμερίσεις

(partition-connected) εάν δεν έχει ισχυρό διαχωριστή.

Ορισμός 9.2 (Δάσος Υπεργραφήματος). ΄Ενα δάσος (forest) F σε ένα

υπεργράφημα H είναι ένα ζεύγος (F, g) όπου το F είναι δάσος, με τη συνήθη

γραφοθεωρητική έννοια, με σύνολο κορυφών V (H) και σύνολο ακμών E(F ),

και g : E(F )→ E(H) είναι μία ένα προς ένα απεικόνιση τέτοια ώστε για κάθε
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{u, v} ∈ E(F ) έχουμε ότι {u, v} ⊆ V (g({u, v})). Το πλήθος των ακμών στο

F είναι |E(F )|.

Ας παρατηρήσουμε ότι εάν ένα δάσος F έχει |V (H)| − 1 ακμές τότε το

F είναι δεντροπαράγοντας στο V (H). Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι το

F είναι ένα υπερδέντρο (hypertree) του H. Οι Frank, Király, και Kriesell

απέδειξαν το ακόλουθο δυϊκό αποτέλεσμα το οποίο σχετίζει τους δεντρο-

παράγοντες και τους ισχυρούς διαχωριστές σε υπεργραφήματα [93, Πόρισμα

2.6].

Πρόταση 9.1 ([93]). ΄Ενα υπεργράφημα H περιέχει έναν δεντροπαράγοντα

εάν και μόνο εάν το H δεν έχει ισχυρό διαχωριστή.

΄Ενας 2-χρωματισμός ενός υπεργραφήματος H είναι μία συνάρτηση c :

V (H) → {−1, 1}. Λέμε ότι μία υπερακμή e του H είναι χωρισμένη (split)

από τον c εάν κάποια κορυφή του V (e) έχει χρώμα 1 και κάποια κορυφή έχει

−1. Συμβολίζουμε με split(c,H) το σύνολο των υπερακμών που χωρίζονται

από τον c. (Μπορεί να παραλείψουμε το υπεργράφημα εάν είναι εμφανές από

το περιεχόμενο.) Το μέγιστο πλήθος των υπερακμών που χωρίζονται πάνω

από όλους τους 2-χρωματισμούς συμβολίζεται με split(H).

Παρατήρηση 9.1. ΄Εστω ότι το H είναι ένα υπεργράφημα, η e είναι μία

υπερακμή του H, και η v ∈ V (e) είναι μία κορυφή του H. Εάν ο c είναι

ένας 2-χρωματισμός του H τότε η e δεν είναι χωρισμένη εάν και μόνο εάν

c(v) · c(u) = 1 για κάθε u ∈ V (e) \ {v}.

Για κάθε i ≥ 2, έστω ότι το mi είναι το πλήθος των υπερακμών του H

που έχουν μέγεθος i. Για κάθε r-υπεργράφημα H, ξαναγράφουμε το µH

όπως ακολούθως, µH =
∑r

i=2(1− 2−(i−1))mi.

΄Εστω ότι το H είναι ένα υπεργράφημα το οποίο δεν έχει ισχυρό δια-

χωριστή. Θα δείξουμε ότι για αυτά τα υπεργραφήματα, υπάρχει ένας 2-

χρωματισμός ο οποίος χωρίζει αρκετές υπερακμές παραπάνω από τον μέσο
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όρο. Αυτό είναι κρίσιμο και για το αποτέλεσμα πυρηνοποίησης (Θεώρημα 9.7)

αλλά και για το αλγοριθμικό (Θεώρημα 9.2). Για αυτό, θα χρειαστούμε επίσης

ένα αποτέλεσμα από τις συναρτήσεις Boole.

Αποτελέσματα από τις συναρτήσεις Boole. Μία συνάρτηση f

η οποία απεικονίζει το {−1, 1}n στο R καλείται ψευδό-συνάρτηση Boole

(pseudo-Boolean function). Είναι αρκετά γνωστό ότι κάθε ψευδό-συνάρτηση

Boole f μπορεί να γραφεί μοναδικά ως

f(x1, . . . , xn) = f̂(∅) +
∑

I∈2[n]\∅

f̂(I)
∏
i∈I

xi,

όπου κάθε f̂(I) είναι ένας πραγματικός. Αυτός ο τύπος καλείται ανάπτυγ-

μα Fourier της f και οι f̂(I) είναι οι συντελεστές Fourier της f . Δεί-

τε στην [177] για περισσότερες λεπτομέρειες. Με x̄ αναπαριστούμε το

(x1, . . . , xn).

Θεώρημα 9.4 ([38]). ΄Εστω ότι η f(x̄) = f̂(∅) +
∑
I∈F

f̂(I)
∏
i∈I

xi είναι μία

ψευδό-συνάρτηση Boole βαθμού r > 0, όπου η F είναι μία οικογένεια μη-

κενών υποσυνόλων του [n] τέτοια ώστε I ∈ F εάν και μόνο εάν f̂(I) 6= 0, και

ο f̂(∅) είναι ο σταθερός όρος της f . Τότε

max
x∈{−1,1}n

f(x̄) ≥ f̂(∅) +

⌊
rankA− 1 + r

r

⌋
·min{|f̂(I)| | I ∈ F},

όπου ο A είναι ένας (0, 1)-πίνακας με στοιχεία αij τέτοια ώστε αij = 1 εάν

και μόνο εάν ο όρος j του αθροίσματος περιέχει το xi.

Είμαστε τώρα έτοιμοι να δώσουμε την απόδειξη του Θεωρήματος 9.1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.1. ΄Εστω ότι το H είναι ένα r-υπεργράφημα και

η 1, . . . , n είναι μία τυχαία διάταξη των κορυφών στο V (H). ΄Εστω ότι οι
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x1, . . . , xn είναι οι n μεταβλητές που αντιστοιχούν στις 1, . . . , n αντίστοιχα.

Σε κάθε υπερακμή e ∈ E(H) αντιστοιχούμε ένα πολυώνυμο fe(x̄). Για μία

δοσμένη e ∈ E(H), έστω ότι το j είναι ο μεγαλύτερος δείκτης μέσα στο

V (e). Τότε

fe(x̄) = 1− 1

2|e|−1

∏
i∈V (e)\{j}

(1 + xixj).

Ας προσέξουμε ότι για κάθε δ = (δ1, δ2, . . . , δn) ∈ {−1, 1}n, μπορούμε

να ορίσουμε έναν 2-χρωματισμό cδ του V (H) τέτοιον ώστε cδ(i) = δi και,

αντίστροφα, για κάθε 2-χρωματισμό c μπορούμε να ορίσουμε ένα διάνυσμα

δc ∈ {−1, 1}n. Παρατηρούμε τότε ότι, δοσμένου ενός 2-χρωματισμού c του

H, fe(δc) = 1 εάν και μόνο εάν η e είναι χωρισμένη από τον c. ΄Αρα fe(δc) = 0

εάν και μόνο εάν η e δεν είναι χωρισμένη από τον c. Ως εκ τούτου, είναι αρκε-

τό να αποδείξουμε ότι maxȳ f(ȳ) ≥ µH + n−2
r·2r−1 , όπου η f(x̄) =

∑
e∈E(H)

fe(x̄)

είναι μία ψευδό-συνάρτηση Boole βαθμού r > 0 και ȳ ∈ {−1, 1}n. Στη

συνέχεια δείχνουμε ότι αυτό πράγματι ισχύει.

΄Εστω ότι,

f(x̄) =
∑

e∈E(H)

1− 1

2|e|−1

∏
i∈V (e)\{j}

(1 + xixj)


=

r∑
i=2

mi −
∑

e∈E(H)

1

2|e|−1

∏
i∈V (e)\{j}

(1 + xixj).

Παρατηρούμε ότι, για κάθε e ∈ E(H), τα
1

2|e|−1
xpxj και

1

2|e|−1
x2
jxpxq εμφα-

νίζονται στους όρους του

∏
i∈V (e)\{j}

(1 + xixj) για κάθε {p, q} ⊆ V (e) \ {j}.

Θα χρησιμοποιήσουμε αυτό το γεγονός αργότερα. Ξαναγράφουμε την f(x̄)
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ως,

f(x̄) =

r∑
i=2

mi −
r∑
i=2

1

2i−1
mi +

∑
I∈F

cI
∏
i∈I

x
λ(I,i)
i

=
r∑
i=2

(
1− 1

2i−1

)
mi +

∑
I∈F

cI
∏
i∈I

x
λ(I,i)
i ,

όπου η F είναι μία οικογένεια υποσυνόλων του [n] τέτοια ώστε για κάθε

σύνολο I ∈ F ,

1. 2 ≤ |I| ≤ r,

2. |cI | ≥ 1
2r−1 , και

3. για κάθε i ∈ I, ο λ(I,i) είναι ένας θετικός ακέραιος.

Τότε, όπως παραπάνω, για κάθε e ∈ E(H), τα
1

2|e|−1
xpxj και

1

2|e|−1
x2
jxpxq

εμφανίζονται στην f(x̄) για κάθε {p, q} ⊆ V (e) \ {j}.
΄Εστω,

fp(x̄) =

r∑
i=2

(
1− 1

2i−1

)
mi +

∑
I∈F

cI
∏
i∈I

x
λ(I,i) mod 2

i .

Προφανώς, η fp : {−1, 1}n → R είναι μία ψευδό-συνάρτηση Boole. Τότε,

για κάθε x̄ ∈ {−1, 1}n, f(x̄) = fp(x̄). Συνεπώς, maxx̄ f(x̄) = maxx̄ fp(x̄).

Παρατηρούμε ότι η fp(x̄) μπορεί επίσης να γραφεί ως

fp(x̄) =

r∑
i=2

(
1− 1

2i−1

)
mi +

∑
I∈F ′

c′I
∏
i∈I

xi,

όπου η F ′ είναι μία οικογένεια υποσυνόλων του [n] τέτοια ώστε

1. 2 ≤ |I| ≤ r και

2. |c′I | ≥
1

2r−1 για κάθε I ∈ F ′.
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Τότε, για κάθε υπερακμή e ∈ E(H), ο όρος xpxq, p, q ∈ V (e) με p 6= q

εμφανίζεται στο

∑
I∈F ′

c′I
∏
i∈I

xi. Πριν προχωρήσουμε ξαναγράφουμε την fp(x̄)

ως

fp(x̄) = f̂(∅) +
∑
I∈F ′

f̂(I)
∏
i∈I

xi,

όπου ο f̂(∅) = µH είναι ο σταθερός όρος της fp και f̂(I) = c′I , για κάθε

I ∈ F ′.
Σημειώνουμε ότι η fp(x̄) έχει βαθμό rp με 2 ≤ rp ≤ r. Από το Θεώρημα 9.4,

έπεται ότι

max
x̄

fp(x̄) ≥ f̂(∅) +

⌊
rankA− 1 + rp

rp

⌋
·min{|f̂(I)| : I ∈ F ′},

όπου ο A είναι ένας (0, 1)-πίνακας με στοιχεία αij τέτοια ώστε αij = 1

εάν και μόνο εάν ο όρος j ∈ I περιέχει την xi. Καθώς το H δεν έχει

ισχυρό διαχωριστή, το H έχει έναν δεντροπαράγοντα T (από την Υπόθεση

και την Πρόταση 9.1). Επιπλέον, ας θυμηθούμε ότι για κάθε υπερακμή e ∈
E(H), ο όρος xpxq, p, q ∈ V (e) με p 6= q εμφανίζεται στην fp(x̄). ΄Αρα, ο

πίνακας γειτνίασης ακμών-κορυφών T είναι υποπίνακας του A. Είναι γνωστό

ότι ο πίνακας γειτνίασης ακμών-κορυφών ενός συνεκτικού γραφήματος με n

κορυφές έχει τάξη τουλάχιστον n − 1. ΄Αρα έχουμε ότι η τάξη του, rankT ,

είναι n− 1. Ξέρουμε επίσης ότι η τάξη ενός πίνακα είναι τουλάχιστον όσο η

τάξη οποιουδήποτε από τους υποπίνακες του. Αυτό συνεπάγεται ότι rankA ≥
n− 1 και

max
x̄

fp(x̄) ≥ f̂(∅)+

⌊
n− 1− 1 + r

r

⌋
·min{|f̂(I)| | I ∈ F ′} ≥ µH+

n− 1

r · 2r−1
.

Για να δούμε την τελευταία ανισότητα, ας υποθέσουμε ότι n = pr + q, όπου

0 ≤ q ≤ r−1. Τότε, εάν q ≥ 2 έχουμε ότι

⌊
p+ q+r−2

r

⌋
≥ p+1 και αυτό μας

δίνει το επιθυμητό αποτέλεσμα. Σε άλλες περιπτώσεις έχουμε q ≤ 1 και αυτό

μας δίνει ότι

⌊
p+ q+r−2

r

⌋
≥ p ≥ n−1

r . Καθώς maxx̄ f(x̄) = maxx̄ fp(x̄),

αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη εφαρμόζοντας το Θεώρημα 9.4.
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9.3 Κανόνες Αναγωγής για τον ΑΜ-r-ΔΣ

Σε αυτή την ενότητα, παρουσιάζουμε δύο κανόνες αναγωγής για τον ΑΜ-

r-ΔΣ. Αυτοί είναι καθοριστικής σημασίας για την απόδειξη του Θεωρήμα-

τος 9.2.

΄Οταν το υπεργράφημα H είναι μη-συνεκτικό μπορούμε να δώσουμε τον

απλό ακόλουθο κανόνα αναγωγής.

Κανόνας Αναγωγής 1 ([149]). : ΄Εστω ότι το (H, k) είναι μία είσο-

δος του ΑΜ-r-ΔΣ τέτοια ώστε το P (H) έχει τις συνεκτικές συνιστώσες

P (H)[C1], . . . , P (H)[Ct]. ΄Εστω ότι οι v1, . . . , vt είναι κορυφές τέτοιες ώστε

vi ∈ Ci. Κατασκευάζουμε ένα υπεργράφημα H ′ από το H ταυτίζοντας τις

κορυφές v1, . . . , vt. Για την ακρίβεια V (H ′) = V (H) \ {vi | 2 ≤ i ≤ t}
και για κάθε υπερακμή e ∈ E(H) αφήνουμε την υπερακμή e′ ∈ E(H ′) ως

e′ = e εάν vi /∈ e, για κάθε i ∈ [t], και e′ = (V (e) \ {vi | 2 ≤ i ≤ t}) ∪ {v1}
διαφορετικά. Εξάγουμε το (H ′, k).

Ο επόμενος κανόνας αναγωγής φροντίζει την περίπτωση όπου το υπερ-

γράφημα έχει ισχυρό διαχωριστή. Ενώ αυτός ο κανόνας αναγωγής πρωτοεμ-

φανίστηκε στην [149], για λόγους πληρότητας, θα θέλαμε να παρουσιάσουμε

εδώ την πλήρη απόδειξη της ορθότητάς του. Η υπόλοιπη ενότητα είναι αφιε-

ρωμένη στην απόδειξη του ακόλουθου.

Θεώρημα 9.5 ([149]). Υπάρχει ένας αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου

ο οποίος, δοσμένου ενός ισχυρού διαχωριστή X ενός συνεκτικού υπεργρα-

φήματος H = (V (H), E(H)), εντοπίζει έναν διαχωριστή X ′ ⊆ X τέτοιον

ώστε X ′ 6= ∅ και υπάρχει ένας χρωματισμός χ τέτοιος ώστε |split(χ,H)| =
split(H) και ο χ διαχωρίζει όλες τις υπερακμές του X ′. Στην πραγματικότη-

τα, δοσμένου ενός οποιουδήποτε χρωματισμού c, υπάρχει ένας χρωματισμός

χ τέτοιος ώστε split(χ,H) = split(c,H) ∪X ′.
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Δίνουμε πρώτα μία αλγοριθμική παραλλαγή της Πρότασης 9.1 η οποία

είναι κεντρική στην απόδειξη του Θεωρήματος 9.5. Δοσμένου ενός δάσους

F = (F, g), κατατάσσουμε τις ακμές του E(H) όπως ακολούθως. Μία ακμή

e ∈ E(H) είναι:

• Μία ακμή δάσους (forest edge) εάν υπάρχει μία ακμή f στο E(F ) τέτοια

ώστε g(f) = e.

• Μία διαχωριστική ακμή (cut edge) εάν υπάρχουν δύο συνεκτικές συ-

νιστώσες C1 και C2 του F τέτοιες ώστε V (e) ∩ V (C1) 6= ∅ και

V (e) ∩ V (C2) 6= ∅.

• Μία αχρησιμοποίητη ακμή (unused edge) εάν δεν υπάρχει ακμή f στο

E(F ) τέτοια ώστε g(f) = e, δηλαδή, η e δεν βρίσκεται στην εικόνα της

απεικόνισης g.

Σχολιάζουμε ότι μία ακμή e μπορεί να είναι ακμή δάσους και διαχωριστική

ακμή ταυτόχρονα. Παρόμοια μία ακμή μπορεί να είναι διαχωριστική ακμή και

αχρησιμοποίητη ακμή ταυτόχρονα.

Ορισμός 9.3. Για ένα υπεργράφημα H = (V (H), E(H)), ένα δάσος F =

(F, g) και e1, e2 ∈ E(H), λέμε ότι μία ακμή e2 ακολουθεί την e1 εάν η e1

είναι ακμή δάσους του F και η e2 είναι διαχωριστική ακμή σύμφωνα με το

F ′ = (F ′, g′) όπου F ′ = (V (H), E(F ) \ {g−1(e1)}) και g′(f) = g(f) για

f ∈ E(F ′).

Είμαστε τώρα σε θέση να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε την αλγοριθ-

μική παραλλαγή της Πρότασης 9.1 την οποία θα χρησιμοποιήσουμε αργότερα.

Θεώρημα 9.6 ([149]). Υπάρχει ένας αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου ο

οποίος, δοσμένου ενός συνεκτικού υπεργραφήματος H = (V (H), E(H)) και

ενός δάσους F = (F, g) του H τέτοιου ώστε |E(F )| < |V (H)| − 1, βρίσκει
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είτε ένα δάσος F ′ = (F ′, g′) του H με |E(F ′)| ≥ |E(F )|+1 είτε έναν ισχυρό

διαχωριστή X του H.

Απόδειξη. Δοσμένου ενός υπεργραφήματος H = (V (H), E(H)) και ενός

δάσους F = (F, g) του H, μία ακολουθία υπερακμών L(H,F) = e1e2 . . . et

τέτοια ώστε ei ∈ E(H) καλείται επαυξητική ακολουθία (augmenting se-

quence) εάν (α) η e1 είναι διαχωριστική ακμή, (β) η ei+1 ακολουθεί την ei

για όλα τα 1 ≤ i ≤ t, και (γ) η et είναι αχρησιμοποίητη ακμή.

Πρώτα αποδεικνύουμε ότι εάν υπάρχει μία επαυξητική ακολουθία σύμφω-

να με το δάσος F = (F, g) τουH τότε υπάρχει ένα δάσος F ′ = (F ′, g′) τουH

με |E(F ′)| ≥ |E(F )|+1. Το αποδεικνύουμε αυτό με επαγωγή στο μήκος της

μικρότερης επαυξητικής ακολουθίας t. Εάν t = 1 τότε L(H,F) = e1. Σε αυ-

τή την περίπτωση η e1 είναι και διαχωριστική ακμή και αχρησιμοποίητη ακμή.

Αφού η e1 είναι διαχωριστική ακμή υπάρχουν δύο συνεκτικές συνιστώσες C1

και C2 του F τέτοιες ώστε V (C1) ∩ V (e1) 6= ∅ και V (C2) ∩ V (e1) 6= ∅.
΄Εστω οι u ∈ V (C1) ∩ V (e1) και v ∈ V (C2) ∩ V (e1). Ορίζουμε τότε τα

F ′ = (V (H), E(F )∪ {{u, v}}) και g′ : E(F ′)→ E(H) ως g′(f) = g(f) εάν

f ∈ E(F ) και g′({u, v}) = e1. Καθώς έχουμε προσθέσει μία ακμή ανάμεσα

σε δύο διαφορετικές συνιστώσες του F , έχουμε ότι το F ′ είναι επίσης δάσος

και έχει μία ακμή παραπάνω από το F .

Υποθέτουμε τώρα ότι t ≥ 2 και ότι εάν μας έχουν δώσει ένα δάσος F =

(F, g) του H και μία συντομότερη επαυξητική ακολουθία L(H,F) μήκους

το πολύ t′ < t τότε υπάρχει ένα δάσος F ′ = (F ′, g′) του H με |E(F ′)| ≥
|E(F )| + 1. ΄Εστω ότι το F = (F, g) είναι ένα δάσος και η L(H,F) =

e1e2 . . . et είναι μία συντομότερη επαυξητική ακολουθία του F με μήκος t.

Παρατηρούμε ότι η e1 είναι διαχωριστική ακμή. Ως εκ τούτου, υπάρχουν δύο

συνεκτικές συνιστώσες C1 και C2 του F τέτοιες ώστε V (C1) ∩ V (e1) 6= ∅
και V (C2)∩V (e1) 6= ∅. ΄Εστω οι u ∈ V (C1)∩V (e1) και v ∈ V (C2)∩V (e1).

Επιπροσθέτως, η e1 είναι ακμή δάσους και ως εκ τούτου έστω f ∈ E(F )
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τέτοια ώστε g(f) = e1. Κατασκευάζουμε τώρα ένα δάσος F∗ = (F ∗, g′)

όπως ακολούθως. ΄Εστω ότι F ∗ = (V (H), E(F ) ∪ {{u, v}} \ {f}) και g′ :

E(F ∗) → E(H), όπου g′(f) = g(f) εάν f ∈ E(F ) και g′({u, v}) = e1.

Δείχνουμε τώρα ότι η L(H,F∗) = e2 . . . et είναι μία επαυξητική ακολουθία

μήκους το πολύ t− 1 για F∗.
Για να το δείξουμε αυτό θα χρησιμοποιήσουμε τις ακόλουθες ιδιότητες

της L(H,F).

• εάν t > 1 τότε οι e1, e2, . . ., et−1 είναι ακμές δάσους και

• εάν t > 1 τότε οι e2, . . ., et−1 δεν είναι διαχωριστικές ακμές σύμφωνα

με το F .

Η πρώτη ιδιότητα έπεται από τον ορισμό της L(H,F) και η δεύτερη από την

επιλογή της L(H,F) να είναι συντομότερη επαυξητική ακολουθία.

Δείχνουμε πρώτα ότι η e2 είναι διαχωριστική ακμή σύμφωνα με το F∗.
Πράγματι, ας θυμηθούμε ότι η e2 δεν είναι διαχωριστική ακμή σύμφωνα με

το F . Τότε υπάρχει ακριβώς μία συνεκτική συνιστώσα C του F τέτοια ώστε

V (e2) ∩ C 6= ∅ και συνεπώς το V (e2) τέμνει το πολύ ένα από τα C1 και C2.

Ωστόσο, αφού η e2 ακολουθεί την e1, υπάρχουν συνεκτικές συνιστώσες C ′

και C ′′ του E(F ) \ {f} τέτοιες ώστε V (e2) ∩ C ′ 6= ∅ και V (e2) ∩ C ′′ 6= ∅.
Αυτό συνεπάγεται ότι C = C ′ ∪ C ′′ ∪ {f}. Είναι εύκολο να δούμε ότι εάν

C 6= C1 και C 6= C2 τότε οι C ′ και C ′′ είναι επίσης συνεκτικές συνιστώσες

του F∗ και συνεπώς η e2 είναι διαχωριστική ακμή του F∗. Στην περίπτωση

όπου C = C1 (C = C2, αντίστοιχα) τότε χωρίς βλάβη της γενικότητας ας

υποθέσουμε ότι u ∈ V (C ′) (v ∈ V (C ′), αντίστοιχα). Αυτό συνεπάγεται ότι

οι C ′∪C2∪{{u, v}} (C ′∪C1∪{{u, v}}, αντίστοιχα) και C ′′ είναι συνεκτικές
συνιστώσες του F∗ και συνεπώς η e2 είναι διαχωριστική ακμή του F∗.

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι g(E(F )) = g′(E(F ∗)), άρα έχουμε ότι η et

είναι αχρησιμοποίητη ακμή του F∗. Το μόνο που απομένει να αποδειχθεί είναι
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ότι η ej+1 ακολουθεί την ej , για j ∈ {2, . . . , t−1}, σύμφωνα με το F∗. ΄Εστω

ότι η ej είναι μία υπερακμή, j ∈ {2, . . . , t−1}, και έστω ότι οι u1 και u2 είναι

δύο κορυφές στο V (ej+1) οι οποίες βρίσκονται σε διαφορετικές συνεκτικές

συνιστώσες του F \ g−1(ej). Αποδεικνύουμε ότι οι u1 και u2 βρίσκονται σε

διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του F ∗ \ g′−1(ej). Ας υποθέσουμε ότι

όχι, τότε υπάρχει ένα μονοπάτι P από την u1 στην u2 στο F ∗ \g′−1(ej). Εάν

το P δεν περιέχει την g′−1(e1) τότε το P είναι ένα μονοπάτι από την u στην

v στο F \ g−1(ej) επειδή g′−1(ej) = g−1(ej) και η g′−1(e1) είναι η μοναδική

ακμή στο F ∗ που δεν είναι στο F . Αυτό αντιφάσκει στο γεγονός ότι η ej+1

ακολουθεί την ej σύμφωνα με το F . Εάν το P περιέχει την g′−1(e1) τότε οι

u1 και u2 πρέπει να βρίσκονται σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του

F ∗ \ g′−1(e1) = F \ g−1(e1). Αλλά, αφού η L(H,F) είναι συντομότερου

μήκους, η ej+1 δεν ακολουθεί την e1 σύμφωνα με την F , και ως εκ τούτου οι

u1 και u2 πρέπει να βρίσκονται στην ίδια συνεκτική συνιστώσα F \ g−1(e1),

αντίφαση. ΄Αρα, συμπεραίνουμε ότι η ej+1 ακολουθεί την ej σύμφωνα με το

F∗.

Ως εκ τούτου, έχουμε δείξει ότι η L(H,F∗) = e2 . . . et είναι μία επαυ-

ξητική ακολουθία μήκους το πολύ t − 1 για το F∗. Αυτό συνεπάγεται ότι

το F∗ έχει μία συντομότερη επαυξητική ακολουθία μήκους το πολύ t− 1 και

ως εκ τούτου από την επαγωγική υπόθεση αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει ένα

δάσος F ′ = (F ′, g′) του H με |E(F ′)| ≥ |E(F ∗)|+ 1 = |E(F )|+ 1.

Για το άλλο μέρος της απόδειξης δείχνουμε ότι εάν δεν έχουμε μία ε-

παυξητική ακολουθία τότε έχουμε έναν ισχυρό διαχωριστή. Λέμε ότι μία

υπερακμή e είναι προσιτή από μία υπερακμή e∗ ∈ Y εάν υπάρχει μία ακο-

λουθία υπερακμών e∗e1 . . . ele, η e1 ακολουθεί την e∗, η ei+1 ακολουθεί την

ei για i ∈ {1, . . . , l − 1}, και η e ακολουθεί την el. ΄Εστω ότι το Y εί-

ναι το σύνολο των διαχωριστικών ακμών σύμφωνα με το F και ότι το X

είναι το σύνολο όλων των υπερακμών που περιέχουν το Y και όλες εκεί-
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νες τις υπερακμές που είναι προσιτές από μία υπερακμή στο X. Ισχυρι-

ζόμαστε ότι το X είναι ο επιθυμητός ισχυρός διαχωριστής. ΄Εστω ότι το

H ′ = (V (H), E(H) \ X) είναι το υπεργράφημα που προκύπτει από το H

αφαιρώντας όλες τις υπερακμές από το X. Δείχνουμε τώρα ότι το P (H ′)

έχει τουλάχιστον |X| + 2 συνεκτικές συνιστώσες. Ας παρατηρήσουμε ότι

όλες οι ακμές στο X είναι ακμές δάσους, διαφορετικά θα υπήρχε επαυξητική

ακολουθία. ΄Εστω το X−1 = {g−1(x) | x ∈ X}. Το δάσος F από το οποίο

ξεκινήσαμε έχει τουλάχιστον δύο συνεκτικές συνιστώσες και ως εκ τούτου

όταν αφαιρέσουμε όλες τις ακμές από το X−1
έχει τουλάχιστον |X| + 2

συνεκτικές συνιστώσες. Δείχνουμε ότι για κάθε συνεκτική συνιστώσα C,

του F ′ = (V (H), E(F ) \X−1) , το P (H ′)[V (C)] είναι μία συνεκτική συνι-

στώσα. Ας υποθέσουμε ότι όχι. Τότε υπάρχουν δύο συνεκτικές συνιστώσες

C1 και C2 του F ′ τέτοιες ώστε υπάρχει μία υπερακμή e /∈ X τέτοια ώστε

V (e) ∩ V (C1) 6= ∅ και V (e) ∩ V (C2) 6= ∅. ΄Εστω οι u ∈ V (e) ∩ V (C1) και

v ∈ V (e) ∩ V (C2). Αφού η e δεν είναι διαχωριστική ακμή, οι u και v είναι

στην ίδια συνεκτική συνιστώσα του F . Καθώς οι u και v δεν ανήκουν στην

ίδια συνεκτική συνιστώσα του F ′, υπάρχει μία υπερακμή e′ ∈ X τέτοια ώστε

οι u και v είναι σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες του F \ g−1(e′). Ως

εκ τούτου η e ακολουθεί την e′, αντίφαση.

΄Εχουμε δείξει ότι για ένα συνεκτικό υπεργράφημα H = (V (H), E(H))

και ένα δάσος F = (F, g) του H τέτοιο ώστε |E(F )| < |V (H)| − 1, εί-

τε υπάρχει ένα δάσος F ′ = (F ′, g′) του H με |E(F ′)| ≥ |E(F )| + 1 είτε

υπάρχει ένας ισχυρός διαχωριστής X του H. Μπορούμε να κάνουμε την

απόδειξη κατασκευαστική εάν έχουμε τρόπο να βρούμε ένα συντομότερο ε-

παυξητικό μονοπάτι σύμφωνα με το F . Σε ότι ακολουθεί δείχνουμε πως

να βρούμε ένα συντομότερο επαυξητικό μονοπάτι σύμφωνα με το F ανα-

γάγοντας το στον εντοπισμό ενός συντομότερου μονοπατιού σε ένα βοηθη-

τικό διατεταγμένο γράφημα. Ορίζουμε ένα γράφημα G′ με σύνολο κορυφών
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V (G′) = {ve | e ∈ E(H)}, δηλαδή, για κάθε υπερακμή e ∈ E(H) προ-

σθέτουμε μία κορυφή ve στο E(G). Προσθέτουμε μία ακμή από το ve στο

vf εάν η f ακολουθεί την e σύμφωνα με το F . Ως εκ τούτου για να βρούμε

μία συντομότερη επαυξητική ακολουθία είναι αρκετό να κάνουμε αναζήτηση

κατά πλάτος στο G′ αρχίζοντας από το {ve ∈ V (G′) | e είναι διαχωριστική

ακμή} και ελέγχοντας εάν μία κορυφή vf που αντιστοιχεί σε μία αχρησιμο-

ποίητη ακμή είναι προσιτή. Είναι εμφανές ότι αυτή η διαδικασία χρειάζεται

πολυωνυμικό χρόνο. Εάν εντοπίσουμε μία επαυξητική ακολουθία τότε μπο-

ρούμε να βρούμε το επιθυμητό δάσος F ′ σε πολυωνυμικό χρόνο και εάν δεν

βρούμε μία επαυξητική ακολουθία τότε μπορούμε να βρούμε τον επιθυμητό

ισχυρό διαχωριστή X όπως περιγράφηκε στην απόδειξη του πολυωνυμικού

χρόνου.

Δοσμένου ενός γραφήματος G, ένα ταίριασμα (matching) M στο G είναι

ένα σύνολο από ακμές όπου δεν υπάρχουν δύο οι οποίες να μοιράζονται μία

κορυφή και ένα σύνολο S ∈ V (G) είναι κορεσμένο (saturated) από το M εάν

για κάθε v ∈ S υπάρχει μία ακμή e ∈M τέτοια ώστε v ∈ e.
Μπορούμε τώρα να προχωρήσουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 9.5.

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.5. ΄Εστω το H∗ = (V (H), E(H)\X) και έστω

ότι |X| = t. Από την υπόθεση, το X είναι ένας ισχυρός διαχωριστής και ως

εκ τούτου το πρωτογενές γράφημα P (H∗) έχει τουλάχιστον t+2 συνεκτικές

συνιστώσες. ΄Εστω ότι οι συνεκτικές συνιστώσες του P (H∗) είναι οι C =

{C1, . . . , Cq} όπου q ≥ t + 2 και X = {e1, . . . , et}. Κατασκευάζουμε ένα

βοηθητικό διμερές γράφημα B με σύνολο κορυφών A ∪ B με μία κορυφή

ai ∈ A για κάθε ακμή ei ∈ X και μία κορυφή bi ∈ B για κάθε συνεκτική

συνιστώσα Ci ∈ C. Υπάρχει μία ακμή {ai, bj} εάν V (ei) ∩ V (Cj) 6= ∅.
Αποδεικνύουμε την διατύπωση του θεωρήματος με επαγωγή στο |X|.

Για την βάση υποθέτουμε ότι |X| = 1 και X = {e1}. Για την ακρίβεια,
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δείχνουμε ότι, δοσμένης μιας οποιασδήποτε f : V (H) → {−1, 1}, υπάρχει

μία συνάρτηση g : V (H)→ {−1, 1} τέτοια ώστε split(g) = split(f) ∪ {e1}
η οποία αποδεικνύει τον επιθυμητό ισχυρισμό. Εάν e1 ∈ split(f) η πρόταση

ακολουθεί, οπότε υποθέτουμε ότι e1 /∈ split(f). Καθώς το P (H) είναι

συνεκτικό έχουμε ότι οι {a1, bj}, j ∈ {1, . . . , q} είναι ακμές στο B. ΄Εστω

ότι η g : V (H) → {−1, 1} είναι τέτοια ώστε g(v) = f(v) εάν και μόνο εάν

v /∈ C1. Δηλαδή, για όλες τις κορυφές στο C1, η g αντιστρέφει την τιμή που

δόθηκε από την f .

Ας παρατηρήσουμε ότι e1 ∈ split(g) αφού το V (e1) περιέχει μία κορυφή

u ∈ C1 και μία κορυφή v ∈ C2. Αφού f(u) = f(v), g(u) 6= g(v) και ως εκ

τούτου e1 ∈ split(g). Καθώς τοX είναι ισχυρός διαχωριστής τουH καιX =

{e1}, για κάθε ακμή e στο split(f), έχουμε ότι το V (e) περιέχεται πλήρως

σε μία από τις συνεκτικές συνιστώσες και ως εκ τούτου, το e ∈ split(f)

συνεπάγεται ότι e ∈ split(g). Αυτό αποδεικνύει την απόδειξη της βάσης.

΄Αρα, ας υποθέτουμε ότι |X| ≥ 2 και η διατύπωση του θεωρήματος ισχύει για

όλα τα X ′ που ικανοποιούν τις συνθήκες του θεωρήματος και |X ′| < |X|.
Στο επαγωγικό βήμα θεωρούμε δύο περιπτώσεις:

(α) Δεν υπάρχει ταίριασμα στο B για το οποίο το A είναι κορεσμένο ή

(β) Υπάρχει ταίριασμα για το οποίο το A είναι κορεσμένο στο B.

Στην Περίπτωση (α), από το θεώρημα του Hall [114], ξέρουμε ότι υπάρχει

ένα υποσύνολο A′ ⊆ A, με A′ 6= ∅ τέτοιο ώστε |A′| > |N(A′)| και ένα

τέτοιο σύνολο μπορεί να βρεθεί σε πολυωνυμικό χρόνο. Ισχυριζόμαστε ότι

το X ′ = X \ {ej | aj ∈ A′} είναι ένας ισχυρός διαχωριστής και είναι μι-

κρότερου μεγέθους από τον X. Είναι ευκρινές ότι |X ′| < |X| καθώς A′ 6= ∅.
Δείχνουμε τώρα ότι το X ′ είναι πράγματι ισχυρός διαχωριστής. ΄Εστω το

C′ = C \{Cj | bj ∈ N(A′)}. Παρατηρούμε ότι στο H ′ = (V (H), E(H)\X ′),
κάθε Ci ∈ C′ είναι συνεκτική συνιστώσα. Το μέγεθος του C′ είναι φραγμένο
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όπως ακολούθως

|C′| = |C|−|N(A′)| ≥ (t+2)−|N(A′)| > (t+2)−|A′| = t−|A′|+2 = |X ′|+2,

και ως εκ τούτου το X ′ είναι όντως ισχυρός διαχωριστής. Σε αυτή την

περίπτωση η διατύπωση του θεωρήματος έπεται από την επαγωγική υπόθεση

καθώς |X ′| < |X|.
Στην Περίπτωση (β) υποθέτουμε ότι έχουμε ένα ταίριασμαM για το οποίο

το A είναι κορεσμένο. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, έστω ότι το M είναι

το {{a1, b1}, . . . , {at, bt}}. ΄Εστω ότι το U = {bt+1, . . . , bq} είναι το σύνολο

των κορυφών στο B που δεν είναι κορεσμένες από το M . Επαναληπτικά

κατασκευάζουμε ένα σύνολο U ′ το οποίο περιέχει το U όπως ακολούθως.

Αρχικά θέτουμε U ′ := U και Ã = A.

• Ελέγχουμε εάν υπάρχει ένας γείτονας μίας κορυφής του U ′ στο Ã. Εάν

ναι, πηγαίνουμε στο επόμενο βήμα. Διαφορετικά, εξάγουμε το U ′.

• ΄Εστω ότι η aj είναι η κορυφή στο Ã η οποία έχει έναν γείτονα στο U ′.

Θέτουμε U ′ := U ′ ∪ {bj} (bj είναι το ταιριαστό άκρο της aj στο B),

Ã := Ã \ {aj}, και πηγαίνουμε στο πρώτο βήμα.

΄Εστω ότι το U ′ είναι το σύνολο που επιστρέφεται από την παραπάνω επα-

ναληπτική διαδικασία. Παρατηρούμε ότι, καθώς το P (H) είναι συνεκτικό,

υπάρχει τουλάχιστον μία κορυφή aj η οποία έχει γείτονα στο U . Συνεπώς,

η παραπάνω διαδικασία πηγαίνει στο δεύτερο βήμα τουλάχιστον μία φορά και

ως εκ τούτου U ( U ′ και Ã ( A. ΄Εστω το A′ = A \ Ã και έστω το

X ′ = {ej | aj ∈ A′}. Σε ότι ακολουθεί αποδεικνύουμε ότι το X ′ είναι το επι-

θυμητό υποσύνολο του X που αναφέρεται στην διατύπωση του θεωρήματος.

Δείχνουμε πρώτα ότι το X ′ είναι ισχυρός διαχωριστής. ΄Εστω το

C′ = {Cj | bj ∈ U ′}. Ας παρατηρήσουμε ότι, από την κατασκευή του, δεν

υπάρχει κορυφή στο Ã η οποία έχει γείτονα και στο U ′ και στο B \ U ′.
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Αυτό συνεπάγεται ότι κάθε Ci ∈ C′ είναι μία συνεκτική συνιστώσα του

H ′ = (V (H), E(H) \X ′). Το μέγεθος του C ′ είναι φραγμένο ως εξής

|C′| = |U ′| = |U |+ |A′| ≥ |A′|+ 2 = |X ′|+ 2,

και ως εκ τούτου το X ′ είναι ένας ισχυρός διαχωριστής.

Δείχνουμε ότι, για οποιαδήποτε δοσμένη f : V (H) → {−1, 1}, υπάρχει
μία συνάρτηση g : V (H) → {−1, 1} τέτοια ώστε split(g) = split(f) ∪
X ′. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήματος. ΄Εστω U ′ \ U =

{b1′ , b2′ , . . . , br′} και, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ας υποθέσουμε ότι b1′ ,

b2′ , . . ., br′ είναι η σειρά με την οποία αυτά τα αντικείμενα συμπεριλήφθηκαν

στο σύνολο U ′. ΄Εστω το Bi = B[U ∪ {b1′ , . . . , bi′} ∪ {a1′ , . . . , ai′}] και

έστω ότι το Hi είναι το υπεργράφημα που ενάγεται από τις κορυφές V (C1′)∪
· · · ∪ V (Ci′) ∪ e1′ ∪ · · · ∪ ei′ . Επαναληπτικά κατασκευάζουμε την συνάρτηση

g : V (H) → {−1, 1} ως εξής. Αρχικά θέτουμε g := f και i := 1 και

επαναλαμβάνουμε το ακόλουθο έως ότου i = r:

Ελέγχουμε εάν ei′ ∈ split(g,Hi). Εάν ναι, τότε i := i + 1 και

επαναλαμβάνουμε. Διαφορετικά, έστω ότι η Ci′ είναι η συνεκτική

συνιστώσα η οποία αντιστοιχεί στο bi′ που έχει σύνολο κορυφών

V (Ci′). Τώρα για κάθε κορυφή u ∈ V (Ci′) αλλάζουμε την g(u)

σε −f(u). Βασικά, αντιστρέφουμε την ανάθεση των −1 και 1

στο σύνολο κορυφών V (Ci′). Θέτουμε i := i+ 1 και επαναλαμ-

βάνουμε την διαδικασία.

Δείχνουμε τώρα ότι split(g) = split(f) ∪X ′. Παρατηρούμε ότι εάν e /∈ X
τότε, αφού το X είναι ισχυρός διαχωριστής του H, υπάρχει μία συνεκτική

συνιστώσα C ∈ C τέτοια ώστε e ⊆ C. Παρατηρούμε τότε ότι είτε g(v) = f(v)

για κάθε v ∈ e είτε g(v) = −f(v) για κάθε v ∈ V . Συνδυάζοντας αυτό με

την Παρατήρηση 9.1, διασφαλίζουμε ότι e ∈ split(f) εάν και μόνο εάν e ∈
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split(g). Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι, από τον τρόπο που κατασκευάστηκε

το X ′, εάν e ∈ X \ X ′ τότε V (e) ∩ V (Ci′) = ∅, i ∈ [r]. Παρατηρούμε ότι

g(v) = f(v), v ∈ V (H)\(V (C1′)∪· · ·∪V (Cr′)) και ως εκ τούτου e ∈ split(g)

εάν και μόνο εάν e ∈ split(f). Παραμένει να αποδείξουμε ότι εάν e ∈ X ′,
τότε e ∈ split(g). Παρατηρούμε ότι εάν, στο βήμα i, e′i /∈ split(g,Hi)

τότε σε κάθε κορυφή ανατίθεται το ίδιο χρώμα από την g. Επιπροσθέτως,

παρατηρούμε ότι από την κατασκευή υπάρχει μία bj′ ∈ {b1′ , b2′ . . . , b(i−1)′}
τέτοια ώστε V (ei′)∩V (Cj′) 6= ∅ και θυμόμαστε ότι ei′ ∩V (Ci′) 6= ∅. Καθώς

το χρώμα των κορυφών στο V (Ci′) αλλάζει, προκύπτει ότι αφού ολοκληρωθεί

αυτό το βήμα του αλγόριθμου η ei′ είναι χωρισμένη. Τέλος, ας παρατηρήσουμε

ότι, για κάθε q < i, eq′ ∈ split(g,Hq′) και Hq′ ⊆ Hi′ \ V (Ci′). Αυτό

συνεπάγεται ότι όλες οι ακμές eq′ , με q < i, παραμένουν χωρισμένες μετά

την αντιστροφή των χρωμάτων στις κορυφές του V (Ci′). ΄Αρα, μετά το r-

οστό βήμα της διαδικασίας, έχουμε ότι split(g) = split(f) ∪ X ′. Αυτό

ολοκληρώνει την απόδειξη.

Ας παρατηρήσουμε τώρα ότι το Θεώρημα 9.5 καταλήγει στον ακόλουθο

Κανόνα Αναγωγής.

Κανόνας Αναγωγής 2. : ΄Εστω ότι το (H, k) είναι μία είσοδος του ΑΜ-r-ΔΣ

και ότι το X ′ είναι ένα σύνολο ορισμένο όπως στο Θεώρημα 9.5. Αφαιρούμε

το X ′ από το σύνολο των υπερακμών και μειώνουμε το k σε k−
∑

e∈X′
1

2|e|−1 ,

δηλαδή, παίρνουμε μία είσοδο (H ′, k−
∑

e∈X′
1

2|e|−1 ), όπου E(H ′) = E(H) \
X ′.

Τώρα επιχειρηματολογούμε για την ορθότητα του Κανόνα Αναγωγής 2.

΄Εστω ότι το (H, k) είναι μία είσοδος του ΑΜ-r-ΔΣ και το X ′ είναι όπως στο

Θεώρημα 9.5. Από το Θεώρημα 9.5 γνωρίζουμε ότι υπάρχει ένας χρωματισμός

χ τέτοιος ώστε

|split(χ,H)| = split(H)
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και ο χ διαχωρίζει όλες τις υπερακμές στο X ′. Αυτό συνεπάγεται ότι στο H ′

τουλάχιστον

µH +k−|X ′| ≥ µH′ +
∑
e∈X′

(
1− 1

2|e|−1

)
+k−|X ′| ≥ µH′ +k−

∑
e∈X′

1

2|e|−1

υπερακμές είναι χωρισμένες. Για την άλλη κατεύθυνση, ας παρατηρήσουμε

ότι, εάν στο H ′ έχουμε µH′ + k −
∑
e∈X′

1

2|e|−1
χωρισμένες υπερακμές στο H

έχουμε µH′+k−
∑
e∈X′

1

2|e|−1
+|X ′| χωρισμένες ακμές. Η τελευταία ανισότητα

συνεπάγεται ότι στο H, έχουμε µH +k χωρισμένες ακμές. Αυτό αποδεικνύει

την ορθότητα του Κανόνα Αναγωγής 2.

9.4 Γραμμικός Πυρήνας για Σταθερό r και Α-

πόδειξη του Θεωρήματος 9.2

Σε αυτή την ενότητα, συνδυάζουμε τα αποτελέσματά μας από προηγούμενη

ενότητα με γνωστούς κανόνες αναγωγής από την [149] (που αποδείξαμε στην

προηγούμενη ενότητα), για τον p-Διαχωρισμό Συνόλων, για να πάρουμε τον

επιθυμητό πυρήνα για τον ΑΜ-r-ΔΣ όταν r = O(1). Τέλος, δίνουμε την

απόδειξη του Θεωρήματος 9.2.

Θεώρημα 9.7. Για οποιαδήποτε σταθερά r, ο ΑΜ-r-ΔΣ επιδέχεται έναν

πυρήνα με O(k) κορυφές.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το (H, k) είναι μία ανηγμένη (reduced) είσοδος του ΑΜ-

r-ΔΣ, δηλαδή, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τους Κανόνες Αναγωγής 1

και 2. Αφού ο Κανόνας Αναγωγής 1 δεν είναι εφαρμόσιμος, το H είναι

συνεκτικό. Επιπλέον, αφού ο Κανόνας Αναγωγής 2 δεν εφαρμόζεται, το H

δεν έχει ισχυρό διαχωριστή. Από το Θεώρημα 9.1, έπεται ότι εάν k ≤ n−1
r·2r−1
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τότε η απάντηση στην είσοδο είναι ΝΑΙ. Διαφορετικά,
n−1
r·2r−1 ≤ k, και άρα

n ≤ r · 2r−1k + 1 = O(k).

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.2. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήματος 9.7

υποθέτουμε ότι το (H, k) είναι μία ανηγμένη είσοδος και ως εκ τούτου το H

είναι συνεκτικό ως προς διαμερίσεις. Ας διαλέξουμε α = 1/2 και άρα r =

log
√
n. Από το Θεώρημα 9.1, έπεται ότι εάν k ≤ n−1

r·2r−1 τότε η απάντηση είναι

ΝΑΙ. Διαφορετικά,
n−1
r·2r−1 ≤ k, και άρα n ≤ r · 2r−1k + 1. Αντικαθιστώντας

με r = log
√
n, παίρνουμε ότι 2n ≤ (log

√
n)
√
nk+ 1. Αυτό συνεπάγεται ότι

k ≥ n
1
2
−ε

για κάθε σταθερά ε > 0. Καθώς μπορούμε πάντα να επιλύσουμε

τον ΑΜ-r-ΔΣ για οποιοδήποτε r σε χρόνο 2n, παίρνουμε ότι ο ΑΜ-α log n-

ΔΣ μπορεί να επιλυθεί σε χρόνο O∗(2k
2

1−ε
). Σημειώνουμε ότι θα μπορούσαμε

να είχαμε επιλέξει α = 1− δ για οποιαδήποτε σταθερά δ.

9.5 Το Αποτέλεσμα του Κάτω Φράγματος και

η Απόδειξη του Θεωρήματος 9.3

Σε αυτή την ενότητα, θα δείξουμε ότι ο ΑΜ-dlog ne-ΔΣ δεν είναι στο XP

εκτός και αν NP⊆DTIME[nlog logn]. Προς αυτή την κατεύθυνση θα δώσουμε

μία κατάλληλη αναγωγή από το r-Οοι-Ιλτ (r-Nae-Sat). ΄Ενας r-τύπος σε

Κανονική Συζευκτική Μορφή φ = C1 ∧ · · · ∧Cm είναι ένας τύπος του Boole

όπου κάθε συζευκτικός όρος έχει μέγεθος τουλάχιστον 2 και το πολύ r και

κάθε συζευκτικός όρος είναι μία διάζευξη από εγγράμματα. Το r-Οοι-Ιλτ

είναι μία παραλλαγή r-Ιλτ, όπου δοσμένου ενός r-τύπου σε Κανονική Συζευ-

κτική Μορφή φ = c1∧ · · · ∧ cm με n μεταβλητές, έστω V (φ) = {x1, . . . , xn},
ο στόχος είναι να βρεθεί μία {0, 1}-αποτίμηση στο V (φ) τέτοια ώστε όλοι

οι συζευκτικοί όροι να χωρίζονται. Μία αποτίμηση χωρίζει έναν συζευκτικό
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όρο εάν τουλάχιστον ένα από τα εγγράμματά του παίρνει τιμή 1 και τουλάχι-

στον ένα από τα εγγράμματά του παίρνει τιμή 0. Καλούμε μία αποτίμηση που

χωρίζει κάθε συζευκτικό όρο διαχωριστική αποτίμηση.

Απόδειξη του Θεωρήματος 9.3. Θα αποδείξουμε το θεώρημα σε τρία βήματα.

Πρώτα, θα αποδείξουμε ότι το r-Οοι-Ιλτ είναι NP-πλήρες για r = dlog ne+1.

Σε όλη την απόδειξη το r έχει τεθεί να είναι dlog ne + 1. Είναι γνωστό ότι

το dlog ne-Ιλτ είναι NP-πλήρες ακόμα και όταν η είσοδος του έχει το πολύ

cn συζευκτικούς όρους [40].

Για να δείξουμε ότι το r-Οοι-Ιλτ είναι NP-πλήρες θα δώσουμε την καθιε-

ρωμένη αναγωγή σε αυτό από το dlog ne-Ιλτ. ΄Εστω ότι το φ = C1∧· · ·∧Cm
είναι μία είσοδος του dlog ne-Ιλτ. Εισάγουμε μία νέα καθολική μεταβλητή z

και δημιουργούμε μία είσοδο φ′ = C ′1∧ · · ·∧C ′m για το r-Οοι-Ιλτ παίρνοντας

Ci ∧ z για κάθε συζευκτικό όρο Ci του φ. Εάν υπάρχει μία αποτίμηση π η

οποία ικανοποιεί τον φ τότε τουλάχιστον ένα έγγραμμα σε κάθε συζευκτικό

όρο του φ είναι ορισμένο σε 1. Τότε, η π ∪ {z = 0} είναι μία αποτίμηση

η οποία ικανοποιεί τον φ′ και χωρίζει κάθε συζευκτικό όρο. Αντίστροφα,

εάν η τ είναι μία αποτίμηση που ικανοποιεί και χωρίζει τον φ′ τότε το ίδιο

είναι και η συμπληρωματική της αποτίμηση τ ′ (αυτή που προκύπτει από την

τ αλλάζοντας τα 0 σε 1 και τα 1 σε 0). Σε μία από τις δύο αποτιμήσεις, έστω

την τ , z = 0 και κάποιο άλλο έγγραμμα σε κάθε συζευκτικό όρο έχει τεθεί

1. ΄Αρα ο περιορισμός της τ στις μεταβλητές του φ είναι μία αποτίμηση που

ικανοποιεί τον φ.

Το δεύτερο μας βήμα είναι να δείξουμε μία αναγωγή από το r-Οοι-Ιλτ

στον r-Διαχωρισμό Συνόλων η οποία τρέχει σε χρόνο O(nlog logn). Στον

r-Διαχωρισμό Συνόλων μας δίνεται ένα r-υπογράφημα και στόχος μας είναι

να ελέγξουμε εάν υπάρχει ένας διαχωριστικός 2-χρωματισμός του υπεργρα-

φήματος (ένας 2-χρωματισμός ενός υπεργραφήματος ο οποίος χωρίζει κάθε

υπερακμή). Ας θυμηθούμε ότι, ορίσαμε έναν 2-χρωματισμό ενός υπεργρα-
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φήματος ως μία συνάρτηση από το V (H) στο {−1, 1}. Ωστόσο, για αυτή

την απόδειξη θα τον θεωρήσουμε ως μία συνάρτηση από το σύνολο κορυφών

του H στο {0, 1}.
΄Εστω ότι το φ = C1∧· · ·∧Cm είναι μία είσοδος του r-Οοι-Ιλτ, με σύνολο

μεταβλητών V (φ) μεγέθους n και m ≤ γn συζευκτικούς όρους, για κάποια

σταθερά γ. Θέλουμε να κατασκευάσουμε μία είσοδο H του r-Διαχωρισμού

Συνόλων. Για κάθε μεταβλητή x του φ, το H έχει δύο κορυφές x1 και

x2. Για κάθε συζευκτικό όρο C του φ κατασκευάζουμε μία αντίστοιχη υπερ-

ακμή Ch του H με τον ακόλουθο τρόπο: Εάν η μεταβλητή x εμφανίζεται σε

θετική μορφή στο C τότε συμπεριλαμβάνουμε την x1 στην Ch και εάν η ¬x
εμφανίζεται στον C τότε συμπεριλαμβάνουμε την x2 στην Ch. Ουσιαστικά,

η x1 αντιστοιχεί στην x και η x2 στην ¬x.
Τώρα, περιγράφουμε έναν αλγόριθμο ο οποίος, δοσμένης μίας μεταβλητής

x του φ, εξάγει μία συλλογή Sx από υπερακμές μεγέθους r. ΄Εστω το Sx1 =

{{x1, x2}}. Για i = 2, . . . , r − 1, πράττουμε ως εξής.

Θέτουμε Sxi = Sxi−1 και, ενόσω υπάρχει μία υπερακμή S ∈ Sxi
τέτοια ώστε |S| = i, εισάγουμε r νέες κορυφές wSj , j ∈ [r],

προσθέτουμε τα σύνολα {wS1 , wS2 , . . . , wSr } και S∪{wSj }, j ∈ [r],

στο Sxi και αφαιρούμε το σύνολο S.

Προσθέτουμε τις υπερακμές του Sx = Sxr−1 στο υπεργράφημα H. Παρα-

τηρούμε ότι μετά την εκτέλεση του βήματος i ∈ [r − 1] όλες οι υπερακμές

που περιέχονται στο σύνολο Sxi είναι μεγέθους είτε i + 1 είτε r. ΄Αρα, κάθε

υπερακμή του Sxr−1 έχει μέγεθος ακριβώς r.

Συνοψίζοντας την κατασκευή έχουμε το ακόλουθο σύνολο υπερακμών:

{Ch | Ο C είναι συζευκτικός όρος του φ} ∪
( ⋃
x∈V (φ)

Sx
)
.

Το σύνολο κορυφών του H απαρτίζεται από τις κορυφές που εμφανίζονται

σε αυτούς τους συζευκτικούς όρους.
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Είναι εύκολο να δούμε ότι για οποιαδήποτε διαχωριστική αποτίμηση τ του

φ έχουμε έναν διαχωριστικό {0, 1}-χρωματισμό του H θέτοντας x1 = τ(x)

και x2 = τ(¬x) και αναθέτοντας τιμή 0 ή 1 στις νεοεισαχθείσες κορυφές με

τέτοιο τρόπο ώστε να χωρίζονται όλες οι υπερακμές οι οποίες δεν περιέχουν

κορυφές που αντιστοιχούν σε μεταβλητές του φ. Μπορούμε να αναθέσουμε 0

ή 1 στις νεοεισαχθείσες κορυφές με συνεπή τρόπο επειδή όλες οι υπερακμές

οι οποίες δεν περιέχουν κορυφές που αντιστοιχούν στις μεταβλητές του φ

είναι ανά δύο ξένες.

Για να αποδείξουμε το αντίστροφο δείχνουμε τον ακόλουθο βοηθητικό

ισχυρισμό. Ο ισχυρισμός θα μας επιτρέψει να επιχειρηματολογήσουμε ότι σε

οποιονδήποτε διαχωριστικό 2-χρωματισμό του H οι κορυφές x1 και x2 που

αντιστοιχούν σε μία μεταβλητή x θα ανατίθενται πάντα 0 και 1, αντίστοιχα,

ή 1 και 0, αντίστοιχα.

Ισχυρισμός 13. Για κάθε i ∈ {2, . . . , r − 1} και κάθε 2-χρωματισμό χ ο

οποίος χωρίζει όλες τις υπερακμές στο Sxi , υπάρχουν υπερακμές S1, S2 ∈ Sxi
τέτοιες ώστε {x1, x2} ⊆ S1 ∩ S2, |S1| = |S2| = i+ 1, τα S′i = Si \ {x1, x2},
i ∈ [2], είναι μονοχρωματικά, και χ(S′1) ∩ χ(S′2) = ∅ (δηλαδή, τα χρώματα

στις κορυφές των S′1 και S′2 είναι ξένα).

Απόδειξη. Αποδεικνύουμε τον ισχυρισμό χρησιμοποιώντας επαγωγή στο i.

Για την βάση, έστω i = 2. Για αυτή την περίπτωση ξέρουμε ότι το Sx2 είναι

ακριβώς το {wS1 , wS2 , . . . , wSr } και S ∪ {wSj }, j ∈ [r], όπου S = {x1, x2}.
Αφού το {wS1 , wS2 , . . . , wSr } είναι χωρισμένο ξέρουμε ότι υπάρχουν a, b ∈ [r],

τέτοια ώστε χ(wSa ) = 0 και χ(wSb ) = 1. Ας πάρουμε S1 = S ∪ {wSa }
και S2 = S ∪ {wSb }. Προφανώς, αυτά ικανοποιούν όλες τις ιδιότητες που

αναφέρονται στην διατύπωση του ισχυρισμού.

Υποθέτουμε τώρα ότι ο ισχυρισμός ισχύει για ` = i ≥ 2. ΄Εστω ότι η χ

είναι ένας διαχωριστικός 2-χρωματισμός του Sx`+1. Για να εφαρμόσουμε την
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επαγωγική υπόθεση θα θέλαμε να δείξουμε ότι η χ′, ο περιορισμός της χ στις

κορυφές του Sx` , είναι ένας διαχωριστικός 2-χρωματισμός του Sx` . Ωστόσο,

νέες κορυφές προστίθενται στο Sx`+1 μόνο όταν υπάρχει μία υπερακμή S ∈ Sx`
τέτοια ώστε |S| = `. Και σε αυτή την περίπτωση εισάγαμε r νέες κορυφές

wSj , j ∈ [r], προσθέσαμε τα σύνολα {wS1 , wS2 , . . . , wSr } και S ∪{wSj }, j ∈ [r],

στο Sxi , και αφαιρέσαμε το σύνολο S. Το σύνολο {wS1 , wS2 , . . . , wSr } στο

Sx`+1 εξαναγκάζει ότι οι κορυφές στο S δεν μπορούν να έχουν ανατεθεί όλες

0 ή όλες 1 από την χ και άρα, από την χ′. Αυτό αποδεικνύει ότι η χ′ χωρίζει

όλα τα σύνολα μεγέθους ` στο Sx` . Επιπροσθέτως, όλα τα άλλα σύνολα στο

Sxi είναι μεγέθους r και ως εκ τούτου όλα εμφανίζονται στο Sx`+1 και άρα

αυτόματα χωρίζονται από την χ′. Αυτό αποδεικνύει ότι η χ′ είναι πράγματι

ένας διαχωριστικός 2-χρωματισμός για το Sx` .
΄Αρα, από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχουν υπερακμές Q1 και Q2 με-

γέθους ` τέτοιες ώστε οιQj\{x1, x2}, j ∈ [2], είναι μονοχρωματικές αλλά όχι

με το ίδιο χρώμα. Παρατηρούμε τώρα ότι υπάρχουν κορυφές wQ1
p , p ∈ [r], και

wQ2
q , q ∈ [r], τέτοιες ώστε οι υπερακμές {wQ1

1 , . . . , wQ1
r }, {wQ2

1 , . . . , wQ2
r },

Qp1 = Q1 ∪{wQ1
p }, p ∈ [r], και Qq2 = Q2 ∪{wQ2

q }, q ∈ [r], όλες εμφανίζονται

στο Sx`+1 και χωρίζονται από την χ. Συνεπώς, υπάρχουν κορυφές wQ1
p1 , w

Q1
p2 ,

και wQ2
q1 , w

Q2
q2 τέτοιες ώστε χ(wQ1

p1 ) 6= χ(wQ1
p2 ) και χ(wQ2

q1 ) 6= χ(wQ2
q2 ). Αυτό

συνεπάγεται ότι μπορούμε να επιλέξουμε S1 = Q
pj
1 και S2 = Qqs2 , j, s ∈ [2],

έτσι ώστε οι Q
pj
1 \ {x1, x2} και Qqs2 \ {x1, x2} να είναι μονοχρωματικές αλλά

όχι με το ίδιο χρώμα. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του ισχυρισμού.

Δίνουμε τώρα την απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης. ΄Εστω ότι η

χ είναι ένας διαχωριστικός {0, 1}-χρωματισμός του H. Τότε από τον Ισχυρι-

σμό 13 παίρνουμε ότι κάθε ζεύγος (x1, x2) είναι χρωματισμένο διαφορετικά.

Ο τελευταίος ισχυρισμός είναι εύκολο να ιδωθεί καθώς ο μόνος τρόπος να

χωρίσουμε τις S1 και S2 οι οποίες προέρχονται από τον Ισχυρισμό 13 εί-

ναι να αναθέσουμε στις x1 και x2 διαφορετικά χρώματα για κάθε μεταβλητή
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x ∈ V (φ) από την χ. Θέτοντας x = χ(x1) για κάθε μεταβλητή του φ παίρ-

νουμε μία διαχωριστική αποτίμηση για τον φ.

Από την κατασκευή, έπεται ότι το συνολικό πλήθος κορυφών του H είναι

2n + nT , όπου T = r(rr−2−1)
r−1 , και το συνολικό πλήθος υπερακμών του H

είναι γn + n(T + 1). Συνεπώς, το πλήθος των υπερακμών είναι γραμμικό

στο πλήθος των κορυφών του. Αφού r = dlog ne + 1 έχουμε ότι ο χρόνος

κατασκευής της εισόδου θα πάρει (log n)O(logn) = nO(log logn)
.

Για το τρίτο βήμα θα δείξουμε ότι εάν έχουμε έναν αλγόριθμο για τον

ΑΜ-(dlog ne + 1)-ΔΣ ο οποίος τρέχει σε χρόνο ng(k)
τότε μπορούμε να

επιλύσουμε το (dlog ne + 1)-Οοι-Ιλτ με n μεταβλητές και γn συζευκτικούς

όρους (το πλήθος των όρων είναι γραμμικό στο πλήθος των μεταβλητών) σε

χρόνο nO(log logn)
. Αυτό αντιφάσκει εκτός και αν NP ⊆ DTIME(nlog logn).

Δοσμένης μίας εισόδου φ του (dlog ne+ 1)-Οοι-Ιλτ με n μεταβλητές και

γn συζευκτικούς όρους, πρώτα εφαρμόζουμε την αναγωγή στον (dlog ne+1)-

Διαχωρισμό Συνόλων. Αυτό μας δίνει μία είσοδο H με n′ κορυφές και

δn′ υπερακμές για κάποια σταθερά δ. Ωστόσο, µH = (1 − 1
2logn′

) · δn′ =

δn′ − δ. ΄Αρα, μπορούμε να ελέγξουμε εάν το H έχει έναν διαχωριστικό

2-χρωματισμό παίρνοντας k = dδe ως την παράμετρο στον ΑΜ-(dlog ne+ 1)-

ΔΣ και τρέχοντας τον αλγόριθμο για τον ΑΜ-(dlog ne + 1)-ΔΣ. Αφού το

k = dδe είναι σταθερά, ο αλγόριθμος με χρόνο εκτέλεσης ng(k)
τρέχει σε

πολυωνυμικό χρόνο. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

΄Αρα, έχουμε δείξει ότι υπάρχει μία σταθερά β τέτοια ώστε ο ΑΜ-β log n-

ΔΣ δεν είναι στο XP εκτός και αν NP⊆ DTIME(nlog logn). Αυτό ολοκληρώνει

την απόδειξη του θεωρήματος.
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9.6 Συμπεράσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο, γενικεύσαμε ένα παλιό αποτέλεσμα του Edwards σχετι-

κά με το μέγεθος της μέγιστης τομής συνεκτικών γραφημάτων σε συνεκτικά

ως προς διαμερίσεις r-υπεργραφήματα. Τότε χρησιμοποιήσαμε αυτό το απο-

τέλεσμα για να δείξουμε ότι μία παραλλαγή πάνω από άνω φράγμα του Μέγι-

στου r-Διαχωρισμού Συνόλων είναι παραμετρικά βατή. Υπάρχουν αρκετά

ενδιαφέροντα προβλήματα τα οποία παραμένουν ανοικτά στην παραμετροποι-

ημένη μελέτη προβλημάτων πάνω από εγγυημένα κάτω φράγματα, καθώς και

στις συγκεκριμένες κατευθύνσεις που επιδιώκονται σε αυτό το κεφάλαιο. Τα

πιο αξιοσημείωτα είναι:

• Είναι το κάτω φράγμα µH + n−1
r2r−1 της ζ(H) για τα συνεκτικά ως προς

διαμερίσεις r-υπεργραφήματα σφικτό; Δηλαδή, υπάρχει μία άπειρη οι-

κογένεια από συνεκτικά ως προς διαμερίσεις r-υπεργραφήματα όπου

ζ(H) = µH + n−1
r2r−1 ;

• Είναι ο dlog ne-Διαχωρισμός Συνόλων με γραμμικό πλήθος όρων NP-

πλήρης;

• Είναι η ερώτηση της εύρεσης ενός ανεξάρτητου συνόλου μεγέθους
n
4 +k

σε επίπεδα γραφήματα παραμετρικά βατή; Ακόμα και η ύπαρξη ενός

αλγορίθμου στο XP παραμένει άγνωστη.





ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 10

Ανίχνευση Γραφημάτων: ΄Ενας Χαρακτηρισμός Παιγνίου

για την Τάξη Κύκλου

10.1 Εισαγωγή

Τα παίγνια ανίχνευσης γραφημάτων είναι ένα δημοφιλές μέσον για τον χαρα-

κτηρισμό, και ακόμα και τον ορισμό, παραμέτρων σε γραφήματα. Υπάρχουν

πολλά πλεονεκτήματα σε έναν χαρακτηρισμό μιας παραμέτρου μέσω παιγνίων

ανίχνευσης γραφημάτων: Παρέχει χρήσιμη διαίσθηση η οποία μπορεί να βοη-

θήσει στην κατασκευή πιο γενικών ή πιο ειδικών παραμέτρων, δίνει διαίσθη-

ση στις σχέσεις με άλλες, παρόμοια χαρακτηρισμένες, παραμέτρους, και είναι

ιδιαίτερα χρήσιμος από αλγοριθμική σκοπιά καθώς πολλές παράμετροι που

αντιστοιχούν σε τέτοια παίγνια είναι και δομικά ανθεκτικές και αποδοτικά

υπολογίσιμες.

243



244 10.1. Εισαγωγή

10.1.1 Ανίχνευση Κορυφών σε Γραφήματα

΄Ενα από τα πιο συχνά παίγνια σε ανίχνευση γραφημάτων (graph searching)

είναι το παίγνιο ανίχνευσης κορυφών. Σε αυτό το παίγνιο αρκετοί ανιχνευτές

(searchers) και ένας φυγάς (fugitive) καταλαμβάνουν κορυφές ενός γραφήμα-

τος και κάνουν ταυτόχρονες κινήσεις. Ο (σοφός (omniscient)) φυγάς κινείται

κατά μήκος μονοπατιών οποιουδήποτε μήκους που δεν περιέχουν ανιχνευτές

ενώ οι κινήσεις των ανιχνευτών δεν επηρεάζονται από την τοπολογία του

γραφήματος. Στόχος του παιγνίου είναι η ελαχιστοποίηση του πλήθους των

ανιχνευτών που απαιτούνται ώστε να αιχμαλωτίσουν τον φυγά εγκλωβίζον-

τας τον σε κάποια κορυφή του γραφήματος και τοποθετώντας έναν ανιχνευτή

στην ίδια κορυφή.

Αυτό το παίγνιο έχει μελετηθεί εκτενώς και αρκετές σημαντικές παράμε-

τροι γραφημάτων όπως το δεντροπλάτος [56, 217] και το πλάτος μονοπα-

τιού [137] μπορούν να χαρακτηριστούν από εύλογες παραλλαγές αυτού του

παιγνίου. Μία παραλλαγή η οποία χρησιμοποιείται συχνά, για την ακρίβεια

αυτή που ξεχωρίζει το δεντροπλάτος και το πλάτος μονοπατιού, είναι εάν η

τοποθεσία του φυγά είναι γνωστή ή άγνωστη στους ανιχνευτές.

Μία άλλη συνήθης παραλλαγή είναι εάν οι ανιχνευτές χρησιμοποιούν μία

μονότονη (monotone) ή μη-μονότονη (non-monotone) στρατηγική ανίχνευ-

σης, δηλαδή, εάν η στρατηγική τους παρέχει πρόσβαση στον φυγά σε ήδη

ανιχνευμένες περιοχές (μη-μονότονη στρατηγική) ή όχι (μονότονη στρατηγι-

κή). Οι μονότονες στρατηγικές ανίχνευσης οδηγούν σε αλγοριθμικά χρήσι-

μες αποσυνθέσεις, ενώ οι μη-μονότονες στρατηγικές είναι πιο ανθεκτικές σε

μετασχηματισμούς γραφημάτων και ως εκ τούτου αντικατοπτρίζουν δομικές

ιδιότητες. Συνεπώς, δείχνοντας ότι οι μονότονες στρατηγικές δεν απαιτούν

περισσότερους ανιχνευτές από τις μη-μονότονες στρατηγικές είναι μία σημαν-

τική και συνήθης ερώτηση στην περιοχή. Ενώ τα παίγνια ανίχνευσης κορυφών

σε μη-διατεταγμένα γραφήματα τείνουν να χαίρουν μονοτονίας [20, 145, 217],
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στα διγραφήματα η κατάσταση είναι λιγότερο ξεκάθαρη [2, 16, 140].

10.1.2 Ανίχνευση Κορυφών σε Διγραφήματα

Τα παίγνια ανίχνευσης κορυφών επεκτείνονται στα διγραφήματα με εύλογο

τρόπο. Ωστόσο, κατά την μεταφορά αναδεικνύεται μία διαφορετική παραλ-

λαγή η οποία εξαρτάται από το πως θεωρεί κάποιος τους περιορισμούς στην

κίνηση του φυγά. Μία ερμηνεία είναι ότι στην μη-διατεταγμένη περίπτωση ο

φυγάς κινείται κατά μήκος μονοπατιών, άρα η εύλογη μεταφορά θα ήταν ο

φυγάς να κινείται κατά μήκος διατεταγμένων μονοπατιών. Μία άλλη οπτική

είναι ότι ο φυγάς μετακινείται σε κάποια άλλη κορυφή της ίδιας συνεκτικής

συνιστώσας, και εδώ η εύλογη μεταφορά θα ήταν ο φυγάς να κινείται μέσα

στην ίδια ισχυρά συνεκτική συνιστώσα
1 (strongly connected). Και οι δύο

ερμηνείες έχουν μελετηθεί στην βιβλιογραφία, όπου η πρώτη δίνει χαρακτη-

ρισμούς παραμέτρων όπως το πλάτος ΔΑΓ [18, 176] (DAG-width) και το

διατεταγμένο πλάτος μονοπατιού [16] (directed path-width), και η δεύτερη

δίνει έναν χαρακτηρισμό του διατεταγμένου δεντροπλάτους [129] (directed

tree-width).

Ορίζουμε μία παραλλαγή του παιγνίου της ανίχνευσης κορυφών στην

οποία μόνο ο πιο πρόσφατα τοποθετημένος ανιχνευτής μπορεί να αφαιρεθεί.

Δηλαδή, οι ανιχνευτές πρέπει να κινούνται με τον τελευταίος-εντός-πρώτος-

εκτός (ΤΕΠΕ (LIFO)) τρόπο και δείχνουμε ότι το ελάχιστο πλήθος ανιχνευ-

τών που απαιτούνται ώστε να αιχμαλωτιστεί ένας φυγάς σε ένα (δι)γράφημα

με μία ΤΕΠΕ-ανίχνευση (LIFO-search) είναι ανεξάρτητο των:

• Εάν ο φυγάς είναι ορατός (visible) ή αόρατος (invisible),

• Εάν οι ανιχνευτές χρησιμοποιούν μονότονη ή μη-μονότονη ανίχνευση,

1
΄Ενα διγράφημα G είναι ισχυρά συνεκτικό εάν για κάθε δύο κορυφές u, v ∈ V (G)

περιέχει ένα μονοπάτι από την u στην v και ένα μονοπάτι από την v στην u.
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και

• Εάν ο φυγάς είναι περιορισμένος να κινείται σε ισχυρά συνεκτικές συ-

νιστώσες χωρίς ανιχνευτές ή κατά μήκους διατεταγμένων μονοπατιών

χωρίς ανιχνευτές.

Αυτό το αποτέλεσμα μας εκπλήσσει κάπως: Στο τυπικό παίγνιο ανίχνευσης

κορυφών αυτές οι επιλογές αντιστοιχούν σε αρκετά διαφορετικές παρα-

μέτρους [16, 18, 140].

Δείχνουμε ότι στα διγραφήματα το παίγνιο ΤΕΠΕ-ανίχνευσης χαρακτη-

ρίζει μία προϋπάρχουσα παράμετρο, την τάξη κύκλου (cycle rank) - μία από

τις πιθανές γενικεύσεις του βάθους δέντρου σε διγραφήματα (αν και καθώς

ο ορισμός της τάξης κύκλου προηγείται του βάθους δέντρου κατά αρκετές

δεκαετίες, είναι μάλλον ορθότερο να πούμε ότι το βάθος δέντρου είναι μία

αναλογία της τάξης κύκλου σε μη-διατεταγμένα γραφήματα).

Η τάξη κύκλου ενός διγραφήματος είναι μία σημαντική παράμετρος η

οποία σχετίζει την πολυπλοκότητα των διγραφημάτων με άλλες περιοχές όπως

την πολυπλοκότητα των κανονικών γλωσσών (regular language complexity)

και την ασύμμετρη παραγοντοποίηση πινάκων (asymmetric matrix factor-

ization). Ορίστηκε από τον Eggan στην [71], όπου δείχθηκε ότι είναι μία

κρίσιμη παράμετρος για τον προσδιορισμό του ύψους αστεριών των κανονι-

κών γλωσσών (star-height of regular languages). Η επιτυχία του βάθους

δέντρου [72, 96, 110] αναζωπύρωσε το ενδιαφέρον σε αυτή ως σημαντική

παράμετρο διγραφημάτων, ιδιαίτερα από την αλγοριθμική σκοπιά.

Είναι ιδιαίτερα γνωστό ότι το βάθος δέντρου μπορεί να χαρακτηριστεί

από ένα παίγνιο ανίχνευσης κορυφών όπου ένας ορατός φυγάς παίζει εναν-

τίον ανιχνευτών οι οποίοι μόνο τοποθετούνται και ποτέ δεν μετακινούνται [96].

Σε αυτή την εργασία, οι Ganian και άλλοι θεώρησαν μία επέκταση αυτού του

παιγνίου σε διγραφήματα. Εδώ θεωρούμε μία ακόμα εύλογη επέκταση, όπου
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ο ορατός φυγάς μετακινείται σε ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες, και δείχνου-

με ότι επίσης χαρακτηρίζει την τάξη κύκλου. Από τα παραπάνω, προκύπτει

επίσης ότι η παράμετρος της ΤΕΠΕ-ανίχνευσης είναι ισοδύναμη με αυτή του

βάθους δέντρου.

Το τελικό μας αποτέλεσμα χρησιμοποιεί αυτούς τους χαρακτηρισμούς

ανίχνευσης γραφημάτων για να ορίσει μία δυϊκή παράμετρο η οποία χαρακτη-

ρίζει δομικές παρεμποδίσεις για την τάξη κύκλων. Θεωρούμε δύο είδη πα-

ρεμποδίσεων. Η πρώτη προκύπτει ορίζοντας την έννοια των διατεταγμένων

καταφυγίων (directed shelters). Η δεύτερη παρακινείται από την έννοια του

ασύλου (haven) που εμφανίζεται στην [129]. Και τα διατεταγμένα κατα-

φύγια και τα ΤΕΠΕ-άσυλα (LIFO-havens) ορίζουν απλοποιημένες στρατηγι-

κές για τον φυγά. Ο χαρακτηρισμός του παιγνίου τότε συνεπάγεται ότι αυτά

τα δομικά χαρακτηριστικά είναι αναγκαστικά παρόντα όταν η τάξη κύκλου

ενός γραφήματος είναι μεγάλη. Δείχνοντας ότι οι προαναφερθείσες απλο-

ποιημένες στρατηγικές είναι επίσης επαρκείς για τον φυγά, προκύπτει μία

σπάνια περίσταση ενός ακριβούς μεγιστοελάχιστου θεωρήματος η οποία συ-

σχετίζει παραμέτρους διγραφημάτων. Αυτό συνεπάγεται επίσης ότι η έννοια

των καταφυγίων όταν μεταφερθεί σε απλά γραφήματα χαρακτηρίζει δομικές

παρεμποδίσεις για το βάθος δέντρου.

Τα αποτελέσματα που εμφανίζονται σε αυτό το κεφάλαιο μπορούν να συ-

νοψιστούν με τους ακόλουθους χαρακτηρισμούς της τάξης κύκλου και του

βάθους δέντρου αντίστοιχα.

Θεώρημα 10.1. ΄Εστω ότι το G είναι ένα διγράφημα και ο k είναι ένας

θετικός ακέραιος. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Το G έχει τάξη κύκλου μικρότερη ή ίση από k − 1.

(ii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν φυγά με μία

στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.
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(iii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν ορατό φυγά ο

οποίος είναι περιορισμένος να κινείται σε ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες

με μία στρατηγική σταθμευμένων ανιχνευτών.

(iv) Το G δεν έχει ΤΕΠΕ-άσυλο τάξης μεγαλύτερης από k.

(v) Το G δεν έχει διατεταγμένο καταφύγιο πάχους μεγαλύτερης από k.

Θεώρημα 10.2. ΄Εστω ότι το G είναι ένα μη-κενό γράφημα και ο k είναι

ένας θετικός ακέραιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το G έχει βάθος δέντρου το πολύ k.

(ii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν αόρατο και ενεργό

φυγά με μία μονότονη στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

(iii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν αόρατο και ενεργό

φυγά με μία στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

(iv) Κάθε καταφύγιο στο G έχει πάχος το πολύ k.

(v) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν ορατό και ενεργό

φυγά με μία μονότονη στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

Αυτό το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως εξής. Στην Ενότητα 10.2, ορίζου-

με τα παίγνια ΤΕΠΕ-ανίχνευσης και σταθμευμένων ανιχνευτών (searcher

stationery) και δείχνουμε ότι χαρακτηρίζουν την τάξη κύκλου. Στην Ενότη-

τα 10.3, αποδεικνύουμε το μεγιστοελάχιστο θεώρημα για την τάξη κύκλου.

Στην Ενότητα 10.4, θεωρούμε απλά γραφήματα και επιχειρηματολογούμε ότι

τα αποτελέσματά μας συνεπάγονται την ύπαρξη ενός μεγιστοελάχιστου θεω-

ρήματος για την ΤΕΠΕ-ανίχνευση και ότι, σε αυτή την περίπτωση, η παράμε-

τρος της ΤΕΠΕ-ανίχνευσης είναι ισοδύναμη με αυτή του βάθους δέντρου.
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10.2 Παίγνια Ανίχνευσης για την Τάξη Κύκλου

Ορισμός 10.1 (Τάξη Κύκλου). Η τάξη κύκλου ενός διγραφήματος G,

cr(G), ορίζεται ως εξής:

• Εάν το G είναι άκυκλο τότε cr(G) = 0.

• Εάν το G είναι ισχυρά συνεκτικό τότε cr(G) = 1 + minv∈V (G) cr(G \
{v}).

• Διαφορετικά cr(G) = maxH cr(H), όπου το μέγιστο παίρνεται πάνω

από όλες τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες H του G.

Ξεκινάμε ορίζοντας τυπικά το παίγνιο της ΤΕΠΕ-ανίχνευσης, και τις πα-

ραλλαγές του, για τα διγραφήματα. Κάθε παραλλαγή του παιγνίου ΤΕΠΕ-

ανίχνευσης αναδεικνύει μία παράμετρο διγραφημάτων η οποία αντιστοιχεί στο

ελάχιστο πλήθος ανιχνευτών που απαιτούνται ώστε να αιχμαλωτιστεί ο φυ-

γάς υπό τους δοσμένους περιορισμούς. Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της

ενότητας είναι ότι για οποιοδήποτε διγράφημα όλες αυτές οι παράμετροι είναι

ίσες. Επιπροσθέτως, δείχνουμε ότι είναι όλες ίσες με ένα παραπάνω από την

τάξη κύκλου του διγραφήματος.

10.2.1 ΤΕΠΕ-ανίχνευση για Διγραφήματα

Συνοπτικά, στο παίγνιο ανίχνευσης γραφημάτων για το οποίο ενδιαφερόμα-

στε, ο φυγάς μπορεί να τρέχει κατά μήκος διατεταγμένων μονοπατιών οποιου-

δήποτε μήκους χωρίς ανιχνευτές, οι ανιχνευτές μπορούν να μετακινηθούν σε

οποιαδήποτε κορυφή του γραφήματος, και ο φυγάς κινείται ενόσω οι ανιχνευ-

τές επανατοποθετούνται. Σε αυτό το παίγνιο, όπως στο κλασικό παίγνιο

ανίχνευσης κορυφών, οι ανιχνευτές πρώτα ανακοινώνουν την κίνησή τους.

΄Επειτα ο φυγάς κινείται λαμβάνοντας υπόψιν του αυτή την πληροφορία και
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τέλος οι ανιχνευτές εκτελούν την κίνηση που είχαν ήδη ανακοινώσει. Η στρα-

τηγική των ανιχνευτών μπορεί να εφαρμόσει δύο είδη κινήσεων σε κάθε βήμα:

Είτε τοποθέτηση ενός ανιχνευτή σε μία κορυφή, είτε αφαίρεση ενός ανιχνευτή

από μία κορυφή με τον περιορισμό ότι μόνο οι πιο πρόσφατα τοποθετημένοι

ανιχνευτές μπορούν να αφαιρεθούν. Εάν ένας ανιχνευτής τοποθετηθεί στον

φυγά τότε αυτός/ή έχει αιχμαλωτιστεί και οι ανιχνευτές νικούν, διαφορετι-

κά νικάει ο φυγάς. Στόχος είναι ο προσδιορισμός του ελάχιστου πλήθους

ανιχνευτών που απαιτούνται ώστε να αιχμαλωτιστεί ο φυγάς. Οι παραλλα-

γές για τις οποίες ενδιαφερόμαστε κατά κύριο λόγο είναι εάν ο φυγάς είναι

ορατός ή αόρατος, και εάν ο φυγάς πρέπει να παραμείνει μέσα στην ισχυρά

συνεκτική συνιστώσα ή όχι όταν κινείται. Καθώς οι θεμελιώδεις ορισμοί μας

εξαρτώνται από αυτές τις δύο επιλογές, ορίζουμε τέσσερις παραλλαγές του

παιγνίου: i, isc, v, vsc, οι οποίες αντιστοιχούν στην ορατότητα του φυγά

και εάν αυτός ή αυτή είναι περιορισμένος/ή να κινείται μέσα σε ισχυρά συνε-

κτικές συνιστώσες. Δηλαδή, οι i και v αντιστοιχούν σε έναν αόρατο και έναν

ορατό φυγά αντίστοιχα ενώ οι isc και vsc αντιστοιχούν σε έναν αόρατο και

ορατό φυγά όπως παραπάνω με την συνθήκη ότι ο φυγάς κινείται εντός της

ίδιας ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας. Παραμετροποιούμε τότε τους ορισμούς

μας με αυτές τις παραλλαγές.

Ας συγκεκριμενοποιήσουμε ένα διγράφημα G. Μία θέση μίας ΤΕΠΕ-

ανίχνευσης στο G είναι ένα ζεύγος (X,R) όπου X ∈ V (G)∗ και το R είναι

ένα (πιθανόν κενό) εναγόμενο υπογράφημα του G\{|X|}, όπου το {|X|} είναι
το σύνολο των κορυφών στο X. Διαισθητικά, το X αναπαριστά την θέση και

την διατεταγμένη τοποθέτηση των κορυφών και τοR αναπαριστά το μέρος του

G το οποίο μπορεί να φθάσει ο φυγάς (στην ορατή περίπτωση) ή το σύνολο

των κορυφών στο οποίο αυτός ή αυτή μπορεί να είναι τοποθετημένος/ή (στην

αόρατη περίπτωση). Λέμε ότι μία θέση (X,R) είναι

• μία i-θέση εάν δεν υπάρχουν ακμές στο G από το R στο G \R,
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• μία isc-θέση εάν είναι ένωση ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών του G \
{|X|},

• μία v-θέση εάν δεν υπάρχουν ακμές από το R στο G \ R στο G και

το G[R] έχει μία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα C χωρίς ακμές από το

G \ C στο C, και

• μία vsc-θέση εάν το R είναι μία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του G \
{|X|}.

Για να αντικατοπτρίσουμε τις μεταβάσεις του παιγνίου σε μία θέση κατά

την διάρκεια ενός γύρου του παιγνίου λέμε ότι, για gv ∈ {i, isc, v, vsc}, μία
gv-θέση (X ′, R′) είναι ένας gv-διάδοχος της (X,R) εάν είτε X � X ′ είτε

X ′ � X, με |{|X|}∆{|X ′|}| = 1, και

• (για gv ∈ {i, v}) Για κάθε v′ ∈ V (R′) υπάρχουν μία v ∈ V (R) και ένα

διατεταγμένο μονοπάτι στο G \ ({|X|} ∩ {|X ′|}) από την v στην v′, ή

• (για gv ∈ {isc, vsc}) Για κάθε v′ ∈ V (R′) υπάρχει μία v ∈ V (R)

τέτοια ώστε οι v και v′ περιέχονται στην ίδια ισχυρά συνεκτική συνι-

στώσα του G \ ({|X|} ∩ {|X ′|}).

Ιδανικά, θα θέλαμε να υποθέσουμε ότι τα παίγνια ξεκινάνε από την (ε,G).

Ωστόσο, στις ορατές παραλλαγές του παιγνίου, αυτή ίσως να μην είναι μία

θεμιτή θέση. ΄Αρα, για gv ∈ {v, vsc}, εάν η (ε,G) δεν είναι μία gv-θέση

την συμπεριλαμβάνουμε σαν ειδική περίπτωση, και θέτουμε ως gv-διαδόχους

της όλες τις gv-θέσεις της μορφής (ε, R). Παρατηρούμε ότι σε όλες τις

παραλλαγές, η σχέση της διαδόχου είναι μονότονη με την έννοια ότι εάν οι

(X,R) και (X,S) είναι θέσεις με S ⊆ R και η (X ′, S′) είναι διάδοχος της

(X,S), τότε υπάρχει μία διάδοχος (X ′, R′) της (X,R) με S′ ⊆ R′.
Για gv ∈ {i, isc, v, vsc}, μία (gv-ΤΕΠΕ-)ανίχνευση σε ένα διγράφη-

μα G από την gv-θέση (X,R) είναι μία (πεπερασμένη ή άπειρη) ακολου-
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θία gv-θέσεων (X,R) = (X0, R0), (X1, R1), . . . όπου για όλα τα i ≥ 0, η

(Xi+1, Ri+1) είναι μία gv-διάδοχος της (Xi, Ri). Μία ΤΕΠΕ-ανίχνευση είναι

πλήρης εάν είτε Rn = ∅ για κάποιο n, είτε είναι άπειρη. Παρατηρούμε ότι εάν

Rn = ∅, τότε Rn′ = ∅ για όλα τα n′ ≥ n.
Λέμε ότι μία πλήρης ΤΕΠΕ-ανίχνευση είναι επιτυχής για τους ανιχνευτές

εάν Rn = ∅ για κάποιο n, διαφορετικά είναι επιτυχής για τον φυγά. Μία

πλήρης ΤΕΠΕ-ανίχνευσης από την (ε,G)

• είναι μονότονη εάν Ri+1 ⊆ Ri για όλα τα i, δηλαδή, ο φυγάς δεν

καταλαμβάνει θέσεις του γραφήματος από τις οποίες αυτός ή αυτή έχει

ήδη αποκλειστεί,

• είναι σταθμευμένων ανιχνευτών εάν Xi � Xi+1 για όλα τα i όπου

Ri 6= ∅, και

• χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές εάν |Xi| ≤ k για όλα τα i.

Ενώ μία πλήρης ΤΕΠΕ-ανίχνευση από την (ε,G) περιγράφει μία μοναδική

εκτέλεση του παιγνίου, ενδιαφερόμαστε για τις περιπτώσεις όπου ένας από

τους παίκτες (συγκεκριμένα οι ανιχνευτές) μπορούν πάντα να εξαναγκάσουν

μία νίκη, χωρίς να έχει σημασία τι επιλέγει ο άλλος παίκτης να κάνει. Για

αυτό, εισάγουμε την έννοια της στρατηγικής. Για gv ∈ {i, isc, v, vsc}, μία
gv-στρατηγική (ανιχνευτών) είναι μία (μερική

2
) συνάρτηση σ από το σύνολο

όλων των gv-θέσεων στο V (G)∗ για όλες τις (X,R), όπου το σ(X,R) είναι η

πρώτη συνιστώσα μιας gv-διαδόχου της (X,R). ΄Αρα, με την πιθανή εξαίρεση

όπου (X,R) = (ε,G), είτε σ(X,R) � X είτε X � σ(X,R). Μία gv-ΤΕΠΕ-

ανίχνευση (X0, R0), (X1, R1), . . . είναι συνεπής με μία gv-στρατηγική σ εάν

2
Μία στρατηγική χρειάζεται να οριστεί μόνο για όλες τις θέσεις (X,R) που είναι

προσιτές από την (ε,G) σε μία ΤΕΠΕ-ανίχνευση συνεπή με την στρατηγική. Ωστόσο,

καθώς αυτός ο ορισμός είναι κάπως κυκλικός, υποθέτουμε ότι οι στρατηγικές είναι ολικές.
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Xi+1 = σ(Xi, Ri), για όλα τα i ≥ 0. Μία στρατηγική σ είναι επιτυχής α-

πό την (X,R) εάν όλες οι πλήρεις ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεις από την (X,R) που

είναι συνεπείς με την σ είναι επιτυχείς για τους ανιχνευτές. Παρόμοια, μία

στρατηγική είναι μονότονη (σταθμευμένων ανιχνευτών, χρησιμοποιεί το πολύ

k ανιχνευτές) εάν όλες οι συνεπείς και πλήρεις ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεις από την

(ε,G) είναι μονότονες (σταθμευμένων ανιχνευτών, χρησιμοποιούν το πολύ k

ανιχνευτές αντίστοιχα). Λέμε ότι k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν

έναν φυγά στο G στο gv-παίγνιο με μία (μονότονη) στρατηγική ΤΕΠΕ-

ανίχνευσης εάν υπάρχει μία (μονότονη) gv-στρατηγική που χρησιμοποιεί το

πολύ k ανιχνευτές και είναι επιτυχής για τους ανιχνευτές από την (ε,G).

Για gv ∈ {i, isc, v, vsc}, ορίζουμε τον αριθμό (μονότονης) gv-ΤΕΠΕ-

ανίχνευσης του G, ΤΕΠΕ
gv(G) (ΤΕΠΕ

mgv(G)), ως το ελάχιστο k για το

οποίο υπάρχει μία (μονότονη) επιτυχής gv-στρατηγική η οποία χρησιμοποιεί

το πολύ k ανιχνευτές. Ορίζουμε επίσης τον αριθμό ορατής, ισχυρά συνεκτι-

κής, σταθμευμένων ανιχνευτών ανίχνευσης του G, ΣΑ
vsc(G), ως το ελά-

χιστο k για το οποίο υπάρχει μία σταθμευμένων ανιχνευτών επιτυχής vsc-

στρατηγική η οποία χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές.

Στην Ενότητα 10.3, θεωρούμε επίσης gv-στρατηγικές του φυγά: Μία

μερική συνάρτηση ρ από το V (G)∗ × P(G)× V (G)∗ σε εναγόμενα υπογρα-

φήματα του G, ορισμένη για (X,R,X ′) εάν η (X,R) είναι μία gv-θέση και

X ′ είναι η πρώτη συνιστώσα μίας gv-διαδόχου της (X,R). Μία ΤΕΠΕ-

ανίχνευση (X0, R0), (X1, R1), . . . είναι συνεπής με μία gv-στρατηγική φυγά

ρ εάν Ri+1 = ρ(Xi, Ri, Xi+1) για όλα τα i ≥ 0, και μία στρατηγική φυγά είναι

επιτυχής εάν όλες οι συνεπείς και πλήρεις ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεις είναι επιτυχείς

για τον φυγά. Σε αυτή την ενότητα, μία στρατηγική θα αναφέρεται πάντα σε

μία στρατηγική ανιχνευτών.
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10.2.2 Συσχετίζοντας τις Παραμέτρους Ανίχνευσης Διγραφημάτων

Παρατηρούμε ότι σε όλες τις παραλλαγές του παιγνίου, μία στρατηγική η

οποία είναι επιτυχής από την (X,R) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ορι-

στεί μία στρατηγική η οποία είναι επιτυχής από την (X,R′) για οποιοδήποτε

R′ ⊆ R: Οι ανιχνευτές μπορούν να παίξουν σαν ο φυγάς να είναι τοποθετη-

μένος στον μεγαλύτερο χώρο και από την μονοτονία της σχέσης διαδόχου,

η υπόθεση ότι το πραγματικό σύνολο τοποθεσιών του φυγά είναι υποσύνολο

του θεωρημένου συνόλου τοποθεσιών παραμένει αναλλοίωτη. Μία συνέπεια

είναι ότι μία επιτυχής στρατηγική στο G ορίζει μία επιτυχή στρατηγική σε

οποιοδήποτε υπογράφημα του G, έτσι οι αριθμοί ανίχνευσης που έχουμε ορί-

σει είναι κλειστοί ως προς την σχέση υπογραφήματος.

Πρόταση 10.1. ΄Εστω ότι το G είναι ένα διγράφημα και το G′ είναι ένα

υπογράφημα του G. Τότε:

• ΣΑ
vsc(G′) ≤ ΣΑ

vsc(G), και

• ΤΕΠΕ
gv(G′) ≤ ΤΕΠΕ

gv(G) για

gv ∈ {i, isc, v, vsc, mi, misc, mv, mvsc}.

Μία άλλη συνέπεια είναι ότι μία επιτυχής στρατηγική για την παραλλαγή

του αόρατου φυγά ορίζει μία επιτυχή στρατηγική όταν ο φυγάς είναι ορα-

τός, και μία επιτυχής στρατηγική όταν ο φυγάς δεν είναι περιορισμένος να

κινείται μέσα σε ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες ορίζει μία επιτυχή στρατη-

γική όταν είναι. Αυτό αντιστοιχεί στην διαίσθηση μας ότι ο φυγάς είναι

περισσότερο (ή λιγότερο) περιορισμένος. Επίσης, σε όλες τις παραλλαγές

του παιγνίου, μία μονότονη επιτυχής στρατηγική είναι εμφανώς μία επιτυχής

στρατηγική, και επειδή μία ΤΕΠΕ-ανίχνευση σταθμευμένων ανιχνευτών εί-

ναι μονότονη, μία επιτυχής στρατηγική σταθμευμένων ανιχνευτών είναι μία
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ΤΕΠΕ
mi(G)

ΤΕΠΕ
i(G) ΤΕΠΕ

mv(G) ΤΕΠΕ
misc(G) ΣΑ

vsc(G)

ΤΕΠΕ
v(G) ΤΕΠΕ

isc(G) ΤΕΠΕ
mvsc(G)

ΤΕΠΕ
vsc(G)

Σχήμα 10.1: Τετριμμένες σχέσεις ανάμεσα στις παραμέτρους ανίχνευσης δι-

γραφημάτων.

μονότονη επιτυχής στρατηγική. Από αυτές τις παρατηρήσεις προσέχουμε

αρκετές ανισότητες ανάμεσα στους αριθμούς ανίχνευσης που ορίστηκαν πα-

ραπάνω. Για παράδειγμα, ΤΕΠΕ
vsc(G) ≤ ΤΕΠΕ

mi(G) καθώς οποιαδήποτε

μονότονη επιτυχής i-στρατηγική είναι επίσης επιτυχής vsc-στρατηγική. Το

πλήρες σύνολο αυτών των σχέσεων απεικονίζεται στο διάγραμμα Hasse της

Εικόνας 10.1, όπου τα μεγαλύτερα μέτρα βρίσκονται προς την κορυφή.

Το βασικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας είναι ότι όλες αυτές οι πα-

ράμετροι διγραφημάτων είναι ίσες με ένα παραπάνω από την τάξη κύκλου.

Θεώρημα 10.3. Για οποιοδήποτε διγράφημα G:

1 + cr(G) = ΤΕΠΕ
mi(G) = ΤΕΠΕ

i(G) = ΤΕΠΕ
misc(G) = ΤΕΠΕ

isc(G)

= ΤΕΠΕ
mv(G) = ΤΕΠΕ

v(G) = ΤΕΠΕ
mvsc(G) = ΤΕΠΕ

vsc(G)

= ΣΑ
vsc(G).

Απόδειξη. Από τις παραπάνω παρατηρήσεις, για να αποδείξουμε το Θεώρη-

μα 10.3 είναι επαρκές να αποδείξουμε τις ακόλουθες τρεις ανισότητες:

(1) ΤΕΠΕ
vsc(G) ≥ ΣΑ

vsc(G),
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(2) ΣΑ
vsc(G) ≥ 1 + cr(G), και

(3) 1 + cr(G) ≥ ΤΕΠΕ
mi(G).

Αυτές αποδεικνύονται με την ακόλουθη σειρά από λήμματα.

Λήμμα 10.1. Για οποιοδήποτε διγράφημα G, ΤΕΠΕ
vsc(G) ≥ ΣΑ

vsc(G).

Απόδειξη. Δείχνουμε ότι εάν μία vsc-στρατηγική δεν είναι σταθμευμένων

ανιχνευτών τότε δεν είναι επιτυχής στρατηγική από την (ε,G). Το αποτέλε-

σμα τότε έπεται καθώς αυτό συνεπάγεται ότι κάθε επιτυχής vsc-στρατηγική

είναι σταθμευμένων ανιχνευτών. ΄Εστω ότι η σ είναι μία vsc-στρατηγική,

και ας υποθέσουμε ότι η (X0, R0), (X1, R1), . . . είναι μία πλήρης vsc-ΤΕΠΕ-

ανίχνευση από την (X0, R0) = (ε,G), συνεπής με την σ, η οποία δεν είναι

σταθμευμένων ανιχνευτών. ΄Εστω ότι ο j είναι ο ελάχιστος τέτοιος δείκτης

τέτοιος ώστε Xj � Xj+1 και Rj 6= ∅. Καθώς X0 = ε, υπάρχει i < j τέτοιο

ώστε Xi = Xj+1. Από την ελαχιστικότητα του j, και καθώς τοποθετούμε

ή αφαιρούμε μόνο έναν ανιχνευτή σε κάθε γύρο, ισχύει ότι i = j − 1. Αφού

Xj−1 � Xj τότε Rj ⊆ Rj−1, και αφού Xj+1 � Xj τότε Rj ⊆ Rj+1. Καθώς

Rj 6= ∅, έπεται ότι οι Rj−1 και Rj+1 είναι η ίδια ισχυρά συνεκτική συνιστώσα

του G \ {|Xj−1|}. ΄Αρα η (Xj−1, Rj−1) είναι μία vsc-διάδοχος της (Xj , Rj).

Καθώς σ(Xj , Rj) = Xj+1 = Xj−1, έπεται ότι η (X0, R0), (X1, R1),. . .,

(Xj−1, Rj−1), (Xj , Rj), (Xj−1, Rj−1), (Xj , Rj), . . . είναι μία άπειρη, και ως

εκ τούτου, πλήρης, vsc-ΤΕΠΕ-ανίχνευση (από την (ε,G)) συνεπής με την

σ. Καθώς Ri 6= ∅, για όλα τα i ≥ 0, η ΤΕΠΕ-ανίχνευση δεν είναι επιτυχής

για τους ανιχνευτές. ΄Αρα η σ δεν είναι επιτυχής στρατηγική.

Λήμμα 10.2. Για οποιοδήποτε διγράφημα G, ΣΑ
vsc(G) ≥ 1 + cr(G).
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Απόδειξη. Το αποδεικνύουμε αυτό με επαγωγή στο |V (G)|. Εάν |V (G)| = 1,

τότε ΣΑ
vsc(G) = 1 = 1 + cr(G).

Τώρα, ας υποθέσουμε ότι ΣΑ
vsc(G′) ≥ 1+cr(G′) για όλα τα διγραφήματα

G′ με |V (G′)| < |V (G)|. Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση όπου το G δεν είναι

ισχυρά συνεκτικό. Από την Πρόταση 10.1, ΣΑ
vsc(G) ≥ maxH ΣΑ

vsc(H),

όπου το μέγιστο παίρνεται πάνω από όλες τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες

H τουG. Καθώς τοG δεν είναι ισχυρά συνεκτικό, |V (H)| < |V (G)| για όλες

τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες H του G. Συνεπώς, από την επαγωγική

υπόθεση,

ΣΑ
vsc(G) ≥ max

H
ΣΑ

vsc(H)

≥ max
H

(1 + cr(H))

= 1 + cr(G).

Τώρα, ας υποθέσουμε ότι το G είναι ισχυρά συνεκτικό. ΄Εστω ότι η σ είναι

μία επιτυχής vsc-στρατηγική σταθμευμένων ανιχνευτών η οποία χρησιμοποιεί

ΣΑ
vsc(G) ανιχνευτές. Καθώς η (ε,G) είναι μία νόμιμη vsc-θέση, εάν η

(X,R) είναι μία vsc-διάδοχος της (ε,G), τότε |X| = 1. ΄Αρα |σ(ε,G)| = 1.

΄Εστω ότι σ(ε,G) = v0. Καθώς η σ είναι μία στρατηγική σταθμευμένων

ανιχνευτών η οποία χρησιμοποιεί το ελάχιστο πλήθος ανιχνευτών, έπεται ότι

ΣΑ
vsc(G \ {v0}) = ΣΑ

vsc(G)− 1. ΄Αρα, από την επαγωγική υπόθεση,

ΣΑ
vsc(G) = ΣΑ

vsc(G \ {v0}) + 1

≥ (1 + cr(G \ {v0})) + 1

≥ (1 + min
v∈V (G)

cr(G \ {v})) + 1

= 1 + cr(G).
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Λήμμα 10.3. Για οποιοδήποτε διγράφημα G, 1 + cr(G) ≥ ΤΕΠΕ
mi(G).

Απόδειξη. Το αποδεικνύουμε επίσης με επαγωγή στο |V (G)|. Εάν |V (G)| =
1, τότε 1 + cr(G) = 1 = ΤΕΠΕ

mi(G).

Τώρα υποθέτουμε ότι 1 + cr(G′) ≥ ΤΕΠΕ
mi(G′) για όλα τα διγραφήμα-

τα G′ με |V (G′)| < |V (G)|. Πρώτα θεωρούμε την περίπτωση όπου το G

δεν είναι ισχυρά συνεκτικό. Αφού |V (H)| < |V (G)|, για κάθε ισχυρά συ-

νεκτική συνιστώσα H, από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχει μία μονότονη

i-στρατηγική, σH , η οποία αιχμαλωτίζει έναν φυγά χρησιμοποιώντας το πολύ

1 + cr(H) ανιχνευτές. Από τον ορισμό της τάξης κύκλου, για κάθε ισχυρά

συνεκτική συνιστώσα H του G, cr(G) ≥ cr(H), άρα η σH χρησιμοποιεί το

πολύ 1 + cr(G) ανιχνευτές. Ορίζουμε μία μονότονη i-στρατηγική η οποία

αιχμαλωτίζει έναν φυγά στο G με το πολύ 1 + cr(G) ανιχνευτές όπως ακο-

λούθως. Διαισθητικά, ανιχνεύουμε τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του

G με την τοπολογική διάταξη χρησιμοποιώντας τις μονότονες στρατηγικές

σH . Ακριβέστερα, έστω ότι η H1, H2, . . . ,Hn είναι μία διάταξη των ισχυρά

συνεκτικών συνιστωσών του G τέτοια ώστε εάν υπάρχει μία ακμή από την

Hi στην Hj τότε i < j. Ορίζουμε την σ ως εξής.

• σ(ε,G) = σH1(ε,H1),

• Για 1 ≤ i, εάν {|X|} ⊆ Hi και R = R′ ∪
⋃n
j=i+1Hj όπου ∅ 6= R′ ⊆ Hi,

σ(X,R) = σHi(X,R
′),

• Για 1 ≤ i < n, εάν ∅ 6= {|X|} ⊆ Hi και R =
⋃n
j=i+1Hj τότε σ(X,R) =

X ′, όπου X ′ είναι το μέγιστο γνήσιο πρόθεμα του X.

Από τον ορισμό των i-διαδόχων και την διάταξη των ισχυρά συνεκτικών

συνιστωσών, εάν η (X0, R0), . . . , (Xn, Rn) είναι μία i-ΤΕΠΕ-ανίχνευση στο

G, όπου {|Xn|} ⊆ Hi και
⋃
j>iHj ⊆ Rn−1 ⊆

⋃
j≥iHj , τότε

⋃
j>iHj ⊆

Rn ⊆
⋃
j≥iHj . ΄Επεται (με επαγωγή στο μήκος μίας ΤΕΠΕ-ανίχνευσης) ότι
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κάθε ΤΕΠΕ-ανίχνευση από την (ε,G), η οποία είναι συνεπής με την σ, μπορεί

να διαιρεθεί σε μία ακολουθία ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεων λ1, λ2, . . . , λn, όπου η λi

μπορεί να ιδωθεί σαν μία ΤΕΠΕ-ανίχνευση συνεπή με την σHi με το
⋃
j>iHj

προστεθημένο στη δεύτερη συνιστώσα κάθε θέσης. ΄Αρα, εάν κάθε σHi είναι

μονότονη, επιτυχής, και χρησιμοποιεί το πολύ 1 + cr(G) ανιχνευτές, τότε

η σ είναι επίσης μονότονη, επιτυχής και χρησιμοποιεί το πολύ 1 + cr(G)

ανιχνευτές.

Τώρα, ας υποθέσουμε ότι, το G είναι ισχυρά συνεκτικό. ΄Εστω ότι η

v0 είναι η κορυφή που ελαχιστοποιεί την f(v) = cr(G \ {v}). ΄Εστω το

G′ = G\{v0}, έτσι ώστε cr(G) = 1+cr(G′). Από την επαγωγική υπόθεση,

υπάρχει μία επιτυχής μονότονη i-στρατηγική σ′ η οποία χρησιμοποιεί το πολύ

1 + cr(G′) ανιχνευτές για να αιχμαλωτίσει έναν φυγά στο G′. Ορίζουμε μία

i-στρατηγική σ στο G η οποία χρησιμοποιεί το πολύ 2 +cr(G′) = 1 +cr(G)

ανιχνευτές ως εξής. Αρχικά, τοποθετούμε (και διατηρούμε) έναν ανιχνευτή

στην v0. Τότε, παίζουμε την στρατηγική σ′ στο G \ {v0}. Ακριβέστερα,

σ(ε,G) = v0 και σ(v0X,R) = v0 · σ′(X,R). Εμφανώς, οποιαδήποτε ΤΕΠΕ-

ανίχνευση η οποία είναι συνεπής με την σ, μπορεί να ιδωθεί σαν μία ΤΕΠΕ-

ανίχνευση συνεπή με την σ′ θέτοντας μπροστά την θέση (ε,G) και όπου στην

πρώτη συνιστώσα κάθε θέσης έχουμε τοποθετήσει μπροστά την v0. ΄Αρα εάν

η σ′ είναι μονότονη, τότε η σ είναι μονότονη, και εάν η σ′ είναι επιτυχής τότε

η σ είναι επιτυχής. ΄Αρα η σ είναι μία μονότονη επιτυχής i-στρατηγική που

χρησιμοποιεί το πολύ 1 + cr(G) ανιχνευτές.

10.2.3 Σχέση με ΄Αλλες Παραμέτρους Γραφημάτων

Με τον χαρακτηρισμό της τάξης κύκλου σε όρους αρκετών παιγνίων ανίχνευ-

σης γραφημάτων μπορούμε να την συγκρίνουμε με άλλα μέτρα διγραφημάτων

τα οποία ορίζονται από παρόμοια παίγνια. Για την ακρίβεια, το διατεταγμένο

πλάτος μονοπατιού ενός διγραφήματος, dpw(G), το οποίο μπορεί να χαρα-
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κτηριστεί από ένα παίγνιο ανίχνευσης γραφημάτων αόρατου φυγά [16], και το

βάθος ΔΑΓ (DAG-depth), dd(G), το οποίο μπορεί να χαρακτηριστεί από

ένα παίγνιο ανίχνευσης ορατού φυγά και σταθμευμένων ανιχνευτών [96]. Ενώ

οι σχέσεις που παρουσιάζουμε εδώ είναι γνωστές [96, 110], χρησιμοποιώντας

τους χαρακτηρισμούς παιγνίων προκύπτει μία απλούστερη και πιο διαισθητική

απόδειξη.

Πόρισμα 10.1. Για οποιοδήποτε διγράφημα G,

dpw(G) ≤ cr(G) ≤ dd(G)− 1.

10.3 Παρεμποδίσεις για την Τάξη Κύκλου

Σε αυτή την ενότητα, θεωρούμε την δυϊκή παράμετρο η οποία αναδεικνύε-

ται θεωρώντας τα παίγνια ανίχνευσης γραφημάτων από την οπτική γωνία

του φυγά. Δείχνουμε ότι μπορεί να χαρακτηριστεί από δύο είδη δομικών χα-

ρακτηριστικών, συγγενή των ασύλων και των βάτων (brambles) τα οποία

χρησιμοποιούνται για να χαρακτηρίσουν δυϊκά το δεντροπλάτος [217]. Για να

το κάνουμε αυτό ορίζουμε πρώτα την έννοια του διατεταγμένου καταφυγίου

ενός διγραφήματος, μία δομική παρεμπόδιση που δείχνουμε ότι είναι δυϊκή της

τάξης κύκλου.

Ορισμός 10.2. ΄Ενα διατεταγμένο καταφύγιο ενός διγραφήματος G είναι

μία συλλογή S συνόλων κορυφών μη-κενών ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών

τέτοιων ώστε για οποιοδήποτε μη-ελαχιστικό S ∈ S⋂
{S′ : S′ ∈MS(S)} = ∅,

όπου MS(S) είναι τα ⊆-μεγιστικά στοιχεία της {S′ ∈ S : S′ ⊂ S}. Το πάχος

(thickness) ενός καταφυγίου S είναι το ελαχιστικό μήκος μίας μεγιστικής

⊆-αλυσίδας.
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Η δεύτερη δομική παρεμπόδιση που θεωρούμε παρακινείται από τον ορισμό

του ασύλου της [129], ένα δομικό χαρακτηριστικό δυϊκό του διατεταγμένου

δεντροπλάτους.

Ορισμός 10.3. ΄Ενα ΤΕΠΕ-άσυλο τάξης k ενός διγραφήματος G είναι μία

συνάρτηση h από το V (G)<k στα εναγόμενα υπογραφήματα του G τέτοια

ώστε:

(Η1) Η h(X) είναι μία μη-κενή ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του G \ {|X|},
και

(Η2) Εάν X � Y και |Y | < k τότε h(Y ) ⊆ h(X).

Ενώ η Adler [2] έχει δείξει ότι τα άσυλα της [129] δεν δίνουν ακριβή

μεγιστοελάχιστο χαρακτηρισμό του διατεταγμένου δεντροπλάτους και ο Sa-

fari [214] έχει δείξει ότι οι διατεταγμένες εκδόσεις των ασύλων και των βάτων

αναδεικνύουν διαφορετικές παραμέτρους, εμείς δείχνουμε ότι τα ΤΕΠΕ-άσυλα

και τα διατεταγμένα καταφύγια δίνουν και τα δύο έναν σφικτό μεγιστοελάχι-

στο χαρακτηρισμό της τάξης κύκλου.

Θεώρημα 10.4 (Μεγιστοελάχιστο Θεώρημα για την Τάξη Κύκλου). ΄Εσ-

τω ότι το G είναι ένα διγράφημα και ο k είναι ένας θετικός ακέραιος. Τα

ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το G έχει τάξη κύκλου μικρότερη από k.

(ii) Το G δεν έχει ΤΕΠΕ-άσυλο τάξης μεγαλύτερης από k.

(iii) Το G δεν έχει διατεταγμένο καταφύγιο πάχους μεγαλύτερου από k.

Απόδειξη. (i) ⇒ (ii). Ας υποθέσουμε ότι δεν ισχύει η περίπτωση ότι το G

δεν έχει ΤΕΠΕ-άσυλο τάξης μεγαλύτερης από k, δηλαδή, το G έχει ένα

ΤΕΠΕ-άσυλο h τάξης τουλάχιστον k + 1. Δείχνουμε ότι ο φυγάς έχει
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μία επιτυχή στρατηγική εναντίον k ανιχνευτών, έτσι από το Θεώρημα 10.3,

cr(G) ≥ k. Ορίζουμε μία vsc-στρατηγική ρ για τον φυγά (εναντίον k ανιχ-

νευτών) ορίζοντας ρ(X,R,X ′) = h(X ′) για όλες τις κατάλληλες τριάδες

(X,R,X ′). Από την (Η1), η (X ′, ρ(X,R,X ′)) είναι μία έγκυρη vsc-θέση.

Επιπροσθέτως, η (Η2) συνεπάγεται ότι, εάν η (X,R) είναι μία vsc-θέση

τέτοια ώστε R = h(X), τότε η (X ′, ρ(X,R,X ′)) είναι μία vsc-διάδοχος

της (X,R) τέτοια ώστε η ρ είναι μία vsc-στρατηγική (ορισμένη για όλες τις

ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεις που χρησιμοποιούν το πολύ k ανιχνευτές). Επίσης, εάν η

(X0, R0), (X1, R1), . . . είναι μία πλήρης ΤΕΠΕ-ανίχνευση συνεπής με την ρ,

τότε Ri = h(Xi), για όλα τα i > 0. Καθώς h(X) 6= ∅ όταν |X| ≤ k, έπεται

ότι όλες οι συνεπείς και πλήρεις ΤΕΠΕ-ανιχνεύσεις οι οποίες χρησιμοποιούν

το πολύ k ανιχνευτές, είναι επιτυχείς για τον φυγά. ΄Αρα η ρ είναι μία επιτυχής

στρατηγική για τον φυγά, έτσι ΤΕΠΕ
vsc(G) > k. Από το Θεώρημα 10.3,

cr(G) ≥ k.

(ii) ⇒ (iii). Δείχνουμε ότι ένα διατεταγμένο καταφύγιο S πάχους του-

λάχιστον k μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ορίσει ένα άσυλο τάξης τουλάχι-

στον k. Για κάθε X ∈ V (G)<k ορίζουμε το SX ∈ S αναδρομικά ως εξής.

Για X = ε, έστω ότι το Sε είναι οποιοδήποτε ⊆-μεγιστικό στοιχείο του S.
Ας σημειώσουμε ότι το {S ∈ S | S ⊂ Sε} είναι ένα διατεταγμένο καταφύγιο

πάχους τουλάχιστον k − 1. Τώρα, υποθέτουμε ότι X = X ′v, ότι το SX′

είναι ορισμένο, ότι SX′ ∩ {|X ′|} = ∅, και ότι το SX′ = {S ∈ S | S ⊂ SX′}
είναι ένα διατεταγμένο καταφύγιο πάχους τουλάχιστον k − 1 − |X ′|. Από

τον ορισμό ενός διατεταγμένου καταφυγίου, υπάρχει ένα ⊆-μεγιστικό στοι-

χείο του SX′ το οποίο δεν περιέχει την v, αφού διαφορετικά v ∈ S για

όλα τα S ∈ MS(SX′). ΄Εστω ότι το SX είναι αυτό το στοιχείο. Καθώς

SX′ ∩ {|X ′|} = ∅ και v /∈ SX , έπεται ότι SX ∩ {|X|} = ∅. Επιπλέον, το

{S ∈ S | S ⊂ SX} είναι ένα διατεταγμένο καταφύγιο πάχους τουλάχιστον

(k−1−|X ′|)−1 = k−1−|X|, που ικανοποιεί τις αναγκαίες υποθέσεις για το
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επόμενο βήμα της επαγωγής. Τώρα, για όλα τα X ∈ V (G)<k, το SX είναι το

σύνολο κορυφών μιας μη-κενής ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας τέτοιο ώστε

SX ∩{|X|} = ∅. ΄Αρα, υπάρχει μία μοναδική ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του

G\{|X|} που περιέχει το SX . Ορίζοντας το h(X) να είναι αυτή η συνιστώσα

βλέπουμε ότι το h ικανοποιεί την (Η1). Για την (Η2), από τον ορισμό του

SX , εάν X � Y και |Y | < k, τότε SX ⊇ SY , έτσι h(X) ⊇ h(Y ). Συνεπώς

το h είναι ένα άσυλο τάξης τουλάχιστον k.

(iii) ⇒ (i). Ξανά, αποδεικνύουμε την αντιθετοαναστροφή. Ας υπο-

θέσουμε ότι cr(G) ≥ k. ΄Εστω ότι το G′ είναι η ισχυρά συνεκτική συνι-

στώσα του G η οποία έχει τάξη κύκλου τουλάχιστον k. Αποδεικνύουμε με

επαγωγή στο k ότι το G′, και ως εκ τούτου το G, έχει ένα διατεταγμένο

καταφύγιο πάχους τουλάχιστον k + 1. Κάθε διγράφημα με |V (G)| ≥ 1 έχει

ένα διατεταγμένο καταφύγιο πάχους 1: Παίρνουμε S = {{v}} για κάποια

v ∈ V (G). ΄Αρα για k = 0, το αποτέλεσμα είναι τετριμμένο. Υποθέτουμε

τώρα ότι, για k′ < k, κάθε διγράφημα τάξης κύκλου τουλάχιστον k′ περιέχει

ένα διατεταγμένο καταφύγιο πάχους τουλάχιστον k′ + 1. Για v ∈ V (G′),

έστω το G′v = G′ \ {v}. Από τον ορισμό της τάξης κύκλου, cr(G′v) ≥ k − 1

για όλες τις v ∈ V (G′). ΄Αρα, από την επαγωγική υπόθεση, το G′v περιέχει

ένα διατεταγμένο καταφύγιο, Sv, πάχους τουλάχιστον (k − 1) + 1. Καθώς

v /∈ S για όλα τα S ∈ Sv, έπεται ότι το S = {G′} ∪
⋃
v∈V (G′) Sv είναι ένα

διατεταγμένο καταφύγιο του G. Καθώς το Sv έχει πάχος τουλάχιστον k για

όλες τις v ∈ V (G′), το S έχει πάχος τουλάχιστον k + 1.

Συνδυάζοντας τα Θεωρήματα 10.3 και 10.4 προκύπτει το ακόλουθο.

Θεώρημα 10.5. ΄Εστω ότι το G είναι ένα διγράφημα και ο k ένας θετικός

ακέραιος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το G έχει τάξη κύκλου το πολύ k − 1.
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(ii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν φυγά με μία

στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

(iii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν ορατό φυγά πε-

ριορισμένο να κινείται σε ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες με μία στρα-

τηγική ανίχνευσης σταθμευμένων ανιχνευτών.

(iv) Το G δεν έχει ΤΕΠΕ-άσυλο τάξης μεγαλύτερης από k.

(v) Το G δεν έχει διατεταγμένο καταφύγιο πάχους μεγαλύτερου του k.

10.4 Η ΤΕΠΕ-ανίχνευση σε Απλά Γραφήματα

Σε αυτή την ενότητα, μελετάμε τις συνέπειες των αποτελεσμάτων μας στα

απλά γραφήματα. Δοσμένου ενός γραφήματος G, ορίζουμε το διγράφημα Gd

όπου V (Gd) = V (G) και E(Gd) = {(x, y) | {x, y} ∈ E(G)}. Δηλαδή, το

Gd προκύπτει από το G μετά την αντικατάσταση κάθε ακμής {x, y} ∈ E(G)

με τις διατεταγμένες ακμές (x, y) και (y, x). Από τους Ορισμούς 10.1 και 4.1

παίρνουμε ότι.

Παρατήρηση 10.1. Για κάθε γράφημα G, td(G) = cr(Gd) + 1.

Δίνουμε τώρα τον ορισμό των καταφυγίων όταν τα περιορίσουμε σε απλά

γραφήματα.

Ορισμός 10.4 (Καταφύγιο). ΄Ενα καταφύγιο του G είναι μία συλλογή S
από μη-κενά συνεκτικά σύνολα στο G τέτοια ώστε για κάθε μη-ελαχιστικό

σύνολο S ∈ S καμμία κορυφή δεν ανήκει σε όλα τα παιδιά του. Με άλλα

λόγια, ⋂
{S′ | S′ ∈MS(S)} = ∅,
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όπου MS(S) είναι τα ⊆-μεγιστικά στοιχεία του {S′ ∈ S : S′ ⊂ S}. Το πάχος

(thickness) ενός καταφυγίου S είναι το ελαχιστικό μήκος μιας μεγιστικής

⊆-αλυσίδας.

Στο Σχήμα 10.2 μπορούμε να δούμε ένα καταφύγιο του P9 πάχους 4 και

στο Σχήμα 10.3 μπορούμε να δούμε τα βήματα μιας μονότονης επιτυχούς

ΤΕΠΕ-στρατηγικής κόστους 4.

Σχήμα 10.2: ΄Ενα καταφύγιο του P9 που έχει πάχος 4.

Η Παρατήρηση 10.1 διασφαλίζει ότι μπορούμε να επαναδιατυπώσουμε το

Θεώρημα 10.5 για απλά γραφήματα με τον ακόλουθο τρόπο.

Θεώρημα 10.6. ΄Εστω ότι το G είναι ένα μη-κενό γράφημα και ο k είναι

ένας θετικός ακέραιος. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Το G έχει βάθος δέντρου το πολύ k.

(ii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν αόρατο και ενεργό

φυγά με μία μονότονη στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

(iii) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν αόρατο και ενεργό

φυγά με μία στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.
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(iv) Κάθε καταφύγιο στο G έχει πάχος το πολύ k.

(v) Στο G, k ανιχνευτές μπορούν να αιχμαλωτίσουν έναν ορατό και ενεργό

φυγά με μία μονότονη στρατηγική ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.

Ωστόσο, θα θέλαμε να συμπεριλάβουμε επίσης μία απλούστερη ευθεία

απόδειξη για την περίπτωση των απλών γραφημάτων.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii): Προχωράμε με επαγωγή στην ποσότητα k · (|V (G)| −
2)+ |C(G)| όπου k = td(G). Παρατηρούμε ότι k · (|V (G)|−2)+ |C(G)| ≥ 0,

όπου η ισότητα ισχύει όταν |V (G)| = 1, και συνεπώς k = 1. Σε μία τέτοια

περίπτωση, η στρατηγική ανίχνευσης είναι R = [ε, x] όπου {x} = V (G). Ας

υποθέσουμε τώρα ότι η δήλωση ισχύει για όλα τα G όπου k · (|V (G)| − 2) +

|C(G)| < ρ και έστω ότι το G είναι ένα γράφημα τέτοιο ώστε k ·(|V (G)|−2)+

|C(G)| = ρ. ΄Εστω ότι C(G) = {G1, . . . , Gσ}, όπου σ = |C(G)|. Από τον

ορισμό του βάθους δέντρου, έπεται ότι ki = td(Gi) ≤ k, για i ∈ {1, . . . , σ}.
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.

Περίπτωση i. Εάν σ ≥ 2, τότε ki ·(|V (Gi)|−2)+|C(Gi)| ≤ k ·(|V (Gi)|−2)+

1 < k·(|V (Gi)|−2)+σ = ρ, i ∈ {1, . . . , σ} και, από την επαγωγική υπόθεση,

υπάρχει μία μονότονη επιτυχής στρατηγική Ri στο Gi που χρησιμοποιεί το

πολύ ki ανιχνευτές. Τότε η R = R1 ⊕ . . .⊕Rσ είναι μία μονότονη επιτυχής

στρατηγική στο G που χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές (χρησιμοποιούμε

το σύμβολο ⊕ για να δηλώσουμε την παράθεση δύο ακολουθιών).

Περίπτωση ii. Εάν σ = 1, τότε από τον ορισμό του βάθους δέντρου, το G

περιέχει μία κορυφή x τέτοια ώστε το γράφημαG− = G\x έχει βάθος δέντρου

k− = k − 1. Καθώς το βάθος δέντρου του G− είναι ένας θετικός ακέραιος,

έπεται ότι k ≥ 2. Παρατηρούμε τώρα ότι k− · (|V (G−)| − 2) + |C(G−)| ≤
k · (|V (G)| − 2) − k + 2 < k · (|V (G)| − 2) + 1 = k · (|V (G)| − 2) + σ =

ρ. Συνεπώς, μπορούμε να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση στο G−

και να πάρουμε μία μονότονη επιτυχή στρατηγική R− = [w1, . . . , wρ] στο
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G− που χρησιμοποιεί το πολύ k − 1 ανιχνευτές. Αλλά τότε η στρατηγική

R = [ε, xw1, . . . , xwρ] είναι μία μονότονη επιτυχής στρατηγική στο G που

χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές.

(iii) ⇒ (iv): Αποδεικνύουμε την αντιθετοαναστροφή χρησιμοποιώντας

επαγωγή στο k. Με άλλα λόγια, δείχνουμε ότι για κάθε k ≥ 0, εάν το K
είναι ένα καταφύγιο του G με πάχος τουλάχιστον k + 1, τότε δεν υπάρχει

επιτυχής στρατηγική στο G που χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές. Για

k = 0 αυτό είναι προφανές αφού χρειαζόμαστε τουλάχιστον έναν ανιχνευτή

για να αιχμαλωτίσουμε έναν φυγά ο οποίος αποδρά σε ένα μη-κενό γράφημα.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η δήλωση είναι σωστή για όλα τα k όπου 0 ≤ k < k′.

Θα αποδείξουμε ότι ισχύει επίσης για k = k′.

΄Εστω ότι το K είναι ένα καταφύγιο του G πάχους τουλάχιστον k + 1 με

ελάχιστο πλήθος μεγιστικών συνόλων. Παρατηρούμε ότι ένα τέτοιο κατα-

φύγιο θα είχε ένα μόνο μεγιστικό σύνολο, αφού για κάθε μεγιστικό σύνολο

T του K, τα {T} ∪ {S | Το S είναι ένας απόγονος του T στο K} είναι ε-

πίσης καταφύγιο του G πάχους τουλάχιστον k+ 1. ΄Εστω ότι το X είναι ένα

μεγιστικό σύνολο του K. Υποθέτουμε ότι το G είναι συνεκτικό, διαφορετι-

κά δουλεύουμε στη συνεκτική συνιστώσα του G που περιέχει το μεγιστικό

σύνολο του K. ΄Εστω ότι η R = [w0, . . . , wρ] είναι μία επιτυχής στρατηγική

στο G που χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές και είναι ελαχιστικού μήκους.

Λέμε ότι η i-οστή κίνηση της R είναι εκκινητική κίνηση εάν wi−1 = ε. Προ-

φανώς η R πρέπει να έχει τουλάχιστον μία εκκινητική κίνηση καθώς η κίνηση

της πρώτης τοποθέτησης είναι μία από αυτές. Επιπλέον, η R δεν μπορεί να

έχει καμμία άλλη εκκινητική κίνηση. ΄Οντως, εάν η i-οστή κίνηση είναι μία

τέτοια κίνηση, όπου i > 1, τότε η R′ = [wi−1, wi, . . . , wρ] θα ήταν επίσης μία

επιτυχής στρατηγική που χρησιμοποιεί το πολύ k ανιχνευτές, αντιφάσκοντας

στην ελαχιστικότητα της R. Αυτό συνεπάγεται ότι ο ανιχνευτής που τοπο-

θετήθηκε πρώτος δεν αφαιρείται ποτέ από το γράφημα. Ας υποθέσουμε τώρα
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ότι η x είναι η κορυφή στην οποία συμβαίνει η πρώτη τοποθέτηση. Ισχυρι-

ζόμαστε ότι το G− = G \x περιέχει ένα καταφύγιο K− πάχους τουλάχιστον

k. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.

Περίπτωση 1. Εάν το x τέμνει το X τότε, από τον ορισμό ενός καταφυγίου,

το x δεν μπορεί να ανήκει σε όλα τα παιδιά του X. ΄Εστω ότι το X− είναι

ένα τέτοιο παιδί. Παρατηρούμε τότε ότι το X− είναι το μεγιστικό σύνολο του

καταφυγίου K− που ορίζεται από το X− και τους απογόνους του. ΄Επεται

ότι το K− είναι ένα καταφύγιο του G \ x πάχους τουλάχιστον k.

Περίπτωση 2. Εάν το x δεν τέμνει το X, τότε K = K\x και άρα το K− = K
είναι ένα καταφύγιο του G− = G \ x πάχους τουλάχιστον k + 1 ≥ k. Παρα-

τηρούμε τώρα ότι η στρατηγική R− = [w−1 , . . . , w
−
ρ ], που δημιουργείται εάν

αφαιρέσουμε το x από το wi για κάθε i ∈ {1, . . . , ρ}, είναι μία επιτυχής στρα-

τηγική στο G− που χρησιμοποιεί το πολύ k − 1 ανιχνευτές, αντιφάσκοντας

στην επαγωγική υπόθεση για k = k′ − 1.

(iv) ⇒ (i): Αποδεικνύουμε ξανά την αντιθετοαναστροφή, δηλαδή, για

κάθε k ≥ 1, εάν td(G) ≥ k,τότε υπάρχει ένα καταφύγιο του G πάχους του-

λάχιστον k. Η περίπτωση όπου k = 1 είναι προφανής καθώς κάθε συνεκτική

συνιστώσα ενός μη-κενού γραφήματος είναι ένα καταφύγιο ενός στοιχείου

πάχους 1. Υποθέτουμε τώρα ότι η δήλωση είναι σωστή για όλα τα k όπου

0 ≤ k < k′. Θα αποδείξουμε ότι ισχύει επίσης για k = k′. ΄Εστω ότι το

G είναι ένα γράφημα όπου td(G) ≥ k και έστω ότι η G′ είναι μία από τις

συνεκτικές συνιστώσες του που έχει βάθος δέντρου τουλάχιστον k. Απο-

δεικνύουμε ότι το G′ έχει ένα καταφύγιο K πάχους τουλάχιστον k. Καθώς

το K είναι επίσης ένα καταφύγιο του G, το G έχει ένα καταφύγιο πάχους k.

Αφού td(G′) ≥ k και το G′ είναι συνεκτικό, έπεται ότι για κάθε x ∈ V (G′),

td(G′ \ x) ≥ k − 1. Από την επαγωγική υπόθεση, για κάθε x ∈ V (G′),

το G(x) = G′ \ x περιέχει ένα καταφύγιο K(x)
πάχους τουλάχιστον k − 1.

Παρατηρούμε ότι το K = {V (G′)} ∪
⋃
x∈V (G′)K(x)

είναι ένα καταφύγιο του
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G′, αφού
⋂
x∈V (G′)(V (G′) \ x) = ∅. Επιπλέον, το K έχει πάχος ένα περισ-

σότερο από το ελάχιστο πάχος των K(x), x ∈ V (G′), συνεπώς το K είναι ένα

καταφύγιο πάχους τουλάχιστον k, όπως απαιτείται.

Τέλος, είναι τετριμμένο να δούμε ότι, (ii)⇒ (v) (αφού μπορούμε να ακο-

λουθήσουμε την ίδια στρατηγική με την περίπτωση του αόρατου φυγά), ενώ

για την κατεύθυνση (v)⇒ (ii) αρκεί να θυμηθούμε ότι από τα αποτελέσματα

στην [96] για έναν ορατό και ενεργό φυγά υπάρχει μία στρατηγική ανίχνευ-

σης σταθμευμένων ανιχνευτών η οποία είναι επίσης μία μονότονη στρατηγική

ΤΕΠΕ-ανίχνευσης.
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Σχήμα 10.3: Μία μονότονη επιτυχής ΤΕΠΕ-στρατηγική στο P9 με 4 ανιχνευ-

τές.
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[176] Jan Obdržálek. DAG-width: Connectivity measure for directed

graphs. In Proceedings of the 17th ACM-SIAM Symposium on Dis-

crete Algorithms, pages 814–821, 2006.

[177] Ryan O’Donnell. Some topics in analysis of boolean functions. In

STOC, pages 569–578, 2008.

[178] Rafail Ostrovsky, editor. IEEE 52nd Annual Symposium on Foun-

dations of Computer Science, FOCS 2011, Palm Springs, CA, USA,

October 22-25, 2011. IEEE, 2011.

[179] T. D. Parsons. The search number of a connected graph. In Pro-

ceedings of the Ninth Southeastern Conference on Combinatorics,

Graph Theory, and Computing (Florida Atlantic Univ., Boca Ra-



Βιβλιογραφία 295

ton, Fla., 1978), Congress. Numer., XXI, pages 549–554, Winnipeg,

Man., 1978. Utilitas Math.

[180] Yuval Rabani, editor. Proceedings of the Twenty-Third Annual

ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, SODA 2012, Ky-

oto, Japan, January 17-19, 2012. SIAM, 2012.

[181] Siddharthan Ramachandramurthi. The structure and number of

obstructions to treewidth. SIAM J. Discrete Math., 10(1):146–157,

1997.

[182] Bruce A. Reed, Neil Robertson, Paul D. Seymour, and Robin

Thomas. Packing directed circuits. Combinatorica, 16(4):535–554,

1996.

[183] Bruce A. Reed and F. Bruce Shepherd. The gallai-younger conjec-

ture for planar graphs. Combinatorica, 16(4):555–566, 1996.

[184] Bruce A. Reed, Kaleigh Smith, and Adrian Vetta. Finding odd cycle

transversals. Oper. Res. Lett., 32(4):299–301, 2004.

[185] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. XXII. irrelevant

vertices in linkage problems. To appear.

[186] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors—a survey. In

Surveys in combinatorics 1985 (Glasgow, 1985), volume 103 of Lon-

don Math. Soc. Lecture Note Ser., pages 153–171. Cambridge Univ.

Press, Cambridge, 1985.

[187] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. II. Algorithmic

aspects of tree-width. J. Algorithms, 7(3):309–322, 1986.



296 Βιβλιογραφία

[188] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. V. Excluding a

planar graph. J. Comb. Theory Series B, 41:92–114, 1986.

[189] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. VII. Disjoint

paths on a surface. J. Combin. Theory Ser. B, 45(2):212–254, 1988.

[190] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. X. Obstructions

to tree-decomposition. J. Combin. Theory Ser. B, 52(2):153–190,

1991.

[191] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. XI. Circuits on

a surface. J. Combin. Theory Ser. B, 60(1):72–106, 1994.

[192] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. XII. Distance on

a surface. J. Combin. Theory Ser. B, 64(2):240–272, 1995.

[193] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. XIII. The dis-

joint paths problem. Journal of Combinatorial Theory. Series B,

63(1):65–110, 1995.

[194] Neil Robertson and P. D. Seymour. Graph minors. XX. Wagner’s

conjecture. J. Combin. Theory Ser. B, 92(2):325–357, 2004.

[195] Neil Robertson, P. D. Seymour, and Robin Thomas. Linkless em-

beddings of graphs in 3-space. Bulletin of the Amer. Math. Soc.,

28(1):84–89, 1993.

[196] Neil Robertson and Paul Seymour. Excluding a graph with one

crossing. In Graph structure theory (Seattle, WA, 1991), pages 669–

675. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1993.



Βιβλιογραφία 297

[197] Neil Robertson, Paul Seymour, and Robin Thomas. Quickly ex-

cluding a planar graph. J. Combin. Theory Ser. B, 62(2):323–348,

1994.

[198] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. i. excluding a

forest. J. Comb. Theory, Ser. B, 35(1):39–61, 1983.

[199] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. iii. planar

tree-width. J. Comb. Theory, Ser. B, 36(1):49–64, 1984.

[200] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. VI. Disjoint

paths across a disc. J. Comb. Theory, Ser. B, 41(1):115–138, 1986.

[201] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. IV. Tree-width

and well-quasi-ordering. J. Comb. Theory, Ser. B, 48(2):227–254,

1990.

[202] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. IX. disjoint

crossed paths. J. Comb. Theory, Ser. B, 49(1):40–77, 1990.

[203] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. VIII. A ku-

ratowski theorem for general surfaces. J. Comb. Theory, Ser. B,

48(2):255–288, 1990.

[204] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph miners .XIV. Extend-

ing an Embedding. J. Comb. Theory, Ser. B, 65(1):23–50, 1995.

[205] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors: XV. Giant

Steps. J. Comb. Theory, Ser. B, 68(1):112–148, 1996.

[206] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors: XVII. Taming

a vortex. J. Comb. Theory, Ser. B, 77(1):162–210, 1999.



298 Βιβλιογραφία

[207] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. XVI. Exclud-

ing a non-planar graph. J. Comb. Theory, Ser. B, 89(1):43–76, 2003.

[208] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. XVIII. Tree-

decompositions and well-quasi-ordering. J. Comb. Theory, Ser. B,

89(1):77–108, 2003.

[209] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. XIX. Well-

quasi-ordering on a surface. J. Comb. Theory, Ser. B, 90(2):325–385,

2004.

[210] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors. XXI. Graphs

with unique linkages. J. Comb. Theory, Ser. B, 99(3):583–616, 2009.

[211] Neil Robertson and Paul D. Seymour. Graph minors XXIII.

Nash-Williams’ immersion conjecture. J. Comb. Theory, Ser. B,

100(2):181–205, 2010.

[212] Juanjo Rué, Ignasi Sau, and Dimitrios M. Thilikos. Dynamic pro-

gramming for h-minor-free graphs. In Joachim Gudmundsson, Julián

Mestre, and Taso Viglas, editors, COCOON, volume 7434 of Lecture

Notes in Computer Science, pages 86–97. Springer, 2012.
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