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Κεφάλαιο 1

Μετρικοί χώροι

Οµάδα Α΄

1.1. ΄Εστω (X, ‖·‖) χώρος µε νόρµα. ∆είξτε ότι η νόρµα είναι άρτια συνάρτηση και ικανοποιεί

την ανισότητα ∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ 6 ‖x− y‖
για κάθε x, y ∈ X.

Υπόδειξη. Για κάθε x ∈ X έχουµε ‖ − x‖ = ‖(−1)x‖ = | − 1| · ‖x‖ = ‖x‖. Συνεπώς, η

νόρµα ‖ · ‖ είναι άρτια συνάρτηση.

Από την τριγωνική ανισότητα, για κάθε x, y ∈ X έχουµε

‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ 6 ‖x− y‖+ ‖y‖, άρα ‖x‖ − ‖y‖ 6 ‖x− y‖

και

‖y‖ = ‖(y − x) + x‖ 6 ‖y − x‖+ ‖x‖, άρα ‖y‖ − ‖x‖ 6 ‖y − x‖ = ‖x− y‖.

΄Επεται ότι ∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ 6 ‖x− y‖.
1.2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) |ρ(x, z)− ρ(y, z)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y, z ∈ X.

(ϐ) |ρ(x, y)− ρ(z, w)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, w) για κάθε x, y, z, w ∈ X.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x, y, z ∈ X. Από την τριγωνική ανισότητα της µετρικής έχουµε

ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z)⇒ ρ(x, z)− ρ(y, z) 6 ρ(x, y),

ρ(y, z) 6 ρ(y, x) + ρ(x, z)⇒ ρ(y, z)− ρ(x, z) 6 ρ(y, x).
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Συνδυάζοντας τις δυο ανισότητες παίρνουµε

|ρ(x, z)− ρ(y, z)| 6 ρ(x, y).

(ϐ) Αν x, y, z,∈ X, από την τριγωνική ανισότητα στο R έχουµε

|ρ(x, y)− ρ(z, w)| 6 |ρ(x, y)− ρ(z, y)|+ |ρ(z, y)− ρ(z, w)|

΄Οµως, από το (α) ισχύει

|ρ(x, y)− ρ(z, y)|+ |ρ(z, y)− ρ(z, w)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, w).

1.3. Στο R ϑεωρούµε τη συνάρτηση σ : R × R → R µε σ(a, b) =
√
|a− b|. Αποδείξτε ότι ο

(R, σ) είναι µετρικός χώρος.

Γενικότερα, δείξτε ότι : αν (X, ‖ · ‖) είναι χώρος µε νόρµα και αν ϑεωρήσουµε την d :

X ×X → R µε

d(x, y) =
√
‖x− y‖, x, y ∈ X,

τότε ο (X, d) είναι µετρικός χώρος.

Υπόδειξη. Αποδεικνύουµε το γενικότερο αποτέλεσµα: αν (X, ‖ · ‖) είναι χώρος µε νόρµα,

η d(x, y) =
√
‖x− y‖ είναι µετρική στο X.

Οι πρώτες δύο ιδιότητες της µετρικής ελέγχονται άµεσα: για κάθε x, y ∈ X έχουµε

d(x, y) =
√
‖x− y‖ > 0 και ισότητα ισχύει αν και µόνο αν ‖x − y‖ = 0, δηλαδή αν και

µόνο αν x = y. Επίσης,

d(y, x) =
√
‖y − x‖ =

√
‖x− y‖ = d(x, y)

αφού η νόρµα είναι άρτια συνάρτηση: ‖y − x‖ = ‖x− y‖.
Για την τριγωνική ανισότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε την τριγωνική ανισότητα για τη

νόρµα, το γεγονός ότι η t 7→
√
t είναι αύξουσα στο [0,∞) και την ανισότητα

√
t+ s 6

√
t+

√
s, t, s > 0, η οποία αποδεικνύεται εύκολα µε ύψωση στο τετράγωνο. ΄Εστω x, y, z ∈ X.

Γράφουµε

d(x, z) =
√
‖x− z‖ =

√
‖(x− y) + (y − z)‖ 6

√
‖x− y‖+ ‖y − z‖

6
√
‖x− y‖+

√
‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z).

1.4. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ρ1 = min{d, 1}, ρ2 = d
1+d και

dα = dα (0 < α < 1) είναι µετρικές στο X.
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Υπόδειξη. Ελέγχουµε µόνο την τριγωνική ανισότητα:

(α) ΄Εστω x, y, z ∈ X. ΄Εχουµε d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z), άρα

ρ1(x, z) = min{d(x, z), 1} 6 min{d(x, y) + d(y, z), 1}.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

(1) min{d(x, y) + d(y, z), 1} 6 min{d(x, y), 1}+ min{d(y, z), 1}.

Παρατηρήστε ότι min{t+s, 1} 6 min{t, 1}+min{s, 1} για κάθε t, s > 0 (αυτή εξασφαλίζει

την (1)). Για την τελευταία ανισότητα µπορούµε να υποθέσουµε ότι t, s < 1 (διότι το

αριστερό µέλος είναι µικρότερο ή ίσο του 1). ΄Οµως τότε, η ανισότητα παίρνει τη µορφή

min{t+ s, 1} 6 t+ s, δηλαδή ισχύει και πάλι.

(ϐ) ΄Εστω x, y, z ∈ X. ΄Εχουµε d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z), άρα

ρ2(x, z) =
d(x, z)

1 + d(x, z)
6

d(x, y) + d(y, z)

1 + d(x, y) + d(y, z)
,

διότι η συνάρτηση t 7→ t
1+t είναι αύξουσα στο [0,∞). Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

(2)
d(x, y) + d(y, z)

1 + d(x, y) + d(y, z)
6

d(x, y)

1 + d(x, y)
+

d(y, z)

1 + d(y, z)
.

Παρατηρήστε ότι

t+ s

1 + t+ s
=

t

1 + t+ s
+

s

1 + t+ s
6

t

1 + t
+

s

1 + s

για κάθε t, s > 0 (αυτή εξασφαλίζει την (2)).

(γ) ΄Εστω x, y, z ∈ X. ΄Εχουµε d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z), άρα

dα(x, z) = d(x, z)α 6 (d(x, y) + d(y, z))α.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

(3) (d(x, y) + d(y, z))α 6 d(x, y)α + d(y, z)α.

∆είξτε ότι (x + 1)α 6 xα + 1 για x > 0 (µελετώντας κατάλληλη συνάρτηση). Από αυτήν

έπεται η (t+ s)α 6 tα + sα για κάθε t, s > 0 (αν ϑέσουµε x = t/s) η οποία εξασφαλίζει την

(3).

1.5. Αν d1, d2 είναι µετρικές στο σύνολοX εξετάστε αν οι d1 +d2, max{d1, d2}, min{d1, d2}
είναι µετρικές στο X. Αν η d είναι µετρική στο X, είναι η d2 µετρική στο X;
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Υπόδειξη. Εύκολα ελέγχουµε ότι οι d1 + d2 και max{d1, d2} είναι µετρικές στο X. Ας

δούµε µόνο την τριγωνική ανισότητα για την ρ = max{d1, d2}: έστω x, y, z ∈ X. ΄Εχουµε

ρ(x, z) = d1(x, z) ή ρ(x, z) = d2(x, z). Στην πρώτη περίπτωση γράφουµε

ρ(x, z) = d1(x, z) 6 d1(x, y) + d1(y, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z),

ενώ στη δεύτερη,

ρ(x, z) = d2(x, z) 6 d2(x, y) + d2(y, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z).

Η d = min{d1, d2} δεν είναι απαραίτητα µετρική. ΄Ενα παράδειγµα είναι το εξής: στο

[0,∞) ϑεωρούµε τις µετρικές d1(x, y) = |x − y| και d2(x, y) = |x2 − y2| (η d2 είναι η

µετρική df που επάγει στο [0,∞) η 1-1 συνάρτηση f : [0,∞) → R µε f(t) = t2). Θα

δείξουµε ότι η τριγωνική ανισότητα δεν ικανοποιείται από την τριάδα 0, 12 , 2: έχουµε

d(0, 1/2) = min

{
1

2
,
1

4

}
=

1

4
,

d(1/2, 2) = min

{
3

2
,
15

4

}
=

3

2
,

d(0, 2) = min {2, 4} = 2,

άρα

d(0, 2) = 2 >
7

4
=

1

4
+

3

2
= d(0, 1/2) + d(1/2, 2).

Αν η d είναι µετρική στο X, τότε η d2 δεν είναι απαραίτητα µετρική στο X. ΄Ενα

παράδειγµα µας δίνει η συνήθης µετρική d(x, y) = |x − y| στο R. Αν η d2 ήταν µετρική

ϑα έπρεπε, για κάθε x, y, z ∈ R να ισχύει η ανισότητα

(x− z)2 6 (x− y)2 + (y − z)2.

∆οκιµάστε την τριάδα x = 0, y = 2, z = 10: ϑα παίρναµε 100 6 4 + 64, το οποίο δεν

ισχύει.

1.6. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες της διαµέτρου :

(α) diam(A) = 0 αν και µόνο αν A = ∅ ή το A είναι µονοσύνολο (δηλαδή, A = {x} για

κάποιο x ∈ X ).

(ϐ) Αν A ⊆ B ⊆ X τότε diam(A) 6 diam(B).

(γ) Αν A,B ⊆ X τότε ισχύει η ανισότητα

diam(A ∩B) 6 min{diam(A),diam(B)} 6 max{diam(A), diam(B)} 6 diam(A ∪B)
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Ισχύει η ανισότητα

diam(A ∪B) 6 diam(A) + diam(B)

για κάθε Ϲευγάρι υποσυνόλων A,B του X;

(δ) Αν (An) είναι µια ακολουθία υποσυνόλων τουX µε diam(An)→ 0 καθώς n→∞, δείξτε

ότι το
⋂∞
n=1An είναι το πολύ µονοσύνολο (έχει το πολύ ένα στοιχείο).

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι A 6= ∅. Αν A = {x} για κάποιο x ∈ X τότε είναι ϕανερό

ότι diam(A) = 0. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχουν x, y ∈ A µε x 6= y. Τότε,

diam(A) > ρ(x, y) > 0.

(ϐ) Αν x, y ∈ A τότε x, y ∈ B, άρα ρ(x, y) 6 diam(B). ΄Επεται ότι diam(A) = sup{ρ(x, y) :

x, y ∈ A} 6 diam(B).

(γ) Αφού A∩B ⊆ A και A∩B ⊆ B, έχουµε diam(A∩B) 6 diam(A) και diam(A∩B) 6

diam(B) (από το (ϐ)). ΄Επεται ότι

diam(A ∩B) 6 min{diam(A),diam(B)}.

Είναι προφανές ότι

min{diam(A),diam(B)} 6 max{diam(A), diam(B)}.

Για την τελευταία ανισότητα παρατηρούµε ότι A ⊆ A∪B και B ⊆ A∪B, άρα diam(A) 6

diam(A ∪B) και diam(B) 6 diam(A ∪B) (από το (ϐ)). ΄Επεται ότι

max{diam(A),diam(B)} 6 diam(A ∪B).

Η ανισότητα diam(A∪B) 6 diam(A) + diam(B) δεν ισχύει γενικά: ϑεωρήστε οποιον-

δήποτε µετρικό χώρο (X, d) που έχει τουλάχιστον δύο σηµεία x 6= y. Αν ϑέσουµε A = {x}
και B = {y} τότε A ∪B = {x, y} και

diam(A ∪B) = d(x, y) > 0 = diam(A) + diam(B).

Σηµείωση: Αν A ∩ B 6= ∅ τότε η ανισότητα ισχύει : ϑεωρήστε w ∈ A ∩ B. Αν x ∈ A και

y ∈ B τότε

d(x, y) 6 d(x,w) + d(w, y) 6 diam(A) + diam(B).

Αν x, y ∈ A ή x, y ∈ B, είναι προφανές ότι d(x, y) 6 diam(A) + diam(B). ΄Επεται ότι

diam(A ∪B) 6 diam(A) + diam(B).

(δ) ΄Εστω x, y ∈
⋂∞
n=1An µε x 6= y. Τότε, diam(An) > ρ(x, y) > 0 για κάθε n ∈ N.

Παίρνοντας το όριο καθώς το n→∞ καταλήγουµε στην 0 = lim
n→∞

diam(An) > ρ(x, y) > 0,

άτοπο.
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1.7. ∆είξτε ότι ένα υποσύνολο A του µετρικού χώρου (X, ρ) είναι ϕραγµένο αν και µόνον αν

υπάρχουν x0 ∈ X και r > 0 ώστε ρ(a, x0) 6 r για κάθε a ∈ A.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το A είναι ϕραγµένο. Επιλέγουµε τυχόν x0 ∈ A και

ϑέτουµε r = diam(A) + 1 > 0. Τότε, για κάθε a ∈ A έχουµε

ρ(a, x0) 6 diam(A) < r.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχουν x0 ∈ X και r > 0 ώστε ρ(a, x0) 6 r για κάθε a ∈ A.

Τότε, για κάθε a, b ∈ A έχουµε

ρ(a, b) 6 ρ(a, x0) + ρ(x0, b) 6 r + r = 2r.

Συνεπώς, το A είναι ϕραγµένο και diam(A) 6 2r.

1.8. ΄Εστω A1, . . . , Ak ϕραγµένα µη κενά υποσύνολα του µετρικού χώρου (X, ρ). ∆είξτε

ότι το σύνολο A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak είναι επίσης ϕραγµένο.

Υπόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι αν A και B είναι ϕραγµένα µη κενά υποσύνολα του

µετρικού χώρου (X, ρ) τότε το A∪B είναι ϕραγµένο. Στη συνέχεια, µε επαγωγή ϐλέπουµε

ότι κάθε πεπερασµένη ένωση ϕραγµένων συνόλων είναι ϕραγµένο σύνολο.

Σταθεροποιούµε x0 ∈ A και y0 ∈ B. Τότε, αν x ∈ A ισχύει ρ(x, x0) 6 diam(A) και αν

y ∈ B ισχύει ρ(y, y0) 6 diam(B). Θεωρούµε x, y ∈ A ∪B και διακρίνουµε περιπτώσεις:

(i) Αν x, y ∈ A τότε ρ(x, y) 6 diam(A).

(ii) Αν x, y ∈ B τότε ρ(x, y) 6 diam(B).

(iii) Αν x ∈ A και y ∈ B τότε

ρ(x, y) 6 ρ(x, x0) + ρ(x0, y0) + ρ(y0, y) 6 diam(A) + ρ(x0, y0) + diam(B).

΄Επεται ότι : αν ϑέσουµε M = diam(A) + ρ(x0, y0) + diam(B), τότε ρ(x, y) 6M για κάθε

x, y ∈ A ∪B. Συνεπώς, το A ∪B είναι ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄

1.9. (α) ΄Εστω f : [0,∞)→ [0,∞) αύξουσα συνάρτηση µε f(0) = 0 και f(x) > 0 για κάθε

x > 0. Υποθέτουµε επίσης ότι η f είναι υποπροσθετική, δηλ. f(x + y) 6 f(x) + f(y) για

κάθε x, y > 0. ∆είξτε ότι : αν η d είναι µετρική στο X τότε και η f ◦ d είναι µετρική στο X.

(ϐ) ΄Εστω f : [0,∞) → R+ συνάρτηση. Αποδείξτε ότι καθεµιά από τις ακόλουθες ιδιότητες

είναι ικανή να εξασφαλίσει την υποπροσθετικότητα της f :
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(i) Η f είναι κοίλη συνάρτηση.

(ii) Η συνάρτηση x 7→ f(x)
x , x > 0 είναι ϕθίνουσα.

(γ) Εφαρµογές: ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ρ1 = min{d, 1},
ρ2 = d

1+d και dα = dα (0 < α < 1) είναι µετρικές στο X.

Υπόδειξη. (α) Από την υπόθεση έχουµε f(t) > 0 για κάθε t > 0 και f(t) = 0 αν και µόνο

αν t = 0. ΄Επεται ότι, για κάθε x, y ∈ X, (f ◦ d)(x, y) = f(d(x, y)) > 0 και ισχύει ισότητα

αν και µόνο αν d(x, y) = 0 δηλαδή αν και µόνο αν x = y (διότι η d είναι µετρική).

Η συµµετρική ιδιότητα είναι προφανής: για κάθε x, y ∈ X,

(f ◦ d)(y, x) = f(d(y, x)) = f(d(x, y)) = (f ◦ d)(x, y)

όπου η δεύτερη ισότητα δικαιολογείται από το γεγονός ότι d(y, x) = d(x, y).

Για την τριγωνική ανισότητα χρησιµοποιούµε την τριγωνική ανισότητα για την d, την

υπόθεση ότι η f είναι αύξουσα και την υπόθεση ότι η f είναι υποπροσθετική: για κάθε

x, y, z ∈ X έχουµε, διαδοχικά,

(f ◦ d)(x, z) = f(d(x, z)) 6 f(d(x, y) + d(y, z))

6 f(d(x, y)) + f(d(y, z)) = (f ◦ d)(x, y) + (f ◦ d)(y, z).

(ϐ) ∆είχνουµε πρώτα ότι αν η f είναι κοίλη συνάρτηση, τότε η συνάρτηση x 7→ f(x)
x , x > 0

είναι ϕθίνουσα. ΄Εστω y > x > 0. Από το «λήµµα των τριών χορδών» για την κοίλη

συνάρτηση f στα σηµεία 0, x, y παίρνουµε

f(x)− f(0)

x
>
f(y)− f(0)

y
,

απ΄ όπου έπεται ότι

f(x)

x
− f(y)

y
> f(0)

(
1

x
− 1

y

)
> 0.

Η τελευταία ανισότητα δικαιολογείται από το γεγονός ότι f(0) > 0 και
1
x >

1
y (αφού x < y).

∆είχνουµε τώρα ότι αν η συνάρτηση x 7→ f(x)
x , x > 0 είναι ϕθίνουσα τότε η f είναι

υποπροσθετική. ΄Εστω x, y > 0. Θα δείξουµε ότι f(x+y) 6 f(x)+f(y). Αν x = 0 ή y = 0,

η ανισότητα ελέγχεται εύκολα (χρησιµοποιήστε και το γεγονός ότι f(0) > 0). Υποθέτουµε

λοιπόν ότι x > 0 και y > 0. Τότε, x+ y > x και x+ y > y, άρα

f(x+ y)

x+ y
6
f(x)

x
και

f(x+ y)

x+ y
6
f(y)

y
.

΄Επεται ότι

x

x+ y
f(x+ y) 6 f(x) και

y

x+ y
f(x+ y) 6 f(y).
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Προσθέτοντας τις δύο ανισότητες και παρατηρώντας ότι
x
x+y + y

x+y = 1 ϐλέπουµε ότι

f(x+ y) 6 f(x) + f(y).

΄Ετσι, αποδείξαµε ότι η (i) έχει ως συνέπεια την (ii), η οποία µε τη σειρά της αρκεί για να

εξασφαλίσουµε την υποπρσθετικότητα της f .

(γ) Εφαρµογές: ∆ίνεται ο µετρικός χώρος (X, d) και ϑέλουµε να δείξουµε ότι οι ρ1 =

min{d, 1}, ρ2 = d
1+d και dα = dα (0 < α < 1) είναι µετρικές στο X. Σύµφωνα µε τα

προηγούµενα ερωτήµατα, αρκεί να παρατηρήσετε ότι οι συναρτήσεις f(t) = min{t, 1},
g(t) = t

1+t και hα(t) = tα (0 < α < 1) – ορισµένες στο [0,∞) – είναι κοίλες, αύξουσες,

παίρνουν την τιµή 0 στο 0 και γνήσια ϑετικές τιµές για t > 0. Κάντε ένα σχήµα για καθεµιά

από αυτές.

1.10. (Ανισότητα Holder για συναρτήσεις) ΄Εστω f, g : [0, 1]→ R συνεχείς συναρτήσεις και

p, q συζυγείς εκθέτες (δηλ. p, q > 1 και 1
p + 1

q = 1). ∆είξτε ότι

∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6

(∫ 1

0
|f(t)|p dt

)1/p(∫ 1

0
|g(t)|q dt

)1/q

.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι

‖f‖pp =

∫ 1

0
|f(t)|p dt = 1 και ‖g‖qq =

∫ 1

0
|g(s)|q ds = 1.

Από την ανισότητα του Young, για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει

|f(t)g(t)| 6 1

p
|f(t)|p +

1

q
|g(t)|q.

Ολοκληρώνοντας στο [0, 1] παίρνουµε∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6 1

p

∫ 1

0
|f(t)|p dt+

1

q

∫ 1

0
|g(t)|q dt =

1

p
+

1

q
= 1 = ‖f‖p‖g‖q.

Στη γενική περίπτωση: µπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖f‖p 6= 0 και ‖g‖q 6= 0 (αλλιώς f ≡ 0

ή g ≡ 0 και το αριστερό µέλος της Ϲητούµενης ανισότητας µηδενίζεται, οπότε δεν έχουµε

τίποτα να δείξουµε). Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f1 =
f

‖f‖p
και g1 =

g

‖g‖q
.

Παρατηρούµε ότι∫ 1

0
|f1(t)|p dt =

1

‖f‖pp

∫ 1

0
|f(t)|p dt = 1 και

∫ 1

0
|g1(t)|q dt =

1

‖g‖qq

∫ 1

0
|g(t)|q dt = 1.
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Από την ειδική περίπτωση της ανισότητας που δείξαµε παραπάνω, έχουµε∫ 1

0
|f1(t)g1(t)| dt 6 1, δηλαδή,

∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6 ‖f‖p‖g‖q.

1.11. ΄Εστω 1 6 p <∞. ∆είξτε ότι ο χώρος (C([0, 1]), ‖ · ‖p) µε

‖f‖p =

(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

είναι χώρος µε νόρµα.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε µόνο την τριγωνική ανισότητα (Minkowski): έστω f, g : [0, 1] → R
συνεχείς συναρτήσεις. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ‖f + g‖p > 0. Γράφουµε

‖f + g‖pp =

∫ 1

0
|f(t) + g(t)|p dt =

∫ 1

0
|f(t) + g(t)|p−1|f(t) + g(t)| dt

6
∫ 1

0
|f(t) + g(t)|p−1|f(t)| dt+

∫ 1

0
|f(t) + g(t)|p−1|g(t)| dt

6

(∫ 1

0
|f(t) + g(t)|(p−1)q dt

)1/q

‖f‖p +

(∫ 1

0
|f(t) + g(t)|(p−1)q dt

)1/q

‖g‖p,

όπου, στο τελευταίο ϐήµα, εφαρµόσαµε την ανισότητα Holder για τα Ϲευγάρια f + g, f και

f + g, g. Παρατηρούµε ότι (p− 1)q = p (οι p και q είναι συζυγείς εκθέτες). Συνεπώς,(∫ 1

0
|f(t) + g(t)|(p−1)q dt

)1/q

=

(∫ 1

0
|f(t) + g(t)|p dt

)1/q

= ‖f + g‖p/qp .

Συνεπώς,

‖f + g‖pp 6 ‖f + g‖p/qp

(
‖f‖p + ‖g‖p

)
.

Χρησιµοποιώντας την p− p
q = 1 συµπεραίνουµε ότι

‖f + g‖p =
‖f + g‖pp
‖f + g‖p/qp

6 ‖f‖p + ‖g‖p.

1.12. Θεωρούµε τον χώρο S όλων των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. ΄Εστω (mn)

ακολουθία ϑετικών αριθµών, µε
∑

nmn < +∞. Ορίζουµε απόσταση d στον S ως εξής: αν

x = (x(n)), y = (y(n)) ∈ S, ϑέτουµε

d(x, y) =
∞∑
n=1

mn
|x(n)− y(n)|

1 + |x(n)− y(n)|
.



10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

∆είξτε ότι ο (S, d) είναι µετρικός χώρος, και υπολογίστε τη διάµετρό του.

Υπόδειξη. Η d είναι καλά ορισµένη, γιατί αν x = (x(k)) και y = (y(k)) ∈ S, τότε

d(x, y) =

∞∑
k=1

mk
|x(k)− y(k)|

1 + |x(k)− y(k)|
6
∞∑
k=1

mk < +∞.

Αυτό δείχνει επίσης ότι diam(S, d) 6
∑∞

k=1mk.

Από τις ιδιότητες της µετρικής, η µόνη που χρειάζεται έλεγχο είναι η τριγωνική ανισότη-

τα : αν x = (x(k)), y = (y(k)) και z = (z(k)) ∈ S, τότε για κάθε k ∈ N, χρησιµοποιώντας

το γεγονός ότι η
t

1+t είναι υποπροσθετική και |x(k)− y(k)| 6 |x(k)− z(k)|+ |z(k)− y(k)|
για κάθε k ∈ N, και προσθέτοντας ως προς k αφού πολλαπλασιάσουµε µε τους ϑετικούς

αριθµούς mk, έχουµε

d(x, y) =
∞∑
k=1

mk
|x(k)− y(k)|

1 + |x(k)− y(k)|

6
∞∑
k=1

mk
|x(k)− z(k)|

1 + |x(k)− z(k)|
+
∞∑
k=1

mk
|z(k)− y(k)|

1 + |z(k)− y(k)|

= d(x, z) + d(z, y).

Τέλος, αν πάρουµε xM = (M, . . . ,M, . . .) όπου M > 0, και y = (0, . . . , 0, . . .), έχουµε

diam(S, d) > d(xM , y) =
∞∑
k=1

mk
M

1 +M
=

M

1 +M

∞∑
k=1

mk,

και αφού
M

1+M ↗ 1 όταν το M →∞, παίρνουµε

diam(S, d) > lim
M→∞

d(xM , y) = lim
M→∞

M

1 +M

∞∑
k=1

mk =

∞∑
k=1

mk.

∆ηλαδή, diam(S, d) =
∑∞

k=1mk.

1.13. ΄Εστω P το σύνολο των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές. Αν p(x) =

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n είναι ένα πολυώνυµο από το P , το ύψος του p είναι το

h(p) = max{|ai| : i = 0, 1, . . . , n}.

(α) ∆είξτε ότι ο P είναι γραµµικός χώρος µε τις πράξεις κατά σηµείο και η συνάρτηση h : P →
R είναι νόρµα στον P.

(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση σ : P → R, µε

σ(p) = |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|
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είναι νόρµα στον P.

(γ) ∆είξτε ότι h(p) 6 σ(p) 6 (n+ 1) · h(p) για κάθε πολυώνυµο p ϐαθµού το πολύ n.

Υπόδειξη. (α) Ελέγχουµε εύκολα ότι αν p, q είναι πολυώνυµα και t ∈ R, τότε οι συναρτήσεις

p + q και tp είναι πολυώνυµα. Συνεπώς, ο P είναι γραµµικός χώρος µε τις πράξεις κατά

σηµείο. ∆είχνουµε ότι η h : P → R είναι νόρµα στον P: αν p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

είναι ένα πολυώνυµο από το P, είναι ϕανερό ότι h(p) > 0 και ισότητα ισχύει αν και µόνο

αν a0 = a1 = · · · = an = 0, δηλαδή αν και µόνο αν p ≡ 0.

Αν t ∈ R, τότε (tp)(x) = (ta0) + (ta1)x+ · · ·+ (tan)xn. ΄Αρα,

h(tp) = max{|tai| : i = 0, 1, . . . , n} = |t|max{|ai| : i = 0, 1, . . . , n} = |t|h(p).

Για την τριγωνική ανισότητα, έστω p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n

και q(x) = b0 + b1x +

· · ·+ bmx
m

δύο πολυώνυµα. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι n > m και αν n > m ϑέτουµε

bm+1 = · · · = bn = 0. Παρατηρήστε ότι h(q) = max{|bi| : i = 0, 1, . . . , n}. Τότε,

(p+ q)(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn και

h(p+ q) = |aj + bj | για κάποιο j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Από την

|aj + bj | 6 |aj |+ |bj | 6 h(p) + h(q)

έπεται ότι

h(p+ q) 6 h(p) + h(q).

(ϐ) Με τον ίδιο τρόπο: είναι ϕανερό ότι σ(p) > 0 και ισότητα ισχύει αν και µόνο αν

a0 = a1 = · · · = an = 0, δηλαδή αν και µόνο αν p ≡ 0.

Αν t ∈ R, τότε (tp)(x) = (ta0) + (ta1)x+ · · ·+ (tan)xn. ΄Αρα,

σ(tp) = |ta0|+ |ta1|+ · · ·+ |tan| = |t|(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|) = |t|σ(p).

Για την τριγωνική ανισότητα, έστω p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n

και q(x) = b0 + b1x +

· · ·+ bmx
m

δύο πολυώνυµα. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι n > m και αν n > m ϑέτουµε

bm+1 = · · · = bn = 0. Παρατηρήστε ότι σ(q) = |b0|+ |b1|+ · · · + |bn|. Τότε, (p + q)(x) =

(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn και

σ(p+ q) =

n∑
j=0

|aj + bj | 6
n∑
j=0

(|aj |+ |bj |) =

n∑
j=0

|aj |+
n∑
j=0

|bj | = σ(p) + σ(q).

(γ) Αν p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n
υπάρχει 0 6 j 6 n ώστε h(p) = |aj |. Τότε, |ai| 6 |aj |

για κάθε i = 0, 1, . . . , n και είναι ϕανερό ότι

|aj | 6 |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an| 6 |aj |+ |aj |+ · · ·+ |aj | = (n+ 1)|aj |,
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δηλαδή

h(p) 6 σ(p) 6 (n+ 1)h(p).

1.14. Θεωρούµε τον χώρο (P, h) της προηγούµενης άσκησης και τον (c00, ‖ ·‖∞). Αποδείξτε

ότι η συνάρτηση f : (P, h)→ (c00, ‖ · ‖∞) µε

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n f7−→ f(p) := a = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)

είναι ισοµορφισµός γραµµικών χώρων που διατηρεί τις αποστάσεις. ∆ηλαδή, η f είναι 1-1,

επί και ικανοποιεί τις σχέσεις

(i) f(p+ q) = f(p) + f(q)

(ii) f(λp) = λf(p)

(iii) ‖f(p)‖∞ = h(p)

για κάθε p, q ∈ P και λ ∈ R.

Υπόδειξη. ΄Εστω p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n

και q(x) = b0 + b1x + · · · + bmx
m

δύο

πολυώνυµα. Μπορούµε να γράψουµε τα p, q στη µορφή p(x) =
∑∞

k=0 akx
k

και q(x) =∑∞
k=0 bkx

k
, όπου ak = 0 αν k > n και bk = 0 αν k > m. Τότε, (p + q)(x) =

∑∞
k=0(ak +

bk)x
k
, άρα

f(p+ q) = (a0 + b0, . . . , ak + bk, . . .) = (a0, . . . , ak, . . .) + (b0, . . . , bk, . . .)

= f(p) + f(q).

Τελείως ανάλογα, για κάθε λ ∈ R έχουµε (λp)(x) =
∑∞

k=0(λak)x
k
, άρα

f(λp) = (λa0, λa1, . . . , λak, . . .) = λ(a0, a1, . . . , ak, . . .) = λf(p).

Τέλος, αν p ∈ P και p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n
,

‖f(p)‖∞ = sup{|ak| : k = 0, 1, 2, . . .} = max{|ak| : k = 0, 1, . . . , n} = h(p).

Οµάδα Γ΄

1.15. Σταθεροποιούµε έναν πρώτο αριθµό p και ϑεωρούµε το σύνολο Z των ακεραίων. Αν

m,n ∈ Z µε m 6= n, ϑέτουµε p(n,m) τη µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί τον |n −m|,
δηλαδή αν m 6= n, τότε

p(m,n) = max{k > 0 : m ≡ nmod pk}.
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Ορίζουµε σp : Z× Z→ R µε

σp(m,n) =

{
2−p(m,n), m 6= n

0, m = n

∆είξτε ότι η σp είναι µετρική στο Z και ο (Z, σp) είναι ϕραγµένος µετρικός χώρος.

Υπόδειξη. Αποδεικνύουµε µόνο την τριγωνική ανισότητα

σp(x, z) 6 σp(x, y) + σp(y, z) για κάθε x, y, z ∈ Z.

Αν x = z τότε η ανισότητα ισχύει κατά προφανή τρόπο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι x 6= z και

εποµένως είτε x 6= y ή y 6= z (γιατί ;). Αν είναι x = y ή y = z τότε η ανισότητα πάλι ισχύει

κατά προφανή τρόπο. Ας είναι λοιπόν x 6= y και y 6= z. ΄Εστω p(x, y) = a, p(x, z) = c και

p(y, z) = b. Τότε έχουµε ότι x ≡ ymod pa και y ≡ zmod pb, άρα z ≡ xmod pmin{a,b}
και

από τον ορισµό του p(x, z) έχουµε ότι min{a, b} 6 c. Επειδή ϑέλουµε να δείξουµε ότι

1

2c
6

1

2a
+

1

2b
,

αρκεί ισοδύναµα να δείξουµε την

2c−a + 2c−b > 1

η οποία ισχύει διότι, από την min{a, b} 6 c, έχουµε είτε a 6 c ή b 6 c.

1.16. ΄Εστω ∅ 6= A ⊆ (0,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρχει µετρικός χώρος (X, ρ) ώστε

A = {ρ(x, y) : x, y ∈ X, x 6= y}.

Υπόδειξη. Ορίζουµε X = A ∪ {0} και ρ(x, y) = max{x, y} αν x 6= y στο X, ρ(x, y) = 0 αν

x = y στο X. Ελέγχουµε πρώτα ότι η ρ ικανοποιεί τα αξιώµατα της µετρικής:

(α) Αφού x > 0 για κάθε x ∈ A, είναι ϕανερό ότι ρ(x, y) > 0 για κάθε x, y ∈ X. Αν x = y

έχουµε ρ(x, y) = 0 ενώ αν x 6= y τότε τουλάχιστον ένας από τους x, y είναι γνήσια ϑετικός

(διότι ανήκει στο A), και συνεπώς, ρ(x, y) = max{x, y} > 0. Ταυτόχρονα έχουµε ελέγξει

ότι ρ(x, y) = 0 αν και µόνο αν x = y.

(ϐ) Από την max{x, y} = max{y, x} (για κάθε x, y ∈ R) ϐλέπουµε εύκολα ότι ρ(x, y) =

ρ(y, x) για κάθε x, y ∈ X.

(γ) Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε x, y, z ∈ X και δείχνουµε ότι ρ(x, z) 6 ρ(x, y)+

ρ(y, z): αν x = z τότε το αριστερό µέλος είναι ίσο µε µηδέν και η ανισότητα ισχύει. Υποθέ-

τουµε λοιπόν ότι x 6= z, και χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε

ότι x < z, άρα ρ(x, z) = z. Αν y 6= z έχουµε ρ(y, z) = max{y, z} > z = ρ(x, z), άρα

ρ(x, y) + ρ(y, z) > ρ(y, z) > ρ(x, z).
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Αν y = z τότε η Ϲητούµενη ανισότητα παίρνει τη µορφή

ρ(x, z) 6 ρ(x, z) + ρ(z, z) = ρ(x, z),

δηλαδή ισχύει πάλι, αυτή τη ϕορά ως ισότητα. Συνεπώς, η τριγωνική ανισότητα ισχύει για

κάθε τριάδα x, y, z στο X.

Τώρα, ορίζουµε B = {ρ(x, y) : x, y ∈ X, x 6= y} και αποδεικνύουµε ότι A = B. ΄Εστω

x ∈ A. Τότε, x = max{0, x} = ρ(0, x), δηλαδή x ∈ B. Αυτό αποδεικνύει ότι A ⊆ B.

Αντίστροφα, αν b ∈ B έχουµε b = ρ(x, y) = max{x, y} για κάποια x 6= y στο X = A∪{0}.
Αφού b > 0, ο µεγαλύτερος από τους x και y είναι ϑετικός αριθµός, άρα ο b ανήκει στο A.

Αυτό αποδεικνύει ότι B ⊆ A.

1.17. Θεωρούµε τους χώρους `p, 1 6 p 6∞ και c0.

(α) ∆είξτε ότι : αν 1 6 p < q 6∞ τότε `p ⊆ `q και ότι ο εγκλεισµός είναι γνήσιος.

(ϐ) ∆είξτε ότι : αν 1 6 p <∞ τότε `p ⊆ c0 και ότι ο εγκλεισµός είναι γνήσιος.

(γ) Να ϐρεθεί ακολουθία x = (x(n)) που συγκλίνει στο 0 αλλά δεν ανήκει σε κανέναν `p,

1 6 p <∞. Με άλλα λόγια, ο c0 περιέχει γνήσια την ένωση
⋃
{`p : 1 6 p <∞}.

(δ) Να ϐρεθεί ακολουθία x = (x(n)) ώστε x /∈ `1 αλλά x ∈ `p για κάθε p > 1.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x = (x(n)) ∈ `p. Τότε,
∑∞

n=1 |x(n)|p < +∞, άρα |x(n)|p → 0.

∆ηλαδή, |x(n)| → 0. ΄Επεται ότι : υπάρχει n0 ∈ N ώστε |x(n)| < 1 για κάθε n > n0.

Αφού p < q, για κάθε n > n0 έχουµε |x(n)|q 6 |x(n)|p. Από το κριτήριο σύγκρισης,∑∞
n=1 |x(n)|q < +∞, δηλαδή x ∈ `q. Αυτό αποδεικνύει ότι `p ⊆ `q.
Ο εγκλεισµός είναι γνήσιος: αν ϑεωρήσουµε την ακολουθία x = (x(n)) µε x(n) = 1

n1/p

τότε
∞∑
n=1

|x(n)|p =

∞∑
n=1

1

n
= +∞ ενώ

∞∑
n=1

|x(n)|q =

∞∑
n=1

1

nq/p
< +∞

διότι q/p > 1. ΄Αρα, x ∈ `q \ `p.

(ϐ) ΄Εστω x = (x(n)) ∈ `p. Τότε,
∑∞

n=1 |x(n)|p < +∞, άρα |x(n)|p → 0. ∆ηλαδή,

|x(n)| → 0. ΄Αρα, x ∈ c0. Μια µηδενική ακολουθία που δεν ανήκει στον `p είναι η

x = (x(n)) µε x(n) = 1
n1/p (δείτε παραπάνω).

(γ) Θεωρούµε την ακολουθία x = (x(n)) µε x(n) = 1
log(n+1) . Αφού lim

n→∞
1

log(n+1) = 0,

έχουµε x ∈ c0.
Παρατηρούµε ότι, για κάθε p > 1 ισχύει

lim
n→∞

|x(n)|p

1/n
= lim

n→∞

n

[log(n+ 1)]p
= +∞.
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Αφού η σειρά
∑∞

n=1
1
n αποκλίνει στο +∞, το κριτήριο σύγκρισης µας εξασφαλίζει ότι

∞∑
n=1

|x(n)|p = +∞, p > 1.

∆ηλαδή, για κάθε p > 1 ισχύει x /∈ `p.

(δ) Ελέγξτε ότι η ακολουθία x = (x(n)) µε x(n) = 1
n έχει αυτή την ιδιότητα.

1.18. Ο κύβος του Hilbert H∞ είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών x = (x(n)) µε

|x(n)| 6 1 για κάθε n ∈ N.

(α) ∆είξτε ότι η

d(x, y) =
∞∑
n=1

2−n|x(n)− y(n)|

ορίζει µετρική στο H∞.

(ϐ) Αν x, y ∈ H∞ και k ∈ N, ϑέτουµε Mk = max{|x1 − y1|, . . . , |x(k)− y(k)|}. ∆είξτε ότι

2−kMk 6 d(x, y) 6 2−k+1 +Mk.

Υπόδειξη. (α) Η d ορίζεται καλά: για κάθε n ∈ N και για κάθε x, y ∈ H∞ έχουµε

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x(n)− y(n)|
2n

6
∞∑
n=1

2

2n
= 2 < +∞

διότι |x(n)− y(n)| 6 |x(n)|+ |y(n)| 6 2 για κάθε n ∈ N. Είναι ϕανερό ότι d(x, y) > 0 για

κάθε x, y ∈ H∞. Επίσης, d(x, y) = 0 αν και µόνο αν |x(n) − y(n)| = 0 για κάθε n ∈ N,

δηλαδή αν και µόνο αν x(n) = y(n) για κάθε n ∈ N, δηλαδή αν και µόνο αν x = y.

Για τη συµµετρική ιδιότητα της d παρατηρούµε ότι, αν x, y ∈ H∞,

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x(n)− y(n)|
2n

=
∞∑
n=1

|y(n)− x(n)|
2n

= d(y, x).

Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε x, y, z ∈ H∞ και παρατηρούµε ότι

d(x, z) =

∞∑
n=1

|x(n)− z(n)|
2n

6
∞∑
n=1

|x(n)− y(n)|
2n

+

∞∑
n=1

|y(n)− z(n)|
2n

= d(x, y) + d(y, z)

διότι |x(n)− z(n)| 6 |x(n)− y(n)|+ |y(n)− z(n)| για κάθε n ∈ N.

(ϐ) ΄Εστω x, y ∈ H∞ και k ∈ N. Γράφουµε

d(x, y) =

k∑
n=1

|x(n)− y(n)|
2n

+

∞∑
n=k+1

|x(n)− y(n)|
2n

.



16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Υπάρχει 1 6 j 6 k ώστε

|xj − yj | = Mk = max{|x1 − y1|, . . . , |x(k)− y(k)|}.

Παρατηρούµε ότι

Mk

2k
6
Mk

2j
=
|xj − yj |

2j
6

k∑
n=1

|x(n)− y(n)|
2n

6
k∑

n=1

Mk

2n
= Mk

k∑
n=1

1

2n
< Mk

και

0 6
∞∑

n=k+1

|x(n)− y(n)|
2n

6
∞∑

n=k+1

2

2n
=

1

2k−1
.

Προσθέτοντας, συµπεραίνουµε ότι

2−kMk 6 d(x, y) 6 2−k+1 +Mk.

1.19. Θεωρούµε τη µοναδιαία Ευκλείδεια σφαίρα Sm−1 = {x ∈ Rm : ‖x‖2 = 1} στον

Rm. Ορίζουµε «απόσταση» ρ(x, y) δύο σηµείων x, y ∈ Sm−1 να είναι η κυρτή γωνία xoy στο

επίπεδο που ορίζεται από την αρχή των αξόνων o και τα x, y. ∆είξτε ότι : αν ρ(x, y) = θ τότε

‖x− y‖2 = 2 sin
θ

2

και συµπεράνατε ότι

2

π
ρ(x, y) 6 ‖x− y‖2 6 ρ(x, y), x, y ∈ Sm−1.

Είναι η ρ µετρική στην Sm−1;

Υπόδειξη. Θεωρούµε το τρίγωνο xoy στο επίπεδο που ορίζεται από την αρχή των αξόνων o

και τα x, y. Αν z είναι το µέσο του ευθύγραµµου τµήµατος [x, y], το µήκος του [x, z] ή του

[z, y] ισούται µε
‖x− y‖2

2
= sin

(
ρ(x, y)

2

)
.

Συνεπώς,

ρ(x, y) = 2 arcsin

(
‖x− y‖2

2

)
.

Από την ανισότητα

2t

π
6 sin t 6 t, t ∈ [0, π/2]
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είναι ϕανερό ότι, για κάθε x, y ∈ Sm−1,

‖x− y‖2 = 2 sin

(
ρ(x, y)

2

)
6 ρ(x, y)

και

‖x− y‖2 = 2 sin

(
ρ(x, y)

2

)
>

4

π

ρ(x, y)

2
=

2

π
ρ(x, y).

Η ρ είναι µετρική στην Sm−1 (η «γεωδαισιακή» µετρική). Η µόνη ιδιότητα της µετρικής

που χρειάζεται έλεγχο είναι η τριγωνική ανισότητα: παρατηρούµε πρώτα ότι, αν ϑέσουµε

θ = ρ(x, y), τότε

cos θ = 1− 2 sin2(θ/2) = 1− 2
‖x− y‖22

4
=

2− ‖x‖22 + 2〈x, y〉 − ‖y‖22
2

= 〈x, y〉,

όπου 〈x, y〉 =
∑m

i=1 xiyi, το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Rm. Συνεπώς, η ρ µπορεί

να εκφραστεί και στην ακόλουθη µορφή:

ρ(x, y) = arccos(〈x, y〉), x, y ∈ Sm−1.

Πρέπει να δείξουµε ότι : αν x, y, z ∈ Sm−1 τότε

arccos(〈x, z〉) 6 arccos(〈x, y〉) + arccos(〈y, z〉).

Θέτουµε φ = arccos(〈x, y〉) και ψ = arccos(〈y, z〉). Αν φ + ψ > π η ανισότητα ισχύει,

υποθέτουµε λοιπόν ότι 0 6 φ+ψ < π. Θυµηθείτε ότι η συνάρτηση arccos : [−1, 1]→ [0, π]

είναι ϕθίνουσα. Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι

〈x, z〉 > cos(φ+ ψ) = cosφ cosψ − sinφ sinψ,

δηλαδή

〈x, z〉 > 〈x, y〉〈y, z〉 −
√

1− 〈x, y〉2
√

1− 〈y, z〉2.

∆είχνουµε ότι

|〈x, y〉〈y, z〉 − 〈x, z〉| 6
√

1− 〈x, y〉2
√

1− 〈y, z〉2

ως εξής: µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα x, y είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, αλλιώς x = y

και η ανισότητα προκύπτει ως ισότητα διότι τα δύο µέλη µηδενίζονται. Με κατάλληλη

επιλογή ορθοκανονικής ϐάσης {e1, e2} στον υπόχωρο που παράγουν τα x, y έχουµε y = e1

και x = t1e1+t2e2 µε t21+t22 = 1. Το z γράφεται κι αυτό στη µορφή z = s1e1+s2e2+s3e3,

όπου το e3 είναι µοναδιαίο και κάθετο στα e1, e2 αν το z είναι γραµµικώς ανεξάρτητο από

τα x, y (αλλιώς s3 = 0) και s21 + s22 + s23 = 1. Τώρα, η ανισότητα που Ϲητάµε γράφεται στη

µορφή

|t1s1 − (t1s1 + t2s2)| 6
√

1− t21
√

1− s21,
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δηλαδή

t22s
2
2 6 (1− t21)(1− s21).

΄Οµως,

(1− t21)(1− s21) = t22(s
2
2 + s23) > t22s

2
2

και αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.



Κεφάλαιο 2

Σύγκλιση ακολουθιών και συνέχεια

συναρτήσεων

Οµάδα Α΄

2.1. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) πεπερασµένη οικογένεια µετρικών χώρων. Αποδείξτε ότι

οι παρακάτω συναρτήσεις είναι µετρικές γινόµενο στο X =
∏k
i=1Xi:

ρ∞(x, y) = max{di(x(i), y(i)) : i = 1, 2, . . . , k}

και

ρp(x, y) =

(
k∑
i=1

[di(x(i), y(i))]p

)1/p

, 1 6 p <∞,

όπου x = (x(1), . . . , x(k)), y = (y(1), . . . , y(k)).

Υπόδειξη. (α) Για την ρ∞: είναι ϕανερό ότι ρ∞(x, y) > 0 για κάθε x, y ∈ X (διότι

di(x(i), y(i)) > 0 για κάθε i = 1, . . . , k, αφού κάθε di είναι µετρική στο Xi). Επίσης,

ρ∞(x, y) = 0 αν και µόνο αν di(x(i), y(i)) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k, δηλαδή αν και µόνο

αν x(i) = y(i) για κάθε i = 1, . . . , k, δηλαδή αν και µόνο αν x = y.

Για τη συµµετρική ιδιότητα της ρ∞ χρησιµοποιούµε τη συµµετρική ιδιότητα των di: αν

x, y ∈ X έχουµε di(x(i), y(i)) = di(y(i), x(i)) για κάθε i = 1, . . . , k. Συνεπώς,

ρ∞(x, y) = max{di(x(i), y(i)) : i = 1, . . . , k}

= max{di(y(i), x(i)) : i = 1, . . . , k}

= ρ∞(y, x).

Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε x, y, z ∈ X. Υπάρχει i0 ∈ {1, . . . , k} ώστε

ρ∞(x, z) = di0(x(i0), z(i0)). Από την τριγωνική ανισότητα για την di0 έχουµε

di0(x(i0), z(i0)) 6 di0(x(i0), y(i0)) + di0(y(i0), z(i0)) 6 ρ∞(x, y) + ρ∞(y, z).

19
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Συνεπώς,

ρ∞(x, z) = di0(x(i0), z(i0)) 6 ρ∞(x, y) + ρ∞(y, z).

Για να δείξουµε ότι η ρ∞ είναι µετρική γινόµενο πρέπει να δείξουµε ότι : αν (xm) είναι

ακολουθία στον X και x ∈ X, τότε

lim
m→∞

ρ∞(xm, x) = 0 αν και µόνο αν lim
m→∞

di(xm(i), x(i)) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k.

Η κατεύθυνση (⇒) έπεται άµεσα από το γεγονός ότι, για κάθε i = 1, . . . , k,

di(xm(i), x(i)) 6 ρ∞(xm, x).

Για την άλλη κατεύθυνση παρατηρούµε ότι

ρ∞(xm, x) 6
k∑
i=1

di(xm(i), x(i))

και ότι, αν lim
m→∞

di(xm(i), x(i)) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k τότε

lim
m→∞

k∑
i=1

di(xm(i), x(i)) =

k∑
i=1

lim
m→∞

di(xm(i), x(i)) = 0.

(ϐ) ΄Εστω 1 6 p < ∞. Είναι ϕανερό ότι ρp(x, y) > 0 για κάθε x, y ∈ X. Επίσης,

ρp(x, y) = 0 αν και µόνο αν di(x(i), y(i)) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k, δηλαδή αν και µόνο

αν x(i) = y(i) για κάθε i = 1, . . . , k, δηλαδή αν και µόνο αν x = y.

Για τη συµµετρική ιδιότητα της ρp χρησιµοποιούµε τη συµµετρική ιδιότητα των di: αν

x, y ∈ X έχουµε di(x(i), y(i)) = di(y(i), x(i)) για κάθε i = 1, . . . , k. Συνεπώς,

ρp(x, y) =

(
k∑
i=1

[di(x(i), y(i))]p

)1/p

=

(
k∑
i=1

[di(y(i), x(i))]p

)1/p

= ρp(y, x).

Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε x, y, z ∈ X. Εφαρµόζουµε πρώτα την τριγωνική

ανισότητα για κάθε di: έχουµε

di(x(i), z(i)) 6 di(x(i), y(i)) + di(y(i), z(i)), i = 1, . . . , k.
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Από την ανισότητα του Minkowski,

ρp(x, z) =

(
k∑
i=1

[di(x(i), z(i))]p

)1/p

6

(
k∑
i=1

[di(x(i), y(i)) + di(y(i), z(i))]p

)1/p

6

(
k∑
i=1

[di(x(i), y(i))]p

)1/p

+

(
k∑
i=1

[di(y(i), z(i))]p

)1/p

= ρp(x, y) + ρp(y, z).

Για να δείξουµε ότι η ρp είναι µετρική γινόµενο πρέπει να δείξουµε ότι : αν (xm) είναι

ακολουθία στον X και x ∈ X, τότε

lim
m→∞

ρp(xm, x) = 0 αν και µόνο αν lim
m→∞

di(xm(i), x(i)) = 0 για κάθε i = 1, . . . , k.

Η κατεύθυνση (⇒) έπεται άµεσα από το γεγονός ότι, για κάθε i = 1, . . . , k,

di(xm(i), x(i)) 6 ρp(xm, x).

Για την άλλη κατεύθυνση παρατηρούµε ότι, αν lim
m→∞

di(xm(i), x(i)) = 0 για κάθε i =

1, . . . , k, τότε

lim
m→∞

[ρp(x, y)]p = lim
m→∞

k∑
i=1

[di(xm(i), x(i))]p =

k∑
i=1

lim
m→∞

[di(xm(i), x(i))]p = 0.

2.2. ΄Εστω (xn) και (yn) ϐασικές ακολουθίες στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η αn =

ρ(xn, yn) είναι ϐασική ακολουθία στο R.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Η (xn) είναι ϐασική, άρα υπάρχει n1 ∈ N ώστε ρ(xn, xm) < ε/2 για

κάθε n,m > n1. Οµοίως, η (yn) είναι ϐασική, άρα υπάρχει n2 ∈ N ώστε ρ(yn, ym) < ε/2

για κάθε n,m > n2.

Θέτουµε n0 = max{n1, n2} και παρατηρούµε ότι : αν n,m > n0 τότε

|αn − αm| = |ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| 6 ρ(xn, xm) + ρ(yn, ym) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Συνεπώς, η (αn) είναι ϐασική ακολουθία στο R.

2.3. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Θεωρούµε την ακολουθία {En}
υποσυνόλων του X µε

En = {xk : k > n}, n = 1, 2, . . .
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και την ακολουθία

tn = sup{d(xk, xn) : k > n} ∈ [0,+∞], n = 1, 2, . . .

∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η (xn) είναι ϐασική.

(ϐ) diam(En)→ 0 καθώς n→∞.

(γ) tn → 0 καθώς n→∞.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). ΄Εστω ε > 0. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

ρ(xn, xm) < ε για κάθε n,m > n0. Θεωρούµε τυχόν n > n0 και k,m > n. Τότε k,m > n0,

άρα ρ(xk, xm) < ε. ΄Επεται ότι diam(En) = sup{ρ(xk, xm) : k,m > n} 6 ε. ∆είξαµε ότι

diam(En) 6 ε για κάθε n > n0, άρα diam(En)→ 0.

(ϐ) ⇒ (γ). ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε diam(En) < ε για κάθε n > n0. Θεωρούµε

τυχόν n > n0. Για κάθε k > n έχουµε k, n > n, άρα ρ(xk, xn) 6 diam(En) < ε. Αυτό

δείχνει ότι ρ(xk, xn) < ε για κάθε k > n, άρα tn = sup{ρ(xk, xn) : k > n} 6 ε. ∆είξαµε

ότι tn 6 ε για κάθε n > n0, άρα tn → 0.

(γ) ⇒ (α). ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε tn < ε για κάθε n > n0. Αυτό σηµαίνει ότι,

για κάθε k > n > n0 έχουµε ρ(xk, xn) 6 tn < ε. Οµοίως, για κάθε n > k > n0 έχουµε

ρ(xk, xn) 6 tk < ε. ΄Αρα, για κάθε k, n > n0 ισχύει ρ(xk, xn) 6 max{tn, tk} < ε. ΄Επεται

ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία.

2.4. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ) και έστω x ∈ X. ∆είξτε ότι :

(α) Αν η (xn) συγκλίνει στο x τότε κάθε υπακολουθία (xkn) της (xn) συγκλίνει στο x.

(ϐ) Αν κάθε υπακολουθία της (xn) έχει υπακολουθία η οποία συγκλίνει στο x, τότε η (xn)

συγκλίνει στο x.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xkn) υπακολουθία της (xn) και έστω ε > 0. Αφού η (xn) συγκλίνει στο

x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε m > n0, ρ(xm, x) < ε. Παρατηρούµε ότι : αν n > n0

τότε kn > n > n0. Συνεπώς, ρ(xkn , x) < ε. ∆ηλαδή, η (xkn) συγκλίνει στο x.

(ϐ) Υποθέτουµε ότι η (xn) δεν συγκλίνει στο x. Τότε, υπάρχει ε > 0 µε την εξής ιδιότητα :

για κάθε m ∈ N υπάρχει s > m ώστε ρ(xs, x) > ε.

Ορίζουµε υπακολουθία (xkn) της (xn) ως εξής: ϑέτουµε m = 1 και επιλέγουµε k1 > 1

ώστε ρ(xk1 , x) > ε. Θέτουµεm = k1 + 1 και επιλέγουµε k2 > k1 + 1 > k1 ώστε ρ(xk2 , x) >

ε. Συνεχίζουµε επαγωγικά: αν έχουµε επιλέξει k1 < k2 < · · · < kn ώστε ρ(xkj , x) > ε
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για κάθε j = 1, . . . , n, ϑέτουµε m = kn + 1 και επιλέγουµε kn+1 > kn + 1 > kn ώστε

ρ(xkn+1 , x) > ε.

Η υπακολουθία (xkn) δεν έχει υπακολουθία η οποία να συγκλίνει στο x, διότι όλοι οι

όροι της έχουν απόσταση τουλάχιστον ίση µε ε από το x. Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε την

υπόθεση.

2.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Θεωρούµε τον X ×X µε οποιαδήποτε µετρική γινόµενο

d. ∆είξτε ότι η ρ : (X ×X, d)→ R µε (x, y) 7→ ρ(x, y) είναι συνεχής.

Υπόδειξη. Από την αρχή της µεταφοράς, αρκεί να δείξουµε ότι αν {(xn, yn)}n∈N είναι µια

ακολουθία στο X ×X και (xn, yn)
d−→ (x, y) ∈ X, τότε ρ(xn, yn)→ ρ(x, y). Αν όµως η d

είναι µετρική γινόµενο, από την (xn, yn)
d−→ (x, y) έπεται ότι xn

ρ−→ x και yn
ρ−→ y. Από

γνωστή πρόταση, αυτό έχει σαν συνέπεια την ρ(xn, yn)→ ρ(x, y) (ϑυµηθείτε την ανισότητα

|ρ(xn, yn)− ρ(x, y)| 6 ρ(xn, x) + ρ(yn, y)).

2.6. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Υποθέτουµε ότι για κάποιο x ∈ X

ισχύει το εξής: για κάθε συνεχή συνάρτηση f : X → R ισχύει f(xn) → f(x). Είναι σωστό

ότι xn → x;

Υπόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : (X, ρ)→ R µε g(y) = ρ(y, x). Παρατηρήστε ότι η g

είναι συνεχής: αυτό προκύπτει άµεσα µε τον ορισµό της συνέχειας, αν χρησιµοποιήσουµε

το γεγονός ότι, για κάθε y, z ∈ X,

|g(y)− g(z)| = |ρ(y, x)− ρ(z, x)| 6 ρ(y, z).

Από την υπόθεση έχουµε g(xn)→ g(x), δηλαδή

ρ(xn, x)→ ρ(x, x) = 0

όταν το n→∞. ΄Αρα, xn
ρ−→ x.

Οµάδα Β΄

2.7. ΄Εστω (Xn, dn), n = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών χώρων ώστε dn(x, y) 6 1 για κάθε

x, y ∈ Xn, n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το

X =
∞∏
n=1

Xn =

{
x = (x(1), x(2), . . . , x(n), . . .) : x(n) ∈ Xn

}
.

∆ηλαδή, ο X αποτελείται από όλες τις ακολουθίες οι οποίες στη n-οστή ϑέση έχουν στοιχείο

του Xn. Ορίζουµε d : X ×X → R µε

d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n)).
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∆είξτε ότι ο (X, d) είναι µετρικός χώρος και η d είναι µετρική γινόµενο.

Υπόδειξη. Η d ορίζεται καλά λόγω της υπόθεσης για τις διαµέτρους των (Xn, dn): για κάθε

n ∈ N και για κάθε x(n), y(n) ∈ Xn ισχύει dn(x(n), y(n)) 6 1 άρα, για κάθε x, y ∈ X
έχουµε

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n)) 6

∞∑
n=1

1

2n
= 1 < +∞.

Είναι ϕανερό ότι d(x, y) > 0 για κάθε x, y ∈ X. Επίσης, d(x, y) = 0 αν και µόνο αν

dn(x(n), y(n)) = 0 για κάθε n ∈ N, δηλαδή αν και µόνο αν x(n) = y(n) για κάθε n ∈ N,

δηλαδή αν και µόνο αν x = y.

Για τη συµµετρική ιδιότητα της d χρησιµοποιούµε τη συµµετρική ιδιότητα των dn: αν

x, y ∈ X έχουµε dn(x(n), y(n)) = dn(y(n), x(n)) για κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n)) =

∞∑
n=1

1

2n
dn(y(n), x(n)) = d(y, x).

Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε x, y, z ∈ X. Εφαρµόζουµε πρώτα την τριγωνική

ανισότητα για κάθε dn: έχουµε

dn(x(n), z(n)) 6 dn(x(n), y(n)) + dn(y(n), z(n)), n ∈ N.

Προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε

d(x, z) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), z(n))

6
∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n)) +

∞∑
n=1

1

2n
dn(y(n), z(n))

= d(x, y) + d(y, z).

Για να δείξουµε ότι η d είναι µετρική γινόµενο πρέπει να δείξουµε ότι : αν (xm) είναι

ακολουθία στον X και x ∈ X, τότε

lim
m→∞

d(xm, x) = 0 αν και µόνο αν lim
m→∞

dn(xm(n), x(n)) = 0 για κάθε n ∈ N.

Η κατεύθυνση (⇒) έπεται άµεσα από το γεγονός ότι, για κάθε n ∈ N ισχύει

dn(xm(n), x(n)) 6 2nd(xm, x).

Για την άλλη κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι η ακολουθία (xm) και το x στο X ικανοποιούν

την lim
m→∞

dn(xm(n), x(n)) = 0 για κάθε n ∈ N.
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΄Εστω ε > 0. Υπάρχει k ∈ N ώστε
∑∞

n=k+1
1
2n < ε

2 . Για κάθε n = 1, . . . , k έχουµε

lim
m→∞

dn(xm(n), x(n)) = 0, άρα

lim
m→∞

k∑
n=1

1

2n
dn(xm(n), x(n)) = 0.

Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε m0 ∈ N ώστε : για κάθε m > m0,

k∑
n=1

1

2n
dn(xm(n), x(n)) <

ε

2
.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι, για κάθε m > m0,

d(xm, x) =

k∑
n=1

1

2n
dn(xm(n), x(n)) +

∞∑
n=k+1

1

2n
dm(xm(n), x(n)) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Επεται ότι d(xm, x)→ 0.

2.8. ΄Εστω (Xn, dn)n∈N ακολουθία µετρικών χώρων και X =
∏∞
n=1Xn. Ορίζουµε d :

X ×X → R µε

d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
.

∆είξτε ότι ο (X, d) είναι µετρικός χώρος και η d είναι µετρική γινόµενο.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N η συνάρτηση ρn : Xn ×Xn → R µε

ρn(x(n), y(n)) =
dn(x(n), y(n))

1 + dn(x(n), y(n))

είναι µετρική στο Xn, διότι ρn = f ◦ dn όπου f : [0,∞)→ [0,∞) η συνάρτηση f(t) = t
1+t

(δείτε την ΄Ασκηση 5 στο Φυλλάδιο 1). Επίσης, είναι ϕανερό ότι ρn(x(n), y(n)) 6 1 για

κάθε x(n), y(n) ∈ Xn, δηλαδή diam(Xn, ρn) 6 1 για κάθε n ∈ N.

Από την προηγούµενη ΄Ασκηση, η d είναι µετρική στο X και είναι µετρική γινόµενο ως

προς τις ρn: ισχύει d(xk, x)→ 0 αν και µόνο αν, για κάθε n ∈ N, limk→∞ ρn(xk(n), x(n)) =

0.

Για να δείξουµε ότι η d είναι µετρική γινόµενο ως προς τις dn αρκεί να δείξουµε ότι για

κάθε (σταθερό) n ∈ N ισχύει το εξής:

dn(xk(n), x(n))→ 0 αν και µόνο αν ρn(xk(n), x(n)) =
dn(xk(n), x(n))

1 + dn(xk(n), x(n))
→ 0.

Αυτό είναι άµεση συνέπεια του ακόλουθου ισχυρισµού:



26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

΄Εστω (ak) ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε bk =
ak

1+ak
, k ∈ N. Τότε, ak → 0 αν και µόνο αν bk → 0 (άσκηση).

2.9. ΄Εστω 1 6 p <∞ και x = (x(k))k∈N ∈ `p. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε xn ∈ `p µε

xn = (x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . .).

∆είξτε ότι lim
n→∞

‖xn − x‖p = 0. Ισχύει το αντίστοιχο αποτέλεσµα στον `∞;

Υπόδειξη. Η ακολουθία x ∈ `p, άρα
∑∞

k=1 |x(k)|p < +∞. ΄Επεται (οι «ουρές» συγκλίνουσας

σειράς τείνουν στο 0) ότι

lim
n→∞

∞∑
k=n+1

|x(k)|p = 0.

Παρατηρούµε τώρα ότι x− xn = (0, . . . , 0, x(n+ 1), x(n+ 2), . . .), οπότε

‖x− xn‖pp =

∞∑
k=n+1

|x(k)|p → 0.

Στον `∞ δεν έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα: αν ϑεωρήσουµε τη σταθερή ακολουθία x =

(1, 1, . . . , 1, . . .) τότε x− xn = (0, . . . , 0, 1, 1, . . .) για κάθε n ∈ N, άρα ‖x− xn‖∞ = 1 για

κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

lim
n→∞

‖x− xn‖∞ = 1 6= 0.

2.10. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η (xn) συγκλίνει στο x ∈ X
αν και µόνο αν η ακολουθία (yn) = (x1, x, x2, x, x3, x, . . . , xn, x, . . .) συγκλίνει.

Υπόδειξη. Η ακολουθία (yn) έχει οριστεί ως εξής: y2k−1 = xk και y2k = x, k ∈ N.

Υποθέτουµε πρώτα ότι xn → x. ΄Εστω ε > 0. Αφού xn → x, υπάρχει k0 ∈ N ώστε : αν

k > k0 τότε ρ(xk, x) < ε. Θέτουµε n0 = 2k0 − 1 και ϑεωρούµε n > n0. ∆ιακρίνουµε δύο

περιπτώσεις:

(i) Αν n = 2k τότε ρ(yn, x) = ρ(x, x) = 0 < ε.

(ii) Αν n = 2k−1 τότε 2k−1 > n0 = 2k0−1, δηλαδή k > k0. ΄Αρα, ρ(yn, x) = ρ(xk, x) <

ε.

Είδαµε ότι ρ(yn, x) < ε για κάθε n > n0. ΄Αρα, yn → x.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι yn → y για κάποιο y ∈ X. Τότε, y2k → y. ΄Οµως, η (y2k)

είναι σταθερή και ίση µε x, άρα y = x. Τώρα, από την yn → x ϐλέπουµε ότι y2k−1 → x,

άρα xk → x.
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2.11. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Υποθέτουµε ότι xn → x ∈ X.

∆είξτε ότι : για κάθε µετάθεση (1-1 και επί συνάρτηση) σ : N → N η ακολουθία yn = xσ(n)

συγκλίνει κι αυτή στο x.

Υπόδειξη. ΄Εστω σ µια µετάθεση του N και έστω ε > 0. Αφού xn → x, υπάρχει k0 ∈ N
ώστε : αν k > k0 τότε ρ(xk, x) < ε.

Θεωρούµε το σύνολο A(k0) = {σ−1(1), . . . , σ−1(k0)}. Αφού η σ είναι 1-1 και επί, το

A(k0) έχει ακριβώς k0 στοιχεία. Θέτουµε n0 = maxA(k0) (το µέγιστο στοιχείο του A(k0)).

Τότε, αν n > n0 έχουµε n 6= σ−1(j) για κάθε j = 1, . . . , k0. ∆ηλαδή, σ(n) 6= j για

κάθε j = 1, . . . , k0. Αυτό σηµαίνει ότι σ(n) > k0, άρα ρ(xσ(n), x) < ε.

∆είξαµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε ρ(xσ(n), x) < ε για κάθε n > n0.

΄Επεται ότι xσ(n) → x.

2.12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στον X µε xn 6= xm για n 6= m.

Θέτουµε

A = {xn : n = 1, 2, . . .}.

∆είξτε ότι : αν xn → x ∈ X τότε για κάθε 1-1 συνάρτηση f : A→ A ισχύει f(xn)→ x.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού xn → x, υπάρχει k0 ∈ N ώστε : αν k > k0 τότε ρ(xk, x) < ε.

Θεωρούµε το σύνολο C = {x1, . . . , xk0} και ορίζουµε B = {n ∈ N : f(xn) ∈ C}. Αφού

η f είναι 1-1, το σύνολο B έχει το πολύ k0 στοιχεία (για κάθε k 6 k0 υπάρχει το πολύ ένας

n ∈ N ώστε f(xn) = xk). Θέτουµε n0 = maxB (το µέγιστο στοιχείο του B).

Τότε, αν n > n0 έχουµε n /∈ B. ∆ηλαδή, f(xn) /∈ C, το οποίο σηµαίνει ότι f(xn) = xs

για κάποιο s > k0, άρα ρ(f(xn), x) = ρ(xs, x) < ε.

∆είξαµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε ρ(f(xn), x) < ε για κάθε n > n0.

΄Επεται ότι f(xn)→ x.

2.13. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Λέµε ότι η (xn) έχει ϕραγµένη

κύµανση αν
∞∑
n=1

ρ(xn, xn+1) < +∞.

Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν η (xn) έχει ϕραγµένη κύµανση τότε είναι ϐασική (άρα, και ϕραγµένη). Ισχύει το

αντίστροφο ;

(ϐ) Αν η (xn) είναι ϐασική τότε έχει υπακολουθία µε ϕραγµένη κύµανση.

(γ) Η (xn) έχει ϐασική υπακολουθία αν και µόνο αν έχει υπακολουθία µε ϕραγµένη κύµανση.
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Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε πρώτα ότι η (xn) έχει ϕραγµένη κύµανση. ΄Εστω ε > 0. Η

σειρά
∑∞

n=1 ρ(xn, xn+1) συγκλίνει, άρα – από το κριτήριο ἃυςηψ για σειρές πραγµατικών

αριθµών – υπάρχει N ∈ N ώστε : για κάθε m > k > N ,

m−1∑
n=k

ρ(xn, xn+1) < ε.

΄Εστω m > k > N . Χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα γράφουµε

ρ(xk, xm) 6 ρ(xk, xk+1) + · · ·+ ρ(xm−1, xm) 6
m−1∑
n=k

ρ(xn, xn+1) < ε.

Το αντίστροφο δεν ισχύει : ϑεωρούµε το R µε τη συνήθη µετρική και µια ακολουθία (ak)

ώστε η σειρά
∑∞

k=1 ak να συγκλίνει αλλά να µην συγκλίνει απολύτως (παράδειγµα, η

ak = (−1)k−1

k ). Θέτουµε xn =
∑n

k=1 ak. Τότε, η (xn) είναι συγκλίνουσα, άρα είναι ϐασική.

΄Οµως,
∞∑
n=1

|xn+1 − xn| =
∞∑
n=1

|ak| =∞.

΄Αρα, η (xn) δεν έχει ϕραγµένη κύµανση.

(ϐ) ΄Εχουµε υποθέσει ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία. Θέτουµε ε = 1
2 και ϐρίσκουµε

k1 ∈ N ώστε ρ(xk, xm) < 1
2 για κάθε k,m > k1.

Στη συνέχεια ϑέτουµε ε = 1
22

και ϐρίσκουµε k2 > k1 ώστε ρ(xk, xm) < 1
22

για κάθε

k,m > k2.

Συνεχίζουµε επαγωγικά: στο n-οστό ϐήµα ϑέτουµε ε = 1
2n και ϐρίσκουµε kn > kn−1

ώστε ρ(xk, xm) < 1
2n για κάθε k,m > kn.

Θεωρούµε την υπακολουθία (xkn). Από τον τρόπο ορισµού των kn ϐλέπουµε ότι : για

κάθε n ∈ N έχουµε kn+1, kn > kn, άρα ρ(xkn+1 , xkn) < 1
2n . ΄Επεται ότι

∑∞
n=1 ρ(xkn+1 , xkn) 6∑∞

n=1
1
2n = 1 < +∞. Συνεπώς, η (xkn) έχει ϕραγµένη κύµανση.

(γ) Υποθέτουµε πρώτα ότι η (xn) έχει υπακολουθία (xkn) µε ϕραγµένη κύµανση. Από το

(α) η (xkn) είναι ϐασική. Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η (xn) έχει ϐασική υπακολουθία

(xkn). Από το (ϐ) η (xkn) έχει υπακολουθία (xksn ) η οποία έχει ϕραγµένη κύµανση. Η

(xksn ) είναι υπακολουθία της (xn), συνεπώς έχουµε το Ϲητούµενο.

2.14. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η (xn) έχει ϐασική υπακο-

λουθία αν και µόνο αν έχει υπακολουθία (xkn) µε την ιδιότητα ρ(xkn , xkn+1) < 1
2n για κάθε

n ∈ N.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η (xn) έχει ϐασική υπακολουθία (xtn). ΄Οπως στην

΄Ασκηση 2.13(ϐ) ϐρίσκουµε υπακολουθία (xtsn ) της (xtn) η οποία ικανοποιεί την

ρ(xtsn+1
, xtsn ) <

1

2n
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για κάθε n ∈ N. Αφού η (xtsn ) είναι υπακολουθία της (xn), έχουµε το Ϲητούµενο (µε

kn = tsn ).

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι η (xn) έχει υπακολουθία (xkn) µε την ιδιότητα : για

κάθε n ∈ N, ρ(xkn+1 , xkn) < 1
2n . Τότε, η (xkn) είναι ϐασική ακολουθία. Πράγµατι, αν

m > n έχουµε

ρ(xkn , xkm) 6 ρ(xkn , xkn+1) + · · ·+ ρ(xkm−1 , xkm) <
1

2n
+ · · ·+ 1

2m−1
<

1

2n−1
.

Συνεπώς, για οποιοδήποτε ε > 0, αν επιλέξουµε n0 ∈ N αρκετά µεγάλο ώστε
1

2n0−1 < ε,

έχουµε: για κάθε m > n > n0,

ρ(xkm , xkn) <
1

2n0−1 < ε.





Κεφάλαιο 3

Τοπολογία µετρικών χώρων

Οµάδα Α΄

3.1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F,G υποσύνολα του X. Αν το F είναι κλειστό και το

G είναι ανοικτό, δείξτε ότι το F \G είναι κλειστό και το G \ F είναι ανοικτό.

Υπόδειξη. Γράφουµε F \G = F ∩(X \G). Αφού το G είναι ανοικτό, τοX \G είναι κλειστό.

Τότε, το F ∩ (X \G) είναι κλειστό ως τοµή δύο κλειστών συνόλων.

΄Οµοια, γράφουµε G \ F = G ∩ (X \ F ). Αφού το F είναι κλειστό, το X \ F είναι

ανοικτό. Τότε, το G ∩ (X \ F ) είναι ανοικτό ως τοµή δύο ανοικτών συνόλων.

3.2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο A του X γράφεται ως τοµή

ανοικτών υποσυνόλων του (X, ρ).

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι κάθε B ⊆ X γράφεται ως ένωση κλειστών συνόλων, γρά-

ϕοντας

B =
⋃
x∈B
{x}.

[Τα µονοσύνολα είναι κλειστά σύνολα σε κάθε µετρικό χώρο]. ΄Εστω τώρα A ⊆ X. Θέτοντας

B = X \A έχουµε

X \A =
⋃
i∈I

Fi

όπου (Fi)i∈I οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X. Τότε,

A = (X \A)c =
⋂
i∈I

(X \ Fi) =
⋂
i∈I

Gi,

όπου κάθε Gi = X \ Fi είναι ανοικτό υποσύνολο του X.

31
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3.3. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι το G = {x ∈ R : f(x) > 0} είναι

ανοικτό υποσύνολο του R και το F = {x ∈ R : f(x) = 0} είναι κλειστό υποσύνολο του R.

Υπόδειξη. ΄Εστω x ∈ G. Τότε, f(x) > 0. Εφαρµόζοντας τον ορισµό της συνέχειας µε

ε = f(x)/2 > 0 ϐρίσκουµε δ > 0 ώστε : αν y ∈ (x − δ, x + δ) τότε f(y) > f(x)/2 > 0.

Συνεπώς, B(x, δ) ⊆ G. ΄Επεται ότι το G είναι ανοικτό.

΄Εστω (xn) ακολουθία στο F µε xn → x ∈ R. ΄Εχουµε f(xn) = 0 για κάθε n ∈ N και

η f είναι συνεχής στο x. Από την αρχή της µεταφοράς, f(x) = lim
n→∞

f(xn) = 0. Συνεπώς,

x ∈ F . ΄Επεται ότι το F είναι κλειστό.

3.4. ∆είξτε ότι κάθε κλειστό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών διαστη-

µάτων και κάθε ανοικτό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη ένωση κλειστών διαστηµά-

των.

Υπόδειξη. ΄Εστω a < b στο R. Μπορούµε να γράψουµε

[a, b] =
∞⋂
n=1

(
a− 1

n
, b+

1

n

)
και (a, b) =

∞⋃
n=1

[
a+

b− a
3n

, b− b− a
3n

]
.

Ελέγξτε τις δύο ισότητες.

3.5. Αποδείξτε ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό.

Υπόδειξη. ΄Εστω F = {x1, . . . , xm} πεπερασµένο υποσύνολο του µετρικού χώρου (X, ρ).

Για κάθε j = 1, . . . ,m, το µονοσύνολο {xj} είναι κλειστό σύνολο. Γράφουµε

F = {x1} ∪ {x2} ∪ · · · ∪ {xm}.

Αφού η ένωση πεπερασµένων το πλήθος κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο, συµπε-

ϱαίνουµε ότι το F είναι κλειστό.

3.6. Αποδείξτε ότι κάθε σφαίρα ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό σύνολο. Μπορεί σε έναν

µετρικό χώρο µια σφαίρα να είναι το κενό σύνολο ;

Υπόδειξη. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και x0 ∈ X. ∆είχνουµε ότι η S(x0, ε) = {x ∈ X :

ρ(x0, x) = ε} είναι κλειστό σύνολο αποδεικνύοντας το εξής: αν xn ∈ S(x0, ε) και xn
ρ−→ x,

τότε x ∈ S(x0, ε). Πράγµατι, ρ(x0, xn) = ε για κάθε n ∈ N και

|ρ(x0, x)− ρ(x0, xn)| 6 ρ(x, xn)→ 0,

άρα ρ(x0, x) = lim
n→∞

ρ(x0, xn) = ε. Συνεπώς, x ∈ S(x0, ε).
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Υπάρχει περίπτωση µια σφαίρα S(x0, ε), σε κάποιον µετρικό χώρο, να είναι το κενό

σύνολο. Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε ένα µη κενό σύνολο X µε τη διακριτή µετρική δ

τότε, για κάθε x0 ∈ X, ισχύει S(x0, 2) = ∅.

3.7. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και ε > 0. Εξετάστε, αν ισχύει πάντοτε η ισότητα

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ε}.

[Υπενθύµιση : Για κάθε A ⊆ X συµβολίζουµε µε A την κλειστή ϑήκη του A.]

Υπόδειξη. Ισχύει πάντοτε ο εγκλεισµός

B(x, ε) ⊆ B̂(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ε}.

Πράγµατι, έστω y ∈ B(x, ε). Υπάρχει ακολουθία (yn) σηµείων της B(x, ε) ώστε yn → y.

Για κάθε n ∈ N έχουµε d(x, yn) < ε. Συνεπώς,

d(x, y) = lim
n→∞

d(x, yn) 6 ε.

∆ηλαδή, y ∈ B̂(x, ε).

∆εν ισχύει πάντοτε ισότητα: αν ϑεωρήσουµε ένα σύνολο X που έχει τουλάχιστον δύο

σηµεία µε τη διακριτή µετρική δ, τότε, για κάθε x ∈ X, έχουµε B(x, 1) = {x} άρα

B(x, 1) = {x}, ενώ B̂(x, 1) = X (και X 6= {x} από την υπόθεση για το πλήθος των

στοιχείων του X).

3.8. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Η διαγώνιος του X ×X είναι το σύνολο ∆ = {(x, x) :

x ∈ X}. Αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό στον X ×X ως προς τη µετρική d2, όπου

d2((x1, y1), (x2, y2)) =
√
d2(x1, y1) + d2(x2, y2).

Γενικότερα, αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό ως προς κάθε µετρική γινόµενο στον X ×X.

Υπόδειξη. ΄Εστω ρ µια µετρική γινόµενο στο X ×X. Θεωρούµε ακολουθία (xn, xn) ∈ ∆

ώστε (xn, xn)
ρ−→ (x, y) ∈ X ×X και αποδεικνύουµε ότι x = y, δηλαδή (x, y) ∈ ∆. Αυτό

αποδεικνύει ότι το ∆ είναι κλειστό υποσύνολο του (X ×X, ρ).

Αφού (xn, xn)
ρ−→ (x, y) και η ρ είναι µετρική γινόµενο, έχουµε xn

d−→ x και xn
d−→ y.

Από τη µοναδικότητα του ορίου ακολουθίας στον (X, d) ϐλέπουµε ότι, πράγµατι, x = y.

Στις ασκήσεις του Κεφαλαίου 2 είδαµε ότι η µετρική

d2((x1, y1), (x2, y2)) =
√
d2(x1, y1) + d2(x2, y2)

είναι µετρική γινόµενο στοX×X. Συνεπώς, το ∆ είναι κλειστό υποσύνολο του (X×X, d2).
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3.9. Υπάρχει άπειρο κλειστό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από ϱητούς ;

Υπάρχει ανοικτό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από άρρητους ;

Υπόδειξη. ΄Ενα άπειρο κλειστό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από ϱητούς

είναι το N. ∆εν υπάρχει µη κενό ανοικτό υποσύνολο του R το οποίο να αποτελείται µόνο

από άρρητους: ϑα περιείχε κάποιο ανοικτό διάστηµα και σε κάθε διάστηµα υπάρχει ϱητός.

3.10. ΄Εστω A,B δύο υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). Αποδείξτε ότι :

(α) Αν A ∪B = X, τότε A ∪B◦ = X.

(ϐ) Αν A ∩B = ∅, τότε A ∩B◦ = ∅.

Υπόδειξη. (α) ∆είχνουµε ότι : αν x ∈ X και x /∈ A τότε x ∈ B◦: αφού x /∈ A, υπάρχει ε > 0

ώστε B(x, ε) ∩ A = ∅, δηλαδή B(x, ε) ⊆ X \ A. ΄Οµως, από την υπόθεση ότι A ∪ B = X

έχουµε X \A ⊆ B. ΄Αρα, B(x, ε) ⊆ B και αυτό δείχνει ότι x ∈ B◦.
∆είξαµε ότι X \A ⊆ B◦. ΄Αρα, A ∪B◦ = X.

(ϐ) ΄Εστω x ∈ A ∩ B◦. Αφού x ∈ B◦, υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ B. Αφού x ∈ A,

υπάρχει y ∈ A το οποίο ανήκει στην B(x, ε) ⊆ B. Τότε, y ∈ A ∩ B. Αυτό είναι άτοπο,

διότι A ∩B = ∅ από την υπόθεση.

Από το άτοπο συµπεραίνουµε ότι A ∩B◦ = ∅.

3.11. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) (A \B)◦ ⊆ A◦ \B◦ για κάθε A,B ⊆ X.

(ϐ) A \B ⊆ A \B για κάθε A,B ⊆ X.

Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τους εγκλεισµούς µε ισότητες ;

Υπόδειξη. (α) ΄ΕστωA,B ⊆ X. ΄Εστω x ∈ (A\B)◦. ΑφούA\B ⊆ A, έχουµε (A\B)◦ ⊆ A◦.
Συνεπώς, x ∈ A◦.

Επίσης, x ∈ (A \B)◦ ⊆ A \B, άρα x /∈ B. ΄Οµως, B◦ ⊆ B, άρα x /∈ B◦.
Είδαµε ότι x ∈ A◦ και x /∈ B◦. ΄Αρα, x ∈ A◦ \B◦. ΄Επεται ότι (A \B)◦ ⊆ A◦ \B◦.

(ϐ) ΄Εστω A,B ⊆ X. ΄Εστω x ∈ A \ B. Αφού x ∈ A, υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε

xn → x. Αφού x /∈ B, υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε)∩B = ∅. Αφού xn → x, υπάρχει n0 ∈ N
ώστε xn ∈ B(x, ε) για κάθε n > n0.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι xn ∈ A \ B για κάθε n > n0. ΄Οµως, η

ακολουθία (xn0 , xn0+1, . . .) συγκλίνει στο x ως υπακολουθία της (xn). ΄Αρα, x ∈ A \B.

΄Επεται ότι A \B ⊆ A \B.

∆εν µπορούµε να αντικαταστήσουµε τους παραπάνω εγκλεισµούς µε ισότητες. Στον (R, |·|),
αν πάρουµε A = R και B = Q, έχουµε

(A \B)◦ = (R \Q)◦ = ∅ , ενώ A◦ \B◦ = R◦ \Q◦ = R \ ∅ = R.
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Επίσης,

A \B = R \Q = R \ R = ∅ , ενώ A \B = R \Q = R.

3.12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και ∅ 6= A ⊆ X. ∆είξτε ότι diam(A) = diam(A). Ισχύει

το ίδιο για το εσωτερικό του A;

Υπόδειξη. Από την A ⊆ A και τον ορισµό της διαµέτρου έπεται άµεσα ότι diam(A) 6

diam(A). Για την αντίστροφη ανισότητα, υποθέτουµε ότι diam(A) < +∞ αλλιώς δεν

έχουµε τίποτα να δείξουµε. ΄Εστω ε > 0 και x, y ∈ A. Υπάρχουν z, w ∈ A ώστε ρ(z, x) < ε

και ρ(y, w) < ε. Τότε, ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, w) + ρ(w, y)< ε+ diam(A) + ε. Συνεπώς,

diam(A) = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} 6 diam(A) + 2ε.

Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα diam(A) 6 diam(A).

∆εν είναι γενικά σωστό ότι diam(A) = diam(A◦). Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε το

σύνολο A = (0, 1) ∪ {2} στο R µε τη συνήθη µετρική, τότε diam(A) = 2 και A◦ = (0, 1),

άρα diam(A◦) = 1. Φυσικά, ισχύει πάντα η ανισότητα diam(A) > diam(A◦) διότι A◦ ⊆ A.

3.13. (α) ΄Εστω A ανοικτό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό

στο A αν και µόνο αν είναι ανοικτό στον X.

(ϐ) ΄Εστω A κλειστό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. Είναι σωστό ότι το G είναι κλειστό

στο A αν και µόνο αν είναι κλειστό στον X;

Υπόδειξη. (α) Αν το G είναι ανοικτό στο A τότε υπάρχει ανοικτό U ⊆ X ώστε G = A ∩ U .

΄Οµως, τα A,U είναι ανοικτά υποσύνολα του X, άρα το G = A ∩ U είναι ανοικτό στον X.

Αντίστροφα, αν το G είναι ανοικτό στον X, γράφοντας G = A ∩G ϐλέπουµε ότι το G είναι

ανοικτό στο A.

(ϐ) Αν το G είναι κλειστό στο A τότε υπάρχει κλειστό V ⊆ X ώστε G = A ∩ V . ΄Οµως, τα

A, V είναι κλειστά υποσύνολα τουX, άρα το G = A∩U είναι κλειστό στονX. Αντίστροφα,

αν το G είναι κλειστό στον X, γράφοντας G = A ∩G ϐλέπουµε ότι το G είναι κλειστό στο

A.

3.14. Βρείτε ένα αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο του R \Q ως προς τη συνήθη µετρική.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο D = {q +
√

2 : q ∈ Q}. Το D είναι αριθµήσιµο διότι το Q
είναι αριθµήσιµο. ΄Εχουµε D ⊆ R \ Q διότι

√
2 /∈ Q. Τέλος, το D είναι πυκνό στο R \ Q:

αν x ∈ R \ Q υπάρχει ακολουθία (qn) ϱητών ώστε qn → x −
√

2, οπότε qn +
√

2 ∈ D και

qn +
√

2→ x.
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Οµάδα Β΄

3.15. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα. ∆είξτε ότι B̂(x, r) = B(x, r) για κάθε x ∈ X και

κάθε r > 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω x ∈ X και r > 0. Στην ΄Ασκηση 3.7 είδαµε ότι B̂(x, r) ⊇ B(x, r). Επίσης,

B(x, r) ⊆ B(x, r). Αφού B̂(x, r) = B(x, r) ∪ S(x, r), για τον αντίστροφο εγκλεισµό αρκεί

να δείξουµε ότι

S(x, r) ⊆ B(x, r).

΄Εστω y ∈ S(x, r). Τότε, ‖y − x‖ = r. Θεωρούµε µια ακολουθία (tn) στο (0, 1) µε tn → 1.

Ορίζουµε yn = x+ tn(y − x). Τότε :

(i) Για κάθε n ∈ N ισχύει

‖yn − x‖ = ‖tn(y − x)‖ = tn‖y − x‖ = tnr < r,

δηλαδή, yn ∈ B(x, r).

(ii) Ισχύει

‖y−yn‖ = ‖y−x−tn(y−x)‖ = ‖(1−tn)(y−x)‖ = (1−tn)‖y−x‖ = (1−tn)r → 0,

δηλαδή, yn → y.

Από τα παραπάνω έπεται ότι y ∈ B(x, r). Συνεπώς, S(x, r) ⊆ B(x, r).

3.16. ∆είξτε ότι ο c0 είναι κλειστό υποσύνολο του `∞. Τι µπορείτε να πείτε για τον c00; Είναι

ανοικτό υποσύνολο του `∞; κλειστό υποσύνολο του `∞;

Υπόδειξη. ΄Εστω (xk) ακολουθία στον c0 µε xk
‖·‖∞−→ x ∈ `∞. Θα δείξουµε ότι x ∈ c0.

Κάθε xk είναι µια µηδενική ακολουθία : xk = (xk(1), . . . , xk(n), . . .) και lim
n→∞

xk(n) =

0. Επίσης, x = (x(1), . . . , x(n), . . .).

΄Εστω ε > 0. Από την υπόθεση έχουµε limk→∞ ‖xk − x‖∞ = 0, άρα υπάρχει k0 µε την

ιδιότητα

‖xk0 − x‖∞ <
ε

2
.

Για την ακρίβεια, το παραπάνω ισχύει για όλους τελικά τους δείκτες k, µία όµως τιµή k0

µας είναι αρκετή. Αφού

‖xk0 − x‖∞ = sup{|xk0(n)− x(n)| : n ∈ N},

έχουµε

(∗) |xk0(n)− x(n)| < ε

2
για κάθε n ∈ N.
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Τώρα, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι lim
n→∞

xk0(n) = 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε

n > n0,

(∗∗) |xk0(n)| < ε

2
.

Από τις (∗), (∗) και την τριγωνική ανισότητα για την απόλυτη τιµή, ϐλέπουµε ότι

|x(n)| 6 |x(n)− xk0(n)|+ |xk0(n)| < ε

2
+
ε

2
= ε

για κάθε n > n0. ΄Αρα, lim
n→∞

x(n) = 0. ∆ηλαδή, x ∈ c0.

Ο c00 δεν είναι κλειστό υποσύνολο του c0. Αν ϑέσουµε

xk =
(
1,

1

2
, . . . ,

1

k
, 0, 0, . . .

)
τότε xk ∈ c00 για κάθε k ∈ N. Ορίζουµε

x =
(
1,

1

2
, . . . ,

1

n
,

1

n+ 1
, . . .

)
.

Τότε, x ∈ c0 ⊆ `∞, διότι x(n) = 1
n → 0, και x− xk =

(
0, . . . , 0, 1

k+1 ,
1

k+2 , . . .), δηλαδή

‖x− xk‖∞ =
1

k + 1
→ 0.

΄Οµως, x /∈ c00, διότι x(n) = 1
n 6= 0 για κάθε n ∈ N.

Ο c00 δεν είναι ανοικτό υποσύνολο του c0. ΄Εστω x = (x(1), . . . , x(m), 0, 0, . . .) ∈ c00
και έστω ε > 0. Ορίζουµε

y =
(
x(1), . . . , x(m),

ε

m+ 1
,

ε

m+ 2
, . . .

)
.

Ελέγξτε ότι ‖x− y‖∞ = ε
m+1 < ε, δηλαδή y ∈ B(x, ε). ΄Οµως, y /∈ c00. ΄Αρα, το x δεν είναι

εσωτερικό σηµείο του c00: αυτό που δείξαµε στην πραγµατικότητα είναι ότι ο c00 έχει κενό

εσωτερικό µέσα στον c0 (άρα και στον `∞).

3.17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το G είναι ανοικτό.

(ϐ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A ⊆ G ∩A.

(γ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A = G ∩A.

Υπόδειξη. (α)⇒ (ϐ): ΄Εστω A ⊆ X και έστω x ∈ G ∩ A. Τότε, x ∈ G και x ∈ A. Συνεπώς,

υπάρχει ακολουθία (an) στο A µε an → x. Αφού το G είναι ανοικτό και an → x ∈ G,

υπάρχει n0 ∈ N ώστε an ∈ G για κάθε n > n0. ∆ηλαδή, η ακολουθία (xn0 , xn0+1, . . .)
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περιέχεται στο G∩A και συγκλίνει στο x ως υπακολουθία της (xn). ΄Επεται ότι x ∈ G ∩A.

Αυτό αποδεικνύει ότι G ∩A ⊆ G ∩A.

(ϐ)⇒ (γ): ΄Εστω A ⊆ X. Από την G ∩A ⊆ G ∩A ϐλέπουµε ότι G ∩A ⊆ G ∩A.

Για τον άλλο εγκλεισµό παρατηρούµε ότι, από την υπόθεση, G ∩ A ⊆ G ∩A και το

G ∩A είναι κλειστό. ΄Επεται ότι G ∩A ⊆ G ∩A (γενικά, αν το F είναι κλειστό και B ⊆ F ,

τότε B ⊆ F = F ).

(γ)⇒ (α) Εφαρµόζουµε το (γ) µε A = X \G: έχουµε

G ∩X \G = G ∩ (X \G) = ∅ = ∅.

΄Αρα,

G ∩ (X \G◦) = G ∩X \G = ∅.

΄Επεται ότι

G ⊆ X \ (X \G◦) = G◦.

Αφού G ⊆ G◦, το G είναι ανοικτό (διότι, ισχύει πάντοτε η G◦ ⊆ G, άρα G = G◦).

3.18. ∆είξτε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση αριθµήσιµων το πλήθος

ανοικτών διαστηµάτων µε ϱητά άκρα.

Υπόδειξη. ΄Εστω G ανοικτό υποσύνολο του R. Γνωρίζουµε ότι το G γράφεται ως ένωση

αριθµήσιµων το πλήθος, ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων:

G =
∞⋃
n=1

(an, bn) ή G =
N⋃
n=1

(an, bn),

όπου ενδέχεται κάποιο από τα an να είναι το −∞ και κάποιο από τα bn να είναι το +∞.

Για κάθε n µπορούµε να ϐρούµε γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία (an,k) ϱητών και γνησίως

αύξουσα ακολουθία (bn,k) ϱητών στο (an, bn) µε lim
k→∞

an,k = an και lim
k→∞

bn,k = bn (από

την πυκνότητα των ϱητών στο R). Τότε,

(an, bn) =
∞⋃
k=1

(an,k, bn,k)

για κάθε n ∈ N (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς,

G =
⋃
n,k

(an,k, bn,k),

κάθε διάστηµα (an,k, bn,k) έχει ϱητά άκρα και τα διαστήµατα αυτά είναι αριθµήσιµα το

πλήθος.
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3.19. Αποδείξτε ότι στο R δεν υπάρχουν µη τετριµµένα υποσύνολα (δηλάδή διαφορετικά

από το ∅ και το R) τα οποία να είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά.

Υπόδειξη. ΄Εστω A ⊆ R (διαφορετικό από το ∅ και το R) το οποίο είναι συγχρόνως ανοικτό

και κλειστό. Αφού A 6= R, υπάρχει x /∈ A.

Το A είναι µη κενό, συνεπώς υπάρχει y ∈ A. Προφανώς y 6= x και, χωρίς περιορισµό

της γενικότητας, υποθέτουµε ότι y > x. Ορίζουµε

B = {t ∈ A : t > x}.

Το B είναι µη κενό (διότι y ∈ B) και κάτω ϕραγµένο από το x. ΄Αρα, υπάρχει το s = inf B

και s > x.

Αφού s = inf B, υπάρχει ακολουθία στοιχείων του B που συγκλίνει στο s. ΄Αρα,

s ∈ B ⊆ A = A διότι το A είναι κλειστό.

Αφού s ∈ A, x /∈ A και s > x, έχουµε s > x. Τώρα χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι

το A είναι και ανοικτό. Συνεπώς, υπάρχει δ > 0 ώστε (s − δ, s + δ) ⊆ A. ΄Οµως τότε, στο

(s−δ, s) µπορούµε να ϐρούµε στοιχείο του A το οποίο είναι µεγαλύτερο από το x (εξηγήστε

γιατί). ∆ηλαδή, υπάρχει στοιχείο του B το οποίο είναι µικρότερο από το inf B, άτοπο.

3.20. (α) Για κάθε n ∈ Z, έστω Fn κλειστό υποσύνολο του (n, n+1). Θέτουµε F =
⋃
n∈Z Fn.

Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό στο R.

(ϐ) Βρείτε µια ακολουθία ξένων ανά δυο κλειστών συνόλων στο R των οποίων η ένωση δεν

είναι κλειστό σύνολο.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε n ∈ Z ϑέτουµε an = inf Fn και bn = supFn. Τότε an, bn ∈ Fn και

αφού το Fn είναι κλειστό, έχουµε an, bn ∈ Fn. Αφού το Fn είναι υποσύνολο του (n, n+ 1),

συµπεραίνουµε ότι n < an 6 bn < n+ 1 και Fn ⊆ [an, bn].

∆είχνουµε ότι το F =
⋃
n∈Z Fn είναι κλειστό στο R ως εξής: έστω x ∈ F . Υπάρχει n ∈ Z

ώστε x ∈ [n, n+ 1). Επίσης, υπάρχει ακολουθία (xk) στο F ώστε xk → x. Θέτουµε

ε = min{n− bn−1, an+1 − (n+ 1)} > 0.

Υπάρχει k0 ∈ N ώστε : για κάθε k > k0,

bn−1 = n− (n− bn−1) 6 x− ε < xk < x+ ε 6 (n+ 1) + an+1 − (n+ 1) = an+1.

Αυτό σηµαίνει ότι xk ∈ Fn για κάθε k > k0 (εξηγήστε γιατί). ΄Επεται ότι x ∈ Fn = Fn ⊆ F .

∆είξαµε ότι F ⊆ F . ΄Αρα, το F είναι κλειστό.

(ϐ) Θέτουµε Fn = {1/n}, n = 1, 2, . . .. Τα Fn είναι κλειστά, ξένα ανά δύο, και

F =
∞⋃
n=1

Fn =

{
1

n
: n ∈ N

}
.
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Παρατηρούµε ότι το F δεν είναι κλειστό σύνολο: αφού
1
n → 0, έχουµε 0 ∈ F . ΄Οµως,

0 /∈ F .

3.21. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Αν το X έχει περισσότερα από ένα στοιχεία, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X, ώστε G 6= ∅
και X \G 6= ∅.
(ϐ) Αν το X είναι άπειρο σύνολο, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X ώστε το G και το X \ G να

είναι άπειρα.

Υπόδειξη. (α) Αφού τοX έχει περισσότερα από ένα στοιχεία, µπορούµε να ϐρούµε x, y ∈ X
µε x 6= y. Τότε, d(x, y) > 0 άρα υπάρχει ε > 0 ώστε y /∈ B(x, ε). Θέτουµε G = B(x, ε).

Το G είναι ανοικτό και µη κενό διότι x ∈ G. Επίσης, X \G 6= ∅ διότι y /∈ G.

(ϐ) ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

1. Υπάρχουν x, y ∈ X, x 6= y τα οποία είναι σηµεία συσσώρευσης του X. Βρίσκουµε

ε > 0 ώστε B(x, ε) ∩B(y, ε) = ∅. Στην B(x, ε) και στην B(y, ε) υπάρχουν άπειρα σηµεία

του X (χαρακτηρισµός του σηµείου συσσώρευσης). Θέτουµε G = B(x, ε). Το G είναι

ανοικτό και έχει άπειρα στοιχεία. Το X \G είναι κι αυτό άπειρο σύνολο, διότι περιέχει την

B(y, ε) που έχει άπειρα στοιχεία.

2. Ο X έχει το πολύ ένα σηµείο συσσώρευσης. Αφού το X είναι άπειρο σύνολο και

όλα τα σηµεία του (εκτός από ένα το πολύ) είναι µεµονωµένα σηµεία του X, µπορούµε να

ϐρούµε ακολουθία (xn) στο X, µε όρους διαφορετικούς ανά δύο, ώστε κάθε xn να είναι

µεµονωµένο σηµείο του X.

[Θυµηθείτε ότι ο x είναι µεµονωµένο σηµείο του X αν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης

του X. ∆ηλαδή, αν υπάρχει εx > 0 ώστε B(x, εx) ∩ (X \ {x}) = ∅. Αυτό σηµαίνει ότι

B(x, εx) = {x}, δηλαδή το µονοσύνολο {x} είναι ανοικτό σύνολο.]

Θέτουµε G = {x2, x4, . . . , x2n, . . .}. Τότε, το

G =
∞⋃
n=1

{x2n}

είναι ανοικτό σύνολο ως ένωση ανοικτών συνόλων και έχει άπειρα στοιχεία. Το X \G είναι

επίσης άπειρο, αφού περιέχει το σύνολο {x1, x3, . . . , x2n−1, . . .}.

3.22. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και x, y ∈ X µε x 6= y. ∆είξτε ότι υπάρχουν ανοικτά

σύνολα U, V ώστε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅.

Υπόδειξη. Αφού x 6= y, έχουµε ρ(x, y) = δ > 0. Θέτουµε U = B(x, δ/3) και V =

B(y, δ/3). Τα U, V είναι ανοικτά και, προφανώς, x ∈ U , y ∈ V . Παρατηρούµε ότι : αν
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z ∈ U = B(x, δ/3) τότε z ∈ B̂(x, δ/3), δηλαδή ρ(x, z) 6 δ/3. Οµοίως, αν z ∈ V έχουµε

ρ(z, y) 6 δ/3. Αν λοιπόν z ∈ U ∩ V , τότε

δ = ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) 6
δ

3
+
δ

3
=

2δ

3
.

Αυτό είναι άτοπο, άρα U ∩ V = ∅.

3.23. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, x ∈ X και F κλειστό υποσύνολο του X µε x /∈ F .

∆είξτε ότι υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ώστε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩ V = ∅. Μπορούµε

να πετύχουµε να ισχύει, επιπλέον, ότι U ∩ V = ∅;

Υπόδειξη. Αφού το F είναι κλειστό υποσύνολο του X και x /∈ F = F , υπάρχει δ > 0 ώστε

B(x, δ) ∩ F = ∅.

Θέτουµε

U = B(x, δ/3) και V = X \ B̂(x, 2δ/3) = {y ∈ X : ρ(x, y) > 2δ/3}.

Προφανώς x ∈ U και εύκολα ελέγχουµε ότι F ⊆ V . Παρατηρούµε ότι :

(i) Αν z ∈ U τότε ρ(z, x) 6 δ/3.

(ii) Αν z ∈ V τότε ρ(z, x) > 2δ/3.

΄Επεται ότι U ∩ V = ∅.

3.24. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Θέτουµε A′ το παράγωγο σύνολο του A,

δηλαδή το σύνολο των σηµείων συσσσώρευσης του A. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) A = A ∪ A′. Συµπεράνατε ότι το A είναι κλειστό αν και µόνο αν περιέχει τα σηµεία

συσσώρευσής του.

(ϐ) Το A′ είναι κλειστό σύνολο.

(γ) Αν A ⊆ B ⊆ X τότε A′ ⊆ B′.

(δ) A′ = (A)′. ∆ηλαδή, τα A και A έχουν τα ίδια σηµεία συσσώρευσης.

(ε) (A′)′ ⊆ A′. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε ο εγκλεισµός να είναι γνήσιος.

Υπόδειξη. (α) Γνωρίζουµε ότι A ⊆ A. Επίσης, αν x ∈ A′ τότε κάθε ανοικτή µπάλα B(x, ε)

περιέχει σηµεία του A (και µάλιστα διαφορετικά από το x), άρα x ∈ A. Αυτό δείχνει ότι

A′ ⊆ A και έπεται ότι A ∪ A′ ⊆ A. Αντίστροφα, αν x ∈ A και x /∈ A, τότε για κάθε ε > 0

έχουµε B(x, ε) ∩ A 6= ∅ και x /∈ A, άρα B(x, ε) ∩ (A \ {x}) 6= ∅ (υπάρχει σηµείο του A
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στην B(x, ε) και αυτό το σηµείο δεν µπορεί να είναι το x). Συνεπώς, x ∈ A′. ∆είξαµε ότι

A \A ⊆ A′, άρα A ⊆ A ∪A′.

∆είχνουµε τώρα ότι το A είναι κλειστό αν και µόνο αν περιέχει τα σηµεία συσσώρευσής

του: αν το A είναι κλειστό, τότε A = A = A ∪ A′, άρα A′ ⊆ A. Αντίστροφα, αν A′ ⊆ A

τότε A = A ∪A′ ⊆ A ∪A = A. Αφού A ⊆ A, το A είναι κλειστό.

(ϐ) Πρέπει να δείξουµε ότι A′ ⊆ A′. ΄Εστω x ∈ A′ και έστω ε > 0. Υπάρχει y ∈ B(x, ε)∩A′.
Αφού η B(x, ε) είναι ανοικτό σύνολο, υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ B(x, ε). Αφού y ∈ A′,
η B(y, δ) περιέχει άπειρα σηµεία του A. Συνεπώς, υπάρχει a ∈ A, a 6= x ώστε a ∈ B(y, δ).

Αφού B(y, δ) ⊆ B(x, ε), έχουµε a ∈ B(x, ε) ∩ (A \ {x}). ∆είξαµε ότι, για κάθε ε > 0,

B(x, ε) ∩ (A \ {x}) 6= ∅. ΄Αρα, x ∈ A′.
Συνεπώς, A′ ⊆ A′ και το A′ είναι κλειστό.

(γ) ΄Εστω x ∈ A′ και έστω ε > 0. Υπάρχει y ∈ A, y 6= x ώστε y ∈ B(x, ε). Αφού A ⊆ B

έχουµε y ∈ B. Συνεπώς, y ∈ B(x, ε) ∩ (B \ {x}). ΄Αρα, y ∈ B′.

(δ) Από το (γ) ϐλέπουµε ότι A′ ⊆ (A)′ (διότι A ⊆ A).

Αντίστροφα, έστω x ∈ (A)′ και έστω ε > 0. Υπάρχει y ∈ A ώστε y 6= x και y ∈ B(x, ε).

Επίσης, µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ B(x, ε) και x /∈ B(y, δ) (αυτό γίνεται

αν επιλέξουµε δ > 0 που ικανοποιεί ταυτόχρονα τις δ < ρ(x, y) και δ < ε− ρ(x, y)). Αφού

y ∈ A, υπάρχει z ∈ A µε z ∈ B(y, δ). Τότε, z ∈ A, z 6= x και z ∈ B(y, δ) ⊆ B(x, ε).

Συνεπώς, B(x, ε) ∩ (A \ {x}) 6= ∅. Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα x ∈ A′.

(ε) Από το (α) έχουµε (A′)′ ⊆ A′. ΄Οµως, είδαµε στο (ϐ) ότι το A′ είναι κλειστό. ∆ηλαδή,

A′ = A′. ΄Επεται ότι (A′)′ ⊆ A′.
Ο εγκλεισµός µπορεί να είναι γνήσιος. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε το σύνολο A ={

1
n : n ∈ N

}
στο R µε τη συνήθη µετρική. Τότε, A′ = {0} και (A′)′ = ∅.

3.25. Εξετάστε αν οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι αληθείς:

(α) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = N.

(ϐ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Z.

(γ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Q.

Υπόδειξη. (α) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = N. Παράδειγµα, το σύνολο

A =

{
n+

1

m
| n,m ∈ N

}
.

(ϐ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Z. Παράδειγµα, το σύνολο

A =

{
n+

1

m
| n ∈ Z,m ∈ N

}
.
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(γ) ∆εν υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Q. Το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης οποιουδήποτε

A ⊆ R είναι κλειστό σύνολο. ΄Οµως, το Q δεν είναι κλειστό υποσύνολο του R.

3.26. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αν A,B ⊆ X, η απόσταση του A από το B ορίζεται ως

εξής:

dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες της απόστασης:

(α) αν A ∩B 6= ∅, τότε dist(A,B) = 0.

(ϐ) dist(A,B) = dist(A,B).

(γ) dist(A,B ∪ C) = min{dist(A,B), dist(A,C)}.

(δ) ∆ώστε παράδειγµα κλειστών και ξένων υποσυνόλων A,B ενός µετρικού χώρου (X, ρ) τα

οποία έχουν µηδενική απόσταση.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x ∈ A ∩B. Τότε, dist(A,B) 6 ρ(x, x) = 0. ΄Αρα, dist(A,B) = 0.

(ϐ) Αφού A ⊆ A και B ⊆ B έχουµε

{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} ⊆ {ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Συνεπώς,

dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} > inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} = dist(A,B).

Για την αντίστροφη ανισότητα, ϑεωρούµε ε > 0 και τυχόντα x ∈ A, y ∈ B. Υπάρχουν

a ∈ A, b ∈ B ώστε ρ(a, x) < ε και ρ(y, b) < ε. Τότε,

dist(A,B) 6 ρ(a, b) 6 ρ(a, x) + ρ(x, y) + ρ(y, b) < ρ(x, y) + 2ε.

∆ηλαδή,

dist(A,B)− 2ε < ρ(x, y)

για κάθε x ∈ A, y ∈ B. ΄Επεται ότι

dist(A,B)− 2ε 6 dist(A,B).

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, dist(A,B) 6 dist(A,B).

(γ) Από τις B ⊆ B ∪ C και C ⊆ B ∪ C έπεται άµεσα ότι dist(A,B ∪ C) 6 dist(A,B) και

dist(A,B ∪ C) 6 dist(A,C). Συνεπώς,

dist(A,B ∪ C) 6 min{dist(A,B),dist(A,C)}.

Για την αντίστροφη ανισότητα, ϑεωρούµε τυχόν ε > 0 και ϐρίσκουµε x ∈ A και y ∈ B ∪C
ώστε ρ(x, y) < dist(A,B ∪ C) + ε. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:
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(i) Αν y ∈ B τότε dist(A,B) 6 ρ(x, y) < dist(A,B ∪ C) + ε.

(ii) Αν y ∈ C τότε dist(A,C) 6 ρ(x, y) < dist(A,B ∪ C) + ε.

΄Επεται ότι

min{dist(A,B), dist(A,C)} < dist(A,B ∪ C) + ε

και αφού το ε > 0 ήταν τυχόν έχουµε το Ϲητούµενο.

(δ) ΄Ενα παράδειγµα στο Ευκλείδειο επίπεδο δίνουν τα σύνολα A = {(x, 0) : x ∈ R} και

B =
{(
x, 1x

)
| x > 0

}
(εξηγήστε γιατί είναι κλειστά). Για κάθε x > 0 έχουµε

dist(A,B) 6

∥∥∥∥(x, 1

x

)
− (x, 0)

∥∥∥∥
2

=
1

x
,

άρα dist(A,B) 6 lim
x→+∞

1
x = 0. Συνεπώς, dist(A,B) = 0.

΄Ενα παράδειγµα στοR δίνουν τα σύνολαA = N = {n : n ∈ N} καιB =
{
n+ 1

2n : n ∈ N
}
.

Για κάθε n ∈ N έχουµε

dist(A,B) 6

∣∣∣∣n− (n+
1

2n

)∣∣∣∣ =
1

2n
,

άρα dist(A,B) 6 lim
n→∞

1
2n = 0. Συνεπώς, dist(A,B) = 0.

3.27. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν x ∈ X ορίζουµε την απόσταση του x από

το A να είναι η απόσταση των συνόλων {x} και A:

dist(x,A) = inf{ρ(x, a) : a ∈ A}.

Αποδείξτε ότι :

(α) dist(x,A) = 0 αν και µόνο αν x ∈ A.

(ϐ) |dist(x,A)− dist(y,A)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X.

(γ) Το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) < ε} είναι ανοικτό, ενώ το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) 6

ε} είναι κλειστό.

(δ) Αν A ⊆ B ⊆ A, τότε dist(x,A) = dist(x,B) για κάθε x ∈ X.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι dist(x,A) = 0 αν και µόνο αν, για κάθε ε > 0 υπάρχει

a ∈ A ώστε ρ(x, a) < ε δηλαδή αν και µόνο αν, για κάθε ε > 0 ισχύει B(x, ε) ∩ A 6= ∅
δηλαδή αν και µόνο αν x ∈ A.

(ϐ) ΄Εστω x, y ∈ X. Για κάθε a ∈ A έχουµε dist(x,A) 6 ρ(x, a) 6 ρ(x, y)+ρ(y, a), δηλαδή

dist(x,A)− ρ(x, y) 6 ρ(y, a) για κάθε a ∈ A. ΄Επεται ότι dist(x,A)− ρ(x, y) 6 dist(y,A),

άρα

dist(x,A)− dist(y,A) 6 ρ(x, y).
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Με τον ίδιο τρόπο ελέγχουµε ότι dist(y,A)− dist(x,A) 6 ρ(x, y), άρα

|dist(x,A)− dist(y,A)| 6 ρ(x, y).

(γ) ΄Εστω U = {x ∈ X : dist(x,A) < ε}. Θεωρούµε τυχόν x ∈ U και επιλέγουµε

0 < δ < ε− dist(x,A). Για κάθε y ∈ B(x, δ) ισχύει dist(y,A) 6 dist(x,A) + ρ(y, x) < ε.

΄Αρα, B(y, δ) ⊆ U . Αυτό αποδεικνύει ότι το U είναι ανοικτό.

΄Εστω F = {x ∈ X : dist(x,A) 6 ε}. Θεωρούµε xn ∈ F µε xn → x. Τότε, dist(x,A) 6

dist(xn, A)+ρ(xn, x) 6 ε+ρ(xn, x) για κάθε n ∈ N και ε+ρ(xn, x)→ ε διότι ρ(xn, x)→ 0.

΄Επεται ότι dist(x,A) 6 ε δηλαδή x ∈ F . Αυτό αποδεικνύει ότι το F είναι κλειστό.

(δ) Από την A ⊆ B ⊆ A έπεται ότι dist(x,A) 6 dist(x,B) 6 dist(x,A). Θα δείξουµε

ότι dist(x,A) 6 dist(x,A) ΄Εστω ε > 0 και y ∈ A ώστε ρ(x, y) < dist(x,A) + ε. Αφού

y ∈ A, υπάρχει a ∈ A ώστε ρ(y, a) < ε. Τότε, dist(x,A) 6 ρ(x, a) 6 ρ(x, y) + ρ(y, a) <

dist(x,A) + 2ε. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι dist(x,A) 6 dist(x,A).

3.28. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αποδείξτε ότι

A′ = {x ∈ X : dist(x,A \ {x}) = 0} .

Υπόδειξη. ΄Εχουµε x ∈ A′ αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει a ∈ A \ {x} ώστε

ρ(x, a) < ε δηλαδή αν και µόνο αν dist(x,A \ {x}) = inf{ρ(x, a) : a ∈ A \ {x}} = 0.

3.29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι κάθε κλειστό υποσύνολο του X γράφεται

ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών συνόλων και κάθε ανοικτό υποσύνολο του X γράφεται ως

αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων.

Υπόδειξη. ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του X. Παρατηρούµε ότι F =
⋂∞
n=1Gn όπου

Gn = {x ∈ X : dist(x, F ) < 1/n}. Πράγµατι, κάθε Gn περιέχει το F (διότι, αν x ∈ F τότε

d(x, F ) = 0 < 1/n), άρα

F ⊆
∞⋂
n=1

Gn.

Αντίστροφα, αν x ∈
⋂∞
n=1Gn τότε dist(x, F ) < 1

n για όλα τα n, άρα dist(x, F ) = 0. ΄Επεται

ότι x ∈ F = F διότι το F είναι κλειστό. Τέλος, κάθε Gn είναι ανοικτό σύνολο.

΄Εστω τώραG ανοικτό υποσύνολο τουX. ΤοX\G είναι κλειστό, άραX\G =
⋂∞
n=1Gn,

όπου κάθεGn είναι ανοικτό. Τότε,G =
⋃∞
n=1(X\Gn) =

⋃∞
n=1 Fn, όπου κάθε Fn = X\Gn

είναι κλειστό υποσύνολο του X.

3.30. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Αποδείξτε τις εξής ιδιότητες του συνόρου

του A:
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(α) bd(A) = bd(Ac).

(ϐ) cl(A) = bd(A) ∪A◦.

(γ) X = A◦ ∪ bd(A) ∪ (X \A)◦.

(δ) bd(A) = A \ A◦ ή ισοδύναµα bd(A) = A ∩X \A. Εποµένως, το σύνορο είναι κλειστό

σύνολο.

(ε) Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν bd(A) ⊆ A.

Υπόδειξη. (α) ΄Εχουµε x ∈ bd(A) αν και µόνο αν κάθε µπάλα B(x, ε) έχει µη κενή τοµή µε

το A και µε το Ac. Από την άλλη πλευρά, x ∈ bd(Ac) αν και µόνο αν κάθε µπάλα B(x, ε)

έχει µη κενή τοµή µε το Ac και µε το (Ac)c = A. Είναι λοιπόν ϕανερό ότι bd(A) = bd(Ac).

(ϐ) Αν x ∈ bd(A) τότε κάθε µπάλα B(x, ε) έχει µη κενή τοµή µε το A, άρα x ∈ A. ∆ηλαδή,

bd(A) ⊆ A. Επίσης, A◦ ⊆ A ⊆ A. Συνεπώς, A ⊇ bd(A) ∪A◦.
Αντίστροφα, έστω x ∈ A και ας υποθέσουµε ότι x /∈ A◦. Τότε, κάθε µπάλα B(x, ε) έχει

µη κενή τοµή µε το A και δεν περιέχεται στο A άρα έχει µη κενή τοµή µε το Ac. ΄Επεται

ότι x ∈ bd(A). ∆είξαµε ότι A \A◦ ⊆ bd(A), άρα A ⊆ bd(A) ∪A◦.

(γ) Γνωρίζουµε ότι X = A∪ (X \A)◦. Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο ερώτηµα συµπε-

ϱαίνουµε ότι X = A◦ ∪ bd(A) ∪ (X \A)◦.

(δ) Παρατηρούµε ότι bd(A) ∩ A◦ = ∅ (αν x ∈ A◦ υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A δηλαδή

B(x, ε) ∩Ac = ∅, άρα x /∈ bd(A)). Είδαµε ότι A = bd(A) ∪A◦, άρα bd(A) = A \A◦.
Χρησιµοποιώντας την X \A◦ = X \A συµπεραίνουµε ότι

bd(A) = A ∩ (X \A◦) = A ∩X \A.

΄Επεται ότι το bd(A) είναι κλειστό σύνολο (γράφεται ως τοµή δύο κλειστών συνόλων).

(ε) Αν το A είναι κλειστό τότε bd(A) ⊆ A◦ ∪ bd(A) = A = A. Αν bd(A) ⊆ A, τότε

A = bd(A) ∪A◦ ⊆ A ∪A = A, άρα το A είναι κλειστό.

3.31. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν το A είναι ανοικτό ή κλειστό υποσύνολο του X τότε το bd(A) έχει κενό εσωτερικό.

(ϐ) Αν A ∩B = ∅ τότε bd(A ∪B) = bd(A) ∪ bd(B).

Υπόδειξη. (α) ΄Εχουµε δει ότι bd(A) = bd(Ac). Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε την περίπτωση

που το A είναι ανοικτό (εξηγήστε γιατί).

΄Εστω x ∈ [bd(A)]◦. Τότε, υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ bd(A). Αφού x ∈ bd(A),

υπάρχει y ∈ A∩B(x, ε). Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι το A είναι ανοικτό, µπορούµε

να ϐρούµε δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ A. Αυτό όµως είναι άτοπο: έχουµε y ∈ bd(A), άρα η

B(y, δ) πρέπει να περιέχει σηµεία του Ac.
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Υποθέτοντας ότι υπάρχει x ∈ [bd(A)]◦ καταλήξαµε σε άτοπο. Συνεπώς, το bd(A) έχει

κενό εσωτερικό.

(ϐ) ΄Εστω x ∈ bd(A). Τότε x ∈ A, άρα x /∈ B. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε δ0 > 0 ώστε

B(x, δ0) ∩B = ∅. Τότε, αν 0 < δ 6 δ0 έχουµε:

(i) B(x, δ) ∩A 6= ∅ άρα B(x, δ) ∩ (A ∪B) 6= ∅.

(ii) Υπάρχει y ∈ B(x, δ) ώστε y /∈ A. Επίσης, y /∈ B αφού B(x, δ) ∩ B = ∅. ΄Αρα,

y /∈ A ∪B, το οποίο σηµαίνει ότι B(x, δ) ∩ (X \ (A ∪B)) 6= ∅.

Παρατηρώντας ότι, αν κάθε B(x, δ), 0 < δ 6 δ0 έχει µη κενή τοµή µε το A ∪ B και το

συµπλήρωµά του τότε το ίδιο ισχύει και για κάθε µπάλα B(x, δ) µε µεγαλύτερη ακτίνα,

συµπεραίνουµε ότι x ∈ bd(A ∪ B). ΄Αρα, bd(A) ⊆ bd(A ∪ B). ΄Οµοια δείχνουµε ότι

bd(B) ⊆ bd(A ∪B), άρα bd(A) ∪ bd(B) ⊆ bd(A ∪B).

Αντίστροφα, έστω x ∈ bd(A ∪ B). Τότε, x ∈ A ∪B άρα, είτε x ∈ A ή x ∈ B. Ας

υποθέσουµε ότι x ∈ A. ΄Οπως πριν, ϐρίσκουµε δ0 > 0 ώστε B(x, δ0) ∩ B = ∅. Τότε, αν

0 < δ 6 δ0 έχουµε:

(i) Υπάρχει y ∈ A ∪ B ώστε y ∈ B(x, δ) διότι x ∈ bd(A ∪ B). ΄Οµως, y /∈ B διότι

B(x, δ) ∩B = ∅. ΄Αρα, y ∈ A και αυτό σηµαίνει ότι B(x, δ) ∩A 6= ∅.

(ii) Υπάρχει y ∈ B(x, δ) ώστε y /∈ A ∪ B. ΄Αρα, y /∈ A, το οποίο σηµαίνει ότι B(x, δ) ∩
(X \A) 6= ∅.

Παρατηρώντας ότι, αν κάθε B(x, δ), 0 < δ 6 δ0 έχει µη κενή τοµή µε το A και το συ-

µπλήρωµά του τότε το ίδιο ισχύει και για κάθε µπάλα B(x, δ) µε µεγαλύτερη ακτίνα,

συµπεραίνουµε ότι x ∈ bd(A).

Υποθέτοντας ότι x ∈ B δείχνουµε µε τον ίδιο τρόπο ότι x ∈ bd(B). Σε κάθε περίπτωση,

x ∈ bd(A) ∪ bd(B). ΄Αρα, bd(A) ∪ bd(B) ⊇ bd(A ∪B).

3.32. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (bd(A))◦ = R.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το Q στο R µε τη συνήθη µετρική. Τότε, bd(Q) = Q ∩ R \Q =

R ∩ R = R. ΄Επεται ότι (bd(Q))◦ = R.

3.33. ΄Εστω A υποσύνολο του (X, ρ). Αν G και H είναι ξένα ανοικτά σύνολα στο A, δείξτε

ότι υπάρχουν ξένα ανοικτά σύνολα U και V στο X ώστε G = A ∩ U και H = A ∩ V .

Υπόδειξη. Το G είναι ανοικτό στο A, άρα γράφεται ως ένωση από ανοικτές µπάλες του A

δηλαδή,

G =
⋃
x∈G

BρA(x, εx).
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Οµοίως, το H γράφεται ως ένωση από ανοικτές µπάλες του A δηλαδή,

H =
⋃
y∈H

BρA(y, εy).

Από την G ∩H = ∅ συµπεραίνουµε ότι αν x ∈ G και y ∈ H τότε ρ(x, y) > max{εx, εy}.
Ορίζουµε U =

⋃
x∈GBρ(x, εx/2) και V =

⋃
y∈H Bρ(y, εy/2). Τότε, τα U, V είναι ανοικτά

υποσύνολα του X και

A ∩ U =
⋃
x∈G

BρA(x, εx/2) = G και A ∩ V =
⋃
y∈H

BρA(y, εy/2) = H.

Μένει να δείξουµε ότι U ∩V = ∅. ΄Εστω z ∈ U ∩V . Τότε, υπάρχουν x ∈ G και y ∈ H ώστε

z ∈ Bρ(x, εx/2) και z ∈ Bρ(y, εy/2). Από την τριγωνική ανισότητα παίρνουµε

ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y) <
εx
2

+
εy
2

6 max{εx, εy},

δηλαδή ρ(x, y) < max{εx, εy}, το οποίο είναι άτοπο.

3.34. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε οικογένεια ξένων ανοικτών

υποσυνόλων του X είναι πεπερασµένη ή αριθµήσιµη.

Υπόδειξη. Ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος, άρα υπάρχει πεπερασµένο ή αριθµήσιµο σύνολο

D ώστε D = X. Θα χρησιµοποιήσουµε το εξής: αν G είναι ανοικτό, µη κενό υποσύνολο

του X τότε G ∩ D 6= ∅ (πράγµατι, αν αυτό δεν ήταν σωστό, ϑα είχαµε D ⊆ X \ G άρα

X = D ⊆ X \G = X \G, το οποίο είναι άτοπο).

΄Εστω (Gi)i∈I οικογένεια µη κενών, ξένων ανά δύο ανοικτών υποσυνόλων του X. Με

ϐάση την προηγούµενη παρατήρηση, για κάθε i ∈ I επιλέγουµε κάποιο di ∈ Gi ∩D. Η

συνάρτηση f : I → D που απεικονίζει το i ∈ I στο di ∈ Gi ∩ D είναι 1-1: αν i 6= j

τότε (Gi ∩ D) ∩ (Gj ∩ D) = ∅, άρα di 6= dj . ΄Επεται ότι το I είναι ισοπληθικό µε ένα

υποσύνολο του D, άρα το I είναι το πολύ αριθµήσιµο. Ισοδύναµα, η οικογένεια (Gi)i∈I

είναι πεπερασµένη ή αριθµήσιµη.

3.35. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) Αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του X, τότε D ∩G = G για κάθε ανοικτό υποσύνολο

G του X.

(ϐ) Αν το G είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X και το D είναι πυκνό υποσύνολο του

X, τότε το G∩D είναι πυκνό υποσύνολο τουX. Ισχύει το ίδιο αν το G δεν υποτεθεί ανοικτό ;

(γ) Είναι σωστό ότι η τοµή µιας ακολουθίας ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X είναι

πυκνό υποσύνολο του X;
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Υπόδειξη. (α) Από την D ∩G ⊆ G έχουµε D ∩G ⊆ G.

Αντίστροφα, έστω x ∈ G και έστω ε > 0. Υπάρχει y ∈ B(x, ε)∩G. Το τελευταίο σύνολο

είναι ανοικτό ως τοµή ανοικτών συνόλων, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ B(x, ε) ∩ G.

Αφού τοD είναι πυκνό, µπορούµε να ϐρούµε z ∈ B(y, δ)∩D. Τότε, z ∈ B(x, ε)∩(G∩D).

∆είξαµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει z ∈ G ∩D ώστε z ∈ B(x, ε). ΄Αρα, x ∈ G ∩D. ΄Επεται

ότι G ⊆ G ∩D.

(ϐ) Από το (α) έχουµε G ∩D = G. ΄Οµως, G = X διότι το G έχει υποτεθεί και πυκνό.

Συνεπώς, G ∩D = X και το G ∩D είναι πυκνό.

Η υπόθεση ότι το G είναι ανοικτό είναι ουσιαστική: η τοµή δύο πυκνών συνόλων δεν

είναι απαραίτητα πυκνό σύνολο. Για παράδειγµα, το Q και το R \Q είναι πυκνά στο R µε

τη συνήθη µετρική, όµως η τοµή τους είναι το κενό σύνολο.

(γ) ∆εν είναι πάντα σωστό ότι η τοµή µιας ακολουθίας ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων

ενός µετρικού χώρου X είναι πυκνό υποσύνολο του X. Για παράδειγµα, ϑεωρούµε το

Q σαν υπόχωρο του R (µε τη συνήθη µετρική). Το Q είναι αριθµήσιµο σύνολο, δηλαδή

µπορούµε να το γράψουµε στη µορφή Q = {qn : n ∈ N}. Για κάθε N ∈ N το σύνολο

FN = {q1, . . . , qN} είναι κλειστό ως πεπερασµένο σύνολο, άρα το GN = Q \ FN είναι

ανοικτό. Επίσης, κάθε GN είναι πυκνό υποσύνολο του (Q, | · |): αν q ∈ Q και ε > 0 τότε

στην B(x, ε) υπάρχουν άπειροι ϱητοί, άρα και κάποιος qn µε δείκτη n > N . ∆ηλαδή,

B(x, ε) ∩GN 6= ∅.
Είδαµε ότι κάθεGN είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του (Q, |·|). ΄Οµως,

⋂∞
N=1GN =

∅ αφού, για κάθε N ∈ N, qN /∈ GN άρα qN /∈
⋂∞
N=1GN .

3.36. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xn, dn) µετρικοί χώροι. Θεωρούµε τον χώρο γινόµενο (X, d) µε

X =
∏n
i=1Xi και d = max16i6n di. ∆είξτε ότι :

(α) Αν κάθε Gi είναι di-ανοικτό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1Gi είναι d-ανοικτό στον

X.

(ϐ) Αν κάθε Fi είναι di-κλειστό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1 Fi είναι d-κλειστό στον

X.

(γ) Αν κάθε Di είναι πυκνό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το D =
∏n
i=1Di είναι πυκνό στον X.

Ειδικότερα, αν κάθε (Xi, di), i = 1, ..., n είναι διαχωρίσιµος τότε ο (X, d) είναι διαχωρί-

σιµος.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x = (x1, . . . , xn) ∈
∏n
i=1Gi. Τότε, xi ∈ Gi για κάθε i = 1, . . . , n.

Αφού κάθε Gi είναι di-ανοικτό στονXi, µπορούµε να ϐρούµε ri > 0 ώστε Bdi(xi, ri) ⊆ Gi,
i = 1, . . . , n. Θέτουµε r = min{r1, . . . , rn} και αποδεικνύουµε ότι Bd(x, r) ⊆

∏n
i=1Gi.

Πράγµατι, αν y = (y1, . . . , yn) ∈ Bd(x, r) τότε max16i6n di(xi, yi) < r, οπότε di(xi, yi) <
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r 6 ri για κάθε i = 1, . . . , n, άρα yi ∈ Bdi(xi, ri) ⊆ Gi για κάθε i = 1, . . . , n, άρα

y ∈
∏n
i=1Gi.

΄Επεται ότι το
∏n
i=1Gi είναι ανοικτό στον (X, d).

(ϐ) ΄Εστω (xm) ακολουθία στο
∏n
i=1 Fi µε x

m = (xm1 , . . . , x
m
n )

d−→ x = (x1, . . . , xn) ∈ X.

Η d είναι µετρική γινόµενο, συνεπώς xmi
di−→ xi για κάθε i = 1, . . . , n. Αφού κάθε Fi είναι

di-κλειστό στον Xi, συµπεραίνουµε ότι xi ∈ Fi για κάθε i = 1, . . . , n, άρα x ∈
∏n
i=1 Fi.

΄Επεται ότι το
∏n
i=1 Fi είναι d-κλειστό στον X.

(γ) ΄Εστω x = (x1, . . . , xn) ∈ X και έστω ε > 0. Αφού κάθε Di είναι πυκνό στον Xi,

υπάρχουν yi ∈ Di ώστε di(xi, yi) < ε για κάθε i = 1, . . . , n. Αν ϑέσουµε y = (y1, . . . , yn)

τότε y ∈ D και d(x, y) = max16i6n di(xi, yi) < ε. ΄Επεται ότι το D =
∏n
i=1Di είναι πυκνό

στον X.

Ειδικότερα, αν κάθε (Xi, di), i = 1, ..., n είναι διαχωρίσιµος τότε ο (X, d) είναι δια-

χωρίσιµοσ: πράγµατι, στον προηγούµενο ισχυρισµό, αν κάθε Di είναι αριθµήσιµο τότε το

D =
∏n
i=1Di είναι επίσης αριθµήσιµο και, όπως είδαµε, πυκνό στον (X, d).

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

3.37. Θεωρούµε το σύνολο A = {1/n : n = 1, 2, . . .} ∪ {0} εφοδιασµένο µε την συνήθη

µετρική του R. Να ϐρεθούν όλα τα ανοικτά υποσύνολα του (A, | · |).

Υπόδειξη. Κάθε B ⊆ A µε 0 /∈ B, είναι ανοικτό : γράφεται ως ένωση µονοσυνόλων {1/n},
καθένα από τα οποία είναι ανοικτό σύνολο (για µια εξήγηση, δείτε την ΄Ασκηση 1.3 (ε)

παρακάτω). Μένει λοιπόν να εξετάσουµε ποιά σύνολα C ⊆ A µε 0 ∈ C είναι ανοικτά.

Αν C είναι ένα τέτοιο σύνολο, το 0 ∈ C◦ άρα περιέχει όλους τελικά τους 1/n (διότι

υπάρχει ε > 0 ώστε (−ε, ε) ∩ A ⊆ C και ισχύει 0 < 1/n < ε τελικά). ΄Αρα, ϑα πρέπει το

A \ C να είναι πεπερασµένο. Αντίστροφα, κάθε C ⊆ A µε 0 ∈ C και A \ C πεπερασµένο

είναι ανοικτό, διότι το συµπλήρωµά του (δηλαδή, το A \ C) είναι κλειστό ως πεπερασµένο

σύνολο.

3.38. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊆ B ⊆ X. ∆είξτε ότι : αν το A είναι πυκνό στο B

και το B είναι πυκνό στο X τότε το A είναι πυκνό στο X.

Υπόδειξη. Θεωρήστε τυχόν x ∈ X και τυχόν ε > 0. Αφού το B είναι πυκνό στο X

υπάρχει b ∈ B ώστε d(b, x) < ε/2, και αφού το A είναι πυκνό στο B υπάρχει a ∈ A ώστε

d(a, b) < ε/2. Από την τριγωνική ανισότητα έπεται ότι d(a, x) < ε.

3.39. Θεωρούµε το R µε την συνήθη µετρική. Εξετάστε αν υπάρχει E ⊆ R, διαφορετικό από

το ∅ και το R, το οποίο να έχει την εξής ιδιότητα (για καθεµία ξεχωριστά δώστε παράδειγµα

µε αιτιολόγηση ή αποδείξτε ότι τέτοιο σύνολο δεν µπορεί να υπάρχει):
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(α) Το E είναι άπειρο σύνολο αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(ϐ) Το E έχει άπειρα σηµεία συσσώρευσης αλλά δεν έχει κανένα εσωτερικό σηµείο.

(γ) Το E είναι ανοικτό αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(δ) Το E είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R.

(ε) Το E είναι ϕραγµένο και έχει άπειρα µεµονωµένα σηµεία (δηλαδή, το E \ E′ είναι

άπειρο σύνολο).

Υπόδειξη. (α) ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το Z: για κάθεm ∈ Z ισχύειB(m, 1/2)∩(Z\{m}) =

∅. Αν x /∈ Z τότε, ακόµα ισχυρότερα, µπορούµε να ϐρούµε ε > 0 ώστε B(x, ε) ∩ Z = ∅.

(ϐ) ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το E =
{
m+ 1

2n : m,n ∈ N
}
. Κάθε n ∈ N είναι σηµείο

συσσώρευσης του E: η ακολουθία bn = m+ 1
2n συγκλίνει στο m και όλοι οι όροι της είναι

διάφοροι του m. Το E δεν περιέχει διάστηµα (διότι δεν περιέχει άρρητους) άρα δεν έχει

εσωτερικά σηµεία.

(γ) ∆εν υπάρχει τέτοιο σύνολο: ως ανοικτό και µη κενό, ϑα περιείχε κάποιο ανοικτό διά-

στηµα (a, b), και κάθε x ∈ (a, b) ϑα ήταν σηµείο συσσώρευσης του E (εξηγήστε γιατί).

(δ) ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το E = R \ {0}. Εξηγήστε γιατί είναι πυκνό.

(ε) ΄Ενα τέτοιο σύνολο είναι το E =
{

1
n : n ∈ N

}
. Περιέχεται στο [0, 1] και το µοναδικό

σηµείο συσσώρευσής του είναι το 0. Εξηγήστε γιατί : το λεπτό σηµείο είναι ότι, για κάθε n ∈
N, το

1
n είναι µεµονωµένο σηµείο του E, αφού (π.χ. για n > 2) αν πάρουµε εn = 1

n(n+1) =

min
{

1
n −

1
n+1 ,

1
n−1 −

1
n

}
> 0 τότε το µοναδικό σηµείο του E στο (1/n−εn, 1/n+εn) είναι

το 1/n.

3.40. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής ή ψευδής (αιτιολογήστε

πλήρως την απάντησή σας).

(i) Αν το A είναι πυκνό υποσύνολο του R και το F είναι πεπερασµένο υποσύνολο του R,

τότε το A \ F είναι πυκνό υποσύνολο του R.

(ii) Αν τα D1, D2 είναι πυκνά υποσύνολα του R, τότε το D1 ∩D2 είναι πυκνό υποσύνολο

του R.

Υπόδειξη. (i) Σωστό : ΄Εστω x ∈ R και ε > 0. Στο (x − ε, x + ε) υπάρχουν άπειρα σηµεία

του A (διότι, αν τα µόνα σηµεία του A ήταν τα a1 < a2 < . . . < aN τότε στο (x − ε, a1)
δεν ϑα υπήρχε σηµείο του A, και αυτό είναι άτοπο αφού το A είναι πυκνό). Αφού το
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A∩(x−ε, x+ε) είναι άπειρο και το F είναι πεπερασµένο, έχουµε (A\F )∩(x−ε, x+ε) ⊇
[A ∩ (x− ε, x+ ε)] \ F 6= ∅.

(ii) Λάθος: το Q και το R\Q είναι πυκνά υποσύνολα του R, όµως η τοµή τους είναι το κενό

σύνολο.

3.41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στονX και x ∈ X. Θέτουµε A = {xn :

n = 1, 2, . . .}. Αποδείξτε ότι :

(i) Αν x ∈ A′, τότε υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn → x.

(ii) Αν η (xn) είναι ϐασική, τότε το A′ περιέχει το πολύ ένα σηµείο.

(iii) Αν η (xn) είναι ϐασική και A′ 6= ∅, τότε η (xn) είναι συγκλίνουσα.

Υπόδειξη. (i) Για κάθε ε > 0 υπάρχουν άπειρα σηµεία του A στην B(x, ε). Συνεπώς, για

κάθε ε > 0 υπάρχουν άπειροι όροι της (xn) στην B(x, ε). ΄Ετσι, παίρνοντας ε = 1, 1/2, . . .

ϐρίσκουµε (διαδοχικά) k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ώστε d(x, xkn) < 1
n (στο n-οστό

ϐήµα, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι άπειροι xs ∈ B(x, 1/n), άρα και κάποιος xkn µε δείκτη

kn > kn−1). Η (xkn) που ορίζεται έτσι είναι υπακολουθία της (xn) και συγκλίνει στο x.

(ii) και (iii) µαζί : ΄Εστω x σηµείο συσσώρευσης του A. Από το προηγούµενο ερώτηµα, η

(xn) έχει υπακολουθία που συγκλίνει στο x. Αφού η (xn) είναι ϐασική, έπεται ότι xn → x

(ϑεωρία). Αυτό αποδεικνύει και το (ii): αν το A είχε δύο σηµεία συσσώρευσης x 6= y, τότε

ϑα είχαµε xn → x και xn → y, άτοπο.

3.42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει εx > 0 ώστε

η B(x, εx) να είναι πεπερασµένο σύνολο. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο του X είναι ανοικτό

σύνολο.

Υπόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι : για κάθε x ∈ X το µονοσύνολο {x} είναι ανοικτό σύνολο.

Τότε, κάθε A ⊆ X γράφεται ως ένωση ανοικτών συνόλων, A =
⋃
x∈A{x}, άρα είναι ανοικτό

σύνολο.

΄Εστω λοιπόν x ∈ X. Από την υπόθεση υπάρχει εx ώστε B(x, εx) = {x} ή B(x, εx) =

{x, x1, . . . , xN}, όπου x1, . . . , xN 6= x. Στην δεύτερη περίπτωση, επιλέγουµε

0 < δ < min{d(x, x1), . . . , d(x, xN )}.

Τότε, B(x, δ) = {x} (εξηγήστε γιατί). Σε κάθε περίπτωση, το {x} είναι ανοικτή µπάλα

κατάλληλης ακτίνας, άρα ανοικτό σύνολο.

3.43. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι

αληθής ή ψευδής (δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα):
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(α) Αν το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του X τότε για κάθε πυκνό υποσύνολο D του X

ισχύει x0 ∈ D.

(ϐ) Αν (xn) είναι ακολουθία στον X µε d(xn, xm) > 1 για κάθε n 6= m στο N, τότε το

σύνολο A = {xn : n ∈ N} είναι κλειστό υποσύνολο του X.

Υπόδειξη. (α) Σωστό. Αν το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του X, τότε το {x0} είναι ανοικτό

σύνολο. Τότε, για κάθε πυκνό υποσύνολο D του X ισχύει D ∩ {x0} 6= ∅, άρα x0 ∈ D (ένα

πυκνό σύνολο τέµνει κάθε ανοικτό υποσύνολο).

(ϐ) Σωστό. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία (ym) σηµείων του A είναι ϐασική, άρα υπάρχει

m0 ∈ N ώστε d(ym, ym0) < 1/2 για κάθε m > m0. Αφού οι ym, ym0 είναι όροι της (xn),

αναγκαστικά έχουµε ym = ym0 , δηλαδή η (ym) είναι τελικά σταθερή και συγκλίνει στο

ym0 ∈ A.

3.44. Θεωρούµε τον Rm µε την Ευκλείδεια µετρική. Αποδείξτε ότι : αν A είναι ϕραγµένο

υποσύνολο του Rm και αν x, y ∈ A◦ τότε ‖x− y‖2 < diam(A).

Ισχύει το αντίστοιχο αποτέλεσµα σε κάθε µετρικό χώρο;

Υπόδειξη. Αν το A έχει πεπερασµένα το πλήθος σηµεία τότε έχει κενό εσωτερικό και το

Ϲητούµενο ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο (δεν υπάρχουν x, y ∈ A◦). Υποθέτουµε λοιπόν ότι

το A έχει άπειρα (το «τουλάχιστον δύο» ϑα έφτανε) σηµεία, οπότε diam(A) > 0.

΄Εστω x, y ∈ A◦. Μπορούµε να υποθέσουε ότι x 6= y, αλλιώς ‖x− y‖2 = 0 < diam(A).

Υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ A. Το z = y+ δ
2

y−x
‖y−x‖2 ανήκει στην B(y, δ) διότι ‖z− y‖2 =

δ
2 < δ. Επίσης,

diam(A) > ‖z − x‖ =

∥∥∥∥(‖y − x‖2 +
δ

2

)
y − x
‖y − x‖2

∥∥∥∥ = ‖y − x‖2 +
δ

2
> ‖y − x‖2.

Σηµείωση. ∆εν ισχύει το ίδιο σε κάθε µετρικό χώρο: αν πάρουµε ένα σύνολο X µε τουλά-

χιστον δύο σηµεία, και αν ϑεωρήσουµε την διακριτή µετρική σε αυτό και A = X, τότε για

οποιαδήποτε δύο σηµεία x 6= y στο A◦ = A = X έχουµε δ(x, y) = 1 = diam(A).

3.45. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω A ανοικτό υποσύνολο του X. Αν x ∈ A και

(xn) είναι ακολουθία στον X ώστε xn → x, αποδείξτε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε

n > n0,

B
(
xn,

1

n

)
⊆ A.

Υπόδειξη. Υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A. Αφού xn → x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε (α)

1
n0

< ε
2 και (ϐ) για κάθε n > n0 ισχύει d(xn, x) < ε

2 . Θα δείξουµε ότι για κάθε n > n0

ισχύει B
(
xn,

1
n

)
⊆ A.
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΄Εστω z ∈ B(xn, 1/n). Τότε,

d(z, x) 6 d(z, xn) + d(xn, x) <
1

n
+
ε

2
6

1

n0
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Αρα, z ∈ B(x, ε) =⇒ z ∈ A.

3.46. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Εστω m > 2 και y1, . . . , ym διαφορετικά ανά δύο

σηµεία του X. ∆είξτε ότι υπάρχουν ξένα ανά δύο ανοικτά σύνολα G1, . . . , Gm ⊆ X ώστε

yi ∈ Gi για κάθε i = 1, . . . ,m.

Υπόδειξη. Αν ϑεωρήσουµε τις ανοικτές µπάλες Gi = B(yi, δ), όπου

0 < δ < min

{
d(yi, yj)

2
: i 6= j

}
,

τότε αυτές είναι ξένες.

Οµάδα Γ΄

3.47. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και P ⊆ X. Το P λέγεται τέλειο αν είναι κενό ή είναι

κλειστό και κάθε σηµείο του είναι σηµείο συσσώρευσης γι’ αυτό. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) ΄Ενα συνόλο P ⊆ (X, ρ) είναι τέλειο αν και µόνο αν P = P ′.

(ϐ) Κάθε κλειστό (µη τετριµµένο) διάστηµα στο R (µε τη συνήθη µετρική) είναι τέλειο σύνολο.

Επίσης, το R είναι τέλειο αν ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του R2.

(γ) Κάθε µη κενό τέλειο υποσύνολο P του R είναι υπεραριθµήσιµο. [Υπόδειξη. Το P είναι

άπειρο. Αν είναι αριθµήσιµο, γράφεται στη µορφή P = {xn : n ∈ N}. Ορίστε κατάλληλη

ακολουθία κιβωτισµένων διαστηµάτων [an, bn] ώστε, για κάθε n ∈ N, [an, bn] ∩ P 6= ∅ αλλά

xn /∈ [an, bn].]

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι το P είναι µη κενό (αλλιώς η ισότητα P = P ′ ισχύει προφα-

νώς). Υποθέτουµε πρώτα ότι το P είναι τέλειο : τότε το P είναι κλειστό και P ⊆ P ′. ΄Οµως,

P = P = P ∪ P ′, άρα P ⊇ P ′. Συνεπώς, P = P ′.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι P = P ′. Τότε, το P είναι κλειστό διότι το P ′ είναι κλειστό

(στην ΄Ασκηση 3.24 είδαµε ότι το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης οποιουδήποτε συνόλου

είναι κλειστό). Από την P = P ′ έχουµε P ⊆ P ′. ΄Αρα, το P είναι τέλειο µε ϐάση τον ορισµό.

(ϐ) Ελέγχεται εύκολα. Για παράδειγµα, αν A = [a, b] τότε κάθε x ∈ [a, b] είναι όριο

ακολουθίας (xn) στο [a, b] µε xn 6= x για κάθε n (εξηγήστε γιατί). ΄Οµοια αν

A = {(x, 0) : x ∈ R} ⊆ R2
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τότε το A είναι κλειστό υποσύνολο του R2
και για κάθε (x, 0) ∈ A έχουµε (xn, 0) :=(

x+ 1
n , 0
)
∈ A, (xn, 0)→ (x, 0) και (xn, 0) 6= (x, 0) για κάθε n ∈ N.

(γ) ΄Εστω P µη κενό τέλειο υποσύνολο του R. Υπάρχει τουλάχιστον ένα x ∈ P και, από τον

ορισµό του τέλειου συνόλου, x ∈ P ′. Από τον χαρακτηρισµό του σηµείου συσσώρευσης,

στο (x− 1, x+ 1) υπάρχουν άπειρα σηµεία του P . ΄Αρα, το P είναι άπειρο.

Υποθέτουµε ότι το P είναι αριθµήσιµο. ∆ηλαδή, P = {xn : n ∈ N}. Θα ορίσουµε

ακολουθία κιβωτισµένων διαστηµάτων [an, bn] µε bn − an → 0 ώστε, για κάθε n ∈ N,

[an, bn]∩P 6= ∅ αλλά xn /∈ [an, bn]. Αυτό οδηγεί σε άτοπο: από την αρχή των κιβωτισµένων

διαστηµάτων,
⋂∞
n=1[an, bn] = {y}. Αφού y ∈ [an, bn] για κάθε n ∈ N, έχουµε y 6= xn για

κάθε n ∈ N, άρα y /∈ P . Από την άλλη πλευρά, y ∈ P ′. Πράγµατι, έστω ε > 0. Αφού

bn − an → 0, υπάρχει n ∈ N ώστε bn − an < ε. Γι΄ αυτό το n ∈ N υπάρχει xkn ∈ P ώστε

xkn ∈ [an, bn], άρα |y− xkn | 6 bn− an < ε. Αφού y /∈ P , έχουµε xkn 6= y. Σε κάθε µπάλα

B(y, ε) ϐρήκαµε σηµείο του P διαφορετικό από το y. ΄Αρα, y ∈ P ′. ∆ηλαδή, y ∈ P ′ \ P ,

το οποίο είναι άτοπο αφού το P είναι τέλειο.

∆ιαδικασία ορισµού των [an, bn]: Υπάρχει σηµείο xk1 του P διαφορετικό από το x1, για

παράδειγµα το x2. Θεωρούµε διάστηµα [a1, b1] µε µέσο το xk1 έτσι ώστε b1 − a1 < 1 και

x1 /∈ [a1, b1].

Αφού το xk1 είναι σηµείο συσσώρευσης του P , στο [a1, b1] υπάρχουν άπειρα σηµεία

του P , άρα στο (a1, b1) µπορούµε να ϐρούµε σηµείο xk2 του P διαφορετικό από το x2.

Θεωρούµε διάστηµα [a2, b2] ⊆ [a1, b1] µε µέσο το xk2 έτσι ώστε b2 − a2 < 1/2 και x2 /∈
[a2, b2].

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ϐρει [an, bn] ⊆ [an−1, bn−1] ⊆ · · · ⊆ [a1, b1] ώστε : κάθε

[as, bs] έχει µέσο κάποιο xks ∈ P , bs − as < 1/s και xs /∈ [as, bs], s = 1, . . . , n. Αφού το

xkn είναι σηµείο συσσώρευσης του P , στο [an, bn] υπάρχουν άπειρα σηµεία του P , άρα στο

(an, bn) µπορούµε να ϐρούµε σηµείο xkn+1 του P διαφορετικό από το xn+1. Θεωρούµε

διάστηµα [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] µε µέσο το xkn+1 έτσι ώστε bn+1 − an+1 < 1/(n + 1) και

xn+1 /∈ [an+1, bn+1]. Επαγωγικά, ορίζεται η ακολουθία των κιβωτισµένων διαστηµάτων

[an, bn] µε τις ιδιότητες που Ϲητούσαµε.

3.48. ΄Εστω A ⊆ R και x ∈ R. Το x λέγεται σηµείο συµπύκνωσης του A αν για κάθε ε > 0

το σύνολο A ∩ (x− ε, x+ ε) είναι υπεραριθµήσιµο. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν το A είναι αριθµήσιµο τότε δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης.

(ϐ) Αν το A είναι υπεραριθµήσιµο και P είναι το σύνολο των σηµείων συµπύκνωσης του A

τότε P ′ = P και το A \ P είναι αριθµήσιµο.

(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του R τότε υπάρχουν τέλειο σύνολο P και αριθµήσιµο

σύνολο Z ώστε A = P ∪ Z και P ∩ Z = ∅.
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Υπόδειξη. (α) Αν το A είχε κάποιο σηµείο συµπύκνωσης, τότε το σύνολο A ∩ (x− 1, x+ 1)

ϑα ήταν υπεραριθµήσιµο. ΄Αρα, το A ϑα ήταν υπεραριθµήσιµο.

(ϐ) Θεωρούµε µια αρίθµηση των ϱητών Q = {qn : n ∈ N}. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε

τις ανοικτές µπάλες Vnk = B(qn, 1/k). Ορίζουµε W να είναι η ένωση όλων των Vnk που

περιέχουν αριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του A και ϑέτουµε P = R \W .

Παρατηρούµε ότι το W ∩ A είναι αριθµήσιµο ως αριθµήσιµη ένωση αριθµήσιµων συ-

νόλων, άρα το A \ P είναι αριθµήσιµο.

Το W είναι ανοικτό σύνολο ως ένωση ανοικτών συνόλων, άρα το P είναι κλειστό. Συ-

νεπώς, P ′ ⊆ P . Μένει να δείξουµε ότι το P είναι το σύνολο των σηµείων συµπύκνωσης

του A και ότι P ⊆ P ′. ΄Εστω x ∈ P και ε > 0. Βρίσκουµε k ∈ N µε
1
k <

ε
2 και qn ∈ Q

µε |qn − x| < 1/k. Τότε, x ∈ Vnk άρα η Vnk δεν περιέχεται στο W . Αυτό σηµαίνει ότι η

Vnk περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του A. ΄Οµως, Vnk ⊆ B(x, ε). ∆είξαµε ότι

κάθε ανοικτή µπάλα µε κέντρο το x περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του A,

άρα το x είναι σηµείο συµπύκνωσης του A. Τέλος, αφού το W ∩ A είναι αριθµήσιµο, η

Vnk περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του P , άρα και κάποιο διαφορετικό από

το x. ΄Επεται ότι x ∈ P ′.
Μένει να δούµε ότι στο P περιέχονται όλα τα σηµεία συµπύκνωσης του A. Αν x /∈ P

τότε x ∈ W . Το W είναι ανοικτό, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ W . ΄Οµως το W ∩ A
είναι αριθµήσιµο, άρα η B(x, δ) περιέχει αριθµήσιµα το πλήθος σηµεία του A. ΄Επεται ότι

το x δεν είναι σηµείο συµπύκνωσης του A.

(γ) Αν το A είναι αριθµήσιµο, ϑέτουµε P = ∅ και Z = A. Αν το A είναι υπεραριθµήσιµο,

ϑέτουµε P το σύνολο των σηµείων σηµείων συµπύκνωσης του A. Το A είναι κλειστό και

P ⊆ A, άρα P ⊆ A. Από το (ϐ) γνωρίζουµε ότι το Z = A \ P είναι το πολύ αριθµήσιµο.

3.49. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στο X. Το x ∈ X λέγεται οριακό

σηµείο της (xn) αν υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn
ρ−→ x. Θέτουµε L(xn) το

σύνολο των οριακών σηµείων της ακολουθίας (xn). Αποδείξτε ότι :

(α) Αν xn
ρ−→ x τότε L(xn) = {x}. Ισχύει το αντίστροφο ;

(ϐ) Αν A = {xn : n ∈ N} ⊆ X τότε A′ ⊆ L(xn) ⊆ A. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι οι

εγκλεισµοί µπορεί να είναι γνήσιοι.

(γ) Το L(xn) είναι κλειστό υποσύνολο του X.

(δ) Αν το A δεν είναι κλειστό, δείξτε ότι L(xn) 6= ∅. Αν επιπλέον, η (xn) είναι ρ-Cauchy, τότε

είναι ρ-συγκλίνουσα.

(ε) Το x είναι οριακό σηµείο της (xn) αν και µόνο για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N υπάρχει

m > n ώστε xm ∈ Bρ(x, ε).
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Υπόδειξη. (α) Αν xn
ρ−→ x τότε κάθε υπακολουθία της (xn) συγκλίνει στο x. Συνεπώς,

L(xn) = {x}. Το αντίστροφο δεν ισχύει : στο R µε τη συνήθη µετρική, ϑεωρούµε την

ακολουθία (xn) µε xn = 1 αν ο n είναι άρτιος και xn = n αν ο n είναι περιττός. Η (xn)

δεν συγκλίνει και L(xn) = {1} (εξηγήστε γιατί).

(ϐ) Αν x ∈ A′ τότε σε κάθε περιοχή του x υπάρχουν άπειροι όροι της ακολουθίας (xn)

(διότι περιέχει άπειρα στοιχεία του A). Επιλέγοντας διαδοχικά ε = 1/n, n ∈ N και χρη-

σιµοποιώντας αυτή την ιδιότητα του x, µπορούµε να ϐρούµε γνησίως αύξουσα ακολουθία

δεικτών (kn) ώστε ρ(x, xkn) < 1
n . Αυτό αποδεικνύει ότι x ∈ L(xn).

Αν x ∈ L(xn) τότε υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn → x. Η yn = xkn
είναι ακολουθία στο A και yn → x, άρα x ∈ A.

Για το παράδειγµα, ϑεωρούµε την ακολουθία (xn) = (0, 1, 1, . . . , 1, . . .) στο R. Τότε,

A = A = {0, 1}. Παρατηρήστε ότι A′ = ∅ και L(xn) = {1} διότι xn → 1.

(γ) ΄Εστω x ∈ L(xn). Υπάρχει ακολουθία (ym) οριακών σηµείων της (xn) ώστε ym → x.

Θέτουµε ε = 1 και ϐρίσκουµε ys1 ώστε ρ(x, ys1) < 1. Υπάρχει k1 ∈ N ώστε ρ(ys1 , xk1) <

1−ρ(x, ys1) διότι το ys1 είναι οριακό σηµείο της (xn). Τότε, ρ(x, xk1) < 1 από την τριγωνική

ανισότητα.

΄Εστω ότι έχουµε ϐρει k1 < · · · < kn ώστε ρ(x, xkl) < 1
l , l = 1, . . . , n. Θέτουµε

ε = 1/(n+ 1) και ϐρίσκουµε ysn+1 ώστε ρ(x, ysn+1) < 1/(n+ 1). Υπάρχει kn+1 > kn ∈ N
ώστε ρ(ysn+1 , xkn+1) < 1 − ρ(x, ysn+1) διότι το ysn+1 είναι οριακό σηµείο της (xn) (οπότε,

οσοδήποτε κοντά στο ysn+1 υπάρχουν άπειροι όροι της (xn)). Τότε, ρ(x, xkn+1) < 1/(n+1)

από την τριγωνική ανισότητα.

Επαγωγικά ορίζουµε υπακολουθία (xkn) της (xn) µε την ιδιότητα xkn
ρ−→ x. ΄Αρα,

x ∈ L(xn).

(δ) Αν το A δεν είναι κλειστό, τότε A′ 6= ∅. ∆ηλαδή, υπάρχει x ∈ X το οποίο είναι σηµείο

συσσώρευσης του A = {xn : n ∈ N}. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε µπάλα µε

κέντρο το x περιέχει άπειρους όρους της (xn), ϐρίσκουµε αύξουσα ακολουθία δεικτών (kn)

ώστε ρ(xkn , x) < 1
n για κάθε n ∈ N. Αφού xkn

ρ−→ x, συµπεραίνουµε ότι x ∈ L(xn). ΄Αρα,

L(xn) 6= ∅.
Με την επιπλέον υπόθεση ότι η (xn) είναι ρ-Cauchy, συµπεραίνουµε ότι η (xn) είναι

ρ-συγκλίνουσα (άµεσο, αφού έχει συγκλίνουσα υπακολουθία).

(ε) Αν το x είναι οριακό σηµείο της (xn) τότε υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε

xkn
ρ−→ x. Αν µας δοθούν ε > 0 και n1 ∈ N, ϐρίσκουµε πρώτα n0 ∈ N ώστε ρ(x, xkn) < ε

για κάθε n > n0 και κατόπιν παρατηρούµε ότι αν n = max{n0, n1} τότε kn > n > n1 και

ρ(xkn , x) < ε. Θέτοντας m = kn παίρνουµε το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα, αν για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N υπάρχειm > n ώστε xm ∈ Bρ(x, ε),
ϐρίσκουµε υπακολουθία (xkn) της (xn) µε xkn

ρ−→ x επαγωγικά: ϑέτουµε k0 = 1 και στο
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n-οστό ϐήµα, ϑέτουµε ε = 1
n και χρησιµοποιώντας την υπόθεση ϐρίσκουµε kn > kn−1 + 1

ώστε ρ(x, xkn) < 1
n .

3.50. Σωστό ή λάθος ; Για κάθε άπειρο µετρικό χώρο (X, d) υπάρχει άπειρο υποσύνολο A

του X ώστε κάθε G ⊆ A να είναι ανοικτό ως προς τη σχετική µετρική στο A.

Υπόδειξη. Σωστό. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(α) Αν ο X έχει άπειρα το πλήθος µεµονωµένα σηµεία, τότε υπάρχει A ⊆ X, άπειρο, το

οποίο αποτελείται εξ ολοκλήρου από µεµονωµένα σηµεία του X. Το A έχει την ιδιότητα

που ϑέλουµε: αν G ⊆ A και a ∈ G, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε B(a, δ) ∩ X = {a}.
Ειδικότερα, B(a, δ) ∩A = {a} ⊆ G. ΄Αρα, το G είναι ανοικτό στο A.

(ϐ) Αν ο X έχει πεπερασµένα το πλήθος µεµονωµένα σηµεία, τότε επιλέγουµε τυχόν x0 ∈
X ′. Τότε, υπάρχει ακολουθία (xn) µε την ιδιότητα ρ(x1, x0) > ρ(x2, x0) > · · · και εn :=

ρ(xn, x0) → 0. Θέτουµε A = {xn : n = 1, 2, . . .}. Το A έχει την ιδιότητα που ϑέλουµε:

αν G ⊆ A και x ∈ G, τότε υπάρχει n ∈ N ώστε x = xn. Επιλέγουµε 0 < ε < min{εn −
εn+1, εn−1 − εn}. Τότε, για κάθε k 6= n ισχύει

ρ(xk, xn) > |εk − εn| > min{εn − εn+1, εn−1 − εn} > ε,

άρα B(x, ε) ∩A = {x} ⊆ G.

3.51. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Το σύνολο των µεµονωµένων σηµείων του X είναι το πολύ αριθµήσιµο.

(ϐ) Αν S είναι ένα υπεραριθµήσιµο υποσύνολο του X τότε υπάρχει ακολουθία διαφορετικών

ανά δυο στοιχείων του S, η οποία συγκλίνει σε σηµείο του S.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω M το σύνολο των µεµονωµένων σηµείων του X. ΄Εστω D πυκνό

υποσύνολο του X. Παρατηρούµε ότι : αν x ∈M τότε υπάρχει εx > 0 ώστε B(x, εx) = {x}.
Αφού B(x, εx) ∩D 6= ∅, έπεται ότι x ∈ D. ∆ηλαδή, το M είναι υποσύνολο του D.

Αν υποθέσουµε ότι ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος τότε υπάρχει αριθµήσιµο πυκνό υπο-

σύνολο D0 του X. ΄Εχουµε M ⊆ D0, άρα το M είναι αριθµήσιµο.

(ϐ) ΄Εστω S υπεραριθµήσιµο υποσύνολο τουX. Θεωρούµε τον υπόχωρο (S, ρS) του (X, ρ).

Αν ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος τότε ο (S, ρS) είναι επίσης διαχωρίσιµος (έχει αποδειχθεί :

έχει αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του). Από το (α) το σύνολο των µεµονωµένων

σηµείων του (S, ρS) είναι το πολύ αριθµήσιµο. ΄Αρα, υπάρχει x ∈ S το οποίο είναι σηµείο

συσσώρευσης του (S, ρS). Από τον χαρακτηρισµό του σηµείου συσσώρευσης, υπάρχει

ακολουθία (xn) στο S µε όρους διαφορετικούς ανά δύο και διαφορετικούς από το x ώστε

ρS(xn, x)→ 0, δηλαδή ρ(xn, x)→ 0.
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3.52. ΄Εστω θ ∈ R \Q. ∆είξτε ότι το σύνολο

D(θ) := {(cos(2πnθ), sin(2πnθ)) : n ∈ N}

είναι πυκνό στον κύκλο S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τον z = e2πθi στο C και το σύνολο A(θ) = {zn = e2πnθi : n ∈ N}.

Ισχυρισµός. Για κάθε ε > 0 υπάρχουν n > m στο N ώστε 0 < |zn − zm| < ε, άρα

0 < |zn−m − 1| < ε.

Αυτό έπεται άµεσα από το γεγονός ότι η ακολουθία (zn) είναι ϕραγµένη, άρα έχει

συγκλίνουσα υπακολουθία. Τότε, δύο όροι αυτής της υπακολουθίας, που έχουν αρκετά

µεγάλους δείκτες, ικανοποιούν τον ισχυρισµό.

Θέτουµε w = zn−m και παρατηρούµε ότι |wk+1 − wk| = |w − 1| < ε για κάθε k ∈ N.

Αυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία zk(n−m)
, k = 1, 2, . . . είναι διαφορετικά ανά δύο σηµεία της

περιφέρειας T = {w ∈ C : |w| = 1} και σχηµατίζουν τόξα µε χορδές µήκους µικρότερου

από ε. ΄Επεται ότι κάθε τόξο της T, που έχει µήκος µικρότερο από 2ε, περιέχει σηµείο της

µορφής zk(n−m)
. ΄Επεται ότι το A(θ) είναι πυκνό στην T.

Τώρα, έστω (x, y) = (cos(2πt), sin(2πt)) ∈ S1
. Από τα προηγούµενα, υπάρχει ακολου-

ϑία ϕυσικών ks ώστε e2πksθi → e2πti. ΄Επεται ότι

(cos(2πksθ), sin(2πksθ))→ (cos(2πt), sin(2πt)) = (x, y).

΄Αρα, το D(θ) είναι πυκνό στην S1
.

3.53. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Το A ⊆ X λέγεται πουθενά πυκνό αν int(A) = ∅.
Αποδείξτε ότι :

(α) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον αν A ⊆ (X \A).

(ϐ) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό και κλειστό αν και µόνον αν το X \ A είναι πυκνό και

ανοικτό.

(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του X, τότε το A είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον αν

A = bd(A).

(δ) Αν τοA είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο τουX και τοX\B είναι πυκνό τότε τοX\(A∪B)

είναι πυκνό στον X.

(ε) Η ένωση πεπερασµένου πλήθους πουθενά πυκνών υποσυνόλων του X είναι πουθενά

πυκνό υποσύνολο του X.

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε πρώτα ότι το A είναι πουθενά πυκνό. Από την A = A =

int(A) ∪ bd(A) παίρνουµε

A = bd(A) = A ∩X \A



60 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΕΤΡΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ

άρα A ⊆ X \A.

Αντίστροφα, αν A ⊆ X \A = X \ int(A), τότε η A = int(A) ∪ bd(A) µας δίνει την

A ⊆ bd(A), δηλαδή,

int(A) ∪ bd(A) ⊆ bd(A).

Αφού int(A) ∩ bd(A) = ∅ έπεται ότι int(A) = ∅, άρα το A είναι πουθενά πυκνό.

(ϐ) Αν το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό και κλειστό τότε το X \ A είναι ανοικτό και πυκνό

(διότι X \A = X \ A◦ = X). Αντίστροφα, αν το X \ A είναι ανοικτό και πυκνό, τότε το

A είναι κλειστό και X \ A◦ = X \A = X, δηλαδή A◦ = ∅, άρα το A είναι κλειστό και

πουθενά πυκνό.

(γ) Αν το A είναι κλειστό και πουθενά πυκνό τότε A◦ = ∅, οπότε η A = A = A◦ ∪ bd(A)

µας δίνει A = bd(A). Αντίστροφα, αν το A είναι κλειστό και A = bd(A), τότε bd(A) =

A = A◦ ∪ bd(A) = bd(A), οπότε A◦ = ∅ (διότι A◦ ∩ bd(A) = ∅).

(δ) Υποθέτουµε ότι το A είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του X και το X \B είναι πυκνό.

΄Εστω x ∈ X και ε > 0. Αφού το A έχει κενό εσωτερικό, υπάρχει y ∈ B(x, ε) \ A. Το

B(x, ε) \ A είναι ανοικτό, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ B(x, ε) \ A. Το X \ B έχει

υποτεθεί πυκνό, άρα υπάρχει u ∈ B(y, δ) ∩ (X \ B). Τότε, u ∈ B(x, ε) ∩ (X \ (A ∪ B)).

∆ηλαδή, για κάθε x ∈ X και για κάθε ε > 0 ισχύει B(x, ε)∩ (X \ (A∪B)) 6= ∅. Συνεπώς,

το X \ (A ∪B) είναι πυκνό στον X.

(ε) ΄Εστω A1, . . . , An πουθενά πυκνά υποσύνολα του X. Αν Fi = Ai, i = 1, . . . , n, τότε

κάθε Fi είναι κλειστό και έχει κενό εσωτερικό. Επίσης, A1 ∪ · · · ∪An = F1 ∪ · · · ∪Fn, άρα
αρκεί να δείξουµε ότι το F1 ∪ · · · ∪ Fn έχει κενό εσωτερικό.

Γνωρίζουµε ότι το F1 έχει κενό εσωτερικό. Υποθέτουµε ότι, για κάποιο 1 6 k < n,

το F1 ∪ · · · ∪ Fk έχει κενό εσωτερικό και δείχνουµε ότι το F1 ∪ · · · ∪ Fk ∪ Fk+1 έχει κενό

εσωτερικό. Το Ϲητούµενο προκύπτει µε διαδοχικές εφαρµογές αυτού του ισχυρισµού.

Απόδειξη του ισχυρισµού. Αφού το F1 ∪ · · · ∪ Fk έχει κενό εσωτερικό και X \ Fk+1 =

X \ (Fk+1)
◦ = X δηλαδή το X \ Fk+1 είναι πυκνό, εφαρµόζοντας το (δ) ϐλέπουµε αµέσως

ότι το (X \ (F1 ∪ · · · ∪ Fk)) \ Fk+1 = X \ (F1 ∪ · · · ∪ Fk ∪ Fk+1) είναι πυκνό. ΄Αρα, το

F1 ∪ · · · ∪ Fk ∪ Fk+1 έχει κενό εσωτερικό.

3.54. ΄Εστω (qn) µια αρίθµηση του Q. Ορίζουµε

In =

(
qn −

1

2n
, qn +

1

2n

)
, n ∈ N.

∆είξτε ότι το U =
⋃∞
n=1 In είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R και ότι το U c είναι

πουθενά πυκνό.
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Υπόδειξη. Κάθε In είναι ανοικτό υποσύνολο του R ως ανοικτό διάστηµα, άρα το U =⋃∞
n=1 In είναι ανοικτό. Από τον ορισµό του, το U περιέχει το Q, άρα U ⊇ Q = R. ΄Επεται

ότι το U είναι πυκνό υποσύνολο του R και int(U c) = R \ U = ∅, δηλαδή το U c είναι

πουθενά πυκνό.

3.55. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος καιA ⊆ X. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το A είναι πουθενά πυκνό.

(ϐ) Το A δεν περιέχει µη κενό ανοικτό σύνολο.

(γ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X περιέχει ένα µη κενό ανοικτό σύνολο ξένο προς

το A.

(δ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X περιέχει µια ανοικτή µπάλα ξένη προς το A.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ): ΄Εστω G ανοικτό υποσύνολο του A. Τότε, G ⊆ int(A) = ∅ διότι το

A είναι πουθενά πυκνό. ΄Αρα, το µόνο ανοικτό σύνολο που περιέχεται στο A είναι το κενό

σύνολο.

(ϐ) ⇒ (γ): ΄Εστω G µη κενό και ανοικτό υποσύνολο του X. Αφού έχουµε υποθέσει το (ϐ),

το G\A είναι µη κενό και ανοικτό. ΄Αρα, υπάρχουν x ∈ G και ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ G\A.

΄Επεται το Ϲητούµενο, αφού B(x, ε)∩A = ∅, το B(x, ε) είναι ανοικτό σύνολο και περιέχεται

στο G.

(γ) ⇒ (δ): ΄Εστω G µη κενό και ανοικτό υποσύνολο του X. Αφού έχουµε υποθέσει το (γ),

υπάρχει µη κενό και ανοικτό G1 ⊆ G ώστε G1 ∩ A = ∅. ΄Επιλέγουµε τυχόν x ∈ G1 και

ϐρίσκουµε ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ G1. Τότε, η ανοικτή µπάλα B(x, ε) περιέχεται στο G και

B(x, ε) ∩A = ∅.

(δ) ⇒ (α): ΄Εστω A ⊆ X το οποίο δεν είναι πουθενά πυκνό και ικανοποιεί την πρόταση

(δ). Τότε, υπάρχουν x ∈ X και ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A. Αφού ισχύει η (δ) για το A,

υπάρχει B(y, δ) ⊆ B(x, ε) ώστε B(y, δ) ∩ A = ∅. Τότε, B(y, δ) ⊆ (X \ A)◦ = X \ A και,

ταυτόχρονα, B(y, δ) ⊆ B(x, ε) ⊆ A. ΄Ετσι, καταλήγουµε σε άτοπο.

3.56. ΄Εστω (Xn, ρn), n = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε

x, y ∈ Xn, n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το χώρο γινόµενο (X, ρ), όπου X =
∏∞
n=1Xn και

ρ(x, y) =
∑∞

n=1 2−nρn(x(n), y(n)). Σταθεροποιούµε α = (α(n)) στον X. Θεωρούµε τα

σύνολα

Dm = {x = (x(n)) ∈ X : x(n) = α(n), n > m}, m = 1, 2, . . .

και ορίζουµε

Dα :=

∞⋃
m=1

Dm.
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Αποδείξτε ότι το Dα είναι πυκνό στον X.

Υπόδειξη. ΄Εστω x = (x(n)) στον X και έστω ε > 0. Επιλέγουµε m ∈ N ώστε
1
2m < ε και

ορίζουµε y = (x(1), . . . , x(m), α(m+ 1), α(m+ 2), . . .). Τότε, y ∈ Dm ⊆ Dα και

ρ(x, y) =

m∑
n=1

ρn(x(n), x(n))

2n
+

∞∑
n=m+1

ρn(x(n), α(n))

2n

=
∞∑

n=m+1

ρn(x(n), α(n))

2n
6

∞∑
n=m+1

1

2n

=
1

2m
< ε.

∆ηλαδή, Bρ(x, ε) ∩Dα 6= ∅. ΄Επεται ότι το Dα είναι πυκνό στον (X, ρ).

3.57. ΄Εστω A,B αριθµήσιµα, πυκνά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση

f : A→ B η οποία είναι αύξουσα, 1-1 και επί.

Υπόδειξη. ΄Εστω A = {an : n ∈ N} και B = {bn : n ∈ N} δύο αριθµήσιµα πυκνά

υποσύνολα του R. Ορίζουµε αύξουσα, 1-1 και επί συνάρτηση f : A → B (και την

αντίστροφή της g : B → A) µε την εξής επαγωγική διαδικασία :

1. Θέτουµε f(a1) = b1 και g(b1) = a1.

2. Υποθέτουµε ότι έχουν οριστεί τα f(a1), . . . , f(an) και g(b1), . . . , g(bn) έτσι ώστε : (i) αν

f(ak) είναι κάποιο bs από τα b1, . . . , bn τότε g(bs) = ak, (ii) αν g(bk) είναι κάποιο as από τα

a1, . . . , an τότε f(as) = bk, (iii) η f είναι γνησίως αύξουσα στο {a1, . . . , an, g(b1), . . . , g(bn)}
και η g είναι γνησίως αύξουσα στο {b1, . . . , bn, f(a1), . . . , f(an)}.

Ορίζουµε τα f(an+1) και g(bn+1) ως εξής: αν an+1 = g(bk) για κάποιο k = 1, . . . , n,

ϑέτουµε f(an+1) = bk. Αλλιώς, an+1 /∈ An = {a1, . . . , an, g(b1), . . . , g(bn)}. Κοιτάζουµε

τη διάταξη των στοιχείων του An και τη ϑέση του an+1 ανάµεσα σε αυτά. Το σύνολο

Bn = {f(a1), . . . , f(an), b1, . . . , bn} έχει ακριβώς την ίδια διάταξη και από την πυκνότητα

του B µπορούµε να ϐρούµε κάποιο bs το οποίο να έχει την ίδια ϑέση ως προς τα στοιχεία

του Bn (µε την ϑέση του an+1 ως προς τα στοιχεία του An). Ορίζουµε f(an+1) = bs. Τότε,

η f είναι γνησίως αύξουσα στο An ∪ {an+1}. Με τον ίδιο τρόπο ορίζουµε το g(bn+1) αν

bn+1 /∈ Bn∪{f(an+1)}, έτσι ώστε η g να είναι γνησίως αύξουσα στο Bn∪{bn+1, f(an+1)} =

Bn+1.

Επαγωγικά, ορίζονται οι f : A→ B και g : B → A έτσι ώστε η f να είναι γνησίως αύξουσα

και επί, και η g να είναι η αντίστροφη της f .



Κεφάλαιο 4

Συναρτήσεις µεταξύ µετρικών

χώρων

Οµάδα Α΄

4.1. ΄Εστω f, g : (X, ρ) → (Y, σ) δυο συνεχείς συναρτήσεις και D πυκνό υποσύνολο του

(X, ρ). ∆είξτε ότι :

(α) Το σύνολο E = {x ∈ X : f(x) = g(x)} είναι κλειστό.

(ϐ) Αν f(x) = g(x) για κάθε x ∈ D, τότε f ≡ g.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) ακολουθία στο E µε xn → x ∈ X. Αφού οι f και g είναι

συνεχείς στο x, έχουµε f(x) = lim
n→∞

f(xn) και g(x) = lim
n→∞

g(xn). ΄Οµως, xn ∈ E άρα

f(xn) = g(xn) για κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = g(x).

΄Αρα, x ∈ E.

(ϐ) Από το (α), το σύνολο E = {x ∈ X : f(x) = g(x)} είναι κλειστό. Από την D ⊆ E έπεται

ότι X = D ⊆ E, δηλαδή E = X. ΄Αρα, f(x) = g(x) για κάθε x ∈ X.

4.2. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) και x0 ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο

αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, x0) < δ, ρ(y, x0) < δ τότε

σ(f(x), f(y)) < ε.

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο x0 και έστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : για κάθε

x ∈ X µε ρ(x, x0) < δ ισχύει σ(f(x), f(x0)) < ε/2. Τότε, αν τα x, y ∈ X ικανοποιούν τις

ρ(x, x0) < δ και ρ(y, x0) < δ έχουµε

σ(f(x), f(y)) 6 σ(f(x), f(x0)) + σ(f(x0), f(y)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Αντίστροφα, έστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, x0) < δ και ρ(y, x0) < δ

τότε σ(f(x), f(y)) < ε. Θέτοντας y = x0 (παρατηρήστε ότι ρ(x0, x0) < δ) ϐλέπουµε ότι αν

x ∈ X και ρ(x, x0) < δ ισχύει σ(f(x), f(x0)) < ε.

4.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και G ⊆ X. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό αν και µόνο αν

υπάρχουν συνεχής συνάρτηση f : (X, ρ)→ R και V ⊆ R ανοικτό, ώστε G = f−1(V ).

Υπόδειξη. Αν η f : X → R είναι συνεχής γνωρίζουµε ότι για κάθε ανοικτό V ⊆ R το

f−1(V ) είναι ανοικτό.

Αντίστροφα, έστω G ανοικτό υποσύνολο του X. Υποθέτουµε πρώτα ότι X \ G 6= ∅.
Τότε, η συνάρτηση f(x) = dist(x,X \ G) είναι καλά ορισµένη, µη αρνητική, και ισχύει

f(x) = 0 αν και µόνο αν x ∈ X \G διότι το X \G είναι κλειστό. Συνεπώς, µπορούµε να

γράψουµε

G = f−1((0,∞)).

Αφού το V = (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R έχουµε το Ϲητούµενο. Αν G = X,

ϑεωρούµε την f : X → R µε f(x) = 0 και γράφουµε G = X = f−1(R).

4.4. (α) ΄Εστω f : (X, d)→ R συνάρτηση και Z(f) το σύνολο µηδενισµού της f , δηλαδή

Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}.

∆είξτε ότι : αν η f είναι συνεχής τότε το Z(f) είναι κλειστό στον X.

(ϐ) ΄Εστω F ⊆ X. ∆είξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνον αν υπάρχει συνεχής συνάρτηση

f : (X, ρ)→ R ώστε Z(f) = F .

Υπόδειξη. (α) Αφού η f : (X, d)→ R είναι συνεχής συνάρτηση, το Z(f) = f−1({0}) είναι

κλειστό υποσύνολο του X.

(ϐ) Λόγω του (α) αρκεί να δείξουµε ότι αν το F είναι κλειστό υποσύνολο του X τότε υπάρχει

συνεχής συνάρτηση f : X → R ώστε Z(f) = F . Υποθέτουµε πρώτα ότι F 6= ∅. Τότε, για τη

συνεχή συνάρτηση f(x) = dist(x, F ) έχουµε f(x) = 0 αν και µόνο αν x ∈ F = F , δηλαδή

Z(f) = F . Αν F = ∅ ϑεωρούµε µια συνεχή συνάρτηση f : X → R που δεν µηδενίζεται

πουθενά, για παράδειγµα τη σταθερή συνάρτηση f(x) = 1.

4.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Συµβολίζουµε µε χA την χαρακτηριστική

συνάρτηση του A, όπου χA : X → R ορίζεται ως

χA(t) =

{
1, t ∈ A
0, t /∈ A

.
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Αποδείξτε ότι το σύνολο των σηµείων συνέχειας της χA ειναι το A◦∪ (X \A)◦, το σύνολο των

σηµείων ασυνέχειάς της είναι το bd(A) και ότι η f είναι συνεχής αν και µόνον αν το A είναι

ανοικτό και κλειστό (clopen).

Υπόδειξη. ΄Εστω x ∈ A◦. Υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ A. Τότε, για κάθε ε > 0 αν

επιλέξουµε το συγκεκριµένο δ > 0 έχουµε: αν x1 ∈ B(x, δ) τότε

|χA(x)− χA(x0)| = |1− 1| = 0 < ε.

΄Επεται ότι η χA είναι συνεχής στο x. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι η χA είναι συνεχής

σε κάθε x ∈ (X \ A)◦: υπάρχει ανοικτή µπάλα B(x, δ) ⊆ X \ A, συνεπώς η χA είναι

σταθερή και ίση µε µηδέν στην B(x, δ).

΄Εστω x ∈ bd(A). Υπάρχουν ακολουθίες (xn) στο A ώστε xn → x και (x′n) στο X \ A
ώστε x′n → x. Τότε, χA(xn) = 1→ 1 και χA(x′n) = 0→ 0. Από την αρχή της µεταφοράς,

η f είναι ασυνεχής στο x.

Αφού X = A◦ ∪ bd(A) ∪ (X \A)◦, έπεται το Ϲητούµενο.

Για την τελευταία ερώτηση, µε ϐάση τα προηγούµενα, η χA είναι συνεχής αν και µόνο

αν bd(A) = ∅. Τότε, από την A = A◦ ∪ bd(A) ϐλέπουµε ότι αυτό συµβαίνει αν και µόνο

αν A = A◦, δηλαδή αν και µόνο αν το A είναι ανοικτό και κλειστό.

4.6. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Το γράφηµα της f είναι το σύνολο

Gr(f) =
{

(x, f(x)) : x ∈ X
}
⊆ X × Y.

∆είξτε ότι, αν η f είναι συνεχής συνάρτηση, τότε το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό

στον X × Y ως προς κάθε µετρική γινόµενο. ∆ώστε παράδειγµα το οποίο να δείχνει ότι το

αντίστροφο δεν ισχύει.

Υπόδειξη. ΄Εστω d µια µετρική γινόµενο στο X × Y . Θεωρούµε τυχούσα ακολουθία

(xn, f(xn)) ∈ Gr(f) µε (xn, f(xn))
d−→ (x, y) ∈ X × Y . Αφού η d είναι µετρική γινόµενο,

έχουµε xn
ρ−→ x και f(xn)

σ−→ y. Αφού η f είναι συνεχής στο x και xn
ρ−→ x, από την

αρχή της µεταφοράς παίρνουµε f(xn)
σ−→ f(x). Από τη µοναδικότητα του ορίου για την

(f(xn)) συµπεραίνουµε ότι y = f(x). Συνεπώς, (x, y) = (x, f(x)) ∈ Gr(f). ΄Επεται ότι το

Gr(f) είναι κλειστό σύνολο στον (X × Y, d).

Το αντίστροφο δεν είναι απαραίτητα σωστό. Η f : [0,∞)→ R µε f(x) = 1
x αν x 6= 0 και

f(0) = 0 είναι ασυνεχής στο 0. Παρατηρήστε όµως ότι Gr(f) = A ∪ B όπου A = {(0, 0)}
και B =

{(
x, 1x

)
| x > 0

}
. Το A είναι κλειστό ως µονοσύνολο, ενώ το B είναι επίσης

κλειστό (΄Ασκηση 3.27). ΄Αρα, το Gr(f) είναι κλειστό στο [0,∞) × R µε την Ευκλείδεια

µετρική.
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4.7. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και έστω A διαχωρίσιµο υποσύνολο του

X (δηλαδή, ο (A, ρA) είναι διαχωρίσιµος). ∆είξτε ότι το f(A) είναι διαχωρίσιµο υποσύνολο

του Y .

Υπόδειξη. ΄ΕστωD αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του (A, ρ|A). Θεωρούµε το f(D) ⊆ f(A).

Το f(D) είναι κι αυτό αριθµήσιµο. Θα δείξουµε ότι είναι πυκνό στον (f(A), σ|f(A)).
΄Εστω y ∈ f(A) και έστω ε > 0. Υπάρχει x ∈ A ώστε y = f(x). Η f είναι συνεχής

στο x, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε αν x1 ∈ B(x, δ) τότε σ(f(x1), f(x)) < ε. Αφού το

D είναι πυκνό στο A, µπορούµε να ϐρούµε d ∈ D ∩ B(x, δ). Τότε, f(d) ∈ f(D) και

σ(f(d), y) = σ(f(d), f(x)) < ε. Τα y ∈ f(A) και ε > 0 ήταν τυχόντα, άρα το f(D) είναι

πυκνό (και αριθµήσιµο) υποσύνολο του f(A).

4.8. ∆ώστε παράδειγµα ϕραγµένης, συνεχούς συνάρτησης f : R → R η οποία δεν είναι

οµοιόµορφα συνεχής. Μπορεί µια µη ϕραγµένη συνάρτηση να είναι οµοιόµορφα συνεχής ;

Υπόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R → R µε f(x) = cos(x2). Η f είναι συνεχής και

ϕραγµένη: |f(x)| 6 1 για κάθε x ∈ R. ΄Οµως η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής: για να

το δούµε, ϑεωρούµε τις ακολουθίες

xn =
√

(n+ 1)π και yn =
√
nπ.

Τότε,

xn − yn =
√

(n+ 1)π −
√
nπ =

(n+ 1)π − nπ√
(n+ 1)π +

√
nπ

=
π√

(n+ 1)π +
√
nπ
→ 0,

αλλά

|f(xn)− f(yn)| = | cos((n+ 1)π)− cos(nπ)| = 2

για κάθε n ∈ N.

Υπάρχουν οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις g : R→ R που δεν είναι ϕραγµένες. Για

παράδειγµα, η g(x) = x.

4.9. ∆ώστε ένα παράδειγµα δυο ξένων υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου τα οποία διαχωρί-

Ϲονται, αλλά δε διαχωρίζονται πλήρως.

Υπόδειξη. Λέµε ότι δύο ξένα υποσύνολα A και B ενός µετρικού χώρου (X, ρ) διαχωρίζονται

αν υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ⊆ X ώστε A ⊆ U , B ⊆ V και U ∩ V = ∅. Αν επιπλέον

ισχύει U ∩V = ∅, λέµε ότι τα A και B διαχωρίζονται πλήρως. Στο R µε τη συνήθη µετρική

ϑεωρούµε τα σύνολα A = (−∞, 0) και B = (0,∞). Τα A και B διαχωρίζονται, διότι είναι

ήδη ανοικτά : αν πάρουµε U = A και V = B τότε A ⊆ U , B ⊆ V και U ∩V = A∩B = ∅.
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΄Οµως, δεν διαχωρίζονται πλήρως: αν ϑεωρήσουµε οποιαδήποτε ανοικτά σύνολα U1 ⊇ A

και V1 ⊇ B, τότε 0 ∈ A ⊆ U1 και 0 ∈ B ⊆ V1, άρα 0 ∈ U1 ∩ V1 δηλαδή U1 ∩ V1 6= ∅.

4.10. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιοµορφισµός. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος αν

και µόνο αν ο (Y, σ) είναι διαχωρίσιµος.

Υπόδειξη. ΄Εστω D αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του (X, ρ). Θεωρούµε το f(D) ⊆ Y .

Το f(D) είναι κι αυτό αριθµήσιµο. Θα δείξουµε ότι είναι πυκνό στον (Y, σ). ΄Εστω y ∈ Y
και έστω ε > 0. Η f είναι επί, άρα υπάρχει x ∈ X ώστε y = f(x). Η f είναι συνεχής

στο x, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε αν x1 ∈ B(x, δ) τότε σ(f(x1), f(x)) < ε. Αφού το D

είναι πυκνό στον X, µπορούµε να ϐρούµε d ∈ D ∩ B(x, δ). Τότε, f(d) ∈ f(D) και

σ(f(d), y) = σ(f(d), f(x)) < ε. Τα y ∈ Y και ε > 0 ήταν τυχόντα, άρα το f(D) είναι

πυκνό (και αριθµήσιµο) υποσύνολο του Y .

Παρατηρήστε ότι χρησιµοποιήσαµε µόνο το γεγονός ότι η f είναι επί και συνεχής. Για

την αντίστροφη κατεύθυνση ϑα χρειαστούµε τη συνέχεια (και το «επί») της f−1.

Οµάδα Β΄

4.11. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). ∆είξτε ότι, αν για κάθε A ⊆ X ισχύει f(A′) ⊆ (f(A))′,

τότε η f είναι συνεχής. Ισχύει το αντίστροφο ;

Υπόδειξη. ΄Εχουµε αποδείξει ότι : αν f(A) ⊆ f(A) για κάθε A ⊆ X τότε η f είναι συνεχής.

Πράγµατι, αν C ⊆ Y κλειστό, ϑέτοντας A = f−1(C) στην παραπάνω σχέση παίρνουµε

f(f−1(C)) ⊆ f(f−1(C)) ⊆ C = C, άρα f−1(C) ⊆ f−1(C), δηλαδή το f−1(C) είναι

κλειστό υποσύνολο του X.

Με ϐάση αυτό το κριτήριο συνέχειας, αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε A ⊆ X, f(A) ⊆
f(A). Λόγω της A = A∪A′, αρκεί να δείξουµε ότι f(A) ⊆ f(A) (το οποίο είναι ϕανερό) και

f(A′) ⊆ f(A). ΄Οµως, από την υπόθεση έχουµε f(A′) ⊆ (f(A))′ και f(A) = f(A)∪(f(A))′

άρα (f(A))′ ⊆ f(A). Συνεπώς, f(A′) ⊆ f(A).

Το αντίστροφο δεν είναι απαραίτητα σωστό. Για παράδειγµα, αν f : R → R είναι

µια σταθερή συνάρτηση, το f(A′) είναι µονοσύνολο για κάθε A ⊆ R µε A′ 6= ∅ (για

παράδειγµα, αν A = R) ενώ (f(A))′ = ∅ (εξηγήστε γιατί).

4.12. ∆ίνεται µια συνάρτηση f : R→ (Y, δ), όπου δ η διακριτή µετρική στον Y . ∆είξτε ότι η

f είναι συνεχής αν και µόνον αν είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Αν η f είναι σταθερή τότε είναι προφανώς συνεχής. Αντίστροφα, έστω f : R →
(Y, δ) συνεχής συνάρτηση. Θεωρούµε τυχόν x0 ∈ X και το y0 = f(x0) ∈ Y . Το {y0}
είναι ταυτόχρονα ανοικτό και κλειστό στον (Y, δ) (εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, το A = f−1({y0})
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είναι ταυτόχρονα ανοικτό και κλειστό υποσύνολο του R. ΄Εχουµε δείξει ότι αυτό µπορεί

να συµβεί µόνο αν A = ∅ ή A = R. Αφού x0 ∈ A, συµπεραίνουµε ότι A = R. Συνεπώς,

f(x) = y0 για κάθε x ∈ R (η f είναι σταθερή).

4.13. Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → (Y, σ) λέγεται τοπικά ϕραγµένη ( locally bounded) αν

για κάθε x ∈ X υπάρχει περιοχή Ux του x ώστε η f |Ux να είναι ϕραγµένη.

(α) ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Τότε η f είναι τοπικά ϕραγµένη. Ισχύει

το αντίστροφο ;

(ϐ) ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Η f είναι συνεχής.

(ii) Η f είναι τοπικά ϕραγµένη και έχει κλειστό γράφηµα.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω f : X → Y συνεχής συνάρτηση και έστω x ∈ X. Παίρνοντας ε =

1 > 0 ϐρίσκουµε δ > 0 ώστε f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), 1). Θέτοντας Ux = B(x, δ) έχουµε το

Ϲητούµενο. Το αντίστροφο δεν είναι απαραίτητα σωστό : για παράδειγµα, υπάρχουν πολλές

ϕραγµένες, ασυνεχείς συναρτήσεις f : R→ R.

(ϐ) Από το (α) και την ΄Ασκηση 4.6 έχουµε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση (µεταξύ µετρικών

χώρων) είναι τοπικά ϕραγµένη και έχει κλειστό γράφηµα. Αντίστροφα, έστω ότι η f :

R → R είναι τοπικά ϕραγµένη και έχει κλειστό γράφηµα. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο R
µε xn → x ∈ R αλλά f(xn) 6→ f(x). Περνώντας σε υπακολουθία της (xn) µπορούµε

να υποθέσουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε |f(xn) − f(x)| > ε για κάθε n ∈ N. Αφού η f

είναι τοπικά ϕραγµένη, υπάρχουν περιοχή Ux του x και M > 0 ώστε |f(t)| 6M για κάθε

t ∈ Ux. Αφού xn → x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ Ux για κάθε n > n0. Τότε, |f(xn)| 6M

για κάθε n > n0, άρα η (f(xn)) είναι ϕραγµένη ακολουθία στο R. Από το ϑεώρηµα

Bolzano–Weierstrass υπάρχει υπακολουθία (f(xkn)) της (f(xn)) η οποία συγκλίνει σε

κάποιο y ∈ R. Τότε, (xkn , f(xkn)) ∈ Gr(f) και (xkn , f(xkn)) → (x, y). Αφού το Gr(f)

είναι κλειστό συµπεραίνουµε ότι y = f(x), δηλαδή f(xkn)→ f(x). Αυτό είναι άτοπο, διότι

|f(xkn)− f(x)| > ε για κάθε n ∈ N.

4.14. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και D πυκνό υποσύνολο του X.

Εξετάστε αν οι παρακάτω ισχυρισµοί είναι αληθείς.

(α) Αν η f |D είναι ϕραγµένη, τότε η f είναι ϕραγµένη.

(ϐ) Αν η f |D είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Αν η f |D είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

Υπόδειξη. (α) Η υπόθεση ότι η f |D είναι ϕραγµένη σηµαίνει ότι υπάρχει (κλειστή) µπάλα

B̂(y, r) στον Y ώστε f(d) ∈ B̂(y, r) για κάθε d ∈ D. ΄Εστω x ∈ X. Αφού το D είναι πυκνό
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υποσύνολο τουX, υπάρχει ακολουθία (dn) στοD µε dn → x. Τότε, f(x) = lim
n→∞

f(dn) άρα

f(x) ∈ B̂(y, r) = B̂(y, r). Αυτό δείχνει ότι f(X) ⊆ B̂(x, r), δηλαδή η f είναι ϕραγµένη.

(ϐ) ΄Εστω ε > 0. Αφού η f |D είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν d1, d2 ∈ D
και ρ(d1, d2) < δ τότε σ(f(d1), f(d2)) < ε. ΄Εστω x1, x2 ∈ X µε ρ(x1, x2) < δ/2. Η f

είναι συνεχής στα x1 και x2, άρα υπάρχει η > 0 ώστε αν x ∈ X και ρ(x, xi) < η τότε

σ(f(x), f(xi)) < ε, i = 1, 2. Αφού το D είναι πυκνό στον X, µπορούµε να ϐρούµε

d1, d2 ∈ D ώστε ρ(d1, x1) < min{δ/4, η} και ρ(d2, x2) < min{δ/4, η}. Τότε,

ρ(d1, d2) 6 ρ(d1, x1) + ρ(x1, x2) + ρ(x2, d2) <
δ

4
+
δ

2
+
δ

4
= δ,

άρα σ(f(d1), f(d2)) < ε. Επίσης, από τις ρ(di, xi) < η (i = 1, 2) παίρνουµε σ(f(di), f(xi)) <

ε, i = 1, 2. ΄Επεται ότι

σ(f(x1), f(x2)) 6 σ(f(x1), f(d1)) + σ(f(d1), f(d2)) + σ(f(d2), f(x2)) < ε+ ε+ ε = 3ε.

∆είξαµε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν x1, x2 ∈ X και

ρ(x1, x2) < δ/2 τότε σ(f(x1), f(x2)) < 3ε. ΄Αρα, η f : X → Y είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) ∆εν είναι απαραίτητα σωστό : η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x2 δεν είναι 1-1. Το

σύνολο D = {x ∈ Q : x > 0} ∪ {x ∈ R \ Q : x < 0} είναι πυκνό υποσύνολο του R και η

f |D είναι 1-1 (παρατηρήστε ότι : αν t 6= s και f(t) = f(s) 6= 0 τότε t = −s, και ειδικότερα,
οι t, s είναι ετερόσηµοι και είτε t, s ∈ Q ή t, s /∈ Q).

4.15. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(α) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε : αν A,B ⊆ X µε dist(A,B) < δ, τότε

dist(f(A), f(B)) < ε.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ) ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x, y ∈ X και ρ(x, y) < δ τότε

σ(f(x), f(y)) < ε. Θεωρούµε A,B ⊆ X µε

dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} < δ.

Τότε, υπάρχουν a0 ∈ A και b0 ∈ B ώστε ρ(a0, b0) < δ. ΄Επεται ότι σ(f(a0), f(b0)) < ε.

Τότε,

dist(f(A), f(B)) = inf{σ(f(a), f(b)) : a ∈ A, b ∈ B} 6 σ(f(a0), f(b0)) < ε.

(ϐ) ⇒ (α) ΄Εστω ε > 0. ΄Εχουµε υποθέσει ότι υπάρχει δ > 0 ώστε : αν A,B ⊆ X και

dist(A,B) < δ τότε dist(f(A), f(B)) < ε. Θεωρούµε x, y ∈ X µε ρ(x, y) < δ. Αν
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ϑέσουµε A = {x} και B = {y} τότε dist(A,B) = ρ(x, y) < δ, συνεπώς σ(f(x), f(y)) =

dist(f(A), f(B)) < ε.

4.16. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X κλειστά και ξένα. Αν f : X → [0, 1] είναι

η συνάρτηση του Urysohn, δηλαδή f(x) = dist(x,A)
dist(x,A)+dist(x,B) , αποδείξτε ότι :

(α) Αν dist(A,B) = 0, τότε η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν dist(A,B) = δ > 0, τότε η f είναι δ−1–Lipschitz.

Υπόδειξη. (α) Αφού dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} = 0, µπορούµε να ϐρούµε

xn ∈ A και yn ∈ B ώστε ρ(xn, yn) < 1/n. Τότε, ρ(xn, yn) → 0. Αν η f ήταν οµοιόµορφα

συνεχής, ϑα είχαµε |f(xn) − f(yn)| → 0. ΄Οµως, f ≡ 0 στο A και f ≡ 1 στο B, άρα

|f(xn)− f(yn)| = 1 6→ 0. ΄Επεται ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Για συντοµία γράφουµε dA(x) := dist(x,A) και dB(x) := dist(x,B). ΄Εστω x ∈ X. Για

κάθε a ∈ A και b ∈ B έχουµε

ρ(x, a) + ρ(x, b) > ρ(a, b) > dist(A,B) = δ.

Παίρνοντας infimum πρώτα ως προς a ∈ A και µετά ως προς b ∈ B συµπεραίνουµε ότι

dA(x) + dB(x) > δ για κάθε x ∈ X.

΄Εστω x, y ∈ X. Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι οι dA, dB είναι συναρτήσεις Lipschitz

µε σταθερά 1, έχουµε

|f(x)− f(y)| =

∣∣∣∣ dA(x)

dA(x) + dB(x)
− dA(y)

dA(y) + dB(y)

∣∣∣∣
=

1

(dA(x) + dB(x))(dA(y) + dB(y))
|dA(x)dB(y)− dA(y)dB(x)|

=
1

(dA(x) + dB(x))(dA(y) + dB(y))
|(dA(x)− dA(y))dB(y) + dA(y)(dB(y)− dB(x))|

6
1

(dA(x) + dB(x))(dA(y) + dB(y))

(
|dA(x)− dA(y)|dB(y) + dA(y)|dB(y)− dB(x)|

)
6

1

(dA(x) + dB(x))(dA(y) + dB(y))

(
dB(y) + dA(y)

)
ρ(x, y)

=
1

(dA(x) + dB(x))
ρ(x, y) 6

1

δ
ρ(x, y).

4.17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X µε dist(A,B) > 0 και f1 : A → R,

f2 : B → R (οµοιόµορφα) συνεχείς συναρτήσεις. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : A ∪B → R
µε

f(x) =

{
f1(x), x ∈ A
f2(x), x ∈ B
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είναι (οµοιόµορφα) συνεχής.

Υπόδειξη. Εξετάζουµε µόνο την περίπτωση που οι f1, f2 είναι οµοιόµορφα συνεχείς. Θα

δείξουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Εστω ε > 0. Αφού η f1 είναι οµοιόµορφα

συνεχής, υπάρχει δ1 > 0 ώστε : αν a1, a2 ∈ A και ρ(a1, a2) < δ1 τότε |f1(a1)− f1(a2)| < ε.

΄Οµοια, αφού η f2 είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ2 > 0 ώστε : αν b1, b2 ∈ B και

ρ(b1, b2) < δ2 τότε |f2(b1)− f2(b2)| < ε. Θέτουµε δ = 1
2 min{δ1, δ2,dist(A,B)} > 0. ΄Εστω

x, y ∈ A ∪ B µε ρ(x, y) < δ. Αφού ρ(x, y) < dist(A,B), ϑα έχουµε x, y ∈ A ή x, y ∈ B.

Στην πρώτη περίπτωση, αφού ρ(x, y) < δ < δ1 παίρνουµε |f(x)−f(y)| = |f1(x)−f1(y)| <
ε. Στη δεύτερη, αφού ρ(x, y) < δ < δ2 παίρνουµε |f(x) − f(y)| = |f2(x) − f2(y)| < ε.

΄Επεται ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

4.18. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν f : A → R είναι οµοιόµορφα συνεχής

συνάρτηση, απόδειξτε ότι η f επεκτείνεται σε µια οµοιόµορφα συνεχή συνάρτηση F : A→ R.

Υπόδειξη. ΄Εστω x ∈ A. Θεωρούµε τυχούσα ακολουθία (xn) στο A µε xn → x. Η (xn) είναι

ϐασική, άρα η (f(xn)) είναι ϐασική ακολουθία στο R (διότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής).

Τότε, υπάρχει το lim
n→∞

f(xn) ∈ R. Αν (x′n) είναι κάποια άλλη ακολουθία στο A µε x′n → x,

τότε ρ(xn, x
′
n) → 0 άρα f(x′n) − f(xn) → 0 (πάλι από την οµοιόµορφη συνέχεια της f ).

Συνεπώς, lim
n→∞

f(x′n) = lim
n→∞

f(xn). Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε F (x) = lim
n→∞

f(xn)

παίρνοντας σαν (xn) µία από τις ακολουθίες του A που συγκλίνουν στο x (το όριο δεν

εξαρτάται από την επιλογή της ακολουθίας).

Η F είναι επέκταση της f : αν x ∈ A τότε η σταθερή ακολουθία xn = x είναι στο A

και συγκλίνει στο x, άρα F (x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(x) = f(x). Μένει να δείξουµε

ότι η F είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής,

υπάρχει δ > 0 ώστε αν z, w ∈ A και ρ(z, w) < δ τότε |f(z) − f(w)| < ε/2. ΄Εστω

x, y ∈ A µε ρ(x, y) < δ. Υπάρχουν xn, yn ∈ A ώστε xn → x και yn → y. Τότε,

lim
n→∞

ρ(xn, yn) = ρ(x, y) < δ, άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθε n > n0 να ισχύει

ρ(xn, yn) < δ. Από την επιλογή του δ έχουµε |f(xn) − f(yn)| < ε/2 για κάθε n > n0.

Συνεπώς, |F (x)− F (y)| = lim
n→∞

|f(xn)− f(yn)| 6 ε/2 < ε.

4.19. Εξετάστε αν ισχυουν τα παρακάτω.

(α) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Z.

(ϐ) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Q.

(γ) Το Q είναι οµοιοµορφικό µε το Z.

(δ) Το Z είναι οµοιοµορφικό µε το N.
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Υπόδειξη. (α) Το R δεν είναι οµοιοµορφικό µε το Z. ∆εν υπάρχει 1-1 και επί συνάρτηση

f : R → Z διότι το R είναι υπεραριθµήσιµο ενώ το Z είναι αριθµήσιµο. Συνεπώς, δεν

υπάρχει οµοιοµορφισµός f : R→ Z.

(ϐ) Το R δεν είναι οµοιοµορφικό µε το Q. ∆εν υπάρχει 1-1 και επί συνάρτηση f : R →
Q διότι το R είναι υπεραριθµήσιµο ενώ το Q είναι αριθµήσιµο. Συνεπώς, δεν υπάρχει

οµοιοµορφισµός f : R→ Q.

(γ) Το Q δεν είναι οµοιοµορφικό µε το Z. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει οµοιοµορφισµός

f : Q → Z. Θεωρούµε την ακολουθία (qn) στο Q µε qn = 1
n . ΄Εχουµε qn = 1

n → 0 ∈ Q,

άρα f(1/n) → f(0). Αναγκαστικά, η f(1/n) πρέπει να είναι τελικά σταθερή και ίση µε

f(0) (οι συγκλίνουσες ακολουθίες ακεραίων είναι οι τελικά σταθερές ακολουθίες ακεραίων).

Υπάρχει λοιπόν n0 ∈ N ώστε f(1/n) = f(0) για κάθε n > n0. Τότε, αφού η f είναι 1-1,

ϑα πρέπει να ισχύει 1/n = 0 για κάθε n > n0, το οποίο είναι άτοπο.

(δ) Το Z είναι οµοιοµορφικό µε το N. ΄Εχουµε δει ότι κάθε συνάρτηση u : N→ (X, ρ) είναι

οµοιόµορφα συνεχής και κάθε συνάρτηση v : Z → (Y, σ) είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τα

σύνολα N και Z είναι ισοπληθικά, άρα υπάρχει 1-1 και επί συνάρτηση f : N → Z. Τότε,

οι f και f−1 είναι συνεχείς, άρα η f είναι οµοιοµορφισµός.

4.20. ∆ίνονται οι µετρικοί χώροι (X1, d1), . . . , (Xk, dk) και ο χώρος γινόµενο
∏k
i=1Xi µε

µετρική γινόµενο την d∞ = max{di : 1 6 i 6 k}. ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και

f : X →
∏k
i=1Xi µε f = (f1, . . . , fk), όπου fi : X → Xi για i = 1, . . . , k. ∆είξτε τα εξής:

(α) Η f είναι συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι συνεχείς.

(ϐ) Η f είναι Lipschitz αν και µόνο αν κάθε fi είναι Lipschitz.

(γ) Η f είναι οµοιοµόρφα συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι οµοιόµορφα

συνεχείς.

(δ) Είναι σωστό ότι η f είναι ισοµετρία αν και µόνο αν οι fi είναι ισοµετρίες ;

(ε) Είναι σωστό ότι η f είναι οµοιοµορφισµός αν και µόνο αν οι fi είναι οµοιοµορφισµοί ;

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) ακολουθία στονX µε xn → x. Αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι συνεχείς

τότε fi(xn) → fi(x) για κάθε i = 1, . . . , k και συµπεραίνουµε ότι f(xn) → f(x) από το

γεγονός ότι η d∞ είναι µετρική γινόµενο. Για την αντίστροφη κατεύθυνση παρατηρήστε ότι

fi = πi ◦ f , i = 1, . . . , k (ϐλέπε ΄Ασκηση 4.24).

(ϐ) Αν κάθε fi είναι Lipschitz µε σταθερά Mi > 0 τότε για κάθε x, y ∈ X έχουµε

d∞(f(x), f(y)) = max{di(fi(x), fi(y)) : i = 1, . . . , k} 6 (maxMi) ρ(x, y).
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Αντίστροφα, αν η f είναι Lipschitz µε σταθερά M > 0 τότε για κάθε x, y ∈ X και για κάθε

i = 1, . . . , k έχουµε

di(fi(x), fi(y)) 6 d∞(f(x), f(y)) 6M ρ(x, y).

(γ) Υποθέτουµε πρώτα ότι οι fi, i = 1, . . . , k είναι οµοιόµορφα συνεχείς. ΄Εστω ε > 0.

Βρίσκουµε δi > 0 ώστε : αν ρ(x, y) < δi τότε di(fi(x), fi(y)) < ε. Τότε, αν ρ(x, y) < δ =

min{δ1, . . . , δk} έχουµε

d∞(f(x), f(y)) = max{di(fi(x), fi(y)) : i = 1, . . . , k} < ε.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση δουλεύουµε ανάλογα.

(δ) Αν κάθε fi είναι ισοµετρία τότε η f είναι ισοµετρία. Πράγµατι, έχουµε για κάθε 1 6

i 6 k, di(fi(x), fi(y)) = ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ Xi. Τότε, αν x, y ∈ X ισχύει :

d∞(f(x), f(y)) = max{di(fi(x), fi(y)) : 1 6 i 6 k} = ρ(x, y).

Το αντίστροφο δεν ισχύει : Αν για παράδειγµα ϑεωρήσουµε τις συναρτήσεις πi : (Rk, ‖ ·
‖∞) → (R, | · |) µε πi(x1, . . . , xi, . . . , xk) = xi (δηλαδή την i–προβολή) τότε καµιά από τις

πi δεν είναι ισοµετρία, αλλά η f = (π1, . . . , πk) : (Rk, ‖ ·‖∞)→ (Rk, ‖ ·‖∞) είναι ισοµετρία

αφού είναι η ταυτοτική συνάρτηση.

(ε) Το προηγούµενο παράδειγµα δείχνει ότι µπορεί η f να είναι οµοιοµορφισµός και καµιά

από τις fi να µην είναι. Επίσης, µπορεί κάθε fi να οµοιοµορφισµός και η f να µην είναι :

Αν ϑεωρήσουµε τις f1, f2 : (R, | · |)→ (R, | · |) µε f1(x) = x και f2(x) = −x τότε αυτές είναι

οµοιοµορφισµοί, αλλά η f = (f1, f2) : (R, | · |)→ (R2, ‖ · ‖∞) δεν είναι επί. (Παρατηρήστε

ότι στέλνει όλα τα σηµεία στην ευθεία x+ y = 0.)

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

4.21. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε

ότι :

(α) Η συνάρτηση g : X × Y → R µε g(x, y) = σ(f(x), y) είναι συνεχής.

(ϐ) Το σύνολο A = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) ∈ Bσ(y, 1)} είναι ανοικτό.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn, yn)→ (x, y) στον X × Y . Τότε, xn → x και yn → y (στον X × Y
εννοείται ότι έχουµε µια µετρική γινόµενο). Αφού η f είναι συνεχής και xn → x, έχουµε

f(xn)→ f(x). ΄Επεται ότι, στον Y ,

σ(f(xn), yn)→ σ(f(x), y),
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δηλαδή g(xn, yn)→ g(x, y). Από την αρχή της µεταφοράς, η g είναι συνεχής.

(ϐ) Παρατηρήστε ότι

A = {(x, y) : σ(f(x), y) < 1} = {(x, y) : g(x, y) < 1} = g−1((−∞, 1)).

Αφού η g είναι συνεχής, το A είναι ανοικτό ως αντίστροφη εικόνα του ανοικτού συνόλου

(−∞, 1).

4.22. ΄Εστω f : (X, d) → R. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε

a, b ∈ R τα σύνολα {x ∈ X : f(x) < a} και {x ∈ X : f(x) > b} είναι ανοικτά.

Υπόδειξη. Αν η f είναι συνεχής τότε για κάθε a, b ∈ R τα σύνολα {x ∈ X : f(x) < a} =

f−1((−∞, a)) και {x ∈ X : f(x) > b} = f−1((b,∞)) είναι ανοικτά σύνολα ως αντίστροφες

εικόνες ανοικτών ηµιευθειών.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση: ϑεωρούµε τυχόν x0 ∈ X και ε > 0, και ϑα δείξουµε

ότι υπάρχει δ > 0 ώστε f(B(x0, δ)) ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε). Εφαρµόζοντας την υπόθεση

µε a = f(x0) + ε και b = f(x0)− ε, έχουµε ότι το σύνολο

A = {x ∈ X : f(x) ∈ (f(x0)−ε, f(x0)+ε)} = {x ∈ X : f(x) < f(x0)+ε}∩{x ∈ X : f(x0)−ε < f(x)}

είναι ανοικτό σύνολο, και x0 ∈ A, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ A.

4.23. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα

f ◦ f = f . ∆είξτε ότι το σύνολο f(X) είναι κλειστό.

Υπόδειξη. ΄Εστω (yn) ακολουθία στο f(X) η οποία συγκλίνει σε κάποιο y ∈ X. Για κάθε

n ∈ N υπάρχει xn ∈ X ώστε yn = f(xn). Αφού η f είναι συνεχής και f ◦ f = f , έχουµε

f(yn) = f(f(xn)) = (f ◦ f)(xn) = f(xn) = yn.

Πάλι από την συνέχεια της f , αφού yn → y έχουµε yn = f(yn)→ f(y). ∆ηλαδή, f(y) = y.

΄Αρα, y ∈ f(X).

4.24. ΄Εστω f, g : (X, d)→ (Y, σ) συνεχείς συναρτήσεις και έστω x ∈ X ώστε f(x) 6= g(x).

Αποδείξτε ότι υπάρχει r > 0 ώστε : για κάθε y, z ∈ B(x, r) ισχύει f(y) 6= g(z).

Υπόδειξη. Αφού f(x) 6= g(x), υπάρχει ε > 0 ώστε

(∗) B(f(x), ε) ∩B(g(x), ε) = ∅.

Από την συνέχεια της f και της g στο x µπορούµε να ϐρούµε r1 > 0 ώστε f(B(x, r1)) ⊆
B(f(x), ε) και r2 > 0 ώστε g(B(x, r2)) ⊆ B(g(x), ε). Θέτουµε r = min{r1, r2} > 0. Τότε,
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αν y, z ∈ B(x, r) έχουµε f(y) ∈ B(f(x), ε) και g(z) ∈ B(g(x), ε) και από την (∗) έπεται

ότι f(y) 6= g(z).

4.25. Θεωρούµε τα σύνολα N και Q µε την συνήθη µετρική.

(α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας {Gn}∞n=1 ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του (Q, |·|)
µε την ιδιότητα

⋂∞
n=1Gn = ∅.

(ϐ) Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : (N, | · |)→ (Q, | · |) είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Εξετάστε αν οι (N, | · |) και (Q, | · |) είναι οµοιοµορφικοί.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

Gn = Q \ {qn}. Κάθε Gn είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του (Q, | · |) (εξηγήστε γιατί)

και
⋂∞
n=1Gn = ∅.

(ϐ) Επιλέγουµε δ = 1/2. Τότε, για οποιοδήποτε ε > 0 έχουµε: αν m,n ∈ N και |m− n| <
1/2, τότε m = n, άρα f(m) = f(n) και έπεται ότι |f(m)− f(n)| = 0 < ε.

(γ) ΄Εστω g : Q→ N συνεχής, 1-1 και επί. Θεωρούµε την qn = 1
n → 0. Τότε, g(qn)→ g(0).

Αφού η (g(qn)) είναι συγκλίνουσα ακολουθία ϕυσικών, είναι τελικά σταθερή και ίση µε το

όριό της g(0). ΄Οµως τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε g(1/n) = g(qn) = g(0) για κάθε n > n0,

και αφού η g είναι 1-1 συµπεραίνουµε ότι 1/n = 0 για κάθε n > n0, άτοπο. Αφού δεν

υπάρχει g : Q→ N συνεχής, 1-1 και επί, δεν υπάρχει οµοιοµορφισµός g : Q→ N.

4.26. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → R και g : R → R. Για καθεµία από

τις παρακάτω προτάσεις δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν οι f και g είναι οµοιόµορφα συνεχείς, τότε η g ◦ f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι συνεχής, τότε η g ◦ f
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Αν η f είναι συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η g ◦ f
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Υπόδειξη. (α) Σωστό : ΄Εστω ε > 0. Αφού η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, ϐρίσκουµε η > 0

ώστε «για κάθε u, v ∈ R µε |u−v| < η ισχύει |g(u)−g(v)| < ε». Αφού η f είναι οµοιόµορφα

συνεχής, ϐρίσκουµε δ > 0 ώστε «για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ ισχύει |f(x)−f(y)| < η».

Τότε, αν d(x, y) < δ, ϑεωρώντας τα u = f(x) και v = f(y) που ικανοποιούν την |u−v| < η,

συµπεραίνουµε ότι |g(f(x))− g(f(y))| < ε.
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(ϐ) Σωστό : η εικόνα f(X) του X είναι ϕραγµένο υποσύνολο του R, άρα περιέχεται σε

κάποιο κλειστό διάστηµα [−M,M ]. Η g̃ = g|[−M,M ] (ο περιορισµός της g στο [−M,M ])

είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση ως συνεχής συνάρτηση ορισµένη σε κλειστό διάστη-

µα. Από το (α) η σύνθεση g̃ ◦ f είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Οµως, g ◦ f = g̃ ◦ f διότι

f(X) ⊆ [−M,M ] (εξηγήστε).

(γ) Λάθος: αν ίσχυε, ϑεωρώντας την g0(x) = x, η οποία είναι οµοιόµορφα συνεχής, ϑα

είχαµε ότι κάθε συνεχής και ϕραγµένη f : (X, d) → R είναι οµοιόµορφα συνεχής, διότι

f = g0 ◦ f . Αυτό δεν ισχύει : π.χ. η f : R → R µε f(x) = cos(x2) είναι συνεχής και

ϕραγµένη αλλά δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

4.27. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Για καθεµία από τις παρακάτω

προτάσεις δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν K ⊆ X είναι συµπαγές, τότε το f(K) ⊆ Y είναι συµπαγές.

(ϐ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο, τότε το f(K) ⊆ Y είναι ϕραγµένο.

(γ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο και η f είναι συνάρτηση Lipschitz, τότε το f(K) ⊆ Y είναι

ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (α) Σωστό : ϑεώρηµα στο Κεφάλαιο 6 (δίνονται εκεί δύο διαφορετικές αποδείξεις).

(ϐ) Λάθος: η ταυτοτική απεικόνιση I : (R, δ) → (R, | · |) είναι συνεχής και το R είναι

ϕραγµένο ως προς την δ, όµως το I(R) = R δεν είναι ϕραγµένο µε τη συνήθη µετρική.

(γ) Σωστό : η απόδειξη δίνεται στο Κεφάλαιο 4 (στην παράγραφο για τις συναρτήσεις Lip-

schitz).

4.28. ΄Εστω f, g : R → R συνεχείς συναρτήσεις. Είναι το σύνολο K = {(f(x), g(x)) : x ∈
R} απαραίτητα κλειστό υποσύνολο του R2;

Υπόδειξη. Αν ϑεωρήσουµε τις συναρτήσεις f(x) = 1
1+x2

και g(x) = 0 τότε ϐλέπουµε ότι για

xn = n έχουµε ότι η zn := (f(xn), g(xn)) = (f(xn), 0) είναι ακολουθία του K, η οποία

συγκλίνει στο (0, 0). ΄Οµως, (0, 0) /∈ K.

4.29. ΄Εστω F1, F2 ξένα κλειστά υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). ΄Εστω f : X → R
και g : X → R ϕραγµένες συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ϕραγµένη συνεχής

συνάρτηση h : X → R µε την ιδιότητα h ≡ f στο F1 και h ≡ g στο F2.

Υπόδειξη. Από το λήµµα του Urysohn υπάρχει συνεχής συνάρτηση φ : X → [0, 1] ώστε

φ|F1 = 0 και φ|F2 = 1. Θεωρούµε την συνάρτηση h : X → R µε

h(x) := (1− φ(x))f(x) + φ(x)g(x), x ∈ X.
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Εύκολα ελέγχουµε ότι η h έχει τις Ϲητούµενες ιδιότητες.

4.30. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνεχής, 1-1 συνάρτηση f : [0, 1]× [0, 1]→ R.

Υπόδειξη. Για κάθε t ∈ [0, 1] ϑεωρούµε την συνάρτηση ft : [0, 1] → R µε ft(x) = f(t, x).

Αφού η f είναι συνεχής και 1-1, το ίδιο ισχύει για την ft. ΄Αρα, η εικόνα It = ft([0, 1]) της

ft είναι ένα κλειστό διάστηµα It = [at, bt], µε at < bt.

Τα διαστήµατα It, 0 6 t 6 1, είναι ξένα (αν υπήρχε κάποιο z ∈ It ∩ Is, όπου t 6= s,

τότε ϑα είχαµε z = f(t, x) = f(s, y) για κάποια x, y ∈ [0, 1], το οποίο είναι άτοπο διότι η f

είναι 1-1). ΄Οµως, είναι υπεραριθµήσιµα το πλήθος και αυτό οδηγεί σε άτοπο: επιλέγουµε

ϱητό qt ∈ It και η απεικόνιση t 7→ qt είναι 1-1, το οποίο είναι άτοπο αφού το Q είναι

αριθµήσιµο.

Οµάδα Γ΄

4.31. ΄Εστω F µη κενό κλειστό υποσύνολο του R και f : F → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε

ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : R→ R µε την ιδιότητα g(x) = f(x) για κάθε x ∈ F .

Υπόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε το R \ F σαν ένωση αριθµήσιµων το πλήθος ξένων

ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων: R \ F =
⋃

(an, bn). Παρατηρήστε ότι για κάθε n ισχύει

an, bn ∈ F , δηλαδή οι τιµές f(an), f(bn) είναι ορισµένες. Επεκτείνουµε την f σε µια

συνάρτηση g : R → R ορίζοντάς την σε κάθε (an, bn). Ο απλούστερος τρόπος είναι να

ϑέσουµε

g(x) =
bn − x
bn − an

f(an) +
x− an
bn − an

f(bn), x ∈ (an, bn),

δηλαδή να πάρουµε την g γραµµική στο [an, bn]. Αν x ∈ F ορίζουµε g(x) = f(x). Εύκολα

ελέγχουµε ότι η g είναι συνεχής σε κάθε (an, bn), αρκεί λοιπόν να ελέγξουµε ότι η g είναι

συνεχής σε κάθε σηµείο του F . Για να ελέγξετε τη συνέχεια της g στο x από δεξιά, δείξτε

πρώτα ότι υπάρχουν τα εξής τρία ενδεχόµενα:

(i) Υπάρχει δ > 0 ώστε [x, x+ δ) ⊂ F .

(ii) Υπάρχει n ∈ N ώστε x = an.

(iii) Για κάθε δ > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε (an, bn) ⊂ [x, x+ δ).

΄Εστω ότι δεν ισχύει το 1. Τότε για κάθε δ > 0 έχουµε F c ∩ [x, x + δ) 6= ∅. Αν x = an

τελειώσαµε, διαφορετικά για κάθε δ > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε [x, x+δ)∩ (an, bn) 6= ∅. Αυτό

όµως δίνει ότι για κάθε δ > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε (an, bn) ⊆ [x, x + δ). (Πράγµατι· κατ’

αρχήν παρατηρήστε ότι δε µπορεί να είναι an < x λόγω του ότι τα (an, bn) είναι ξένα ανά

δυο. Τώρα, αν δ > 0 υπάρχει n ∈ N ώστε [x, x+δ)∩ (an, bn) 6= ∅. Τότε για 0 < δ′ < an−x
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έχουµε ότι υπάρχει k ∈ N ώστε (ak, bk) ∩ [x, x + δ′) 6= ∅. ΄Αρα, το (ak, bk) είναι αριστερά

από το (an, bn) αφού είναι ξένα, δηλαδή (ak, bk) ⊆ [x, x+ δ)).

Τώρα δείχνουµε ότι σε καθεµιά από τις τρεις περιπτώσεις η g είναι συνεχής από τα

δεξιά στο x. ΄Εστω ε > 0.

Για το (i): ΄Εχουµε ότι υπάρχει δ1 > 0 ώστε [x, x+ δ1) ⊆ F . Η f είναι συνεχής στο x (από

τα δεξιά) άρα, υπάρχει δ2 > 0 ώστε αν t ∈ F ∩ [x, x + δ2) τότε |f(t) − f(x)| < ε. ΄Εστω

δ = min{δ1, δ2} > 0 και t ∈ [x, x+ δ). Τότε είναι t ∈ F , άρα

|g(t)− g(x)| = |f(t)− f(x)| < ε.

Για το (ii): ΄Εχουµε ότι x = an για κάποιο n ∈ N. Τότε για 0 < δ < min{ (bn−an)ε
1+|f(bn)−f(an)| , bn−

an} ισχύει [x, x+ δ) ⊆ [an, bn) και αν t ∈ [x, x+ δ) έχουµε:

|g(t)− g(x)| =
∣∣∣∣f(an)− f(bn)

an − bn
(t− x)

∣∣∣∣ < δ

∣∣∣∣f(an)− f(bn)

an − bn

∣∣∣∣ < ε.

Για το (iii): Από τη συνέχεια της f στο x (από τα δεξιά) έχουµε ότι υπάρχει δ1 > 0 ώστε

αν t ∈ F ∩ [x, x + δ1) τότε |f(t) − f(x)| < ε/3. Σ’ αυτήν την περίπτωση υπάρχει k ∈ N
ώστε (ak, bk) ⊆ [x, x + δ1). Τότε, αν t ∈ [x, ak) (εδώ δ = ak − x > 0) διακρίνουµε τις

υποπεριπτώσεις:

• Αν t ∈ F , τότε ισχύει : |g(t)− g(x)| = |f(t)− f(x)| < ε/3.

• Αν t /∈ F , υπάρχει m ∈ N ώστε t ∈ (am, bm). Παρατηρήστε ότι σε αυτήν την

περίπτωση x < am < bm < ak. Τότε προκύπτει :

|g(t)− g(x)| =

∣∣∣∣f(bm)− f(am)

bm − am
(t− am) + f(am)− f(x)

∣∣∣∣
6 |f(bm)− f(am)|+ |f(am)− f(x)| < ε,

αφού am, bm ∈ F ∩ [x, x+ δ1).

΄Ετσι σε κάθε περίπτωση η g είναι συνεχής στο x από τα δεξιά. ΄Οµοια δείχνουµε τη συνέχεια

από αριστερά.

4.32. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . Για κάθε δ > 0 ορίζουµε το

µέτρο συνέχειας (modulus of continuity) της f ως εξής:

ωf (δ) = sup{σ(f(x), f(y)) : d(x, y) 6 δ, x, y ∈ X}.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ωf : [0,∞)→ [0,∞] είναι αύξουσα, δηλαδή αν 0 6 δ1 < δ2 τότε

ωf (δ1) 6 ωf (δ2).
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(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : X → Y είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνον αν ισχύει

ωf (δ)→ 0 καθώς δ → 0+.

Υπόδειξη. (α) Αν 0 6 δ1 < δ2 τότε {σ(f(x), f(y)) : ρ(x, y) 6 δ1, x, y ∈ X} ⊆ {σ(f(x), f(y)) :

ρ(x, y) 6 δ2, x, y ∈ X}, άρα

ωf (δ1) = sup{σ(f(x), f(y)) : ρ(x, y) 6 δ1, x, y ∈ X}

6 sup{σ(f(x), f(y)) : ρ(x, y) 6 δ2, x, y ∈ X}

= ωf (δ2).

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ1 > 0

ώστε : αν x, y ∈ X και ρ(x, y) < δ1 τότε σ(f(x), f(y)) < ε/2. ΄Εστω 0 < δ < δ1. Τότε,

ωf (δ) = sup{σ(f(x), f(y)) : ρ(x, y) 6 δ, x, y ∈ X} 6 ε/2 < ε.

Συνεπώς, lim
δ→0+

ωf (δ) = 0.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι lim
δ→0+

ωf (δ) = 0. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε

ωf (δ) < ε. Τότε, αν x, y ∈ X και ρ(x, y) < δ έχουµε σ(f(x), f(y)) 6 ωf (δ) < ε. Αυτό

αποδεικνύει ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

4.33. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Η f λέγεται ανοικτή αν για κάθε ανοικτό G ⊆ X το f(G)

είναι ανοικτό υποσύνολο του Y . Ανάλογα, η f λέγεται κλειστή αν για κάθε κλειστό F ⊆ X

το f(F ) είναι κλειστό υποσύνολο του Y .

(α) ∆ώστε παράδειγµα: συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι ανοικτή, ανοικτής συνάρτη-

σης η οποία δεν είναι συνεχής, συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι κλειστή, κλειστής

συνάρτησης η οποία δεν είναι συνεχής.

(ϐ) Αν η f : (X, ρ)→ (Y, σ) είναι 1-1 και επί, δείξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα: (i) η f είναι

ανοικτή, (ii) η f είναι κλειστή, (iii) η f−1 είναι συνεχής.

Συνεπώς, αν η f είναι συνεχής και ανοικτή (ή κλειστή) τότε είναι οµοιοµορφισµός.

Υπόδειξη. (α) Η ταυτοτική συνάρτηση g : R → (R, δ) µε g(x) = x είναι ανοικτή, διότι όλα

τα υποσύνολα του R είναι δ-ανοικτά. ∆εν είναι όµως συνεχής: στην άσκηση 6 είδαµε ότι

οι µόνες συνεχείς συναρτήσεις από το R στον (R, δ) είναι οι σταθερές συναρτήσεις. Η ίδια

συνάρτηση είναι κλειστή (αλλά όχι συνεχής). Η ταυτοτική συνάρτηση g−1 : (R, δ) → R
µε g−1(x) = x είναι συνεχής αλλά δεν είναι κλειστή ούτε ανοικτή (ϑα έπρεπε όλα τα

υποσύνολα του R να είναι κλειστά, ή αντίστοιχα, ανοικτά).

΄Αλλα παραδείγµατα: κάθε συνεχής συνάρτηση f : R→ R που είναι σταθερή σε κάποιο

διάστηµα [a, b] δεν είναι ανοικτή (εξηγήστε γιατί). Η συνάρτηση f(x) = |x| απεικονίζει το
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(−1, 1) στο [0, 1). Η συνάρτηση f(x) = x
1+|x| απεικονίζει το κλειστό σύνολο [0,∞) στο

[0, 1).

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι ανοικτή. ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του (X, ρ). Τότε,

το X \ F είναι ανοικτό, άρα το f(X \ F ) είναι ανοικτό υποσύνολο του (Y, σ). ΄Οµως,

f(X \ F ) = Y \ f(F ) διότι η f είναι 1-1 και επί. ΄Αρα, το f(F ) είναι κλειστό. ΄Επεται ότι

η f είναι κλειστή.

Υποθέτουµε τώρα ότι η f είναι κλειστή. Για κάθε κλειστό F ⊆ X έχουµε ότι το

(f−1)−1(F ) = F είναι κλειστό στον (Y, σ). ΄Αρα, η f−1 είναι συνεχής.

Υποθέτουµε τέλος ότι η f−1 : Y → X είναι συνεχής. Τότε, για κάθε G ⊆ X ανοικτό,

έχουµε ότι το f(G) = (f−1)−1(G) είναι ανοικτό. ΄Αρα, η f είναι ανοικτή.

4.34. ΄Εστω (Xi, di) , i = 1, . . . ,m µετρικοί χώροι και X =
∏m
i=1Xi ο χώρος γινόµενο µε

τη µετρική d =
∑m

i=1 di. Η συνάρτηση i−προβολή είναι η πi : X → Xi που ορίζεται ως εξής:

πi(x1, . . . , xi, . . . , xm) = xi.

Αποδείξτε ότι η πi είναι συνεχής, επί και ανοικτή.

Υπόδειξη. Η πi είναι προφανώς επί : αν xi ∈ Xi επιλέγουµε τυχόντα xj ∈ Xj , j 6= i και

για το x = (x1, . . . , xm) ∈ X έχουµε πi(x) = xi. Η συνέχεια της πi προκύπτει από το

γεγονός ότι η d είναι µετρική γινόµενο. Αν xn = (xn1 , . . . , x
n
m)

d−→ x = (x1, . . . , xm) τότε,

για κάθε j 6 m έχουµε xnj
dj−→ xj , άρα πi(x

n) = xni
di−→ xi = πi(x). Από την αρχή

της µεταφοράς η πi είναι συνεχής. Τέλος, η πi είναι ανοικτή: έστω G ⊆ X ανοικτό. Αν

x = (x1, . . . , xm) ∈ G τότε µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε Bd(x, δ) ⊆ G. Από τον ορισµό

της d ελέγχουµε εύκολα ότι

U := Bd1(x1, δ/m)× · · · ×Bdm(xm, δ/m) ⊆ Bd(x, δ) ⊆ G.

Τότε, πi(U) = Bdi(xi, δ/m) ⊆ πi(G), δηλαδή Bdi(πi(x), δ/m) ⊆ πi(G). Αφού το pi(x) ∈
πi(G) ήταν τυχόν, το πi(G) είναι ανοικτό υποσύνολο του Xi.

4.35. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). ∆είξτε ότι η f είναι ανοικτή αν και µόνο αν f(A◦) ⊆
(f(A))◦ για κάθε A ⊆ X. ∆ώστε παράδειγµα µιας συνεχούς, ανοικτής συνάρτησης f : X →
Y και κάποιου A ⊆ X ώστε το f(A◦) να περιέχεται γνήσια στο (f(A))◦.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι ανοικτή. ΄ΕστωA ⊆ X. ΤοA◦ είναι ανοικτό, άρα

το f(A◦) είναι ανοικτό. ΑφούA◦ ⊆ A, έχουµε f(A◦) ⊆ f(A). ΄Επεται ότι f(A◦) ⊆ (f(A))◦.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, απλώς παρατηρούµε ότι ανG είναι ένα ανοικτό υποσύνολο

του X τότε η υπόθεση µας δίνει f(G) = f(G◦) ⊆ (f(G))◦. Τότε, f(G) = (f(G))◦ άρα το

f(G) είναι ανοικτό.
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Η προβολή π1 : R2 → R µε π1(x, y) = x είναι συνεχής και ανοικτή (δείτε την ΄Ασκηση

4.24). Αν ϑέσουµε A = {(x, x) : x ∈ R} τότε A◦ = ∅ και f(A) = R. ΄Αρα, f(A◦) = ∅ ενώ

(f(A))◦ = R.

4.36. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η ρ είναι ισοδύναµη µε τη διακριτή µετρική στον X.

(ϐ) Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον X είναι τελικά σταθερή.

(γ) Ο X δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(δ) Για κάθε µετρικό χώρο Y , κάθε f : X → Y είναι συνεχής.

(ε) Η κλειστή ϑήκη κάθε ανοικτού συνόλου G ⊆ X είναι ανοικτό σύνολο.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ) Υποθέτουµε ότι η ρ είναι ισοδύναµη µε τη διακριτή µετρική στον X.

΄Εστω (xn) ακολουθία στονX µε ρ(xn, x)→ 0. Αφού ρ ∼ δ, ϑα ισχύει δ(xn, x)→ 0. ΄Οµως,

γνωρίζουµε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον (X, δ) είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα, η (xn)

είναι τελικά σταθερή.

(ϐ)⇒ (γ) Υποθέτουµε ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στονX είναι τελικά σταθερή. ΄Εστω

x σηµείο συσσώρευσης του X. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στο X η οποία

συγκλίνει στο x και έχει όρους διαφορετικούς ανά δύο. Τότε, η (xn) είναι συγκλίνουσα και

δεν είναι τελικά σταθερή, άτοπο.

(γ)⇒ (δ) Υποθέτουµε ότι ο X δεν έχει σηµεία συσσώρευσης. ΄Εστω (Y, σ) µετρικός χώρος,

f : X → Y και x0 ∈ X. Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0. Αφού το x0 δεν είναι

σηµείο συσσώρευσης του X, υπάρχει δ > 0 ώστε Bρ(x0, δ) = {x0}. Τότε, για κάθε ε > 0,

έχουµε f(Bρ(x0, δ)) = {f(x0)} ⊆ Bσ(f(x0), ε). ΄Αρα, η f είναι συνεχής στο x0.

(δ)⇒ (ε) Υποθέτουµε ότι, για κάθε µετρικό χώρο Y , κάθε f : X → Y είναι συνεχής. ΄Εστω

G ανοικτό υποσύνολο του X. Η χαρακτηριστική συνάρτηση χG : X → R είναι συνεχής,

άρα (από την ΄Ασκηση 4.5) έχουµε bd(G) = ∅. Τότε, G = G ∪ bd(G) = G, δηλαδή το G

είναι ανοικτό.

(ε)⇒ (α) Υποθέτουµε ότι η κλειστή ϑήκη κάθε ανοικτού συνόλου G ⊆ (X, ρ) είναι ανοικτό

σύνολο. Για να δείξουµε ότι ρ ∼ δ πρέπει να ελέγξουµε ότι xn
ρ−→ x αν και µόνο αν

xn
δ−→ x δηλαδή αν και µόνο αν η (xn) είναι τελικά σταθερή (µε όρους ίσους µε x).

Η µία κατεύθυνση είναι ϕανερή, υποθέτουµε λοιπόν ότι xn
ρ−→ x. Αν η (xn) δεν είναι

τελικά σταθερή µπορούµε να υποθέσουµε (περνώντας αν χρειαστεί σε υπακολουθία) ότι

η ακολουθία ρ(xn, x) είναι γνησίως ϕθίνουσα και µηδενική. Μπορούµε τότε να ϐρούµε

ακολουθία ακτίνων δn > 0 ώστε οι µπάλες B(xn, δn) να είναι ξένες και x /∈
⋃∞
n=1B(xn, δn)

(άσκηση). Ορίζουµε G1 =
⋃∞
k=1B(x2k, δ2k) και G2 =

⋃∞
k=1B(x2k−1, δ2k−1). Τα G1, G2

είναι ξένα από την κατασκευή. Ορίζουµε U1 = G1 και U2 = G2. ΄Εχουµε G1 ⊆ X \ G2
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και το X \G2 είναι κλειστό, άρα U1 ⊆ X \G2. Από την υπόθεση, το U2 είναι ανοικτό και,

ξεκινώντας τώρα από την G2 ⊆ X \ U1 ϐλέπουµε ότι U2 ⊆ X \ U1, δηλαδή, U1 ∩ U2 = ∅.
΄Οµως, από την x2k

ρ→ x έχουµε x ∈ G1 = U1 και από την x2k−1
ρ→ x έχουµε x ∈ G2 = U2.

΄Αρα x ∈ U1 ∩ U2, το οποίο είναι άτοπο.

4.37. (α) Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → R λέγεται κάτω ηµισυνεχής αν για κάθε t ∈ R το

σύνολο {x ∈ X : f(x) 6 t} είναι κλειστό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι η f είναι κάτω

ηµισυνεχής αν και µόνο αν, για κάθε ακολουθία (xn) στον X µε xn → x ∈ X, ισχύει

f(x) 6 lim inf
n→∞

f(xn).

∆ώστε παράδειγµα κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι συνεχής.

(ϐ) Μια συνάρτηση f : (X, ρ)→ R λέγεται άνω ηµισυνεχής αν η −f είναι κάτω ηµισυνεχής.

∆ιατυπώστε και αποδείξτε χαρακτηρισµούς της άνω ηµισυνεχούς συνάρτησης, αντίστοιχους

µε τους χαρακτηρισµούς της κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης που περιγράφτηκαν στο (α).

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι κάτω ηµισυνεχής. ΄Εστω (xn) στο X µε

xn → x ∈ X. Θέτουµε t = lim inf
n→∞

f(xn). Αν f(x) > t τότε υπάρχει ε > 0 ώστε x /∈
Ft+ε = {z ∈ X : f(z) 6 t + ε}. Αφού το Ft+ε είναι κλειστό, υπάρχει δ > 0 ώστε

Ft+ε ∩ B(x, δ) = ∅. ΄Οµως, υπάρχει υπακολουθία xkn → x ώστε f(xkn) → t. Αυτό

σηµαίνει ότι τελικά ϑα ισχύουν οι xkn ∈ B(x, δ) και f(xkn) < t + ε, δηλαδή xkn ∈ Ft+ε.
΄Επεται ότι Ft+ε ∩B(x, δ) 6= ∅, το οποίο είναι άτοπο.

Αντίστροφα, έστω Ft = {z ∈ X : f(z) 6 t}, t ∈ R. Θεωρούµε x ∈ Ft. Τότε, υπάρχει

(xn) στο Ft µε xn → x. Για κάθε n ∈ N έχουµε f(xn) 6 t, άρα lim inf
n→∞

f(xn) 6 t. Από την

υπόθεση, f(x) 6 lim inf
n→∞

f(xn) 6 t, δηλαδή x ∈ Ft. ΄Αρα, το Ft είναι κλειστό.

Μια κάτω ηµισυνεχής συνάρτηση που δεν είναι συνεχής είναι η f : R→ R µε f(x) = 0

αν x = 0 και f(x) = 1 αν x 6= 0 (εξηγήστε γιατί).

(ϐ) Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → R είναι άνω ηµισυνεχής αν για κάθε t ∈ R το σύνολο

{x ∈ X : f(x) > t} είναι κλειστό υποσύνολο του X. Η f είναι άνω ηµισυνεχής αν και

µόνο αν, για κάθε ακολουθία (xn) στον X µε xn → x ∈ X, ισχύει

f(x) > lim sup
n→∞

f(xn).

Μια άνω ηµισυνεχής συνάρτηση που δεν είναι συνεχής είναι η f : R→ R µε f(x) = 1 αν

x = 0 και f(x) = 0 αν x 6= 0 (εξηγήστε γιατί).

4.38. Αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο µετρικοί χώροι (X, ρ), (Y, σ) οι οποίοι δεν είναι οµοιο-

µορφικοί αλλά ικανοποιούν το εξήσ: υπάρχουν συναρτήσεις f : X → Y, g : Y → X οι

οποίες είναι συνεχείς, 1-1 και επί.
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Υπόδειξη. Θεωρούµε τα εξής υποσύνολα του R:

X = {−m : m ∈ N} ∪

( ∞⋃
n=0

[2n, 2n+ 1)

)
, Y = X ∪ {1}

µε τη συνήθη µετρική. Τότε, οι συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → X µε

f(x) =


x+ 1, x 6 −2

1, x = −1

x, x > 0

, g(x) =


x, x 6 −1
x
2 , 0 6 x 6 1
x−1
2 , 2 6 x < 3

x− 2, x > 4

είναι συνεχείς 1-1 και επί. Παρ’ όλα αυτά οι X,Y δεν είναι οµοιοµορφικοί. Πράγµατι·

αν υπάρχει h : Y → X οµοιοµορφισµός τότε, η h|[0,1] : [0, 1] → Y είναι συνεχής και 1-1.

Από το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής το h([0, 1]) είναι κλειστό και ϕραγµένο (µη τετριµµένο)

διάστηµα. Οπότε υπάρχει n > 0 ώστε f([0, 1]) ⊆ [2n, 2n + 1). ΄Εστω f([0, 1]) = [a, b] ⊆
[2n, 2n + 1). Τότε υπάρχει b < c < 2n + 1. Για τον ίδιο λόγο η h−1 απεικονίζει το [b, c]

σε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα, όµως διαφορετικό από το [0, 1] (εξηγήστε γιατί). ΄Εστω

m > 1 ώστε h−1([b, c]) ⊆ [2m, 2m + 1). Τότε η h−1|[a,c] : [a, c] → [0, 1] ∪ [2m, 2m + 1)

είναι συνεχής και το σύνολο τιµών της δεν είναι διάστηµα. Αυτό είναι άτοπο σύµφωνα µε

το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής.





Κεφάλαιο 5

Πλήρεις µετρικοί χώροι

Οµάδα Α΄

5.1. Στο σύνολο N των ϕυσικών ϑεωρούµε τις µετρικές d(m,n) = |m − n| και ρ(m,n) =

| 1m −
1
n |.

(α) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης αλλά ο (N, ρ) δεν είναι πλήρης.

(ϐ) ∆είξτε ότι κάθε µονοσύνολο {n} είναι d-ανοικτό και ρ-ανοικτό.

(γ) ∆είξτε ότι οι µετρικές ρ και d είναι ισοδύναµες (άρα, οι (N, d) και (N, ρ) είναι οµοιοµορφι-

κοί).

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (N, d). Επιλέγουµε ε = 1/2 > 0 και

ϐρίσκουµε n0 ∈ N ώστε, για κάθε n,m > n0, d(xn, xm) = |xn − xm| < 1/2. Αφού

xn, xm ∈ N, έπεται ότι xn = xm. Ειδικότερα, αυτό σηµαίνει ότι xn = xn0 για κάθε n > n0.

∆ηλαδή, η (xn) είναι τελικά σταθερή, άρα συγκλίνει.

Στον (N, ρ) ϑεωρούµε την ακολουθία xn = n. Η (xn) είναι ρ-ϐασική: έστω ε > 0.

Βρίσκουµε n0 ∈ N ώστε
1
n0

< ε. Τότε, για κάθε m > n > n0 έχουµε ρ(xm, xn) =∣∣ 1
m −

1
n

∣∣ = 1
n −

1
m < 1

n 6 1
n0
< ε. ΄Οµως, δεν υπάρχει x ∈ N ώστε ρ(n, x)→ 0: ϑα είχαµε∣∣ 1

n −
1
x

∣∣→ 0, δηλαδή 1
n →

1
x (µε τη συνήθη µετρική) το οποίο σηµαίνει ότι

1
x = 0, άτοπο.

(ϐ) ΄Εστω n ∈ N. Στον (N, d) έχουµε {n} = B(n, 1/2). ΄Αρα, το {n} είναι d-ανοικτό σύνολο.

Στον (N, ρ) παρατηρούµε ότι : αν m > n τότε ρ(m,n) = 1
n −

1
m > 1

n −
1

n+1 = 1
n(n+1) ενώ

αν m < n (εδώ υποθέτουµε ότι n > 2) όµοια ϐλέπουµε ότι ρ(m,n) = 1
m −

1
n > 1

n−1 −
1
n =

1
n(n−1) . Αν επιλέξουµε 0 < ε < min

{
1

n(n−1) ,
1

n(n+1)

}
τότε {n} = B(n, ε). ΄Αρα, το {n}

είναι ρ-ανοικτό.

(γ) Αφού τα µονοσύνολα είναι ανοικτά και στους δύο χώρους, ισχύει d(xn, x) → 0 αν και

µόνο αν η (xn) είναι τελικά σταθερή, το οποίο µε τη σειρά του ισχύει αν και µόνο αν

ρ(xn, x)→ 0.
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5.2. Θεωρούµε το R µε µετρική την d(x, y) = | arctanx − arctan y|. ∆είξτε ότι η d είναι

ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική του R αλλά ο (R, d) δεν είναι πλήρης.

Υπόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο R µε xn
|·|−→ x. Η συνάρτηση arctan : R →

(
−π

2 ,
π
2

)
είναι συνεχής, άρα arctanxn → arctanx. ΄Οµως τότε, d(xn, x) = | arctanxn−arctanx| →
0. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, δουλεύουµε µε τον ίδιο τρόπο, χρησιµοποιώντας τη

συνέχεια της tan :
(
−π

2 ,
π
2

)
→ R: αν d(xn, x) → 0 τότε yn = arctanxn → arctanx = y,

άρα xn = tan yn → tan y = x (ως προς τη συνήθη µετρική). Συνεπώς, η d είναι ισοδύναµη

µε τη συνήθη µετρική του R.

Για να δείξουµε ότι ο (R, d) δεν είναι πλήρης, ϑεωρούµε την ακολουθία xn = n. Η (xn)

είναι ϐασική ακολουθία στον (R, d): έστω ε > 0. Αφού limx→∞ arctanx = π/2, υπάρχει

n0 ∈ N ώστε |π/2− arctann| < ε/2 για κάθε n > n0. Τότε, αν m,n > n0 έχουµε

d(xn, xm) = d(n,m) = | arctann− arctanm| 6 |π/2− arctann|+ |π/2− arctanm|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει w ∈ R ώστε xn = n → w ως προς την d. Τότε, arctann →
arctanw καθώς το n → ∞. ΄Οµως, lim

n→∞
arctann = π/2, άρα arctanw = π/2, το οποίο

είναι άτοπο.

5.3. Θεωρούµε δύο µετρικές d1 και d2 στο ίδιο σύνολοX. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν a, b > 0

ώστε : για κάθε x, y ∈ X,

ad1(x, y) 6 d2(x, y) 6 bd1(x, y).

∆είξτε ότι µια ακολουθία (xn) στον X είναι ϐασική στον (X, d1) αν και µόνο αν είναι ϐασική

στον (X, d2).

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στον (X, d1). ΄Εστω ε > 0.

Υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθεm,n > n0 να ισχύει d1(xn, xm) < ε/b. Τότε, ανm,n > n0,

d2(xn, xm) 6 b · d1(xn, xm) < b
ε

b
= ε,

και αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στον (X, d2). Η αντίστροφη

κατεύθυνση είναι εντελώς ανάλογη.

5.4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι : αν κάθε

ϐασική ακολουθία (xn) στοιχείων του D συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X, τότε ο X είναι πλήρης.

Υπόδειξη. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (X, ρ). Το D είναι πυκνό υποσύνολο του X,

άρα για κάθε n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε dn ∈ D µε την ιδιότητα ρ(xn, dn) < 1/n.
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΄Εστω ε > 0. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n,m > n0,

ρ(xn, xm) <
ε

3
.

Επίσης, υπάρχει n1 ∈ N ώστε 1/n1 < ε/3. Αν ϑέσουµε n2 = max{n0, n1}, τότε για κάθε

n,m > n2 έχουµε

ρ(dn, dm) 6 ρ(dn, xn) + ρ(xn, xm) + ρ(xm, dm) <
1

n
+
ε

3
+

1

m
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Συνεπώς, η (dn) είναι ϐασική ακολουθία στο D. Από την υπόθεσή µας, υπάρχει x ∈ X
ώστε ρ(dn, x)→ 0. ΄Οµως, ρ(dn, xn) 6 1/n, δηλαδή ρ(dn, xn)→ 0. ΄Αρα,

0 6 ρ(xn, x) 6 ρ(xn, dn) + ρ(dn, x)→ 0.

∆ηλαδή, xn → x. Αφού η (xn) ήταν τυχούσα ϐασική ακολουθία στον X, ο (X, ρ) είναι

πλήρης.

5.5. ∆είξτε ότι ένας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε κλειστή

µπάλα

B̂(x, ε) = {z ∈ X : ρ(z, x) 6 ε},

όπου x ∈ X και ε > 0, είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του X.

Υπόδειξη. Αν ο (X, ρ) είναι πλήρης τότε κάθε κλειστή µπάλα B̂(x, ε) είναι κλειστό υποσύ-

νολο του X, άρα είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του X.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστω (xn) ϐασική ακολουθία στον X. Γνωρίζουµε

ότι κάθε ϐασική ακολουθία είναι ϕραγµένη. Συνεπώς, υπάρχουν x ∈ X και r > 0 ώστε

xn ∈ B̂(x, r) για κάθε n ∈ N. Η B̂(x, r) είναι πλήρης µετρικός χώρος µε την επαγόµενη

µετρική (από την υπόθεση) και η (xn) είναι ϐασική στον (X, ρ), άρα είναι ϐασική και στον

(B̂(x, r), ρ). Συνεπώς, υπάρχει x0 ∈ B̂(x, r) ώστε ρ(xn, x0) → 0. ∆ηλαδή, xn → x0 στον

X. Η (xn) ήταν τυχούσα ϐασική ακολουθία στον X, άρα ο (X, ρ) είναι πλήρης.

5.6. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του X ώστε το X \D να

είναι επίσης πυκνό. ∆είξτε ότι τουλάχιστον ένα από τα D, X \D δεν είναι σύνολο Fσ.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι τα D και X \ D είναι σύνολα Fσ. Αφού το D είναι Fσ, το

X \ D είναι σύνολο Gδ. ΄Οµοια, αφού το X \ D είναι Fσ, το D είναι σύνολο Gδ. Τότε,

D =
⋂∞
n=1Gn καιX\D =

⋂∞
n=1 Vn, όπουGn, Vn ανοικτά σύνολα. Αφού τοD είναι πυκνό,

κάθε Gn ⊇ D είναι και πυκνό. ΄Οµοια, αφού το X \D είναι πυκνό, κάθε Vn ⊇ X \D είναι
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πυκνό. ∆ηλαδή, η αριθµήσιµη οικογένεια {Gn : n ∈ N} ∪ {Vn : n ∈ N} αποτελείται από

ανοικτά και πυκνά σύνολα. Από το ϑεώρηµα του Baire, το

∅ = D ∩ (X \D) =

( ∞⋂
n=1

Gn

)
∩

( ∞⋂
n=1

Vn

)

είναι πυκνό Gδ-υποσύνολο του X, το οποίο είναι άτοπο.

5.7. ∆είξτε ότι : αν (Ln) είναι ακολουθία ευθειών στο R2 τότε int (
⋃∞
n=1 Ln) = ∅.

Υπόδειξη. Κάθε Ln είναι κλειστό υποσύνολο του R2
µε κενό εσωτερικό. Συνεπώς, το

Gn = R2 \ Ln είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R2
για κάθε n ∈ N. Από το

ϑεώρηµα του Baire, το σύνολο G =
⋂∞
n=1Gn είναι πυκνό Gδ υποσύνολο του R2

. Συνεπώς,

R2 \ int

( ∞⋃
n=1

Ln

)
= R2 \

∞⋃
n=1

Ln =
∞⋂
n=1

(R2 \ Ln) =
∞⋂
n=1

Gn = G = R2,

απ¨ όπου έπεται ότι int (
⋃∞
n=1 Ln) = ∅.

Οµάδα Β΄

5.8. (α) ∆είξτε ότι ο (`p, ‖ · ‖p), 1 6 p <∞ είναι πλήρης.

(ϐ) ∆είξτε ότι ο κύβος του Hilbert H∞ είναι πλήρης µετρικός χώρος.

(γ) ∆είξτε ότι ο (c00, ‖ · ‖∞) δεν είναι πλήρης.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον `p. Γράφουµε

xn = (xn(k)) = (xn(1), . . . , xn(k), . . .).

΄Εστω ε > 0. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε, για κάθε n, s > n0,

(∗)

( ∞∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|p
)1/p

< ε.

Τότε, για κάθε n, s > n0 και κάθε k ∈ N έχουµε

|xn(k)− xs(k)| 6

( ∞∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|p
)1/p

< ε.

∆ηλαδή, για κάθε k ∈ N η ακολουθία (xn(k))n∈N είναι ϐασική στο R. Από την πληρότητα

τουR, υπάρχουν x(1), . . . , x(k), . . . ∈ R ώστε lim
n→∞

xn(k) = x(k) για κάθε k ∈ N. Ορίζουµε

x = (x(1), . . . , x(k), . . .). Θα δείξουµε ότι x ∈ `p και ‖xn − x‖p → 0.
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Σταθεροποιούµε N ∈ N: από την (∗) έχουµε, για κάθε n, s > n0,(
N∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|p
)1/p

< ε.

Επίσης,

lim
s→∞

(
N∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|p
)1/p

=

(
N∑
k=1

|xn(k)− x(k)|p
)1/p

,

άρα, για κάθε n > n0, (
N∑
k=1

|xn(k)− x(k)|p
)1/p

6 ε.

Αφήνοντας το N →∞ συµπεραίνουµε ότι, για κάθε n > n0,

(∗∗)

( ∞∑
k=1

|xn(k)− x(k)|p
)1/p

6 ε.

Ειδικότερα, για n = n0 έχουµε ότι x−xn0 ∈ `p και, αφού xn0 ∈ `p, από την ανισότητα του

Minkowski ϐλέπουµε ότι x = (x− xn0) + xn0 ∈ `p. Επιπλέον, η (∗∗) δείχνει ότι, για κάθε

n > n0,

‖x− xn‖p 6 ε,

απ¨ όπου συµπεραίνουµε ότι xn → x.

(ϐ) ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον H∞. Γράφουµε

xn = (xn(k)) = (xn(1), . . . , xn(k), . . .).

΄Εστω ε > 0. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε, για κάθε n, s > n0,

(∗) d(xn, xs) =
∞∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|
2k

< ε.

Τότε, για κάθε n, s > n0 και κάθε i ∈ N έχουµε

|xn(i)− xs(i)| 6 2i
∞∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|
2k

< 2iε.

∆ηλαδή, για κάθε i ∈ N η ακολουθία (xn(i))n∈N είναι ϐασική στο R. Από την πληρότητα

τουR, υπάρχουν x(1), . . . , x(k), . . . ∈ R ώστε lim
n→∞

xn(k) = x(k) για κάθε k ∈ N. Ορίζουµε

x = (x(1), . . . , x(k), . . .). Προφανώς, |x(k)| = lim
n→∞

|xn(k)| 6 1, άρα x ∈ H∞. Μένει να

δείξουµε ότι d(xn, x)→ 0.
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Σταθεροποιούµε N ∈ N: από την (∗) έχουµε, για κάθε n, s > n0,

N∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|
2k

< ε.

Επίσης,

lim
s→∞

N∑
k=1

|xn(k)− xs(k)|
2k

=
N∑
k=1

|xn(k)− x(k)|
2k

,

άρα, για κάθε n > n0,
N∑
k=1

|xn(k)− x(k)|
2k

6 ε.

Αφήνοντας το N →∞ συµπεραίνουµε ότι, για κάθε n > n0,

d(xn, x) =

∞∑
k=1

|xn(k)− x(k)|
2k

6 ε.

Αυτό αποδεικνύει ότι xn
d−→ x.

(γ) Αρκεί να δείξουµε ότι ο c00 δεν είναι κλειστό υποσύνολο του `∞ (γιατί ο `∞ είναι πλήρης).

Ορίζουµε xn =
(
1, 12 , . . . ,

1
n , 0, . . .

)
και x =

(
1, 12 , . . . ,

1
n ,

1
n+1 , . . .

)
∈ `∞ \ c00. Τότε,

‖xn − x‖∞ = sup

{
|1− 1|, . . . ,

∣∣∣∣ 1n − 1

n

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣0− 1

n+ 1

∣∣∣∣ , . . .} =
1

n+ 1
→ 0.

Βρήκαµε (xn) στον c00 µε xn → x ∈ `∞ \ c00. ΄Αρα, ο c00 δεν είναι κλειστό υποσύνολο του

`∞.

5.9. Θεωρούµε τον C([0, 1]) µε µετρική την

ρ1(f, g) =

∫ 1

0
|f(t)− g(t)| dt.

∆είξτε ότι η (fn)n>2 µε

fn(t) =


0 αν 0 6 t 6 1

2

n
(
x− 1

2

)
αν 1

2 < x < 1
2 + 1

n

1 αν 1
2 + 1

n 6 t 6 1

είναι ϐασική ακολουθία ως προς την ρ1 αλλά δεν είναι συγκλίνουσα.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η (fn) είναι ϐασική ακολουθία ως προς την d: έστω n > m.

Τότε, am = 1
2 + 1

m > 1
2 + 1

n = an και

d(fn, fm) =

∫ 1/2

0
|fn−fm|+

∫ am

1/2
|fn−fm|+

∫ 1

am

|fn−fm| =
∫ am

1/2
|fn−fm| 6 am−

1

2
=

1

m
.
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΄Εστω τώρα ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N µε
1
n0
< ε, και αν n > m > n0, τότε

d(fn, fm) 6
1

m
6

1

n0
< ε,

δηλαδή, η (fn) είναι ϐασική. Ας υποθέσουµε ότι fn → f (ως προς την d) για κάποια

συνεχή f : [0, 1]→ R. ∆ηλαδή, ∫ 1

0
|fn(t)− f(t)|dt→ 0

καθώς το n→∞. Ειδικότερα,

0 6
∫ 1/2

0
|f(t)|dt =

∫ 1/2

0
|fn(t)− f(t)|dt 6

∫ 1

0
|fn(t)− f(t)|dt→ 0,

δηλαδή

∫ 1/2
0 |f(t)| dt = 0. Αφού η f είναι συνεχής στο [0, 1], πρέπει να ισχύει f(t) = 0 για

κάθε t ∈ [0, 1/2].

΄Εστω τώρα δ ∈ (1/2, 1). Υπάρχει n0 ∈ N ώστε
1
2 + 1

n < δ για κάθε n > n0. Τότε, για

κάθε n > n0 έχουµε fn(t) = 1 για κάθε t ∈ [δ, 1]. ΄Οµως,

0 6
∫ 1

δ
|fn(t)− f(t)|dt 6

∫ 1

0
|fn(t)− f(t)|dt→ 0,

άρα ∫ 1

δ
|1− f(t)|dt = 0.

Από τη συνέχεια της f συµπεραίνουµε ότι f(t) = 1 για κάθε t ∈ [δ, 1], και αφού το δ ήταν

τυχόν στο (1/2, 1), έπεται ότι f(t) = 1 για κάθε t ∈ (1/2, 1]. ΄Επεται ότι η f είναι ασυνεχής

στο σηµείο t0 = 1/2, το οποίο είναι άτοπο αφού η f υποτέθηκε συνεχής στο [0, 1].

5.10. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο X είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε

αριθµήσιµο, κλειστό υποσύνολο του X είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος.

Υπόδειξη. Αν ο (X, ρ) είναι πλήρης µετρικός χώρος τότε κάθε κλειστό (άρα και κάθε

αριθµήσιµο κλειστό) υποσύνολο του X είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος. Αντίστροφα,

έστω (xn) ϐασική ακολουθία στον X. Θεωρούµε το αριθµήσιµο σύνολο A = {xn : n ∈ N}
και διακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(i) Αν το A είναι κλειστό σύνολο, τότε ο (A, ρ) είναι πλήρης µετρικός χώρος από την

υπόθεση, άρα υπάρχει x ∈ A ώστε xn → x.
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(ii) Αν το A δεν είναι κλειστό, από την A = A ∪ A′ συµπεραίνουµε ότι A′ 6= ∅. ΄Αρα,

υπάρχει x ∈ X το οποίο είναι σηµείο συσσώρευσης του A. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε

περιοχή του x περιέχει άπειρους όρους της (xn). Χρησιµοποιώντας αυτή την παρα-

τήρηση µπορούµε να ορίσουµε υπακολουθία (xkn) της (xn) µε xkn → x. Αφού η

(xn) είναι ϐασική και έχει συγκλίνουσα (στο x) υπακολουθία, έπεται ότι xn → x.

5.11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε

ακολουθία ϕραγµένης κύµανσης στον X είναι συγκλίνουσα.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης. ΄Εστω (xn) ακολουθία ϕραγµένης

κύµανσης στον X. ΄Εστω ε > 0. Αφού
∑∞

n=1 ρ(xn, xn+1) < +∞, υπάρχει N ∈ N ώστε

∞∑
n=N

ρ(xn, xn+1) < ε.

Αν k > l > N , τότε

ρ(xl, xk) 6 ρ(xl, xl+1) + · · ·+ ρ(xk−1, xk) 6
∞∑
n=l

ρ(xn, xn+1) 6
∞∑
n=N

ρ(xn, xn+1) < ε.

΄Αρα, η (xn) είναι ϐασική ακολουθία και, αφού ο (X, ρ) είναι πλήρης, η (xn) είναι συγκλί-

νουσα.

Αντίστροφα, έστω (xn) ϐασική ακολουθία. Θέτουµε ε = 1
2 και ϐρίσκουµε k1 ∈ N

ώστε ρ(xk, xm) < 1
2 για κάθε k,m > k1. Στη συνέχεια ϑέτουµε ε = 1

22
και ϐρίσκουµε

k2 > k1 ώστε ρ(xk, xm) < 1
22

για κάθε k,m > k2. Συνεχίζουµε επαγωγικά: στο n-οστό

ϐήµα ϑέτουµε ε = 1
2n και ϐρίσκουµε kn > kn−1 ώστε ρ(xk, xm) < 1

2n για κάθε k,m > kn.

Θεωρούµε την υπακολουθία (xkn). Από τον τρόπο ορισµού των kn ϐλέπουµε ότι : για κάθε

n ∈ N έχουµε kn+1, kn > kn, άρα ρ(xkn+1 , xkn) < 1
2n . ΄Επεται ότι

∑∞
n=1 ρ(xkn+1 , xkn) 6∑∞

n=1
1
2n = 1 < +∞. Συνεπώς, η (xkn) έχει ϕραγµένη κύµανση. Από την υπόθεση,

υπάρχει x ∈ X ώστε xkn → x. Αφού η (xn) είναι ϐασική και έχει συγκλίνουσα (στο x)

υπακολουθία, έπεται ότι xn → x.

5.12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στον X και x ∈ X ώστε xn → x.

Θεωρούµε το σύνολο A = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}. Αποδείξτε ότι ο (A, ρ|A) είναι πλήρης

µετρικός χώρος.

Υπόδειξη. ΄Εστω (ym) ϐασική ακολουθία στο A. ∆ηλαδή, κάθε ym είναι όρος της ακολου-

ϑίας (xn) ή y = x. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεισ:

(i) Αν το σύνολο B = {ym : m ∈ N} των όρων της (ym) είναι πεπερασµένο, τότε η (ym)

είναι τελικά σταθερή. [Πράγµατι : αν το B είναι πεπερασµένο και έχει τουλάχιστον
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δύο στοιχεία, τότε υπάρχει η ελάχιστη ϑετική απόσταση δ διακεκριµένων σηµείων

του B. ΄Οµως, η (ym) είναι ϐασική, άρα για µεγάλα m,n ϑα έχουµε ρ(ym, yn) < δ,

δηλαδή ym = yn]. Αφού η (ym) είναι τελικά σταθερή, είναι συγκλίνουσα.

(ii) Αν το σύνολο B = {ym : m ∈ N} των όρων της (ym) είναι άπειρο, τότε είτε ym = x

για άπειρους δείκτεςm ή µπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία της (ym) που είναι και

υπακολουθία της (xn). [Πράγµατι : αν ym 6= x για κάθε m > s1, έχουµε ys1 = xk1
για κάποιον k1 ∈ N. Το σύνολο {ym : m > s1 + 1} περιέχει άπειρους όρους της (xn)

άρα και κάποιον ys2 = xk2 µε k2 > k1. Συνεχίζοντας έτσι ϐρίσκουµε ysn = xkn ώστε

η (ysn) να είναι υπακολουθία της (yn) και της (xn) ταυτόχρονα. Αφού xn → x έχουµε

ysn = xkn → x. Σε κάθε περίπτωση, η ϐασική ακολουθία (ym) έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία, άρα συγκλίνει.

5.13. ΄Εστω ρ µετρική στο R ώστε : (i) ο (R, ρ) είναι πλήρης και (ii) η ρ είναι ισοδύναµη µε

τη συνήθη µετρική. ∆είξτε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε diamρ([n,∞)) > δ για κάθε n ∈ N.

Υπόδειξη. Αφού [n,∞) ⊇ [n + 1,∞) για κάθε n ∈ N, η ακολουθία an = diamρ([n,∞))

είναι ϕθίνουσα (και έχει µη αρνητικούς όρους). ΄Αρα, συγκλίνει στο inf{an : n ∈ N}. Αν

δεν υπάρχει δ > 0 ώστε an > δ για κάθε n ∈ N, τότε lim
n→∞

an = inf{an : n ∈ N} = 0. Αφού

η ρ είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική, έχουµε ότι κάθε [n,∞) είναι ρ-κλειστό. ΄Ετσι,

έχουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του (R, ρ) που η ακολουθία των

διαµέτρων τους συγκλίνει στο µηδέν. Αφού ο (R, ρ) είναι πλήρης, εφαρµόζεται το ϑεώρηµα

του Cantor: ϑα ισχύει
⋂∞
n=1[n,∞) 6= ∅, το οποίο είναι άτοπο.

5.14. ΄Εστω X πλήρης χώρος µε νόρµα και B̂(xn, rn) ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές

µπάλες. Αποδείξτε ότι
⋂∞
n=1 B̂(xn, rn) 6= ∅.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι ‖xn+1 − xn‖ 6 rn − rn+1 για κάθε n ∈ N. Αν xn+1 = xn

αυτό είναι ϕανερό, ενώ αν xn+1 6= xn παρατηρούµε ότι y = xn+1 + xn+1−xn
‖xn+1−xn‖rn+1 ∈

B̂(xn+1, rn+1) ⊆ B̂(xn, rn), οπότε ‖y − xn‖ 6 rn =⇒ ‖xn+1 − xn‖ + rn+1 6 rn. Αφού

rn− rn+1 > 0, η (rn) είναι ϕθίνουσα, άρα συγκλίνει. Ειδικότερα, είναι ϐασική ακολουθία.

Επίσης, αν n < m έχουµε

‖xm−xn‖ 6 ‖xm−xm−1‖+· · ·+‖xn+1−xn‖ 6 (rm−1−rm)+· · ·+(rn−rn+1) = rn−rm,

οπότε η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στονX. ΟX είναι πλήρης, άρα υπάρχει x0 ∈ X ώστε

xn → x0. Τέλος, δείχνουµε ότι x0 ∈
∞⋂
n=1

B̂(xn, rn): για κάθε n ∈ N έχουµε xm ∈ B̂(xn, rn)

για κάθε m > n, άρα x0 = lim
m→∞

xm ∈ B̂(xn, rn).
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5.15. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε

ότι αν (En) είναι ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων τουX, µε diam(En)→ 0, τότε

f

( ∞⋂
n=1

En

)
=
∞⋂
n=1

f(En).

Υπόδειξη. ΄Εχουµε
⋂∞
n=1En ⊆ Em για κάθε m ∈ N, άρα f (

⋂∞
n=1En) ⊆ f(Em) για κάθε

m ∈ N. ΄Επεται ότι

f

( ∞⋂
n=1

En

)
⊆
∞⋂
m=1

f(Em) =
∞⋂
n=1

f(En).

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό: έστω y ∈
⋂∞
n=1 f(En). Για κάθε n ∈ N, υπάρχει xn ∈ En

ώστε f(xn) = y. Αφού diam(En) → 0, έχουµε
⋂∞
n=1En = {x} από το ϑεώρηµα του

Cantor. Επίσης, για κάθε n ∈ N έχουµε xn, x ∈ En άρα ρ(xn, x) 6 diam(En) → 0.

∆ηλαδή, xn → x. Τότε, αφού η f είναι συνεχής, έχουµε

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

y = y.

∆ηλαδή, y = f(x) ∈ f (
⋂∞
n=1En).

5.16. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και G µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X.

Ορίζουµε τη συνάρτηση

σ(x, y) = ρ(x, y) +

∣∣∣∣ 1

dist(x,X \G)
− 1

dist(y,X \G)

∣∣∣∣
στο G × G. ∆είξτε ότι ο (G, σ) είναι πλήρης µετρικός χώρος και ότι η σ είναι ισοδύναµη µε

την ρ|G.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι αν x, y ∈ G, τότε dist(x,X \ G) > 0 και dist(y,X \ G) > 0

(γιατί το X \G είναι κλειστό και x, y /∈ X \G). ΄Αρα, η σ ορίζεται καλά. Ελέγχουµε εύκολα

ότι η σ είναι µετρική.

΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (G, σ). Για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε, αν

m,n > n0 τότε

0 6 ρ(xn, xm) 6 σ(xn, xm) < ε,

άρα η (xn) είναι ϐασική ακολουθία και στον (X, ρ). Υπάρχει λοιπόν x ∈ X ώστε ρ(xn, x)→
0. Επίσης,

0 6

∣∣∣∣ 1

dist(xn, X \G)
− 1

dist(xm, X \G)

∣∣∣∣ 6 σ(xn, xm) < ε,
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δηλαδή, η (1/dist(xn, X \G)) είναι ϐασική ακολουθία στον (R, | · |), άρα είναι ϕραγµένη.

Υπάρχει λοιπόν M > 0 µε την ιδιότητα : για κάθε n ∈ N,

1

dist(xn, X \G)
6M =⇒ dist(xn, X \G) >

1

M
.

Αφού xn
ρ−→ x, έχουµε dist(xn, X \G)→ dist(x,X \G), και

dist(x,X \G) = lim
n→∞

dist(xn, X \G) >
1

M
> 0,

δηλαδή x ∈ G. Τέλος,

σ(x, xn) = ρ(x, xn) +

∣∣∣∣ 1

dist(x,X \G)
− 1

dist(xn, X \G)

∣∣∣∣→ 0.

5.17. ΄Εστω (Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι το G =⋂∞
n=1Gn είναι υπεραριθµήσιµο.

Υπόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι G = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Για κάθε

n ∈ N το σύνολο Vn = X \ {xn} είναι ανοικτό και πυκνό. ΄Οµως,( ∞⋂
n=1

Vn

)
∩

( ∞⋂
n=1

Gn

)
= (X \G) ∩G = ∅.

Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το ϑεώρηµα του Baire.

5.18. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι η f είναι ασυνεχής σε ένα σύνολο πρώτης κατηγορίας αν

και µόνο αν είναι συνεχής σε ένα πυκνό υποσύνολο του R.

Υπόδειξη. ΄Εστω C(f) το σύνολο των σηµείων συνέχειας της f και D(f) το σύνολο των

σηµείων ασυνέχειας της f . Γνωρίζουµε ότι το C(f) είναι σύνολο Gδ, δηλαδή γράφεται στη

µορφή C(f) =
⋂∞
n=1Gn, όπου Gn ανοικτά υποσύνολα του X.

Υποθέτουµε πρώτα ότι το C(f) είναι πυκνό. Τότε κάθε Gn ⊇ C(f), άρα κάθε Gn είναι

πυκνό. ΄Εχουµε

D(f) = R \ C(f) =
∞⋃
n=1

(R \Gn),

κάθε Fn := R \ Gn είναι κλειστό και int(Fn) = int(R \ Gn) = R \ Gn = ∅. Συνεπώς, το

D(f) είναι σύνολο πρώτης κατηγορίας.

Αντίστροφα, αν D(f) =
⋃∞
n=1An, όπου κάθε An είναι πουθενά πυκνό, ϑέτουµε Fn =

An και έχουµε D(f) ⊆
⋃∞
n=1 Fn και int(Fn) = ∅ για κάθε n ∈ N. Τότε,

C(f) = R \D(f) ⊇ R \
∞⋃
n=1

Fn =

∞⋂
n=1

(R \ Fn).
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Παρατηρούµε ότι κάθε Gn := R \ Fn είναι ανοικτό και Gn = R \ Fn = R \ int(Fn) = R,

δηλαδή κάθε Gn είναι και πυκνό. Από το ϑεώρηµα του Baire, το
⋂∞
n=1Gn =

⋂∞
n=1(R\Fn)

είναι πυκνό, άρα και το C(f) είναι πυκνό.

5.19. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει µετρική d στο Q ώστε η d να είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη

µετρική και ο (Q, d) να είναι πλήρης.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει µετρική d στο Q ώστε η d να είναι ισοδύναµη µε τη

συνήθη µετρική και ο (Q, d) να είναι πλήρης. Γράφουµε Q = {qn : n ∈ N}. Αφού η

d είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική, κάθε µονοσύνολο {qn} είναι d-κλειστό και έχει

κενό εσωτερικό (αλλιώς ϑα ήταν ανοικτό υποσύνολο του Q µε τη συνήθη µετρική). Τότε

έχουµε άτοπο από τη δεύτερη µορφή του ϑεωρήµατος του Baire, διότι Q =
⋃∞
n=1{qn} και

έχουµε υποθέσει ότι ο (Q, d) είναι πλήρης.

5.20. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και δυο συναρτήσεις f, g : X → X. Αποδείξτε

ότι :

(α) Αν υπάρχει k ∈ N ώστε η fk = f ◦ · · · ◦f να είναι συστολή, τότε υπάρχει µοναδικό σηµείο

x ∈ X ώστε f(x) = x.

(ϐ) ιτ Αν η f είναι συστολή και f ◦ g = g ◦ f , τότε υπάρχει µοναδικό x ∈ X ώστε f(x) =

g(x) = x.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούµε πρώτα ότι : αν η f έχει σταθερό σηµείο τότε αυτό είναι µονα-

δικό. Ο λόγος είναι ότι κάθε σταθερό σηµείο της f είναι επίσης σταθερό σηµείο της fk

(εξηγήστε γιατί) και η fk ως συστολή έχει µοναδικό σταθερό σηµείο.

Αφού η fk είναι συστολή, υπάρχει x ∈ X ώστε fk(x) = x. Τότε, f(x) = f(fk(x)) =

fk(f(x)) (διότι f ◦ fk = fk ◦ f = fk+1
) δηλαδή το f(x) είναι επίσης σταθερό σηµείο της

fk. ΄Οµως, µια συστολή έχει µοναδικό σταθερό σηµείο. Συνεπώς, f(x) = x.

(ϐ) Η f είναι συστολή, άρα έχει µοναδικό σταθερό σηµείο x ∈ X. Μένει να δείξουµε ότι

g(x) = x. ΄Οµως,

g(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x))

δηλαδή, το g(x) είναι σταθερό σηµείο της f . Αφού το µοναδικό σταθερό σηµείο της f είναι

το x έπεται ότι g(x) = x = f(x).

5.21. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος, E πυκνό και Gδ–υποσύνολο του X. Αποδείξτε

ότι για κάθε οµοιοµορφισµό h : X → X ισχύει E ∩ h(E) 6= ∅.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε πρώτα ότι κάθε οµοιοµορφισµός απεικονίζει σύνολα Gδ σε σύνολα

Gδ και πυκνά σύνολα σε πυκνά σύνολα. Συνεπώς, το h(E) είναι πυκνό και Gδ υποσύνολο
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του X. Πιο συγκεκριµένα, E =
⋂∞
n=1Gn όπου Gn ανοικτά και πυκνά υποσύνολα του X

και h(E) =
⋂∞
n=1 Vn όπου κάθε Vn = h(Gn) είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X.

Αφού ο (X, d) είναι πλήρης, το ϑεώρηµα του Baire µας εξασφαλίζει ότι το σύνολο

E ∩ h(E) =

( ∞⋂
n=1

Gn

)
∩

( ∞⋂
n=1

Vn

)

είναι πυκνό Gδ-υποσύνολο του X. Ειδικότερα, E ∩ h(E) 6= ∅.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

5.22. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Q συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι

υπάρχει ∅ 6= G ⊆ X ανοικτό ώστε η f |G να είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Γράφουµε Q = {qn : n ∈ N} και για κάθε n ∈ N ορίζουµε Fn = f−1({qn}) =

{x ∈ X : f(x) = qn}. Αφού η f είναι συνεχής και το {qn} είναι κλειστό (ως µονοσύνολο),

κάθε Fn είναι κλειστό υποσύνολο του X. Παρατηρούµε ότι

X = f−1(Q) = f

( ∞⋃
n=1

{qn}

)
=
∞⋃
n=1

f−1({qn}) =
∞⋃
n=1

Fn.

Ο (X, d) είναι πλήρης, άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε (Fn0)◦ 6= ∅ (από τη δεύτερη µορφή του

ϑεωρήµατος του Baire). Θέτουµε G = (Fn0)◦. Τότε, το G είναι µη κενό, ανοικτό, και

f(x) = n0 για κάθε x ∈ G. ∆ηλαδή, η f |G είναι σταθερή.

5.23. ΄Εστω (Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι το G =⋂∞
n=1Gn είναι υπεραριθµήσιµο.

Υπόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο: υποθέτουµε ότι το G είναι αριθµήσιµο, οπότε γράφεται

στη µορφή G = {ak : k ∈ N}. Για κάθε k ∈ N ορίζουµε Uk = R \ {ak}. Παρατηρήστε ότι

κάθε Uk είναι ανοικτό και πυκνό, και ότι

∞⋂
k=1

Uk =
∞⋂
k=1

(R \ {ak}) = R \
∞⋃
k=1

{ak} = R \G.

Τότε, ( ∞⋂
k=1

Uk

)
∩

( ∞⋂
n=1

Gn

)
= (R \G) ∩G = ∅,

το οποίο είναι άτοπο, αφού κάθε αριθµήσιµη τοµή ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του

R είναι πυκνό Gδ (άρα, µη κενό) σύνολο, από το ϑεώρηµα του Baire.
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5.24. Στο X = R \ {0} ϑεωρούµε τη µετρική

d(x, y) = |x− y|+
∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ .
∆είξτε ότι η d είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική και ότι ο (X, d) είναι πλήρης.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι αν xn, x 6= 0 και |xn − x| → 0 τότε
1
xn
→ 1

x (ως προς την | · |)
άρα

d(xn, x) = |xn − x|+
∣∣∣∣ 1

xn
− 1

x

∣∣∣∣→ 0.

Αντίστροφα, αφού |xn − x| 6 d(xn, x), αν d(xn, x) → 0 έχουµε ότι |xn − x| → 0. Αυτό

αποδεικνύει ότι d(xn, x) → 0 αν και µόνο αν |xn − x| → 0, δηλαδή η d είναι ισοδύναµη

µε τη συνήθη µετρική.

Για την πληρότητα: έστω (xn) ϐασική ακολουθία ως προς την d. Για το τυχόν ε > 0

υπάρχει n0 ∈ N ώστε d(xn, xm) < ε για κάθε n,m > n0, άρα

|xn − xm| 6 d(xn, xm) < ε

για κάθε n,m > n0. ∆ηλαδή, η (xn) είναι ϐασική ως προς την συνήθη µετρική. ΄Αρα,

υπάρχει x ∈ R ώστε |xn − x| → 0. Παράλληλα, αφού∣∣∣∣ 1

xn
− 1

xm

∣∣∣∣ 6 d(xn, xm) < ε

για κάθε n,m > n0, έχουµε ότι η (1/xn) είναι επίσης ϐασική ως προς την συνήθη µετρική,

άρα ϕραγµένη: υπάρχει M > 0 ώστε |xn| 6 M για κάθε n. Αυτό δείχνει ότι x 6= 0: αν

είχαµε |xn − 0| → 0 τότε ϑα είχαµε
1
|xn| →∞ και η (1/xn) δεν ϑα ήταν ϕραγµένη.

Είδαµε λοιπόν ότι xn → x 6= 0 ως προς την | · |. Τότε,
1
xn
→ 1

x ως προς την | · |, και

d(xn, x) = |xn − x|+
∣∣∣∣ 1

xn
− 1

x

∣∣∣∣→ 0.

∆ηλαδή, κάθε d-ϐασική ακολουθία (xn) είναι συγκλίνουσα, άρα ο (X, d) είναι πλήρης.

5.25. ΄Εστω d µετρική στο Q η οποία είναι ισοδύναµη µε την συνήθη µετρική. Αποδείξτε ότι

ο (Q, d) δεν είναι πλήρης.

Υπόδειξη. Γράφουµε το Q στη µορφή Q = {qk : k ∈ N}. Για κάθε k ∈ N ορίζουµε

Gk = Q \ {qk}. Αφού η d είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική, κάθε Gk είναι ανοικτό

και πυκνό ως προς την d (διότι είναι ανοικτό και πυκνό στον (Q, | · |) – εξηγήστε τις

λεπτοµέρειες). Αν ο (Q, d) ήταν πλήρης, ϑα είχαµε ότι η τοµή
⋂∞
k=1Gk είναι d-πυκνό

υποσύνολο του Q, από το ϑεώρηµα του Baire. ΄Οµως,
⋂∞
k=1Gk = ∅ και έτσι κααλήγουµε

σε άτοπο.
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5.26. Σωστό ή λάθος ; Αν f : R→ R είναι συνεχής συνάρτηση, και αν

Fm = f−1([−m,m]) = {x ∈ R : |f(x)| 6 m},

τότε τουλάχιστον ένα Fm περιέχει διάστηµα.

Υπόδειξη. Σωστό. ΄Εστω m ∈ N. Αφού η f είναι συνεχής, το Fm = f−1([−m.m]) είναι

κλειστό σύνολο (αντίστροφη εικόνα κλειστού συνόλου).

Παρατηρούµε ότι R =
⋃∞
m=1 Fm. Πράγµατι, για κάθε x ∈ R υπάρχει mx ∈ N ώστε

|f(x)| 6 mx, και τότε x ∈ Fmx ⊆
⋃∞
m=1 Fm.

Αφού ο (R, | · |) είναι πλήρης, εφαρµόζοντας τη δεύτερη µορφή του ϑεωρήµατος του

Baire συµπεραίνουµε ότι υπάρχει m ώστε το Fm να έχει µη κενό εσωτερικό (τότε, το Fm

περιέχει διάστηµα).

5.27. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και έστω f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Για

κάθε y ∈ Y ορίζουµε

Ay = {x ∈ X : f(x) = y} = f−1({y}).

∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε για κάθε y, y′ ∈ f(X) µε y 6= y′, ισχύει

dist(Ay, Ay′) > 0.

(ϐ) Αν ο (X, d) είναι πλήρης και ο Y είναι αριθµήσιµος, υπάρχει y ∈ Y ώστε (Ay)
◦ 6= ∅.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω y, y′ ∈ f(X) µε y 6= y′ και dist(Ay, Ay′) = 0. Τότε, µπορούµε να

ϐρούµε xn ∈ Ay και x′n ∈ Ay′ µε d(xn, x
′
n) → 0. Αφού η f είναθ οµοιόµορφα συνεχής,

έπεται ότι σ(f(xn), f(x′n)) → 0. ΄Οµως, για κάθε n ∈ N έχουµε f(xn) = y διότι xn ∈ Ay
και f(x′n) = y′ διότι x′n ∈ Ay′ . ΄Αρα, σ(f(xn), f(x′n)) = σ(y, y′) για κάθε n ∈ N. ΄Επεται

ότι σ(y, y′) = 0, δηλαδή y = y′. Αυτό είναι άτοπο.

(ϐ) ΄Εστω ότι Y = {yk : k ∈ N}. Κάθε Ak = f−1({yk}) είναι κλειστό υποσύνολο του (X, d)

διότι η f είναι συνεχής και το {yk} κλειστό. Αφού ο (X, d) είναι πλήρης και

X = f−1(Y ) =
∞⋃
k=1

f−1({yk}) =
∞⋃
k=1

Ak,

το Ϲητούµενο έπεται από τη δεύτερη µορφή του ϑεωρήµατος του Baire.

5.28. ΄Εστω X = {x1, x2, . . .} άπειρο αριθµήσιµο σύνολο και έστω d µετρική στο X ώστε ο

(X, d) να είναι πλήρης. ∆είξτε ότι ο (X, d) έχει µεµονωµένο σηµείο.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι κάθε xn είναι σηµείο συσσώρευσης του X. Τότε, για κάθε

n ∈ N το Gn = X \ {xn} είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X (ισχύει xn ∈ Gn, άρα
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Gn = X – εξηγήστε γιατί). Από το ϑεώρηµα του Baire η τοµή
⋂∞
n=1Gn είναι πυκνό Gδ

σύνολο. ΄Οµως,

∞⋂
n=1

Gn =

∞⋂
n=1

(X \ {xn}) = X \
∞⋃
n=1

{xn} = X \X = ∅,

το οποίο είναι άτοπο.

5.29. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ). Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής, επί και d(x, y) 6

σ(f(x), f(y)) για κάθε x, y ∈ X. ∆ώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα για τις ακόλουθες

προτάσεις:

(i) Αν ο (X, d) είναι πλήρης τότε ο (Y, σ) είναι πλήρης.

(ii) Αν ο (Y, σ) είναι πλήρης τότε ο (X, d) είναι πλήρης.

Υπόδειξη. (i) Σωστό. ΄Εστω (yn) ϐασική στον Y . Αφού η f είναι επί, για κάθε n ∈ N
υπάρχει xn ∈ X ώστε f(xn) = yn. Από την υπόθεση,

d(xn, xm) 6 σ(f(xn), f(xm)) = σ(yn, ym),

που αποδεικνύει ότι η (xn) είναι ϐασική στον X. Αφού ο X είναι πλήρης, υπάρχει x ∈ X
ώστε xn

d−→ x. Εφόσον η f είναι συνεχής έπεται ότι yn = f(xn) → f(x) ∈ Y . Αυτό

αποδεικνύει ότι ο (Y, σ) είναι πλήρης.

(ii) Λάθος. Αν ϑεωρήσουµε τους X = (−π/2, π/2) και Y = R µε την συνήθη µετρική και

την συνάρτηση f : X → Y µε f(x) = tanx, τότε έχουµε |f(x)− f(y)| > |x− y| για κάθε

x, y ∈ (−π/2, π/2) (χρησιµοποιήστε το ϑεώρηµα µέσης τιµής και το γεγονός ότι |f ′| > 1

στο R) και η f είναι συνεχής και επί. Παρατηρήστε ότι ο Y είναι πλήρης, ενώ ο X δεν είναι

πλήρης.

5.30. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και fn : X → R για n = 1, 2, . . . συνεχείς

συναρτήσεις. ∆είξτε ότι : είτε υπάρχει x0 ∈ X ώστε fn(x0) 6= 0 για κάθε n ∈ N ή υπάρχουν

∅ 6= G ⊆ X ανοικτό και k ∈ N ώστε fk(x) = 0 για κάθε x ∈ G.

Υπόδειξη. Αν δεν ισχύει η πρώτη περίπτωση, τότε για κάθε x ∈ X υπάρχει n ∈ N ώ-

στε fn(x) = 0. Αυτό σηµαίνει ότι : αν Zn = {x ∈ X : fn(x) = 0} = f−1n ({0}), τότε

X =
⋃∞
n=1 Zn. Παρατηρήστε ότι κάθε Zn είναι κλειστό, οπότε από το ϑεώρηµα του Baire

υπάρχει k ∈ N ώστε int(Zk) 6= ∅. Θέτουµε G = int(Zk) και παρατηρούµε ότι G είναι

ανοικτό στον X και fk|G = 0. Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

5.31. ΄Εστω N το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Θεωρούµε την d : N× N→ R µε

d(m,n) = 1 +
1

m+ n
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αν m 6= n και d(m,n) = 0 αν m = n.

(α) ∆είξτε ότι η d είναι µετρική.

(ϐ) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης.

(γ) ∆είξτε ότι : στον (N, d) υπάρχει ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές µπάλες που η τοµή

τους είναι το κενό σύνολο.

Υπόδειξη. (α) Αρκεί να αποδείξουµε την τριγωνική ανισότητα στην περίπτωση όπου οι

m,n, k είναι διαφορετικοί ανά δυο. Σε αυτήν την περίπτωση εύκολα έχουµε,

d(n,m) + d(m, k) > 2 > 1 +
1

n+ k
= d(n, k).

(ϐ) ΄Εστω (ni)i∈N ϐασική ακολουθία στον (N, d). Τότε, υπάρχει i0 ∈ N ώστε αν i, j > i0 να

έχουµε d(ni, nj) < 1/2. Αναγκαστικά, ni = nj . Αλλιώς, ϑα είχαµε d(ni, nj) > 1. ΄Επεται

ότι η (ni) είναι τελικά σταθερή, άρα συγκλίνει.

(γ) Θέτουµε rn = 1 + 1
2n και ϑεωρούµε τις κλειστές µπάλες Bn := B̂d(n, rn). Παρατηρήστε

ότι Bn = {n, n+ 1, . . .}, οπότε Bn ⊇ Bn+1 και
⋂∞
n=1Bn = ∅.

Οµάδα Γ΄

5.32. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : R→ R µε την ιδιοτητα

για κάθε x ∈ R, lim
n→∞

fn(x) = χQ(x).

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : R → R µε την

ιδιότητα limn→∞ fn(x) = χQ(x) για κάθε x ∈ R. Τότε, ισχύει το εξής: x ∈ Q αν και µόνο

αν για κάθε k ∈ N υπάρχει n > k ώστε fn(x) > 1/2 (ισοδύναµα, fn(x) > 1/2 για άπειρους

ϕυσικούς n). Με άλλα λόγια,

Q =
∞⋂
k=1

( ∞⋃
n=k

{x ∈ R : fn(x) > 1/2}

)
.

Πράγµατι, αν x ∈ Q έχουµε fn(x) → 1 άρα fn(x) > 1/2 τελικά, οπότε fn(x) > 1/2 για

άπειρους ϕυσικούς n. Από την άλλη πλευρά, αν x /∈ Q έχουµε fn(x)→ 0 άρα fn(x) < 1/2

τελικά, οπότε υπάρχει k ώστε για κάθε n > k να ισχύει fn(x) < 1/2. Αυτό αποδεικνύει τον

αντίστροφο εγκλεισµό (εξηγήστε γιατί).

Παρατηρούµε τώρα ότι, για κάθε k ∈ N, το σύνολο

Gk =

∞⋃
n=k

{x ∈ R : fn(x) > 1/2}
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είναι ανοικτό σύνολο ως ένωση ανοικτών συνόλων: για κάθε n ∈ N το σύνολο {x ∈ R :

fn(x) > 1/2} είναι ανοικτό, διότι η fn είναι συνεχής. Συνεπώς, το Q =
⋂∞
k=1Gk είναι

Gδ-υποσύνολο του R. Αυτό έχουµε δει ότι δεν ισχύει : κάθε πυκνό και Gδ-υποσύνολο του

R είναι υπεραριθµήσιµο.

5.33. (α) ΄Εστω A = {a1, a2, . . . , an, . . .} αριθµήσιµο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι η συνάρ-

τηση FA : R→ R µε

FA(x) =
∑

{n:an6x}

2−n

είναι αύξουσα, συνεχής από δεξιά παντού και ασυνεχής ακριβώς στα σηµεία του A.

(ϐ) ΄Εστω A αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση g : R→
R ώστε το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας D(g) της g να είναι το R \A.

(γ) ΄Εστω E κλειστό υποσύνολο του R. Θέτουµε G = E◦ ∩ Q και ορίζουµε τη συνάρτηση

h : R→ R µε h(x) = χE(x)− χG(x). Αποδείξτε ότι D(h) = E.

(δ) ΄Εστω E =
⋃∞
n=1En ένα Fσ–υποσύνολο του R. Ορίζουµε fE : R→ R µε

fE(x) =


1

min{n:x∈En} , x ∈ Q ∩ E
− 1

min{n:x∈En} , x ∈ (R \Q) ∩ E
0, x ∈ R \ E

Αποδείξτε ότι D(fE) = E.

Υπόδειξη. (α) Προφανώς η FA είναι αύξουσα. ∆είχνουµε ότι FA είναι δεξιά συνεχής παντού.

΄Εστω x0 ∈ R και ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε
∑

n>n0
2−n < ε. ΄Εστω δ = min{an − x0 >

0 : n = 1, 2, . . . , n0}. ΄Ετσι, αν n ∈ N ώστε x0 < an < x0 + δ, τότε n > n0. Οπότε, αν

x0 < x < x0 + δ έχουµε

0 6 FA(x)− FA(x0) =
∑

{n:x0<an6x}

2−n 6
∑

{n:x0<an<x0+δ}

2−n 6
∑
n>n0

2−n < ε.

Τώρα δείχνουµε ότι αν ak ∈ A τότε τFA(ak) > 0. Πράγµατι· αν x < ak τότε

FA(ak)− FA(x) =
∑

{n:x<an6ak}

2−n >
1

2k
.

Συνεπώς, τFA(ak) > 1
2k

για k = 1, 2, . . .. Με άλλα λόγια η FA είναι ασυνεχής στα σηµεία

του A (παρουσιάζει άλµα).

Για να δείξουµε ότι τα σηµεία ασυνέχειας της FA είναι ακριβώς τα σηµεία του A αρκεί

να δείξουµε ότι για κάθε x /∈ A η FA είναι αριστερά συνεχής στο x. Το επιχείρηµα είναι

παρόµοιο µε αυτό της συνέχειας από δεξιά και γι’ αυτό παραλείπεται.
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(ϐ) Υποθέτουµε ότι υπάρχει συνάρτηση g : R→ R ώστε τοD(g) = R\A. Τότε, το C(g) = A

είναι σύνολο Gδ. Αν είναι και πυκνό, γνωρίζουµε ότι πρέπει να είναι υπεραριθµήσιµο.

(γ) Αν x /∈ E τότε υπάρχει Vx ανοικτή περιοχή του x µε Vx ∩ E = ∅. ΄Ετσι, h|Vx ≡ 0 και

άρα η h είναι συνεχής στο x.

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι η h είναι ασυνεχής στο E. Πράγµατι· έστω x ∈ E και δ > 0.

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις:

• x ∈ E◦. Τότε υπάρχουν q ∈ Q ∩ E, r ∈ Qc ∩ E µε x − δ < q < r < x + δ. ΄Αρα,

έχουµε

τh((x− δ, x+ δ)) > |h(q)− h(r)| = 1.

΄Ετσι, είναι τh(x) > 1.

• x ∈ E \ E◦. Τότε υπάρχει r /∈ E ώστε |x− r| < δ. ΄Ετσι, είναι

τh((x− δ, x+ δ)) > |h(x)− h(r)| = 1.

΄Ωστε, τh(x) > 1.

Οπότε, σε κάθε περίπτωση αν x ∈ E έχουµε τh(x) > 1.

(δ) Αν x /∈ E, τότε η fE είναι συνεχής στο x. Πράγµατι· έστω ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε

1
n0
< ε. Τότε, x /∈ E1 ∪ · · · ∪ En0 , άρα υπάρχει δ > 0 µε

δ < dist(x,E1 ∪ · · · ∪ En0).

Κατόπιν, διακρίνουµε τις περιπτώσεις:

• Αν y ∈ (x− δ, x+ δ) ∩ Ec, τότε |fE(y)− fE(x)| = 0 < ε.

• Αν y ∈ (x−δ, x+δ)∩E, έπεται ότι υπάρχειm ∈ N ώστε y ∈ Em. Τότε, αναγκαστικά

έχουµε m > n0 (εξηγήστε γιατί). ΄Ετσι,

|fE(y)− fE(x)| = 1

min{n : y ∈ En}
6

1

n0 + 1
< ε.

Συνεπώς, η fE συνεχής στο x ∈ R \ E.

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι η fE είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ E. Ειδικότερα, ϑα

δείξουµε την ανισότητα

(∗) τfE (x) >
1

Nx(1 +Nx)
, x ∈ E

όπου Nx = min{n ∈ N : x ∈ En}.
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Απόδειξη της (∗). ΄Εστω x ∈ E και δ > 0. Τότε ορίζεται ο Nx ≡ N και έχουµε ότι

x /∈
⋃
k<N Ek (ενδεχοµένως

⋃
k<N Ek = ∅, αν N = 1). ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις όπως στο

(γ):

• x ∈ EN \ E◦N : Τότε, υπάρχει y /∈
⋃
j6N Ej (εξηγήστε γιατί) µε |y − x| < δ. Τότε,

παίρνουµε

τfE ((x− δ, x+ δ)) > |fE(x)− fE(y)| > |fE(x)| − |fE(y)| > 1

N(N + 1)
.

Εδώ έχουµε χρησιµοποιήσει την ανισότητα |fE(y)| 6 1
N+1 .

1
΄Αρα, για κάθε δ > 0

ισχύει τfE ((x−δ, x+δ)) > [N(N+1)]−1 απ’ όπου έπεται ότι τfE (x) > [N(N+1)]−1.

• x ∈ E◦N . Τότε, υπάρχουν q ∈ EN ∩Q, r ∈ EN ∩Qc
µε x− δ < q < r < x+ δ. ΄Αρα,

έχουµε

τfE ((x− δ, x+ δ)) > |fE(q)− fE(r)| = 1

min{n : q ∈ En}
+

1

min{n : r ∈ En}
>

2

N

Εποµένως, είναι τfE (x) > 2
N .

Συνοψίζοντας έχουµε ότι τfE (x) > [N(N + 1)]−1 για κάθε x ∈ E.

5.34. ΄Εστω f : [0,∞)→ R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ανοικτό διάστηµα

(a, b) ⊆ [0,∞) µε την εξής ιδιότητα : για κάθε y ∈ (a, b) ισχύει limn→∞ f(ny) = 0. Αποδείξτε

ότι limx→∞ f(x) = 0.

Υπόδειξη. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι για κάθε y ∈ [a, b] ισχύει limn→∞ f(ny) =

0 περνώντας σε ένα κλειστό υποδιάστηµα του (a, b). ΄Εστω ε > 0, ορίζουµε τα σύνολα

Kn = {x ∈ [a, b] : ∀k > n, |f(kx)| 6 ε, } =
∞⋂
k=n

{x ∈ [a, b] : |f(kx)| 6 ε}.

ΤαKn είναι κλειστά υποσύνολα του [a, b] διότι η f είναι συνεχής. Επίσης, από την υπόθεση

ισχύει [a, b] =
⋃∞
n=1Kn. Καθώς, ο [a, b] είναι πλήρης µετρικός χώρος, από το ϑεώρηµα

Baire έχουµε ότι υπάρχουν n0 ∈ N και διάστηµα (c, d) ώστε (c, d) ⊆ Kn0 . ∆ηλαδή, για

κάθε y ∈ (c, d) και για κάθε n > n0 ισχύει |f(ny)| 6 ε, ισοδύναµα αν y ∈ (n0c, n0d) ∪
((n0 +1)c, (n0 +1)d)∪· · · τότε |f(y)| 6 ε. ΄Οµως, όσο το n αυξάνει τα διαστήµατα γίνονται

επικαλυπτόµενα. ΄Ετσι, αν επιλέξουµε m > max{n0, c
d−c} τότε

⋃∞
j=m(jc, jd) = (mc,+∞)

και αν x > mc τότε |f(x)| 6 ε. ΄Αρα, limx→∞ f(x) = 0.

1
Αν y /∈ E, τότε |fE(y)| = 0, ενώ αν y ∈ E, τότε min{n : y ∈ En} > N + 1.
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5.35. ΄Εστω f : R→ R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι : για κάθε

x ∈ R υπάρχει nx ∈ N ώστε, για κάθε n > nx, f (n)(x) = 0. ∆είξτε ότι η f είναι πολυώνυµο.

Υπόδειξη. Θα δείξουµε κάτι ισχυρότερο : αν µια απεριόριστα παραγωγίσιµη συνάρτηση

f : R → R έχει την ιδιότητα «για κάθε x ∈ R υπάρχει n = n(x) ∈ N ώστε f (n)(x) = 0» τότε

η f είναι πολυώνυµο.

Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα. Θεωρούµε το σύνολο A όλων των x ∈ R για

τα οποία δεν υπάρχει (ανοικτή) περιοχή του x ώστε αν περιορίσουµε την f εκεί να είναι

πολυώνυµο. Τότε, ισχύουν τα εξής:

• Το A είναι µη κενό. Πράγµατι : αν ήταν A = ∅ τότε για κάθε x ∈ R υπάρχουν

ανοικτή περιοχή Vx του x και πολυώνυµο px ώστε f |Vx ≡ px. Αν I είναι κλειστό και

ϕραγµένο διάστηµα, τότε για κάθε x ∈ I υπάρχει Vx ανοικτή περιοχή του x ώστε

f |Vx είναι πολυώνυµο. Τότε, τα (Vx)x∈I αποτελούν ανοικτό κάλυµµα του συµπαγούς

I, άρα υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ I ώστε I ⊆
⋃k
i=1 Vxi και η f |Vxi είναι πολυώνυµο.

Για κάθε 1 6 i 6 k υπάρχει ni ∈ N ώστε f (ni)(x) = 0 για κάθε x ∈ Vxi ∩ I.
Θέτουµε n = max{n1, . . . , nk} οπότε f (n) ≡ 0 στο I. ΄Αρα, η f |I είναι πολυώνυµο για

κάθε κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα I. (Σηµείωση: το ϐήµα αυτό αιτιολογείται και

χωρίς να κάνουµε χρήση της συµπάγειας των κλειστών διαστηµάτων – εξηγήστε γιατί).

Θεωρούµε τα διαστήµατα Jn = [−n, n] για n = 1, 2, . . .. Τότε υπάρχει ακολουθία

πολυωνύµων pn ώστε f |Jn ≡ pn. Για κάθε n ∈ N ισχύει pn(x) = p1(x) για κάθε

x ∈ [−1, 1], άρα pn = p1 για n = 1, 2, . . .. Συνεπώς, f(x) = p1(x) για κάθε x ∈ R,

εφόσον R =
⋃∞
n=1 Jn.

• Το A είναι κλειστό. Πράγµατι : αν ϑεωρήσουµε y ∈ Ac τότε υπάρχει δ > 0 και pδ

πολυώνυµο ώστε f |(y−δ,y+δ) ≡ pδ. Τότε, αν z ∈ (y − δ, y + δ), υπάρχει ε > 0 ώστε

(z − ε, z + ε) ⊆ (y − δ, y + δ), οπότε f |(z−ε,z+ε) ≡ pδ. ∆ηλαδή, (y − δ, y + δ) ⊆ Ac.

Συνεπώς, το Ac είναι ανοικτό.

Είναι γνωστό ότι ο A είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του R µε την συνήθη µετρική.

Επίσης, τα σύνολα

En = {x ∈ R : f (n)(x) = 0}

είναι κλειστά αφού είναι τα σύνολα ϱιζών συνεχών συναρτήσεων. Οπότε, εφαρµόζοντας το

ϑεώρηµα του Baire στον υπόχωροA, ϐρίσκουµε ότι υπάρχειm ∈ N ώστε intA(A∩Em) 6= ∅.
∆ηλαδή, υπάρχουν x0 ∈ A ∩ Em και δ > 0 ώστε

(x0 − δ, x0 + δ) ∩A ⊆ Em.
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Ισχυρισµός 1. Ισχύει (x0− δ, x0 + δ)∩A ⊆
⋂∞
j=mEm, δηλαδή αν x ∈ (x0− δ, x0 + δ)∩A,

τότε f (n)(x) = 0 για κάθε n > m.

Πράγµατι· αν δε συµβαίνει αυτό, τότε υπάρχουν x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ A και n > m ώστε

f (n)(x) 6= 0 και f (k)(x) = 0 για m 6 k < n. Υπάρχει η > 0 ώστε (x − η, x + η) ⊆
(x0 − δ, x0 + δ) και f (n)(t) 6= 0 για κάθε |t− x| < η. Τότε, για κάθε 0 < |z − x| < η από

το ϑεώρηµα του Taylor υπάρχει tz ∈ (x− η, x+ η) ώστε

f (m)(z) = f (m)(x)+(z−x)f (m+1)(x)+· · ·+(z − x)n−m

(n−m)!
f (n)(tz) =

(z − x)n−m

(n−m)!
f (n)(tz) 6= 0.

∆ηλαδή, είναι (x − η, x + η) ∩ A = {x}. Απ’ αυτό έπεται (µε ένα επιχείρηµα συµπάγειας

όπως πριν) ότι η f |(x,x+η) είναι πολυώνυµο και όµοια η f |(x−η,x) είναι πολυώνυµο. ΄Αρα,

η f |(x−η,x+η) είναι πολυώνυµο. ΄Ατοπο, από τον ορισµό του x.

Ισχυρισµός 2. Ισχύει (x0− δ, x0 + δ)∩Ac ⊆
⋂
j>mEj (άρα είναι (x0− δ, x0 + δ) ⊆ ∩j>mEj

και έχουµε άτοπο, το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο).

Πράγµατι· έστω t ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ Ac. Τότε υπάρχουν ε > 0 και πολυώνυµο pε ώστε

(t− ε, t+ ε) ⊆ (x0 − δ, x0 + δ) και f |(t−ε,t+ε) ≡ pε. ΄Εστω [a, b] το µεγιστικό διάστηµα, το

οποίο περιέχει το t και f |[a,b] ≡ pε. Τότε, είτε a ∈ (x0−δ, x0+δ)∩A ή b ∈ (x0−δ, x0+δ)∩A
(αν για παράδειγµα x0 < t, τότε x0 6 a εφόσον x0 ∈ A και a ∈ A από τη µεγιστικότητα,

δηλαδή a ∈ A∩ (x0− δ, x0 + δ)). Ας υποθέσουµε ότι a ∈ (x0− δ, x0 + δ)∩A (όµοια η άλλη

περίπτωση). Τότε, αν r = deg(pε) έχουµε f (r)(a) 6= 0 και f (n)(a) = 0 για κάθε n > m

(από τον Ισχυρισµό 1). Οπότε, r < m. ∆ηλαδή, για κάθε x ∈ [a, b] ισχύει f (n)(x) = 0 για

κάθε n > m. Ειδικότερα, f (n)(t) = 0 για κάθε n > m.



Κεφάλαιο 6

Συµπαγείς µετρικοί χώροι

Οµάδα Α΄

6.1. ΄Ενα υποσύνολο K του X λέγεται συµπαγές, αν είναι συµπαγής µετρικός χώρος µε τη

σχετική µετρική. ∆είξτε ότι αυτό είναι ισοδύναµο µε το εξής: για κάθε κάθε ανοικτό κάλυµµα

(Vi)i∈I του K υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε K ⊆
⋃m
j=1 Vij .

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το K είναι συµπαγές (µε τη σχετική µετρική). ΄Εστω

(Vi)i∈I ανοικτό κάλυµµα του K. Τότε, τα (K ∩ Vi)i∈I είναι ανοικτά στον (K, ρ|K) και

K =
⋃
i∈I K ∩ Vi. Αφού ο (K, ρ|K) είναι συµπαγής, υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I ώστε K =⋃n

j=1K ∩ Vij . Τότε, K ⊆
⋃n
j=1 Vij .

Αντίστροφα: υποθέτουµε ότι για κάθε ανοικτό κάλυµµα (Vi)i∈I του K υπάρχουν

i1, . . . , in ∈ I ώστε K ⊆
⋃n
j=1 Vij . Θα δείξουµε ότι ο (K, ρ|K) είναι συµπαγής µετρι-

κός χώρος. Θεωρούµε τυχόν κάλυµµα (Wi)i∈I του K από ανοικτά σύνολα Wi στο K.

Τότε, υπάρχουν (Ui) ανοικτά στον X ώστε Wi = K ∩ Ui για κάθε i ∈ I. ΄Εχουµε

K =
⋃
i∈IWi =

⋃
i∈I(K ∩ Ui) ⊆

⋃
i∈I Ui. Από την υπόθεση υπάρχουν i1, . . . , in ∈ I

ώστε K ⊆
⋃n
j=1 Uij . Τότε, K =

⋃n
j=1(K ∩ Uij ) =

⋃n
j=1Wij . Συνεπώς, ο (K, ρ|K) είναι

συµπαγής µετρικός χώρος.

6.2. ΄Εστω a < b στο R. Χρησιµοποιώντας µόνο τον ορισµό του συµπαγούς µετρικού χώρου

δείξτε ότι το [a, b] είναι συµπαγές υποσύνολο του R µε τη συνήθη µετρική, ενώ τα διαστήµατα

(a, b), [a, b) και [a,∞) δεν είναι συµπαγή υποσύνολα του R µε τη συνήθη µετρική.

Υπόδειξη. Η περίπτωση του [a, b] είναι το ϑεώρηµα Heine–Borel: κάθε ανοικτό κάλυµµα

(Vi)i∈I του [a, b] έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. Για την απόδειξη, ϑεωρούµε το σύνολο

A = {x ∈ [a, b] : [a, x] καλύπτεται από πεπερασµένα από τα Vi}.
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Προφανώς, A 6= ∅ (διότι a ∈ A) και το A είναι άνω ϕραγµένο. Από το αξίωµα της πλη-

ϱότητας των πραγµατικών αριθµών έχουµε ότι υπάρχει s ∈ R ώστε s = supA. Εύκολα

ϐλέπουµε ότι a < s 6 b και αν a 6 x < s τότε x ∈ A.

Ισχυρισµός 1. Είναι b = s.

Αν υποθέσουµε ότι s = supA < b, τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε s ∈ Vi0 . Αφού το Vi0 είναι

ανοικτό, υπάρχει δ > 0 ώστε (s − δ, s + δ) ⊆ Vi0 ∩ [a, b]. ΄Αρα, το [a, s − δ/2] καλύπτεται

από πεπερασµένα από τα Vi και το [s − δ/2, s + δ/2] περιέχεται στο Vi0 . ΄Επεται ότι το

[a, s+ δ/2] καλύπτεται από πεπερασµένα από τα Vi, το οποίο είναι άτοπο διότι s = supA.

Συνεπώς, b = s.

Ισχυρισµός 2. Ισχύει b ∈ A.

Πράγµατι· υπάρχει i0 ∈ I ώστε b ∈ Vi0 και αφού το Vi0 είναι ανοικτό υπάρχει ε > 0 ώστε

a < b−ε και (b−ε, b+ε) ⊆ Vi0 . Από τον ισχυρισµό 1 έχουµε ότι b−ε ∈ A, άρα το διάστηµα

[a, b − ε] καλύπτεται από πεπερασµένα από τα Vi. Αφού [b − ε, b] ⊆ Vi0 , συµπεραίνουµε

ότι το [a, b] καλύπτεται από πεπερασµένα από τα Vi. Συνεπώς, b ∈ A.

Από τον Ισχυρισµό 2 έπεται ότι το [a, b] είναι συµπαγές.

Το (a, b) δεν είναι συµπαγές αφού αν ϑεωρήσουµε το ανοικτό κάλυµµα (Vn) µε Vn =

(a, b− b−a
2n ), n = 1, 2 . . . αυτό δεν έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα (παρατηρήστε ότι Vn ⊆

Vn+1). Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι τα διαστήµατα [a, b) και [a,∞) δεν είναι συµπαγή

υποσύνολα του R ϑεωρώντας αντίστοιχα τα ανοικτά καλύµµατα (Gn) και (Wn), όπου

Gn = (a− 1, b− b−a
2n ) και Wn = (a− 1, a+ n).

6.3. Αν A,B είναι συµπαγή υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, ρ), αποδείξτε ότι το A∪B
είναι συµπαγές.

Υπόδειξη. ΄Εστω (Ui)i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του A∪B. Τότε αυτό είναι ανοικτό κάλυµµα

για καθένα από τα συµπαγή A και B. ΄Ετσι, υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο IA του I

ώστε A ⊆
⋃
i∈IA Ui και υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο IB του I ώστε B ⊆

⋃
i∈IB Ui.

Τώρα ϐλέπουµε αµέσως ότι το σύνολο J := IA ∪ IB είναι πεπερασµένο υποσύνολο του I

και ισχύει A ∪B ⊆
⋃
i∈J Ui.

6.4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και E,F υποσύνολα του X ώστε το E να είναι συµπαγές,

το F κλειστό και E ∩ F = ∅. Αποδείξτε ότι dist(E,F ) > 0.

∆είξτε επίσης ότι υπάρχουν A,B κλειστά, ξένα υποσύνολα του R2 ώστε dist(A,B) = 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : E → R µε f(x) = dist(x, F ). ΄Εχουµε δει ότι η

f είναι συνεχής συνάρτηση (µάλιστα είναι 1–Lipschitz). Αφού το E είναι συµπαγές, η f
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παίρνει ελάχιστη τιµή. ∆ηλαδή, υπάρχει x0 ∈ E ώστε

f(x0) = min
x∈E

f(x) = inf{dist(x, F ) : x ∈ E} = dist(E,F ).

Παρατηρήστε ότι x0 /∈ F (αφού E ∩F = ∅). Αφού το F είναι κλειστό, έχουµε dist(E,F ) =

f(x0) > 0.

Για το παράδειγµα, ϑεωρούµε τα ξένα κλειστά υποσύνολα A = {(x, 0) : x ∈ R} και

B = {(x, 1x) : x 6= 0} του (R2, ‖ · ‖2). Εύκολα ϐλέπουµε ότι

dist(A,B) 6
1

|x|

για κάθε x 6= 0, άρα dist(A,B) = 0.

6.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Αν x ∈ X και A συµπαγές υποσύνολο του X, τότε υπάρχει y ∈ A ώστε dist(x,A) =

ρ(x, y).

(ϐ) ΑνA,B είναι συµπαγή υποσύνολα τουX τότε, υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B ώστε dist(A,B) =

ρ(x, y).

Υπόδειξη. (α) Σταθεροποιούµε x ∈ X και ϑεωρούµε τη συνάρτηση fx : A→ R µε fx(t) =

ρ(t, x). Η fx είναι συνεχής και το A είναι συµπαγές, άρα η fx παίρνει ελάχιστη τιµή σε

κάποιο y ∈ A. Τότε, ρ(x, y) = fx(y) = inft∈A fx(t) =: dist(x,A).

(ϐ) Από τον ορισµό της απόστασης συνόλων υπάρχουν ακολουθίες (an) και (bn) στο A και

B αντιστοίχως ώστε ρ(an, bn) → dist(A,B). Επειδή το A είναι ακολουθιακά συµπαγές

υπάρχουν x ∈ A και υπακολουθία (akn) της (an) ώστε akn
ρ→ x. Η (bkn) είναι ακολουθία

στο συµπαγές B, άρα υπάρχουν y ∈ B και υπακολουθία (bkλn ) της (bn) ώστε bkλn
ρ→ y.

Τότε, επειδή η (akλn ) είναι υπακολουθία της (akn) έχουµε ότι akλn
ρ→ x. ΄Επεται ότι

ρ(akλn , bkλn )→ ρ(x, y). Αφού η (ρ(akλn , bkλn )) είναι υπακολουθία της (ρ(an, bn)), έπεται

ότι dist(A,B) = ρ(x, y).

Σηµείωση. Με ένα παρόµοιο επιχείρηµα ακολουθιακής συµπάγειας ϑα µπορούσε να απο-

δειχθεί και το (α).

6.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) Υποθέτουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε x ∈ X το σύνολο B(x, ε) να είναι συµπαγές.

∆είξτε ότι ο X είναι πλήρης µετρικός χώρος.

(ϐ) Αν για κάθε x ∈ X υπάρχει ε > 0 ώστε το σύνολο B(x, ε) να είναι συµπαγές, τότε είναι

ο X κατ’ ανάγκην πλήρης ;
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Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) µια ϐασική ακολουθία στον (X, ρ). Θεωρούµε το ε > 0 της

υπόθεσης. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ B(xn0 , ε) για κάθε

n > n0. Από την υπόθεση, το σύνολο K = B(xn0 , ε) είναι συµπαγές και η (xn)n>n0

περιέχεται σε αυτό. ΄Αρα, υπάρχουν x ∈ K και υπακολουθία (xkn) της (xn)n>n0 , η οποία

συγκλίνει στο x. Παρατηρήστε ότι η (xkn) είναι υπακολουθία της (xn). Αφού η (xn) είναι

ϐασική, έπεται ότι xn → x. Αυτό αποδεικνύει ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης.

(ϐ) Λάθος. Θεωρούµε τον µετρικό χώρο X = (0, 1) µε τη συνήθη µετρική. Τότε, για κάθε

x ∈ (0, 1) υπάρχει εx > 0 ώστε B̂(x, εx) = [x− εx, x+ εx] ⊆ (0, 1) και κάθε B̂(x, εx) είναι

συµπαγές. ΄Οµως, ο (X, | · |) δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος.

6.7. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Η συνάρτηση γράφηµα Gf : X → X × Y µε Gf (x) = (x, f(x)) είναι συνεχής.

(γ) Το γράφηµα Gr(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} είναι συµπαγές στον X × Y .

Είναι αναγκαία υπόθεση ο µετρικός χώρος X να είναι συµπαγής ;

Υπόδειξη. (α)⇒ (ϐ). Αυτή η συνεπαγωγή ισχύει γενικά: δεν χρησιµοποιούµε την υπόθεση

της συµπάγειας του X. ΄Εστω x ∈ X και (xn) ακολουθία στο X ώστε xn → x. Από τη

συνέχεια της f έχουµε ότι f(xn)→ f(x). ΄Αρα,

Gf (xn) = (xn, f(xn))→ (x, f(x)) = Gf (x).

Από την αρχή της µεταφοράς έπεται ότι η Gf είναι συνεχής.

(ϐ) ⇒ (γ). Αφού η Gf : X → X × Y είναι συνεχής και το X είναι συµπαγές, έπεται ότι

Gf (X) είναι συµπαγές υποσύνολο τουX×Y . ΄Οµως, το Gf (X) είναι ακριβώς το γράφηµα

της f , δηλαδή Gf (X) ≡ Gr(f).

(γ) ⇒ (α). ΄Εστω x0 ∈ X και xn → x0. Για να δείξουµε ότι f(xn) → f(x0), αρκεί

να δείξουµε ότι κάθε υπακολουθία της (f(xn)) έχει περαιτέρω υπακολουθία, η οποία

συγκλίνει στο f(x0). ΄Εστω λοιπόν (f(xkn)) υπακολουθία της (f(xn)). Η ((xkn , f(xkn)))

είναι ακολουθία στο συµπαγές σύνολο Gr(f). ΄Αρα, υπάρχουν z ∈ X και υπακολουθία

(xkλn ) της (xkn) ώστε (xkλn , f(xkλn )) → (z, f(z)). Επειδή, ο X × Y είναι εφοδιασµένος

µε κάποια από τις γνωστές µετρικές γινόµενο έπεται ότι xkλn → z και f(xkλn ) → f(z).

Αλλά, xkλn → x0, αφού η (xkλn ) είναι υπακολουθία της (xn). Οπότε z = x0 και έχουµε

ότι f(xkλn )→ f(x0).

Η υπόθεση της συµπάγειας του πεδίου ορισµού είναι απαραίτητη: Αν ϑεωρήσουµε τη

συνάρτηση f : (0, 1] → R µε f(x) = 1/x τότε αυτή είναι συνεχής στο (0, 1] µε τη συνήθη
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µετρική, αλλά το γράφηµά της δεν είναι ϕραγµένο στον (R2, ‖·‖2), άρα ούτε και συµπαγές.

Παρατηρήστε ότι το (0, 1] δεν είναι συµπαγές υποσύνολο του R (µε τη συνήθη µετρική).

6.8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F ⊆ X. Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνον

αν για κάθε συµπαγές υποσύνολο K του X το F ∩K είναι κλειστό.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το F είναι κλειστό και ϑεωρούµε ένα K συµπαγές. Τότε,

το K ∩ F είναι κλειστό ως τοµή τέτοιων.

Αντίστροφα: έστω ότι για κάθε συµπαγές K, το K ∩ F είναι κλειστό. Θα δείξουµε ότι

το F είναι κλειστό. Θεωρούµε µια ακολουθία (xn) στο F ώστε xn → x ∈ X. Θα δείξουµε

ότι το x ∈ F . Πράγµατι· αν ϑεωρήσουµε το συµπαγές K = {xn : n ∈ N} ∪ {x}, τότε το

K ∩ F είνα κλειστό. ΄Οµως, η (xn) περιέχεται στο K ∩ F και συγκλίνει στο x. ΄Επεται ότι

x ∈ K ∩ F , ειδικότερα, x ∈ F .

6.9. Γνωρίζουµε ότι κάθε συµπαγές υποσύνολο K ενός µετρικού χώρου (X, ρ) είναι ϕραγ-

µένο. Αποδείξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ K ώστε ρ(x, y) = diam(K).

Υπόδειξη. 1η Απόδειξη. Υπάρχουν (xn), (yn) ακολουθίες στοK ώστε ρ(xn, yn)→ diam(K).

Επειδή το K είναι συµπαγές υπάρχουν x, y ∈ K και υπακολουθίες (xkn), (ykn) των

(xn), (yn) αντίστοιχα ώστε xkn → x και ykn → y (εξηγήστε γιατί). Τότε, ρ(xkn , ykn) →
ρ(x, y). Επειδή, η (ρ(xkn , ykn)) είναι υπακολουθία της (ρ(xn, yn)) έπεται ότι diam(K) =

ρ(x, y).

2η Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : K ×K → R µε f(x, y) = ρ(x, y). Γνωρίζουµε

ότι η f είναι συνεχής και ότι το K ×K είναι συµπαγές. ΄Αρα, η f παίρνει µέγιστη τιµή,

δηλαδή υπάρχουν x, y ∈ K ώστε max f = f(x, y). Τότε,

ρ(x, y) = max
(t,s)∈K×K

f(t, s) = sup{f(t, s) : (t, s) ∈ K ×K} = diam(K).

6.10. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον Y συµπαγή και f : X → Y συνάρτηση.

∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό στον (X × Y, ρ1).

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). ΄Οπως είδαµε στην ΄Ασκηση 7, αυτή η συνεπαγωγή ισχύει γενικά

(χωρίς την υπόθεση της συµπάγειας του Y ).

(ϐ) ⇒ (α). ΄Εστω x0 ∈ X και (xn) ακολουθία στο X ώστε xn → x0. Για να δείξουµε ότι η

(f(xn)) συγκλίνει στο f(x0), αρκεί να δείξουµε ότι κάθε υπακολουθία (f(xkn)) της (f(xn))

έχει περαιτέρω υπακολουθία, η οποία συγκλίνει στο f(x0). ΄Εστω λοιπόν µια υπακολουθία
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(f(xkn)) της (f(xn)). Η (f(xkn)) περιέχεται στο συµπαγές Y . ΄Αρα, υπάρχουν y ∈ Y και

υπακολουθία (f(xkλn )) της (f(xkn)) ώστε f(xkλn ) → y. Τότε, (xkλn , f(xkλn ))
ρ1→ (x0, y).

Επειδή, η ((xkλn , f(xkλn ))) περιέχεται στο κλειστό Gr(f) έχουµε ότι (x0, y) ∈ Gr(f),

δηλαδή y = f(x0). ΄Αρα, f(xkλn )→ f(x0).

6.11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) ΑνA1, . . . , Am είναι ολικά ϕραγµένα υποσύνολα τουX τότε τοA1∪· · ·∪Am είναι επίσης

ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) Αν A είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X τότε το A είναι επίσης ολικά ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (α) Αρκεί να το δείξουµε για δυο σύνολα A1, A2. Κατόπιν επαγωγικά ϑα έ-

χουµε το συµπέρασµα. ΄Εστω ε > 0. Αφού το A1 είναι ολικά ϕραγµένο υπάρχουν

x1, . . . , xk ∈ A1 ώστε A ⊆
⋃k
i=1B(xi, ε). Οµοίως, υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ A2 ώστε

A2 ⊆
⋃n
j=1B(yj , ε). Θέτουµε Z = {x1, . . . , xk, y1, . . . , yn} ⊆ A1 ∪ A2 µε card(Z) < ∞

και A1 ∪A2 ⊆
⋃
z∈Z B(z, ε).

(ϐ) ΄Εστω ε > 0. Αφού το A είναι ολικά ϕραγµένο υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ X ώστε A ⊆⋃k
i=1B(xi, ε/2). Τότε, A ⊆

⋃k
i=1B(xi, ε/2. Από την B(xi, ε/2) ⊆ B(xi, ε) έπεται ότι

A ⊆
⋃k
i=1B(xi, ε).

6.12. (α) ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f στέλνει

τα ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του X σε ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του Y .

(ϐ) ∆είξτε ότι η ιδιότητα του ολικά ϕραγµένου δεν διατηρείται από οµοιοµορφισµούς. (Υπόδειξη :

Τα R και (0, 1) είναι οµοιοµορφικά.)

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω A ⊆ X ολικά ϕραγµένο και έστω ε > 0. Από την οµοιόµορφη συνέχεια

της f υπάρχει δ > 0 ώστε, για κάθε x ∈ X, f(B(x, δ)) ⊆ B(f(x), ε). Το A είναι ολικά

ϕραγµένο, άρα υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ X ώστε A ⊆
⋃k
i=1B(xi, δ). Τότε,

f(A) ⊆
k⋃
i=1

f(B(xi), δ) ⊆
k⋃
i=1

B(f(xi), ε).

΄Επεται ότι το f(A) είναι ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (0, 1) → R µε f(t) = 1
1−t −

1
t η οποία είναι γνησίως

αύξουσα συνεχής και επί. ΄Αρα, είναι οµοιοµορφισµός. Παρατηρήστε ότι το (0, 1) είναι

ολικά ϕραγµένο, ενώ το R δεν είναι.

6.13. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ϐασική ακολουθία στονX. ∆είξτε ότι το σύνολο

A = {xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο.
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Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η (xn) είναι ϐασική, υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ B(xn0 , ε)

για κάθε n > n0. Τότε

A ⊆
n0⋃
j=1

B(xj , ε).

Οµάδα Β΄

6.14. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Κάθε ισοµετρία f : X → X είναι επί.

(ϐ) Αν (Y, σ) είναι µετρικός χώρος ώστε να υπάρχουν ισοµετρίες g : X → Y και h : Y → X,

τότε και ο Y είναι συµπαγής.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα. Τότε, υπάρχει x ∈ X ώστε x /∈ f(X).

Αφού η f είναι συνεχής και οX συµπαγής, το f(X) είναι συµπαγές υποσύνολο τουX, άρα

δ := dist(x, f(X)) > 0. Θεωρούµε την ακολουθία (xn) η οποία ορίζεται αναδροµικά από

τις x0 = x και xn = f(xn−1) για n = 1, 2, . . .. Παρατηρούµε ότι η (xn)n>1 περιέχεται στο

f(X). Από την ακολουθιακή συµπάγεια του f(X) συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν xn, xm

µε m > n > 1 ώστε ρ(xm, xn) < δ (εξηγήστε γιατί). Από το γεγονός ότι η f είναι ισοµετρία

προκύπτει ότι

ρ(xm, xn) = ρ(f(xm−1), f(xn−1)) = ρ(xm−1, xn−1) = · · · = ρ(xm−n, x).

Αλλά xm−n ∈ f(X), οπότε dist(x, f(X)) 6 ρ(xm, xn) < δ, άτοπο.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση h◦g : X → X η οποία είναι ισοµετρία ως σύνθεση ισοµετριών.

Επειδή ο X είναι συµπαγής, από το (α) έπεται ότι είναι και επί. Τότε, η h : Y → X είναι

επί : αν x ∈ X επειδή η h◦g είναι επί υπάρχει z ∈ X ώστε (h◦g)(z) = x. Για y = g(z) ∈ Y
έχουµε h(y) = x. ΄Αρα, η h : Y → X είναι ισοµετρία επί. Εφόσον, οι χώροι X,Y είναι

ισοµετρικοί και ο X είναι συµπαγής, έπεται το Ϲητούµενο.

6.15. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Fn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών

υποσυνόλων του X. ∆είξτε ότι :

(α) Αν G είναι ανοικτό υποσύνολο του X ώστε
⋂∞
n=1 Fn ⊆ G, τότε υπάρχει n0 ∈ N µε

Fn0 ⊆ G.

(ϐ) Αν
⋂∞
n=1 Fn = ∅, τότε υπάρχει m0 ∈ N ώστε Fm0 = ∅.

(γ) Αν
⋂∞
n=1 Fn είναι µονοσύνολο, τότε diam(Fn)→ 0.

Υπόδειξη. (α) Παίρνοντας συµπληρώµατα στη δοθείσα σχέση, έχουµε Gc ⊆
⋃∞
n=1 F

c
n.

Τότε, τα {F cn} αποτελούν ανοικτό κάλυµµα του Gc και αυτό είναι συµπαγές ως κλειστό
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υποσύνολο συµπαγούς µετρικού χώρου. ΄Αρα, υπάρχουν n1, n2, . . . , nk ∈ N ώστε Gc ⊆⋃k
j=1 F

c
nj . Θέτουµε n0 = max{n1, . . . , nk} και παρατηρούµε ότι

⋃k
j=1 F

c
nj = F cn0

. ΄Αρα,

Gc ⊆ F cn0
, ή ισοδύναµα, Fn0 ⊆ G.

(ϐ) Προκύπτει άµεσα από το (α) αν ϑέσουµε G = ∅.

(γ) ΄Εστω x ∈ X µε
⋂∞
n=1 Fn = {x} και ε > 0. Τότε,

⋂∞
n=1 Fn ⊆ B(x, ε/3). Από το (α)

υπάρχει n0 ∈ N ώστε Fn0 ⊆ B(x, ε/3). ΄Αρα, για κάθε n > n0 έχουµε

diam(Fn) 6 diam(Fn0) 6 diam(B(x, ε/3)) < ε.

∆ηλαδή, diam(Fn)→ 0.

6.16. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, ρ) συνεχής και K1 ⊇ K2 ⊇ . . . ακολουθία συµπαγών

υποσυνόλων του X. Αποδείξτε ότι

f

( ∞⋂
n=1

Kn

)
=

∞⋂
n=1

f(Kn).

Υπόδειξη. Ο εγκλεισµός f(∩∞n=1Kn) ⊆ ∩∞n=1f(Kn) είναι προφανής. ΄Εστω y ∈ ∩∞n=1f(Kn).

Τότε, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ Kn ώστε y = f(xn). Η ακολουθία (xn) περιέχεται στο

συµπαγές K1, άρα υπάρχουν x ∈ K1 και (xkn) υπακολουθία της (xn) ώστε xkn → x.

Ισχυρισµός. x ∈ ∩∞n=1Kn.

Πράγµατι, αν m ∈ N, τότε Kkm ⊆ Km. Η υπακολουθία (xkn)n>m της (xkn) περιέχεται στο

Kkm και συγκλίνει στο x. Επειδή τοKkm είναι κλειστό, έχουµε x ∈ Kkm , δηλαδή x ∈ Km.

Αφού το m ∈ N ήταν τυχόν, έπεται ότι x ∈ ∩∞m=1Km.

΄Εχουµε λοιπόν ότι f(x) ∈ f(∩∞n=1Kn). Η f είναι συνεχής, οπότε f(xkn) → f(x) και

f(xn) = y για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, y = f(x) και έχουµε το συµπέρασµα.

6.17. ΄Εστω E ⊆ R µη συµπαγές. ∆είξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : E → R η

οποία :

(α) δεν είναι ϕραγµένη.

(ϐ) είναι ϕραγµένη αλλά δεν παίρνει µέγιστη τιµή.

Υπόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

• Το E δεν είναι κλειστό. Τότε υπάρχει x ∈ E′ µε x /∈ E. Για το (α) ϑεωρούµε τη

συνάρτηση f : E → R µε f(t) = 1
|t−x| , η οποία είναι συνεχής, αλλά όχι ϕραγµένη.

Για το (ϐ) ϑεωρούµε τη συνάρτηση g : E → R µε g(t) = 1
1+|t−x| , η οποία είναι

συνεχής, ϕραγµένη αλλά δεν παίρνει µέγιστη τιµή.
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• Το E δεν είναι ϕραγµένο. Για το (α) ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : E → R µε f(t) = t

ενώ για το (ϐ) ϑεωρούµε τη g : E → R µε g(t) = |t|
1+|t| . Αυτή είναι συνεχής, ϕραγµένη

µε 0 < g < 1 και δεν παίρνει µέγιστη τιµή, διότι supt∈E g(t) = 1. (Παρατηρήστε

ότι, αφού το E δεν είναι ϕραγµένο, υπάρχει ακολουθία (tn) ⊆ E µε |tn| → ∞, άρα

g(tn)→ 1.)

6.18. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και συνάρτηση f : X → X ώστε ρ(f(x), f(y)) <

ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X µε x 6= y. Αποδείξτε ότι η f έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f δεν έχει σταθερό σηµείο. Τότε ρ(x, f(x)) > 0 για κάθε

x ∈ X. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : X → R µε g(x) = ρ(x, f(x)). Ο X είναι συµπαγής,

άρα υπάρχει x0 ∈ X ώστε g(x) > g(x0) για κάθε x ∈ X. Για το f(x0) ∈ X παρατηρούµε

ότι f(x0) 6= x0 και

g(f(x0)) = ρ(f(x0), f(f(x0))) < ρ(x0, f(x0)) = g(x0).

Αυτό είναι άτοπο, άρα η f έχει σταθερό σηµείο, το οποίο είναι µοναδικό αφού για x 6= y

ισχύει ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y).

6.19. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι συµπαγής.

(ϐ) Κάθε ϕθίνουσα ακολουθία (Fn) µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X έχει µη κενή

τοµή, δηλαδή
⋂∞
n=1 Fn 6= ∅.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα. Τότε υπάρχει ϕθίνουσα

ακολουθία (Fn) µη κενών κλειστών υποσυνόλων του X µε
⋂∞
n=1 Fn = ∅. Παίρνοντας

συµπληρώµατα έχουµε X =
⋃∞
n=1 F

c
n. Τα (F cn) είναι ανοικτά και καλύπτουν τον συµπαγή

µετρικό χώροX. ΄Αρα, υπάρχουν n1, . . . , nk ώστεX =
⋃k
j=1 F

c
nj , ή ισοδύναµα,

⋂k
j=1 Fnj =

∅. Αν πάρουµε N = max{n1, . . . , nk} τότε FN =
⋂k
j=1 Fnj = ∅ κι έχουµε άτοπο.

(ϐ) ⇒ (α). Θα δείξουµε ότι ο X είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος. Από την υπόθεση και

το Θεώρηµα του Cantor έχουµε ότι ο X είναι πλήρης. Αν ο X δεν είναι ολικά ϕραγµένος

τότε υπάρχουν δ > 0 και ακολουθία (xn) στον X µε ρ(xn, xm) > δ για n 6= m (εξηγήστε

γιατί). Θέτουµε Fn = {xk : k > n} και παρατηρούµε ότι η {Fn} είναι ϕθίνουσα ακολουθία

µη κενών και κλειστών υποσυνόλων του X. Αλλά,
⋂∞
n=1 Fn = ∅ κι έχουµε αντίφαση.

6.20. (α) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και A ⊆ X. ∆είξτε ότι το A είναι συµπαγές

αν και µόνον αν είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι η πλήρωσή του (X̃, ρ̃) είναι

συµπαγής µετρικός χώρος.



116 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΜΠΑΓΕΙΣ ΜΕΤΡΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι το A είναι συµπαγές. Τότε (πάντοτε) ο (A, ρ|A) είναι πλήρης

και ολικά ϕραγµένος µετρικός υπόχωρος. Συνεπώς, το A είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο

υποσύνολο του X.

Αντίστροφα· υποθέτουµε ότι το A είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο. Αφού ο X είναι

πλήρης και το A κλειστό, έχουµε ότι ο (A, ρ|A) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Επιπλέον,

είναι ολικά ϕραγµένος, άρα συµπαγής.

(ϐ) Ο X είναι πυκνός στον X̃. Αφού ο X είναι ολικά ϕραγµένος, έπεται ότι ο X̃ είναι ολικά

ϕραγµένος (δείτε την ΄Ασκηση 22(ϐ) ). ΄Οµως, ο X̃ είναι και πλήρης, άρα είναι συµπαγής.

6.21. ∆είξτε ότι ο µετρικός χώρος (X, d) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν ο (X, ρ)

είναι ολικά ϕραγµένος, όπου ρ = d
1+d .

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ταυτοτική απεικόνιση I : (X, d) → (X, ρ). Σύµφωνα µε την

΄Ασκηση 23(α) αρκεί να δείξουµε ότι οι I, I−1 είναι οµοιόµορφα συνεχείς. Αυτό όµως είναι

άµεσο (εξηγήστε γιατί): αρκεί να παρατηρήσουµε ότι (για µια ακολουθία (an) ϑετικών

πραγµατικών αριθµών) ισχύει an → 0 αν και µόνο αν
an

1+an
→ 0.

6.22. (α) ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) πεπερασµένη οικογένεια ολικά ϕραγµένων µετρικών

χώρων. ∆είξτε ότι ο χώρος (X, ρ1), όπου X =
∏k
i=1Xi και ρ1 =

∑k
i=1 di είναι ολικά

ϕραγµένος µετρικός χώρος.

(ϐ) ∆είξτε ότι ένα υποσύνολοA του Rk είναι ολικά ϕραγµένο αν και µόνον αν είναι ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (xn) ακολουθία στον X, δηλαδή xn = (xn(1), xn(2), . . . , xn(k)) για

n = 1, 2, . . .. Επειδή, ο X1 είναι ολικά ϕραγµένος, η (xn(1)) έχει ϐασική υπακολουθί-

α, δηλαδή υπάρχει M1 ⊆ N άπειρο ώστε η (xn(1))n∈M1 να είναι ϐασική. Η ακολουθία

(xn(2))n∈M1 ϐρίσκεται στον ολικά ϕραγµένο χώρο X2. ΄Αρα, υπάρχει M2 ⊆M1 άπειρο ώ-

στε η (xn(2))M2 να είναι ϐασική. Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο ϐρίσκουµε µια ϕθίνουσα

πεπερασµένη ακολουθία M1 ⊇M2 ⊇ . . . ⊇Mk άπειρων υποσυνόλων του N µε την ιδιότη-

τα : για κάθε 1 6 i 6 k, η (xn(i))n∈Mi είναι ϐασική. Θεωρούµε την ακολουθία (xn)n∈Mk
.

Τότε η (xn)n∈Mk
είναι ρ1–ϐασική: ΄Εστω ε > 0. Επειδή η (xn(1))n∈Mk

είναι υπακολου-

ϑία της (xn(1))n∈M1 είναι ϐασική, άρα υπάρχει n1 ∈ Mk ώστε d1(xn(1), xm(1)) < ε/k

για κάθε m,n ∈ Mk µε m,n > n1. Επειδή, η (xn(2))n∈Mk
είναι υπακολουθία της

(xn(2))n∈M2 , είναι ϐασική. ΄Αρα, υπάρχει n2 ∈ Mk ώστε d2(xn(2), xm(2)) < ε/k για

κάθε m,n ∈Mk µε m,n > n2. Συνεχίζοντας µε το ίδιο τρόπο ϐρίσκουµε n1, . . . , nk ∈Mk

ώστε di(xn(i), xm(i)) < ε/k για κάθεm,n ∈Mk µεm,n > ni για i = 1, 2, . . . , k. Θέτουµε

n0 = max{n1, . . . , nk} και έχουµε: αν m,n ∈Mk και m,n > n0 τότε

ρ1(xn, xm) =
k∑
i=1

di(xn(i), xm(i)) <
k∑
i=1

ε

k
= ε.
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Εποµένως, ο (X, ρ1) είναι ολικά ϕραγµένος.

(ϐ) Αρκεί να εξετάσουµε την κατεύθυνση όπου το A είναι ϕραγµένο (η άλλη ισχύει πάντοτε).

Επίσης, παρατηρήστε ότι µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον Rk εφοδιασµένο µε τη µετρική ρ1,

αφού ρ2(x, y) 6 ρ1(x, y), για κάθε x, y ∈ Rk. Αφού το A είναι ϕραγµένο, υπάρχει M > 0

ώστε ‖x‖1 6M για κάθε x ∈ A. ΄Επεται ότι A ⊆ [−M,M ]k. ΄Οµως, αν πάρουµε (Xi, di) ≡
([−M,M ], | · |) στο (α), ϐλέπουµε ότι ο ([−M,M ]k, ρ1) είναι ολικά ϕραγµένος, εποµένως,

ο (A, ρ1|A) είναι ολικά ϕραγµένος. ∆ηλαδή το A είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του

(Rk, ρ1).

6.23. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι συµπαγές.

(ϐ) Ο X είναι πλήρης και κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι ολικά ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). ∆είχνουµε ότι ο X είναι πλήρης: αν (xn) είναι ϐασική ακολουθία

στον X, τότε γνωρίζουµε ότι το A = {xn : n ∈ N} είναι ϕραγµένο υποσύνολο του X. Από

την υπόθεση, το A είναι συµπαγές. ΄Αρα, η ακολουθία (xn) η οποία περιέχεται στο A έχει

συγκλίνουσα υπακολουθία. Συνεπώς, η (xn) συγκλίνει.

∆είχνουµε ότι κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι ολικά ϕραγµένο. Πράγµατι, αν

B ⊆ X ϕραγµένο, τότε από την υπόθεση έχουµε ότι το B είναι συµπαγές. Ειδικότερα,

είναι ολικά ϕραγµένο. Τότε, το B είναι ολικά ϕραγµένο ως υποσύνολό του.

(ϐ) ⇒ (α). ΄Εστω K κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του X. Από την υπόθεση έχουµε

ότι το K είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο. ΄Αρα, ο υπόχωρος (K, ρ|K) είναι πλήρης (ως

κλειστό υποσύνολο πλήρους µετρικού χώρου) και ολικά ϕραγµένος. Οπότε, ο (K, ρ|K)

είναι συµπαγής.

6.24. (α) ΄Εστω A ⊆ R ώστε κάθε συνεχής συνάρτηση f : A → R να είναι οµοιόµορφα

συνεχής. ∆είξτε ότι το A είναι κλειστό υποσύνολο του R. Είναι κατ’ ανάγκην ϕραγµένο ;

(ϐ) ΄Εστω A ⊆ R ϕραγµένο και όχι κλειστό. ∆είξτε ότι υπάρχει g : A → R Lipschitz και

ϕραγµένη, η οποία δεν παίρνει µέγιστη τιµή.

(γ) ΄Εστω K ⊆ R κλειστό και ϕραγµένο. ∆είξτε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : K → R
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(δ) ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής και A ⊆ R ϕραγµένο. ∆είξτε ότι το f(A) είναι

επίσης ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι A \ A 6= ∅. Τότε, υπάρχει a ∈ A′ ώστε a /∈ A. ΄Ετσι,

υπάρχει (an) ⊆ A ώστε an 6= a για κάθε n και |an − a| → 0. Η συνάρτηση f : A → R µε
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f(x) = 1
|x−a| είναι καλά ορισµένη και συνεχής. Η f όµως δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής:

υπάρχει υπακολουθία (akn) της (an) ώστε

(∗) 0 < |akn − a| <
1

2
|an − a|

για κάθε n ∈ N (εξηγήστε γιατί). Τότε, έχουµε

|f(akn)− f(an)| =
|an − a| − |akn − a|
|akn − a| · |an − a|

(∗)
>

|an − a|
2|an − a| · |akn − a|

=
1

2|akn − a|
→ +∞,

ενώ |an − akn | → 0 καθώς n→∞.

Το A µπορεί να µην είναι ϕραγµένο : για παράδειγµα κάθε συνάρτηση f : (Z, | · |)→ R
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) ΄Εστω A ⊆ R ϕραγµένο και όχι κλειστό. Τότε, όπως πριν, υπάρχει x ∈ A′ ώστε x /∈ A.

Θεωρούµε τη συνάρτηση g : A→ R µε g(t) = 1
1+|t−x| . Προφανώς, η g είναι καλά ορισµένη,

συνεχής και ϕραγµένη µε 0 < g < 1.

• Η g δεν παίρνει µέγιστη τιµή: Είναι supt∈A g(t) = 1. Πράγµατι, υπάρχει (tn) ⊆ A

ώστε tn → x. ΄Αρα, g(tn)→ 1 και g(t) < 1 για κάθε t ∈ A αφού x /∈ A.

• Η g είναι 1–Lipschitz: Για κάθε t, s ∈ A ισχύει

|g(t)− g(s)| =
∣∣|t− x| − |s− x|∣∣

(1 + |t− x|)(1 + |s− x|)
6 |t− s|.

Παρατηρήστε ότι δεν χρησιµοποιήθηκε πουθενά η υπόθεση του ϕραγµένου.

(γ) ΄Εστω f : K → R συνεχής, η οποία δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε, υπάρχουν

ε0 > 0 και ακολουθίες (xn), (yn) ∈ K µε |xn − yn| → 0 και |f(xn) − f(yn)| > ε0 για

n = 1, 2, . . .. Αφού το K είνα ϕραγµένο, από το ϑεώρηµα Bolzano–Weierstrass υπάρχουν

x ∈ R και υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε |xkn − x| → 0. Επειδή το K είναι κλειστό,

έπεται ότι x ∈ K. Τότε, είναι και |ykn − x| → 0. Από την αρχή της µεταφοράς έχουµε

f(xkn) → f(x) και f(ykn) → f(x). Συνεπώς, |f(xkn) − f(ykn)| → 0. Αυτό είναι άτοπο,

αφού |f(xkn)− f(ykn)| > ε0 για n = 1, 2, . . ..

(δ) ΄Εστω A ⊆ R ϕραγµένο. Αν το f(A) δεν είναι ϕραγµένο, υπάρχει (an) ακολουθία στο A

ώστε |f(an)| > n για n = 1, 2, . . . (εξηγήστε γιατί). Αφού τοA είναι ϕραγµένο, έπεται ότι και

η (an) είναι ϕραγµένη. Από το Θεώρηµα Bolzano–Weierstrass, η (an) έχει συγκλίνουσα
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υπακολουθία (akn). Ειδικότερα, αυτή είναι ϐασική. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής,

η f((akn)) είναι επίσης ϐασική και ειδικότερα ϕραγµένη. ΄Οµως, |f(akn)| > kn > n για

n = 1, 2, . . . και έχουµε αντίφαση.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

6.25. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος, (Y, σ) µετρικός χώρος και f : X → Y

συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι : αν K ⊆ Y είναι συµπαγές τότε το f−1(K) ⊆ X είναι

συµπαγές.

Υπόδειξη. ΄Εστω K συµπαγές υποσύνολο του Y . Τότε, το K είναι κλειστό, και αφού η

f είναι συνεχής, το f−1(K) είναι κλειστό υποσύνολο του X. Αφού ο X είναι συµπαγής,

έπεται ότι το f−1(K) είναι συµπαγές.

6.26. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Ορίζουµε

µια ακολουθία υποσυνόλων του X ώς εξής: K1 = X και Kn+1 = f(Kn) για κάθε n > 1.

Αποδείξτε ότι η {Kn} είναι ϕθίνουσα ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων του X. Αν K =⋂∞
n=1Kn, αποδείξτε ότι K 6= ∅ και f(K) = K.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε K2 = f(X) ⊆ X = K1 και, επαγωγικά, αν Kn ⊆ Kn−1 τότε f(Kn) ⊆
f(Kn−1), δηλαδή Kn+1 ⊆ Kn.

Ορίζουµε K =
⋂∞
n=1Kn. Το K είναι µη κενό συµπαγές υποσύνολο του X (από την

ιδιότητα πεπερασµένων τοµών). Είναι άµεσο ότι f(K) ⊆ Kn για κάθε n, άρα f(K) ⊆⋂∞
n=1Kn = K. Για τον αντίστροφο εγκλεισµό, ϑεωρούµε τυχόν x ∈ K. Τότε, x ∈ f(Kn)

για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι, για κάθε n ∈ N υπάρχει zn ∈ Kn ώστε x = f(zn). Η (zn) έχει

συγκλίνουσα υπακολουθία (zkn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο z ∈ X. Αρκεί να δείξουµε

ότι το z ∈ Km για κάθε m ∈ N (εξηγήστε γιατί). Πράγµατι, αν m ∈ N τότε η (zkn)n>m

ϐρίσκεται µέσα στο Kkm ⊆ Km. Αφού το Km κλειστό και η (zkn)n>m συγκλίνει στο z, το

Ϲητούµενο έπεται.

6.27. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Υποθέτουµε ότι

υπάρχει ακολουθία (xn) στον X ώστε d(xn, f(xn))→ 0. ∆είξτε ότι η f έχει σταθερό σηµείο.

Υπόδειξη. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν x ∈ X και υπακολουθία (xkn) της (xn)

ώστε xkn → x. Αφού η f είναι συνεχής, παίρνουµε f(xkn)→ f(x). Εποµένως,

0 = lim
n→∞

d(xn, f(xn)) = lim
n→∞

d(xkn , f(xkn)) = d(x, f(x)),

κι έχουµε το Ϲητούµενο.

6.28. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστωD πυκνό υποσύνολο τουX. Αν κάθε ακολουθία

στοιχείων τουD έχει υπακολουθία που συγκλίνει (στονX ) δείξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.
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Υπόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία στονX. Αφού τοD είναι πυκνό, για κάθε n ∈ N µπορούµε

να ϐρούµε zn ∈ D ώστε d(xn, zn) < 1
n . Από την υπόθεση, η (zn) έχει υπακολουθία (zkn)

η οποία συγκλίνει σε κάποιο z ∈ X. Τότε,

d(xkn , z) 6 d(xkn , zkn) + d(zkn , z) <
1

kn
+ d(zkn , z)→ 0,

διότι kn →∞. ΄Αρα, xkn → x. ΄Επεται ότι ο (X, d) είναι (ακολουθιακά) συµπαγής.

6.29. ΄Εστω f : (X, d)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι αν ο X είναι συµπαγής τότε

για κάθε A ⊆ X ισχύει ότι f(A) = f(A).

Υπόδειξη. ΄Εστω A ⊆ X. Αφού η f είναι συνεχής, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι f(A) ⊆
f(A).

Από την άλλη πλευρά, αφού ο X είναι συµπαγής και το A είναι κλειστό υποσύνολο

του X, έχουµε ότι το A είναι συµπαγές σύνολο, και αφού η f είναι συνεχής, το f(A) είναι

συµπαγές υποσύνολο του Y . Ειδικότερα, το f(A) είναι κλειστό, και αφού f(A) ⊆ f(A)

(διότι A ⊆ A) έπεται ότι f(A) ⊆ f(A).

΄Επεται ότι f(A) = f(A).

6.30. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε την απά-

ντησή σας):

(i) Αν f : (X, ρ)→ (Y, σ) είναι οµοιοµορφισµός και ο X είναι ολικά ϕραγµένος, τότε και

ο Y ϑα είναι ολικά ϕραγµένος.

(ii) Αν (xn) είναι ϐασική ακολουθία σε έναν µετρικό χώρο (X, ρ), τότε το σύνολο A :=

{xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο.

Υπόδειξη. (i) Λάθος. Αν ϑεωρήσουµε τους X = (−/pi/2, π/2) και Y = R µε τη συνήθη

µετρική, τότε η f : X → Y µε f(x) = tanx είναι οµοιοµορφισµός. ΄Οµως, ο X είναι ολικά

ϕραγµένος ενώ ο Y όχι.

(ii) Σωστό. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (X, ρ) και έστω ε > 0. Υπάρχει n0 = n0(ε) ∈
N ώστε : για κάθε n,m > n0 ισχύει ρ(xn, xm) < ε. Ειδικότερα, xn ∈ B(xn0 , ε) για κάθε

n > n0. ΄Επεται ότι

A = {xn : n ∈ N} ⊆ B(x1, ε) ∪B(x2, ε) ∪ · · · ∪B(xn0 , ε).

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, το A είναι ολικά ϕραγµένο.

6.31. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών

υποσυνόλων του X ώστε το
⋂∞
n=1Kn να είναι µονοσύνολο. ∆είξτε ότι diam(Kn)→ 0.
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Υπόδειξη. ΄Εστω x0 το µοναδικό σηµείο του
⋂∞
n=1Kn και έστω ε > 0. Παρατηρούµε ότι :

αν Gn = X \Kn τότε κάθε Gn είναι ανοικτό και

∞⋃
n=1

Gn =
∞⋃
n=1

(X \Kn) = X \
∞⋂
n=1

Kn = X \ {x0}.

Συνεπώς,

X =

( ∞⋃
n=1

Gn

)
∪B(x0, ε/2).

Αυτό σηµαίνει ότι η οικογένεια {Gn : n ∈ N} ∪ {B(x0, ε/2)} είναι ανοικτή κάλυψη του X.

Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν n1 < n2 < · · · < nk ώστε

X = Gn1 ∪Gn2 ∪Gnk ∪B(x0, ε/2).

΄Οµως, Kn1 ⊇ · · · ⊇ Knk , άρα Gn1 ⊆ · · · ⊆ Gnk . Συνεπώς,

X = Gnk ∪B(x0, ε/2) = (X \Knk) ∪B(x0, ε/2).

΄Επεται ότι Knk ⊆ B(x0, ε/2). ΄Αρα, για κάθε n > nk έχουµε Kn ⊆ B(x0, ε/2), και

diam(Kn) 6 diam(B(x0, ε/2)) 6 ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, diam(Kn)→ 0.

6.32. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω x0 ∈ X. Αν για κάθε ε > 0 το σύνολο

X \B(x0, ε) είναι συµπαγές, αποδείξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τυχούσα ανοικτή κάλυψη (Ui)i∈I του X. Υπάρχει i0 ∈ I ώστε

x0 ∈ Ui0 . Αφού το Ui0 είναι ανοικτό, υπάρχει ε0 > 0 ώστε B(x0, ε0) ⊆ Ui0 .
Θεωρούµε το X \ B(x0, ε0). Από την υπόθεση είναι συµπαγές σύνολο και περιέχεται

στην
⋃
i∈I Ui. Συνεπώς, υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε

X \B(x0, ε0) ⊆ Ui1 ∪ · · · ∪ Uim .

΄Επεται ότι

X = Ui0 ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ Uim .

Με ϐάση τον ορισµό, ο (X, d) είναι συµπαγής.

6.33. Αν A,B είναι δύο συµπαγή υποσύνολα του R, αποδείξτε ότι το σύνολο

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}
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είναι συµπαγές.

Υπόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο A + B. Τότε, κάθε xn γράφεται στη µορφή xn =

an+ bn, όπου an ∈ A και bn ∈ B. Αφού το A είναι συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία (akn)

της (an) ώστε akn → a ∈ A. Αφού το B είναι συµπαγές, υπάρχει υπακολουθία (bkλn )

της (bkn) ώστε bkλn → b ∈ B. Αφού η (akλn ) είναι υπακολουθία της (akn) και akn → a,

έχουµε akλn → a. Τότε,

xkλn = akλn + bkλn → a+ b.

∆ηλαδή, η (xn) έχει υπακολουθία που συγκλίνει σε σηµείο του A+B. ΄Επεται ότι το A+B

είναι συµπαγές.

Οµάδα Γ΄

6.34. (α) ΄Εστω {(Xn, ρn)} ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ Xn

και n = 1, 2, . . .. ∆είξτε ότι ο χώρος γινόµενο (
∏∞
n=1X,

∑∞
n=1

1
2n ρn) είναι συµπαγής.

(ϐ) ∆είξτε ότι κύβος του Hilbert H∞ είναι συµπαγής µετρικός χώρος.

Υπόδειξη. (α) Θα δείξουµε ότι ο X είναι ακολουθιακά συµπαγής. ΄Εστω (xn) ακολουθία

στον X, δηλαδή xn = (xn(1), xn(2), . . . , xn(i), . . .). Η (xn(1)) περιέχεται στο συµπαγή

µετρικό χώροX1, άρα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. ∆ηλαδή, υπάρχουνM1 ⊆ N άπειρο

και x(1) ∈ X1 ώστε η (xn(1))n∈M1 να συγκλίνει στο x(1). Η (xn(2))n∈M1 περιέχεται στο

συµπαγές X2, άρα υπάρχουν M2 ⊆ M1 άπειρο και x(2) ∈ X2 ώστε η (xn(2))n∈M2 να

συγκλίνει στο x(2). Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο ϐρίσκουµε x(i) ∈ Xi και ϕθίνουσα

ακολουθία M1 ⊇M2 ⊇ . . . άπειρων υποσυνόλων του N ώστε για κάθε i ∈ N η (xn(i))n∈Mi

να συγκλίνει στο x(i). Αφού κάθεMi είναι άπειρο, µπορούµε να ϐρούµε γνησίως αύξουσα

ακολουθία δεικτών (ki) µε ki ∈Mi. Τότε, η (xkn) είναι υπακολουθία της (xn) και συγκλίνει

στο x = (x(i)) ∈ X. Γι’ αυτό αρκεί να δείξουµε τη σύγκλιση κατά συντεταγµένη (αφού η

σύγκλιση ως προς τη ρ είναι ισοδύναµη µε τη σύγκλιση κατά συντεταγµένες). ΄Εστω i ∈ N.

Τότε, η (xkn(i))n>i είναι υπακολουθία της (xn(i))n∈Mi (αφού kn ∈ Mn ⊆ Mi για n > i),

άρα συγκλίνει κι αυτή στο x(i).

(ϐ) ΄Επεται άµεσα από το προηγούµενο ερώτηµα για (Xn, ρn) ≡ ([−1, 1], | · |). (Το γεγονός

ότι |x− y| 6 2 αντί του 1 όπως στην υπόθεση του (α) δεν παίζει ουσιαστικό ϱόλο.)

6.35. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Gi)
n
i=1 ανοικτό κάλυµµα τουX. Θέτουµε

f : X → R µε f(x) = max{dist(x,X \Gi) : i = 1, . . . , n} για x ∈ X. Αποδείξτε ότι :

(α) Για κάθε x ∈ X ισχύει f(x) > 0.

(ϐ) Η f είναι συνεχής.

(γ) Χρησιµοποιώντας τα (α) και (ϐ) αποδείξτε το λήµµα του Lebesgue.
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Υπόδειξη. (α) Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει 1 6 i 6 n ώστε dist(x,Gci ) >

0, οπότε

f(x) = max{dist(x,Gci ) : i = 1, . . . , n} > 0.

Αυτό όµως έπεται άµεσα από το γεγονός ότι το {Gi : i = 1, . . . , n} αποτελεί ανοικτό

κάλυµµα του X. Πράγµατι, αν x ∈ X τότε υπάρχει 1 6 i 6 n ώστε x ∈ Gi. Τότε, x /∈ Gci
και το Gci είναι κλειστό υποσύνολο του X, άρα dist(x,Gci ) > 0.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι η f ορίζεται ως κατά σηµείο maximum συνεχών συναρτήσεων. Αν δεί-

ξουµε ότι το κατά σηµείο maximum δυο συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων είναι συνεχής,

τότε επαγωγικά έχουµε το συµπέρασµα.

Ισχυρισµός. ΄Εστω f, g : (Y, σ)→ R συνεχείς συναρτήσεις. Τότε, η συνάρτηση (f ∨ g)(x) =

max{f(x), g(x)} είναι συνεχής.

΄Εστω y0 ∈ Y και yn → y0. Υποθέτουµε ότι f(y0) > g(y0) (εύκολα αντιµετωπίζεται η

περίπτωση f(y0) = g(y0)). ΄Εστω 0 < ε < 1
2(f(y0) − g(y0)). Αφού οι (f(yn)), (g(yn))

συγκλίνουν στα f(y0), g(y0) αντίστοιχα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύουν

ταυτόχρονα οι σχέσεις:

f(y0)− ε < f(yn) < f(y0) + ε , g(y0)− ε < g(yn) < g(y0) + ε.

΄Οµως, g(y0) + ε < f(y) − ε, άρα για κάθε n > n0 είναι max{f(yn), g(yn)} = f(yn).

Οπότε,

(f ∨ g)(yn) = max{f(yn), g(yn)} → f(y0) = max{f(y0), g(y0)} = (f ∨ g)(y0).

(γ) Χρησιµοποιώντας τα (α) και (ϐ) ϑα αποδείξουµε ότι κάθε ανοικτό κάλυµµα ενός συµπα-

γούς µετρικού χώρου έχει αριθµό Lebesgue.

Θεωρούµε ένα ανοικτό κάλυµµα (Vi)i∈I ενός συµπαγούς µετρικού χώρου (Y, ρ). Τότε,

υπάρχουν Vi1 , . . . , Vik ώστε Y =
⋃k
j=1 Vij . Θεωρούµε τη συνάρτηση f : Y → R µε

f(y) = max{dist(y, V c
ij

) : j = 1, . . . , k}. Από τα (α) και (ϐ) έχουµε ότι η f είναι συνεχής

και γνήσια ϑετική. Καθώς ο Y είναι συµπαγής, συµπεραίνουµε ότι η f παίρνει ελάχιστη

ϑετική τιµή. ΄Αρα, υπάρχει δ > 0 ώστε f(y) > δ για κάθε y ∈ Y . Στη συνέχεια δείχνουµε

ότι το δ είναι ο Ϲητούµενος αριθµός Lebesgue του καλύµµατος.

Ισχυρισµός. Για κάθε A ⊆ Y µε diam(A) < δ, υπάρχει 1 6 j 6 k ώστε A ⊆ Vij .

Αν το A είναι κενό δεν έχουµε να αποδείξουµε κάτι. Υποθέτουµε λοιπόν ότι το A 6= ∅ και

έστω a ∈ A. Τότε, f(a) > δ, δηλαδή υπάρχει 1 6 j 6 k ώστε dist(a, V c
ij

) > δ. ∆είχνουµε

ότι A ⊆ Vij . Πράγµατι, αν δεν συµβαίνει αυτό, υπάρχει y ∈ A \ Vij . Τότε,

dist(a, V c
ij ) 6 ρ(a, y) 6 diam(A) < δ
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και έχουµε καταλήξει σε άτοπο.

6.36. (α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση R : [0, 2π)→ S1, µε R(t) = (cos t, sin t), όπου S1 = {x ∈
R2 : ‖x‖2 = 1} ο µοναδιαίος κύκλος είναι συνεχής, 1-1 και επί. Είναι οι χώροι [0, 2π) και

S1 οµοιοµορφικοί ;

(ϐ) Εξετάστε αν οι χώροι ([0, 2π], | · |) και (S1, ‖ · ‖2) είναι οµοιοµορφικοί.

Υπόδειξη. (α) Η R είναι προφανώς συνεχής αφού κάθε συντεταγµένη της είναι συνεχής

συνάρτηση.

Για το 1− 1: ΄Εστω (cos t1, sin t1) = (cos t2, sin t2) µε t1, t2 ∈ [0, 2π). Τότε,{
sin t1 = sin t2 (1)

cos t1 = cos t2 (2)

Από την (1) παίρνουµε t1−t2 = 2kπ ή t1+t2 = 2kπ+π, k ∈ Z. Επειδή, |t1−t2| < 2π στην

πρώτη περίπτωση έχουµε k = 0 ενώ στη δεύτερη k = 0 ή k = 1. ∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση

είναι είτε t1 = t2 ή t1 + t2 = π ή t1 + t2 = 3π. Από την (2) παίρνουµε t1 − t2 = 2λπ ή

t1 + t2 = 2λπ, λ ∈ Z. Επειδή είναι |t1 − t2| < 2π, η πρώτη περίπτωση δίνει λ = 0 δηλαδή

t1 = t2 ενώ η δεύτερη περίπτωση δίνει λ = 0 ή λ = 1, δηλαδή t1 = t2 = 0 ή t1 + t2 = 2π.

∆ηλαδή, σε κάθε περίπτωση είναι t1 = t2 ή t1 + t2 = 2π. Βλέπουµε ότι η µόνη περίπτωση

ώστε να ισχύουν ταυτόχρονα οι (1) και (2) είναι t1 = t2, δηλαδή η R είναι 1-1.

Για το επί : ΄Εστω (x, y) ∈ R2
ώστε x2 + y2 = 1. Τότε −1 6 y 6 1. ∆ιακρίνουµε δύο

περιπτώσεις:

• 0 6 y 6 1. Αφού sin([0, π/2]) = [0, 1], υπάρχει t ∈ [0, π/2] ώστε sin t = y. Τότε,

cos t = |x| (εξηγήστε γιατί). Αν x > 0 τότε (x, y) = (cos t, sin t). Αν x 6 0 τότε

(x, y) = (cos(π − t), sin(π − t)) και π − t ∈ [0, 2π).

• −1 6 y < 0. Αφού sin((π, 3π/2]) = [−1, 0), υπάρχει t ∈ (π, 3π/2] ώστε sin t = y.

Τότε cos t = −|x| (εξηγήστε γιατί). Αν x > 0 τότε (x, y) = (cos(3π − t), sin(3π − t))
µε 3π − t ∈ [0, 2π), ενώ αν x 6 0 τότε (x, y) = (cos t, sin t).

΄Ετσι, σε κάθε περίπτωση η R είναι επί.

Οι χώροι [0, 2π), S1
δεν είναι οµοιοµορφικοί αφού ο S1

είναι συµπαγής ενώ ο [0, 2π)

όχι.

(ϐ) Οι χώροι [0, 2π], S1
δεν είναι οµοιοµορφικοί.

1η Απόδειξη. ΄Εστω f : [0, 2π]→ S1
οµοιοµορφισµός. Τότε, η f |[0,π)∪(π,2π] : [0, 2π]\{π} →

S1 \ {f(π)} είναι οµοιοµορφισµός. ΄Οµως, το S1 \ {f(π)} είναι οµοιοµορφικό µε το R
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(εξηγήστε γιατί) ενώ το [0, 2π] \ {π} δεν είναι (αυτό είναι άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος

ενδιάµεσης τιµής) κι έχουµε αντίφαση.

2η Απόδειξη. ΄Εστω f : [0, 2π] → S1
οµοιοµορφισµός. Τότε, είτε f(0) = R(θ) για κάποιο

θ ∈ (0, 2π) ή f(2π) = R(θ) για κάποιο θ ∈ (0, 2π), όπουR η συνάρτηση του προηγούµενου

ερωτήµατος. Υποθέτουµε ότι f(0) = R(θ) για κάποιο θ ∈ (0, 2π) (εντέλως ανάλογη είναι

η άλλη περίπτωση). ΄Ετσι, υπάρχει δ > 0 ώστε (θ − δ, θ + δ) ⊆ (0, 2π). Ορίζουµε τη

συνάρτηση g : (θ − δ, θ + δ)→ [0, 2π] µε g(t) = f−1(R(t)), η οποία είναι συνεχής και 1-1

(ως σύνθεση τέτοιων). Από τον Απειροστικό Λογισµό γνωρίζουµε ότι µια τέτοια συνάρτηση

πρέπει να είναι γνησίως µονότονη. ΄Οµως, η g παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο σε εσωτερικό

σηµείο. Αυτό είναι άτοπο.

6.37. (α) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X συνάρτηση µε την ιδιότητα

ρ(f(x), f(y)) > ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία και επί.

(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X 1-1, επί ώστε

ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x, y ∈ X. Θέτουµε x0 = x, y0 = y και ϑεωρούµε τις ακολουθίες που

ορίζονται αναδροµικά από τις xn = f(xn−1), yn = f(yn−1), n ∈ N. Για να αποδείξουµε

ότι η f είναι ισοµετρία αρκεί να δείξουµε ότι ρ(x0, y0) = ρ(x1, y1).

Αφού η (xn) ϐρίσκεται στο συµπαγή µετρικό χώρο (X, ρ), έπεται ότι έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία, δηλαδή υπάρχει M1 ⊆ N άπειρο ώστε η (xn)n∈M1 να είναι συγκλίνουσα.

Οµοίως, η ακολουθία (yn)n∈M1 έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, δηλαδή υπάρχει M2 ⊆
M1 άπειρο ώστε η (yn)n∈M2 να είναι συγκλίνουσα. ΄Επεται ότι οι ακολουθίες (xn)n∈M2 και

(yn)n∈M2 είναι ϐασικές.

΄Εστω ε > 0. Αφού οι (xn)n∈M2 , (yn)n∈M2 είναι ϐασικές, υπάρχουν i ∈ M2 και k ∈ N
ώστε i+ k ∈M2 µε

ρ(xi, xi+k) <
ε

2
, ρ(yi, yi+k) <

ε

2
Από την ανισοτική σχέση που ικανοποιεί η f έχουµε ότι

ρ(x0, xk) 6 ρ(xi, xi+k) <
ε

2
, ρ(y0, yk) 6 ρ(yi, yi+k) <

ε

2
.

Χρησιµοποιώντας τις τελευταίες ανισότητες, την ανισότητα για την f και την τριγωνική

ανισότητα παίρνουµε:

ρ(x0, y0) 6 ρ(x1, y1) 6 ρ(xk, yk) < ε+ ρ(x0, y0)
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και επειδή το ε > 0 ήταν τυχόν έχουµε ότι ρ(x1, y1) = ρ(x0, y0). Το επί έπεται από την

΄Ασκηση 10(α).

(ϐ) Αφού η f είναι 1− 1 και επί, ορίζεται η f−1 : X → X και ικανοποιεί την

ρ(f−1(x), f−1(y)) > ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. Από το (α) έχουµε ότι η f−1 είναι ισοµετρία, άρα η f είναι ισοµετρία.

6.38. (α) ΄Εστω (En) ακολουθία ξένων ανά δυο διαστηµάτων του [0, 1]. ∆είξτε ότι diam(En)→
0 καθώς n→∞.

(ϐ) ΄Εστω δ > 0. Βρείτε ακολουθία (Fn) ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων του [0, 1] ώστε

diam(Fn) > 1− δ για n = 1, 2, . . .. Εξηγήστε που οφείλεται η διαφορά των αποτελεσµάτων

(α) και (ϐ).

(γ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων (Fn)

του µοναδιαίου δίσκου D = {(x, y) : x2 + y2 6 1} ώστε diam(Fn) > 2− ε για n = 1, 2, . . ..

(δ) ΄Εστω K ⊆ Rd ϕραγµένο και (Bn) ακολουθία από ξένες ανά δύο κλειστές µπάλες στο

K. ∆είξτε ότι diam(Bn)→ 0 καθώς n→∞.

(ε) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος και Bn ακολουθία από ξένες ανά δύο

µπάλες στον X. ∆είξτε ότι lim
n→∞

(
diam(Bn)

)
= 0.

Υπόδειξη. (α) Αρχικά παρατηρούµε ότι αν I, J είναι ξένα διαστήµατα στο R, τότε diam(I)+

diam(J) 6 diam(I ∪ J) και επαγωγικά δείχνουµε ότι αν I1, . . . , Ik ξένα ανά δυο διαστή-

µατα, τότε
∑k

i=1 diam(Ii) 6 diam(
⋃k
i=1 Ii). Οπότε για τα {En} ισχύει

n∑
i=1

diam(Ei) 6 diam(

n⋃
i=1

Ei) 6 diam([0, 1]) = 1

για κάθε n ∈ N. Απ’ αυτό προκύπτει ότι η σειρά
∑∞

n=1 diam(En) συγκλίνει, άρα diam(En)→
0.

(ϐ) ΄Εστω δ > 0. Επιλέγουµε 0 < a < b < 1 ώστε b−a > 1− δ. ΄Εστω (an), (bn) ακολουθίες

στα (0, a), (b, 1) αντίστοιχα, µε διαφορετικούς ανά δύο όρους. Θέτουµε Fn = {an, bn} για

n = 1, 2, . . .. Τότε, τα {Fn}∞n=1 είναι τα Ϲητούµενα σύνολα.

Η διαφορά οφείλεται στο ότι τα σύνολα {Fn} αποτελούνται από µεµονωµένα σηµεία,

ενώ τα διαστήµατα είναι «συνεχή» σύνολα και για να έχουµε «πολλά» µέσα στο [0, 1] πρέπει

να µικραίνουν τα µήκη τους.

(γ) ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε k ∈ N ώστε 1/k <
√
ε/2. Ορίζουµε Fn = {(x, y) : x =

1
n+k} ∩D για n = 1, 2, . . .. Τότε, τα {Fn} είναι ξένα ανά δυο και ικανοποιούν την

diam(Fn) = 2

√
1− 1

(n+ k)2
> 2

(
1− 1

(n+ k)2

)
> 2− ε.
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(δ) Αν B1, B2 είναι ξένες µπάλες στον Rd τότε V (B1) + V (B2) = V (B1 ∪ B2), όπου V (·)
ο d–διάστατος όγκος. Επαγωγικά λοιπόν έχουµε

∑n
i=1 V (Bi) = V (

⋃n
i=1Bi). Αφού το K

είναι ϕραγµένο, υπάρχει M > 0 ώστε K ⊆ [−M,M ]d. ΄Αρα, για κάθε n ∈ N ισχύει

n∑
i=1

V (Bi) 6 (2M)d.

Από την τελευταία ανισότητα έπεται ότι V (Bn)→ 0, άρα diam(Bn)→ 0 (παρατηρήστε ότι

αφού ο όγκος τείνει στο µηδέν η ακολουθία των ακτίνων τείνει στο µηδέν).

(ε) ΄Εστω Bn = B(xn, rn). Θα δείξουµε ότι rn → 0, οπότε το συµπέρασµα έπεται αν

παρατηρήσουµε ότι diam(Bn) 6 2rn. Αν rn 6→ 0, υπάρχουν δ > 0 και υπακολουθία (rkn)

της (rn) ώστε rkn > δ για n = 1, 2, . . . . Τότε, ισχύει ρ(xkn , xkm) > δ για n 6= m (αν ήταν

ρ(xkm , xkn) < δ τότε xkm ∈ B(xkn , δ), άρα Bkn ∩ Bkm 6= ∅). Συµπεραίνουµε ότι η (xkn)

δεν έχει καµιά ϐασική υπακολουθία κι αυτό αντίκειται στην υπόθεση ότι ο X είναι ολικά

ϕραγµένος.

6.39. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο A του X λέγεται δ–διαχωρισµένο αν

για κάθε x, y ∈ A µε x 6= y ισχύει ρ(x, y) > δ.

(α) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο τουX είναι πεπερασµένο και αν το A ⊆ X
είναι δ–διαχωρισµένο, τότε υπάρχει B ⊆ X µεγιστικό δ–διαχωρισµένο ώστε A ⊆ B.

(ϐ) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο, τότε ο (X, ρ)

είναι διαχωρίσιµος.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω A ένα δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X. Αυτό ϑα είναι πεπερασµένο.

Θεωρούµε το σύνολο A1 = {x ∈ X : ∀ a ∈ A, ρ(x, a) > δ}. Αν αυτό είναι κενό

τότε ϑέτουµε B = A κι έχουµε ότι A ⊆ B και ότι το B είναι µεγιστικό δ–διαχωρισµένο

υποσύνολο του X. Πράγµατι : αν το B είναι γνήσιο υποσύνολο του S και S είναι δ–

διαχωρισµένο, τότε υπάρχει s ∈ S \ B ώστε ρ(s, b) > δ για κάθε b ∈ B, άτοπο αφού

A1 = ∅. Αν A1 6= ∅ τότε επιλέγουµε a1 ∈ A1 και ϑέτουµε B1 = A ∪ {a1}. Στη συνέχεια

ϑεωρούµε το σύνολο A2 = {x ∈ X : ρ(x, b) > δ ∀ b ∈ B1}. Αν A2 = ∅ τότε το B1 είναι το

Ϲητούµενο σύνολο. Αν όχι, επιλέγουµε a2 ∈ A2 και ϑεωρούµε το σύνολο B2 = B1 ∪ {a2}.
Εργαζόµενοι µε τον ίδιο τρόπο, σε πεπερασµένα το πλήθος ϐήµατα παίρνουµε ένα σύνολο

Bn ώστε το An+1 = {x ∈ X : ρ(x, b) > δ ∀ b ∈ Bn} να είναι κενό (διαφορετικά ϑα

κατασκευάζαµε µια άπειρη ακολουθία (an) στοιχείων του X µε ρ(an, am) > δ για n 6= m

κι αυτό είναι άτοπο εφόσον τα δ–διαχωρισµένα υποσύνολα του X έχουν πεπερασµένο

πληθάριθµο). Τότε, το Bn είναι το Ϲητούµενο σύνολο: είναι µεγιστικό και περιέχει το A.

(ϐ) ΄Εστω ότι X 6= ∅. ΄Εστω S1 ένα µεγιστικό 1–διαχωρισµένο υποσύνολο του X (αυτό µας

το εξασφαλίζει το προηγούµενο ερώτηµα για A κάποιο µονοσύνολο). Αφού το S1 είναι
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µεγιστικό, ισχύει X =
⋃
x∈S1

B(x, 1). ΄Εστω S2 ένα µεγιστικό 1/2–διαχωρισµένο υποσύ-

νολο του X. Τότε, X =
⋃
x∈S2

B(x, 1/2). Συνεχίζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο παίρνουµε

ακολουθία (Sn) διαχωρισµένων συνόλων ώστε για κάθε n ∈ N να ισχύει :

• Το Sn είναι πεπερασµένο.

• Το Sn είναι µεγιστικό 1/n–διαχωρισµένο υποσύνολο τουX, άραX =
⋃
x∈Sn B(x, 1/n).

Αν ϑέσουµε D =
⋃∞
n=1 Sn, το D είναι αριθµήσιµο ως αριθµήσιµη ένωση πεπερασµένων

και πυκνό. Πράγµατι, αν ε > 0 και x0 ∈ X τότε υπάρχει n ∈ N ώστε 1/n < ε και

X =
⋃
x∈Sn B(x, 1/n). ΄Αρα, υπάρχει x ∈ Sn ώστε x0 ∈ B(x, 1/n). Τότε, x ∈ B(x0, ε) απ’

όπου έπεται ότι Sn ∩B(x0, ε) 6= ∅. ΄Αρα, D ∩B(x0, ε) 6= ∅.

6.40. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

(ϐ) Κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο.

Υπόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). Αν υπάρχει άπειρο δ–διαχωρισµένο A ⊆ X τότε υπάρχει ακολουθία

(an) στοιχείων του A µε ρ(an, am) > δ για κάθε n 6= m. Τότε, η (an) δεν έχει καµιά ϐασική

υπακολουθία, άρα ο X δεν είναι ολικά ϕραγµένος.

(ϐ) ⇒ (α). ΄Εστω ε > 0. Από την προηγούµενη άσκηση υπάρχει πεπερασµένο µεγιστικό

ε–διαχωρισµένο υποσύνολο S. Τότε, X =
⋃
x∈S B(x, ε), άρα ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

6.41. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Το A λέγεται σχετικά συµπαγές υποσύνολο

του X αν το A είναι είναι συµπαγές υποσύνολο του X.

(α) Αποδείξτε ότι τοA είναι σχετικά συµπαγές αν και µόνον αν κάθε ακολουθία (an) στοιχείων

του A έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (όχι κατ’ ανάγκην µέσα στο A).

(ϐ) ΄Εστω (Y, ρ) µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής. ∆είξτε ότι η f απεικονίζει σχετικά

συµπαγή υποσύνολα του X σε σχετικά συµπαγή υποσύνολα του Y .

(γ) Αποδείξτε ότι κάθε σχετικά συµπαγές υποσύνολο είναι ολικά ϕραγµένο. Ισχύει το αντί-

στροφο ;

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω (an) ακολουθία στοιχείων του A. Τότε, η (an) περιέχεται στο συµπαγές

A, άρα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (στο A).

Αντίστροφα: έστω (xn) ακολουθία στο A. Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει an ∈ A ώστε

ρ(xn, an) < 1/n. Η (an) είναι ακολουθία στοιχείων του A, άρα από την υπόθεση έπεται ότι

έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Υπάρχουν λοιπόν x ∈ A (εξηγήστε γιατί) και υπακολουθία

(akn) της (an) ώστε akn → x. Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε:

ρ(xkn , x) 6 ρ(xkn , akn) + ρ(akn , x) <
1

kn
+ ρ(akn , x).
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Συµπεραίνουµε ότι xkn → x µε x ∈ A. Συνεπώς, το A είναι ακολουθιακά συµπαγές, άρα

συµπαγές.

(ϐ) ΄Εστω (yn) ακολουθία στο f(A). Τότε, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ A ώστε yn =

f(xn). Η (xn) περιέχεται στο σχετικά συµπαγές A. ΄Αρα, έχει συγκλίνουσα υπακολουθία

(xkn). Τότε, η (ykn) είναι συγκλίνουσα υπακολουθία της (yn). (Θυµηθείτε ότι οι συνεχείς

συναρτήσεις απεικονίζουν συγκλίνουσες ακολουθίες σε συγκλίνουσες ακολουθίες). ΄Αρα,

το f(A) είναι σχετικά συµπαγές.

(γ) ΄Εστω A σχετικά συµπαγές υποσύνολο του X. Τότε, το A είναι ολικά ϕραγµένο, οπότε

το A είναι ολικά ϕραγµένο.

Το αντίστροφο δεν ισχύει όπως ϕαίνεται από το ακόλουθο παράδειγµα: αν ϑεωρήσουµε

τον µετρικό χώρο (Q, | · |) και A = {q ∈ Q : 0 6 q 6 1} τότε το A είναι ολικά ϕραγµένο,

αλλά δεν είναι σχετικά συµπαγές, αφού A = A και το A δεν είναι ακολουθιακά συµπαγές.

΄Ενα άλλο παράδειγµα είναι το ακόλουθο: Θεωρούµε τον µετρικό χώρο ((0, 1), | · |) και

το A = (0, 1/2]. Το A είναι ολικά ϕραγµένο (στον (0, 1)) αλλά δεν είναι σχετικά συµπαγές

αφού A = A και το A δεν είναι ακολουθιακά συµπαγές.

Παρατηρήστε ότι και στις δυο περιπτώσεις ο µετρικός χώρος που ϑεωρούµε δεν είναι

πλήρης (σε έναν πλήρη µετρικό χώρο δε µπορεί να συµβαίνει αυτό σύµφωνα µε την ΄Ασκηση

21(α)).

6.42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος µε την εξής ιδιότητα : κάθε συνεχής συνάρτηση f : X →
R είναι ϕραγµένη. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.

Υπόδειξη. Αν ο (X, d) είναι συµπαγής τότε γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι κάθε συνεχής

συνάρτηση f : X → R είναι ϕραγµένη. Για το αντίστροφο, αν υποθέσουµε ότι ο X δεν

είναι συµπαγής τότε µπορούµε να ϐρούµε ακολουθία (xn) τέτοια ώστε το σύνολο A =

{xn : n ∈ N} να µην έχει σηµεία συσσώρευσης. ΄Αρα, µπορούµε να ϐρούµε εn > 0

τέτοια ώστε οι κλειστές µπάλες B(xn, εn) να είναι ξένες (ϐρίσκουµε πρώτα δn > 0 ώστε

B(xn, δn) ∩ (A \ {xn}) = ∅ και κατόπιν ϑέτουµε εn = 1
3 min{δ1, . . . , δn} – εξηγήστε τις

λεπτοµέρειες). Ορίζουµε f : X → R µε

f(x) =
∞∑
n=1

n

(
1− d(x, xn)

εn

)
χB(xn,εn)(x).

Τότε, η f είναι συνεχής (εξηγήστε γιατί) και f(xn) = n→∞, άρα η f δεν είναι ϕραγµένη.





Κεφάλαιο 7

Ακολουθίες και σειρές

συναρτήσεων

Οµάδα Α΄

7.1. ΄Εστω fn(t) = 1
1+nt , t ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι

οµοιόµορφα, σε κάποια συνάρτηση f στο [0, 1]. Ποιά είναι η f ;

Υπόδειξη. Αν t = 0 τότε fn(0) = 1→ 1 όταν n→∞. Για κάθε t ∈ (0, 1] έχουµε

fn(t) =
1

1 + nt
=

1

n

1
1
n + t

→ 0.

Συνεπώς, η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο στην f : [0, 1]→ R µε

f(t) =

{
1, t = 0

0, t ∈ (0, 1]

Η f είναι ασυνεχής στο σηµείο t0 = 0 ενώ όλες οι fn είναι συνεχείς. ΄Αρα, η σύγκλιση δεν

είναι οµοιόµορφη.

΄Αλλος τρόπος για να αιτιολογήσουµε τον τελευταίο ισχυρισµό: παρατηρούµε ότι ‖fn−
f‖∞ > |fn(1/n)− f(1/n)| = fn(1/n) = 1/2. ΄Αρα, ‖fn − f‖∞ 6→ 0.

7.2. ΄Εστω fn(t) = t2n

1+t2n
, t ∈ R. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι

οµοιόµορφα, σε κάποια συνάρτηση f στο R. Ποιά είναι η f ;

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι :

(i) Αν |t| < 1 τότε t2n → 0, άρα fn(t)→ 0
1+0 = 0.

(ii) Αν |t| = 1 τότε t2n = 1 για κάθε n ∈ N, άρα fn(t) = 1
1+1 = 1

2 →
1
2 .

131
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(iii) Αν |t| > 1 τότε t−2n → 0, άρα fn(t) = 1
t−2n+1

→ 1
0+1 = 1.

Συνεπώς, η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο στην f : R→ R µε

f(t) =


0, |t| < 1
1
2 , |t| = 1

1, |t| > 1

Η f είναι ασυνεχής στα σηµεία t1 = 1 και t2 = −1, ενώ όλες οι fn είναι συνεχείς. ΄Αρα, η

σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

7.3. ΄Εστω fn : R → R µε fn(t) =

{
0, t < 1

n+1 ή 1
n < t

sin2
(
π
t

)
, 1

n+1 6 t 6 1
n

. ∆είξτε ότι η (fn)

συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια f συνεχή στο R. Ισχύει ότι fn → f οµοιόµορφα στο R;

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι fn → 0 κατά σηµείο. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(i) Αν t 6 0 τότε fn(t) = 0 για κάθε n ∈ N, άρα lim
n→∞

fn(t) = 0.

(ii) Αν t > 0 τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε
1
n0

< t. Συνεπώς, για κάθε n > n0 έχουµε

t /∈
[

1
n+1 ,

1
n

]
, απ¨ όπου έπεται ότι η (fn(t)) είναι τελικά σταθερή και ίση µε 0.

∆ηλαδή, σε αυτή την περίπτωση ισχύει πάλι ότι lim
n→∞

fn(t) = 0.

Παρατηρούµε τώρα ότι ‖fn − 0‖∞ = ‖fn‖∞ 6 1 διότι sin2(π/t) 6 1 και ισχύει ισότητα

διότι, αν ϑέσουµε tn = 2
2n+1 τότε tn ∈

[
1

n+1 ,
1
n

]
και ‖fn‖∞ > |fn(tn)| = sin2

(
nπ + π

2

)
= 1.

Αφού ‖fn‖∞ = 1 6→ 1, η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

7.4. ΄Εστω fn(t) = npt(1− t2)n, t ∈ [0, 1], µε p > 0 παράµετρο στο R. ∆είξτε ότι για κάθε

p > 0 η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια f στο [0, 1]. Για ποιές τιµές του p είναι η

σύγκλιση οµοιόµορφη ; Για ποιές τιµές του p ισχύει ότι
∫ 1
0 fn →

∫ 1
0 f ;

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(i) Αν t = 0 ή t = 1 τότε fn(t) = 0 για κάθε n ∈ N, άρα lim
n→∞

fn(t) = 0.

(ii) Αν 0 < t < 1 τότε 0 < 1 − t2 < 1. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του λόγου

ϐλέπουµε ότι lim
n→∞

npt(1 − t2)n = 0. Συνεπώς, σε αυτή την περίπτωση ισχύει πάλι

ότι lim
n→∞

fn(t) = 0.

΄Εχουµε ‖fn − 0‖∞ = max(fn) διότι fn > 0. Παραγωγίζοντας την fn ϐλέπουµε ότι

f ′n(t) = np(1− t2)n − nptn(1− t2)n−1(2t)

= np(1− t2)n−1[1− t2 − 2nt2] = np(1− t2)n−1[1− (2n+ 1)t2].
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Συνεπώς,

‖fn − 0‖∞ = fn

(
1√

2n+ 1

)
=

np√
2n+ 1

(
1− 1

2n+ 1

)n
.

Παρατηρούµε ότι

(
1− 1

2n+1

)n
→ 1√

e
. Συνεπώς,

(i) Αν 0 < p < 1
2 τότε

np√
2n+1

→ 0 και ‖fn − 0‖∞ → 0.

(ii) Αν p > 1
2 τότε

np√
2n+1

→ +∞ και ‖fn − 0‖∞ → +∞.

(iii) Αν p = 1
2 τότε

np√
2n+1

→ 1√
2
και ‖fn − 0‖∞ → 1√

2e
> 0.

΄Επεται ότι fn → 0 οµοιόµορφα (δηλαδή, ‖fn − 0‖∞ → 0) αν και µόνο αν 0 < p < 1
2 .

Για το τελευταίο ερώτηµα υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα της fn (για κάθε τιµή της

παραµέτρου p): ϑέτοντας y = 1− t2 ϐλέπουµε ότι∫ 1

0
npt(1− t2)ndt =

∫ 1

0

np

2
yndy =

np

2

∫ 1

0
yndy =

np

2(n+ 1)
.

Παρατηρούµε ότι
np

2(n+1) → 0 αν και µόνο αν 0 < p < 1. ΄Αρα,

∫ 1
0 fn →

∫ 1
0 f αν 0 < p < 1.

7.5. ΄Εστω f : R→ R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) = f

(
x+

1

n

)
, n ∈ N

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν

x, y ∈ R και |x− y| < δ τότε |f(x)− f(y)| < ε.

Βρίσκουµε n0 ∈ N ώστε
1
n0

< δ. Τότε, για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ R έχουµε∣∣(x+ 1
n

)
− x
∣∣ = 1

n 6 1
n0
< δ, άρα

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣f (x+

1

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι fn → f οµοιόµορφα.

7.6. Υποθέτουµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 ak συγκλίνει απολύτως. ∆είξτε ότι οι σειρές συναρτήσεων∑∞
k=1 ak sin(kt) και

∑∞
k=1 ak cos(kt) συγκλίνουν οµοιόµορφα στο R.

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε το κριτήριο του Weierstrass: αν fk(t) = ak sin(kt) τότε

|fk(t)| = |ak sin(kt)| 6 |ak|, t ∈ R.
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Από την υπόθεση, η σειρά
∑∞

k=1 |ak| συγκλίνει. ΄Αρα, η
∑∞

k=1 fk(t) =
∑∞

k=1 ak sin(kt)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο R.

Για την
∑∞

k=1 ak cos(kt) δουλεύουµε µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο.

7.7. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

k=1
1

1+k2x2
συγκλίνει για κάθε x 6= 0 και αποκλίνει για x = 0.

∆είξτε ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [A,∞) ή (−∞,−A],

όπου A > 0.

Υπόδειξη. Αν x = 0 τότε
∑∞

k=1
1

1+k202
=
∑∞

k=1 1 = +∞. Αν x 6= 0 τότε

0 <
1

1 + k2x2
<

1

x2
· 1

k2

και αφού η σειρά
∑∞

k=1
1
k2

συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

k=1
1

1+k2x2

συγκλίνει.

΄Εστω A > 0. Αν fk(x) = 1
1+k2x2

τότε, για κάθε x ∈ [A,∞),

0 <
1

1 + k2x2
<

1

x2k2
6

1

A2k2

και αφού η σειρά
∑∞

k=1
1

A2k2
συγκλίνει, από το κριτήριο του Weierstrass η σειρά

∑∞
k=1

1
1+k2x2

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [A,∞). ΄Οµοια για το διάστηµα (−∞,−A].

7.8. ΄Εστω α > 1/2. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

1

kα(1 + kx2)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο R.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση fk : R → R µε fk(x) = x
kα(1+kx2)

. Παραγωγίζοντας

ϐλέπουµε ότι

f ′k(x) =
1− kx2

kα(1 + kx2)2
.

Η fk παίρνει µέγιστη τιµή στο [0,∞) όταν x = 1√
k
. Αφού η fk είναι περιττή συνάρτηση,

συµπεραίνουµε ότι

‖fk‖∞ = fk

(
1√
k

)
=

1

2kα+
1
2

.

Από την υπόθεση για το α έχουµε α+ 1
2 > 1, άρα η σειρά

∞∑
k=1

‖fk‖∞ =

∞∑
k=1

1

2kα+
1
2
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συγκλίνει. Από το κριτήριο του Weierstrass έπεται ότι η

∞∑
k=1

fk(x) =
∞∑
k=1

1

kα(1 + kx2)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο R.

7.9. (α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ασυνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα

σε µια συνεχή συνάρτηση.

(ϐ) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [a, b] → R που συ-

γκλίνει κατά σηµείο σε µια µη ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [a, b]→ R.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε n ∈ N ορίζουµε fn : R→ R µε fn(x) = 1
n αν x ∈ Q και fn(x) = 0 αν

x /∈ Q. Παρατηρήστε ότι κάθε fn είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ R. Επίσης, ‖fn‖∞ = 1
n → 0,

άρα fn → f ≡ 0 οµοιόµορφα στο R (και η f ≡ 0 είναι συνεχής συνάρτηση).

(ϐ) Θεωρούµε µια αρίθµηση q1, q2, . . . , qn, . . . του [a, b] ∩ Q. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

fn : [a, b] → R µε fn(x) = 1 αν x ∈ Dn = {q1, . . . , qn} και fn(x) = 0 αν x /∈ Dn.

Παρατηρήστε ότι κάθε fn έχει πεπερασµένα το πλήθος σηµεία ασυνέχειας, τα q1, . . . , qn,

άρα είναι Riemann ολοκληρώσιµη. Επίσης, fn(x) → f(x) για κάθε x ∈ [a, b], όπου

f(x) = 1 αν x ∈ Q ∩ [a, b] και f(x) = 0 αλλιώς (παρατηρήστε ότι : αν x = qm για κάποιον

m ∈ N, τότε fn(x) = 1 για κάθε n > m, άρα fn(x) → 1 = f(x)). Τέλος, η f δεν

είναι Riemann ολοκληρώσιµη (κάθε άνω άθροισµα της f είναι ίσο µε b− a και κάθε κάτω

άθροισµα της f είναι ίσο µε 0).

7.10. (α) ΄Εστω X σύνολο, fn : X → R για n = 1, 2, . . . και f : X → R ώστε fn → f

οµοιόµορφα στο X. Αποδείξτε ότι |fn| → |f | οµοιόµορφα στο X.

(ϐ) ΄Εστω fn : [0, 1] → R µε fn(x) = (−1)n
(
1 + x

n

)
για n = 1, 2, . . . Αποδείξτε ότι η (|fn|)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1] ενώ η (fn) δεν συγκλίνει.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι∣∣ |fn(x)| − |f(x)|
∣∣ 6 |fn(x)− f(x)|

για κάθε x ∈ X, άρα

‖ |fn| − |f | ‖∞ 6 ‖fn − f‖∞ → 0.

΄Αρα, |fn| → |f | οµοιόµορφα στο X.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι f2n(x) = 1 + x
n → 1 για κάθε x ∈ [0, 1] και f2n−1(x) = −

(
1 + x

n

)
→

−1 για κάθε x ∈ [0, 1]. Συνεπώς, η (fn(x)) αποκλίνει για κάθε x ∈ [0, 1]. ΄Οµως,

|fn(x)| = 1 +
x

n
→ f(x) = 1
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στο [0, 1] και

‖fn − f‖∞ = max
x∈[0,1]

x

n
=

1

n
→ 0.

∆ηλαδή, |fn| → f ≡ 1 οµοιόµορφα στο [0, 1].

7.11. ΄Εστω X σύνολο, fn, gn, f, g : X → R για n = 1, 2, . . . ώστε fn → f και gn → g

οµοιόµορφα στοX. Αποδείξτε ότι αν οι f, g είναι ϕραγµένες τότε fngn → fg οµοιόµορφα στο

X.

Υπόδειξη. Υπάρχει M > 0 ώστε ‖f‖∞ 6 M και ‖g‖∞ 6 M . Επίσης, αφού fn → f

οµοιόµορφα στο X, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0, ‖fn − f‖∞ < 1, και άρα,

‖fn‖∞ 6 ‖fn − f‖∞ + ‖f‖∞ < 1 +M . Τότε, για κάθε n > n0 γράφουµε

‖fngn − fg‖∞ 6 ‖fn(gn − g)‖∞ + ‖g(fn − f)‖∞
6 ‖fn‖∞‖gn − g‖∞ + ‖g‖∞‖fn − f‖∞
6 (1 +M)‖gn − g‖∞ +M‖fn − f‖∞ → 0,

δηλαδή fngn → fg οµοιόµορφα στο X.

7.12. Βρείτε ακολουθίες (fn), (gn) ορισµένες στο R, οι οποίες συγκλίνουν οµοιόµορφα,

αλλά η (fngn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την f : R → R µε f(x) = x και ορίζουµε fn = f για κάθε n ∈ N.

Προφανώς, fn → f οµοιόµορφα (έχουµε ‖fn − f‖∞ = 0 για κάθε n ∈ N).

Επίσης, ορίζουµε gn : R → R µε gn(x) = 1
n . Τότε, gn → 0 οµοιόµορφα, διότι

‖gn − 0‖∞ = 1
n → 0.

΄Οµως, για την ακολουθία των συναρτήσεων (fngn)(x) = x
n έχουµε fngn → 0 κατά

σηµείο αλλά όχι οµοιόµορφα, αφού ‖fngn − 0‖∞ = sup
{
|x|
n : x ∈ R

}
= +∞.

7.13. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και fn, f : X → Y ώστε fn → f οµοιόµορφα στο

X. Αν κάθε fn είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα

συνεχής.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

sup{ρ(fn0(x), f(x)) : x ∈ X} < ε

3
.

Αφού η fn0 είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε : για κάθε x, y ∈ X µε

d(x, y) < δ,

ρ(fn0(x), fn0(y)) 6
ε

3
.
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Τότε, για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ, γράφουµε

ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(f(x), fn0(x)) + ρ(fn0(x), fn0(y)) + ρ(fn0(y), f(y))

6
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

΄Αρα, η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

7.14. ΄Εστω fn : X → R, n ∈ N. ∆είξτε ότι : αν fn → f οµοιόµορφα στο X και κάθε fn

είναι ϕραγµένη στο X, τότε η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη στο X.

Υπόδειξη. Παίρνουµε ε = 1 > 0. Αφού fn → f οµοιόµορφα, από το κριτήριο Cauchy

υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθε n,m > n0, ‖fm − fn‖∞ < 1. Ειδικότερα, για κάθε n > n0

ισχύει

‖fn‖∞ 6 ‖fn − fn0‖∞ + ‖fn0‖∞ < 1 + ‖fn0‖∞.

Κάθε fn είναι ϕραγµένη, αν λοιπόν ορίσουµε

M = max{‖f1‖∞, ‖f2‖∞, . . . , ‖fn0−1‖∞, 1 + ‖fn0‖∞} < +∞,

τότε ‖fn‖∞ 6M για κάθε n ∈ N. ∆ηλάδή, η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη.

7.15. ΄Εστω f, fn : (X, ρ) → [a, b] για κάθε n ∈ N και fn → f οµοιόµορφα στο X. ΄Εστω

g : [a, b]→ R συνεχής. ∆είξτε ότι g ◦ fn → g ◦ f οµοιόµορφα στο X.

Υπόδειξη. Η g είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b], άρα είναι οµοιόµορφα συνεχής.

΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : αν t, s ∈ [a, b] και |t− s| < δ τότε |g(t)− g(s)| < ε.

Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ X
ισχύει |fn(x)−f(x)| < δ. Τότε, ϑέτοντας t = fn(x) και s = f(x) στην προηγούµενη σχέση,

συµπεραίνουµε ότι : για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ X ισχύει |g(fn(x))− g(f(x))| < ε.

∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ X
ισχύει |(g ◦ fn)(x)− (g ◦ f)(x)| < ε. ΄Αρα, g ◦ fn → g ◦ f οµοιόµορφα στο X.

7.16. ΄Εστω δ > 0 και f, fn : X → R ώστε |fn(x)| > δ για κάθε x ∈ X και n = 1, 2, . . ..

Αν fn → f οµοιόµορφα στο X, δείξτε ότι :

(α) f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ X.

(ϐ)
1
fn
→ 1

f οµοιόµορφα στο X.

Υπόδειξη. (α) Αφού fn → f οµοιόµορφα, για κάθε x ∈ X έχουµε fn(x)→ f(x). Από την

|fn(x)| > δ, n ∈ N, ϐλέπουµε ότι

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| > δ.
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Ειδικότερα, f(x) 6= 0.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ X,∣∣∣∣ 1

fn(x)
− 1

f(x)

∣∣∣∣ =
|fn(x)− f(x)|
|fn(x)| |f(x)|

6
|fn(x)− f(x)|

δ2
.

΄Αρα, ∥∥∥∥ 1

fn
− 1

f

∥∥∥∥
∞

6
1

δ2
‖fn − f‖∞ → 0.

∆ηλαδή,
1
fn
→ 1

f οµοιόµορφα στο X.

Οµάδα Β΄

7.17. ΄Εστω fn(t) = t
1+nt2

, t ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχει f ώστε fn → f οµοιόµορφα στο R.

∆είξτε ότι f ′n(t)→ f ′(t) αν t 6= 0, αλλά f ′n(0) 6→ f ′(0). Για ποιά διαστήµατα [a, b] ισχύει ότι

f ′n → f ′ οµοιόµορφα στο [a, b];

Υπόδειξη. (α) Αν t = 0 τότε fn(0) = 0 → 0. Αν t 6= 0 τότε 1 + nt2 → +∞, άρα fn(t) → 0.

Συνεπώς, fn → f ≡ 0 κατά σηµείο.

Για την οµοιόµορφη σύγκλιση εξετάζουµε αν

‖fn‖∞ = sup

{
|t|

1 + nt2
: t ∈ R

}
= sup

{
t

1 + nt2
: t > 0

}
→ 0.

Μελετάµε την |fn| = fn στο [0,∞). ΄Εχουµε

f ′n(t) =
1 + nt2 − 2nt2

(1 + nt2)2
=

1− nt2

(1 + nt2)2
,

δηλαδή η |fn| παίρνει µέγιστη τιµή στο σηµείο 1/
√
n:

‖fn‖∞ = fn

(
1√
n

)
=

1√
n

1 + n 1
n

=
1

2
√
n
→ 0.

Συνεπώς, fn → f ≡ 0 οµοιόµορφα.

(ϐ) Εξετάζουµε τώρα τη σύγκλιση της (f ′n): αν t = 0 τότε f ′n(0) = 1→ 1. Αν t 6= 0 τότε

f ′n(t) =
1− nt2

1 + 2nt2 + n2t4
→ 0,

διότι ο ϐαθµός του παρονοµαστή (ως προς n) είναι µεγαλύτερος από το ϐαθµό του αριθµητή.

Αφού f ′ ≡ 0, η f ′n δεν συγκλίνει στην f ′ στο σηµείο 0. Ειδικότερα, η (f ′n) δεν συγκλίνει

οµοιόµορφα στην f ′ ≡ 0 σε κανένα διάστηµα [a, b] το οποίο περιέχει το 0.
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΄Εστω τώρα διάστηµα [a, b] το οποίο δεν περιέχει το 0. Εξετάζουµε µόνο την περίπτωση

0 < a < b: έχουµε

|f ′n(t)| = |1− nt2|
(1 + nt2)2

6
1 + nt2

(1 + nt2)2
=

1

1 + nt2
6

1

1 + na2
,

άρα

max
t∈[a,b]

|f ′n(t)| 6 1

1 + na2
→ 0.

΄Αρα, f ′n → f ′ ≡ 0 οµοιόµορφα στο [a, b]. Το ίδιο ισχύει αν a < b < 0 (εξηγήστε γιατί).

7.18. ΄Εστω fn(t) = 1
ne
−n2t2 , t ∈ R. ∆είξτε ότι fn → 0 οµοιόµορφα στο R και f ′n → 0

κατά σηµείο στο R. Αποδείξτε ότι σε κάθε διάστηµα το οποίο περιέχει το 0 η f ′n δεν συγκλίνει

οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση, ενώ σε κάθε κλειστό διάστηµα το οποίο δεν περιέχει

το 0 η f ′n συγκλίνει οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση.

Υπόδειξη. Για κάθε t ∈ R έχουµε en
2t2 > 1, άρα 0 6 fn(t) = 1

ne
−n2t2 6 1

n , µε ισότητα αν

t = 0. Συνεπώς, fn(t)→ 0 κατά σηµείο, και µάλιστα,

‖fn‖∞ =
1

n
→ 0,

άρα fn → 0 οµοιόµορφα στο R.

΄Εστω t ∈ R. Τότε,

|f ′n(t)| = 2|t|ne−n2t2 → 0

διότι en
2t2 > 1 + n2t2 άρα |f ′n(t)| < 2|t|n

1+n2t2
→ 0. ∆ηλαδή, f ′n → f ′ ≡ 0 κατά σηµείο στο R.

(α) ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που δεν περιέχει το 0. Εξετάζουµε την περίπτωση 0 < a <

b: παρατηρούµε ότι, για κάθε t ∈ [a, b],

|f ′n(t)| = 2tne−n
2t2 6 2bne−n

2a2 .

Συνεπώς,

max
t∈[a,b]

|fn(t)| 6 2bne−n
2a2 <

2bn

n2a2
=

2b

a2n
→ 0.

΄Επεται ότι f ′n → 0 οµοιόµορφα στο [a, b] (η περίπτωση a < b < 0 εξετάζεται µε ανάλογο

τρόπο).

(ϐ) ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που περιέχει το 0. Για µεγάλα n, τουλάχιστον ένας από

τους ± 1
n ϑα ανήκει στο [a, b] (εξηγήστε γιατί), άρα

max
t∈[a,b]

|f ′n(t)| > |f ′n(±1/n)| = 2
1

n
ne−n

2 1
n2 =

2

e
.
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Αυτό δείχνει ότι f ′n 6→ 0 οµοιόµορφα στο [a, b].

7.19. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

f1(x) =
√
x, fn+1(x) =

√
x+ fn(x)

συγκλίνει κατά σηµείο, και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση.

Υπόδειξη. Αν x = 0 τότε f1(0) = 0 και αν fk(0) = 0 τότε fk+1(0) =
√

0 + fk(0) = 0.

Επαγωγικά ϐλέπουµε ότι fn(0) = 0 για κάθε n ∈ N, άρα fn(0)→ 0.

΄Εστω x > 0. Ελέγχουµε πρώτα µε επαγωγή ότι fn(x) > 0 για κάθε n ∈ N. Επίσης,

f1(x) =
√
x <

√
x+
√
x = f2(x) και αν fk(x) < fk+1(x) τότε fk+1(x) =

√
x+ fk(x) <√

x+ fk+1(x) = fk+2(x). ΄Επεται ότι η ακολουθία (fn(x)) είναι γνησίως αύξουσα.

∆είχνουµε ότι η (fn(x)) είναι άνω ϕραγµένη διακρίνοντας δύο περιπτώσεις:

(i) Αν 0 < x < 2 τότε fn(x) < 2 για κάθε n ∈ N διότι f1(x) =
√
x <

√
2 < 2 και αν

fk(x) < 2 τότε fk+1(x) =
√
x+ fk(x) <

√
2 + 2 = 2.

(ii) Αν x > 2 τότε fn(x) < x για κάθε n ∈ N διότι f1(x) =
√
x < x και αν fk(x) < x τότε

fk+1(x) =
√
x+ fk(x) <

√
x+ x =

√
2x 6

√
x2 = x.

Σε κάθε περίπτωση, η (fn(x)) είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, άρα συγκλίνει σε κάποιο

y = yx ∈ R. Επιστρέφοντας στην αναδροµική σχέση fn+1(x) =
√
x+ fn(x) και αφήνοντας

το n→∞, παίρνουµε y =
√
y + x δηλαδή y2− y− x = 0. Αφού το y είναι ϑετικό, έχουµε

y = 1+
√
1+4x
2 . ∆ηλαδή, fn → f κατά σηµείο, όπου

f(t) =

{
0, x = 0
1+
√
1+4x
2 , x > 0

7.20. ΄Εστω fn : [a, b] → R ακολουθία αυξουσών συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι η (fn)

συγκλίνει κατά σηµείο σε µια συνεχή συνάρτηση f . ∆είξτε ότι η f είναι αύξουσα και ότι η

σύγκλιση είναι οµοιόµορφη.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η f είναι αύξουσα συνάρτηση: έστω x < y στο [a, b]. Για

κάθε n ∈ N έχουµε fn(x) 6 fn(y) διότι η fn είναι αύξουσα. ΄Επεται ότι

f(x) = lim
n→∞

fn(x) 6 lim
n→∞

fn(y) = f(y).

Από την υπόθεση, η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b], άρα είναι οµοιόµορφα

συνεχής. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x, y ∈ [a, b] και |x − y| < δ τότε
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|f(x) − f(y)| < ε. Βρίσκουµε m ∈ N ώστε
b−a
m < δ και χωρίζουµε το [a, b] σε m ίσα

διαδοχικά διαστήµατα, µε τα σηµεία

a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · < xm = b

όπου xk = a+ k(b−a)
m , k = 0, 1, . . . ,m. Αφού fn → f κατά σηµείο, έχουµε fn(xk)→ f(xk)

για κάθε k = 0, 1, . . . ,m. Συνεπώς, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 και για κάθε

k = 0, 1, . . . ,m,

|f(xk)− fn(xk)| < ε.

΄Εστω x ∈ [a, b] και n > n0. Υπάρχει k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} ώστε x ∈ [xk, xk+1]. Χρησιµο-

ποιώντας τη µονοτονία των f, fn παρατηρούµε ότι

f(x)− fn(x) 6 f(xk+1)− fn(xk) = [f(xk+1)− f(xk)] + [f(xk)− fn(xk)] < ε+ ε = 2ε

και

f(x)−fn(x) > f(xk)−fn(xk+1) = [f(xk)−f(xk+1)]+[f(xk+1)−fn(xk+1)] > −ε−ε = −2ε.

΄Αρα,

|f(x)− fn(x)| < 2ε

για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ [a, b]. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι

fn → f οµοιόµορφα.

7.21. ΄Εστω fn : [0, 1] → R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα

σε µια συνάρτηση f : [0, 1]→ R. ∆είξτε ότι

∫ 1− 1
n

0
fn(t) dt→

∫ 1

0
f(t) dt.

Ισχύει πάντα το ίδιο αν η σύγκλιση είναι κατά σηµείο ;

Υπόδειξη. Αφού οι fn είναι συνεχείς και fn → f οµοιόµορφα, η f είναι συνεχής στο [0, 1].
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Ειδικότερα, ‖f‖∞ < +∞. Γράφουµε∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f(t) dt−

∫ 1− 1
n

0
fn(t) dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 1

1− 1
n

f(t) dt+

∫ 1− 1
n

0
f(t) dt−

∫ 1− 1
n

0
fn(t) dt

∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣
∫ 1

1− 1
n

f(t) dt

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ 1− 1

n

0
(f(t)− fn(t)) dt

∣∣∣∣∣
6

∫ 1

1− 1
n

|f(t)| dt+

∫ 1− 1
n

0
|f(t)− fn(t)| dt

6
∫ 1

1− 1
n

‖f‖∞dt+

∫ 1− 1
n

0
‖f − fn‖∞dt

6
1

n
‖f‖∞ +

(
1− 1

n

)
‖f − fn‖∞

6
‖f‖∞
n

+ ‖f − fn‖∞ → 0,

διότι ‖f − fn‖∞ → 0 αφού fn → f οµοιόµορφα.

Αν η σύγκλιση είναι κατά σηµείο, το προηγούµενο αποτέλεσµα δεν ισχύει γενικά. Για

παράδειγµα αν

fn(x) =


2n2x, 0 6 x 6 1

2n

−2n2
(
x− 1

n

)
, 1

2n 6 x 6 1
n

0, 1
n 6 x 6 1

τότε εύκολα ελέγχουµε ότι fn → 0 κατά σηµείο, όµως,∫ 1− 1
n

0
fn(x) dx = 1 6→ 0 =

∫ 1

0
f(x) dx.

7.22. Ορίζουµε ακολουθία συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) = n2x(1− x)nx.

∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση f . Βρείτε το όριο

των ολοκληρωµάτων

In =

∫ 1

0
fn(t) dt.

Είναι η σύγκλιση της (fn) στην f οµοιόµορφη ;

Υπόδειξη. Αν x = 0 τότε fn(0) = 0→ 0. Αν 0 < x 6 1 τότε 0 6 (1− x)x < 1, άρα

n2x(1− x)nx = xn2[(1− x)x]n → 0.
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Συνεπώς, fn → 0 κατά σηµείο στο [0, 1].

Για το ολοκλήρωµα της fn παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x 7→ (1−x)x είναι ϕθίνουσα

στο [0, 1], άρα∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
n2x(1− x)nxdx >

∫ 1√
n

1
2
√
n

n2x(1− x)nxdx

>
∫ 1√

n

1
2
√
n

n2
1

2
√
n

(
1− 1√

n

)n 1√
n

dx =
n2

2
√
n

(
1− 1√

n

)√n 1

2
√
n

=
n

4

(
1− 1√

n

)√n
>

n

4e
→ +∞.

Αυτό σηµαίνει ότι η σύγκλιση της (fn) στην f ≡ 0 δεν είναι οµοιόµορφη: ϑα είχαµε

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
f(x) dx = 0,

ενώ τα ολοκληρώµατα αριστερά τείνουν στο +∞. ΄Ενας άλλος τρόπος για να το δούµε, είναι

να παρατηρήσουµε ότι

‖fn‖∞ > fn(1/n) = n2
1

n

(
1− 1

n

)n 1
n

= n− 1→ +∞.

7.23. Ορίζουµε fn : [0, π/2]→ R ϑέτοντας f1(x) = sinx και

fn+1(x) = sin(fn(x)). n ∈ N.

Εξετάστε την (fn) ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση.

Υπόδειξη. Επαγωγικά δείχνουµε ότι κάθε fn είναι αύξουσα και παίρνει τιµές στο [0, 1].

Επίσης, για κάθε x ∈ [0, π/2] ισχύει

(∗) 0 6 fn+1(x) = sin(fn(x)) 6 fn(x), n ∈ N

διότι sin t 6 t αν t ∈ [0, π/2].

Η (∗) δείχνει ότι, για κάθε x ∈ [0, π/2], η ακολουθία (fn(x)) είναι ϕθίνουσα και κάτω

ϕραγµένη από το 0, άρα συγκλίνει σε κάποιον `x > 0. Επιπλέον,

`x = lim
n→∞

fn+1(x) = lim
n→∞

sin(fn(x)) = sin
(

lim
n→∞

fn(x)
)

= sin `x,

άρα `x = 0 (η εξίσωση sin t = t έχει µοναδική ϱίζα την t = 0). ∆ηλαδή, fn → 0 κατά

σηµείο.
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Για να εξετάσουµε την οµοιόµορφη σύγκλιση, παρατηρούµε ότι κάθε fn είναι µη αρ-

νητική και αύξουσα, άρα

‖fn‖∞ = max
x∈[0,π/2]

fn(x) = fn(π/2)→ 0

όταν n→∞. ΄Αρα, fn → 0 οµοιόµορφα στο [0, π/2].

7.24. ∆είξτε ότι η
∑∞

k=0(1− x)xk συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1].

Αντιθέτως, δείξτε ότι η
∑∞

k=0(−1)kxk(1− x) συγκλινει οµοιόµορφα στο [0, 1].

Υπόδειξη. (α) Για την
∑∞

k=0(1− x)xk: υπολογίζουµε τα µερικά αθροίσµατα: αν x = 1 τότε

sn(1) = 0, ενώ αν 0 6 x < 1 έχουµε

sn(x) =

n∑
k=0

(1− x)xk = (1− x)(1 + x+ x2 + · · ·+ xn) = 1− xn+1 → 1.

΄Αρα, sn(x) → s(x), όπου s(x) = 0 αν x = 1 και s(x) = 1 αν 0 6 x < 1. Η s είναι

ασυνεχής στο σηµείο x = 1, άρα η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

(ϐ) Για την
∑∞

k=0(−1)kxk(1− x): όπως πριν,

sn(x) = (1− x)
n∑
k=0

(−x)k = (1− x)
1− (−1)k+1xn+1

1 + x
.

Αν 0 6 x < 1 τότε xn+1 → 0, άρα sn(x) → 1−x
1+x . Αν x = 1 τότε sn(1) = 0 → 0 = 1−1

1+1 .

Συνεπώς, sn → s κατά σηµείο, όπου s : [0, 1]→ R η συνάρτηση

s(x) =
∞∑
k=0

(1− x)(−1)kxk =
1− x
1 + x

.

Για να δείξουµε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη, ϑεωρούµε τη διαφορά∣∣∣∣sn(x)− 1− x
1 + x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− x1 + x
(−1)nxn+1

∣∣∣∣ =
xn+1 − xn+2

1 + x
6 xn+1 − xn+2.

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση x 7→ xn+1−xn+2
(στο [0, 1]) παίρνει µέγιστη τιµή στο σηµείο

n+1
n+2 , η οποία είναι ίση µε (

n+ 1

n+ 2

)n+1 [
1− n+ 1

n+ 2

]
<

1

n+ 2
.

Συνεπώς,

‖sn − s‖∞ 6 max
x∈[0,1]

(xn+1 − xn+2) <
1

n+ 2
→ 0.
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΄Επεται ότι η σειρά
1−x
1+x =

∑∞
k=0(−1)kxk(1− x) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1].

7.25. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

(−1)k√
k

sin
(

1 +
x

k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [−A,A], A > 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω A > 0. Γράφουµε sin
(
1 + x

k

)
= sin 1 · cos(x/k) + cos 1 · sin(x/k). Αρκεί

λοιπόν να δείξουµε ότι οι σειρές

∞∑
k=1

(−1)k√
k

cos
(x
k

)
και

∞∑
k=1

(−1)k√
k

sin
(x
k

)
συγκλίνουν οµοιόµορφα στο [−A,A].

(α) Για την
∑∞

k=1
(−1)k√

k
sin
(
x
k

)
: παρατηρούµε ότι

|fk(x)| =
∣∣∣∣ 1√
k

sin
(x
k

)∣∣∣∣ 6 |x|
k3/2

6
A

k3/2

και η σειρά
∑∞

k=1
A
k3/2

συγκλίνει. Από το κριτήριο του Weierstrass, η
∑∞

k=1
(−1)k√

k
sin
(
x
k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A].

(ϐ) Για την
∑∞

k=1
(−1)k√

k
cos
(
x
k

)
: παρατηρούµε ότι∣∣∣∣(−1)k√

k
cos
(x
k

)
− (−1)k√

k

∣∣∣∣ =
1√
k

∣∣∣1− cos
(x
k

)∣∣∣ =
2√
k

sin2
( x

2k

)
6

x2

2k5/2
6

A2

2k5/2

και η σειρά
∑∞

k=1
A2

2k5/2
συγκλίνει. Από το κριτήριο του Weierstrass, η

∑∞
k=1

(
(−1)k√

k
cos
(
x
k

)
− (−1)k√

k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A]. Από την άλλη πλευρά, η σειρά

∑∞
k=1

(−1)k√
k

συγκλίνει

(από το κριτήριο του Leibniz) άρα συγκλίνει οµοιόµορφα σαν σειρά (σταθερών !) συναρ-

τήσεων στο [−A,A]. Προσθέτοντας, συµπεραίνουµε ότι η
∑∞

k=1
(−1)k√

k
cos
(
x
k

)
συγκλίνει

οµοιόµορφα στο [−A,A].

Από τα (α) και (ϐ) έπεται ότι η

∞∑
k=1

sin
(

1 +
x

k

)
= sin 1

∞∑
k=1

cos
(x
k

)
+ cos 1

∞∑
k=1

sin
(x
k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A].

7.26. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

k=1(−1)k x
2+k
k2

συγκλίνει οµοιόµορφα σε οποιοδήποτε διάστηµα

της µορφής [−A,A], A > 0, αλλά δεν συγκλίνει απολύτως για καµιά τιµή του x.
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Υπόδειξη. ΄Εστω A > 0. Η σειρά
∑∞

k=1(−1)k 1
k συγκλίνει από το κριτήριο του Leibniz, άρα

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A] αν την δούµε σαν σειρά (σταθερών) συναρτήσεων.

Αν ορίσουµε fk(x) = (−1)k x
2

k2
, τότε

|fk(x)| = x2

k2
6
A2

k2

στο [−A,A], και η σειρά
∑∞

k=1
A2

k2
συγκλίνει. Από το κριτήριο του Weierstrass η

∑∞
k=1(−1)k x

2

k2

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A]. Προσθέτοντας ϐλέπουµε ότι η σειρά

∞∑
k=1

(−1)k
x2 + k

k2
=

∞∑
k=1

(−1)k
1

k
+

∞∑
k=1

(−1)k
x2

k2

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−A,A].

Για την απόλυτη σύγκλιση παρατηρούµε ότι

∞∑
k=1

∣∣∣∣(−1)k
x2 + k

k2

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

x2 + k

k2
>
∞∑
k=1

k

k2
=
∞∑
k=1

1

k
= +∞.

∆ηλαδή, η σειρά
∑∞

k=1(−1)k x
2+k
k2

δεν συγκλίνει απολύτως για καµιά τιµή του x.

7.27. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=0

(
x2k+1

2k + 1
− xk+1

2k + 2

)
συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1].

Υπόδειξη. ΄Εστω 0 < x < 1. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του λόγου, ελέγχουµε εύκολα

ότι οι σειρές
∑∞

k=0
x2k+1

2k+1 και
∑∞

k=0
xk+1

2k+2 συγκλίνουν. Το ίδιο ισχύει, προφανώς, αν x = 0.

΄Αρα, η σειρά
∑∞

k=0

(
x2k+1

2k+1 −
xk+1

2k+2

)
συγκλίνει για κάθε 0 6 x < 1. Στην περίπτωση x = 1

έχουµε
∞∑
k=0

(
1

2k + 1
− 1

2k + 2

)
=
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= ln 2 < +∞.

∆ηλαδή, η
∑∞

k=0

(
x2k+1

2k+1 −
xk+1

2k+2

)
συγκλίνει για κάθε x ∈ [0, 1].

Ας υποθέσουµε ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1]. Τότε, η συνάρτηση

f(x) =
∞∑
k=0

(
x2k+1

2k + 1
− xk+1

2k + 2

)
είναι συνεχής στο [0, 1]. Γνωρίζουµε ότι : αν |x| < 1 τότε

∞∑
k=0

xk+1

k + 1
= ln

(
1

1− x

)
.
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Συνεπώς, για κάθε x ∈ [0, 1) έχουµε

∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
−
∞∑
k=0

xk+1

2k + 2
=

∞∑
k=0

xk+1

k + 1
−
∞∑
k=1

x2k

2k
−
∞∑
k=0

xk+1

2(k + 1)

=

∞∑
k=0

xk+1

k + 1
− 1

2

∞∑
k=1

(x2)k

k
− 1

2

∞∑
k=0

xk+1

k + 1

= ln

(
1

1− x

)
− 1

2
ln

(
1

1− x2

)
− 1

2
ln

(
1

1− x

)
=

1

2
ln

(
1

1− x

)
− 1

2
ln

(
1

1− x2

)
=

1

2
ln

(
1− x2

1− x

)
=

1

2
ln(1 + x).

Αφού f(x) = 1
2 ln(1 + x) στο [0, 1) και η f είναι συνεχής στο σηµείο x = 1, ϑα πρέπει να

ισχύει

f(1) =
ln 2

2
=
∞∑
k=0

(
1

2k + 1
− 1

2k + 2

)
=
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
.

Είναι όµως γνωστό ότι
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= ln 2,

απ¨ όπου καταλήγουµε σε άτοπο.

7.28. Ορίζουµε I(x) = 0 αν x 6 0 και I(x) = 1 αν x > 0. ΄Εστω (xk) ακολουθία διαφορε-

τικών ανά δύο σηµείων σε κάποιο διάστηµα (a, b) και έστω
∑∞

k=1 ck απολύτως συγκλίνουσα

σειρά. ∆είξτε ότι η
∞∑
k=1

ckI(x− xk)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο (a, b) και ότι η συνάρτηση που ορίζεται από αυτή τη σειρά είναι

συνεχής σε κάθε x0 ∈ (a, b) \ {xk : k ∈ N}.

Υπόδειξη. Αν ϑέσουµε fk(x) = ckI(x − xk) τότε ‖fk‖∞ = |ck|. Από την υπόθεση έχουµε∑∞
k=1 ‖fk‖∞ =

∑∞
k=1 |ck| < +∞ και, από το κριτήριο του Weierstrass, η σειρά

∞∑
k=1

fk(x) =

∞∑
k=1

ckI(x− xk)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο (a, b).
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Θέτουµε A = {xk : k ∈ N}. Αν x0 /∈ A δείχνουµε ότι κάθε fk είναι συνεχής στο x0:

διακρίνουµε τις περιπτώσεις x0 < xk και x0 > xk. Στην πρώτη περίπτωση, υπάρχει δ > 0

ώστε x0 + δ < xk, και άρα, για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ισχύει fk(x) = ckI(x− xk) = 0.

Αφού η fk είναι σταθερή σε µια περιοχή του x0, είναι συνεχής στο x0. ΄Οµοια, στη δεύτερη

περίπτωση, υπάρχει δ > 0 ώστε xk < x0 − δ, και άρα, για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

ισχύει fk(x) = ckI(x − xk) = ck. Αφού η fk είναι σταθερή σε µια περιοχή του x0, είναι

συνεχής στο x0. Τώρα, η sn = f1 + · · ·+fn είναι συνεχής στο x0 για κάθε n ∈ N, και αφού

sn → s =
∑∞

k=1 fk οµοιόµορφα στο (a, b), η s(x) =
∑∞

k=1 ckI(x − xk) είναι συνεχής στο

x0.

7.29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, A ⊆ X, f, fn : A → R για κάθε n ∈ N και fn → f

οµοιόµορφα στο A. ΄Εστω t0 σηµείο συσσώρευσης του A και limt→t0 fn(t) = xn ∈ R. ∆είξτε

ότι :

α. Η (xn) συγκλίνει στο R και

ϐ. limt→t0 f(t) = limn→∞ xn. ∆ηλαδή,

lim
t→t0

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

lim
t→t0

fn(t).

Υπόδειξη. (α) Θα δείξουµε ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στο R, οπότε συγκλίνει. Αφού

fn → f οµοιόµορφα, η (fn) ικανοποιεί το κριτήριο Cauchy. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N
ώστε : για κάθε n,m > n0 και για κάθε t ∈ A,

|fn(t)− fm(t)| < ε

3
.

΄Εστω n,m > n0. Αφού limt→t0 fn(t) = xn, υπάρχει δn > 0 ώστε : αν t ∈ A και 0 <

ρ(t, t0) < δn τότε |fn(t) − xn| < ε
3 . ΄Οµοια, αφού limt→t0 fm(t) = xm, υπάρχει δm > 0

ώστε : αν t ∈ A και 0 < ρ(t, t0) < δm τότε |fm(t)−xm| < ε
3 . Το t0 είναι σηµείο συσσώρευσης

του A, άρα υπάρχει t ∈ A το οποίο ικανοποιεί την 0 < ρ(t, t0) < min{δn, δm}. Τότε,

|xn − xm| 6 |xn − fn(t)|+ |fn(t)− fm(t)|+ |fm(t)− xm| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Αυτό δείχνει ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία.

(ϐ) Από το (α) υπάρχει x ∈ R ώστε xn → x. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n1 ∈ N ώστε, για κάθε

n > n1, |xn − x| < ε
3 .

Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n2 ∈ N ώστε, για κάθε n > n2 και για κάθε t ∈ A,

|fn(t)− f(t)| < ε
3 .
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Θεωρούµε τυχόν n > max{n1, n2}. Αφού limt→t0 fn(t) = xn, υπάρχει δ > 0 ώστε,

αν t ∈ A και 0 < ρ(t, t0) < δ, τότε |fn(t) − xn| < ε
3 . Συνεπώς, για κάθε t ∈ A µε

0 < ρ(t, t0) < δ έχουµε

|f(t)− x| 6 |f(t)− fn(t)|+ |fn(t)− xn|+ |xn − x| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι limt→t0 f(t) = x = limn→∞ xn.

7.30. ΄Εστω fn(t) = tn στο [0, 1] και g : [0, 1]→ R συνεχής στο [0, 1] µε g(1) = 0. ∆είξτε ότι

η (gfn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1].

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η g είναι συνεχής στο σηµείο t0 = 1, υπάρχει 0 < δ < 1

ώστε : αν t ∈ [1− δ, 1] τότε |g(t)| = |g(t)− g(1)| < ε.

Η g είναι συνεχής στο [0, 1], άρα υπάρχει M > 0 ώστε : για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει

|g(t)| 6M . Επίσης, (1− δ)n → 0, άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0,

M(1− δ)n < ε.

Θα δείξουµε ότι, για κάθε n > n0 ισχύει ‖gfn‖∞ 6 ε. Αυτό αποδεικνύει ότι gfn → 0

οµοιόµορφα στο [0, 1].

΄Εστω n > n0. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(i) Αν 0 6 t 6 1− δ τότε |g(t)fn(t)| 6Mtn 6M(1− δ)n < ε.

(ii) Αν 1− δ 6 t 6 1 τότε |g(t)fn(t)| = |g(t)| tn 6 |g(t)| < ε.

΄Επεται ότι, για κάθε n > n0,

‖gfn‖∞ = sup{|g(t)fn(t)| : t ∈ [0, 1]} 6 ε.

7.31. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και D = {xn : n ∈ N} πυκνό υποσύνολο

του X. Ορίζουµε την ακολουθία πραγµατικών συναρτήσεων fn : X → R, n = 1, 2, . . . µε

fn(x) = dist(x, {x1, x2, . . . , xn}), x ∈ X.

∆είξτε ότι :

(α) Η (fn) είναι ϕθίνουσα και fn → 0 κατά σηµείο.

(ϐ) fn → 0 οµοιόµορφα στον X αν και µόνον αν ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

Υπόδειξη. (α) Θέτουµε Dn = {x1, . . . , xn}. ΄Εστω x ∈ X. Αφού Dn ⊆ Dn+1 για κάθε

n ∈ N, έχουµε

fn(x) = dist(x,Dn) > dist(x,Dn+1) = fn+1(x)
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για κάθε n ∈ N, δηλαδή η (fn(x)) είναι ϕθίνουσα. ΄Εστω ε > 0. Αφού το D είναι πυκνό,

υπάρχει n0 = n0(ε, x) ώστε ρ(x, xn0) < ε. Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε

0 6 fn(x) 6 fn0(x) = dist(x,Dn0) 6 ρ(x, xn0) < ε.

΄Επεται ότι lim
n→∞

fn(x) = 0.

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι fn → f οµοιόµορφα. ΄Εστω ε > 0. Βρίσκουµε n ∈ N ώστε

‖fn‖∞ = ‖fn − 0‖∞ < ε.

Τότε,

X =
n⋃
j=1

B(xj , ε).

Πράγµατι, για κάθε x ∈ X έχουµε

fn(x) = dist(x,Dn) < ε

άρα, υπάρχει j 6 n ώστε ρ(x, xj) < ε, δηλαδή x ∈ B(xj , ε).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ο (X, ρ) είναι ολικά ϕραγµένος και ϑεωρούµε ε > 0.

Υπάρχουν y1, . . . , yk ∈ X ώστε

X =
k⋃
j=1

B(yj , ε/2).

Για κάθε j 6 k ϐρίσκουµε ij ∈ N ώστε ρ(xij , yj) < ε/2. Από την τριγωνική ανισότητα,

ϐλέπουµε εύκολα ότι

X =

k⋃
j=1

B(xij , ε).

Θέτουµε n(ε) = max{n1, . . . , nk}. Τότε, για κάθε n > n(ε) έχουµε

X =

n⋃
j=1

B(xj , ε),

δηλαδή

fn(x) = dist(x,Dn) < ε

για κάθε x ∈ X. ΄Επεται ότι fn → 0 οµοιόµορφα στον X.

7.32. (α) ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον X συµπαγή. Αν fn : X → Y για

n = 1, 2, . . . και f : X → Y συνεχής ώστε για κάθε x ∈ X και για κάθε (xn) ακολουθία

στον X µε xn → x ισχύει fn(xn)→ f(x), αποδείξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.
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(ϐ) Αποδείξτε ότι η συµπάγεια είναι απαραίτητη, ϑεωρώντας την ακολουθία fn : (0, 1] → R
µε

fn(x) =

{
n, 0 < x 6 1

n
1
x ,

1
n < x 6 1

και την f : (0, 1]→ R µε f(x) = 1
x . ∆ιαπιστώστε ότι ικανοποιείται η υπόθεση, αλλά fn 6→ f

οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι ‖fn − f‖∞ 6→ 0. Περνώντας σε υπακολουθία της (fn)

µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε ‖fn − f‖∞ > 2ε για κάθε n ∈ N. Τότε,

για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ X ώστε ρ(fn(xn), f(xn)) > ε. Ο (X, d) είναι συµπαγής, άρα

υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) µε xkn → x0 ∈ X. Από την υπόθεση, fkn(xkn) →
f(x0) και από τη συνέχεια της f στο x0, f(xkn)→ f(x0). ΄Οµως τότε,

ρ(fkn(xkn), f(xkn))→ ρ(f(x0), f(x0)) = 0,

το οποίο είναι άτοπο, αφού ρ(fkn(xkn), f(xkn)) > ε για κάθε n ∈ N.

(ϐ) ΄Εστω (xn) ακολουθία στο (0, 1] µε xn → x ∈ (0, 1]. Αφού x > 0, παίρνοντας ε = x/2 >

0 ϐρίσκουµε n0 ∈ N ώστε
1
n0
< x

2 και xn >
x
2 για κάθε n > n0 (εξηγήστε γιατί µπορούµε

να πετύχουµε και τα δύο ταυτόχρονα). Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε fn(xn) = 1
xn

, άρα

fn(x)→ 1
x = f(x).

Η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη: παρατηρήστε ότι

‖fn − f‖∞ = sup
0<x< 1

n

∣∣∣∣n− 1

x

∣∣∣∣ = +∞

για κάθε n ∈ N.

7.33. Αν fn, gn : [0, 1]→ [0, 1] είναι συνεχείς συναρτήσεις και fn → f, gn → g οµοιόµορφα

στο [0, 1], δείξτε ότι η ακολουθία (hn) όπου hn = fn ◦ gn (δηλ. hn(t) = fn(gn(t))) συγκλίνει

οµοιόµορφα στην h = f ◦ g.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε αρχικά ότι αφού οι fn, gn είναι συνεχείς και fn → f, gn → g

οµοιόµορφα στο [0, 1], οι f, g είναι συνεχείς. Για κάθε t ∈ [0, 1] έχουµε

|h(t)− hn(t)| = |f(g(t))− fn(gn(t))| ≤ |f(g(t))− f(gn(t))| − |f(gn(t))− fn(gn(t))|

= |f(g(t))− f(gn(t))| − |(f − fn)(gn(t))| ≤ |f(g(t))− f(gn(t))|+ ‖f − fn‖∞.

΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε δ > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν u, v ∈ [0, 1] και |u − v| < δ,

τότε |f(u)− f(v)| ≤ ε/2 (αυτό γίνεται, γιατί η f είναι οµοιόµορφα συνεχής). Στη συνέχεια

ϐρίσκουµε n0 ∈ N ώστε : ‖g − gn‖∞ < δ και ‖f − fn‖∞ ≤ ε/2 για κάθε n ≥ n0 (αυτό
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γίνεται, γιατί fn → f, gn → g οµοιόµορφα στο [0, 1]). Τότε, για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε

n ≥ n0 έχουµε |g(t)− gn(t)| < δ, άρα

|h(t)− hn(t)| ≤ |f(g(t))− f(gn(t))|+ ‖f − fn‖∞ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Επεται ότι ‖h− hn‖∞ ≤ ε για κάθε n ≥ n0. ΄Αρα, hn → h οµοιόµορφα στο [0, 1].

7.34. ΄Εστω (fn) ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1)→ R µε fn ≥ fn+1 ≥ · · · ≥ 0

και fn → 0 κατά σηµείο. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής ή

ψευδής (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή σας).

(i) Για κάθε a ∈ [0, 1) η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, a].

(ii) Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1).

Υπόδειξη. (i) Σωστό. Στο συµπαγές [0, a] η (fn) ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος

Dini: οι fn είναι συνεχείς, fn ≥ fn+1 ≥ · · · ≥ 0 και fn → 0 κατά σηµείο. ΄Αρα, η σύγκλιση

είναι οµοιόµορφη.

(ii) Λάθος. Η ακολουθία fn(x) = xn ικανοποιεί τις υποθέσεις στο [0, 1): έχουµε ότι οι fn

είναι συνεχεία, fn ≥ fn+1 ≥ · · · ≥ 0 και fn → 0 κατά σηµείο. ΄Οµως, η σύγκλιση δεν είναι

οµοιόµορφη: για κάθε n ∈ N έχουµε

‖fn‖∞ = sup{xn : 0 ≤ x < 1} = 1 6→ 0.

7.35. ΄Εστω fn : [0, 1] → R ακολουθία συναρτήσεων και έστω ότι fn → f οµοιόµορφα,

όπου f : [0, 1]→ R συνεχής. Αν κάθε fn έχει ϱίζα, δείξτε ότι η f έχει ϱίζα.

Υπόδειξη. Από την υπόθεση, για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ [0, 1] ώστε fn(xn) = 0. Από

το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass µπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε

xkn → x ∈ [0, 1]. Τότε,

(∗) |f(x)| = |f(x)− fkn(xkn)| ≤ |f(x)− f(xkn)|+ |f(xkn)− fkn(xkn)|

≤ |f(x)− f(xkn)|+ ‖f − fkn‖∞ → 0

διότι f(xkn)→ f(x) από την αρχή της µεταφοράς για τη συνεχή συνάρτηση f στο σηµείο

x, και ‖f − fkn‖∞ → 0 λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης των fn (άρα και των fkn ) στην f .

Από την (∗) έπεται άµεσα ότι f(x) = 0, δηλαδή η f έχει ϱίζα.

7.36. (α) Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση τις ακολουθίες

συναρτήσεων fn, gn : [0, 1]→ R, όπου

fn(x) = xn και gn(x) = xn(1− x).



153

(ϐ) Εξετάστε για ποιά x ≥ 0 συγκλίνουν οι σειρές

∞∑
n=1

xn

n
και

∞∑
n=1

xn

n2
.

Για ποιές τιµές του a > 0 είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη στο διάστηµα [0, a];

Υπόδειξη. (α) Εύκολα ελέγχουµε ότι fn(x)→ f(x), όποτ f(x) = 0 αν 0 ≤ x < 1 και f(1) =

1. Αφού οι fn είναι συνεχείς και η f είναι ασυνεχής στο σηµείο x = 1, η σύγκλιση δεν είναι

οµοιόµορφη. Για την gn παρατηρούµε ότι g′n(x) = nxn−1−(n+1)xn = xn−1(n−(n+1)x),

άρα η gn παίρνει µέγιστη τιµή στο σηµείο
n
n+1 . ΄Επεται ότι

‖gn‖∞ = gn

(
n

n+ 1

)
=

(
n

n+ 1

)n 1

n+ 1
<

1

n+ 1
.

Αφού ‖gn‖∞ → 0, έχουµε gn → 0 οµοιόµορφα.

(ϐ) Η σειρά
∑∞

n=1
xn

n συγκλίνει αν 0 ≤ x < 1 και αποκλίνει αν x ≥ 1. Η σειρά
∑∞

n=1
xn

n2

συγκλίνει αν 0 ≤ x ≤ 1 και αποκλίνει αν x > 1.

Η σειρά
∑∞

n=1
xn

n συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, a] για κάθε 0 < a < 1. Πράγµατι, αν

fn(x) = xn

n τότε ‖fn‖∞ = an

n στο [0, a], και αφού
∑∞

n=1
an

n <∞ µπορούµε να εφαρµόσου-

µε το κριτήριο του Weierstrass. Αν a ≥ 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1
xn

n δεν συγκλίνει οµοιόµορφα,

διότι τότε ϑα συνέκλινε για x = 1.

Η σειρά
∑∞

n=1
xn

n2 συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, a] για κάθε 0 < a ≤ 1. Πράγµατι, αν

gn(x) = xn

n2 τότε ‖gn‖∞ = an

n2 στο [0, a], και αφού
∑∞

n=1
an

n2 <∞ µπορούµε να εφαρµόσου-

µε το κριτήριο του Weierstrass. Αν a > 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1
xn

n2 δεν συγκλίνει οµοιόµορφα,

διότι τότε ϑα συνέκλινε για x ∈ (1, a].

7.37. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

fn(x) = nxe−
√
nx.

Αποδείξτε ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο αλλά όχι οµοιόµορφα στο [0,∞). Εξετάστε αν fn → 0

οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα [a,∞), a > 0.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι e
√
nx > (

√
nx)4

24 = x4n2

24 για κάθε x > 0 (γενικότερα, αν y > 0

και k ∈ N τότε ey > yk/k!). ΄Αρα,

0 < nxe−
√
nx ≤ 24nx

x4n2
=

24

x3n
→ 0

για κάθε x > 0. Επίσης, fn(0) = 0→ 0. ΄Ετσι, έχουµε fn → 0 κατά σηµείο. ΄Οµως,

‖fn‖∞ ≥ fn(1/
√
n) =

√
ne−1 → +∞
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καθώς το n→∞. ΄Αρα, η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

΄Εστω a > 0. ΄Οπως πριν, για κάθε x ∈ [a,∞) έχουµε

0 < nxe−
√
nx ≤ 24

x3n
≤ 24

a3n
,

άρα ‖fn‖∞ ≤ 24
a3n
→ 0 (στο [a,∞)) και έπεται ότι fn → 0 οµοιόµορφα στο [a,∞).

7.38. ΄Εστω fn : [0,∞)→ R µε fn(x) = nx
nx+1 . ∆είξτε ότι :

(i) Η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο. Ποιά είναι η οριακή συνάρτηση f ;

(ii) Για κάθε a > 0, η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a,∞), αλλά δεν συγκλίνει οµοιό-

µορφα στο [0, a].

Υπόδειξη. (i) Για x = 0 έχουµε fn(0) = 0→ 0. Για x > 0 έχουµε

fn(x) =
nx

nx+ 1
=

x

x+ 1
n

→ 1.

΄Αρα, fn → f κατά σηµείο, όπου f(x) = 1 αν x > 0 και f(x) = 0 αν x = 0.

(ii) ΄Εστω a > 0. Η (fn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο [0, a], διότι οι fn είναι

συνεχείς ενώ η f είναι ασυνεχής στο σηµείο x = 0. Στο [a,∞) έχουµε fn → f ≡ 1 κατά

σηµείο, και

|fn(x)− 1| =
∣∣∣∣ nx

nx+ 1
− 1

∣∣∣∣ =
1

nx+ 1
≤ 1

na+ 1

για κάθε x ≥ a, άρα

‖fn − f‖∞ = sup

{∣∣∣∣ nx

nx+ 1
− 1

∣∣∣∣ : x ≥ a
}

=
1

na+ 1
→ 0,

άρα fn → f ≡ 1 οµοιόµορφα.

7.39. ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής και έστω (δn) ακολουθία µε δn > 0 για κάθε

n και δn → 0. Θέτουµε fn(x) = 1
δn

∫ x+δn
x f(t)dt, x ∈ R. ∆είξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν

u, v ∈ R και |u− v| < δ τότε |f(u)− f(v)| ≤ ε.
Αφού δn → 0, υπάρχει n0 ∈ N ώστε 0 < δn < δ για κάθε n ≥ n0. ΄Εστω n ≥ n0. Τότε,

για κάθε x ∈ R και για κάθε t ∈ [x, x+ δn] έχουµε |t−x| ≤ δn < δ, άρα |f(t)− f(x)| ≤ ε.
΄Αρα, για κάθε x ∈ R έχουµε

|fn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣ 1

δn

∫ x+δn

x
f(t)dt− f(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

δn

∫ x+δn

x
(f(t)− f(x)) dt

∣∣∣∣
≤ 1

δn

∫ x+δn

x
|f(t)− f(x)| dt ≤ 1

δn

∫ x+δn

x
ε dt

= ε.
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΄Αρα, για κάθε n ≥ n0 έχουµε

‖fn − f‖∞ = sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ R} ≤ ε.

΄Επεται ότι fn → f οµοιόµορφα.

7.40. (α) Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
n=1

x sin(n2x)

n2

συγκλίνει κατά σηµείο στο R. Αποδείξτε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε κλειστό

διάστηµα [−α, α] ⊂ R.

(ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) =
∑∞

n=1
x sin(n2x)

n2 είναι συνεχής.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε x ∈ R έχουµε∣∣∣∣x sin(n2x)

n2

∣∣∣∣ ≤ |x|n2 ,
και η σειρά

∑∞
n=1

|x|
n2 = |x|

∑∞
n=1

1
n2 συγκλίνει, άρα η σειρά συναρτήσεων

∞∑
n=1

x sin(n2x)

n2

συγκλίνει (απολύτως) κατά σηµείο στο R.

΄Εστω α > 0. Αν ορίσουµε fn(x) = x sin(n2x)
n2 έχουµε

|fn(x)| =
∣∣∣∣x sin(n2x)

n2

∣∣∣∣ ≤ |x|n2 ≤ |α|n2
για κάθε x ∈ [−α, α], άρα ‖fn‖∞ ≤ |α|n2 στο [−α, α]. Αφού

∑∞
n=1

|α|
n2 <∞, το κριτήριο του

Weierstrass µας εξασφαλίζει ότι η
∑∞

n=1
x sin(n2x)

n2 συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−α, α].

(ϐ) ΄Εστω x ∈ R. Επιλέγουµε α > 0 ώστε −α < x < α. Αφού οι fn είναι συνεχείς

στο [−α, α] και η
∑∞

n=1
x sin(n2x)

n2 συγκλίνει οµοιόµορφα στο [−α, α], συµπεραίνουµε ότι η

f(x) =
∑∞

n=1
x sin(n2x)

n2 είναι συνεχής στο [−α, α]. Ειδικότερα, η f είναι συνεχής στο x.

Αφού το x ∈ R ήταν τυχόν, η f είναι συνεχής στο R.

7.41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών συµπαγών

υποσυνόλων του X. Ορίζουµε fn(x) = dist(x,Kn). ∆είξτε ότι υπάρχει f : X → R ώστε

fn → f οµοιόµορφα. Ποιά είναι η f ;

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το K =
⋂∞
n=1Kn είναι µη κενό συµπαγές σύνολο. Η ακολουθία

(Kn) είναι ϕθίνουσα, άρα η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = dist(x,Kn) είναι αύξουσα.
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Επίσης, αφού K ⊆ Kn για κάθε n ∈ N, έχουµε fn(x) = dist(x,Kn) ≤ dist(x,K).

Συνεπώς, για κάθε x ∈ X υπάρχει το f(x) := limn→∞ fn(x) και f(x) ≤ dist(x,K).

΄Εστω x ∈ X. Για κάθε n ∈ N υπάρχει zn ∈ Kn ώστε fn(x) = dist(x,Kn) = d(x, zn). Η

ακολουθία (zn) περιέχεται στο συµπαγές σύνολο K1, άρα έχει υπακολουθία (zkn) η οποία

συγκλίνει σε κάποιο z ∈ X, και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η (Kn) είναι ϕθίνουσα

ελέγχουµε ότι z ∈ K (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες). Τότε,

dist(x,K) ≤ d(x, z) = lim
n→∞

d(x, zkn) = lim
n→∞

fkn(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Αυτό αποδεικνύει ότι f(x) = dist(x,K).

Τέλος, αποδεικνύουµε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη. Για το σκοπό αυτό αποδει-

κνύουµε το εξήσ: για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθε n ≥ n0,

(∗) Kn ⊆ Kε = {x ∈ X : dist(x,K) < ε}.

Αν αποδείξουµε αυτό, τότε για κάθε n ≥ n0 και για κάθε x ∈ X ϐρίσκουµε zn(x) ∈ Kn µε

fn(x) = d(x, zn(x)) και yn(x) ∈ K µε d(zn(x), yn(x)) < ε, και γράφουµε

fn(x) ≤ f(x) ≤ d(x, yn(x)) ≤ d(x, zn(x)) + d(zn(x), yn(x)) < fn(x) + ε,

απ¨ όπου έπεται ότι ‖fn − f‖∞ ≤ ε.
Για την απόδειξη της (∗) µιµούµαστε την απάντηση της ΄Ασκησης 4.8: αν Gn = X \Kn

τότε κάθε Gn είναι ανοικτό και

∞⋃
n=1

Gn =
∞⋃
n=1

(X \Kn) = X \
∞⋂
n=1

Kn = X \K.

Συνεπώς,

X =

( ∞⋃
n=1

Gn

)
∪Kε.

Παρατηρούµε ότι το Kε είναι ανοικτό (εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, η οικογένεια {Gn : n ∈
N}∪ {Kε} είναι ανοικτή κάλυψη του X. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν n1 < n2 <

· · · < nk ώστε

X = Gn1 ∪Gn2 ∪Gnk ∪Kε.

΄Οµως, Kn1 ⊇ · · · ⊇ Knk , άρα Gn1 ⊆ · · · ⊆ Gnk . Συνεπώς,

X = Gnk ∪Kε = (X \Knk) ∪Kε.

΄Επεται ότι Knk ⊆ Kε. ΄Αρα, για κάθε n ≥ nk έχουµε Kn ⊆ Kε.



Κεφάλαιο 8

Χώροι συναρτήσεων

Οµάδα Α΄

8.1. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα∫ 1

0
xnf(x) dx = 0

για κάθε n = 0, 1, 2, . . .. Αποδείξτε ότι f ≡ 0.

Υπόδειξη. Από το ϑεώρηµα Weierstrass έπεται ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn)

ώστε pn → f οµοιόµορφα στο [0,1]. Αφού η f είναι ϕραγµένη, έχουµε ότι fpn → f2

οµοιόµορφα. ΄Αρα, ∫ 1

0
(f(t))2 dt = lim

n→∞

∫ 1

0
pn(t)f(t) dt.

΄Οµως, για κάθε n ∈ N το

∫ 1
0 pn(t)f(t) dt είναι πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός των∫ 1

0 t
nf(t) dt τα οποία είναι ισα µε µηδέν από την υπόθεση. ΄Αρα,

∫ 1
0 pn(t)f(t) dt = 0 για

κάθε n ∈ N, όποτε

∫ 1
0 f

2 = 0. Από την τελευταία σχέση έπεται ότι f ≡ 0 (εξηγήστε γιατί).

8.2. ΄Εστω f, g : [0, 1]→ R συνεχείς συναρτήσεις. Αν ισχύει
∫ 1
0 x

nf(x) dx =
∫ 1
0 x

ng(x) dx

για κάθε n = 0, 1, . . . δείξτε ότι f ≡ g.

Υπόδειξη. Αν ϑέσουµε h(x) = f(x)− g(x) τότε έπεται ότι∫ 1

0
xnh(x) dx =

∫ 1

0
xnf(x) dx−

∫ 1

0
xng(x) dx = 0.

Επιπλέον, η h είναι συνεχής στο [0, 1] άρα από την ΄Ασκηση 1 έπεται ότι h ≡ 0 δηλαδή

f ≡ g.

8.3. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση. Αν ισχύει
∫ 1
0 x

2nf(x) dx = 0 για κάθε

n = 0, 1, 2, . . . δείξτε ότι f ≡ 0.

157
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1η Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση h : [0, 1]→ R µε h(x) = f(
√
x). Παρατηρούµε ότι

η h είναι συνεχής, άρα από το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass υπάρχει ακολουθία

πολυωνύµων (pn) ώστε ‖h− pn‖∞ < 1
n για κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή, για κάθε n ∈ N και για

κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει |pn(x)− h(x)| < 1/n. ΄Επεται ότι

|pn(x2)− f(x)| = |pn(x2)− h(x2)| < 1

n

για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ [0, 1]. Θέτοντας qn(x) = pn(x2), παρατηρούµε ότι κάθε

qn είναι πολυώνυµο που περιέχει µόνο άρτια µονώνυµα και ότι ‖qn − f‖∞ 6 1/n για

κάθε n από την τελευταία σχέση. ΄Αρα, η (qn) συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . ΄Επεται ότι

fqn → f2 οµοιόµορφα στο [0, 1]. Τότε,∫ 1

0
f(x)qn(x) dx→

∫ 1

0
(f(x))2 dx.

Από την υπόθεση έχουµε

∫ 1
0 qn(x)f(x) dx = 0 για κάθε n ∈ N (εξηγήστε γιατί), άρα έχουµε

το συµπέρασµα.

2η Απόδειξη. ΄Εστω F η άρτια επέκταση της f στο [−1, 1] δηλαδή, F : [−1, 1]→ R µε

F (x) =

{
f(x), 0 6 x 6 1

f(−x), −1 6 x 6 0
.

Τότε, η F είναι συνεχής. Επιπλέον είναι άρτια, οπότε ισχύει∫ 1

−1
x2n−1F (x) dx = 0

για n = 1, 2, . . . (εξηγήστε γιατί) και ακόµη∫ 1

−1
x2nF (x) dx = 2

∫ 1

0
x2nF (x) dx = 2

∫ 1

0
x2nf(x) dx = 0

για κάθε n = 0, 1, . . . από την υπόθεση. ΄Αρα, η F ικανοποιεί τις υποθέσεις της ΄Ασκησης

2, οπότε είναι ταυτοτικά µηδέν. Ειδικότερα, f(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

8.4. ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας πολυωνύµων pn : [0, 1] → R µε pn(x) → 0 για κάθε

x ∈ [0, 1] και
∫ 1
0 pn(x) dx→ 1.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τα πολυώνυµα pn(x) = 2nx(1 − x2)n−1 µε x ∈ [0, 1]. Τότε εύκολα

ελέγχουµε ότι για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει pn(x)→ 0, αλλά
∫ 1
0 pn(x) dx = 1 για κάθε n ∈ N.

8.5. ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς και ϕραγµένης συνάρτησης f : (0, 1] → R ώστε να µην

υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων pn : (0, 1]→ R µε pn → f οµοιόµορφα στο (0, 1].
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Υπόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (0, 1] → R µε f(x) = sin(1/x). ∆εν υπάρχει

ακολουθία πολυωνύµων, η οποία να συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο (0, 1]. Πράγµατι·

αν αυτό ήταν σωστό ϑα υπήρχε πολυώνυµο p ώστε ‖f − p‖∞ < 1/2. Τότε ϑα είχαµε ότι

| sin(1/x) − p(x)| < 1/2 για κάθε 0 < x 6 1. Ειδικότερα, ϑα είχαµε ότι : για xn =

(2πn+ π
2 )−1 ισχύει

|1− p(0)| = lim
n→∞

∣∣∣∣sin( 1

xn

)
− p(xn)

∣∣∣∣ 6 1

2

ενώ για τα yn = (2πn− π
2 )−1 ισχύει :

|1 + p(0)| = lim
n→∞

∣∣∣∣sin( 1

yn

)
− p(yn)

∣∣∣∣ 6 1

2
.

Από τις δυο τελευταίες σχέσεις καταλήγουµε σε άτοπο: η πρώτη δίνει p(0) > 1/2 ενώ η

δεύτερη p(0) 6 −1/2.

8.6. (α) ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις µε f(x) < g(x) για κάθε x ∈ [0, 1].

Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p : [0, 1] → R ώστε f(x) < p(x) < g(x) για κάθε

x ∈ [0, 1].

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο q ώστε ex 6 q(x) 6 e2x για κάθε x ∈ [0, 1].

(γ) Αν h : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία

πολυωνύµων (pn) ώστε pn → h οµοιόµορφα στο [0, 1].

Υπόδειξη. (α) Αφού οι f, g είναι συνεχείς και g(x)− f(x) > 0 για κάθε x ∈ [0, 1], υπάρχει

m > 0 ώστε g(x) − f(x) > m για κάθε x ∈ [0, 1] (εξηγήστε γιατί). Καθώς, η
f+g
2 είναι

συνεχής, από το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass υπάρχει πολυώνυµο p ώστε ‖p −
f+g
2 ‖∞ < m

4 . Τότε, για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει :

f(x) <
f(x) + g(x)

2
− m

4
< p(x) <

f(x) + g(x)

2
+
m

4
< g(x).

(ϐ) Εφαρµόζουµε το προηγούµενο ερώτηµα για τις f(x) = ex και g(x) = 2e2x, x ∈ [0, 1].

Υπάρχει πολυώνυµο p ώστε et < p(t) < 2e2t για κάθε t ∈ [0, 1]. ΄Εστω x ∈ (0, 1]. Τότε,

έχουµε ∫ x

0
et dt <

∫ x

0
p(t) dt < 2

∫ x

0
e2t dt

δηλαδή,

ex <

∫ x

0
p(t) dt+ 1 < e2x

για κάθε x ∈ (0, 1]. ΄Επεται, ότι για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει

ex 6 q(x) 6 e2x,
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όπου q(x) =
∫ x
0 p(t) dt + 1. Παρατηρούµε ότι το q είναι πολυώνυµο, άρα έχουµε το

Ϲητούµενο.

(γ) Από το πρώτο ερώτηµα έχουµε ότι : για κάθε n ∈ N υπάρχει πολυώνυµο pn ώστε

h(x)− 1

n
< pn(x) < h(x)− 1

n+ 1

για κάθε x ∈ [0, 1]. Παρατηρούµε ότι η (pn) είναι γνησίως αύξουσα εκ κατασκευής και

ότι |pn(x) − h(x)| < 1
n για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ [0, 1]. ΄Επεται ότι η pn → h

οµοιόµορφα.

8.7. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι, για κάθε ε > 0

υπάρχει πολυώνυµο p ώστε ‖f − p‖∞ < ε και ‖f ′ − p′‖∞ < ε.

Υπόδειξη. 1η Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού f ∈ C1([0, 1]) από το ϑεώρηµα προσέγγισης

του Weierstrass έχουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο q ώστε ‖f ′ − q‖∞ < ε. Θεωρούµε το

πολυώνυµο p(x) =
∫ x
0 q(t) dt + f(0). Τότε, ισχύει p′(x) = q(x) και ακόµη αν x ∈ [0, 1]

έχουµε

|p(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0
q(t) dt−

∫ x

0
f ′(t) dt

∣∣∣∣ 6 ∫ x

0
|f ′(t)− q(t)| dt 6 εx 6 ε.

΄Αρα, ‖f − p‖∞ 6 ε και ‖f ′ − p′‖∞ < ε.

2η Απόδειξη. Μπορούµε να αποδείξουµε ότι : αν f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, τότε

[Bn(f)]′ → f ′ οµοιόµορφα και επειδή ισχύει Bn(f) → f οµοιόµορφα (από το ϑεώρηµα

του Bernstein) έχουµε το Ϲητούµενο. Γι’ αυτό το σκοπό δείξτε διαδοχικά τα εξής:

• p′n+1,k = (n+ 1)(pn,k−1 − pn,k), όπου pn,k(x) =
(
n
k

)
xk(1− xn−k).

• [Bn+1(f)]′ = (n+ 1)
∑n

k=0[f((k + 1)/n)− f(k/n)]pn,k.

• Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής, για κάθε k = 0, 1, . . . , n υπάρχει tk µε |tk− k
n+1 | 6

1
n+1

ώστε [Bn+1(f)]′ =
∑n

k=0 f
′(tk)pn,k.

• Χρησιµοποιώντας το παραπάνω εύκολα ϐλέπουµε ότι ‖[Bn+1(f)]′ − Bn(f ′)‖∞ 6

ωf ′(
1

n+1).

• Αποδεικνύοντας ότι για κάθε ϕραγµένη συνάρτηση g : [0, 1] → R ισχύει ‖Bn(g) −
g‖∞ 6 3

2ωg(
1√
n

) και συνδυάζοντας µε το προηγούµενο, συµπεραίνουµε ότι

‖[Bn+1(f)]′ − f ′‖∞ 6
5

2
ωf ′

(
1√
n

)
.
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΄Αρα, [Bn(f)]′ → f ′ οµοιόµορφα στο [0, 1], αφού η f ′ οµοιόµορφα συνεχής (Θυµη-

ϑείτε ότι µια συνάρτηση h : [0, 1] → R είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνον αν

ωh(δ)→ 0 καθώς δ → 0+).

Οµάδα Β΄

8.8. ∆είξτε ότι ο C([0, 1]) είναι διαχωρίσιµος.

Υπόδειξη. 1η Απόδειξη. Με χρήση του ϑεωρήµατος πρόσεγγισης του Weierstrass: Θα

δείξουµε ότι ο σύνολο Q[x] των πολυωνύµων µε ϱητούς συντελεστές είναι αριθµήσιµο και

πυκνό στον C([0, 1]). ΄Εστω f ∈ C([0, 1]) και ε > 0. Υπάρχει πολυώνυµο p(x) = a0 +

a1x + · · · + amx
m, ai ∈ R ώστε ‖f − p‖∞ < ε/2. Από την πυκνότητα των ϱητών, για

κάθε i = 0, 1, . . . ,m υπάρχει qi ∈ Q ώστε |ai − qi| < ε
2(m+1) . Τότε, το πολυώνυµο

q(x) = q0 + q1x+ · · ·+ qmx
m

ανήκει στο Q[x] και έχει την ιδιότητα : αν x ∈ [0, 1] τότε

|p(x)− q(x)| 6
m∑
i=0

|ai − qi|xi 6
m∑
i=0

|ai − qi| <
ε

2
.

΄Αρα, ‖p− q‖∞ 6 ε/2. Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε ότι ‖f − q‖∞ < ε. ΄Επεται ότι

το Q[x] είναι πυκνό στον C([0, 1]).

Παρατηρούµε ότι το Q[x] γράφεται σαν ένωση της µορφής Q[x] =
⋃∞
n=0Qn[x], όπου

Qn[x] είναι το σύνολο των πολυωνύµων µε ϱητούς συντελεστές και ϐαθµό το πολύ n. ΄Ετσι,

για να δείξουµε ότι το Q[x] είναι αριθµήσιµο αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε n το Qn[x]

είναι αριθµήσιµο. ΄Οµως, το Qn[x] είναι ισοπληθικό µε το Qn+1
µέσω της αντιστοιχίας q0 +

q1x+ · · ·+ qnx
n 7→ (q0, q1, . . . , qn). Αφού το Qn+1

είναι καρτεσιανό γινόµενο αριθµήσιµων

συνόλων, έπεται ότι είναι αριθµήσιµο.

2η Απόδειξη. Με χρήση των πολυγωνικών συναρτήσεων: Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε το

σύνολο Ln των συναρτήσεων στο [0, 1] όπου είναι συνεχείς και γραµµικές σε κάθε υπο-

διάστηµα Jk = [k−1n , kn ], k = 1, 2, . . . , n. (παρατηρήστε ότι µέσω αυτής της περιγραφής

οι συναρτήσεις αυτές είναι πλήρως καθορισµένες). Τότε, το σύνολο L των πολυγωνικών

συναρτήσεων (µε «κόµβους» στα σηµεία
k
n , k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N) είναι το

⋃∞
n=1 Ln. Στη

συνέχεια ϑεωρούµε το σύνολο Qn των συνεχών πολυγωνικών συναρτήσεων που παίρνουν

ϱητές τιµές στα
k
n , k = 0, 1, . . . , n. ∆ηλαδή,

Qn = Ln ∩ {f(k/n) ∈ Q : k = 0, 1, . . . , n}.

Τότε, το σύνολοQ των πολυγωνικών συναρτήσεων µε «ϱητούς κόµβους» (στα σηµεία k/n, k =

0, 1, . . . , n, n ∈ N) είναι το
⋃∞
n=1Qn. Παρατηρούµε (µε ένα επιχείρηµα όπως αυτό στην
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πρώτη απόδειξη) ότι για κάθε n ∈ N το Qn είναι αριθµήσιµο σύνολο. ΄Αρα, το Q είναι αριθ-

µήσιµο. Θα αποδείξουµε ότι το Q είναι πυκνό στον C([0, 1]). Γι’ αυτό αρκεί να δείξουµε ότι

το L είναι πυκνό στον C([0, 1]) και ότι το Q είναι πυκνό στο L (όπως στην πρώτη απόδειξη).

΄Εστω f ∈ C([0, 1]) και ε > 0. Από την οµοιόµορφη συνέχεια της f το [0, 1] έπεται

ότι υπάρχει n ∈ N ώστε αν x, y ∈ [0, 1] και |x − y| 6 1
n να ισχύει |f(x) − f(y)| <

ε/2. Θεωρούµε την πολυγωνική συνάρτηση g που είναι γραµµική σε κάθε υποδιάστηµα

[k−1n , kn ], k = 1, 2, . . . , n και g(k/n) = f(k/n). Τότε, g ∈ Ln και η g έχει την ιδιότητα

‖g − f‖∞ 6 ε. Πράγµατι, αν x ∈ [0, 1] τότε υπάρχει j ∈ {1, 2, . . . , n} ώστε
j−1
n 6 x 6 j

n .

΄Εχουµε:

|f(x)− g(x)| 6 |f(x)− f(k/n)|+ |g(k/n)− g(x)|

<
ε

2
+ |g((k − 1)/n)− g(k/n)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Αν τώρα πάρουµε g ∈ L ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να ϐρούµε όσο κοντά της ϑέλουµε

στοιχείο h τουQ. Πράγµατι· υπάρχει κάποιοm ∈ N ώστε g ∈ Lm. Για κάθε k = 0, 1, . . . ,m

επιλέγουµε qk ∈ Q ώστε g(k/n) < qk < g(k/n) + ε. Τότε, η πολυγωνική συνάρτηση h µε

h(k/n) = qk για k = 0, 1, . . . , n είναι στο Qm και έχει την ιδιότητα : g(x) < h(x) < g(x)+ε

για κάθε x ∈ [0, 1].

Σηµείωση. Παρατηρήστε και µε τις δύο αποδείξεις προκύπτει άµεσα ότι οι Lipschitz συ-

ναρτήσεις (στο [0, 1]) είναι πυκνές στον C([0, 1]). Αυτό έπεται από το γεγονός ότι κάθε

πολυώνυµο περιορισµένο σε ϕραγµένο διάστηµα είναι Lipschitz και κάθε πολυγωνική

συνάρτηση είναι Lipschitz.

8.9. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι |Bn(f)| 6 Bn(|f |) και Bn(f) > 0 αν f > 0.

(ϐ) ∆είξτε ότι ‖Bn(f)‖∞ 6 ‖f‖∞.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι η (Bn) είναι ακολουθία γραµµικών τελεστώνBn : C([0, 1])→
C([0, 1]). ∆ηλαδή, αν f, g ∈ C([0, 1]) και λ ∈ R τότεBn(f+λg) = Bn(f)+λBn(g). Επίσης,

είναι άµεσο από τον ορισµό ότι κάθε τελεστής Bn είναι ϑετικόσ: αν f > 0 τότε Bn(f) > 0.

Τέλος, αν x ∈ [0, 1] τότε

|Bn(f)(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

f(k/n)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
6

n∑
k=0

|f(k/n)|
(
n

k

)
xk(1− x)n−k

= Bn(|f |)(x)
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΄Αρα, |Bn(f)| 6 Bn(|f |).

(ϐ) Αφού οBn είναι ϑετικός και γραµµικός, είναι µονότονος: αν f 6 g τότεBn(f) 6 Bn(g).

Αφού

−‖f‖∞ 6 f(x) 6 ‖f‖∞

για κάθε x ∈ [0, 1], έχουµε

−Bn(‖f‖∞) 6 Bn(f) 6 Bn(‖f‖∞).

Από την Bn(‖f‖∞) = ‖f‖∞Bn(1) = ‖f‖∞ έπεται ότι |Bn(f)(x)| 6 ‖f‖∞ για κάθε x ∈
[0, 1]. Παίρνοντας supremum ως προς x έχουµε το Ϲητούµενο.

8.10. ΄Εστω 0 < a < b < 1 και f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει

ακολουθία (pn) πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές, ώστε pn → f οµοιόµορφα στο [a, b].

Υπόδειξη. ΄Εστω 0 < a < b < 1. Επεκτείνουµε συνεχώς την f στο [0, 1] σε µια συνάρτηση

g : [0, 1] → R µε g(0) = g(1) = 0 ως εξής: στο [0, a] την ορίζουµε γραµµική µε άκρα τα

(0, 0) και (a, f(a)) και οµοίως στο [b, 1]. Θεωρούµε την ακολουθία πολυωνύµων

Pn(g)(x) :=
n∑
k=0

⌊
g

(
k

n

)(
n

k

)⌋
xk(1− x)n−k, x ∈ [0, 1].

Τα Pn(g) έχουν ακέραιους συντελεστές και έχουν την ιδιότητα Pn(g) → g οµοιόµορφα

στο [0, 1] (άρα Pn(g) → f οµοιόµορφα στο [a, b], το οποίο είναι το Ϲητούµενο). Για να το

δείξουµε αυτό, αρκεί να δείξουµε ότι ‖Pn(g)−Bn(g)‖∞ → 0. ΄Εχουµε διαδοχικά:

|Bn(g)(x)− Pn(g)(x)| 6
n−1∑
k=1

(
g

(
k

n

)(
n

k

)
−
⌊
g

(
k

n

)(
n

k

)⌋)
xk(1− x)n−k

6
1

n

n∑
k=1

(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6

1

n

όπου στην προτελευταία ανισότητα έχουµε χρησιµοποιήσει το γεγονός ότι

(
n
k

)
> n για

k = 1, 2, . . . , n − 1 και στην τελευταία ότι
∑n

k=0

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k = 1. ΄Αρα, ‖Bn(g) −

Pn(g)‖∞ 6 1/n για κάθε n > 2. ΄Επεται ότι Pn(g)→ g οµοιόµορφα στο [0, 1].

8.11. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, η οποία δεν είναι πολυώνυµο. Αν (pn) είναι

ακολουθία πολυωνύµων ώστε pn → f οµοιόµορφα, δείξτε ότι deg(pn)→∞.

Υπόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι για κάθε k = 0, 1, . . . το σύνολο Rk[x] των πολυωνύµων

µε πραγµατικούς συντελεστές και ϐαθµό το πολύ k είναι κλειστό υποσύνολο του C([0, 1]).

Πράγµατι· αν (pn) είναι µια ακολουθία πολυωνύµων στονRk[x], τότε υπάρχουν ακολουθίες



164 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΧΩΡΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

(an0 ), (an1 ), . . . , (ank) ώστε pn(x) = an0 + an1x+ . . .+ ankx
k
για κάθε x ∈ R και n = 1, 2, . . ..

Υποθέτουµε ότι η pn → f οµοιόµορφα στο [0, 1]. Θα δείξουµε ότι κάθε ακολουθία (ani ), i =

0, 1, . . . , k συγκλίνει σε κάποιο ai ∈ R και άρα η f είναι το πολυώνυµο f(x) = a0 + a1x+

. . .+akx
k
. Θεωρούµε k+1 σηµεία t0 < t1 < . . . < tk (τυχαία αλλά σταθερά) στο διάστηµα

[0, 1]. Τότε, για κάθε n ∈ N ισχύει :
an0 + an1 t0 + . . .+ ank t

k
0 = pn(t0)

an0 + an1 t1 + . . .+ ank t
k
1 = pn(t1)

.

.

.

an0 + an1 tk + . . .+ ank t
k
k = pn(tk)

Το παραπάνω σύστηµα είναι γραµµικό (k+1)×(k+1) µε αγνώστους τα anj , j = 0, 1, . . . , k.

Επίσης, η ορίζουσά του είναι τύπου Vandermonde:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t0 . . . tk0
1 t1 . . . tk1
.
.
.

.

.

. . . .
.
.
.

1 tk . . . tkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

η οποία γνωρίζουµε ότι ισούται µε

D =
∏

06i<j6k

(tj − ti)

και δεν είναι µηδενική από την επιλογή των tj . Οπότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση

(an0 , a
n
1 , . . . , a

n
k), η οποία δίνεται ως anj =

Dj
D για j = 0, 1, . . . , k. Κάθε Dj είναι πεπερασµέ-

νος γραµµικός συνδυασµός των tij και pn(tj) για i, j = 0, 1, . . . , k (δηλαδή ακολουθία ως

προς n). Επειδή δε, pn(tj)→ f(tj) για j = 0, 1, . . . , k έχουµε ότι κάθε (anj )n∈N συγκλίνει

στο
1
D limn→∞Dj . Παρατηρήστε ότι χρειαστήκαµε µόνο την κατά σηµείο σύγκλιση της

(pn) στην f . Η απόδειξη του ισχυρισµού είναι πλήρης.

Αν δεν ισχύει το Ϲητούµενο, τότε υπάρχει (kn) γνησίως αύξουσα ακολουθία δεικτών

και m ∈ N ώστε deg(pkn) 6 m για n = 1, 2, . . .. Τότε, η ακολουθία (pkn) περιέχεται στο

κλειστό Rm[x] και συγκλίνει (οµοιόµορφα) στην f . ΄Αρα, η f είναι πολυώνυµο (ϐαθµού το

πολύ m), άτοπο.

8.12. ΄Εστω f : [1,∞)→ R συνεχής συνάρτηση µε limx→∞ f(x) = L ∈ R.

(α) Αν η f δεν είναι σταθερή, δείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε

pn → f οµοιόµορφα στο [1,∞).

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε pn( 1x)→ f(x) οµοιόµορφα ως

προς x στο [1,∞).
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Υπόδειξη. (α) Αφού η f δεν είναι σταθερή, υπάρχουν σηµεία 1 6 x < y ώστε δ :=

|f(x)− f(y)| > 0. Αν υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε pn → f οµοιόµορφα στο

[1,∞), τότε υπάρχει πολυώνυµο p ώστε

(∗) |p(t)− f(t)| < δ/3, t > 1.

Ειδικότερα, είναι |p(x) − p(y)| > δ/3. ΄Αρα, το πολυώνυµο p δεν είναι σταθερό, δηλαδή

|p(t)| → +∞ καθώς t → ∞. Επιπλέον, limt→∞ f(t) = L, οπότε υπάρχει z > 1 ώστε να

ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις: |f(t)−L| < δ/3 και |p(t)| > |L|+ δ για κάθε t > z. Τότε,

χρησιµοποιώντας την (∗) καταλήγουµε σε άτοπο ως εξής: αν t > z έχουµε

δ < |p(t)− L| 6 |p(t)− f(t)|+ |f(t)− L| < δ/3 + δ/ = 2δ/3.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση F : [0, 1]→ R µε

F (t) =

{
f(1/t), 0 < t 6 1

L, t = 0

Εύκολα ελέγχουµε ότι η F είναι συνεχής στο [0, 1], άρα από το ϑεώρηµα προσέγγισης του

Weierstrass υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε ‖pn − F‖∞ < 1
n για κάθε n ∈ N.

Ειδικότερα,

|pn(x)− F (x)| = |pn(x)− f(1/x)| < 1

n

για κάθε 0 < x 6 1 και n ∈ N. Ισοδύναµα,

|pn(1/x)− f(x)| < 1

n

για κάθε x > 1 και n ∈ N. Η τελευταία δίνει ότι pn(1/x)→ f(x) οµοιόµορφα στο [1,∞).

8.13. ∆είξτε ότι το σύνολο των πολυωνύµων (των περιορισµών τους στο [0, 1]) είναι σύνολο

πρώτης κατηγορίας στον C([0, 1]).

Υπόδειξη. Γράφουµε Rn[x] για το σύνολο των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές

και ϐαθµό το πολύ n. Τότε, το σύνολο όλων των πολυωνύµων γράφεται ως
⋃∞
n=0Rn[x].

Παρατηρήσαµε στην ΄Ασκηση 5 ότι ο Rn[x] είναι κλειστός στον C([0, 1]). Αν δείξουµε ότι για

κάθε n ∈ N το Rn[x] έχει κενό εσωτερικό στον C([0, 1]), τότε ϑα έχουµε γράψει το σύνολο

των πολυωνύµων ως αριθµήσιµη ένωση πουθενά πυκνών υποσυνόλων του C([0, 1]). Για

να το αποδείξουµε αυτό αρκεί να ϐρούµε οσοδήποτε κοντά σε κάθε πολυώνυµο συνεχή

συνάρτηση η οποία δεν είναι πολυώνυµο. ΄Εστω p πολυώνυµο και ε > 0. Θεωρούµε τη

συνεχή συνάρτηση h : [0, 1]→ R µε

h(x) =

{
x sin(1/x) + p(0), 0 < x 6 1

p(0), x = 0
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Υπάρχει 0 < δ < min{ε, 1} ώστε |p(x)− p(y)| < ε/2 για κάθε x, y ∈ [0, 1] µε |x− y| 6 δ.

Ορίζουµε τη συνεχή συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =


h(x), 0 6 x 6 δ

2
2
δ [p(δ)− h(δ/2)](x− δ/2) + h(δ/2), δ

2 < x < δ

p(x), δ 6 x 6 1

Η f είναι η Ϲητούµενη συνάρτηση: για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει |p(x) − f(x)| < 2ε. ∆ιακρί-

νουµε τις περιπτώσεισ:

• αν x ∈ [0, δ/2] τότε

|p(x)− f(x)| 6 |p(x)− p(0)|+ |x sin(1/x)| < ε

2
+
δ

2
< 2ε.

• αν x ∈ (δ/2, δ) τότε

|p(x)− f(x)| 6 |p(x)− h(δ/2)|+ 2

δ
|p(δ)− h(δ/2)|(x− δ/2)

6 |p(x)− p(0)|+ δ

2
| sin(2/δ)|+ |p(δ)− p(0)|+ δ

2
| sin(2/δ)|

< ε+ δ < 2ε.

• αν x ∈ [δ, 1] τότε

|p(x)− f(x)| = 0 < 2ε.

Σε κάθε περίπτωση ισχύει |p(x) − f(x)| < 2ε. Τέλος, παρατηρήστε ότι η f δεν είναι

πολυώνυµο αφού στο διάστηµα [0, δ/2] παίρνει άπειρες ϕορές την τιµή p(0) (και δεν είναι

σταθερή εκεί).
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