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Μέρος I

Μετρικοί χώροι
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Κεφάλαιο 1

Μετρικοί χώροι

1.1 Ορισµός και παραδείγµατα

Ορισµός 1.1.1 (µετρική). ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο. Μετρική στο X λέγεται κάθε
συνάρτηση ρ : X ×X → R µε τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) ρ(x, y) > 0 για κάθε x, y ∈ X και ρ(x, y) = 0 αν και µόνον αν x = y (η ρ είναι µη
αρνητική).

(ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) για κάθε x, y ∈ X (συµµετρική ιδιότητα).

(iii) ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z) για κάθε x, y, z ∈ X (τριγωνική ανισότητα).

Αν ρ είναι µια µετρική στο X τότε το Ϲεύγος (X, ρ) λέγεται µετρικός χώρος. Τα στοιχεία του
X ϑα λέγονται και σηµεία.

Παραδείγµατα 1.1.2. (α) Η συνήθης µετρική στο R είναι η

d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.

(ϐ) Η Ευκλείδεια µετρική στον Rm, τον χώρο των διατεταγµένων m-άδων ~x = (x1, . . . , xm)

πραγµατικών αριθµών, ορίζεται ως εξής: αν ~x = (x1, . . . , xm) και ~y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm,
τότε

ρ2(~x, ~y) =

(
m∑
i=1

(xi − yi)2
)1/2

.

Πρέπει ϕυσικά να ελεγχθεί η τριγωνική ανισότητα (ϐλέπε §1.3).

(γ) Κάθε µη κενό σύνολο X µπορεί να γίνει µετρικός χώρος κατά «τετριµµένο τρόπο»:
Θεωρούµε τη συνάρτηση δ : X ×X → R µε

δ(x, y) =

{
1, x 6= y

0, x = y

3
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ως µετρική (ελέγξτε ότι ικανοποιεί τις (i), (ii) και (iii) του ορισµού). Αυτή η µετρική λέγεται
διακριτή µετρική στο X.

(δ) Στο ίδιο σύνολο X µπορούµε να ορίσουµε πολλές διαφορετικές µετρικές: Αν έχουµε
µια συνάρτηση f : X → R η οποία είναι 1-1, τότε αυτή επάγει µια µετρική df στο X ως
εξής:

df (x, y) = |f(x)− f(y)|, x, y ∈ X.

Εύκολα ελέγχεται ότι η df είναι µετρική στο X.

(ε) Ο n-διάστατος κύβος του Hamming. Θεωρούµε το σύνολο

Hn = {0, 1}n =
{

(x1, x2, . . . , xn)
∣∣ xi = 0 ή 1, i = 1, . . . , n

}
.

Θεωρούµε την h : Hn × Hn → R, όπου h(x, y) είναι το πλήθος των ϑέσεων στις οποίες
διαφέρουν οι n-άδες x = (x1, . . . , xn) και y = (y1, . . . , yn), δηλαδή

h(x, y) = card
({

1 6 i 6 n : xi 6= yi
})
.

Αφήνεται σαν άσκηση για τον αναγνώστη να δείξει ότι η h είναι µετρική στο Hn. Ο
(
Hn, h

)
λέγεται κύβος του Hamming και η h µετρική του Hamming.

Ορισµός 1.1.3 (σχετική µετρική). ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος. Αν A είναι οποιοδή-
ποτε µη κενό υποσύνολο του X, η απεικόνιση ρA : A×A→ R µε

ρA(x, y) = ρ(x, y), x, y ∈ A

(ο περιορισµός δηλαδή της ρ στο A × A) είναι µετρική στο σύνολο A. Η µετρική ρA είναι
η σχετική µετρική που επάγεται από την ρ στο A.

Για παράδειγµα, κάθε µη κενό υποσύνολο του R είναι µετρικός χώρος µε τον περιορι-
σµό της συνήθους µετρικής σε αυτό.

Ορισµός 1.1.4 (διάµετρος). (α) ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος. Ο (X, ρ) λέγεται ϕραγ-

µένος αν υπάρχει C > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ X να ισχύει ρ(x, y) 6 C. Ισοδύναµα,
αν

sup{ρ(x, y) : x, y ∈ X} <∞.

Αν αυτό συµβαίνει, τότε η διάµετρος του (X, ρ) είναι ο αριθµός

diam(X) := sup{ρ(x, y) : x, y ∈ X}.

(ϐ) ΄Ενα µη κενό υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου (X, ρ) λέγεται ϕραγµένο αν ο µετρικός
χώρος (A, ρA) είναι ϕραγµένος. Ισοδύναµα, αν

sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} <∞.
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Αν αυτό συµβαίνει, τότε η διάµετρος του A είναι ο αριθµός

diam(A) := sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A}.

Συµφωνούµε ότι το κενό σύνολο (ως υποσύνολο οποιουδήποτε µετρικού χώρου) έχει µηδε-
νική διάµετρο.

Παραδείγµατα 1.1.5. (α) Το R µε τη συνήθη µετρική d(x, y) = |x−y| δεν είναι ϕραγµένος
µετρικός χώρος.

(ϐ) Το R µε τη µετρική που επάγει η arctan : R→ (−π
2 ,

π
2 ), δηλαδή

ρ(x, y) = | arctanx− arctan y|, x, y ∈ R

είναι ϕραγµένος µετρικός χώρος και µάλιστα diam (R, ρ) = π. Για την ανισότητα diam (R, ρ) >

π παρατηρήστε ότι
diam (R, ρ) > | arctann− arctan(−n)|

για κάθε n ∈ N, άρα

diam (R, ρ) > lim
n→∞

| arctann− arctan(−n)| = π

2
−
(
−π

2

)
= π.

Η άλλη ανισότητα προκύπτει εύκολα από το γεγονός ότι | arctan t| < π
2 για κάθε t ∈ R

(εξηγήστε γιατί).

(γ) Το R µε τη µετρική

σ(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
, x, y ∈ R

είναι επίσης ϕραγµένος µετρικός χώρος, αφού σ(x, y) < 1 για κάθε x, y ∈ R. ∆είξτε ότι
diam (R, σ) = 1.

(δ) Αν δ είναι η διακριτή µετρική σε ένα σύνολο X, τότε ο µετρικός χώρος (X, δ) είναι
ϕραγµένος (και, αν έχει περισσότερα από ένα σηµεία, η διάµετρός του είναι ίση µε 1).

1.2 Χώροι µε νόρµα

Πολλοί από τους κλασικούς µετρικούς χώρους που ϑα συναντήσουµε σε αυτό το µάθηµα
είναι ταυτόχρονα γραµµικοί χώροι. Επιπλέον, η µετρική τους συνδέεται ϕυσιολογικά µε
τη γραµµική τους δοµή. ΄Οπως λέµε, «επάγεται από µια νόρµα».

Ορισµός 1.2.1 (νόρµα). ΄Εστω X ένας πραγµατικός γραµµικός χώρος. Νόρµα στον X
είναι κάθε συνάρτηση ‖ · ‖ : X → R µε τις εξής ιδιότητες:

(α) ‖x‖ > 0 για κάθε x ∈ X και ‖x‖ = 0 αν και µόνον αν x = ~0 (µη αρνητική).
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(ϐ) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ για κάθε λ ∈ R και κάθε x ∈ X (ϑετικά οµογενής).

(γ) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ για κάθε x, y ∈ X (τριγωνική ανισότητα).

Αν ‖ · ‖ είναι µια νόρµα στον X, τότε το Ϲεύγος (X, ‖ · ‖) λέγεται χώρος µε νόρµα.

Παρατηρήσεις 1.2.2. (α) Αν ‖·‖ είναι µια νόρµα στονX, τότε η συνάρτηση d : X×X → R
µε

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ X

είναι µετρική (η µετρική που επάγεται στον X από τη νόρµα). Πράγµατι,

• d(x, y) = ‖x − y‖ > 0 για κάθε x, y ∈ X και ισχύει d(x, y) = ‖x − y‖ = 0 αν και
µόνο αν x− y = ~0 δηλαδή αν και µόνο αν x = y.

• d(y, x) = ‖y − x‖ = ‖(−1)(x− y)‖ = | − 1| · ‖x− y‖ = ‖x− y‖ για κάθε x, y ∈ X.

• Αν x, y, z ∈ X τότε

d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ 6 ‖x− y‖+ ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z).

Επιπλέον, η d είναι συµβατή µε τη γραµµική δοµή του χώρου:

• Η d είναι αναλλοίωτη ως προς µεταφορές, δηλαδή d(x+ z, y+ z) = d(x, y) για κάθε
x, y, z ∈ X.

• Η d είναι οµογενής, δηλαδή d(λx, λy) = |λ|d(x, y) για κάθε x, y ∈ X και για κάθε
λ ∈ R.

Παρατηρήστε ότι οι τελευταίες δύο ιδιότητες δεν έχουν νόηµα σε όλους τους µετρικούς χώ-
ϱους, αφού στην διατύπωσή τους εµπλέκονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού. Με άλλα λόγια, µια µετρική που επάγεται σε έναν γραµµικό χώρο από
µια νόρµα έχει πρόσθετες ιδιότητες και ο µετρικός χώρος που προκύπτει έχει πολύ πιο
πλούσια δοµή από αυτήν του «γενικού» µετρικού χώρου.

(ϐ) Χρήσιµο είναι να τονίσουµε ότι η κλάση των χώρων µε νόρµα είναι γνήσια υποκλάση
της κλάσης των µετρικών χώρων. Παρατηρήστε ότι κάθε γραµµικός χώρος X 6= {0} έχει
άπειρα το πλήθος σηµεία : αν x ∈ X, x 6= 0, τότε ο υπόχωρος span({x}) = {λx : λ ∈ R}
τουX έχει άπειρα το πλήθος σηµεία (για την ακρίβεια, είναι ισοπληθικός µε το R). Από την
άλλη πλευρά, κάθε πεπερασµένο µη κενό σύνολο γίνεται µετρικός χώρος µε τη διακριτή
µετρική.

Παρατηρήστε επίσης ότι σε κάθε (µη µηδενικό) γραµµικό χώρο X µπορούµε να ορί-
σουµε µετρική η οποία δεν επάγεται από νόρµα. Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε στον X
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τη διακριτή µετρική δ, τότε δεν υπάρχει νόρµα ‖ · ‖ : X → R ώστε δ(x, y) = ‖x − y‖. Η
απόδειξη αυτού του ισχυρισµού είναι απλή: αν υπήρχε τέτοια νόρµα, παίρνοντας x ∈ X,
x 6= 0, ϑα είχαµε

n‖x‖ = ‖nx‖ = δ(nx, 0) = 1

για κάθε n ∈ N ή ισοδύναµα ‖x‖ = 1/n για κάθε n = 1, 2, . . ., που είναι προφανώς άτοπο.

Στο υπόλοιπο αυτού του Κεφαλαίου ορίζουµε µερικούς κλασικούς χώρους µε νόρµα.

1.2.1 Χώροι πεπερασµένης διάστασης

1. Στον Rm ορίζουµε την supremum νόρµα ‖ · ‖∞ : Rm → R µε τον ακόλουθο τρόπο:
για κάθε x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm ϑέτουµε

‖x‖∞ := max{|xi| : i = 1, . . . ,m}.

Αποδεικνύουµε µόνο την τριγωνική ανισότητα. ΄Εχουµε

‖x+ y‖∞ = |xi0 + yi0 |

για κάποιον i0 ∈ {1, . . . , n}. Για το συγκεκριµένο i0,

|xi0 + yi0 | 6 |xi0 |+ |yi0 | 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Συνεπώς,
‖x+ y‖∞ 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Ο χώρος (Rm, ‖ · ‖∞) συµβολίζεται µε `m∞.

2. Στον Rm ορίζουµε την 1-νόρµα ‖ · ‖1 : Rm → R µε

‖x‖1 := |x1|+ · · ·+ |xm| =
m∑
i=1

|xi|.

Η τριγωνική ανισότητα είναι άµεση συνέπεια της τριγωνικής ανισότητας για την απόλυτη
τιµή στο R. Ο χώρος (Rm, ‖ · ‖1) συµβολίζεται µε `m1 .

3. Στον Rm ορίζουµε την Ευκλείδεια νόρµα ‖ · ‖2 : Rm → R µε

‖x‖2 :=

(
m∑
i=1

|xi|2
)1/2

.

΄Ολες οι ιδιότητες της νόρµας είναι τετριµµένες εκτός από την τριγωνική ανισότητα για την
απόδειξη της οποίας απαιτείται η ανισότητα Cauchy–Schwarz.
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Πρόταση 1.2.3 (Ανισότητα Cauchy–Schwarz). ΄Εστω x1, . . . , xm και y1, . . . , ym πραγµατι-

κοί αριθµοί. Τότε, ισχύει η ανισότητα

m∑
i=1

|xiyi| 6

(
m∑
i=1

|xi|2
)1/2( m∑

i=1

|yi|2
)1/2

.

Απόδειξη. Η απόδειξη που παραθέτουµε οφείλεται στον Schwarz. ΘέτουµεB =
∑m

i=1 |xiyi|,
A =

∑m
i=1 |xi|2 και C =

∑m
i=1 |yi|2. Πρέπει να δείξουµε ότι B2 6 AC ή ισοδύναµα

(2B)2 6 4AC. Θεωρούµε τη συνάρτηση p : R→ R µε

p(λ) := (λ|x1|+ |y1|)2 + · · ·+ (λ|xm|+ |ym|)2 > 0,

η οποία µετά από πράξεις παίρνει τη µορφή

p(λ) = Aλ2 + 2Bλ+ C > 0

για κάθε λ ∈ R. Αν A = 0 τότε xi = 0 για κάθε i = 1, . . . ,m και προφανώς η αρχική
ανισότητα ισχύει (ως ισότητα). Υποθέτουµε λοιπόν ότι A > 0 και τότε η p(λ) είναι τριώνυµο
το οποίο είναι µη αρνητικό για κάθε λ ∈ R. Από τη ϑεωρία του τριωνύµου πρέπει να ισχύει
(2B)2 − 4AC 6 0, το οποίο δίνει και τη Ϲητούµενη ανισότητα. 2

Επιστρέφουµε τώρα στην απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας για την Ευκλείδεια νόρ-
µα. ΄Εχουµε διαδοχικά

‖x+ y‖22 =
m∑
i=1

|xi + yi|2

=
m∑
i=1

|xi|2 + 2
m∑
i=1

xiyi +
m∑
i=1

|yi|2

6 ‖x‖22 + 2
m∑
i=1

|xiyi|+ ‖y‖22

6 ‖x‖22 + 2‖x‖2‖y‖2 + ‖y‖22

όπου στην τελευταία ανισότητα χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Cauchy–Schwarz. ΄Ετσι,

‖x+ y‖22 6 (‖x‖2 + ‖y‖2)2 =⇒ ‖x+ y‖2 6 ‖x‖2 + ‖y‖2.

Ο χώρος (Rm, ‖ · ‖2) λέγεται Ευκλείδειος χώρος και συµβολίζεται µε `m2 .
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4. Γενικότερα, στον Rm µπορούµε να ϑεωρήσουµε την p-νόρµα, 1 < p <∞, όπου

‖x‖p :=

(
m∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

Αποδεικνύουµε και σ΄ αυτή την περίπτωση µόνο την τριγωνική ανισότητα η οποία δεν είναι
άµεση. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε δύο ανισότητες.

Πρόταση 1.2.4 (Ανισότητα Holder). Αν x1, . . . , xm και y1, . . . , ym είναι πραγµατικοί αριθµοί

και p, q > 1 ώστε1 1
p + 1

q = 1, τότε ισχύει η ανισότητα

m∑
i=1

|xiyi| 6

(
m∑
i=1

|xi|p
)1/p( m∑

i=1

|yi|q
)1/q

.

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι η συνάρτηση log : (0,+∞) → R είναι κοίλη, για κάθε
x, y > 0 έχουµε

log

(
1

p
xp +

1

q
yq
)
>

1

p
log(xp) +

1

q
log(yq)

ή ισοδύναµα

log(xy) 6 log

(
1

p
xp +

1

q
yq
)
.

Από το γεγονός ότι η συνάρτηση log είναι αύξουσα έπεται ότι

(∗) xy 6
xp

p
+
yq

q
για κάθε x, y > 0.

΄Εστω τώρα x1, . . . , xm και y1, . . . , ym πραγµατικοί αριθµοί. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι
(|x1|p+· · ·+|xm|p)1/p 6= 0 και (|y1|q+· · ·+|ym|q)1/q 6= 0. Αλλιώς ισχύει x1 = · · · = xm = 0

ή y1 = · · · = ym = 0 και αυτό σηµαίνει ότι
∑m

i=1 |xiyi| = 0 οπότε η Ϲητούµενη ανισότητα
ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.

Θεωρούµε τους αριθµούς

ai =
|xi|

(|x1|p + · · ·+ |xm|p)1/p
, i = 1, . . . ,m

και
bi =

|yi|
(|y1|q + · · ·+ |ym|q)1/q

, i = 1, . . . ,m

για τους οποίους ισχύει ai, bi > 0 και

m∑
i=1

api =
m∑
i=1

bqi = 1.

1Οι p και q λέγονται συζυγείς εκθέτες.
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Αν λοιπόν εφαρµόσουµε την (∗) για κάθε Ϲεύγος ai, bi έχουµε ότι

aibi 6
api
p

+
bqi
q

και αθροίζοντας ως προς i = 1, . . . ,m ϐλέπουµε ότι
m∑
i=1

aibi 6
1

p

m∑
i=1

api +
1

q

m∑
i=1

bqi =
1

p
+

1

q
= 1.

Ισοδύναµα, ∑m
i=1 |xi||yi|

(|x1|p + · · ·+ |xm|p)1/p(|y1|q + · · ·+ |ym|q)1/q
6 1,

που δίνει το Ϲητούµενο :
m∑
i=1

|xiyi| 6 (|x1|p + · · ·+ |xm|p)1/p(|y1|q + · · ·+ |ym|q)1/q.

2

Παρατήρηση 1.2.5. Παρατηρήστε ότι η ανισότητα Holder αποτελεί γενίκευση της ανισό-
τητας Cauchy–Schwarz: η δεύτερη είναι ειδική περίπτωση της πρώτης για p = q = 2.

Πρόταση 1.2.6 (Ανισότητα Minkowski). Αν x1, . . . , xm και y1, . . . , ym είναι πραγµατικοί

αριθµοί και p > 1, τότε ισχύει η ανισότητα(
m∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

6

(
m∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
m∑
i=1

|yi|p
)1/p

.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι
∑m

i=1 |xi + yi|p > 0, αλλιώς δεν έχουµε τίποτα να
δείξουµε.

΄Εχουµε διαδοχικά

(+)
m∑
i=1

|xi + yi|p =
m∑
i=1

|xi + yi|p−1|xi + yi| 6
m∑
i=1

|xi + yi|p−1|xi|+
m∑
i=1

|xi + yi|p−1|yi|.

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Holder στο άθροισµα
∑m

i=1 |xi + yi|p−1|xi| παίρνουµε

m∑
i=1

|xi + yi|p−1|xi| 6

(
m∑
i=1

|xi + yi|q(p−1)
)1/q ( m∑

i=1

|xi|p
)1/p

όπου q ο συζυγής εκθέτης του p, δηλαδή 1
p + 1

q = 1 ή q(p− 1) = p. ΄Αρα, η προηγούµενη
ανισότητα γράφεται

m∑
i=1

|xi + yi|p−1|xi| 6

(
m∑
i=1

|xi + yi|p
)1/q ( m∑

i=1

|xi|p
)1/p

.
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Με ανάλογο τρόπο παίρνουµε

m∑
i=1

|xi + yi|p−1|yi| 6

(
m∑
i=1

|xi + yi|p
)1/q ( m∑

i=1

|yi|p
)1/p

.

Τελικά, από την (+) έχουµε

m∑
i=1

|xi + yi|p 6

(
m∑
i=1

|xi + yi|p
)1/q

( m∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
m∑
i=1

|yi|p
)1/p


ή (

m∑
i=1

|xi + yi|p
)1−1/q

6

(
m∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
m∑
i=1

|yi|p
)1/p

.

Το Ϲητούµενο προκύπτει από την 1− 1
q = 1

p . 2

Παρατηρήστε τώρα ότι η τριγωνική ανισότητα ‖x+ y‖p 6 ‖x‖p + ‖y‖p για την p-νόρµα
είναι ακριβώς η ανισότητα Minkowski (όπου x = (x1, . . . , xm) και y = (y1, . . . , ym)). Ο
χώρος (Rm, ‖ · ‖p) συµβολίζεται µε `mp .

5. Αξίζει τον κόπο να δούµε τη µορφή που παίρνουν οι επαγόµενες µετρικές dp(x, y) =

‖x− y‖p στον Rm. Αν x = (x1, . . . , xm) και y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, τότε

dp(x, y) =

(
m∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

αν 1 6 p <∞ και
d∞(x, y) = max{|xi − yi| : i = 1, . . . ,m}.

1.2.2 Χώροι ακολουθιών

1. Ο χώρος `∞ ≡ `∞(N) των ϕραγµένων ακολουθιών x : N→ R, δηλαδή

`∞ = {x : N→ R | υπάρχει M ≡M(x) > 0 : για κάθε n ∈ N ισχύει |x(n)| 6M}

είναι πραγµατικός γραµµικός χώρος µε τις κατά σηµείο πράξεις. Στον `∞ ορίζουµε την
supremum νόρµα ‖ · ‖∞ : `∞ → R µε

‖x‖∞ := sup{|x(n)| : n = 1, 2, . . .}.

Αποδεικνύουµε ότι η ‖ · ‖∞ είναι νόρµα:
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(α) Είναι ‖x‖∞ > 0 για κάθε x ∈ `∞. Αν ‖x‖∞ = 0, τότε |x(n)| = 0 για κάθε n ∈ N,
δηλαδή x(n) = 0 για n = 1, 2, . . .. Συνεπώς, x = 0.
(ϐ) Ισχύει ‖λx‖∞ = supn |λx(n)| = |λ| supn |x(n)| = |λ| · ‖x‖∞, για κάθε λ ∈ R.
(γ) ΄Εστω x, y ∈ `∞ και n ∈ N. Τότε,

|x(n) + y(n)| 6 |x(n)|+ |y(n)| 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Παίρνοντας supremum ως προς n συµπεραίνουµε ότι

‖x+ y‖∞ = sup
n>1
|x(n) + y(n)| 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

2. Ο χώρος c0 ≡ c0(N) των µηδενικών ακολουθιών, δηλαδή

c0 =
{
x : N→ R

∣∣∣ lim
n→∞

x(n) = 0
}

είναι επίσης γραµµικός χώρος (και µάλιστα γραµµικός υπόχωρος του `∞ αφού κάθε συ-
γκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη) µε τις κατά σηµείο πράξεις. Σε αυτόν ϑεωρούµε την
supremum νόρµα που κληρονοµεί από τον `∞.

3. Ο χώρος `1 ≡ `1(N) των 1-αθροίσιµων ακολουθιών2 δηλαδή,

`1 =

{
x : N→ R

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

|x(n)| < +∞

}
είναι γραµµικός υπόχωρος του c0. Πράγµατι, γνωρίζουµε ότι αν

∑∞
n=1 |x(n)| < +∞ τότε

lim
n→∞

x(n) = 0. Ορίζουµε τη νόρµα ‖ · ‖1 : `1 → R µε

‖x‖1 :=
∞∑
n=1

|x(n)|.

4. Γενικότερα, αν 1 6 p <∞, ο χώρος `p ≡ `p(N) των p-αθροίσιµων ακολουθιών αποτε-
λείται από όλες τις ακολουθίες x : N→ R για τις οποίες ισχύει

∑∞
n=1 |x(n)|p < +∞. Στον

`p ορίζουµε την p–νόρµα

‖x‖p :=

( ∞∑
n=1

|x(n)|p
)1/p

.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Minkowski για πεπερασµένα αθροίσµατα και περνώντας
στο όριο, αποδείξτε ότι η ‖ · ‖p ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα (οι άλλες ιδιότητες της
νόρµας ελέγχονται εύκολα).

2Μιλάµε λοιπόν για τις ακολουθίες των οποίων η σειρά είναι απολύτως συγκλίνουσα.
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5. Θεωρούµε τον χώρο c00 ≡ c00(N) των τελικά µηδενικών ακολουθιών. ∆ηλαδή, x ∈ c00
αν και µόνον αν υπάρχει n0 ≡ n0(x) ∈ N ώστε x(n) = 0 για κάθε n > n0. Σε αυτό το χώρο
µπορούµε να ορίσουµε οποιαδήποτε από τις p–νόρµες, 1 6 p 6∞.

1.2.3 Χώροι συναρτήσεων

1. Ο χώρος C([0, 1]) των συνεχών συναρτήσεων επί του [0, 1] είναι το σύνολο

C([0, 1]) = {f : [0, 1]→ R | f συνεχής}

το οποίο είναι γραµµικός χώρος µε τις κατά σηµείο πράξεις. Στον C([0, 1]) ορίζουµε την
‖ · ‖∞ : C([0, 1])→ R, µε

‖f‖∞ = sup{|f(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Παρατηρήστε ότι το sup όντως υπάρχει, αφού η |f | : [0, 1]→ R είναι συνεχής, και µάλιστα
είναι max διότι κάθε συνεχής συνάρτηση, που είναι ορισµένη σε κλειστό διάστηµα, παίρνει
µέγιστη τιµή. Ελέγξτε ότι η ‖ · ‖∞ είναι νόρµα.

2. Στον C([0, 1]) µπορούµε επίσης να ϑεωρήσουµε την 1-νόρµα

‖f‖1 :=

∫ 1

0
|f(t)| dt

και γενικότερα, για κάθε 1 6 p <∞, την p–νόρµα

‖f‖p :=

(∫ 1

0
|f(t)|p dt

)1/p

.

Για να δείξουµε ότι η ‖ · ‖p ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, αρκεί να παρατηρήσουµε
ότι οι ανισότητες Holder και Minkowski ισχύουν και για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.

Ανισότητα Holder για συναρτήσεις. Αν f, g : [0, 1] → R είναι συνεχείς συναρτήσεις,

1 < p <∞ και q είναι ο συζυγής εκθέτης του p (δηλαδή, 1
p + 1

q = 1), τότε

∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p(∫ 1

0
|g(t)|qdt

)1/q

.

Η απόδειξη της ανισότητας Holder είναι εντελώς ανάλογη µε αυτήν της αντίστοιχης
ανισότητας για πεπερασµένες ακολουθίες. Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι

(∗) |f(t)g(t)| 6 1

p
|f(t)|p +

1

q
|g(t)|q
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για κάθε t ∈ [0, 1]. Αν κάνουµε την πρόσθετη υπόθεση ότι
∫ 1
0 |f(t)|pdt =

∫ 1
0 |g(t)|qdt = 1,

τότε παίρνοντας ολοκληρώµατα στην (∗) έχουµε∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6 1

p

∫ 1

0
|f(t)|pdt+

1

q

∫ 1

0
|g(t)|qdt

=
1

p
+

1

q
= 1

=

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p(∫ 1

0
|g(t)|qdt

)1/q

.

Στη γενική περίπτωση, «κανονικοποιούµε» τις f και g, ϑεωρώντας τις f1 := f/‖f‖p και
g1 := g/‖g‖q.

Κατόπιν, χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder για συναρτήσεις και ακολουθώντας
ϐήµα προς ϐήµα την απόδειξη της ανισότητας Minkowski για πεπερασµένες ακολουθίες,
µπορούµε να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα για την ‖ · ‖p:

Ανισότητα Minkowski για συναρτήσεις. Αν f, g : [0, 1]→ R είναι συνεχείς συναρτήσεις

και 1 6 p <∞, τότε(∫ 1

0
|f(t) + g(t)|pdt

)1/p

6

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p

+

(∫ 1

0
|g(t)|pdt

)1/p

.

3. Στον C1([0, 1]), τον χώρο των συναρτήσεων f : [0, 1]→ R που έχουν συνεχή παράγωγο,
µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη νόρµα

‖f‖ := ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

Παρατηρήστε ότι η

‖f‖′ := ‖f ′‖∞

δεν είναι νόρµα (και δεν επάγει µετρική) στον C1([0, 1]).

4. Αξίζει τον κόπο να δούµε τη µορφή που παίρνουν οι επαγόµενες µετρικές dp(f, g) =

‖f − g‖p στον C([0, 1]). Αν f, g : [0, 1]→ R είναι συνεχείς συναρτήσεις, τότε

dp(f, g) =

(∫ 1

0
|f(t)− g(t)|pdt

)1/p

αν 1 6 p <∞ και

d∞(f, g) = max{|f(t)− g(t)| : t ∈ [0, 1]}.
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1.3 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω (X, ‖·‖) χώρος µε νόρµα. ∆είξτε ότι η νόρµα είναι άρτια συνάρτηση και ικανοποιεί
την ανισότητα ∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ 6 ‖x− y‖
για κάθε x, y ∈ X.

2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) |ρ(x, z)− ρ(y, z)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y, z ∈ X.
(ϐ) |ρ(x, y)− ρ(z, w)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, w) για κάθε x, y, z, w ∈ X.

3. Στο R ϑεωρούµε τη συνάρτηση σ : R × R → R µε σ(a, b) =
√
|a− b|. Αποδείξτε ότι ο

(R, σ) είναι µετρικός χώρος.
Γενικότερα, δείξτε ότι : αν (X, ‖ · ‖) είναι χώρος µε νόρµα και αν ϑεωρήσουµε την

d : X ×X → R µε
d(x, y) =

√
‖x− y‖, x, y ∈ X,

τότε ο (X, d) είναι µετρικός χώρος.

4. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ρ1 = min{d, 1}, ρ2 = d
1+d και

dα = dα (0 < α < 1) είναι µετρικές στο X.

5. Αν d1, d2 είναι µετρικές στο σύνολο X εξετάστε αν οι d1 + d2, max{d1, d2}, min{d1, d2}
είναι µετρικές στο X. Αν η d είναι µετρική στο X, είναι η d2 µετρική στο X;

6. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες της διαµέτρου:

(α) diam(A) = 0 αν και µόνο αν A = ∅ ή το A είναι µονοσύνολο (δηλαδή, A = {x} για
κάποιο x ∈ X).

(ϐ) Αν A ⊆ B ⊆ X τότε diam(A) 6 diam(B).

(γ) Αν A,B ⊆ X τότε ισχύει η ανισότητα

diam(A ∩B) 6 min{diam(A),diam(B)} 6 max{diam(A), diam(B)} 6 diam(A ∪B).

Ισχύει η ανισότητα
diam(A ∪B) 6 diam(A) + diam(B)

για κάθε Ϲευγάρι υποσυνόλων A,B του X;
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(δ) Αν (An) είναι µια ακολουθία υποσυνόλων του X µε diam(An) → 0 καθώς n → ∞,
δείξτε ότι το

⋂∞
n=1An είναι το πολύ µονοσύνολο (έχει το πολύ ένα στοιχείο).

7. ∆είξτε ότι ένα υποσύνολο A του µετρικού χώρου (X, ρ) είναι ϕραγµένο αν και µόνον αν
υπάρχουν x0 ∈ X και r > 0 ώστε ρ(a, x0) 6 r για κάθε a ∈ A.

8. ΄Εστω A1, . . . , Ak ϕραγµένα µη κενά υποσύνολα του µετρικού χώρου (X, ρ). ∆είξτε ότι
το σύνολο A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak είναι επίσης ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄

9. (α) ΄Εστω f : [0,∞) → [0,∞) αύξουσα συνάρτηση µε f(0) = 0 και f(x) > 0 για κάθε
x > 0. Υποθέτουµε επίσης ότι η f είναι υποπροσθετική, δηλ. f(x + y) 6 f(x) + f(y) για
κάθε x, y > 0. ∆είξτε ότι : αν η d είναι µετρική στο X τότε και η f ◦ d είναι µετρική στο X.

(ϐ) Αποδείξτε ότι αν f : [0,∞)→ R+, τότε καθεµιά από τις ακόλουθες ιδιότητες είναι ικανή
να εξασφαλίσει την υποπροσθετικότητα της f :

(i) Η f είναι κοίλη συνάρτηση.
(ii) Η συνάρτηση x 7→ f(x)

x , x > 0 είναι ϕθίνουσα.

(γ) Χρησιµοποιώντας τα (α) και (ϐ) δείξτε ότι οι συναρτήσεις της ΄Ασκησης 4 είναι µετρικές.

10. (Ανισότητα Holder για συναρτήσεις) ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις και
p, q συζυγείς εκθέτες (δηλ. p, q > 1 και 1

p + 1
q = 1). ∆είξτε ότι

∫ 1

0
|f(t)g(t)| dt 6

(∫ 1

0
|f(t)|p dt

)1/p(∫ 1

0
|g(t)|q dt

)1/q

.

11. ∆είξτε ότι ο χώρος (C([0, 1]), ‖ · ‖p) µε

‖f‖p =

(∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p

είναι χώρος µε νόρµα.

12. Θεωρούµε τον χώρο S όλων των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. ΄Εστω (mk)

ακολουθία ϑετικών αριθµών, µε
∑

kmk < +∞. Ορίζουµε απόσταση d στον S ως εξής: αν
x = (xn), y = (yn) ∈ S, ϑέτουµε

d(x, y) =
∞∑
n=1

mn
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

∆είξτε ότι ο (S, d) είναι µετρικός χώρος, και υπολογίστε τη διάµετρό του.
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13. ΄Εστω P το σύνολο των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές. Αν p(x) = a0 +

a1x+ · · ·+ anx
n είναι ένα πολυώνυµο από το P, το ύψος του p είναι το

h(p) = max{|ai| : i = 0, 1, . . . , n}.

(α) ∆είξτε ότι ο P είναι γραµµικός χώρος µε τις πράξεις κατά σηµείο και η συνάρτηση
h : P → R είναι νόρµα στον P.

(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση σ : P → R, µε

σ(p) = |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an|

είναι νόρµα στον P.

(γ) ∆είξτε ότι h(p) 6 σ(p) 6 (n+ 1)h(p) για κάθε πολυώνυµο p ϐαθµού το πολύ n.

14. Θεωρούµε το χώρο (P, h) της προηγούµενης άσκησης και τον (c00, ‖ · ‖∞). Αποδείξτε
ότι η συνάρτηση f : (P, h)→ (c00, ‖ · ‖∞) µε

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n f7−→ f(p) := a = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)

είναι ισοµορφισµός γραµµικών χώρων που διατηρεί τις αποστάσεις. ∆ηλαδή, η f είναι 1-1,
επί και ικανοποποιεί τις σχέσεις

(i) f(p+ q) = f(p) + f(q),

(ii) f(λp) = λf(p),

(iii) ‖f(p)‖∞ = h(p)

για κάθε p, q ∈ P και λ ∈ R.

Οµάδα Γ΄

15. Σταθεροποιούµε έναν πρώτο αριθµό p και ϑεωρούµε το σύνολο Z των ακεραίων. Αν
m,n ∈ Z µεm 6= n, ϑέτουµε p(n,m) τη µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί τον |n−m|,
δηλαδή αν m 6= n, τότε

p(m,n) = max{k > 0 : m ≡ nmod pk}.

Ορίζουµε σp : Z× Z→ R µε

σp(m,n) =

{
2−p(m,n), m 6= n

0, m = n
.
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∆είξτε ότι η σp είναι µετρική στο Z και ο (Z, σp) είναι ϕραγµένος µετρικός χώρος.

16. ΄Εστω ∅ 6= A ⊆ (0,+∞). Αποδείξτε ότι υπάρχει µετρικός χώρος (X, ρ) ώστε

A = {ρ(x, y) : x, y ∈ X, x 6= y}.

17. Θεωρούµε τους χώρους `p, 1 6 p 6∞ και c0.

(α) ∆είξτε ότι : αν 1 6 p < q 6∞ τότε `p ⊆ `q και ότι ο εγκλεισµός είναι γνήσιος.

(ϐ) ∆είξτε ότι : αν 1 6 p <∞ τότε `p ⊆ c0 και ότι ο εγκλεισµός είναι γνήσιος.

(γ) Να ϐρεθεί ακολουθία x = (xn) που συγκλίνει στο 0 αλλά δεν ανήκει σε κανέναν `p,
1 6 p <∞. Με άλλα λόγια, ο c0 περιέχει γνήσια την ένωση

⋃
{`p : 1 6 p <∞}.

(δ) Να ϐρεθεί ακολουθία x = (xn) ώστε x /∈ `1 αλλά x ∈ `p για κάθε p > 1.

18. Ο κύβος του Hilbert H∞ είναι η συλλογή όλων των ακολουθιών x = (xn) µε |xn| 6 1

για κάθε n ∈ N.

(α) ∆είξτε ότι η

d(x, y) =
∞∑
n=1

2−n|xn − yn|

ορίζει µετρική στο H∞.

(ϐ) Αν x, y ∈ H∞ και k ∈ N, ϑέτουµε Mk = max{|x1 − y1|, . . . , |xk − yk|}. ∆είξτε ότι

2−kMk 6 d(x, y) 6 2−k+1 +Mk.

19. Θεωρούµε τη µοναδιαία Ευκλείδεια σφαίρα Sm−1 = {x ∈ Rm : ‖x‖2 = 1} στον Rm.
Ορίζουµε «απόσταση» ρ(x, y) δύο σηµείων x, y ∈ Sm−1 να είναι η κυρτή γωνία xoy στο
επίπεδο που ορίζεται από την αρχή των αξόνων o και τα x, y. ∆είξτε ότι : αν ρ(x, y) = θ τότε

‖x− y‖2 = 2 sin
θ

2

και συµπεράνατε ότι

2

π
ρ(x, y) 6 ‖x− y‖2 6 ρ(x, y), x, y ∈ Sm−1.

Είναι η ρ µετρική στην Sm−1;



Κεφάλαιο 2

Σύγκλιση ακολουθιών και συνέχεια

συναρτήσεων

2.1 Σύγκλιση ακολουθιών

Στον Απειροστικό Λογισµό µελετήσαµε τη σύγκλιση ακολουθιών πραγµατικών αριθµών.
Με τον όρο ακολουθία πραγµατικών αριθµών εννοούµε κάθε συνάρτηση x : N → R (µε
πεδίο ορισµού το σύνολο των ϕυσικών αριθµών και τιµές στο R). Συνήθως, γράφουµε
xn := x(n) για το n-οστό όρο της ακολουθίας x και συµβολίζουµε τις ακολουθίες µε
{xn}∞n=1 ή {xn} ή (xn).

Αν (xn) είναι µια ακολουθία στο R, λέµε ότι η (xn) συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό
x αν ισχύει το εξής:

Για κάθε ε > 0 υπάρχει ϕυσικός n0 ≡ n0(ε) µε την ιδιότητα : αν n ∈ N και
n > n0(ε), τότε |xn − x| < ε.

Σε αυτή την περίπτωση, γράφουµε limxn = x ή lim
n→∞

xn = x ή, πιο απλά, xn → x.

Σε αυτή την παράγραφο δίνουµε τον ορισµό του ορίου για µια ακολουθία (xn) σε ένα
µετρικό χώρο (X, ρ). Ο ορισµός υπαγορεύεται από τον αντίστοιχο ορισµό για ακολουθίες
πραγµατικών αριθµών: η ϐασική ιδέα είναι ότι µια ακολουθία (xn) συγκλίνει στο x ∈ X
αν µπορούµε να ϐρούµε όσο κοντά ϑέλουµε στο x ένα τελικό τµήµα της ακολουθίας {xn :

n > n0}. Ισοδύναµα, ϑα λέγαµε ότι η (xn) συγκλίνει στο x αν η απόσταση του xn από το x
τείνει στο 0 όταν το n τείνει στο άπειρο. Οι ϐασικές πρώτες συνέπειες του ορισµού του ορίου
εξακολουθούν να ισχύουν στο γενικό πλαίσιο των µετρικών χώρων. Οι αποδείξεις δεν έχουν
καµία ουσιαστική διαφορά από τις αντίστοιχες αποδείξεις για ακολουθίες πραγµατικών
αριθµών.

19
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2.1.1 Συγκλίνουσες ακολουθίες

΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος. Ακολουθία στον X είναι κάθε συνάρτηση x : N →
X. Γράφουµε xn := x(n) για τον n-οστό όρο της ακολουθίας x και συµβολίζουµε τις
ακολουθίες µε {xn}∞n=1 ή {xn} ή (xn) ή x = (x1, x2, . . . , xn, . . .).

Ορισµός 2.1.1 (σύγκλιση ακολουθίας). Λέµε ότι µια ακολουθία (xn) στο µετρικό χώρο
(X, ρ) συγκλίνει στο x ∈ X ως προς τη µετρική ρ (ή είναι ρ-συγκλίνουσα) αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ≡ n0(ε) ∈ N ώστε αν n > n0 να ισχύει ρ(xn, x) < ε.

Για να το δηλώσουµε αυτό γράφουµε xn
ρ−→ x ή απλώς xn → x. Το x λέγεται ρ-όριο (ή

απλώς όριο) της ακολουθίας.

Πρόταση 2.1.2. ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ) και έστω x ∈ X. Τότε,

xn
ρ−→ x αν και µόνο αν η ακολουθία (ρ(xn, x))n πραγµατικών αριθµών είναι µηδενική.

Απόδειξη. Αρκεί να συγκρίνουµε τους δύο ορισµούς: η ακολουθία (ρ(xn, x))n στο R
είναι µηδενική αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ≡ n0(ε) ∈ N ώστε αν n > n0 να ισχύει
ρ(xn, x) = |ρ(xn, x)− 0| < ε. ΄Οµως αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν xn

ρ−→ x. 2

Πρόταση 2.1.3. ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Αν υπάρχει το όριο

της (xn), τότε αυτό είναι µοναδικό.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι xn
ρ−→ x και xn

ρ−→ y, όπου x, y ∈ X. Θα δείξουµε ότι x = y.
Πράγµατι : για κάθε n ∈ N έχουµε

0 6 ρ(x, y) 6 ρ(x, xn) + ρ(xn, y).

Αν ϑεωρήσουµε τυχόν ε > 0, υπάρχει n0 ∈ N ώστε, για κάθε n > n0,

ρ(xn, x) <
ε

2
και ρ(xn, y) <

ε

2
.

Τότε, για κάθε n > n0,

ρ(x, y) 6 ρ(x, xn) + ρ(xn, y) < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι ρ(x, y) = 0, άρα x = y. 2

Πρόταση 2.1.4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αν (xn), (yn) ακολουθίες στονX και x, y ∈
X µε xn

ρ−→ x και yn
ρ−→ y, τότε ρ(xn, yn)→ ρ(x, y).

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε ένα Λήµµα που έχει ανεξάρτητο ενδιαφέρον :
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Λήµµα 2.1.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε ισχύουν οι ανισότητες:

(α) |ρ(x, z)− ρ(y, z)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y, z ∈ X.

(ϐ) |ρ(x, y)− ρ(z, w)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, w) για κάθε x, y, z, w ∈ X.

Απόδειξη του Λήµµατος. (α) ΄Εστω x, y, z ∈ X. Από την τριγωνική ανισότητα της µετρικής
έχουµε

ρ(x, z) 6 ρ(x, y) + ρ(y, z)⇒ ρ(x, z)− ρ(y, z) 6 ρ(x, y),

ρ(y, z) 6 ρ(y, x) + ρ(x, z)⇒ ρ(y, z)− ρ(x, z) 6 ρ(y, x).

Συνδυάζοντας τις δυο ανισότητες παίρνουµε

|ρ(x, z)− ρ(y, z)| 6 ρ(x, y).

(ϐ) Αν x, y, z, w ∈ X, από την τριγωνική ανισότητα στο R έχουµε

|ρ(x, y)− ρ(z, w)| 6 |ρ(x, y)− ρ(z, y)|+ |ρ(z, y)− ρ(z, w)|

΄Οµως, από το (α) ισχύει

|ρ(x, y)− ρ(z, y)|+ |ρ(z, y)− ρ(z, w)| 6 ρ(x, z) + ρ(y, w).

2

Επιστρέφουµε τώρα στην απόδειξη της πρότασης: χρησιµοποιώντας την ανισότητα (ϐ) του
Λήµµατος 2.1.5 ϐλέπουµε ότι

|ρ(xn, yn)− ρ(x, y)| 6 ρ(xn, x) + ρ(yn, y)→ 0

καθώς n→∞, αφού xn
ρ−→ x και yn

ρ−→ y. 2

2.1.2 Παραδείγµατα σύγκλισης σε µετρικούς χώρους

1. Θεωρούµε τη διακριτή µετρική δ σε ένα σύνολο X. Τότε, µια ακολουθία (xn) στον
(X, δ) είναι συγκλίνουσα αν και µόνον αν είναι τελικά σταθερή.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι xn
δ−→ x. Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : αν n > n0 τότε

δ(xn, x) < 1
2 . Από τον ορισµό της διακριτής µετρικής, έπεται ότι δ(xn, x) = 0 για κάθε

n > n0 ή αλλιώς, ότι xn = x για κάθε n > n0. Συνεπώς η (xn) είναι τελικά σταθερή. Το
αντίστροφο είναι προφανές από τον ορισµό του ορίου: σε κάθε µετρικό χώρο, κάθε τελικά
σταθερή ακολουθία είναι συγκλίνουσα. 2
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Το ίδιο επιχείρηµα δείχνει ότι στον κύβο του Hamming (Hn, h) µια ακολουθία συγκλί-
νει αν και µόνον αν είναι τελικά σταθερή: έστω (xm) ακολουθία στον Hn µε xm

h−→ x.
Τότε, υπάρχει m0 ∈ N ώστε αν m > m0 να ισχύει h(xm, x) < 1

2 . ΄Οµως η h παίρνει µόνο
τις τιµές 0, 1, . . . , n. ΄Αρα, h(xm, x) = 0 για κάθε m > m0. ∆ηλαδή, xm = x για κάθε
m > m0. 2

2. Πεπερασµένο γινόµενο µετρικών χώρων. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) µετρικοί χώροι
και X =

∏k
i=1Xi το καρτεσιανό τους γινόµενο. ∆ηλαδή, τα στοιχεία του X είναι k-άδες

της µορφής x = (x(1), . . . , x(k)) µε x(j) ∈ Xj , j = 1, . . . , k. Μια µετρική d στο γινόµενο
X =

∏k
i=1Xi λέγεται µετρική γινόµενο αν ισχύει το εξής:

Μια ακολουθία xn = (xn(1), . . . , xn(k)) στοX συγκλινει στο x = (x(1), . . . , x(k))

ως προς την d αν και µόνο αν συγκλίνει κατά συντεταγµένη, δηλαδή xn(i)
di−→

x(i) για κάθε i = 1, . . . , k.

Παράδειγµα: στο X ορίζουµε τη µετρική d =
∑k

j=1 dj , δηλαδή

d(x, y) =
k∑
j=1

dj(x(j), y(j)).

Τότε, η d είναι µετρική γινόµενο.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στο X. Τότε, η (xn) έχει τη µορφή

xn = (xn(1), xn(2), . . . , xn(k)), n = 1, 2, . . . .

Αν λοιπόν υποθέσουµε ότι xn
d−→ x = (x(1), x(2), . . . , x(k)) τότε xn(i)

di−→ x(i) για
i = 1, . . . , k. Πράγµατι· αν i ∈ {1, 2, . . . , k} έχουµε

di(xn(i), x(i)) 6
k∑
j=1

dj(xn(j), x(j)) = d(xn, x) −→ 0

καθώς n→∞, δηλαδή xn(i)
di−→ x(i).

Αντίστροφα· αν xn(i)
di−→ x(i) για i = 1, 2, . . . , k, αυτό σηµαίνει ότι di(xn(i), x(i))→ 0 για

i = 1, 2, . . . , k. Συνεπώς,

d(xn, x) = d1(xn(1), x(1)) + · · ·+ dk(xn(k), x(k)) −→ 0

καθώς n→∞, δηλαδή xn
d−→ x. 2
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3*. ΄Απειρο γινόµενο µετρικών χώρων. ΄Εστω (Xi, di), i = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών
χώρων ώστε di(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ Xi, i = 1, 2, . . .. Στο X =

∏∞
i=1Xi ορίζουµε τη

µετρική d : X ×X → R µε

d(x, y) =

∞∑
i=1

1

2i
di(x(i), y(i)),

όπου x = (x(1), x(2), . . . ), y = (y(1), y(2), . . . ) µε x(i), y(i) ∈ Xi για κάθε i = 1, 2, . . .. Η
d είναι πράγµατι µετρική και µπορούµε να ελέγξουµε ότι είναι µετρική γινόµενο (δηλαδή,
η σύγκλιση ως προς την d είναι ισοδύναµη µε τη σύγκλιση κατά συντεταγµένη): ΄Εστω (xm)

ακολουθία στον (X, d). Τότε η (xm) είναι ακολουθία ακολουθιών :

x1 = (x1(1), x1(2), . . . , x1(i), . . .)

x2 = (x2(1), x2(2), . . . , x2(i), . . .)

...

xm = (xm(1), xm(2), . . . , xm(i), . . .)

...

Για τη µία κατεύθυνση, υποθέτουµε ότι xm
d−→ x = (x(1), x(2), . . . , x(i), . . .) καθώς το

m → ∞. Θα δείξουµε ότι, για κάθε i = 1, 2, . . ., ισχύει xm(i)
di−→ x(i) καθώς m → ∞.

΄Εστω i ∈ N. Τότε, για κάθε m ∈ N ισχύει

2−idi(xm(i), x(i)) 6
∞∑
j=1

2−jdj(xm(j), x(j)) = d(xm, x),

και επειδή d(xm, x)→ 0 έπεται ότι di(xm(i), x(i))→ 0 καθώς m→∞.
Η άλλη κατεύθυνση αφήνεται ως άσκηση. 2

4*. Ο κύβος του Hilbert H∞. Το σύνολο

[−1, 1]N =
{
x : N→ R

∣∣ |x(i)| 6 1, i = 1, 2, . . .
}

το εφοδιάζουµε µε τη µετρική

d(x, y) =

∞∑
i=1

|x(i)− y(i)|
2i

,

όπου x = (x(i)) και y = (y(i)). Ο µετρικός χώρος ([−1, 1]N, d) λέγεται κύβος του Hilbert

και συµβολίζεται µε H∞. Η σύγκλιση στον κύβο είναι κατά συντεταγµένη.
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Απόδειξη. ΄Εστω (xm) µια ακολουθία στον κύβο, δηλαδή

xm = (xm(1), xm(2), . . . , xm(i), . . .), m = 1, 2, . . .

όπου |xm(i)| 6 1 γιαm, i = 1, 2, . . . Υποθέτουµε ότι xm
d−→ x = (x(1), x(2), . . . , x(i), . . .).

Τότε, για κάθε k ∈ N ισχύει

2−k|xm(k)− x(k)| 6
∞∑
i=1

|xm(i)− x(i)|
2i

= d(xm, x)

για κάθεm ∈ N και επειδή d(xm, x)→ 0 έπεται ότι xm(i)→ x(i) καθώςm→∞ για κάθε
i = 1, 2, . . ..

Ισχύει και το αντίστροφο: δηλαδή, αν xm = (xm(1), xm(2), . . .) είναι µια ακολουθία
στον H∞ (δηλ. |xm(i)| 6 1, i,m = 1, 2, . . .) ώστε xm(i)→ x(i) για κάθε i = 1, 2, . . . τότε η
x = (x(1), x(2), . . .) είναι στοιχείο τουH∞ και µάλιστα xm

d−→ x. Ξεκινάµε παρατηρώντας
ότι, αφού xm(i)→ x(i), έχουµε |x(i)| = lim

m
|xm(i)| 6 1, άρα x ∈ H∞. Για να δείξουµε ότι

xm
d−→ x αρκεί για κάθε ε > 0 να ϐρούµε ένα m0 ∈ N ώστε αν m > m0 τότε d(xm, x) < ε.

Θα χρησιµοποιήσουµε την εξής ανισότητα (άσκηση): αν x, y ∈ H∞ τότε

d(x, y) =
∞∑
i=1

|x(i)− y(i)|
2i

6Mk+1 + 2−k, k = 1, 2, . . .

όπου
Mk = max{|x(1)− y(1)|, |x(2)− y(2)|, . . . , |x(k)− y(k)|}.

΄Εστω ε > 0. Θέτουµε

Mm
k = max{|xm(i)− x(i)| : i = 1, . . . , k}.

Τότε, για κάθε k ∈ N ισχύειMm
k → 0 καθώςm→∞ (γιατί ;). Επίσης, υπάρχει k ≡ k(ε) ∈

N ώστε 1
2k
< ε

2 . Γι’ αυτό το k ισχύει Mm
k+1 → 0, άρα υπάρχει m0(ε, k) ≡ m0 ∈ N ώστε αν

m > m0 να ισχύει Mm
k+1 <

ε
2 . Αν λοιπόν m > m0, τότε

d(xm, x) 6Mm
k+1 +

1

2k
<
ε

2
+
ε

2
= ε

και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

2.1.3 Βασικές ακολουθίες και ϕραγµένες ακολουθίες

Ο ορισµός της ακολουθίας Cauchy (ή ϐασικής ακολουθίας) πραγµατικών αριθµών γενι-
κεύεται κι αυτός άµεσα στο πλαίσιο των µετρικών χώρων.
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Ορισµός 2.1.6 (ϐασική ακολουθία). ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ).
Λέµε ότι η (xn) είναι ϐασική (ή Cauchy) αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ≡ n0(ε) ∈ N ώστε
αν m,n > n0 τότε ρ(xm, xn) < ε.

Πρόταση 2.1.7. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε, κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον X

είναι ακολουθία Cauchy.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) συγκλίνουσα ακολουθία. Τότε, υπάρχει x ∈ X ώστε xn
ρ−→ x. ΄Εστω

ε > 0. Αφού xn
ρ−→ x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν n > n0 τότε ρ(xn, x) < ε

2 .
΄Εστω m,n > n0. Τότε,

ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, x) + ρ(x, xm) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Συνεπώς, η (xn) είναι ακολουθία Cauchy. 2

Ορισµός 2.1.8 (ϕραγµένη ακολουθία). ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ).
Λέµε ότι η (xn) είναι ϕραγµένη αν το σύνολο A = {xn : n ∈ N} είναι ϕραγµένο υποσύνολο
του X. Με άλλα λόγια, αν υπάρχει C > 0 ώστε ρ(xm, xn) 6 C για κάθε m,n ∈ N.

Πρόταση 2.1.9. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε, κάθε ϐασική ακολουθία στον X είναι

ϕραγµένη.

Ειδικότερα, κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον X είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (X, ρ). Τότε, υπάρχει n0 > 1 ώστε αν
m,n > n0 να ισχύει ρ(xn, xm) < 1. Ειδικότερα, ρ(xn, xn0) < 1 για κάθε n > n0. Θέτουµε

C = max {ρ(x1, xn0), . . . , ρ(xn0−1, xn0), 1} > 0.

Τότε, για κάθε n ∈ N έχουµε

ρ(xn, xn0) 6 C.

Από την τριγωνική ανισότητα έπεται (εξηγήστε γιατί) ότι

sup{ρ(xm, xn) : m,n ∈ N} 6 2C.

Συνεπώς, η (xn) είναι ϕραγµένη.

Ο δεύτερος ισχυρισµός προκύπτει άµεσα από τον πρώτο, αφού κάθε συγκλίνουσα ακολου-
ϑία είναι ϐασική. 2

Παρατηρήσεις 2.1.10. (α) Υπάρχουν παραδείγµατα µετρικών χώρων στους οποίους δεν
συγκλίνουν όλες οι ϐασικές ακολουθίες. ΄Ενα παράδειγµα είναι ο χώρος (Q, | · |) των ϱητών
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µε τη συνήθη µετρική: η ακολουθία (qn) όπου qn = (1 + 1
n)n, ενώ είναι ϐασική, δεν

συγκλίνει σε ϱητό αριθµό.
Για ένα άλλο παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε το χώρο (R, ρ) µε τη µετρική

ρ(x, y) = |f(x)− f(y)|, x, y ∈ R,

όπου1 f(t) = t
|t|+1 . Τότε η ακολουθία xn = n είναι ρ-ϐασική αλλά δεν είναι ρ-συγκλίνουσα.

Πράγµατι, επειδή η (f(n)) είναι συγκλίνουσα ως προς τη συνήθη µετρική είναι και | · |-
ϐασική, δηλαδή

ρ(n,m) = |f(n)− f(m)| → 0 καθώς m,n→∞.

Αλλά, η (xn) δεν είναι ρ-συγκλίνουσα, διότι αν ήταν τότε ϑα υπήρχε x ∈ R ώστε ρ(n, x)→
0. Από την άλλη πλευρά, αφού f(n)→ 1,

ρ(n, x) = |f(n)− f(x)| → |1− f(x)| .

΄Οµως τότε, |1− f(x)| = 0, δηλαδή x
|x|+1 = 1. Αυτό είναι άτοπο.

Από τον Απειροστικό Λογισµό γνωρίζουµε ότι η κατάσταση αυτή δεν µπορεί να εµφα-
νιστεί στο R µε τη συνήθη µετρική: εκεί, κάθε ϐασική ακολουθία συγκλίνει. Οι µετρικοί
χώροι στους οποίους κάθε ϐασική ακολουθία συγκλίνει λέγονται πλήρεις µετρικοί χώροι

και ϑα τους µελετήσουµε ξεχωριστά αργότερα.

(ϐ) Πολύ απλούστερο είναι να δώσουµε παραδείγµατα µετρικών χώρων στους οποίους υ-
πάρχουν ϕραγµένες ακολουθίες που δεν είναι ϐασικές. Στο R µε τη συνήθη µετρική,
η xn = (−1)n είναι ϕραγµένη αλλά δεν είναι ϐασική, αφού |xn − xn+1| = 2 για κάθε
n = 1, 2, . . ..

2.1.4 Υπακολουθίες

΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και έστω (xn) µια ακολουθία στον X. Αν k1 < k2 <

· · · < kn < · · · είναι µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών τότε η (xkn)

λέγεται υπακολουθία της (xn).

Παρατηρήσεις 2.1.11. (α) Αν k : N→ N είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία και x : N→ X

είναι ακολουθία στονX, τότε η x◦k : N→ X είναι υπακολουθία της (xn). Για την ακρίβεια,
κάθε υπακολουθία της (xn) είναι η σύνθεση της ακολουθίας (xn) µε µια γνησίως αύξουσα
ακολουθία ϕυσικών αριθµών.

(ϐ) Αν (kn) είναι µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών, έχουµε ότι kn > n για
κάθε n = 1, 2, . . .. Η (απλή) απόδειξη αυτού του ισχυρισµού γίνεται µε επαγωγή.

1παρατηρήστε ότι η f είναι 1-1 από το R επί του (−1, 1).
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Αποδεικνύεται, ακριβώς όπως στην περίπτωση των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών,
ότι αν xn

ρ−→ x τότε για κάθε υπακολουθία (xkn) της (xn) ισχύει xkn
ρ−→ x (άσκηση

4(α)). ΄Ενα άλλο αποτέλεσµα που µεταφέρεται χωρίς καµιά δυσκολία από το πλαίσιο των
πραγµατικών αριθµών σε αυτό των µετρικών χώρων είναι το εξής:

Πρόταση 2.1.12. ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και έστω (xn) ακολουθία στον X. Αν

η (xn) είναι ϐασική και έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, τότε συγκλίνει.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η (xn) είναι ϐασική και ότι xkn
ρ−→ x, όπου η (xkn) είναι υπακολουθία

της (xn).

Ισχυρισµός. Η (xn) συγκλίνει στο x.

Πράγµατι, έστω ε > 0. Επειδή η (xn) είναι ϐασική έχουµε ότι υπάρχει n1 ∈ N ώστε

ρ(xn, xm) <
ε

2
αν n,m > n1.

Επιπροσθέτως, xkn
ρ−→ x, άρα υπάρχει n2 ∈ N ώστε

ρ(xkn , x) <
ε

2
αν n > n2.

Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. Παρατηρήστε ότι αν n > n0 τότε kn > n > n0, οπότε
n, kn > n1 και n > n2. Συνεπώς,

ρ(xn, x) 6 ρ(xn, xkn) + ρ(xkn , x) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Επεται ότι xn
ρ−→ x. 2

Στο (R, | · |) ισχύει ότι κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
Το αποτέλεσµα αυτό επεκτείνεται στην περίπτωση του Ευκλείδειου χώρου οποιασδήποτε
διάστασης.

Θεώρηµα 2.1.13. Κάθε ϕραγµένη ακολουθία στον Rm (µε την Ευκλείδεια µετρική) έχει

συγκλίνουσα υπακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω xn = (xn(1), . . . , xn(m)) ακολουθία στον Rm. Αν η (xn) είναι ϕραγµένη,
τότε η (xn(1)) είναι ϕραγµένη ακολουθία στο R. Από το αντίστοιχο αποτέλεσµα στο R, έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία (xkn(1)):

xkn(1)→ x1.

Η υπακολουθία (xkn) της (xn) έχει λοιπόν συγκλίνουσα πρώτη συντεταγµένη. Η (xkn(2))

είναι ϕραγµένη ακολουθία στο R, άρα έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (xkλn (2)):

xkλn (2)→ x2.
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Παρατηρήστε ότι
xkλn (1)→ x1,

διότι η xkn(1) → x1 και η (xkλn (1)) είναι υπακολουθία της xkn(1). ΄Αρα, η υπακολουθία
(xkλn ) έχει συγκλίνουσα πρώτη και δεύτερη συντεταγµένη. Συνεχίζοντας µε παρόµοιο
τρόπο µέχρι τηνm-οστή συντεταγµένη και παίρνονταςm διαδοχικές υπακολουθίες της (xn)

ϐρίσκουµε υπακολουθία της η οποία έχει κάθε συντεταγµένη της συγκλίνουσα. ΄Εχουµε
δείξει ότι η σύγκλιση ακολουθίας στον Ευκλείδειο χώρο είναι ισοδύναµη µε τη σύγκλιση
κατά συντεταγµένη, συνεπώς η (xn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 2

Σε τυχόντα µετρικό χώρο το Θεώρηµα 2.1.13 δεν ισχύει κατ΄ ανάγκην, όπως ϕαίνεται
και από το ακόλουθο παράδειγµα:

Παραδείγµατα 2.1.14. (α) Θεωρούµε το χώρο (c0, ‖ · ‖∞) των µηδενικών ακολουθιών µε
τη µετρική που επάγεται από την supremum νόρµα: αν x = (xn) και y = (yn) τότε

d∞(x, y) = sup{|xn − yn| : n = 1, 2, . . .}.

Σε αυτό το χώρο ϑεωρούµε την ακολουθία (en) όπου

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .)

e2 = (0, 1, 0, 0, . . .)

e3 = (0, 0, 1, 0, . . .)

...

η οποία είναι ϕραγµένη αφού d∞(en, em) = ‖en − em‖∞ = 1 αν n 6= m. Η ίδια ισότητα
δείχνει ότι η (en) δεν µπορεί να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία : αν είχε, οι όροι της
υπακολουθίας ϑα έπρεπε τελικά να απέχουν απόσταση µικρότερη από 1.

(ϐ) ΄Ενα ακόµα πιο απλό παράδειγµα παίρνουµε αν ϑεωρήσουµε τη διακριτή µετρική δ

σε ένα άπειρο σύνολο, για παράδειγµα το N. Η ακολουθία xn = n στον (N, δ) είναι
ϕραγµένη αλλά δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες, όπως
στο προηγούµενο παράδειγµα).

2.2 Συνέχεια σε ένα σηµείο και αρχή της µεταφοράς

Υπενθυµίζουµε τον ε − δ ορισµό της συνέχειας για πραγµατικές συναρτήσεις. Αν A είναι
ένα µη κενό υποσύνολο του R, f : A→ R και x0 ∈ A, τότε λέµε ότι η f είναι συνεχής στο
x0 αν: για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε :

αν x ∈ A και |x− x0| < δ, τότε |f(x)− f(x0)| < ε.
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Λέµε ότι η f είναι συνεχής στο A αν είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ A. Η γενίκευση του
ορισµού της συνέχειας στο πλαίσιο των µετρικών χώρων είναι άµεση:

Ορισµός 2.2.1. ΄Εστω (X, ρ) και (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι. Μια συνάρτηση f : X → Y

λέγεται συνεχής στο x0 ∈ X αν

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ ≡ δ(x0, ε) > 0 ώστε : αν x ∈ X και ρ(x, x0) < δ τότε
σ(f(x), f(x0)) < ε.

Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται συνεχής στον X αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του
X. Το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων f : (X, ρ)→ (Y, σ), το συµβολίζουµε µε C(X,Y ).
Ειδικότερα, αν Y = R γράφουµε C(X) αντί του C(X,R).

Παραδείγµατα 2.2.2. (α) ΄Εστω δ η διακριτή µετρική σε ένα µη κενό σύνολο X και έστω
(Y, σ) τυχών µετρικός χώρος. Κάθε συνάρτηση f : X → Y είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω f : (X, δ) → (Y, σ) τυχούσα συνάρτηση και έστω x0 ∈ X. Θα δείξουµε
ότι η f είναι συνεχής στο x0. Πράγµατι : έστω ε > 0. Επιλέγουµε η = 1

2 > 0. Από
τον ορισµό της δ, αν x ∈ X και δ(x, x0) < η = 1

2 τότε x = x0, άρα f(x) = f(x0) και
σ(f(x), f(x0)) = 0 < ε. 2

(ϐ) Κάθε ακολουθία f : N→ X είναι συνεχής συνάρτηση (εξηγήστε γιατί).

(γ) Η ταυτοτική συνάρτηση I : (c00, ‖ · ‖∞)→ (c00, ‖ · ‖2) δεν είναι συνεχής.

Απόδειξη. Παρατηρήστε ότι η άρνηση του ορισµού της συνέχειας µιας συνάρτησης f :

X → Y στο x0 ∈ X διατυπώνεται ως εξής:

Η f : X → Y είναι ασυνεχής στο x0 ∈ X αν και µόνο αν υπάρχει ε > 0 ώστε :
για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ X µε ρ(x, x0) < δ και σ(f(x), f(x0)) > ε.

Θα αποδείξουµε ότι η I είναι ασυνεχής στο 0 = (0, 0, 0, . . .). Πράγµατι : αν xn =

(
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n︸ ︷︷ ︸

n−ϑέσεις

, 0, 0, . . .), n ∈ N, τότε έχουµε

‖I(xn)− I(0)‖2 = ‖I(xn)‖2 = ‖xn‖2 = 1

και
‖xn − 0‖∞ = ‖xn‖∞ =

1√
n
.

Αν επιλέξουµε ε = 1
2 παρατηρούµε ότι για κάθε δ > 0 υπάρχει xδ ∈ c00 µε ‖xδ‖∞ < δ

και ‖I(xδ)− I(0)‖2 > 1
2 (αρκεί να επιλέξουµε xδ = xn για κάποιο n αρκετά µεγάλο ώστε

1√
n
< δ). Συνεπώς, η I : (c00, ‖ · ‖∞)→ (c00, ‖ · ‖2) είναι ασυνεχής στο 0. 2
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Η συνέχεια περιγράφεται µέσω της σύγκλισης ακολουθιών, ακριβώς όπως και στην
περίπτωση συναρτήσεων που ορίζονται σε υποσύνολα του R.

Πρόταση 2.2.3 (αρχή της µεταφοράς). ΄Εστω (X, ρ) και (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι και έστω

f : X → Y και x0 ∈ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής στο x0.

(ϐ) Για κάθε ακολουθία (xn) στοιχείων του X µε xn
ρ−→ x0 ισχύει f(xn)

σ−→ f(x0).

(γ) Για κάθε ακολουθία (yn) µε yn
ρ−→ x0, η ακολουθία (f(yn)) είναι σ-συγκλίνουσα.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα την ισοδυναµία των (α) και (ϐ).

(α)⇒(ϐ) ΄Εστω xn
ρ−→ x0 και ε > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 υπάρχει δ > 0 ώστε

αν x ∈ X και ρ(x, x0) < δ τότε σ(f(x), f(x0)) < ε. Επιπλέον, επειδή xn → x0 υπάρχει
n0 ∈ N ώστε αν n > n0 τότε ρ(xn, x0) < δ. Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι
σ(f(xn), f(x0)) < ε αν n > n0, δηλαδή f(xn)

σ−→ f(x0).

(ϐ)⇒(α) Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0. Υποθέτουµε ότι δεν ισχύει το συ-
µπέρασµα. Τότε, υπάρχουν ε0 > 0 και ακολουθία (xn) στοιχείων του X µε xn

ρ−→ x0

και σ(f(xn), f(x0)) > ε0 για n = 1, 2, . . . (εξηγήστε γιατί). Από την υπόθεση έχουµε
f(xn)

σ−→ f(x0), το οποίο είναι άτοπο (τελικά, ϑα είχαµε σ(f(xn), f(x0)) < ε0).

∆είχνουµε τώρα την ισοδυναµία των (ϐ) και (γ).

(ϐ)⇒(γ) Προφανές: αν yn
ρ−→ x0, από την υπόθεση έχουµε f(yn)

σ−→ f(x0), άρα η (f(yn))

είναι σ-συγκλίνουσα.

(γ)⇒(ϐ) ΄Εστω (xn) ακολουθία στον (X, ρ) µε xn
ρ−→ x0. Θεωρούµε την ακολουθία

yn = (x0, x1, x0, x2, x0, x3, . . .) δηλαδή yn =

{
x0, n = 2k − 1

xk, n = 2k
,

για την οποία εύκολα δείχνουµε ότι συγκλίνει στο x0. Από την υπόθεση, υπάρχει y ∈ Y
ώστε f(yn)

σ−→ y. Επιπλέον, f(y2n−1) = f(x0)
σ−→ f(x0), άρα y = f(x0). Τώρα, αρκεί

να παρατηρήσουµε ότι f(xn) = f(y2n)
σ−→ y = f(x0). 2

Χρησιµοποιώντας την αρχή της µεταφοράς µπορούµε να δείξουµε ότι η σύνθεση συνε-
χών συναρτήσεων είναι συνεχής.

Πρόταση 2.2.4 (σύνθεση συνεχών συναρτήσεων). ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) και (Z, τ) τρεις

µετρικοί χώροι. ΄Εστω f : X → Y και g : Y → Z δύο συναρτήσεις. Αν η f είναι συνεχής

στο x0 ∈ X και η g είναι συνεχής στο f(x0) ∈ Y , τότε η g ◦ f : X → Z είναι συνεχής στο x0.
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Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του X µε xn → x0. Αφού η f είναι συνεχής στο
x0, η αρχή της µεταφοράς δείχνει ότι f(xn)→ f(x0). Αφού η g είναι συνεχής στο f(x0) ∈
Y , για κάθε ακολουθία (yn) σηµείων του Y µε yn → f(x0) έχουµε g(yn)→ g(f(x0)).

΄Οµως, f(xn) ∈ Y και f(xn)→ f(x0). Συνεπώς,

g(f(xn))→ g(f(x0)).

Για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του X µε xn → x0 δείξαµε ότι

(g ◦ f)(xn) = g(f(xn))→ g(f(x0)) = (g ◦ f)(x0).

Από την αρχή της µεταφοράς, η g ◦ f είναι συνεχής στο x0. 2

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δίνει τη σχέση της συνέχειας µε τις συνήθεις αλγεβρικές
πράξεις ανάµεσα σε πραγµατικές συναρτήσεις. Η απόδειξή του είναι άµεση, αν χρησιµο-
ποιήσουµε την αρχή της µεταφοράς σε συνδυασµό µε τις αντίστοιχες ιδιότητες για τα όρια
ακολουθιών πραγµατικών αριθµών.

Θεώρηµα 2.2.5. ΄Εστω f, g : (X, ρ)→ R, έστω λ ∈ R και έστω x0 ∈ X. Υποθέτουµε ότι οι

f, g είναι συνεχείς στο x0. Τότε,

(α) Οι f + g, λf και fg είναι συνεχείς στο x0.

(ϐ) Αν επιπλέον g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ X, τότε η f
g ορίζεται στο X και είναι συνεχής στο

x0.

Απόδειξη. Η απόδειξη όλων των ισχυρισµών είναι απλή: για παράδειγµα, για να δείξουµε
ότι η f

g είναι συνεχής στο x0, σύµφωνα µε την αρχή της µεταφοράς, αρκεί να δείξουµε ότι,

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του X που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία
((

f
g

)
(xn)

)
συγκλίνει στο

(
f
g

)
(x0). Από την υπόθεση, οι f και g είναι συνεχείς στο x0. Από την αρχή

της µεταφοράς έχουµε έχουµε f(xn) → f(x0) και g(xn) → g(x0). Αφού g(xn) 6= 0 για
κάθε n ∈ N και g(x0) 6= 0, έχουµε(

f

g

)
(xn) =

f(xn)

g(xn)
→ f(x0)

g(x0)
=

(
f

g

)
(x0).

Η απόδειξη της συνέχειας των f + g, λf και f · g στο x0 αφήνεται ως άσκηση για τον
αναγνώστη. 2

Πόρισµα 2.2.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Ο χώρος C(X) των συνεχών συναρτήσεων

f : X → R είναι γραµµικός χώρος.
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2.3 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) πεπερασµένη οικογένεια µετρικών χώρων. Αποδείξτε ότι οι
παρακάτω συναρτήσεις είναι µετρικές γινόµενο στο X =

∏k
i=1Xi:

ρ∞(x, y) = max{di(x(i), y(i)) : i = 1, 2, . . . , k}

και

ρp(x, y) =

(
k∑
i=1

[di(x(i), y(i))]p

)1/p

, 1 6 p <∞,

όπου x = (x(1), . . . , x(k)), y = (y(1), . . . , y(k)).

2. ΄Εστω (xn) και (yn) ϐασικές ακολουθίες στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η αn =

ρ(xn, yn) είναι ϐασική ακολουθία στο R.

3. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Θεωρούµε την ακολουθία {En} υπο-
συνόλων του X µε

En = {xk : k > n}, n = 1, 2, . . .

και την ακολουθία

tn = sup{d(xk, xn) : k > n} ∈ [0,+∞], n = 1, 2, . . .

∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η (xn) είναι ϐασική.

(ϐ) diam(En)→ 0 καθώς n→∞.

(γ) tn → 0 καθώς n→∞.

4. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ) και έστω x ∈ X. ∆είξτε ότι :

(α) Αν η (xn) συγκλίνει στο x τότε κάθε υπακολουθία (xkn) της (xn) συγκλίνει στο x.

(ϐ) Αν κάθε υπακολουθία της (xn) έχει υπακολουθία η οποία συγκλίνει στο x, τότε η (xn)

συγκλίνει στο x.

5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Θεωρούµε τον X ×X µε οποιαδήποτε µετρική γινόµενο
d. ∆είξτε ότι η ρ : (X ×X, d)→ R µε (x, y) 7→ ρ(x, y) είναι συνεχής.
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6. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Υποθέτουµε ότι για κάποιο x ∈ X

ισχύει το εξής: για κάθε συνεχή συνάρτηση f : X → R ισχύει f(xn)→ f(x). Είναι σωστό
ότι xn → x;

Οµάδα Β΄

7. ΄Εστω (Xn, dn), n = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών χώρων ώστε dn(x, y) 6 1 για κάθε
x, y ∈ Xn, n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το

X =
∞∏
n=1

Xn =

{
x = (x(1), x(2), . . . , x(n), . . .) : x(n) ∈ Xn

}
.

∆ηλαδή, οX αποτελείται από όλες τις ακολουθίες οι οποίες στη n-οστή ϑέση έχουν στοιχείο
του Xn. Ορίζουµε d : X ×X → R µε

d(x, y) =

∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n)).

∆είξτε ότι ο (X, d) είναι µετρικός χώρος και η d είναι µετρική γινόµενο.

8. ΄Εστω (Xn, dn)n∈N ακολουθία µετρικών χώρων και X =
∏∞
n=1Xn. Ορίζουµε d :

X ×X → R µε

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
.

∆είξτε ότι ο (X, d) είναι µετρικός χώρος και η d είναι µετρική γινόµενο.

9. ΄Εστω 1 6 p <∞ και x = (x(k))k∈N ∈ `p. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε xn ∈ `p µε

xn = (x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . .).

∆είξτε ότι lim
n→∞

‖xn − x‖p = 0. Ισχύει το αντίστοιχο αποτέλεσµα στον `∞;

10. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η (xn) συγκλίνει στο x ∈ X
αν και µόνο αν η ακολουθία (yn) = (x1, x, x2, x, x3, x, . . . , xn, x, . . .) συγκλίνει.

11. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Υποθέτουµε ότι xn → x ∈ X. ∆είξτε
ότι : για κάθε µετάθεση (1-1 και επί συνάρτηση) σ : N → N η ακολουθία yn = xσ(n)

συγκλίνει κι αυτή στο x.

12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στον X µε xn 6= xm για n 6= m.
Θέτουµε

A = {xn : n = 1, 2, . . .}.
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∆είξτε ότι : αν xn → x ∈ X τότε για κάθε 1-1 συνάρτηση f : A→ A ισχύει f(xn)→ x.

13. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). Λέµε ότι η (xn) έχει ϕραγµένη κύµανση

αν
∞∑
n=1

ρ(xn, xn+1) < +∞.

Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν η (xn) έχει ϕραγµένη κύµανση τότε είναι ϐασική (άρα, και ϕραγµένη). Ισχύει το
αντίστροφο ;
(ϐ) Αν η (xn) είναι ϐασική τότε έχει υπακολουθία µε ϕραγµένη κύµανση.
(γ) Η (xn) έχει ϐασική υπακολουθία αν και µόνον αν έχει υπακολουθία µε ϕραγµένη
κύµανση.

14. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο µετρικό χώρο (X, ρ). ∆είξτε ότι η (xn) έχει ϐασική υπα-
κολουθία αν και µόνο αν έχει υπακολουθία (xkn) µε την ιδιότητα ρ(xkn , xkn+1) < 1

2n για
κάθε n ∈ N.



Κεφάλαιο 3

Τοπολογία µετρικών χώρων

3.1 Ανοικτά και κλειστά σύνολα

3.1.1 Ανοικτά σύνολα

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω x0 ∈ X.

(α) Η ανοικτή ρ-µπάλα µε κέντρο το x0 και ακτίνα ε > 0 είναι το σύνολο

Bρ(x0, ε) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < ε}.

(ϐ) Η κλειστή ρ-µπάλα µε κέντρο το x0 και ακτίνα ε > 0 είναι το σύνολο

B̂ρ(x0, ε) = {x ∈ X : ρ(x, x0) 6 ε}.

(γ) Η ρ-σφαίρα µε κέντρο το x0 και ακτίνα ε > 0 είναι το σύνολο

Sρ(x0, ε) = {x ∈ X : ρ(x, x0) = ε}.

΄Οταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης σχετικά µε τη µετρική στην οποία αναφερόµαστε, ϑα
παραλείπουµε τον δείκτη στα αντίστοιχα σύνολα και ϑα γράφουµε απλώς B(x0, ε), S(x0, ε)

κ.λπ.

Παραδείγµατα 3.1.2. (α) Θεωρούµε ένα µη κενό σύνολο X µε τη διακριτή µετρική δ.
Στον (X, δ) αν r > 0 έχουµε

B(x, r) =

{
{x}, αν 0 < r 6 1

X, αν r > 1

και

35
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S(x, r) =

{
X \ {x}, αν r = 1

∅, αν r 6= 0, r 6= 1.
.

(ϐ) Στο R µε τη συνήθη µετρική,

B(x, ε) = (x− ε, x+ ε), B̂(x, ε) = [x− ε, x+ ε], S(x, ε) = {x− ε, x+ ε}.

(γ) Στο [0, 2] µε τη συνήθη µετρική,

B(1/2, 1) = [0, 3/2), B̂(1/2, 1) = [0, 3/2], S(1/2, 1) = {3/2}.

(δ) Στον R2 ϑεωρούµε τις νόρµες ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 και ‖ · ‖∞. Αν ρ1, ρ2, ρ∞ είναι οι επαγόµενες
µετρικές, τότε

B̂ρ1(0, 1) = {(x, y) : |x|+ |y| 6 1}

(ϱόµβος µε κορυφές τα (±1, 0) και (0,±1)),

B̂ρ2(0, 1) = {(x, y) : x2 + y2 6 1}

(δίσκος µε κέντρο το (0, 0) και ακτίνα 1) και

B̂ρ∞(0, 1) = {(x, y) : |x| 6 1, |y| 6 1}

(τετράγωνο µε κορυφές τα (±1,±1)).

Ορισµός 3.1.3 (εσωτερικό σηµείο). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A ⊆ X. Το x ∈
A λέγεται εσωτερικό σηµείο (interior point) του A αν υπάρχει εx > 0 ώστε Bρ(x, εx) ⊆ A.

Ορισµός 3.1.4 (ανοικτό σύνολο). ΄Εστω (X, ρ) ένας µετρικός χώρος και έστωG ⊆ X. ΤοG
λέγεται ρ-ανοικτό (open) αν για κάθε x ∈ G υπάρχει εx > 0 ώστε Bρ(x, εx) ⊆ G. ∆ηλαδή,
αν κάθε σηµείο του G είναι εσωτερικό του σηµείο.

Παραδείγµατα 3.1.5. (α) Κάθε ανοικτή µπάλα είναι ανοικτό σύνολο. Πράγµατι : έστω
B(x, r) µια ανοικτή µπάλα σε ένα µετρικό χώρο (X, ρ) και έστω y ∈ B(x, r). Αφού
ρ(x, y) < r, υπάρχει ε > 0 ώστε ε < r− ρ(x, y). Η µπάλα B(y, ε) περιέχεται στην B(x, r),
γιατί αν t ∈ B(y, ε) τότε ρ(y, t) < ε και η τριγωνική ανισότητα µας δίνει

ρ(t, x) 6 ρ(t, y) + ρ(y, x) < ε+ ρ(x, y) < r.

Από την τελευταία ανισότητα έπεται ότι t ∈ B(x, r), άρα B(y, ε) ⊆ B(x, r).

(ϐ) Θεωρούµε τη διακριτή µετρική δ σε ένα µη κενό σύνολο X. Κάθε υποσύνολο του (X, δ)

είναι ανοικτό. Πράγµατι, έστω A ⊆ X. Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε σηµείο του A είναι
εσωτερικό : αν a ∈ A τότε για 0 < ε < 1 ισχύει Bδ(a, ε) = {a} ⊆ A.
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(γ) Τα διαστήµατα της µορφής (a, b] στο (R, | · |), a < b δεν είναι ανοικτά. Αν ϑεωρήσουµε
τη µπάλα µε κέντρο το b και ακτίνα ε > 0 οσοδήποτε µικρή, τότε B(b, ε) * (a, b], διότι
b+ ε

2 ∈ B(b, ε) αλλά b+ ε
2 /∈ (a, b].

(δ) Στον (R, | · |), το Q δεν είναι ανοικτό, διότι κάθε διάστηµα περιέχει άρρητους.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει ϐασικές ιδιότητες της οικογένειας των ανοικτών υπο-
συνόλων ενός µετρικού χώρου.

Πρόταση 3.1.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:1

(α) Τα X, ∅ είναι ανοικτά.

(ϐ) Αν (Gi)i∈I είναι µια οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων τουX τότε το σύνολο
⋃
i∈I Gi είναι

ανοικτό.

(γ) Αν τα G1, G2, . . . , Gn είναι ανοικτά τότε το
⋂n
i=1Gi = G1 ∩ · · · ∩Gn είναι ανοικτό.

Απόδειξη. (α) ΄Αµεσο από τον ορισµό του ανοικτού συνόλου.

(ϐ) ΄Εστω x ∈
⋃
i∈I Gi. Τότε, υπάρχει i0 ∈ I ώστε x ∈ Gi0 . Αφού το Gi0 είναι ανοικτό,

υπάρχει ε0 > 0 ώστε B(x, ε0) ⊆ Gi0 ⊆
⋃
i∈I Gi. ΄Αρα, το

⋃
i∈I Gi είναι ανοικτό.

(γ) ΄Εστω x ∈ G1 ∩ · · · ∩ Gn. Τότε, x ∈ Gi για κάθε i = 1, . . . , n. Αφού όλα τα Gi

είναι ανοικτά, για κάθε i = 1, . . . , n υπάρχει εi > 0 ώστε B(x, εi) ⊆ Gi. Θέτουµε ε =

min{ε1, . . . , εn} > 0. Τότε, για κάθε i = 1, . . . , n έχουµε ε 6 εi, άρα

B(x, ε) ⊆ B(x, εi) ⊆ Gi.

Συνεπώς, B(x, ε) ⊆
⋂n
i=1Gi. 2

Παρατήρηση 3.1.7. Αν έχουµε µια άπειρη οικογένεια ανοικτών συνόλων σε ένα µετρικό
χώρο (X, ρ) τότε η τοµή τους δεν είναι κατ’ ανάγκην ανοικτό σύνολο. Για παράδειγµα,
αν στο R µε τη συνήθη µετρική ϑεωρήσουµε την ακολουθία των ανοικτών συνόλων Gn =

(− 1
n ,

1
n), n ∈ N, παρατηρούµε ότι

⋂∞
n=1Gn = {0}, το οποίο δεν είναι ανοικτό (εξηγήστε τις

λεπτοµέρειες).

Η επόµενη πρόταση δίνει ένα χαρακτηρισµό των ανοικτών συνόλων µέσω της σύγκλισης
ακολουθιών.

1 ΄Οταν έχουµε µια οικογένεια υποσυνόλων ενός συνόλου X η οποία περιέχει το X, το κενό σύνολο, είναι
κλειστή ως προς ενώσεις και πεπερασµένες τοµές, τότε λέµε ότι έχουµε µια τοπολογία στο X. Με αυτή την
ορολογία, η Πρόταση 3.1.6 µας λέει ότι η οικογένεια των ανοικτών υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου (έτσι
όπως αυτά ορίσθηκαν) είναι µια τοπολογία σ’ αυτόν.
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Πρόταση 3.1.8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και G ⊆ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το G είναι ανοικτό υποσύνολο του X.

(ϐ) Για κάθε x ∈ G και για κάθε ακολουθία (xn) στο X µε xn
ρ−→ x υπάρχει n0 ∈ N ώστε

αν n > n0 τότε xn ∈ G.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το G είναι ανοικτό υποσύνολο του X. ΄Εστω x ∈ G

και (xn) ακολουθία στο X µε xn
ρ−→ x. Αφού το G είναι ανοικτό, υπάρχει ε > 0 ώστε

B(x, ε) ⊆ G. Αφού xn
ρ−→ x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν n > n0 τότε ρ(xn, x) < ε. Συνεπώς,

xn ∈ B(x, ε) ⊆ G για κάθε n > n0.

Αντίστροφα· υποθέτουµε ότι δεν ισχύει το (α), δηλαδή ότι το G δεν είναι ανοικτό. Τότε,
υπάρχει x ∈ G ώστε για κάθε ε > 0 η µπάλα B(x, ε) να µην περιέχεται στο G.

Συνεπώς, για n = 1, 2, ... µπορούµε να ϐρούµε xn ∈ B
(
x, 1n

)
∩ (X \G), δηλαδή

xn /∈ G και ρ(xn, x) <
1

n
.

Αυτό σηµαίνει ότι η (xn) συγκλίνει στο x και όλοι οι όροι της είναι εκτός του G, οπότε δεν
ισχύει το (ϐ). 2

Πόρισµα 3.1.9. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο V του X είναι ανοικτό αν

και µόνον αν είναι (ενδεχοµένως άπειρη) ένωση από ανοικτές µπάλες του X.

Απόδειξη. Αν το V είναι ένωση από ανοικτές µπάλες τότε είναι ανοικτό σύµφωνα µε την
Πρόταση 3.1.6. Αντίστροφα, έστω ότι το V είναι ανοικτό. Τότε, για κάθε x ∈ V υπάρχει
εx > 0 ώστε B(x, εx) ⊆ V . Παρατηρήστε ότι V =

⋃
x∈V B(x, εx). 2

Πρόταση 3.1.10 (ανοικτά υποσύνολα της ευθείας). Κάθε ανοικτό σύνολοU στοR γράφεται

ως αριθµήσιµη ένωση ξένων ανά δύο ανοικτών διαστηµάτων.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ U . Αφού το U είναι ανοικτό, υπάρχει εx > 0 ώστε (x−εx, x+εx) ⊆ U .
Θέτουµε

ax = inf{s : (s, x] ⊆ U}.

Τότε (ax, x] ⊆ U : αν t ∈ (ax, x] τότε το t δεν είναι κάτω ϕράγµα του συνόλου {s : (s, x] ⊆
U}, άρα υπάρχει s < t µε (s, x] ⊆ U , άρα t ∈ U . Με ανάλογο τρόπο, αν ϑέσουµε

bx = sup{t : [x, t) ⊆ U}

αποδεικνύεται ότι [x, bx) ⊆ U . Συνεπώς για κάθε x ∈ U ισχύει (ax, bx) ⊆ U , άρα

(∗) U =
⋃
x∈U

(ax, bx).
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Ισχυρισµός 1. Αν z, x ∈ U και z ∈ (ax, bx) τότε (ax, bx) = (az, bz).

Πράγµατι, [z, bx) ⊆ U άρα bx 6 bz και (ax, z] ⊆ U άρα az 6 ax. Συνεπώς, (ax, bx) ⊆
(az, bz). Τώρα, αφού x ∈ (az, bz), το ίδιο επιχείρηµα δείχνει ότι (az, bz) ⊆ (ax, bx).

Ισχυρισµός 2. Αν x, y ∈ U τότε είτε (ax, bx) ∩ (ay, by) = ∅ ή (ax, bx) = (ay, by).

Πράγµατι, έστω ότι (ax, bx) ∩ (ay, by) 6= ∅. Τότε, ϑεωρούµε z ∈ (ax, bx) ∩ (ay, by) και
χρησιµοποιώντας τον πρώτο ισχυρισµό παίρνουµε

(ax, bx) = (az, bz) = (ay, by).

Από τον δεύτερο ισχυρισµό και την (∗) είναι ϕανερό ότι το U γράφεται στη µορφή

U =
⋃
j∈J

Ij ,

όπου Ij ξένα ανά δύο µη κενά ανοικτά διαστήµατα. Τέλος, η παραπάνω ένωση είναι
αριθµήσιµη: ορίζουµε τ : J → Q ως εξής: αν j ∈ J επιλέγουµε ως τ(j) τυχόντα ϱητό
qj ∈ Ij . Η τ είναι ένα προς ένα, διότι τα Ij είναι ξένα. Αφού το Q είναι αριθµήσιµο, το J
είναι επίσης αριθµήσιµο. 2

3.1.2 Κλειστά σύνολα

Ορισµός 3.1.11 (κλειστό σύνολο). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω F ⊆ X. Το F
λέγεται ρ-κλειστό (closed) αν το συµπλήρωµά του F c ≡ X \ F είναι ρ-ανοικτό.

Παραδείγµατα 3.1.12. (α) Σε κάθε µετρικό χώρο (X, ρ) τα µονοσύνολα {x}, x ∈ X είναι
κλειστά (εξηγήστε γιατί).

(ϐ) Κάθε κλειστή µπάλα B̂(x, r) είναι κλειστό σύνολο. Πράγµατι, το X \ B̂(x, r) είναι
ανοικτό : έστω y ∈ X \ B̂(x, r). Τότε, ρ(x, y) > r. Επιλέγουµε 0 < η < ρ(x, y) − r και
έχουµε ότι B(y, η) ⊆ X \ B̂(x, r) διότι, αν z ∈ B(y, η) έχουµε ρ(z, y) < η και

ρ(z, x) > ρ(y, x)− ρ(z, y) > ρ(x, y)− η > r,

δηλαδή z ∈ X \ B̂(x, r).
Ειδικότερα, στο R µε τη συνήθη µετρική, κάθε κλειστό διάστηµα [a, b] είναι κλειστό

σύνολο (εξηγήστε γιατί).

(γ) Το Q στο R µε τη συνήθη µετρική δεν είναι κλειστό σύνολο, διότι το R \Q δεν περιέχει
διάστηµα.

(δ) Θεωρούµε τυχόν µη κενό σύνολο X µε τη διακριτή µετρική δ. Κάθε υποσύνολο του
(X, δ) είναι κλειστό (εξηγήστε γιατί).



40 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΜΕΤΡΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ

(ε) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Εστω x ∈ X και ακολουθία (xn) στον X, ώστε xn → x.
Το σύνολο

E = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}

είναι κλειστό στον (X, d).
Πράγµατι, αν y /∈ E, τότε δ = d(x, y) > 0. Αφού xn → x, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

xn ∈ B(x, δ/2) για κάθε n > n0. Θέτουµε

r = min{d(y, xi) : i = 1, 2, . . . , n0} > 0.

Αν επιλέξουµε 0 < ε < min{r/2, δ/2}, ελέγχουµε εύκολα ότι B(y, ε) ⊆ X \ E.

Παρατήρηση 3.1.13. ΄Οπως δείχνουν τα προηγούµενα παραδείγµατα, ένα υποσύνολο
του µετρικού χώρου (X, ρ) µπορεί να µην είναι ούτε ανοικτό ούτε κλειστό. Επίσης, ένα
σύνολο που είναι ανοικτό (αντιστοίχως, κλειστό) µπορεί να είναι και κλειστό (αντιστοίχως,
ανοικτό).2

Στην προηγούµενη παράγραφο δώσαµε χαρακτηρισµό των ανοικτών συνόλων µέσω
ακολουθιών. Αν (X, ρ) είναι ένας µετρικός χώρος και G ⊆ X, τότε το G είναι ανοικτό
αν και µόνο αν ισχύει το εξής: για κάθε x ∈ G και για κάθε ακολουθία (xn) στο X µε
xn

ρ−→ x υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν n > n0 τότε xn ∈ G. Χρησιµοποιώντας αυτή την
ισοδυναµία µπορούµε να δώσουµε αντίστοιχο χαρακτηρισµό για τα κλειστά σύνολα: είναι
εκείνα τα υποσύνολα του X που περιέχουν τα όρια συγκλινουσών ακολουθιών στοιχείων

τους:

Πρόταση 3.1.14. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F ⊆ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το F είναι κλειστό υποσύνολο του X.

(ϐ) Αν (xn) είναι ακολουθία στο F µε xn
ρ−→ x ∈ X, τότε x ∈ F .

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το F είναι κλειστό και ϑεωρούµε ακολουθία (xn) στο F
η οποία συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X. ΄Εστω ότι x /∈ F . Τότε, x ∈ X \ F και το X \ F είναι
ανοικτό. Από τον χαρακτηρισµό των ανοικτών συνόλων, υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ X \ F
για κάθε n > n0. Αυτό οδηγεί σε άτοπο: για κάθε n > n0 παίρνουµε xn /∈ F .

Για την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουµε ότι ισχύει το (ϐ) αλλά το F δεν είναι κλειστό.
Τότε, το X \ F δεν είναι ανοικτό. Συνεπώς, υπάρχει x ∈ X \ F µε την εξής ιδιότητα : για
κάθε ε > 0, B(x, ε) ∩ F 6= ∅. Επιλέγοντας διαδοχικά ε = 1

n , n = 1, 2, . . ., ϐρίσκουµε
xn ∈ F ώστε ρ(xn, x) < 1

n , n = 1, 2, . . .. Η (xn) είναι ακολουθία στο F και xn
ρ−→ x.

Αφού έχουµε δεχτεί το (ϐ), έπεται ότι x ∈ F . Αυτό είναι άτοπο. 2

2Τα σύνολα που είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά αναφέρονται συχνά ως clopen.
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Οι ϐασικές ιδιότητες της οικογένειας των κλειστών υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου
ως προς τις συνολοθεωρητικές πράξεις προκύπτουν άµεσα από τις αντίστοιχες ιδιότητες της
οικογένειας των ανοικτών υποσυνόλων:

Πρόταση 3.1.15. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) Τα X, ∅ είναι κλειστά.

(ϐ) Αν F1, F2, . . . , Fn είναι µια πεπερασµένη οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X, τότε η

ένωσή τους
⋃n
i=1 Fi είναι κλειστό σύνολο.

(γ) Αν (Ei)i∈I είναι οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X, τότε η τοµή τους
⋂
i∈I Ei είναι

κλειστό σύνολο.

Απόδειξη. Τα αποτελέσµατα προκύπτουν άµεσα από τους τύπους του De Morgan(⋃
i∈I

Ai

)c
=
⋂
i∈I

Aci και

(⋂
i∈I

Ai

)c
=
⋃
i∈I

Aci

και από τον ορισµό του κλειστού συνόλου ως συµπληρώµατος ανοικτού συνόλου. 2

Παρατήρηση 3.1.16. Αν έχουµε µια άπειρη οικογένεια κλειστών συνόλων σε ένα µετρικό
χώρο, τότε η ένωσή τους δεν είναι κατ΄ ανάγκην κλειστό σύνολο. Πράγµατι, στο R µε
τη συνήθη µετρική, αν ϑεωρήσουµε την ακολουθία κλειστών διαστηµάτων Fn =

[
1
n , 1
]
,

n = 2, 3, . . ., τότε
⋃∞
n=1 Fn = (0, 1] και το (0, 1] δεν είναι κλειστό υποσύνολο του R.

3.2 Εσωτερικό και κλειστή ϑήκη

3.2.1 Εσωτερικό συνόλου

Ορισµός 3.2.1 (εσωτερικό συνόλου). ΄Εστω A ένα υποσύνολο του µετρικού χώρου (X, ρ).
Το εσωτερικό (interior) του A είναι το σύνολο όλων των εσωτερικών σηµείων του A και
συµβολίζεται µε intA (ή A◦). ∆ηλαδή,

A◦ ≡ intA = {x ∈ A | ∃ ε > 0 : B(x, ε) ⊆ A} .

Παρατήρηση 3.2.2. Για κάθε A ⊆ X το εσωτερικό A◦ του A είναι ανοικτό σύνολο.
Πράγµατι, έστω x ∈ A◦. Τότε, υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A. Αν y ∈ B(x, ε) τότε,
ϑέτοντας δ = ε − ρ(x, y) > 0 έχουµε B(y, δ) ⊆ B(x, ε) ⊆ A. Συνεπώς, κάθε y ∈ B(x, ε)

είναι εσωτερικό σηµείο του A. ∆ηλαδή, B(x, ε) ⊆ A◦. ΄Αρα, το x είναι εσωτερικό σηµείο
του A◦.
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Παραδείγµατα 3.2.3. (α) Το εσωτερικό του (a, b] στο R ως προς τη συνήθη µετρική είναι
το (a, b).

(ϐ) Το εσωτερικό του Q στο R είναι το ∅.

(γ) Το εσωτερικό µιας ανοικτής µπάλας σε ένα µετρικό χώρο είναι η ίδια η µπάλα.

Οι ϐασικές ιδιότητες του εσωτερικού περιγράφονται στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.4. ΄Εστω A,B υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, ρ). Τότε, ισχύουν τα

εξής:

(α) A◦ ⊆ A.

(ϐ) A◦ =
⋃
{V ⊆ A : V ανοικτό}. Ισοδύναµα, το εσωτερικό του A είναι το µέγιστο ανοικτό

σύνολο που περιέχεται στο A.

(γ) A◦ = A αν και µόνον αν το A είναι ανοικτό.

(δ) Αν A ⊆ B, τότε A◦ ⊆ B◦.

(ε) (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.

(στ) A◦ ∪B◦ ⊆ (A ∪B)◦.

Απόδειξη. (α) Είναι άµεσο από τον ορισµό.

(ϐ) Αν x ∈ A◦ τότε υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A. ΄Αρα

x ∈ B(x, ε) ⊆
⋃
{V ⊆ A : V ανοικτό}

διότι το B(x, ε) είναι ανοικτό σύνολο που περιέχεται στο A.
Αντίστροφα, έστω x ∈

⋃
{V ⊆ A : V ανοικτό}. Τότε, υπάρχει Vx ⊆ A ανοικτό, ώστε

x ∈ Vx. ΄Αρα, υπάρχει ε > 0 µε B(x, ε) ⊆ Vx, δηλαδή B(x, ε) ⊆ A, οπότε x ∈ A◦.

(γ) Από τον προηγούµενο ισχυρισµό έχουµε ότι το A◦ είναι ανοικτό ως ένωση ανοικτών
συνόλων. Συνεπώς, αν A◦ = A έπεται ότι το A είναι ανοικτό.

Αντίστροφα, αν τοA είναι ανοικτό τότεA◦ = A. Πράγµατι : από το (α) αρκεί να δείξουµε
ότι A ⊆ A◦. Αλλά, αφού το A είναι ανοικτό, έχουµε ότι κάθε σηµείο του είναι εσωτερικό
σηµείο του A, δηλαδή A ⊆ A◦.

(δ) ΄Εστω A ⊆ B και έστω x ∈ A◦. Τότε, υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ A ⊆ B. Από τον
ορισµό του εσωτερικού σηµείου έχουµε ότι x ∈ B◦.

(ε) Είναι A ∩ B ⊆ A, άρα (A ∩ B)◦ ⊆ A◦ από το (δ). Οµοίως, έχουµε ότι (A ∩ B)◦ ⊆ B◦.
Συνεπώς,

(A ∩B)◦ ⊆ A◦ ∩B◦.
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Ακόµη, A◦ ⊆ A και B◦ ⊆ B, άρα A◦ ∩B◦ ⊆ A ∩B. Αφού το A◦ ∩B◦ είναι ανοικτό, από
το (ϐ) έχουµε

A◦ ∩B◦ ⊆ (A ∩B)◦.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.

(στ) Ισχύει A ⊆ A ∪ B, άρα A◦ ⊆ (A ∪ B)◦. Οµοίως, παίρνουµε B◦ ⊆ (A ∪ B)◦, οπότε
έχουµε A◦ ∪B◦ ⊆ (A ∪B)◦. 2

Παρατήρηση 3.2.5. Ο τελευταίος εγκλεισµός µπορεί να είναι γνήσιος. Για παράδειγµα,
στο R µε τη συνήθη µετρική για A = [0, 1] και B = (1, 2) έχουµε A◦ ∪B◦ = (0, 1)∪ (1, 2)

ενώ, (A ∪B)◦ = (0, 2).
΄Αλλο παράδειγµα µας δίνουν τα A = Q και B = R \ Q στον ίδιο χώρο. ΄Εχουµε

A◦ = B◦ = ∅ και A ∪B = R. Συνεπώς, A◦ ∪B◦ = ∅, ενώ (A ∪B)◦ = R.

3.2.2 Κλειστή ϑήκη συνόλου

Ορισµός 3.2.6 (σηµείο επαφής). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A ⊆ X. Το x ∈ X
λέγεται σηµείο επαφής (contact point) του A αν για κάθε ε > 0 ισχύει A ∩ B(x, ε) 6= ∅
(δηλαδή αν κάθε µπάλα µε κέντρο το x περιέχει στοιχεία του A).

Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι το x ∈ X είναι σηµείο επαφής του A αν και µόνον αν υπάρχει
ακολουθία (an) στοιχείων τουA ώστε an

ρ−→ x. Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού αφήνεται
ως άσκηση (δείτε το επιχείρηµα της απόδειξης της Πρότασης 3.1.13).

Παραδείγµατα 3.2.7. (α) Στο (R, | · |) ϑεωρούµε το σύνολο A = (0, 1]. Το σηµείο 0 είναι
σηµείο επαφής του A.

(ϐ) Αν (xn) είναι µια ακολουθία σε ένα µετρικό χώρο (X, ρ) ώστε xn
ρ−→ x, τότε το x είναι

σηµείο επαφής του συνόλου A = {xn : n ∈ N}.

(γ) Θεωρούµε τυχόν µη κενό σύνολο µε τη διακριτή µετρική δ. Αν A ⊆ (X, δ), τότε ένα
x ∈ X είναι σηµείο επαφής του A αν και µόνον αν x ∈ A.

Ορισµός 3.2.8 (κλειστή ϑήκη). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A ⊆ X. Η κλειστή

ϑήκη (closure) A (ή cl(A)) του A είναι το σύνολο των σηµείων επαφής του. ∆ηλαδή,

A ≡ cl(A) = {x ∈ X : ∀ ε > 0, A ∩B(x, ε) 6= ∅}.

Παρατήρηση 3.2.9. Για κάθε A ⊆ X η κλειστή ϑήκη A του A είναι κλειστό σύνολο.
Πράγµατι, έστω (xn) ακολουθία στο A µε xn

ρ−→ x. Για κάθε n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε
an ∈ A ώστε ρ(an, xn) < 1

n , διότι κάθε xn είναι σηµείο επαφής του A. Τότε,

ρ(an, x) 6 ρ(an, xn) + ρ(xn, x) <
1

n
+ ρ(xn, x)→ 0,
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δηλαδή an
ρ−→ x. Η (an) είναι ακολουθία στο A και an

ρ−→ x. Συνεπώς, x ∈ A.

Παραδείγµατα 3.2.10. (α) Στο (R, | · |) ισχύουν οι σχέσεις Q = R και R \Q = R.

(ϐ) Στο (R, | · |), αν a, b ∈ R µε a < b τότε cl (a, b) = cl (a, b] = cl [a, b) = [a, b].

(γ) Θεωρούµε τυχόν µη κενό σύνολο µε τη διακριτή µετρική δ. Για κάθε A ⊆ X ισχύει
A = A.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει τις ϐασικές ιδιότητες της κλειστής ϑήκης.

Πρόταση 3.2.11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X. Τότε, ισχύουν τα εξής:

(α) A ⊆ A.

(ϐ) A =
⋂
{F ⊇ A : F κλειστό}. Ισοδύναµα, η κλειστή ϑήκη του A είναι το ελάχιστο κλειστό

υποσύνολο του X στο οποίο περιέχεται το A.

(γ) A = A αν και µόνον αν το A είναι κλειστό.

(δ) Αν A ⊆ B, τότε A ⊆ B.

(ε) A ∪B = A ∪B.

(στ) A ∩B ⊆ A ∩B.

Απόδειξη. (α) Προφανές από τον ορισµό της κλειστής ϑήκης. Κάθε σηµείο του A είναι
σηµείο επαφής του A.

(ϐ) Είδαµε ότι το A είναι κλειστό και A ⊆ A. Συνεπώς, ∩{F ⊇ A : F κλειστό} ⊆ A.
Αντίστροφα, έστω F κλειστό σύνολο ώστε A ⊆ F . Αν x ∈ A τότε υπάρχει ακολουθία

(xn) στο A µε xn
ρ−→ x. Τότε, xn ∈ F και αφού το F είναι κλειστό συµπεραίνουµε ότι

x = lim
n→∞

xn ∈ F . ∆ηλαδή, A ⊆ F . ΄Επεται ότι A ⊆ ∩{F ⊇ A : F κλειστό}.

(γ) Αν A = A τότε το A είναι κλειστό διότι το A είναι κλειστό.
Αντίστροφα, αν το A είναι κλειστό τότε, αφού το A περιέχεται στον εαυτό του, έχουµε

A =
⋂
{F ⊇ A : F κλειστό} ⊆ A, δηλαδή A ⊆ A. Ούτως ή άλλως ισχύει A ⊆ A, οπότε

παίρνουµε τελικά την ισότητα A = A.

(δ) Αν A ⊆ B τότε A ⊆ B ⊆ B, δηλαδή A ⊆ B. Το B είναι ένα κλειστό σύνολο που
περιέχει το A, άρα περιέχει και το ελάχιστο κλειστό που περιέχει το Α, δηλαδή την κλειστή
ϑήκη του A. ΄Ετσι, A ⊆ B.

(ε) Χρησιµοποιώντας το (δ) και τους εγκλεισµούς A ⊆ A ∪ B και B ⊆ A ∪ B ϐλέπουµε
ότι A ⊆ A ∪B και B ⊆ A ∪B, άρα A ∪ B ⊆ A ∪B. Επιπλέον, είναι A ⊆ A και B ⊆ B

άρα A ∪ B ⊆ A ∪ B. Αφού το A ∪ B είναι κλειστό σύνολο, από το (ϐ) προκύπτει ότι
A ∪B ⊆ A ∪B. Τελικά, έχουµε ότι A ∪B = A ∪B.

(στ) Ισχύει A ∩B ⊆ A, οπότε A ∩B ⊆ A. Οµοίως, A ∩B ⊆ B, άρα A ∩B ⊆ A ∩B. 2
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Παρατήρηση 3.2.12. Ο εγκλεισµός στην τελευταία σχέση µπορεί να είναι γνήσιος. Για
παράδειγµα, στο (R, | · |) έχουµε Q ∩Qc = ∅ ενώ, Q ∩Qc = R.

Η επόµενη Πρόταση δίνει µια πολύ χρήσιµη σχέση δυϊσµού για την κλειστή ϑήκη και το
εσωτερικό :

Πρόταση 3.2.13. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστωA ⊆ X. Τότε ισχύουν οι ακόλουθες

σχέσεις:

(α) X \A = (X \A)◦.

(ϐ) X \A◦ = X \A.

Απόδειξη. (α) Θεωρούµε τυχόν x ∈ X. Τότε, ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα:

1. Για κάθε ε > 0 ισχύει B(x, ε) ∩A 6= ∅. Ισοδύναµα, x ∈ A.

2. Υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ∩ A = ∅, δηλαδή B(x, ε) ⊆ X \ A. Ισοδύναµα,
x ∈ (X \A)◦.

Αυτό αποδεικνύει ότι τα σύνολα A και (X \ A)◦ είναι ξένα και έχουν ως ένωση το X.
΄Επεται ότι X \A = (X \A)◦.

(ϐ) Εφαρµόζοντας την προηγούµενη ισότητα µε το X \A στη ϑέση του A, παίρνουµε

X \X \A = (X \ (X \A))◦ = A◦.

Παίρνοντας συµπληρώµατα ϐλέπουµε ότι X \A = X \A◦. 2

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε τον ορισµό των συνόλων Gδ και Fσ σε έναν µετρικό
χώρο.

Ορισµός 3.2.14 (σύνολα Gδ και Fσ). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A ⊆ X.

(α) Το A λέγεται σύνολο Gδ αν γράφεται ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών υποσυνόλων του
X.
(ϐ) Το A λέγεται σύνολο Fσ αν γράφεται ως αριθµήσιµη ένωση κλειστών υποσυνόλων του
X.

Παραδείγµατα 3.2.15. (α) Κάθε κλειστό σύνολο είναι προφανώς Fσ. Είναι όµως και Gδ.

(ϐ) Κάθε ανοικτό σύνολο είναι προφανώς Gδ. Είναι όµως και Fσ.

(γ) ΄Ενα σύνολο A είναι Gδ αν και µόνον αν το Ac είναι Fσ.

(δ) Στο (R, | · |) το διάστηµα (a, b] είναι Fσ και Gδ. Πράγµατι, αν επιλέξουµε k ∈ N ώστε
a+ 1

k < b, έχουµε

(a, b] =
∞⋃
n=k

[
a+

1

n
, b

]
=
∞⋂
n=1

(
a, b+

1

n

)
.

Οι αποδείξεις των ισχυρισµών (α), (ϐ) και (γ) αφήνονται για τις ασκήσεις του Κεφαλαίου.
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3.3 Σχετικώς ανοικτά και κλειστά σύνολα

3.3.1 Σχετικώς ανοικτά σύνολα

Στο Κεφάλαιο 1 δώσαµε τον ορισµό της σχετικής µετρικής: αν A είναι µη κενό υποσύνολο
του µετρικού χώρου (X, ρ), η απεικόνιση ρA : A×A→ R µε ρA(x, y) = ρ(x, y), x, y ∈ A
είναι µετρική στο A. Η επόµενη πρόταση περιγράφει τα ανοικτά σύνολα του (A, ρA).

Πρόταση 3.3.1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A ⊆ X. Τότε :

(α) Το G ⊆ A είναι ανοικτό στο µετρικό χώρο (A, ρA) αν και µόνον αν υπάρχει V ανοικτό

υποσύνολο του X ώστε G = A ∩ V .

(ϐ) Αν B ⊆ A, τότε A ∩ intX(B) ⊆ intA(B).

Απόδειξη. (α) Υποθέτουµε πρώτα ότι τοG είναι ανοικτό στο µετρικό υπόχωρο (A, ρA). Τότε,
γράφεται ως ένωση από ανοικτές µπάλες του A δηλαδή,

G =
⋃
x∈G

BρA(x, εx) =
⋃
x∈G

(
Bρ(x, εx

)
∩A) = A ∩

(⋃
x∈G

Bρ(x, εx)

)
.

[Για την πρώτη ισότητα παρατηρήστε ότι µια µπάλα σε έναν µετρικό υπόχωρο είναι µια
µπάλα που έχει κέντρο σηµείο του υποχώρου και περιέχει µόνο σηµεία του υποχώρου,
οπότε είναι η τοµή της αντίστοιχης µπάλας του µεγάλου χώρου µε τον υπόχωρο.]

Θέτοντας V =
⋃
x∈GBρ(x, εx) έχουµε ότι το G γράφεται στη µορφή A ∩ V , όπου V

είναι ανοικτό υποσύνολο του X (αφού είναι ένωση από ανοικτές µπάλες του X).
Αντίστροφα, έστω V ανοικτό υποσύνολο του X και G = A ∩ V . Τότε, για κάθε x ∈ G

ισχύει x ∈ V άρα υπάρχει ε > 0 ώστε Bρ(x, ε) ⊆ V . ΄Επεται ότι BρA(x, ε) = A∩Bρ(x, ε) ⊆
A∩V , δηλαδή το x είναι εσωτερικό σηµείο του G ως προς την µετρική ρA. ΄Αρα, το G είναι
ανοικτό στο µετρικό υπόχωρο (A, ρA).

(ϐ) Σύµφωνα µε το προηγούµενο, το A ∩ intX(B) είναι ένα ρA-ανοικτό υποσύνολο του A
και περιέχεται στο Β. ΄Αρα, από τη µεγιστικότητα του εσωτερικού έχουµε ότι περιέχεται στο
ρA-εσωτερικό του B. ∆ηλαδή,

A ∩ intX(B) ⊆ intA(B).

2

Παρατήρηση 3.3.2. Ο εγκλεισµός στην παραπάνω σχέση µπορεί να είναι γνήσιος. Για
παράδειγµα, στο R µε τη συνήθη µετρική, αν ϑεωρήσουµε το Z ως µετρικό υπόχωρο µε τη
σχετική µετρική, τότε intZ(N) = N ενώ intR(N) = ∅. ∆ηλαδή,

∅ = Z ∩ intR(N) $ intZ(N) = N.
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3.3.2 Σχετικώς κλειστά σύνολα

Η επόµενη Πρόταση περιγράφει τα κλειστά υποσύνολα ενός µετρικού υποχώρου.

Πρόταση 3.3.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω (A, ρA) µετρικός υπόχωρός του.

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) Το F ⊆ A είναι κλειστό στο µετρικό χώρο (A, ρA) αν και µόνον αν F = A ∩ E όπου E

κλειστό στον (X, ρ).

(ϐ) Αν B ⊆ A τότε clA(B) = A ∩ clX(B).

Απόδειξη. (α) Το F είναι κλειστό στοA αν και µόνον αν τοA\F είναι ανοικτό στοA, δηλαδή
αν και µόνον αν A \ F = A ∩G για κάποιο G ανοικτό στον X. ∆ηλαδή, A ∩ F c = A ∩G.

Ισχυρισµός. F = A ∩Gc.
∆είχνουµε πρώτα ότι F ⊆ A ∩Gc. Αρκεί να δείξουµε ότι F ⊆ Gc. Αν υποθέσουµε ότι δεν
ισχύει το συµπέρασµα τότε υπάρχει x ∈ F ώστε x ∈ G, δηλαδή x ∈ F∩G ⊆ A∩G = A∩F c.
΄Αρα, x /∈ F , άτοπο. Συνεπώς, F ⊆ Gc.

Για τον αντίστροφο εγκλεισµό ϑα δείξουµε ότι A∩Gc ⊆ F . Πάλι µε απαγωγή σε άτοπο,
υποθέτουµε ότι υπάρχει x ∈ A ∩ Gc ώστε x /∈ F , δηλαδή x ∈ A \ F και x /∈ G. Τότε
x ∈ A ∩ F c και x /∈ G, το οποίο είναι άτοπο αφού A ∩ F c = A ∩G.

Αφού το Gc είναι κλειστό στον X, παίρνοντας E = Gc έχουµε το Ϲητούµενο.

(ϐ) Από το πρώτο µέρος της πρότασης, το σύνολο A ∩ clX(B) είναι ρA-κλειστό και B ⊆
A ∩ clX(B). Τότε, η πρόταση 3.2.11(ϐ) δείχνει ότι clA(B) ⊆ A ∩ clX(B).

Αντίστροφα, έστω x ∈ A ∩ clX(B) και έστω ε > 0. Τότε Bρ(x, ε) ∩B 6= ∅ και επιπλέον
x ∈ A, άρα BρA(x, ε) ∩B = Bρ(x, ε) ∩A ∩B 6= ∅, οπότε x ∈ clA(B). 2

Παραδείγµατα 3.3.4. (α) Στο R µε τη συνήθη µετρική ϑεωρούµε το σύνολο A = (0, 1] ∪
{2}. Τότε τα (0, 1], {2} είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά στο A.

(ϐ) Στον Ευκλείδειο χώρο (R3, ‖ · ‖) ϑεωρούµε ως υπόχωρο το xy-επίπεδο H (δηλαδή
στοιχεία της µορφής (x, y, 0)). Τότε ο δίσκος D2 του xy-επιπέδου (D2 = {(x, y, 0) ∈ R3 :

x2 + y2 6 1}) είναι κλειστό σύνολο στον H. Μάλιστα κάθε υποσύνολο F του H είναι
κλειστό στον H αν και µόνον αν είναι κλειστό στον R3 (εξηγήστε γιατί).

3.4 Σηµεία συσσώρευσης και σύνορο

Ορισµός 3.4.1 (σηµείο συσσώρευσης). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Το
x ∈ X λέγεται σηµείο συσσώρευσης (accumulation point) του A αν σε κάθε ανοικτή µπάλα
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µε κέντρο το x µπορούµε να ϐρούµε σηµείο του A διαφορετικό από το x. ∆ηλαδή, αν για
κάθε ε > 0 ισχύει

B(x, ε) ∩ (A \ {x}) 6= ∅.

Το σύνολο των σηµείων συσσσώρευσης του A συµβολίζεται µε A′ και λέγεται παράγωγο

σύνολο του A.

Πρόταση 3.4.2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, A ⊆ X και x ∈ X. Τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(α) Το x είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

(ϐ) Για κάθε ε > 0 το A ∩B(x, ε) είναι άπειρο σύνολο.

(γ) Υπάρχει ακολουθία (an) στοιχείων του A ώστε an
ρ−→ x και an 6= x για n = 1, 2, . . ..

Απόδειξη. (α) ⇒ (ϐ): ΄Εστω ε > 0. Αφού το x είναι σηµείο συσσώρευσης του A, υπάρχει
τουλάχιστον ένα y 6= x ώστε y ∈ B(x, ε). Υποθέτουµε ότι το µη κενό σύνολο A∩ (B(x, ε) \
{x}) είναι πεπερασµένο και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Γράφουµε A ∩ (B(x, ε) \ {x}) =

{y1, . . . , yk} και ϑέτουµε δ = min{ρ(x, y1), . . . , ρ(x, yk)} > 0. Αφού το x είναι σηµείο
συσσώρευσης του A, υπάρχει τουλάχιστον ένα y 6= x ώστε y ∈ B(x, δ). Τότε, y ∈ B(x, ε) \
{x} (διότι δ < ε και y 6= x). Συνεπώς, y = yi για κάποιο 1 6 i 6 k. Αυτό δεν µπορεί να
ισχύει διότι ρ(x, y) < δ 6 ρ(x, yi).

(ϐ) ⇒ (γ): Το A ∩ B(x, 1) είναι άπειρο σύνολο, άρα υπάρχει a1 ∈ A ώστε a1 6= x και
ρ(x, a1) < 1. Υποθέτουµε ότι έχουµε ορίσει a1, . . . , an ∈ A ώστε ai 6= x και ρ(x, ai) <

1
i

για κάθε i = 1, . . . , n. Θέτουµε εn+1 = 1
n+1 . Το A ∩ B(x, εn+1) είναι άπειρο σύνολο, άρα

υπάρχει an+1 ∈ A ώστε an+1 6= x και ρ(x, an+1) < εn+1 = 1
n+1 . Επαγωγικά, ορίζεται

ακολουθία (an) στοιχείων του A, διαφορετικών από το x, ώστε ρ(x, an) < 1
n , απ¨ όπου

έπεται ότι an
ρ−→ x.

Η συνεπαγωγή (γ)⇒ (α) είναι απλή (άσκηση). 2

Παρατήρηση 3.4.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Τότε,

A = A ∪A′.

Εποµένως, το A είναι κλειστό αν και µόνον αν περιέχει τα σηµεία συσσώρευσής του.

Ορισµός 3.4.4 (σύνορο). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Το x ∈ X λέγεται
συνοριακό σηµείο (boundary point) του A αν σε κάθε ανοικτή µπάλα µε κέντρο το x µπο-
ϱούµε να ϐρούµε σηµείο του A και σηµείο του Ac. ∆ηλαδή, αν για κάθε ε > 0 ισχύουν
οι B(x, ε) ∩ A 6= ∅ και B(x, ε) ∩ Ac 6= ∅. Το σύνολο όλων των συνοριακών σηµείων του A
λέγεται σύνορο (boundary) του A και συµβολίζεται µε bd(A) ή ∂(A).
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Πρόταση 3.4.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Τότε,

(α) bd(A) = bd(Ac).

(ϐ) A = bd(A) ∪ int(A).

(γ) X = int(A) ∪ bd(A) ∪ int(Ac).

(δ) bd(A) = A \ A◦. Ισοδύναµα, bd(A) = A ∩X \A. Ειδικότερα, το bd(A) είναι κλειστό

σύνολο.

(ε) Το A είναι κλειστό αν και µόνον αν bd(A) ⊆ A.

Απόδειξη. Αφήνεται για τις ασκήσεις αυτού του Κεφαλαίου. 2

3.5 Πυκνά σύνολα και διαχωρισιµότητα

3.5.1 Πυκνά υποσύνολα

Ορισµός 3.5.1 (πυκνό υποσύνολο). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω D ⊆ X. Το D
λέγεται πυκνό (dense) στον X, αν D = X.

Παραδείγµατα 3.5.2. (α) Τα Q, R \Q είναι πυκνά στο (R, | · |).

(ϐ) Ο c00 είναι πυκνός στον (`1, ‖ · ‖1).

Απόδειξη του (ϐ). Θα δείξουµε ότι κάθε 1–αθροίσιµη ακολουθία προσεγγίζεται από τελικά
µηδενική ακολουθία. ΄Εστω a = (an) ∈ `1, δηλαδή

∑∞
n=1 |an| < +∞, και έστω ε > 0. Από

το κριτήριο Cauchy για αθροίσιµες σειρές έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε

∞∑
n=n0+1

|an| < ε.

Θέτουµε x = (a1, ..., an0 , 0, ...) ∈ c00. Τότε,

d1(a, x) = ‖a− x‖1 =
∞∑

n=n0+1

|an| < ε,

δηλαδή x ∈ Bd1(a, ε). ΄Αρα, c00 ∩Bd1(a, ε) 6= ∅. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, a ∈ c00. 2

(γ) (Θεώρηµα Kronecker). ΄Εστω θ ∈ R \Q. Το σύνολο

D(θ) := {(cos(2πnθ), sin(2πnθ)) : n ∈ N}

είναι πυκνό στον κύκλο S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} (άσκηση).

Πρόταση 3.5.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω D ⊆ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύ-

ναµα:
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(α) Το D είναι πυκνό στον X.

(ϐ) Αν F κλειστό και D ⊆ F , τότε F = X.

(γ) Για κάθε µη κενό ανοικτό G ⊆ X ισχύει G ∩D 6= ∅.

(δ) Για κάθε x ∈ X και για κάθε ε > 0 ισχύει D ∩B(x, ε) 6= ∅.

(ε) Για κάθε x ∈ X υπάρχει ακολουθία (xn) στοιχείων του D ώστε xn
ρ−→ x.

(στ) (X \D)◦ = ∅.

Απόδειξη. (α)⇒(ϐ) ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του X ώστε D ⊆ F . Τότε, D ⊆ F δηλαδή
X ⊆ F .

(ϐ)⇒(γ) Υποθέτουµε ότι υπάρχει µη κενό ανοικτό G ⊆ X µε G ∩ D = ∅. Τότε, D ⊆ Gc.
Αφού το Gc είναι κλειστό, από την υπόθεση έχουµε ότι Gc = X, δηλαδή G = ∅, άτοπο.

(γ)⇒(δ) Προφανής, αφού κάθε ανοικτή µπάλα είναι ανοικτό σύνολο.

(δ)⇒(ε) ΄Εστω x ∈ X. Τότε, για κάθε n ∈ N ισχύει D ∩ B(x, 1n) 6= ∅. ΄Ετσι, µπορούµε
να ορίσουµε ακολουθία (xn) στοιχείων του D µε xn ∈ B(x, 1n) για κάθε n ∈ N. Αφού
ρ(xn, x)→ 0, έχουµε xn

ρ−→ x.

(ε)⇒(στ) Υποθέτουµε ότι int(X \ D) 6= ∅. Τότε, υπάρχει x ∈ X \ D και ε > 0 ώστε
B(x, ε) ⊆ X \ D. ∆ηλαδή, B(x, ε) ∩ D = ∅. Από την υπόθεση υπάρχει (xn) ⊆ D ώστε
xn

ρ−→ x. ΄Αρα, υπάρχει n ∈ N ώστε ρ(xn, x) < ε. Τότε, xn ∈ B(x, ε) και xn ∈ D το οποίο
είναι άτοπο, διότι B(x, ε) ∩D = ∅.

(στ)⇒(α) Από την πρόταση 3.2.13 έχουµε X \ D = (X \ D)◦. ΄Εχουµε υποθέσει ότι
(X \D)◦ = ∅, άρα X \D = ∅. ∆ηλαδή, D = X. 2

Πρόταση 3.5.4. Το Qn είναι πυκνό στον `np , 1 6 p 6∞.

Απόδειξη. Εξετάζουµε την περίπτωση 1 6 p < ∞ (η περίπτωση p = ∞ αφήνεται ως
άσκηση).

΄Εστω x = (x(1), . . . , x(n)) ∈ `np και έστω ε > 0. Αφού το Q είναι πυκνό στο R, για
κάθε i = 1, . . . , n µπορούµε να ϐρούµε q(i) ∈ Q ώστε |q(i) − x(i)|p < εp

n . Θέτουµε
q = (q(1), . . . , q(n)). Τότε, q ∈ Qn και, από τον ορισµό της p–µετρικής,

dp(x, q) =

(
n∑
i=1

|x(i)− q(i)|p
)1/p

<

(
n∑
i=1

εp

n

)1/p

= ε.

Από την Πρόταση 3.5.3(δ) έπεται το συµπέρασµα. 2
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3.5.2 ∆ιαχωρίσιµοι µετρικοί χώροι

Ορισµός 3.5.5 (διαχωρίσιµος µετρικός χώρος). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ΟX λέγεται
διαχωρίσιµος (separable) αν έχει αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο. ∆ηλαδή, αν υπάρχει
αριθµήσιµο υποσύνολο D = {x1, x2, . . . , xn, . . .} του X ώστε D = X.

Παραδείγµατα 3.5.6. (α) Ο Rn, µε οποιαδήποτε από τις p–µετρικές, είναι διαχωρίσιµος
µετρικός χώρος. ΄Ενα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολό του είναι το Qn.

(ϐ) Οι χώροι `p, 1 6 p <∞ είναι διαχωρίσιµοι.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το σύνολο D = {x ∈ c00 : xi ∈ Q} είναι αριθµήσιµο και
πυκνό στον `p. Αρχικά δείχνουµε ότι το D είναι αριθµήσιµο. Πράγµατι, η απεικόνιση
f : D →

⋃∞
n=1Qn µε

x = (x1, . . . , xn, 0, . . .)
f7−→ (x1, . . . , xn),

είναι 1-1 και το σύνολο
⋃∞
n=1Qn είναι αριθµήσιµο ως αριθµήσιµη ένωση αριθµήσιµων

συνόλων. ΄Επεται ότι το D είναι αριθµήσιµο.
∆είχνουµε τώρα ότι το D είναι πυκνό στον `p. ΄Εστω ε > 0 και x = (xn) ∈ `p. Αφού∑∞
n=1 |xn|p < +∞ από το κριτήριο Cauchy υπάρχει n0 ∈ N ώστε

∞∑
n=n0+1

|xn|p <
εp

2
.

Για κάθε i = 1, . . . , n0, από την πυκνότητα του Q στο R µπορούµε να ϐρούµε qi ∈ Q ώστε
|xi − qi|p < εp

2n0
. Αν ϑέσουµε q = (q1, . . . , qn0 , 0, . . .) έχουµε q ∈ D και

dpp(x, q) =

n0∑
n=1

|xi − qi|p +

∞∑
n=n0+1

|xn|p < n0 ·
εp

2n0
+
εp

2
= εp,

δηλαδή, dp(x, q) < ε. Συνεπώς, το D είναι πυκνό στον `p. 2

΄Οπως ϑα δούµε στο τέλος αυτής της παραγράφου, ο (`∞, ‖·‖∞) δεν είναι διαχωρίσιµος
(παράδειγµα 3.5.11(ϐ)).

(γ) Ο κύβος του Hilbert, H∞ είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το σύνολο E των τελικά µηδενικών ακολουθιών µε ϱητές συντε-
ταγµένες στο [−1, 1] είναι αριθµήσιµο και πυκνό στον H∞. Για την πυκνότητα ϑεωρούµε
τυχόν x ∈ H∞ και τυχόν ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε

∑
n>n0

1
2n < ε

2 . Τότε, για τους
xi, i = 1, . . . , n0 που ανήκουν στο [−1, 1] υπάρχουν ϱητοί qi ∈ [−1, 1] ώστε |xi−qi|

2i
< ε

2n0
.

Θέτουµε q = (q1, . . . , qn0 , 0, . . .) και έχουµε

d(x, q) =

n0∑
n=1

|xn − qn|
2n

+

∞∑
n=n0+1

|xn|
2n

< n0 ·
ε

2n0
+
ε

2
= ε.
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Η αριθµησιµότητα του E προκύπτει όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα. 2

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει ένα χαρακτηρισµό των διαχωρίσιµων µετρικών χώρων µέσω
του «πληθαρίθµου µιας ϐάσης της τοπολογίας»3 τους. Πιο συγκεκριµένα, ένας µετρικός
χώρος είναι διαχωρίσιµος αν και µόνον αν έχει αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του.

Θεώρηµα 3.5.7. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι διαχωρίσιµος.

(ϐ) Υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια O ανοικτών υποσυνόλων του X, η οποία έχει την εξής

ιδιότητα : Για κάθε ανοικτό G ⊆ X και για κάθε x ∈ G υπάρχει U ∈ O ώστε x ∈ U ⊆ G.

Απόδειξη. (α)⇒(ϐ). ΄Εστω D = {xn : n = 1, 2, . . .} ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του
X. Θεωρούµε την οικογένεια

O =
{
B(xn, q) : q ∈ Q+, xn ∈ D

}
,

η οποία είναι αριθµήσιµη και αποτελείται από ανοικτά υποσύνολα του X. Θα δείξουµε ότι
αυτή έχει την Ϲητούµενη ιδιότητα. ΄Εστω G ⊆ X ανοικτό και έστω x ∈ G. Τότε, υπάρχει
ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ G. Από την πυκνότητα του Q στο R υπάρχει q ∈ Q ώστε 0 < 2q < ε.
Αφού το D είναι πυκνό στον X, η µπάλα B(x, q) περιέχει ένα στοιχείο του D, έστω xn.
Παρατηρήστε ότι x ∈ B(xn, q) (αφού xn ∈ B(x, q)) και B(xn, q) ⊆ G. Πράγµατι, αν
y ∈ B(xn, q) τότε

ρ(x, y) 6 ρ(x, xn) + ρ(xn, y) < q + q < ε,

δηλαδή y ∈ B(x, ε) ⊆ G.

(ϐ)⇒(α). Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια αριθµήσιµη οικογένεια O ανοικτών υποσυνόλων του
X που ικανοποιεί το (ϐ). Για κάθε ∅ 6= U ∈ O επιλέγουµε τυχόν xU ∈ U . Τότε, το
D = {xU : U ∈ O} είναι ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X (εξηγήστε γιατί). 2

Πόρισµα 3.5.8. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Κάθε υπόχωρος A τουX είναι

επίσης διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. Αφού ο X είναι διαχωρίσιµος, υπάρχει αριθµήσιµη οικογένεια O ανοικτών
υποσυνόλων του X µε την ιδιότητα : για κάθε ανοικτό G ⊆ X και x ∈ G υπάρχει U ∈ O
ώστε x ∈ U ⊆ G. Τότε, η αριθµήσιµη οικογένεια OA = {U ∩ A : U ∈ O} αποτελείται
από ανοικτά υποσύνολα του υποχώρου A και έχει την ίδια ιδιότητα. ΄Αρα, ο (A, ρA) είναι
διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. 2

3Μια οικογένεια B ανοικτών υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου (X, ρ) λέγεται ϐάση για την τοπολογία του
X αν έχει την εξής ιδιότητα : για κάθε ανοικτό σύνολο V ⊆ X και για κάθε x ∈ V υπάρχει B ∈ B ώστε
x ∈ B ⊆ V .
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Η επόµενη πρόταση µας δίνει κριτήριο και «µέθοδο» για να δείχνουµε ότι ένας µετρικός
χώρος δεν είναι διαχωρίσιµος.

Πρόταση 3.5.9. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A υπεραριθµήσιµο υποσύνολο του

X µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει ε > 0 ώστε ρ(x, y) > ε για κάθε x, y ∈ A µε x 6= y. Τότε, ο

(X, ρ) δεν είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος. Τότε, έχει ένα αριθµήσιµο πυκνό
υποσύνολο D. Θεωρούµε τις µπάλες B(x, ε2), x ∈ A. Αυτές είναι ξένες ανά δύο και
υπεραριθµήσιµες το πλήθος. Καθώς το D είναι πυκνό, έχουµε D ∩ B(x, ε2) 6= ∅ για
κάθε x ∈ A, δηλαδή υπάρχει dx ∈ D ώστε dx ∈ B(x, ε2). Ορίζουµε την απεικόνιση
A 3 x 7−→ dx ∈ D, η οποία είναι 1-1. ∆ηλαδή, το A είναι ισοπληθικό µε ένα υποσύνολο
του D. ΄Ατοπο, διότι το D είναι αριθµήσιµο, ενώ το A υπεραριθµήσιµο. 2

Πρόταση 3.5.10. Σε κάθε διαχωρίσιµο µετρικό χώρο (X, ρ) κάθε οικογένεια από ξένες

ανοικτές µπάλες είναι το πολύ αριθµήσιµη.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση. 2

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε κάποια παραδείγµατα µη διαχωρίσιµων µετρικών
χώρων.

Παραδείγµατα 3.5.11. (α) Ο (R, δ) δηλαδή, το R µε τη διακριτή µετρική, είναι µη δια-
χωρίσιµος µετρικός χώρος.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την πρόταση 3.5.9 µε A = R. Παρατηρήστε ότι δ(x, y) = 1 αν
x 6= y και το R είναι υπεραριθµήσιµο. Συνεπώς, ο (R, δ) δεν είναι διαχωρίσιµος, 2

Γενικότερα, αν έχουµε ένα υπεραριθµήσιµο σύνολο S και το εφοδιάσουµε µε τη δια-
κριτή µετρική τότε ο (S, δ) είναι µη διαχωρίσιµος µετρικός χώρος.

(ϐ) Ο `∞ ≡ (`∞(N), ‖ · ‖∞) είναι µη διαχωρίσιµος µετρικός χώρος.

Απόδειξη. Στον `∞ ϑεωρούµε το σύνολο S = {χA : A ⊆ N}, όπου χA η χαρακτηριστική
συνάρτηση του συνόλου A ⊆ N. ∆ηλαδή, χA(n) = 1 αν n ∈ A και χA(n) = 0 αν n /∈ A.
Τότε, το S είναι ισοπληθικό µε το {0, 1}N το οποίο είναι υπεραριθµήσιµο (ϐλέπε Παράρτηµα
Α΄). Επιπλέον, αν A 6= B τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x στο οποίο ϑα διαφέρουν,
οπότε |χA(x)− χB(x)| > 1 άρα ‖χA − χB‖∞ > 1 και συνεπώς οι µπάλες B

(
χA,

1
2

)
είναι

ξένες ανά δύο. Από την πρόταση 3.5.9 συµπεραίνουµε ότι ο `∞ δεν είναι διαχωρίσιµος
µετρικός χώρος. 2
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3.6 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F,G υποσύνολα του X. Αν το F είναι κλειστό και το
G είναι ανοικτό, δείξτε ότι το F \G είναι κλειστό και το G \ F είναι ανοικτό.

2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο A του X γράφεται ως τοµή
ανοικτών υποσυνόλων του (X, ρ).

3. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι το G = {x ∈ R : f(x) > 0} είναι
ανοικτό υποσύνολο του R και το F = {x ∈ R : f(x) = 0} είναι κλειστό υποσύνολο του R.

4. ∆είξτε ότι κάθε κλειστό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών διαστη-
µάτων και κάθε ανοικτό διάστηµα στο R γράφεται ως αριθµήσιµη ένωση κλειστών διαστη-
µάτων.

5. Αποδείξτε ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό.

6. Αποδείξτε ότι κάθε σφαίρα ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό σύνολο. Μπορεί σε έναν
µετρικό χώρο µια σφαίρα να είναι το κενό σύνολο ;

7. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και ε > 0. Εξετάστε, αν ισχύει πάντοτε η ισότητα

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ε}.

[Υπενθύµιση : Για κάθε A ⊆ X συµβολίζουµε µε A την κλειστή ϑήκη του A.]

8. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Η διαγώνιος του X ×X είναι το σύνολο ∆ = {(x, x) : x ∈
X}. Αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό στον X ×X ως προς τη µετρική d2, όπου

d2((x1, y1), (x2, y2)) =
√
d2(x1, y1) + d2(x2, y2).

Γενικότερα, αποδείξτε ότι το ∆ είναι κλειστό ως προς κάθε µετρική γινόµενο στον X ×X.

9. Υπάρχει άπειρο κλειστό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από ϱητούς ;
Υπάρχει ανοικτό υποσύνολο του R το οποίο αποτελείται µόνο από άρρητους ;

10. ΄Εστω A,B δύο υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). Αποδείξτε ότι :
(α) Αν A ∪B = X, τότε A ∪B◦ = X.

(ϐ) Αν A ∩B = ∅, τότε A ∩B◦ = ∅.
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11. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) (A \B)◦ ⊆ A◦ \B◦ για κάθε A,B ⊆ X.

(ϐ) A \B ⊆ A \B για κάθε A,B ⊆ X.

Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τους εγκλεισµούς µε ισότητες ;

12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και ∅ 6= A ⊆ X. ∆είξτε ότι diam(A) = diam(A). Ισχύει
το ίδιο για το εσωτερικό του A;

13. (α) ΄Εστω A ανοικτό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό
στο A αν και µόνο αν είναι ανοικτό στον X.

(ϐ) ΄Εστω A κλειστό υποσύνολο του (X, ρ) και G ⊆ A. Είναι σωστό ότι το G είναι κλειστό
στο A αν και µόνο αν είναι κλειστό στον X;

14. Βρείτε ένα αριθµήσιµο και πυκνό υποσύνολο του R \Q ως προς τη συνήθη µετρική.

Οµάδα Β΄

15. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα. ∆είξτε ότι B̂(x, r) = B(x, r) για κάθε x ∈ X και κάθε
r > 0.

16. ∆είξτε ότι ο c0 είναι κλειστό υποσύνολο του `∞. Τι µπορείτε να πείτε για τον c00; Είναι
ανοικτό υποσύνολο του `∞; κλειστό υποσύνολο του `∞;

17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(α) Το G είναι ανοικτό.
(ϐ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A ⊆ G ∩A.
(γ) Για κάθε A ⊆ X, G ∩A = G ∩A.

18. ∆είξτε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση αριθµήσιµων το πλήθος
ανοικτών διαστηµάτων µε ϱητά άκρα.

19. Αποδείξτε ότι στο R δεν υπάρχουν µη τετριµµένα υποσύνολα (δηλάδή διαφορετικά
από το ∅ και το R) τα οποία να είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά.

20. (α) Για κάθε n ∈ Z, έστω Fn κλειστό υποσύνολο του (n, n+1). Θέτουµε F =
⋃
n∈Z Fn.

Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό στο R.
Υπόδειξη : ∆είξτε πρώτα ότι για κάθε n υπάρχει δn > 0 έτσι ώστε |x− y| > δn οποτεδήποτε
x ∈ Fn και y ∈ Fm, n 6= m.
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(ϐ) Βρείτε µια ακολουθία ξένων ανά δυο κλειστών συνόλων στο R των οποίων η ένωση δεν
είναι κλειστό σύνολο.

21. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :
(α) Αν το X έχει περισσότερα από ένα στοιχεία, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X, ώστε G 6= ∅
και X \G 6= ∅.
(ϐ) Αν το X είναι άπειρο σύνολο, τότε υπάρχει ανοικτό G ⊆ X ώστε το G και το X \G να
είναι άπειρα.

22. Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και x, y ∈ X µε x 6= y. ∆είξτε ότι υπάρχουν ανοικτά
σύνολα U, V ώστε x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅.

23. Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, x ∈ X και F κλειστό υποσύνολο του X µε x /∈ F . ∆είξτε
ότι υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ώστε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩ V = ∅. Μπορούµε να
πετύχουµε να ισχύει, επιπλέον, ότι U ∩ V = ∅;

24. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Θέτουµε A′ το παράγωγο σύνολο του A,
δηλαδή το σύνολο των σηµείων συσσσώρευσης του A. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) A = A ∪ A′. Συµπεράνατε ότι το A είναι κλειστό αν και µόνο αν περιέχει τα σηµεία
συσσώρευσής του.

(ϐ) Το A′ είναι κλειστό σύνολο.

(γ) Αν A ⊆ B ⊆ X τότε A′ ⊆ B′.

(δ) A′ = (A)′. ∆ηλαδή, τα A και A έχουν τα ίδια σηµεία συσσώρευσης.

(ε) (A′)′ ⊆ A′. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε ο εγκλεισµός να είναι γνήσιος.

25. Εξετάστε αν οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι αληθείς:
(α) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = N.
(ϐ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Z.
(γ) Υπάρχει A ⊆ R ώστε A′ = Q.

26. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αν A,B ⊆ X, η απόσταση του A από το B ορίζεται ως
εξής:

dist(A,B) = inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Αποδείξτε τις ακόλουθες ιδιότητες της απόστασης:

(α) αν A ∩B 6= ∅, τότε dist(A,B) = 0.

(ϐ) dist(A,B) = dist(A,B).
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(γ) dist(A,B ∪ C) = min{dist(A,B),dist(A,C)}.

(δ) ∆ώστε παράδειγµα κλειστών και ξένων υποσυνόλων A,B ενός µετρικού χώρου (X, ρ) τα
οποία έχουν µηδενική απόσταση.

27. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν x ∈ X ορίζουµε την απόσταση του x από
το A να είναι η απόσταση των συνόλων {x} και A:

dist(x,A) = inf{ρ(x, a) : a ∈ A}.

Αποδείξτε ότι :
(α) dist(x,A) = 0 αν και µόνο αν x ∈ A.
(ϐ) |dist(x,A)− dist(y,A)| 6 ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X.
(γ) Το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) < ε} είναι ανοικτό, ενώ το σύνολο {x ∈ X : dist(x,A) 6

ε} είναι κλειστό.
(δ) Αν A ⊆ B ⊆ A, τότε dist(x,A) = dist(x,B) για κάθε x ∈ X.

28. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αποδείξτε ότι

A′ = {x ∈ X : dist(x,A \ {x}) = 0} .

29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι κάθε κλειστό υποσύνολο του X γράφεται
ως αριθµήσιµη τοµή ανοικτών συνόλων και κάθε ανοικτό υποσύνολο του X γράφεται ως
αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων.

30. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Αποδείξτε τις εξής ιδιότητες του συνόρου του
A:

(α) bd(A) = bd(Ac).

(ϐ) cl(A) = bd(A) ∪A◦.

(γ) X = A◦ ∪ bd(A) ∪ (X \A)◦.

(δ) bd(A) = A \A◦ ή ισοδύναµα bd(A) = A ∩X \A. Εποµένως, το σύνορο είναι κλειστό
σύνολο.

(ε) Το A είναι κλειστό αν και µόνο αν bd(A) ⊆ A.

31. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν το A είναι ανοικτό ή κλειστό υποσύνολο του X τότε το bd(A) έχει κενό εσωτερικό.

(ϐ) Αν A ∩B = ∅ τότε bd(A ∪B) = bd(A) ∪ bd(B).
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32. Βρείτε υποσύνολο A του R ώστε (bd(A))◦ = R.

33. ΄Εστω A υποσύνολο του (X, ρ). Αν G και H είναι ξένα ανοικτά σύνολα στο A, δείξτε
ότι υπάρχουν ξένα ανοικτά σύνολα U και V στο X ώστε G = A ∩ U και H = A ∩ V .

34. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι κάθε οικογένεια ξένων ανοικτών
υποσυνόλων του X είναι πεπερασµένη ή αριθµήσιµη.

35. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) Αν D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του X, τότε D ∩G = G για κάθε ανοικτό υποσύνολο
G του X.

(ϐ) Αν το G είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X και το D είναι πυκνό υποσύνολο
του X, τότε το G ∩D είναι πυκνό υποσύνολο του X. Ισχύει το ίδιο αν το G δεν υποτεθεί
ανοικτό ;

(γ) Είναι σωστό ότι η τοµή µιας ακολουθίας ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X είναι
πυκνό υποσύνολο του X;

36. ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xn, dn) µετρικοί χώροι. Θεωρούµε τον χώρο γινόµενο (X, d) µε
X =

∏n
i=1Xi και d = max16i6n di. ∆είξτε ότι :

(α) Αν κάθε Gi είναι di-ανοικτό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1Gi είναι d-ανοικτό στον

X.

(ϐ) Αν κάθε Fi είναι di-κλειστό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το
∏n
i=1 Fi είναι d-κλειστό στον

X.

(γ) Αν κάθε Di είναι πυκνό στον Xi, i = 1, . . . , n, τότε το D =
∏n
i=1Di είναι πυκνό στον

X.

Ειδικότερα, αν κάθε (Xi, di), i = 1, ..., n είναι διαχωρίσιµος τότε ο (X, d) είναι διαχω-
ϱίσιµος.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

37. Θεωρούµε το σύνολο A = {1/n : n = 1, 2, . . .} ∪ {0} εφοδιασµένο µε την συνήθη
µετρική του R. Να ϐρεθούν όλα τα ανοικτά υποσύνολα του (A, | · |).

38. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊆ B ⊆ X. ∆είξτε ότι : αν το A είναι πυκνό στο B
και το B είναι πυκνό στο X τότε το A είναι πυκνό στο X.

39. Θεωρούµε το R µε την συνήθη µετρική. Εξετάστε αν υπάρχει E ⊆ R, διαφορετικό από
το ∅ και το R, το οποίο να έχει την εξής ιδιότητα (για καθεµία ξεχωριστά δώστε παράδειγµα
µε αιτιολόγηση ή αποδείξτε ότι τέτοιο σύνολο δεν µπορεί να υπάρχει):



3.6. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 59

(α) Το E είναι άπειρο σύνολο αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(ϐ) Το E έχει άπειρα σηµεία συσσώρευσης αλλά δεν έχει κανένα εσωτερικό σηµείο.

(γ) Το E είναι ανοικτό αλλά δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(δ) Το E είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R.

(ε) Το E είναι ϕραγµένο και έχει άπειρα µεµονωµένα σηµεία (δηλαδή, το E \ E′ είναι
άπειρο σύνολο).

40. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής ή ψευδής (αιτιολογήστε
πλήρως την απάντησή σας).

(i) Αν το A είναι πυκνό υποσύνολο του R και το F είναι πεπερασµένο υποσύνολο του
R, τότε το A \ F είναι πυκνό υποσύνολο του R.

(ii) Αν τα D1, D2 είναι πυκνά υποσύνολα του R, τότε το D1 ∩D2 είναι πυκνό υποσύνολο
του R.

41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στον X και x ∈ X. Θέτουµε A = {xn :

n = 1, 2, . . .}. Αποδείξτε ότι :

(i) Αν x ∈ A′, τότε υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn → x.

(ii) Αν η (xn) είναι ϐασική, τότε το A′ περιέχει το πολύ ένα σηµείο.

(iii) Αν η (xn) είναι ϐασική και A′ 6= ∅, τότε η (xn) είναι συγκλίνουσα.

42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει εx > 0 ώστε
η B(x, εx) να είναι πεπερασµένο σύνολο. ∆είξτε ότι κάθε υποσύνολο του X είναι ανοικτό
σύνολο.

43. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι
αληθής ή ψευδής (δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα):

(α) Αν το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του X τότε για κάθε πυκνό υποσύνολο D του X
ισχύει x0 ∈ D.

(ϐ) Αν (xn) είναι ακολουθία στον X µε d(xn, xm) > 1 για κάθε n 6= m στο N, τότε το
σύνολο A = {xn : n ∈ N} είναι κλειστό υποσύνολο του X.
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44. Θεωρούµε τον Rm µε την Ευκλείδεια µετρική. Αποδείξτε ότι : αν A είναι ϕραγµένο
υποσύνολο του Rm και αν x, y ∈ A◦ τότε ‖x− y‖2 < diam(A).

Ισχύει το αντίστοιχο αποτέλεσµα σε κάθε µετρικό χώρο;

45. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω A ανοικτό υποσύνολο του X. Αν x ∈ A και
(xn) είναι ακολουθία στον X ώστε xn → x, αποδείξτε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε
n > n0,

B
(
xn,

1

n

)
⊆ A.

46. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Εστωm > 2 και y1, . . . , ym διαφορετικά ανά δύο σηµεία
του X. ∆είξτε ότι υπάρχουν ξένα ανά δύο ανοικτά σύνολα G1, . . . , Gm ⊆ X ώστε yi ∈ Gi
για κάθε i = 1, . . . ,m.

Οµάδα Γ΄

47. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και P ⊆ X. Το P λέγεται τέλειο αν είναι κενό ή είναι
κλειστό και κάθε σηµείο του είναι σηµείο συσσώρευσης γι’ αυτό. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) ΄Ενα συνόλο P ⊆ (X, ρ) είναι τέλειο αν και µόνο αν P = P ′.

(ϐ) Κάθε κλειστό (µη τετριµµένο) διάστηµα στο R (µε τη συνήθη µετρική) είναι τέλειο
σύνολο. Επίσης, το R είναι τέλειο αν ϑεωρηθεί ως υποσύνολο του R2.

(γ) Κάθε µη κενό τέλειο υποσύνολο P του R είναι υπεραριθµήσιµο. [Υπόδειξη. Το P είναι
άπειρο. Αν είναι αριθµήσιµο, γράφεται στη µορφή P = {xn : n ∈ N}. Ορίστε κατάλληλη
ακολουθία κιβωτισµένων διαστηµάτων [an, bn] ώστε, για κάθε n ∈ N, [an, bn]∩ P 6= ∅ αλλά
xn /∈ [an, bn].]

48. ΄Εστω A ⊆ R και x ∈ R. Το x λέγεται σηµείο συµπύκνωσης του A αν για κάθε ε > 0 το
σύνολο A ∩ (x− ε, x+ ε) είναι υπεραριθµήσιµο. Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(α) Αν το A είναι αριθµήσιµο τότε δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης.

(ϐ) Αν το A είναι υπεραριθµήσιµο και P είναι το σύνολο των σηµείων συµπύκνωσης του A
τότε P ′ = P και το A \ P είναι αριθµήσιµο.

(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του R τότε υπάρχουν τέλειο σύνολο P και αριθµήσιµο
σύνολο Z ώστε A = P ∪ Z και P ∩ Z = ∅.

49. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στο X. Το x ∈ X λέγεται οριακό

σηµείο της (xn) αν υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε xkn
ρ−→ x. Θέτουµε L(xn)

το σύνολο των οριακών σηµείων της ακολουθίας (xn). Αποδείξτε ότι

(α) Αν xn
ρ−→ x τότε L(xn) = {x}. Ισχύει το αντίστροφο ;
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(ϐ) Αν A = {xn : n ∈ N} ⊆ X τότε A′ ⊆ L(xn) ⊆ A. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι οι
εγκλεισµοί µπορεί να είναι γνήσιοι.

(γ) ∆είξτε ότι το L(xn) είναι κλειστό υποσύνολο του X.

(δ) Αν το A δεν είναι κλειστό, δείξτε ότι L(xn) 6= ∅. Αν επιπλέον, η (xn) είναι ρ-Cauchy,
τότε είναι ρ-συγκλίνουσα.

(ε) Το x είναι οριακό σηµείο της (xn) αν και µόνο για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N
υπάρχει m > n ώστε xm ∈ Bρ(x, ε).

50. Σωστό ή λάθος ; Για κάθε άπειρο µετρικό χώρο (X, d) υπάρχει άπειρο υποσύνολο A
του X ώστε κάθε G ⊆ A να είναι ανοικτό ως προς τη σχετική µετρική στο A.

51. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Το σύνολο των µεµονωµένων σηµείων του X είναι το πολύ αριθµήσιµο.

(ϐ) Αν S είναι ένα υπεραριθµήσιµο υποσύνολο τουX τότε υπάρχει ακολουθία διαφορετικών
ανά δυο στοιχείων του S, η οποία συγκλίνει σε σηµείο του S.

52. ΄Εστω θ ∈ R \Q. ∆είξτε ότι το σύνολο

D(θ) := {(cos(2πnθ), sin(2πnθ)) : n ∈ N}

είναι πυκνό στον κύκλο S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

53. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Το A ⊆ X λέγεται πουθενά πυκνό αν int(A) = ∅.
Αποδείξτε ότι :

(α) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον αν A ⊆ (X \A).

(ϐ) Το A ⊆ X είναι πουθενά πυκνό και κλειστό αν και µόνον αν το X \ A είναι πυκνό και
ανοικτό.

(γ) Αν το A είναι κλειστό υποσύνολο του X, τότε το A είναι πουθενά πυκνό αν και µόνον
αν A = bd(A).

(δ) Αν το A είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του X και το X \ B είναι πυκνό τότε το
X \ (A ∪B) είναι πυκνό στον X.

(ε) Η ένωση πεπερασµένου πλήθους πουθενά πυκνών υποσυνόλων του X είναι πουθενά
πυκνό υποσύνολο του X.

54. ΄Εστω (qn) µια αρίθµηση του Q. Ορίζουµε

In =

(
qn −

1

2n
, qn +

1

2n

)
, n ∈ N.
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∆είξτε ότι το U =
⋃∞
n=1 In είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του R και ότι το U c είναι

πουθενά πυκνό.

55. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το A είναι πουθενά πυκνό.

(ϐ) Το A δεν περιέχει µη κενό ανοικτό σύνολο.

(γ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο τουX περιέχει ένα µη κενό ανοικτό σύνολο ξένο προς
το A.

(δ) Κάθε µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X περιέχει µια ανοικτή µπάλα ξένη προς το A.

56. ΄Εστω (Xn, ρn), n = 1, 2, . . . ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε
x, y ∈ Xn, n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το χώρο γινόµενο (X, ρ), όπου X =

∏∞
n=1Xn και

ρ(x, y) =
∑∞

n=1 2−nρn(x(n), y(n)). Σταθεροποιούµε α = (α(n)) στον X. Θεωρούµε τα
σύνολα

Dm = {x = (x(n)) ∈ X : x(n) = α(n), n > m}, m = 1, 2, . . .

και ορίζουµε

Dα :=
∞⋃
m=1

Dm.

Αποδείξτε ότι το Dα είναι πυκνό στον X.

57. ΄Εστω A,B αριθµήσιµα, πυκνά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση
f : A→ B η οποία είναι αύξουσα, 1-1 και επί.



Κεφάλαιο 4

Συναρτήσεις µεταξύ µετρικών

χώρων

4.1 Συνεχείς συναρτήσεις

΄Εστω (X, ρ) και (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι. Στην §2.2 δώσαµε τον ορισµό της συνέχειας
µιας συνάρτησης f : X → Y σε κάποιο σηµείο x0 ∈ X: λέµε ότι η f είναι συνεχής στο
x0 αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ ≡ δ(x0, ε) > 0 ώστε αν x ∈ X και ρ(x, x0) < δ τότε
σ(f(x), f(x0)) < ε.

Παρατήρηση 4.1.1. Μια ισοδύναµη διατύπωση είναι η εξής: για κάθε ε > 0 υπάρχει
δ > 0 ώστε

f(Bρ(x0, δ)) ⊆ Bσ(f(x0), ε).

∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει ακτίνα δ > 0 ώστε η µπάλα (του X) µε κέντρο το x0 και
ακτίνα δ να απεικονίζεται, µέσω της f , µέσα στη µπάλα (του Y ) µε κέντρο το f(x0) και
ακτίνα ε.

Ξεκινώντας από αυτήν την παρατήρηση οδηγούµαστε στον εξής χαρακτηρισµό των συ-
νεχών συναρτήσεων f : X → Y µέσω των ανοικτών και κλειστών υποσυνόλων των X και Y
(υπενθυµίζουµε ότι η f λέγεται συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X).

Πρόταση 4.1.2. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Αν G είναι ανοικτό υποσύνολο του Y , το f−1(G) είναι ανοικτό υποσύνολο του X.

(γ) Αν F είναι κλειστό υποσύνολο του Y , το f−1(F ) είναι κλειστό υποσύνολο του X.
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Απόδειξη. (α) ⇒ (ϐ) ΄Εστω G ανοικτό υποσύνολο του Y . Θα δείξουµε ότι το f−1(G) είναι
ανοικτό υποσύνολο του X. Αν το f−1(G) είναι κενό τότε το συµπέρασµα ισχύει. Αν
όχι, έστω x ∈ f−1(G). Τότε, f(x) ∈ G και το G είναι ανοικτό, συνεπώς υπάρχει ε > 0

ώστε B(f(x), ε) ⊆ G. Αφού η f είναι συνεχής στο x, υπάρχει δ > 0 ώστε f(B(x, δ)) ⊆
B(f(x), ε) ⊆ G, δηλαδή B(x, δ) ⊆ f−1(G). Συνεπώς, το f−1(G) είναι ανοικτό.

(ϐ)⇒ (γ) Είναι άµεσο από τη σχέση f−1(Y \A) = X \ f−1(A): έστω F κλειστό υποσύνολο
του Y . Τότε, το Y \F είναι ανοικτό υποσύνολο του Y . Από την υπόθεσή µας, το f−1(Y \F )

είναι ανοικτό υποσύνολο του X. ΄Οµως, f−1(Y \ F ) = X \ f−1(F ). Αφού το X \ f−1(F )

είναι ανοικτό, το f−1(F ) είναι κλειστό.

(γ) ⇒ (α) ΄Εστω x ∈ X. Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο x. ΄Εστω ε > 0. Θεωρούµε
τη µπάλα B = B(f(x), ε). Τότε το Y \ B είναι κλειστό και από την υπόθεσή µας το
f−1(Y \B) = X\f−1(B) είναι επίσης κλειστό, δηλαδή το f−1(B) είναι ανοικτό. Επιπλέον,
x ∈ f−1(B) διότι f(x) ∈ B. ΄Αρα, υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ f−1(B). Ισοδύναµα,
f(B(x, δ)) ⊆ B = B(f(x), ε). 2

Στην επόµενη πρόταση δίνουµε αντίστοιχους χαρακτηρισµούς των συνεχών συναρτή-
σεων f : X → Y µέσω της κλειστής ϑήκης και του εσωτερικού:

Πρόταση 4.1.3. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Για κάθε A ⊆ X ισχύει f(A) ⊆ f(A).

(γ) Για κάθε B ⊆ Y ισχύει f−1(B) ⊆ f−1(B).

(δ) Για κάθε C ⊆ Y ισχύει f−1(C◦) ⊆ (f−1(C))◦.

Απόδειξη. (α) ⇒ (ϐ) ΄Εστω A ⊆ X και y ∈ f(A). Τότε, υπάρχει x ∈ A µε y = f(x).
Αφού x ∈ A, υπάρχει ακολουθία (xn) στο A µε xn → x. Η f είναι συνεχής στο x, άρα
f(xn)→ f(x) = y. ΄Οµως, f(xn) ∈ f(A) για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, y ∈ f(A).

(ϐ)⇒ (γ) Αν B ⊆ Y , ϑέτοντας A = f−1(B) στο (ϐ) έχουµε

f(f−1(B)) ⊆ f(f−1(B)) ⊆ B.

Ο δεύτερος εγκλεισµός προκύπτει από την f(f−1(B)) ⊆ B που ισχύει για κάθε συνάρτηση
f : X → Y και κάθε B ⊆ Y .

Τώρα, από την f(f−1(B)) ⊆ B συµπεραίνουµε ότι f−1(B) ⊆ f−1(B).

(γ)⇒ (δ) ΄Εστω C ⊆ Y . Από την Πρόταση 3.2.13 έχουµε

X \ (f−1(C))◦ = X \ f−1(C) = f−1(Y \ C)



4.2. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΑ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 65

και χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι f−1(Y \ C) ⊆ f−1(Y \ C) παίρνουµε

X \ (f−1(C))◦ ⊆ f−1(Y \ C).

Επιπλέον, ισχύει
f−1(Y \ C) = f−1(Y \ C◦) = X \ f−1(C◦).

Συνεπώς,
X \ (f−1(C))◦ ⊆ X \ f−1(C◦),

δηλαδή f−1(C◦) ⊆ (f−1(C))◦.

(δ)⇒ (α) ΄Εστω G ανοικτό υποσύνολο του Y . Θέτοντας C = G στην (δ) παίρνουµε

f−1(G) = f−1(G◦) ⊆ [f−1(G)]◦

διότι G = G◦. ΄Επεται ότι το f−1(G) είναι ανοικτό. Από την πρόταση 4.1.2 η f είναι
συνεχής. 2

4.2 Οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός 4.2.1 (οµοιόµορφη συνέχεια). ΄Εστω (X, ρ) και (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι. Μια
συνάρτηση f : X → Y λέγεται οµοιόµορφα συνεχής αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ ≡ δ(ε) >
0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, y) < δ τότε σ(f(x), f(y)) < ε.

Κάθε οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση είναι προφανώς συνεχής. Το αντίστροφο δεν ισχύει.
Πράγµατι, η συνάρτηση p : R→ R µε p(x) = x2 δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής: για κάθε
δ > 0, αν επιλέξουµε xδ = 1

δ και yδ = 1
δ + δ

2 , τότε |xδ − yδ| < δ αλλά

|p(xδ)− p(yδ)| = 1 +
δ2

4
> 1.

Από τον ορισµό έπεται ότι η p δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Παραδείγµατα 4.2.2. (α) Κάθε συνάρτηση f : (X, δ) → (Y, σ) από ένα σύνολο X µε τη
διακριτή µετρική δ σε οποιονδήποτε µετρικό χώρο είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αν x, y ∈ X και δ(x, y) < 1
2 έπεται ότι x = y, άρα σ(f(x), f(y)) =

0 < ε. 2

Με τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι κάθε ακολουθία a : N→ Y είναι οµοιόµορφα συνεχής
συνάρτηση.

(ϐ) ΄ΕστωA υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, ρ). Η συνάρτηση απόστασης από το σύνολο

A είναι η dA : X → R µε

t 7→ dist(t, A) ≡ inf{ρ(t, a) : a ∈ A}.
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Η dA είναι οµοιόµορφα συνεχής: µπορούµε να δείξουµε ότι

(∗) |dA(t)− dA(s)| 6 ρ(t, s)

για κάθε t, s ∈ X. Τότε, για δοθέν ε > 0, επιλέγοντας δ = ε έχουµε ότι αν t, s ∈ X και
ρ(t, s) < δ ικανοποιείται η |dA(t)− dA(s)| < δ = ε.

Απόδειξη της (∗): ΄Εστω t, s ∈ X. Για κάθε a ∈ A έχουµε

dA(t) 6 ρ(t, a) 6 ρ(t, s) + ρ(s, a).

Συνεπώς, ο dA(t) − ρ(t, s) είναι κάτω ϕράγµα του συνόλου {ρ(s, a) : a ∈ A}. ΄Επεται ότι
dA(t)− ρ(t, s) 6 dA(s). ∆ηλαδή,

dA(t)− dA(s) 6 ρ(t, s).

Το ίδιο ακριβώς επιχείρηµα δείχνει ότι

dA(s)− dA(t) 6 ρ(t, s),

απ΄ όπου παίρνουµε την (∗). 2

(γ) Κάθε συνεχής συνάρτηση f : R → R η οποία «µηδενίζεται στο άπειρο», δηλαδή
limx→±∞ f(x) = 0, είναι οµοιόµορφα συνεχής (γνωστό από τον Απειροστικό Λογισµό).

Ο χαρακτηρισµός της οµοιόµορφης συνέχειας µέσω ακολουθιών (που γνωρίζουµε α-
πό τον Απειροστικό Λογισµό) µεταφέρεται χωρίς καµία αλλαγή στο πλαίσιο των µετρικών
χώρων:

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και έστω f : X → Y . Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν (xn), (zn) είναι ακολουθίες στον X µε ρ(xn, zn)→ 0, τότε σ(f(xn), f(zn))→ 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και ϑεωρούµε ακολουθίες
(xn), (zn) στον X µε ρ(xn, zn) → 0. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό της οµοιόµορφης
συνέχειας, υπάρχει δ > 0 ώστε

αν x, z ∈ X και ρ(x, z) < δ τότε σ(f(x), f(z)) < ε.

Αφού ρ(xn, zn)→ 0, υπάρχει n0(δ) ∈ N ώστε : αν n > n0 τότε ρ(xn, zn) < δ. ΄Εστω n > n0.
Τότε, ρ(xn, zn) < δ και xn, zn ∈ X, οπότε σ(f(xn), f(zn)) < ε. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,
συµπεραίνουµε ότι σ(f(xn), f(zn))→ 0.

Αντίστροφα: αν η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει ε > 0 µε την εξής ιδιότητα :
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Για κάθε δ > 0 υπάρχουν xδ, zδ ∈ X µε ρ(xδ, yδ) < δ αλλά σ(f(xδ), f(yδ)) > ε.

Επιλέγοντας διαδοχικά δ = 1, 12 , . . . ,
1
n , . . ., ϐρίσκουµε Ϲευγάρια xn, zn ∈ X ώστε ρ(xn, zn) <

1
n αλλά σ(f(xn), f(zn)) > ε. Αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες (xn), (zn), έχουµε ρ(xn, zn)→
0 αλλά σ(f(xn), f(zn)) 6→ 0 (εξηγήστε γιατί). Αυτό είναι άτοπο, συνεπώς έχουµε αποδείξει
την αντίστροφη κατεύθυνση. 2

Πρόταση 4.2.4. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Θεωρούµε τις προτάσεις:

(α) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Η f απεικονίζει ϐασικές ακολουθίες του X σε ϐασικές ακολουθίες του Y .

(γ) Η f είναι συνεχής.

Τότε, ισχύουν οι συνεπαγωγές (α)⇒ (ϐ) και (ϐ)⇒ (γ).

Απόδειξη. (α)⇒ (ϐ). ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον (X, ρ). Θα δείξουµε ότι η (f(xn))

είναι ϐασική ακολουθία στον (Y, σ). ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής,
υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, y) < δ τότε σ(f(x), f(y)) < ε. Η (xn) είναι
ρ–ϐασική, συνεπώς υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν m,n > n0 τότε ρ(xn, xm) < δ. Συνδυάζοντας
τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι αν m,n > n0 τότε σ(f(xn), f(xm)) < ε.

(ϐ)⇒ (γ). ΄Εστω x ∈ X. Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο x. Αρκεί να δείξουµε ότι αν
(xn) είναι ακολουθία στον X µε xn

ρ−→ x τότε f(xn)
σ−→ f(x). Θεωρούµε την ακολουθία

(yn) = (x, x1, x, x2, x, x3, . . .). Η (yn) συγκλίνει στο x (γνωστό) άρα είναι ϐασική. Από
την υπόθεση έχουµε ότι η (f(yn)) είναι επίσης ϐασική. Αλλά, η υπακολουθία (f(y2n−1))

της (f(yn)) είναι σταθερή και ίση µε f(x), εποµένως συγκλίνει στο f(x). Αφού η (f(yn))

είναι ϐασική και έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, συγκλίνει, και µάλιστα στο f(x) (αν µια
ακολουθία συγκλίνει τότε το όριό της συµπίπτει µε το όριο κάθε υπακολουθίας της). 2

Παρατηρήσεις 4.2.5. (α) Μπορούµε να δώσουµε παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης η
οποία δεν απεικονίζει κάθε ϐασική ακολουθία σε ϐασική ακολουθία (άρα το αντίστροφο
της συνεπαγωγής (ϐ) ⇒ (γ) δεν ισχύει). Αν ϑεωρήσουµε την f : (0,+∞) → (0,+∞) µε
f(x) = 1

x τότε αυτή είναι συνεχής, αν όµως ϑεωρήσουµε την ϐασική ακολουθία
(
1
n

)
n∈N

στο (0,+∞) τότε αυτή δεν απεικονίζεται σε ϐασική ακολουθία, αφού f
(
1
n

)
= n.

(ϐ) Επίσης, δεν ισχύει το αντίστροφο της συνεπαγωγής (α) ⇒ (ϐ), δηλαδή µπορεί µια
συνάρτηση να απεικονίζει ϐασικές ακολουθίες σε ϐασικές ακολουθίες και να µην είναι
οµοιόµορφα συνεχής. Για παράδειγµα, η συνάρτηση p : R → R µε p(x) = x2 δεν είναι
οµοιόµορφα συνεχής. Παρ’ όλα αυτά, αν έχουµε µια ϐασική ακολουθία (xn) στο R τότε,
όπως έχουµε δει στον Απειροστικό Λογισµό, αυτή είναι και συγκλίνουσα, δηλαδή υπάρχει
x ∈ R µε xn → x και, επειδή η p είναι συνεχής, p(xn) → p(x), δηλαδή η (p(xn)) είναι
συγκλίνουσα και άρα ϐασική.
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4.2.1 Συναρτήσεις Lipschitz

Ορισµός 4.2.6. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) και C > 0. Λέµε ότι η f είναι C–Lipschitz (ή
αλλιώς, ότι ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz µε σταθερά C > 0) αν για κάθε x, y ∈ X ισχύει

σ(f(x), f(y)) 6 C ρ(x, y).

Λέµε ότι η f είναι Lipschitz αν ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz µε κάποια σταθερά C > 0.

Παρατηρήσεις 4.2.7. (α) Κάθε συνάρτηση Lipschitz είναι οµοιόµορφα συνεχής. Το α-
ντίστροφο δεν ισχύει. Αν για παράδειγµα ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f : [0,∞) → R µε
f(t) =

√
t, τότε αυτή είναι οµοιόµορφα συνεχής αλλά δεν ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz

για καµία ϑετική σταθερά (άσκηση).

(ϐ) Συµβολίζουµε µε Lip(X,Y ) την κλάση όλων των συναρτήσεων Lipschitz f : X → Y .
Στην περίπτωση Y = R, γράφουµε απλώς Lip(X) αντί για Lip(X,R). Η κλάση Lip(X,Y )

είναι πάντοτε µη κενή διότι περιέχει τις σταθερές συναρτήσεις. Η κλάση Lip(X) είναι
επίσης µη κενή και, γενικά, περιέχει «πολλές» συναρτήσεις: αν A είναι οποιοδήποτε µη
κενό υποσύνολο του X, τότε η συνάρτηση απόστασης dA : X → R µε dA(x) = dist(x,A)

είναι 1–Lipschitz.

(γ) Αν f, g ∈ Lip(X), τότε f + g ∈ Lip(X) και αν λ ∈ R τότε λf ∈ Lip(X). Με άλλα λόγια,
η τριάδα

(
Lip(X),+, ·

)
είναι γραµµικός υπόχωρος του C(X).

(δ) Για κάθε συνάρτηση f ∈ Lip(X,Y ) ορίζουµε

‖f‖Lip = inf
{
C > 0 : σ(f(x), f(y)) 6 C ρ(x, y), x, y ∈ X

}
.

Αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη να δείξει ότι

‖f‖Lip = sup

{
σ(f(x), f(y))

ρ(x, y)

∣∣ x, y ∈ X,x 6= y

}
και ότι σ(f(x), f(y)) 6 ‖f‖Lipρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X.

Παραδείγµατα 4.2.8. (α) Οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f : R→ R που έχουν ϕραγµένη
παράγωγο είναι Lipschitz.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε |f ′(x)| 6 C για κάθε x ∈ R.
Θεωρούµε τυχόντες πραγµατικούς αριθµούς x, y µε x < y. Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα
µέσης τιµής για την f στο [x, y], ϐρίσκουµε ξ ∈ (x, y) ώστε

f(x)− f(y)

x− y
= f ′(ξ).

Τότε,
∣∣∣f(x)−f(y)x−y

∣∣∣ 6 C, ή αλλιώς, |f(x)− f(y)| 6 C |x− y|. 2
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Ειδικότερα, οι συναρτήσεις sin, cos, arctan είναι Lipschitz.

(ϐ) ΄Εστω X γραµµικός χώρος. Κάθε νόρµα ‖ · ‖ : X → R είναι 1–Lipschitz, άρα οµοιό-
µορφα συνεχής συνάρτηση.

(γ) Για τη συνάρτηση f(x) = sinx, x ∈ R, ισχύει ‖f‖Lip = 1. Η απόδειξη είναι απλή: για
την ανισότητα ‖f‖Lip 6 1 χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι |f ′(x)| = | cosx| 6 1 για κάθε
x ∈ R, ενώ για την ανισότητα ‖f‖Lip > 1 χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι lim

t→0+
sin t
t = 1.

Πρόταση 4.2.9. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι και έστω f ∈ Lip(X,Y ). Τότε, η f

απεικονίζει ϕραγµένα υποσύνολα του X σε ϕραγµένα υποσύνολα του Y . Πιο συγκεκριµένα,

αν η f είναι C–Lipschitz, τότε για κάθε ϕραγµένο υποσύνολο A του X,

diam(f(A)) 6 Cdiam(A).

Απόδειξη. ΄Εστω A ⊆ X ϕραγµένο. Τότε, diam(A) <∞. ΄Εστω x, y ∈ A. Τότε,

σ(f(x), f(y)) 6 Cρ(x, y) 6 Cdiam(A) <∞.

Παίρνοντας supremum ως προς x, y ∈ A συµπεραίνουµε ότι diam(f(A)) 6 Cdiam(A). 2

Παρατήρηση 4.2.10. Η υπόθεση ότι η f ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz δε µπορεί να
αντικατασταθεί από την ασθενέστερη υπόθεση της οµοιόµορφης συνέχειας. Αν ϑεωρήσουµε
την ταυτοτική συνάρτηση I : (R, δ)→ (R, | · |) όπου δ η διακριτή µετρική, τότε αυτή είναι
οµοιόµορφα συνεχής. Παρατηρήστε ότι το N ⊆ R είναι ϕραγµένο στον (R, δ) αλλά δεν
είναι ϕραγµένο στον (R, | · |).

4.3 Ισοµετρίες, οµοιοµορφισµοί, ισοδύναµες µετρικές

4.3.1 Ισοµετρίες

Ορισµός 4.3.1 (ισοµετρία). ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) δύο µετρικοί χώροι. Μια συνάρτηση f :

X → Y λέγεται ισοµετρία (isometry) αν διατηρεί τις αποστάσεις, δηλαδή

σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X.

Παρατηρήσεις 4.3.2. (α) Κάθε ισοµετρία είναι 1-1 συνάρτηση.

(ϐ) Κάθε ισοµετρία είναι συνάρτηση Lipschitz.
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(γ) Αν υπάρχει ισοµετρία f : X → Y , τότε γράφουµεX
isom
↪→ Y και λέµε ότι οX εµφυτεύεται

ισοµετρικά στον Y . Αν, επιπλέον, η f είναι επί, τότε λέµε ότι οι χώροιX,Y είναι ισοµετρικοί
(και σαν µετρικοί χώροι «ταυτίζονται»).

(δ) Μπορούµε να ορίσουµε ισοµετρίες οι οποίες να µην είναι επί. Για παράδειγµα, αν
ϑεωρήσουµε τον τελεστή της δεξιάς µετατόπισης (shift operator) Sr : `2 → `2 µε

Sr(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .),

τότε αυτός είναι ισοµετρία από τον `2 στον εαυτό του, η οποία δεν είναι επί.

Παραδείγµατα 4.3.3. (α) (Μεταφορές) Οι απεικονίσεις σu : R→ R µε σu(x) = x+ u και
τu : R→ R µε τu(x) = −x+ u (όπου u ∈ R) είναι ισοµετρίες. Γενικότερα, κάθε µεταφορά
Ty : `n2 → `n2 µε Ty(x) = x+ y, όπου y ∈ Rn, είναι ισοµετρία επί.

(ϐ) Αν n < m τότε `n2
isom
↪→ `m2 .

Πράγµατι, η απεικόνιση i : `n2 → `m2 µε

i(x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xn, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−ϑέσεις

)

είναι ισοµετρία.

4.3.2 Ισοδύναµες µετρικές

Ορισµός 4.3.4 (ισοδύναµες µετρικές). ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και ρ, σ δύο µετρι-
κές στο X. Οι ρ και σ λέγονται ισοδύναµες (και γράφουµε ρ ∼ σ) αν ορίζουν τις ίδιες
συγκλίνουσες ακολουθίες. ∆ηλαδή ρ ∼ σ αν και µόνον αν ισχύει η ισοδυναµία

xn
ρ−→ x⇐⇒ xn

σ−→ x.

Πρόταση 4.3.5. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και ρ, σ δύο µετρικές στο X. Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(α) Οι ρ, σ είναι ισοδύναµες.

(ϐ) Η ταυτοτική συνάρτηση I : (X, ρ) → (X,σ) είναι αµφισυνεχής. ∆ηλαδή, η I είναι

συνεχής και η I−1 επίσης.

(γ) (Κριτήριο Hausdorff ) Για κάθε ε > 0 και για κάθε x ∈ X υπάρχουν δ1, δ2 > 0 ώστε

Bρ(x, δ1) ⊆ Bσ(x, ε) και Bσ(x, δ2) ⊆ Bρ(x, ε).

(δ) Το G ⊆ X είναι ρ–ανοικτό αν και µόνον αν είναι σ–ανοικτό.

(ε) Το F ⊆ X είναι ρ–κλειστό αν και µόνον αν είναι σ–κλειστό.
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Απόδειξη. (α)⇒ (ϐ). Απλό από την υπόθεση και την αρχή της µεταφοράς για τις I και I−1.

(ϐ) ⇒ (γ). ΄Εστω ε > 0 και x ∈ X. Αφού η I είναι συνεχής, υπάρχει δ1 > 0 ώστε
I(Bρ(x, δ1)) ⊆ Bσ(I(x), ε) ή ισοδύναµα Bρ(x, δ1) ⊆ Bσ(x, ε). ΄Οµοια, αφού η I−1 είναι
συνεχής υπάρχει δ2 > 0 ώστε Bσ(x, δ2) ⊆ Bρ(x, ε).

(γ)⇒ (δ). Υποθέτουµε ότι τοG είναι ρ–ανοικτό. Θα δείξουµε ότι είναι σ–ανοικτό. Αν x ∈ G,
αφού το G είναι ρ–ανοικτό υπάρχει ε > 0 ώστε Bρ(x, ε) ⊆ G. Από την υπόθεση υπάρχει
δ > 0 ώστε Bσ(x, δ) ⊆ Bρ(x, ε). Τελικά, Bσ(x, δ) ⊆ G. Αφού το x ∈ G ήταν τυχόν, το G
είναι σ–ανοικτό. ΄Οµοια δείχνουµε την άλλη κατεύθυνση.

(δ)⇒ (ε). Απλό: ϑεωρούµε το συµπλήρωµα του F και εφαρµόζουµε την υπόθεση ότι ισχύει
το (δ).

(ε)⇒ (α). ΄Εστω (xn) ακολουθία στο X µε xn
ρ−→ x. Θα δείξουµε ότι xn

σ−→ x. Αν δεν
συµβαίνει αυτό, τότε υπάρχουν ε0 > 0 και υπακολουθία (xkn) της (xn) ώστε σ(xkn , x) > ε0
για n = 1, 2, . . .. Θεωρούµε το σύνολο F = {y ∈ X : σ(y, x) > ε0}. Τότε το F είναι σ–
κλειστό και από την υπόθεση έπεται ότι είναι ρ–κλειστό. Επιπλέον, έχουµε xkn ∈ F (εκ
κατασκευής) για n = 1, 2, . . . και xkn

ρ−→ x. ΄Επεται ότι x ∈ F , άρα σ(x, x) > ε0, άτοπο.
Συνεπώς, xn

σ−→ x. ΄Οµοια δείχνουµε την άλλη κατεύθυνση. 2

Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, αν στο ίδιο σύνολο έχουµε δύο ισοδύναµες
µετρικές τότε οι δύο µετρικοί χώροι που προκύπτουν έχουν ακριβώς τα ίδια ανοικτά σύνολα.
Λέµε ότι οι ισοδύναµες µετρικές παράγουν ακριβώς την ίδια τοπολογία.

Πρόταση 4.3.6. Αν ρ είναι µια µετρική στο σύνολο X, τότε υπάρχει ισοδύναµη µετρική σ

στο X η οποία είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Ορίζουµε τη µετρική σ : X ×X → R µε σ(x, y) = ρ(x,y)
1+ρ(x,y) , x, y ∈ X. Η σ είναι

ϕραγµένη µετρική και ρ ∼ σ, αφού σ(xn, x)→ 0 αν και µόνον αν ρ(xn, x)→ 0. 2

4.3.3 Οµοιοµορφισµοί

Ορισµός 4.3.7 (οµοιοµορφισµός). ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Η f λέγεται οµοιοµορφισµός

(homeomorphism) αν είναι 1-1, επί και αµφισυνεχής (δηλ. η f και η f−1 είναι συνεχείς).
Αν υπάρχει οµοιοµορφισµός f : (X, ρ) → (Y, σ), οι µετρικοί χώροι (X, ρ) και (Y, σ)

λέγονται οµοιοµορφικοί και γράφουµε X hom∼ Y ή X ' Y .

Παρατηρήσεις 4.3.8. (α) Η σχέση οµοιοµορφισµού µεταξύ µετρικών χώρων είναι σχέση
ισοδυναµίας.

(ϐ) ΄Εστω ρ και σ δύο µετρικές στο σύνολο X. Αν οι ρ, σ είναι ισοδύναµες, τότε οι µετρι-
κοί χώροι (X, ρ) και (X,σ) είναι οµοιοµορφικοί (µέσω της ταυτοτικής απεικόνισης). Το
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αντίστροφο δεν ισχύει : µπορούµε να ϐρούµε σύνολο X και µετρικές ρ, σ στο X ώστε οι
χώροι (X, ρ) και (X,σ) να είναι ισοµετρικοί, αλλά οι ρ, σ να µην είναι ισοδύναµες. Θεω-
ϱούµε το σύνολο X = c00 των τελικά µηδενικών ακολουθιών και ορίζουµε τη συνάρτηση
T : c00 → c00 µε

T (x1, x2, . . . , xn, 0, . . .) = (x1, 2x2, . . . , nxn, 0, . . .).

Μέσω του T ορίζουµε µια νέα νόρµα στον c00 ως εξής: ‖y‖T = ‖Ty‖∞ για y ∈ c00. Τότε,
οι χώροι (c00, ‖ · ‖∞) και (c00, ‖ · ‖T ) είναι ισοµετρικοί (µέσω της T ) αλλά οι µετρικές που
επάγουν οι νόρµες δεν είναι ισοδύναµες στον c00 (άσκηση).

Πρόταση 4.3.9. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνάρτηση 1-1 και επί. Τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(α) Η f είναι οµοιοµορφισµός.

(ϐ) Αν (xn) είναι ακολουθία στον X και x ∈ X, τότε xn
ρ−→ x αν και µόνον αν f(xn)

σ−→
f(x).

(γ) Το G ⊆ X είναι ρ–ανοικτό αν και µόνον αν το f(G) ⊆ Y είναι σ–ανοικτό.

(δ) Το F ⊆ X είναι ρ–κλειστό αν και µόνον αν το f(F ) ⊆ Y είναι σ–κλειστό.

(ε) Η d(x, y) = σ(f(x), f(y)) ορίζει µετρική στο X ισοδύναµη µε την ρ.

Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση. 2

Πρόταση 4.3.10. Κάθε µετρικός χώρος (X, ρ) είναι οµοιοµορφικός µε έναν ϕραγµένο µε-

τρικό χώρο.

Απόδειξη. ΄Επεται άµεσα από την πρόταση 4.3.6 και την παρατήρηση 4.3.8(ϐ). 2

Θεώρηµα 4.3.11. Κάθε διαχωρίσιµος µετρικός χώρος εµφυτεύεται1 στον κύβο του Hilbert

H∞.

Απόδειξη. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Θα δείξουµε ότι υπάρχει συνεχής
συνάρτηση F : X → H∞ η οποία είναι 1-1 και η F−1 : F (X)→ X είναι επίσης συνεχής.
Τότε, X ' F (X) ⊆ H∞.

Θυµίζουµε ότι ο H∞ είναι ο χώρος των συναρτήσεων y : N → [−1, 1] µε τη µετρική
d(y, y′) =

∑∞
n=1 2−n|y(n)− y′(n)|.

1Λέµε ότι ο X εµφυτεύεται στον Y αν υπάρχει f : X → Y συνεχής, 1-1 και η f−1 : f(X) → X είναι
επίσης συνεχής. Με άλλα λόγια, αν ο X είναι οµοιοµορφικός µε έναν υπόχωρο του Y .
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Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι για τον (X, ρ) ισχύει
ρ(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ X (αυτό µας το εξασφαλίζει η προηγούµενη πρόταση). ΄Ε-
στω D = {xn : n = 1, 2, . . .} ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X. Ορίζουµε την
απεικόνιση F : X → H∞ µε F (x) = y όπου y(n) = ρ(x, xn), n ∈ N.

Ισχυρισµός. Η F είναι 1-1.

΄Εστω x, y ∈ X µε F (x) = F (y) δηλαδή, ρ(x, xn) = ρ(y, xn) για κάθε n = 1, 2, . . .. ΄Εστω
ε > 0. Αφού το D είναι πυκνό, υπάρχει xn ∈ D ώστε ρ(y, xn) = ρ(x, xn) < ε

2 . Τότε,

ρ(x, y) 6 ρ(x, xn) + ρ(y, xn) < ε

και αφού το ε είναι τυχόν συµπεραίνουµε ότι ρ(x, y) = 0, δηλαδή x = y.

Ισχυρισµός. Η F είναι συνεχής (µάλιστα Lipschitz).

Θα δείξουµε ότι ισχύει d(F (x), F (y)) 6 ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X, όπου d η µετρική του
κύβου του Hilbert. ΄Εχουµε

d(F (x), F (y)) =
∞∑
n=1

2−n|ρ(x, xn)− ρ(y, xn)| 6
∞∑
n=1

2−nρ(x, y) = ρ(x, y).

Τέλος, δείχνουµε ότι η F−1 : F (X) → X είναι συνεχής δείχνοντας ότι αν am, a ∈ X και
F (am)

d−→ F (a) τότε am
ρ−→ a (το Ϲητούµενο προκύπτει από την αρχή της µεταφοράς).

Πράγµατι : έστω ότι F (am)
d−→ F (a). Αφού η d είναι µετρική γινόµενο, έχουµε

lim
m→∞

F (am)(n) = F (a)(n) για κάθε n ∈ N, δηλαδή lim
m→∞

ρ(am, xn) = ρ(a, xn) για κάθε
n ∈ N. ΄Εστω ε > 0. Αφού το D είναι πυκνό στο X, υπάρχει n0 ∈ N ώστε ρ(a, xn0) <
ε
3 . Επιπλέον, αφού ρ(am, xn0) → ρ(a, xn0) υπάρχει m0 ∈ N ώστε αν m > m0 τότε
ρ(am, xn0) < ε

3 + ρ(a, xn0). Συνεπώς, αν m > m0 τότε

ρ(am, a) 6 ρ(am, xn0) + ρ(a, xn0) <
ε

3
+ 2ρ(a, xn0) <

ε

3
+

2ε

3
= ε,

δηλαδή am
ρ−→ a καθώς m→∞. 2

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε ένα παράδειγµα Ϲεύγους µετρικών χώρων που είναι
οµοιοµορφικοί αλλά δεν είναι ισοµετρικοί και µε κάποιες παρατηρήσεις επί των οµοιοµορ-
ϕικών διαστηµάτων στο R.

Παραδείγµατα 4.3.12. (α) Τα (−π
2 ,

π
2 ) και R (και τα δύο µε τη συνήθη µετρική) είναι

οµοιοµορφικά µέσω της συνάρτησης arctan : R → (−π
2 ,

π
2 ), όµως δεν είναι ισοµετρικά

διότι diam((−π
2 ,

π
2 )) = π ενώ diam(R) =∞.
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(ϐ) ∆ιαστήµατα τα οποία «µοιάζουν» είναι οµοιοµορφικά, δηλαδή (0, 1) ' (a, b), [0, 1) '
[a, b) ' (c, d] και [0, 1] ' [a, b]. Για την πρώτη και τρίτη περίπτωση έχουµε τον οµοιοµορ-
ϕισµό f(t) = a + t(b − a). Για τη δεύτερη έχουµε ότι η συνάρτηση g : [0, 1) → (c, d] µε
g(t) = d− t(d− c) είναι 1-1, επί και αµφισυνεχής.

(γ) Το (0, 1) δεν είναι οµοιοµορφικό µε το [0, 1).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει f : [0, 1) → (0, 1) οµοιοµορφισµός και ϑέτουµε c =

f(0). Τότε 0 < c < 1 και επίσης η f |(0,1) : (0, 1) → (0, 1) \ {c} είναι οµοιοµορφισµός,
δηλαδή τα (0, 1) και (0, c) ∪ (c, 1) είναι οµοιοµορφικά. ΄Οµως τότε, το R είναι κι αυτό
οµοιοµορφικό µε το (0, c) ∪ (c, 1), εποµένως το R µπορεί να γραφεί ως ξένη ένωση δυο
ανοικτών (µη τετριµµένων) υποσυνόλων του, το οποίο είναι άτοπο διότι στο R δεν υπάρχουν
µη τετριµµένα υποσύνολα που να είναι συγχρόνως ανοικτά και κλειστά (άσκηση από το 3ο
Κεφάλαιο). 2

4.4 Βασικά αποτελέσµατα για συναρτήσεις σε µετρικούς χώ-

ϱους

4.4.1 Το λήµµα του Urysohn

Θεώρηµα 4.4.1 (Urysohn). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B κλειστά υποσύνολα του

X µε A ∩B = ∅. Τότε, υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → R µε τις ακόλουθες ιδιότητες:

(α) 0 6 f(x) 6 1 για κάθε x ∈ X.

(ϐ) f(x) = 0 για κάθε x ∈ A.

(γ) f(x) = 1 για κάθε x ∈ B.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : X → R µε

f(x) =
dist(x,A)

dist(x,A) + dist(x,B)
,

η οποία είναι καλά ορισµένη διότι τα A,B είναι κλειστά και A∩B = ∅ (αν ο παρονοµαστής
µηδενιζόταν για κάποιο x ∈ X τότε ϑα είχαµε x ∈ A ∩ B = A ∩ B). Η f είναι συνεχής
ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Επιπλέον, 0 6 f(x) 6 1 για κάθε x ∈ X. Τέλος,
παρατηρούµε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ A και f(x) = 1 για κάθε x ∈ B. 2

Ορισµός 4.4.2. ΄Εστω A,B δύο ξένα υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, ρ).

(α) Τα A,B διαχωρίζονται αν υπάρχουν ανοικτά G,H ώστε A ⊆ G, B ⊆ H και G∩H = ∅.

(ϐ) Τα A,B διαχωρίζονται πλήρως αν διαχωρίζονται από ανοικτά G,H όπως στο (α) και
επιπλέον ισχύει G ∩H = ∅.
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Πρόταση 4.4.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και E,F δύο ξένα κλειστά υποσύνολα του

X. Τότε τα E,F διαχωρίζονται πλήρως.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα ϐασιστεί στο λήµµα του Urysohn. Υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : X → R µε f(x) = 0 για κάθε x ∈ E και f(x) = 1 για κάθε x ∈ F . Θέτουµε
U = (−1/3, 1/3) και V = (2/3, 4/3)). Τότε ισχύουν τα εξής:

(α) Τα G = f−1(U), H = f−1(V ) είναι ανοικτά στον X διότι η f είναι συνεχής.

(ϐ) E ⊆ G, F ⊆ H.

(γ) Ισχύει ότι G ∩ H = ∅. Πράγµατι, αν x ∈ G ϑεωρούµε ακολουθία (xn) στο G. Τότε,
f(xn) ∈ U δηλαδή f(xn) < 1/3 για κάθε n ∈ N. Από την αρχή της µεταφοράς έχουµε
f(xn)→ f(x), άρα f(x) 6 1/3. Με τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι αν y ∈ H τότε f(y) > 2/3.
΄Αρα, ισχύει G ∩H = ∅. 2

4.4.2 ∆ιαµερίσεις της µονάδας

Ορισµός 4.4.4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και f : X → R. Ο ϕορέας (support) της f
είναι το σύνολο

supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Θεώρηµα 4.4.5 (διαµέριση της µονάδας). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και U1, . . . , Uk

ανοικτά υποσύνολα του X ώστε X = U1 ∪ · · · ∪ Uk. Τότε, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

φi : X → [0, 1], i = 1, . . . , k µε την ιδιότητα supp(φi) ⊆ Ui για i = 1, . . . , k και φ1(x) +

· · ·+ φk(x) = 1 για κάθε x ∈ X.

Θα χρειαστούµε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 4.4.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και U1, . . . , Uk ανοικτά υποσύνολα του X ώστε

X = U1 ∪ · · · ∪ Uk. Τότε, υπάρχουν ανοικτά σύνολα W1, . . . ,Wk ώστε Wi ⊆ Ui για

i = 1, . . . , k και X = W1 ∪ · · ·Wk.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχειW1 ανοικτό ώστεW1 ⊆ U1 καιX = W1∪U2∪· · ·∪
Uk. Κατόπιν, το συµπέρασµα έπεται µε επαγωγή. Παρατηρούµε ότι το X \ (U2 ∪ · · · ∪Uk)
είναι κλειστό και είναι ξένο προς το κλειστό X \ U1. Συνεπώς, διαχωρίζονται πλήρως.
Ειδικότερα, υπάρχει ανοικτό W1 ώστε X \ (U2 ∪ · · · ∪ Uk) ⊆ W1 και W1 ∩ X \ U1 = ∅
(γιατί, ανW2 είναι ανοικτό µε U c1 ⊆W2 καιW1∩W2 = ∅, τότεW1∩X \ U1 ⊆W1∩W2 = ∅).
΄Αρα,

W1 ⊆ X \ (X \ U1) ⊆ X \ (X \ U1) = U1.

Τέλος, ισχύει X = W1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk. 2
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Απόδειξη του ϑεωρήµατος. Από το προηγούµενο λήµµα υπάρχουν ανοικτά σύνολα Vi, i =

1, . . . , k ώστε V i ⊆ Ui και X =
⋃k
i=1 Vi. Για τον ίδιο λόγο υπάρχουν ανοικτά Wi, i =

1, . . . , k ώστε W i ⊆ Vi για i = 1, . . . , k και X =
⋃k
i=1Wi. Από το λήµµα του Urysohn,

για κάθε i = 1, . . . , k υπάρχει συνεχής συνάρτηση fi : X → [0, 1] ώστε fi(x) = 1 για κάθε
x ∈W i και fi(x) = 0 για κάθε x /∈ Vi. Παρατηρούµε τα εξής:

(i) f1(x) +f2(x) + · · ·+fk(x) > 0 για κάθε x ∈ X διότι X = W1∪ · · ·∪Wk άρα x ∈Wi

για κάποιο i = 1, . . . , k οπότε fi(x) = 1.

(ii) supp(fi) ⊆ Ui για i = 1, . . . , k, διότι αν x ∈ X ώστε fi(x) 6= 0 τότε x ∈ Vi. ΄Αρα,

supp(fi) = {x : fi(x) 6= 0} ⊆ V i ⊆ Ui

Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις φi : X → R µε φi = fi
f1+···+fk . Αυτές είναι καλά

ορισµένες και supp(φi) ⊆ Ui (εξηγήστε γιατί). Τέλος,
∑k

i=1 φi(x) = 1 για κάθε x ∈ X. 2

4.4.3 Ταλάντωση και σηµεία συνέχειας

Ορισµός 4.4.7 (ταλάντωση). ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνάρτη-
ση. Αν A ⊆ X, η ταλάντωση της f στο A ορίζεται ως εξήσ:

τf (A) = diam(f(A)) = sup{σ(f(x), f(y)) : x, y ∈ A}.

Παρατηρήσεις 4.4.8. (α) Από τον ορισµό, 0 6 τf (A) 6 +∞.

(ϐ) Αν η f δεν είναι ϕραγµένη στο A τότε τf (A) =∞.

(γ) Αν f : (X, ρ)→ R και A ⊆ X τότε

τf (A) = sup{|f(a)− f(b)| : a, b ∈ A} 6 2 sup
a∈A
|f(a)|.

(δ) Αν f ∈ Lip(X,Y ), τότε η ταλάντωση της f σε κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι
πεπερασµένη και µάλιστα2

τf (A) 6 ‖f‖Lipdiam(A).

(ε) Η συνάρτηση τf : P(X)→ [0,∞] είναι «αύξουσα»: αν A ⊆ B τότε τf (A) 6 τf (B).

Σταθεροποιούµε ένα σηµείο x ∈ X και ορίζουµε ως ταλάντωση της f : X → Y στο x
την ποσότητα

τf (x) := inf{τf (V ) : V ανοικτό, x ∈ V }.

Θα δείξουµε ότι µια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σηµείο αν και µόνον αν η ταλά-
ντωσή της στο σηµείο αυτό είναι µηδενική. Για το σκοπό αυτό δείχνουµε πρώτα ένα λήµµα
το οποίο µας δίνει µια πιο εύχρηστη περιγραφή της τf (x).

2∆είτε την Παρατήρηση 4.2.7 (δ).
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Λήµµα 4.4.9. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) και x ∈ X. Τότε, για την ταλάντωση της f στο x

ισχύει η ισότητα

τf (x) = lim
ε→0+

diam(f(Bρ(x, ε))) = lim
ε→0+

τf (Bρ(x, ε)).

Απόδειξη. ΄Εστω V ανοικτό µε x ∈ V . Τότε, υπάρχει ε0 > 0 ώστε B(x, ε0) ⊆ V . Από
τη µονοτονία της ταλάντωσης έχουµε τf (B(x, ε0)) 6 τf (V ). Θεωρούµε τη συνάρτηση
g : (0,∞)→ [0,∞] µε g(ε) = τf (B(x, ε)) η οποία είναι αύξουσα. ΄Αρα το όριο limε→0+ g(ε)

υπάρχει στο [0,+∞] και

lim
ε↓0

τf (B(x, ε)) 6 τf (B(x, ε0)) 6 τf (V ).

΄Επεται ότι limε↓0 τf (B(x, ε)) 6 inf{τf (V ) : V ανοικτό, x ∈ V } = τf (x).

Για την αντίστροφη ανισότητα παρατηρούµε ότι

τf (x) 6 τf (B(x, ε))

για κάθε ε > 0, διότι το B(x, ε) είναι ανοικτό και περιέχει το x.
΄Αρα, τf (x) 6 limε↓0 τf (B(x, ε)). 2

Θεώρηµα 4.4.10. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) και x ∈ X. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής στο x.

(ϐ) Η ταλάντωση της f στο x είναι µηδενική, δηλαδή τf (x) = 0.

Απόδειξη. (α) ⇒ (ϐ). ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι συνεχής στο x, υπάρχει δ > 0 ώστε
f(B(x, δ)) ⊆ B

(
f(x), ε2

)
. Από τη µονοτονία της διαµέτρου έχουµε

diam(f(B(x, δ))) 6 diam
(
B
(
f(x),

ε

2

))
6 ε.

΄Οµως,
τf (x) = lim

r↓0
diam(f(B(x, r))) 6 ε

και, αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι τf (x) = 0.

(ϐ) ⇒ (α). Υποθέτουµε ότι η f είναι ασυνεχής στο x. Τότε, υπάρχει ε0 > 0 µε την εξής
ιδιότητα : για κάθε δ > 0 υπάρχει xδ ∈ X ώστε ρ(xδ, x) < δ και σ(f(xδ), f(x)) > ε0. ΄Αρα,
τf (B(x, δ)) > ε0 για κάθε δ > 0. Τότε,

τf (x) = lim
δ↓0

τf (B(x, δ)) > ε0.

2

Θεώρηµα 4.4.11. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). Συµβολίζουµε µε C(f) το σύνολο των

σηµείων του X στα οποία η f είναι συνεχής. Τότε, το C(f) είναι Gδ–υποσύνολο του X.
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Απόδειξη. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα έχουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα
σηµείο x ∈ X αν και µόνον αν τf (x) = 0. ΄Αρα, C(f) = {x ∈ X : τf (x) = 0} ή ισοδύναµα

C(f) =

∞⋂
n=1

{
x ∈ X : τf (x) <

1

n

}
.

Θα δείξουµε ότι, για κάθε n ∈ N, το σύνολο Bn =
{
x ∈ X : τf (x) < 1

n

}
είναι ανοικτό.

΄Εστω x ∈ Bn. Παρατηρούµε ότι

τf (x) = lim
δ↓0

τf (B(x, δ)) <
1

n
.

΄Αρα, υπάρχει δ > 0 ώστε τf (B(x, δ)) < 1
n .

Ισχυρισµός. Ισχύει B
(
x, δ2

)
⊆ Bn (άρα, το Bn είναι ανοικτό).

Πράγµατι, έστω y ∈ B
(
x, δ2

)
. Παρατηρούµε ότι B

(
y, δ2
)
⊆ B(x, δ). Αυτό ισχύει διότι, αν

z ∈ B
(
y, δ2
)
τότε ρ(z, x) 6 ρ(z, y) + ρ(y, x) < δ

2 + δ
2 = δ. ΄Ετσι, προκύπτει ότι

τf (y) 6 τf

(
B

(
y,
δ

2

))
6 τf (B(x, δ)) <

1

n
,

δηλαδή y ∈ Bn. 2

Πόρισµα 4.4.12. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Συµβολίζουµε µεD(f) το σύνολο των σηµείων

ασυνέχειας της f . Τότε, το D(f) είναι Fσ–υποσύνολο του X.

Απόδειξη. Το D(f) είναι το συµπλήρωµα του C(f), που είναι σύνολο Gδ. Συνεπώς, είναι
σύνολο Fσ.

4.5 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω f, g : (X, ρ) → (Y, σ) δύο συνεχείς συναρτήσεις και D πυκνό υποσύνολο του
(X, ρ). ∆είξτε ότι :

(α) Το σύνολο E = {x ∈ X : f(x) = g(x)} είναι κλειστό.

(ϐ) Αν f(x) = g(x) για κάθε x ∈ D, τότε f ≡ g.

2. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) και x0 ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο
αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ X και ρ(x, x0) < δ, ρ(y, x0) < δ τότε
σ(f(x), f(y)) < ε.
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3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και G ⊆ X. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό αν και µόνο αν
υπάρχουν συνεχής συνάρτηση f : (X, ρ)→ R και V ⊆ R ανοικτό, ώστε G = f−1(V ).

4. (α) ΄Εστω f : (X, d)→ R συνάρτηση και Z(f) το σύνολο µηδενισµού της f , δηλαδή

Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}.

∆είξτε ότι : αν η f είναι συνεχής τότε το Z(f) είναι κλειστό στον X.

(ϐ) ΄Εστω F ⊆ X. ∆είξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνο αν υπάρχει συνεχής συνάρτηση
f : (X, ρ)→ R ώστε Z(f) = F .

5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Συµβολίζουµε µε χA την χαρακτηριστική

συνάρτηση του A, όπου χA : X → R ορίζεται ως

χA(t) =

{
1, t ∈ A
0, t /∈ A

.

Αποδείξτε ότι το σύνολο των σηµείων συνέχειας της χA ειναι το A◦ ∪ (X \ A)◦, το σύνολο
των σηµείων ασυνέχειάς της είναι το bd(A) και ότι η χA είναι συνεχής αν και µόνο αν το
A είναι ανοικτό και κλειστό (clopen).

6. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). Το γράφηµα της f είναι το σύνολο

Gr(f) =
{

(x, f(x)) : x ∈ X
}
⊆ X × Y.

∆είξτε ότι, αν η f είναι συνεχής συνάρτηση, τότε το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό
στον X × Y ως προς κάθε µετρική γινόµενο. ∆ώστε παράδειγµα το οποίο να δείχνει ότι το
αντίστροφο δεν ισχύει.

7. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και έστω A διαχωρίσιµο υποσύνολο του
X (δηλαδή, ο (A, ρA) είναι διαχωρίσιµος). ∆είξτε ότι το f(A) είναι διαχωρίσιµο υποσύνολο
του Y .

8. ∆ώστε παράδειγµα ϕραγµένης, συνεχούς συνάρτησης f : R → R η οποία δεν είναι
οµοιόµορφα συνεχής. Μπορεί µια µη ϕραγµένη συνάρτηση να είναι οµοιόµορφα συνεχής ;

9. ∆ώστε ένα παράδειγµα δύο ξένων υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου τα οποία διαχωρί-
Ϲονται, αλλά δε διαχωρίζονται πλήρως.

10. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιοµορφισµός. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι διαχωρίσιµος αν
και µόνο αν ο (Y, σ) είναι διαχωρίσιµος.
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Οµάδα Β΄

11. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). ∆είξτε ότι, αν για κάθε A ⊆ X ισχύει f(A′) ⊆ (f(A))′, τότε
η f είναι συνεχής. Ισχύει το αντίστροφο ;

12. ∆ίνεται µια συνάρτηση f : R→ (Y, δ), όπου δ η διακριτή µετρική στον Y . ∆είξτε ότι η
f είναι συνεχής αν και µόνο αν είναι σταθερή.

13. Μια συνάρτηση f : (X, ρ)→ (Y, σ) λέγεται τοπικά ϕραγµένη (locally bounded) αν για
κάθε x ∈ X υπάρχει περιοχή Ux του x ώστε η f |Ux να είναι ϕραγµένη.

(α) ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Τότε η f είναι τοπικά ϕραγµένη. Ισχύει
το αντίστροφο ;

(ϐ) ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(i) Η f είναι συνεχής.
(ii) Η f είναι τοπικά ϕραγµένη και έχει κλειστό γράφηµα.

14. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση και D πυκνό υποσύνολο του X.
Εξετάστε αν οι παρακάτω ισχυρισµοί είναι αληθείς.

(α) Αν η f |D είναι ϕραγµένη, τότε η f είναι ϕραγµένη.

(ϐ) Αν η f |D είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Αν η f |D είναι 1-1, τότε η f είναι 1-1.

15. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(α) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε : αν A,B ⊆ X µε dist(A,B) < δ, τότε
dist(f(A), f(B)) < ε.

16. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X κλειστά και ξένα. Αν f : X → [0, 1] είναι
η συνάρτηση του Urysohn, δηλαδή f(x) = dist(x,A)

dist(x,A)+dist(x,B) , αποδείξτε ότι :

(α) Αν dist(A,B) = 0, τότε η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν dist(A,B) = δ > 0, τότε η f είναι δ−1–Lipschitz.

17. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A,B ⊆ X µε dist(A,B) > 0 και f1 : A → R,
f2 : B → R (οµοιόµορφα) συνεχείς συναρτήσεις. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : A∪B → R
µε

f(x) =

{
f1(x), x ∈ A
f2(x), x ∈ B
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είναι (οµοιόµορφα) συνεχής.

18. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Αν f : A → R είναι οµοιόµορφα συνεχής
συνάρτηση, αποδείξτε ότι η f επεκτείνεται σε µια οµοιόµορφα συνεχή συνάρτηση F : A→
R.

19. Εξετάστε αν ισχύουν τα παρακάτω.

(α) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Z.

(ϐ) Το R είναι οµοιοµορφικό µε το Q.

(γ) Το Q είναι οµοιοµορφικό µε το Z.

(δ) Το Z είναι οµοιοµορφικό µε το N.

20. ∆ίνονται οι µετρικοί χώροι (X1, d1), . . . , (Xk, dk) και ο χώρος γινόµενο
∏k
i=1Xi µε

µετρική γινόµενο την d∞ = max{di : 1 6 i 6 k}. ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος και
f : X →

∏k
i=1Xi µε f = (f1, . . . , fk), όπου fi : X → Xi για i = 1, . . . , k. ∆είξτε τα εξής:

(α) Η f είναι συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι συνεχείς.

(ϐ) Η f είναι Lipschitz αν και µόνο αν κάθε fi είναι Lipschitz.

(γ) Η f είναι οµοιοµόρφα συνεχής αν και µόνο αν οι fi, i = 1, . . . , k είναι οµοιόµορφα
συνεχείς.

(δ) Είναι σωστό ότι η f είναι ισοµετρία αν και µόνο αν οι fi είναι ισοµετρίες ;

(ε) Είναι σωστό ότι η f είναι οµοιοµορφισµός αν και µόνο αν οι fi είναι οµοιοµορφισµοί ;

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

21. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε ότι :

(α) Η συνάρτηση g : X × Y → R µε g(x, y) = σ(f(x), y) είναι συνεχής.

(ϐ) Το σύνολο A = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) ∈ Bσ(y, 1)} είναι ανοικτό.

22. ΄Εστω f : (X, d)→ R. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε a, b ∈ R
τα σύνολα {x ∈ X : f(x) < a} και {x ∈ X : f(x) > b} είναι ανοικτά.

23. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα
f ◦ f = f . ∆είξτε ότι το σύνολο f(X) είναι κλειστό.

24. ΄Εστω f, g : (X, d) → (Y, σ) συνεχείς συναρτήσεις και έστω x ∈ X ώστε f(x) 6= g(x).
Αποδείξτε ότι υπάρχει r > 0 ώστε : για κάθε y, z ∈ B(x, r) ισχύει f(y) 6= g(z).

25. Θεωρούµε τα σύνολα N και Q µε την συνήθη µετρική.



82 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΜΕΤΡΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ

(α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας {Gn}∞n=1 ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του (Q, |·
|) µε την ιδιότητα

⋂∞
n=1Gn = ∅.

(ϐ) Αποδείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : (N, | · |)→ (Q, | · |) είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Εξετάστε αν οι (N, | · |) και (Q, | · |) είναι οµοιοµορφικοί.

26. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω f : X → R και g : R→ R. Για καθεµία από τις
παρακάτω προτάσεις δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν οι f και g είναι οµοιόµορφα συνεχείς, τότε η g ◦ f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(ϐ) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι συνεχής, τότε η g ◦ f
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(γ) Αν η f είναι συνεχής και ϕραγµένη και η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η g ◦ f
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

27. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. Για καθεµία από τις παρακάτω
προτάσεις δώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα:

(α) Αν K ⊆ X είναι συµπαγές, τότε το f(K) ⊆ Y είναι συµπαγές.

(ϐ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο, τότε το f(K) ⊆ Y είναι ϕραγµένο.

(γ) Αν K ⊆ X είναι ϕραγµένο και η f είναι συνάρτηση Lipschitz, τότε το f(K) ⊆ Y

είναι ϕραγµένο.

28. ΄Εστω f, g : R→ R συνεχείς συναρτήσεις. Είναι το σύνολο K = {(f(x), g(x)) : x ∈ R}
απαραίτητα κλειστό υποσύνολο του R2;

29. ΄Εστω F1, F2 ξένα κλειστά υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, d). ΄Εστω f : X → R
και g : X → R ϕραγµένες συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ϕραγµένη συνεχής
συνάρτηση h : X → R µε την ιδιότητα h ≡ f στο F1 και h ≡ g στο F2.

30. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνεχής, 1-1 συνάρτηση f : [0, 1]× [0, 1]→ R.

Οµάδα Γ΄

31. ΄Εστω F µη κενό κλειστό υποσύνολο του R και f : F → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε
ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση g : R→ R µε την ιδιότητα g(x) = f(x) για κάθε x ∈ F .
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32. ΄Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . Για κάθε δ > 0 ορίζουµε το µέτρο

συνέχειας (modulus of continuity) της f ως εξής:

ωf (δ) = sup{σ(f(x), f(y)) : d(x, y) 6 δ, x, y ∈ X}.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση ωf : [0,∞)→ [0,∞] είναι αύξουσα, δηλαδή αν 0 6 δ1 < δ2 τότε
ωf (δ1) 6 ωf (δ2).

(ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : X → Y είναι οµοιόµορφα συνεχής αν και µόνο αν ισχύει
ωf (δ) → 0 καθώς δ → 0+. [Υπόδειξη. ∆είξτε ότι σ(f(x), f(y)) 6 ωf (d(x, y)) για κάθε
x, y ∈ X].

33. ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ). Η f λέγεται ανοικτή αν για κάθε ανοικτό G ⊆ X το f(G)

είναι ανοικτό υποσύνολο του Y . Ανάλογα, η f λέγεται κλειστή αν για κάθε κλειστό F ⊆ X
το f(F ) είναι κλειστό υποσύνολο του Y .

(α) ∆ώστε παράδειγµα: συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι ανοικτή, ανοικτής συνάρ-
τησης η οποία δεν είναι συνεχής, συνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι κλειστή, κλειστής
συνάρτησης η οποία δεν είναι συνεχής.

(ϐ) Αν η f : (X, ρ) → (Y, σ) είναι 1-1 και επί, δείξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα: (i) η f
είναι ανοικτή, (ii) η f είναι κλειστή, (iii) η f−1 είναι συνεχής.

Συνεπώς, αν η f είναι συνεχής και ανοικτή (ή κλειστή) τότε είναι οµοιοµορφισµός.

34. ΄Εστω (Xi, di) , i = 1, . . . ,m µετρικοί χώροι και X =
∏m
i=1Xi ο χώρος γινόµενο µε τη

µετρική d =
∑m

i=1 di. Η συνάρτηση i−προβολή είναι η πi : X → Xi που ορίζεται ως εξής:

πi(x1, . . . , xi, . . . , xm) = xi.

Αποδείξτε ότι η πi είναι συνεχής, επί και ανοικτή.

35. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ). ∆είξτε ότι η f είναι ανοικτή αν και µόνο αν f(A◦) ⊆ (f(A))◦

για κάθε A ⊆ X. ∆ώστε παράδειγµα µιας συνεχούς, ανοικτής συνάρτησης f : X → Y και
κάποιου A ⊆ X ώστε το f(A◦) να περιέχεται γνήσια στο (f(A))◦.

36. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η ρ είναι ισοδύναµη µε τη διακριτή µετρική στον X.

(ϐ) Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία στον X είναι τελικά σταθερή.

(γ) Ο X δεν έχει σηµεία συσσώρευσης.

(δ) Για κάθε µετρικό χώρο Y , κάθε f : X → Y είναι συνεχής.
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(ε) Η κλειστή ϑήκη κάθε ανοικτού συνόλου G ⊆ X είναι ανοικτό σύνολο.

37. (α) Μια συνάρτηση f : (X, ρ) → R λέγεται κάτω ηµισυνεχής αν για κάθε t ∈ R το
σύνολο {x ∈ X : f(x) 6 t} είναι κλειστό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι η f είναι κάτω
ηµισυνεχής αν και µόνο αν, για κάθε ακολουθία (xn) στον X µε xn → x ∈ X, ισχύει

f(x) 6 lim inf
n→∞

f(xn).

∆ώστε παράδειγµα κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης η οποία δεν είναι συνεχής.

(ϐ) Μια συνάρτηση f : (X, ρ)→ R λέγεται άνω ηµισυνεχής αν η−f είναι κάτω ηµισυνεχής.
∆ιατυπώστε και αποδείξτε χαρακτηρισµούς της άνω ηµισυνεχούς συνάρτησης, αντίστοιχους
µε τους χαρακτηρισµούς της κάτω ηµισυνεχούς συνάρτησης που περιγράφτηκαν στο (α).

38. Αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο µετρικοί χώροι (X, ρ), (Y, σ) οι οποίοι δεν είναι οµοιο-
µορφικοί αλλά ικανοποιούν το εξήσ: υπάρχουν συναρτήσεις f : X → Y, g : Y → X οι
οποίες είναι συνεχείς, 1-1 και επί.
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Κεφάλαιο 5

Πληρότητα

5.1 Πλήρεις µετρικοί χώροι

Ορισµός 5.1.1 (πλήρης µετρικός χώρος). ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) λέγεται πλήρης

(complete) αν κάθε ρ–ϐασική ακολουθία (xn) στον X είναι ρ–συγκλίνουσα.

Παραδείγµατα 5.1.2 (πλήρεις χώροι). (α) Αν δ είναι η διακριτή µετρική σε ένα οποιοδή-
ποτε σύνολο X, ο µετρικός χώρος (X, δ) είναι πλήρης. Πράγµατι : αν (xn) είναι ϐασική
ακολουθία στον X, τότε αυτή είναι τελικά σταθερή. Συνεπώς, συγκλίνει.

(ϐ) Ο (R, | · |) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Στον Απειροστικό Λογισµό είδαµε ότι κάθε
ϐασική ακολουθία πραγµατικών αριθµών συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό.

(γ) Ο (Rm, ρ2), όπου ρ2 η Ευκλείδεια µετρική, είναι πλήρης µετρικός χώρος.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον Rm. Γράφουµε xn = (xn(1), . . . , xn(m)),
όπου xn(i) ∈ R.

΄Εστω ε > 0. Η (xn) είναι ϐασική ακολουθία, εποµένως υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν
n, s > n0 τότε

(∗) ρ2(xn, xs) =

 m∑
j=1

(xn(j)− xs(j))2
1/2

< ε.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε i = 1, . . . ,m,

|xn(i)− xs(i)| 6

 m∑
j=1

(xn(j)− xs(j))2
1/2

.

Συνεπώς, αν n, s > n0, τότε για κάθε i = 1, . . . ,m χωριστά έχουµε

|xn(i)− xs(i)| < ε.

87
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Αυτό σηµαίνει ότι : για κάθε i = 1, . . . ,m η ακολουθία (xn(i)) είναι ϐασική ακολουθία στο
R. Από την πληρότητα του R έπεται ότι υπάρχουν x(1), . . . , x(m) ∈ R ώστε

xn(i)→ x(i), i = 1, . . . ,m

καθώς το n → ∞. Ορίζουµε x = (x(1), . . . , x(m)) ∈ Rm και µένει να δείξουµε ότι
ρ2(xn, x)→ 0 καθώς το n→∞.

Επιστρέφουµε στην (∗): για κάθε n, s > n0 έχουµε m∑
j=1

(xn(j)− xs(j))2
1/2

< ε.

Σταθεροποιούµε n > n0. Από την lim
s→∞

xs(j) = x(j), j = 1, . . . ,m, έχουµε

 m∑
j=1

(xn(j)− x(j))2

1/2

= lim
s→∞

 m∑
j=1

(xn(j)− xs(j))2
1/2

6 sup
s>n0

 m∑
j=1

(xn(j)− xs(j))2
1/2

6 ε

λόγω της (∗). ΄Αρα, για κάθε n > n0 έχουµε

ρ2(xn, x) =

 m∑
j=1

(xn(j)− x(j))2

1/2

6 ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι ρ2(xn, x)→ 0. 2

(γ) ΄Εστω {(Xi, di)}ki=1 πεπερασµένη ακολουθία µετρικών χώρων. Ο (
∏k
i=1Xi,

∑k
i=1 di)

είναι πλήρης αν και µόνο αν οι (Xi, di) είναι πλήρεις για i = 1, 2, . . . , k. Η απόδειξη αυτού
του ισχυρισµού ακολουθεί τα ϐήµατα της απόδειξης στο προηγούµενο παράδειγµα.

(δ) ΄Εστω {(Xn, dn)}∞n=1 ακολουθία µετρικών χώρων ώστε dn(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ Xn,
n = 1, 2, . . . Θεωρούµε τον X =

∏∞
n=1Xn µε µετρική την

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(x(n), y(n))

όπου x = (x(1), . . . , x(n), . . .) και y = (y(1), . . . , y(n), . . .) ∈ X. Αν οι Xn είναι πλήρεις
µετρικοί χώροι τότε και ο (X, d) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Η απόδειξη είναι επίσης
παρόµοια µε αυτήν που δώσαµε στο παράδειγµα (ϐ) και αφήνεται για τις ασκήσεις.
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(ε) Ο χώρος του Baire είναι ο (NN, σ) όπου

σ(x, y) =

{
1

2η(x,y)
, x 6= y

0, x = y

και η(x, y) = min{n ∈ N : xn 6= yn} µε x = (xn), y = (yn). Ο χώρος του Baire είναι
πλήρης µετρικός χώρος (άσκηση).

Παραδείγµατα 5.1.3 (µη πλήρεις χώροι). Στην §2.1.3 είδαµε παραδείγµατα µετρικών
χώρων στους οποίους υπάρχουν ϐασικές ακολουθίες που δεν συγκλίνουν.

(α) Θεωρούµε το σύνολο Q των ϱητών αριθµών, µε µετρική την d(x, y) = |x− y|. Ο (Q, d)

δεν είναι πλήρης: αυτό προκύπτει εύκολα αν ϑυµηθούµε ότι Q = R. Αν α ∈ R \ Q τότε
υπάρχει ακολουθία (qn) στο Q ώστε qn → α. Αφού η (qn) συγκλίνει (στο R) είναι ϐασική
στο R άρα και στο Q. ΄Οµως, δεν υπάρχει q ∈ Q ώστε |qn − q| → 0, γιατί τότε ϑα είχαµε
q = α, το οποίο είναι άτοπο.

(ϐ) Ο χώρος (R, ρ) µε τη µετρική ρ(x, y) = | arctanx− arctan y| δεν είναι πλήρης. Εξηγή-
σαµε ότι η ακολουθία xn = n είναι ρ-ϐασική αλλά δεν είναι ρ-συγκλίνουσα.

Ορισµός 5.1.4 (χώρος Banach). ΄Εστω (X, ‖ ·‖) ένας χώρος µε νόρµα. Ο X λέγεται χώρος
Banach αν είναι πλήρης µετρικός χώρος ως προς τη µετρική που επάγεται από τη νόρµα,
δηλαδή αν ο (X, d) όπου d(x, y) = ‖x− y‖ είναι πλήρης µετρικός χώρος.

Ολοι οι κλασικοί χώροι ακολουθιών που ορίσαµε στο πρώτο Κεφάλαιο είναι χώροι
Banach: αποδεικνύουµε εδώ ότι ο `∞ και ο c0 είναι πλήρεις. Η απόδειξη για τον `p,
1 6 p < ∞ αφήνεται για τις ασκήσεις. Σε επόµενο Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε αναλυτικά
τον (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) και, µεταξύ άλλων, ϑα δούµε ότι είναι πλήρης.

Πρόταση 5.1.5. ΄Εστω Γ µη κενό σύνολο. Ο χώρος `∞(Γ) των ϕραγµένων συναρτήσεων

x : Γ→ R, µε µετρική την

d∞(x, y) = sup{|x(γ)− y(γ)| : γ ∈ Γ}

είναι πλήρης.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον `∞(Γ). ΄Εστω ε > 0. Η (xn) είναι ϐασική
ακολουθία, άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν n, s > n0 τότε sup{|xn(γ)− xs(γ)| : γ ∈ Γ} < ε.
Συνεπώς, αν n, s > n0 τότε για κάθε γ ∈ Γ ισχύει

(∗) |xn(γ)− xs(γ)| < ε.
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Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε γ ∈ Γ η ακολουθία (xn(γ))n είναι ϐασική ακολουθία στο R.
΄Αρα, υπάρχουν x(γ) ∈ R ώστε

lim
n→∞

xn(γ) = x(γ), γ ∈ Γ.

Ορίζεται έτσι µια συνάρτηση x : Γ → R που σε κάθε γ ∈ Γ αντιστοιχεί τον αριθµό x(γ).
Πρέπει πρώτα να δείξουµε ότι x ∈ `∞(Γ).

Για κάθε γ ∈ Γ, έχουµε |xn(γ) − xs(γ)| → |xn(γ) − x(γ)| καθώς s → ∞. ΄Αρα, από
την (∗) έπεται ότι

(∗∗) |xn(γ)− x(γ)| 6 ε για κάθε n ≥ n0 και για κάθε γ ∈ Γ.

Εποµένως, για κάθε γ ∈ Γ,

|x(γ)| 6 |xn0(γ)|+ ε 6 ‖xn0‖∞ + ε.

΄Επεται ότι supγ |x(γ)| 6 ‖xn0‖∞ + ε <∞, δηλαδή x ∈ `∞(Γ). 1

Επίσης από την (∗∗), έχουµε ότι, για κάθε n ≥ n0,

d∞(xn, x) = sup{|xn(γ)− x(γ)| : γ ∈ Γ} 6 ε.

Αφού το ε > 0 είναι τυχόν, δείξαµε ότι xn → x ως προς την d∞. 2

Εφαρµόζοντας την πρόταση στην ειδική περίπτωση Γ = N, έχουµε:

Πόρισµα 5.1.6. Ο χώρος `∞ των ϕραγµένων ακολουθιών, µε µετρική την

d∞(x, y) = sup{|x(i)− y(i)| : i ∈ N}

είναι πλήρης.

Πρόταση 5.1.7. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και έστω F ⊆ X. Το F είναι κλειστό

υποσύνολο του X αν και µόνον αν ο (F, ρ|F ) είναι πλήρης µετρικός χώρος.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το F είναι κλειστό υποσύνολο του X. Θα δείξουµε ότι
είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του (X, ρ). ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στοιχείων του
F . Τότε, η (xn) είναι ϐασική ακολουθία και στον X και, αφού ο X είναι πλήρης, έπεται
ότι υπάρχει x ∈ X ώστε xn → x. Αλλά, από την υπόθεση ότι το F είναι κλειστό, έπεται ότι
x ∈ F . ΄Αρα, ο F είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος.

1Αλλιώς: η (xn) είναι ϐασική, άρα ϕραγµένη. Αν M = supn ‖xn‖∞, τότε για κάθε γ ∈ Γ και κάθε n ∈ N
έχουµε |xn(γ)| ≤M και συνεπώς |x(γ)| ≤M για κάθε γ ∈ Γ, δηλαδή ‖x‖∞ ≤M <∞.
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Αντίστροφα· έστω ότι ο F είναι πλήρης µετρικός χώρος. Θα δείξουµε ότι είναι κλειστό
υποσύνολο του X. ΄Εστω (yn) ⊆ F µε yn → y ∈ X. Αφού η (yn) είναι συγκλίνουσα, είναι
ϐασική ακολουθία και περιέχεται στον πλήρη µετρικό χώρο F . ΄Αρα, συγκλίνει σε σηµείο
του F . Από τη µοναδικότητα του ορίου, αφού yn → y, έχουµε ότι y ∈ F . ΄Επεται ότι το F
είναι κλειστό υποσύνολο του X. 2

Παρατήρηση 5.1.8. Ο χώρος c0 των µηδενικών ακολουθιών µε τη µετρική που επάγεται
από τον `∞ είναι πλήρης µετρικός χώρος.

Απόδειξη. Ο c0 είναι υπόχωρος του `∞. Για να δείξουµε ότι είναι πλήρης, αρκεί να δείξουµε
ότι είναι κλειστό υποσύνολο του `∞.

΄Εστω x = (x(i)) ∈ c0 . Πρέπει να δείξουµε ότι x ∈ c0, δηλαδή ότι lim
i→∞

x(i) = 0. ΄Εστω

ε > 0. Υπάρχει y = (y(i)) ∈ c0 µε ‖y − x‖∞ < ε. ∆ηλαδή, για κάθε i ∈ N,

|x(i)− y(i)| < ε.

Η y = (y(i)) ανήκει στον c0, άρα, υπάρχει i0 ∈ N ώστε, για κάθε i > i0,

|y(i)| < ε.

Εποµένως για κάθε i > i0,

|x(i)| 6 |x(i)− y(i)|+ |y(i)| < ε+ ε = 2ε.

΄Αρα, x(i)→ 0 όταν το i→∞, δηλαδή x ∈ c0. 2

5.2 Το ϑεώρηµα του Cantor

Το ϑεώρηµα του Cantor γενικεύει την αρχή των κιβωτισµένων διαστηµάτων στο πλαίσιο των
µετρικών χώρων. Στην πραγµατικότητα, η αρχή κιβωτισµού στο R οφείλεται στον Cantor,
ενώ η εκδοχή του ϑεωρήµατος στους µετρικούς χώρους αποδίδεται στον Fréchet. Παρ’ όλα
αυτά έχει επικρατήσει να ϕέρει το όνοµα του πρώτου.

Λήµµα 5.2.1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω {An} ακολουθία υποσυνόλων του X

µε diam(An)→ 0. Τότε, το σύνολο
⋂∞
n=1An περιέχει το πολύ ένα στοιχείο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν x, y ∈ X µε x 6= y και x, y ∈
⋂∞
n=1An. Αφού

diam(An)→ 0, υπάρχει n ∈ N ώστε diam(An) < ρ(x, y). ΄Ατοπο, διότι x, y ∈ An. 2

Λήµµα 5.2.2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω (xn) ακολουθία στονX. Ορίζουµε την

ακολουθία συνόλων

Rn = {xk : k > n}
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για n = 1, 2, . . . . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η ακολουθία (xn) είναι ϐασική.

(ϐ) diam(Rn)→ 0 καθώς το n→∞.

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουµε ότι η (xn) είναι ϐασική. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n0 ∈ N
ώστε αν m,n > n0 τότε ρ(xn, xm) < ε

2 . Από τον ορισµό των Rn έπεται ότι diam(Rn0) 6 ε
2 .

Παρατηρούµε ότι η {Rn} είναι ϕθίνουσα ακολουθία (R1 ⊇ R2 ⊇ · · · ), άρα αν n > n0 τότε

diam(Rn) 6 diam(Rn0) < ε.

΄Επεται ότι diam(Rn)→ 0.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η ακολουθία των διαµέτρων (diam(Rn)) είναι µηδενική.
΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε diam(Rn0) < ε. Αν m,n > n0 τότε xn, xm ∈ Rn0 ,
οπότε

ρ(xn, xm) 6 diam(Rn0) < ε

Συνεπώς, η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στον (X, ρ). 2

Θεώρηµα 5.2.3 (Cantor–Fréchet). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τα ακόλουθα είναι ισο-

δύναµα:

(α) Ο χώρος (X, ρ) είναι πλήρης.

(ϐ) Για κάθε ϕθίνουσα ακολουθία {Fn}n∈N µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X µε

diam(Fn)→ 0, ισχύει
⋂∞
n=1 Fn = {x} για κάποιο x ∈ X.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο X είναι πλήρης και ϑεωρούµε µια ακολουθία {Fn}
όπως στην υπόθεση. Αφού κάθε Fn είναι µη κενό, µπορούµε να επιλέξουµε xn ∈ Fn για
κάθε n. ΄Ετσι, σχηµατίζουµε µια ακολουθία (xn).

Γράφουµε Rn = {xk : k > n}. Αφού η {Fn} είναι ϕθίνουσα, έχουµε Rn ⊆ Fn. ΄Αρα,
ισχύει η ανισότητα diam(Rn) 6 diam(Fn). Αφού diam(Fn)→ 0, έπεται ότι diam(Rn)→ 0

και από το προηγούµενο λήµµα η (xn) είναι ϐασική. Ο (X, ρ) είναι πλήρης, συνεπώς
υπάρχει x ∈ X ώστε ρ(xn, x)→ 0.

∆είχνουµε τώρα ότι x ∈
⋂∞
n=1 Fn. ΄Εστω m ∈ N. Τότε, η (xn+m)n∈N έχει όλους τους

όρους της στο Fm και είναι υπακολουθία της (xn). Εποµένως, συγκλίνει κι αυτή στο x και
επειδή το Fm είναι κλειστό έπεται ότι x ∈ Fm.

Από το λήµµα 5.2.1 το
⋂∞
n=1 Fn έχει το πολύ ένα στοιχείο, άρα έχουµε το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ισχύει το (ϐ). ΄Εστω (xn) µια ϐασική ακολουθία στον X.
Θεωρούµε τα σύνολα Rn = {xk : k > n} όπως στο λήµµα 5.2.2. Τότε, τα Rn είναι µη
κενά, σχηµατίζουν ϕθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων του X και diam(Rn) → 0. Για
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να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση ϑεωρούµε τα Rn τα οποία είναι επιπλέον κλειστά.
Γνωρίζουµε ότι diam(Rn) = diam(Rn)→ 0. ΄Ετσι, από την υπόθεση, υπάρχει x ∈ X ώστε⋂∞
n=1Rn = {x}. ΄Οµως, για κάθε n ∈ N ισχύει xn, x ∈ Rn, άρα

ρ(xn, x) 6 diam(Rn)→ 0

καθώς το n→∞, δηλαδή xn
ρ−→ x. 2

Παρατηρήσεις 5.2.4. (α) Η υπόθεση ότι τα σύνολα Fn είναι κλειστά δεν µπορεί να παρα-
λειφθεί. Στον πλήρη µετρικό χώρο (R, | · |) η ακολουθία Gn = (0, 1n) είναι ϕθίνουσα και
diam(Gn) = 1

n → 0, αλλά
⋂∞
n=1Gn = ∅. Παρατηρήστε ότι τα Gn δεν είναι κλειστά στο R.

(ϐ) Η υπόθεση ότι diam(Fn) → 0 δεν µπορεί να παραλειφθεί. Στον πλήρη µετρικό χώρο
(R, | · |) τα σύνολα En = [n,+∞) είναι κλειστά και En ⊇ En+1 για n = 1, 2, . . ., αλλά⋂∞
n=1En = ∅. Παρατηρήστε ότι diam(En) =∞ για κάθε n.

(γ) Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 5.2.3, σε κάθε µετρικό χώρο που δεν είναι πλήρης, υπάρχει
ϕθίνουσα ακολουθία {Fn}n∈N µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X µε diam(Fn) → 0

και κενή τοµή. Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε το µετρικό χώρο (R \ Q, | · |) και την
ακολουθία κλειστών συνόλων Fn = [− 1

n ,
1
n ]∩Qc τότε ισχύουν οι Fn ⊇ Fn+1 για n = 1, 2, . . .

και diam(Fn)→ 0 καθώς το n→∞, αλλά
⋂∞
n=1 Fn = ∅.

5.3 Το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire

Σε αυτή την παράγραφο ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Cantor για να αποδείξουµε
το ϑεώρηµα κατηγορίας του Baire. Το ϑεώρηµα του Baire έχει πολλές εφαρµογές στη
Συναρτησιακή Ανάλυση (όπως είναι η αρχή οµοιόµορφου ϕράγµατος, το ϑεώρηµα ανοικτής
απεικόνισης, το ϑεώρηµα κλειστού γραφήµατος). Εδώ ϑα δώσουµε µια γεύση από τις
εφαρµογές του στην κλασική ανάλυση, παρουσιάζοντας το ϑεώρηµα του Osgood και την
απόδειξη του Banach για την ύπαρξη συνεχών και πουθενά παραγωγίσιµων συναρτήσεων.
Πριν όµως περάσουµε στη διατύπωση και την απόδειξη του ϑεωρήµατος, κάνουµε κάποια
σχόλια.

Σε ένα µετρικό χώρο (X, ρ), αν έχουµε µια πεπερασµένη ακολουθία G1, G2, . . . , Gm

από ανοικτά και πυκνά υποσύνολα του X, τότε το
⋂m
i=1Gi είναι πυκνό (και ϕυσικά, α-

νοικτό). Αντίστοιχο αποτέλεσµα δεν ισχύει αν ϑεωρήσουµε άπειρα το πλήθος σύνολα. Για
παράδειγµα, στον (Q, | · |) ϑεωρούµε µια αρίθµηση (qn) του Q και ορίζουµε τα σύνολα
Gn = Q \ {qn}. Τότε, τα Gn είναι ανοικτά και πυκνά στον Q, αλλά η τοµή τους είναι κενή.
Αυτό συνδέεται µε το γεγονός ότι το Q δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος. Το ϑεώρηµα του
Baire µας λέει ότι σε έναν πλήρη µετρικό χώρο, οποιαδήποτε αριθµήσιµη τοµή ανοικτών
και πυκνών συνόλων είναι µη κενή (και µάλιστα πυκνό υποσύνολο του χώρου).
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Θεώρηµα 5.3.1 (Baire). ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και έστω (Gn) ακολουθία

ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του X. Τότε, το σύνολο
⋂∞
n=1Gn είναι πυκνό στον X.

Ειδικότερα,
⋂∞
n=1Gn 6= ∅.

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόν µη κενό, ανοικτό σύνολο V στον X. Θα δείξουµε ότι V ∩
(
⋂∞
n=1Gn) 6= ∅.
Αφού το G1 είναι πυκνό, έχουµε V ∩G1 6= ∅. Το V ∩G1 είναι ανοικτό, άρα υπάρχουν

0 < r1 < 1 και x1 ∈ V ∩G1 ώστε B̂(x1, r1) ⊆ V ∩G1.
Το σύνολο B(x1, r1) είναι ανοικτό, άρα το σύνολο G2 ∩ B(x1, r1) είναι µη κενό και

ανοικτό. Υπάρχουν x2 ∈ G2 ∩B(x1, r1) και 0 < r2 <
1
2 ώστε

B̂(x2, r2) ⊆ G2 ∩B(x1, r1) ⊆ V ∩G1 ∩G2.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε µια ακολουθία από κλειστές µπάλες B̂(xn, rn)

που ικανοποιούν τα εξής:

• diam(B̂(xn, rn)) 6 2
n

• B̂(xn, rn) ⊆ Gn ∩B(xn−1, rn−1), άρα B̂(xn, rn) ⊆ B̂(xn−1, rn−1) και

• B̂(xn, rn) ⊆ V ∩G1 ∩ · · · ∩Gn.

Από το ϑεώρηµα του Cantor, υπάρχει x ∈ X ώστε x ∈
⋂∞
n=1 B̂(xn, rn). Τότε x ∈

V ∩ G1 ∩ . . . ∩ Gn για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, x ∈ V ∩ (
⋂∞
n=1Gn). Αυτό αποδεικνύει το

ϑεώρηµα. 2

Πόρισµα 5.3.2. ΄ΕστωG πυκνό καιGδ–υποσύνολο τουR. Τότε, τοG είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι G = {x1, x2, . . . , xn, . . .} και ότι υπάρ-
χουν Gn ανοικτά υποσύνολα του R µε G =

⋂∞
n=1Gn. Παρατηρούµε ότι τα σύνολα Gn

είναι πυκνά (διότι το G είναι πυκνό). Επίσης, για κάθε n ∈ N το σύνολο Vn = R \ {xn}
είναι ανοικτό (αφού {xn} κλειστό) και πυκνό (αφού int{xn} = ∅). ΄Οµως,( ∞⋂

n=1

Vn

)
∩

( ∞⋂
n=1

Gn

)
= (R \G) ∩G = ∅.

Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το ϑεώρηµα του Baire. 2

Πόρισµα 5.3.3. Το σύνολο των ϱητών Q δεν είναι Gδ–υποσύνολο του R.

Πόρισµα 5.3.4. ∆εν υπάρχει συνάρτηση f : R→ R µε σύνολο σηµείων συνέχειας C(f) =

Q (δηλαδή συνεχής σε κάθε ϱητό και ασυνεχής σε κάθε άρρητο).
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Απόδειξη. Προκύπτει άµεσα από το πόρισµα 5.3.3 και το ϑεώρηµα 4.4.11: για κάθε
f : (X, ρ)→ (Y, σ), το σύνολο C(f) των σηµείων συνέχειας της f είναι Gδ–υποσύνολο του
X. 2

Μια ισοδύναµη και πιο εύχρηστη µορφή του ϑεωρήµατος του Baire είναι η ακόλουθη:

Θεώρηµα 5.3.5 (Baire). ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και έστω Fn ακολουθία

κλειστών υποσυνόλων του X ώστε X =
⋃∞
n=1 Fn. Τότε, υπάρχει k ∈ N ώστε int(Fk) 6= ∅.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει int(Fn) = ∅. Τότε, τα Gn = X \ Fn είναι
ανοικτά και πυκνά, διότι X \ Fn = X \ int(Fn) = X. Επίσης,

∞⋂
n=1

Gn = X \
∞⋃
n=1

Fn = ∅.

Αυτό είναι άτοπο σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 5.3.1. 2

Από την προηγούµενη ισοδύναµη µορφή του ϑεώρηµατος του Baire οδηγούµαστε στους
επόµενους ορισµούς:

Ορισµός 5.3.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) ΄Ενα υποσύνολο A του X λέγεται πουθενά πυκνό ή αραιό αν ισχύει int(A) = ∅.

(ϐ) ΄Ενα υποσύνολο B του X λέγεται πρώτης κατηγορίας (στον X) αν γράφεται ως αριθµή-
σιµη ένωση πουθενά πυκνών υποσυνόλων του X, δηλαδή αν υπάρχουν En, n = 1, 2, . . .

πουθενά πυκνά υποσύνολα του X, ώστε B =
⋃∞
n=1En.

(γ) ΄Ενα υποσύνολο C του X λέγεται δεύτερης κατηγορίας (στον X) αν δεν είναι πρώτης
κατηγορίας.

Με αυτή την ορολογία, το ϑεώρηµα Baire διατυπώνεται ως εξής: κάθε πλήρης µετρικός

χώρος είναι σύνολο δεύτερης κατηγορίας (στον εαυτό του).

5.3.1 Εφαρµογές του ϑεωρήµατος του Baire

Θεώρηµα 5.3.7 (Osgood). ΄Εστω fn : [0, 1]→ R, n ∈ N, συνεχείς συναρτήσεις. Υποθέτου-

µε ότι για κάθε t ∈ [0, 1] η ακολουθία (fn(t)) είναι ϕραγµένη. Τότε, υπάρχουν [a, b] ⊆ [0, 1]

και M > 0 ώστε, για κάθε t ∈ [a, b] και για κάθε n ∈ N,

|fn(t)| 6M.

∆ηλαδή, η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη σε κάποιο [a, b] ⊆ [0, 1].
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Απόδειξη. Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

Am = {t ∈ [0, 1] : ∀n ∈ N, |fn(t)| 6 m}.

Παρατηρούµε τα εξής:

(i) Κάθε Am είναι κλειστό : παρατηρήστε ότι

Am =

∞⋂
n=1

{t ∈ [0, 1] : |fn(t)| 6 m}

και καθένα από τα σύνολα {t ∈ [0, 1] : |fn(t)| 6 m} είναι κλειστό αφού κάθε fn είναι
συνεχής.

(ii) [0, 1] =
⋃∞
m=1Am: ΄Εστω t ∈ [0, 1]. Από την υπόθεση, η (fn(t)) είναι ϕραγµένη,

δηλαδή υπάρχει Mt > 0 τέτοιος ώστε, για κάθε n ∈ N, |fn(t)| 6 Mt. Υπάρχει
m = m(t) ∈ N µε m >Mt, και γι¨ αυτό το m έχουµε t ∈ Am.

Ο [0, 1] είναι πλήρης µετρικός χώρος, οπότε το ϑεώρηµα του Baire µας εξασφαλίζει ότι
κάποιο Am0 έχει µη κενό εσωτερικό, οπότε υπάρχει διάστηµα [a, b] ⊆ Am0 . ΄Οµως τότε, η
(fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη στο [a, b]: για κάθε t ∈ [a, b] και για κάθε n ∈ N, ισχύει
|fn(t)| 6 m0. 2

Θεώρηµα 5.3.8. Θεωρούµε το χώρο C([0, 1]) των συνεχών συναρτήσεων στο [0, 1] µε µετρική

την d∞(f, g) = maxt∈[0,1] |f(t) − g(t)| (σε επόµενο κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι είναι πλήρης

µετρικός χώρος). Το σύνολοM των f ∈ C([0, 1]) που δεν έχουν παράγωγο σε κανένα σηµείο

του [0, 1] είναι πυκνό στον C([0, 1]).

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Baire και το εξής λήµµα:

Λήµµα 5.3.9. Για κάθε συνεχή f : [0, 1]→ R και κάθε ε > 0, µπορούµε να ϐρούµε συνεχή

«πολυγωνική συνάρτηση» g : [0, 1]→ R µε την ιδιότητα d∞(f, g) < ε.

[Μια συνεχής συνάρτηση g λέγεται πολυγωνική αν το γράφηµά της είναι πολυγωνική γραµ-
µή, δηλαδή αν υπάρχει διαµέριση P = {0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1} του [0, 1] ώστε
g(t) = ait+ bi σε κάθε (ti−1, ti), i = 1, . . . , N .]

Απόδειξη του λήµµατος. Θα χρησιµοποιήσουµε την οµοιόµορφη συνέχεια της f : Για το
δοσµένο ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν t, s ∈ [0, 1] και |t− s| < δ τότε |f(s)− f(t)| < ε/2.

Βρίσκουµε ϕυσικό αριθµό N που ικανοποιεί την 1/N < δ και χωρίζουµε το [0, 1] σε N
ίσα τµήµατα. Παίρνουµε δηλαδή τη διαµέριση P =

{
0 = t0 < t1 < · · · < tN = 1

}
µε ti =

i
N . Ορίζουµε την g ώστε να είναι της µορφής g(t) = ait+ bi σε κάθε [ti−1, ti], i = 1, . . . , N



5.3. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΑΤΗΓΟΡΙΑΣ ΤΟΥ BAIRE 97

και προσδιορίζουµε τα ai, bi ώστε στα άκρα κάθε υποδιαστήµατος να συµπίπτει µε την f :
2

g(ti) = f(ti), i = 0, 1, . . . , N.

΄Εστω t ∈ [0, 1]. Υπάρχει δείκτης 1 6 i 6 N ώστε ti−1 6 t 6 ti. Τότε,

(∗) |f(t)− g(t)| 6 |f(t)− f(ti)|+ |f(ti)− g(t)|.

΄Οµως |t − ti| < δ άρα |f(t) − f(ti)| < ε
2 και, από τη µορφή της g στο [ti−1, ti] και το

γεγονός ότι |ti − ti−1| = 1
N < δ, ϐλέπουµε ότι

|f(ti)− g(t)| = |g(ti)− g(t)| 6 |g(ti)− g(ti−1)| = |f(ti)− f(ti−1)| <
ε

2
.

Επιστρέφοντας στην (∗) ϐλέπουµε ότι |f(t) − g(t)| < ε
2 + ε

2 = ε. Αφού το t ήταν τυχόν,
d∞(f, g) < ε. 2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε το σύνολο

Dn =

{
f ∈ C([0, 1]) : ∀t ∈ [0, 1] ∃y ∈

(
t− 1

n
, t+

1

n

)
∩ (0, 1) : |f(y)− f(t)| > n|y − t|

}
.

Ισχυρισµός. Κάθε f ∈
⋂∞
n=1Dn είναι συνεχής, πουθενά παραγωγίσιµη συνάρτηση.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈
⋂∞
n=1Dn. Για κάθε t ∈ [0, 1] και κάθε n ∈ N υπάρχει yn = yn(t) ∈

(0, 1) ώστε |t− yn| < 1
n και |f(yn)− f(t)| > n|yn − t|, άρα yn 6= t. Αφού yn → t και

lim
n→∞

∣∣∣∣f(yn)− f(t)

yn − t

∣∣∣∣ =∞,

η f ′(t) δεν υπάρχει. 2

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι το
⋂∞
n=1Dn είναι πυκνό στον C([0, 1]). Σύµφωνα µε το

Θεώρηµα του Baire, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε Dn είναι ανοικτό και πυκνό.

Ισχυρισµός. Κάθε Dn είναι ανοικτό υποσύνολο του C([0, 1]).

Απόδειξη. Είναι πιο εύκολο να δείξουµε ότι το συµπλήρωµα Dc
n του Dn είναι κλειστό.

΄Εστω fk ∈ Dc
n και fk → f ως προς την d∞.

Αφού fk ∈ Dc
n, υπάρχει tk ∈ [0, 1] ώστε για κάθε y ∈ (0, 1) µε |y − tk| < 1/n να ισχύει

(†) |f(y)− f(tk)| 6 n|y − tk|.

Αφού tk ∈ [0, 1], η (tk) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία : υπάρχουν t ∈ [0, 1] και
υπακολουθία (tkm) της (tk) µε tkm → t.

2g(t) = f(ti) +
f(ti)−f(ti−1)

ti−ti−1
(t− ti), t ∈ [ti−1, ti] .
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Θα δείξουµε ότι αν y ∈ (0, 1) και |y − t| < 1/n τότε |f(y)− f(t)| 6 n|y − t| (συνεπώς,
f ∈ Dc

n.)

΄Εστω ε > 0 και y ∈ (0, 1) µε |y − t| < 1/n. Παρατηρούµε τα εξής:

(i) Αν ykm = y + (tkm − t), τότε ykm → y. ΄Αρα, για µεγάλα m έχουµε ykm ∈ (0, 1) και
|ykm − tkm | = |y − t| < 1/n. Συνεπώς, από την (†),

|fkm(ykm)− fkm(tkm)| 6 n|ykm − tkm | = n|y − t|.

(ii) Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και tkm → t. Επίσης, ykm − y = tkm − t→ 0. ΄Αρα, για
µεγάλα m ισχύουν οι

|f(t)− f(tkm)| < ε και |f(y)− f(ykm)| < ε.

(iii) Πάλι για µεγάλα m, d∞(fkm , f) < ε (διότι fkm → f ).

Παίρνουµε m τόσο µεγάλο που να ικανοποιούνται τα (i), (ii) και (iii), και γράφουµε

|f(y)− f(t)| 6 |f(y)− f(ykm)|+ |f(ykm)− fkm(ykm)|+ |fkm(ykm)− fkm(tkm)|

+|fkm(tkm)− f(tkm)|+ |f(tkm)− f(t)|

< ε+ d(f, fkm) + n|y − t|+ d(fkm , f) + ε

< n|y − t|+ 4ε.

Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα |f(y) − f(t)| 6 n|y − t|. Αυτό ισχύει για το τυχόν y ∈ (0, 1) µε
|y − t| < 1/n, άρα f ∈ Dc

n. 2

Ισχυρισµός. Κάθε Dn είναι πυκνό υποσύνολο του C([0, 1]).

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ C([0, 1]) και έστω ε > 0. Από το λήµµα, υπάρχει g : [0, 1] → R
συνεχής, πολυγωνική, ώστε d∞(f, g) < ε/2. Συνεπώς, αρκεί να ϐρούµε h ∈ Dn ώστε
d∞(g, h) < ε/2.

Η g είναι πολυγωνική, δηλαδή υπάρχουν 0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1 ώστε η g να έχει
σταθερή παράγωγο σε κάθε (ti−1, ti). ΄Εστω li η κλίση της g στο (ti−1, ti).

Ορίζουµε µια µικρή «οδοντωτή» συνάρτηση w : [0, 1]→ R έτσι ώστε : (i) 0 6 w(t) 6 ε/2

στο [0, 1] και (ii) οι κλίσεις της w είναι (κατ¨ απόλυτη τιµή ίσες και) µεγαλύτερες από
Q = n + max{|lj | : j = 1, . . . , N}. Αυτό µπορεί να γίνει ως εξής: χωρίζουµε το [0, 1] σε
διαδοχικά διαστήµατα µήκους µικρότερου από ε/2Q, ορίζουµε την w να παίρνει εναλλάξ
τις τιµές 0 και ε/2 στα άκρα αυτών των διαστηµάτων, και επεκτείνουµε τηνw σε πολυγωνική
συνάρτηση. Θέτουµε h = g + w, οπότε

d∞(g, h) = max
t∈[0,1]

|w(t)| 6 ε

2
.
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Θα δείξουµε ότι h ∈ Dn. ΄Εστω t ∈ [0, 1]. Υπάρχει δείκτης i 6 N για τον οποίο t ∈ [ti−1, ti].
Επιλέγουµε |s| < 1/n τόσο µικρό ώστε στο διάστηµα µε άκρα τα t, t+s οι g και w να έχουν
και οι δύο σταθερές παραγώγους (το s µπορεί να είναι ϑετικό ή αρνητικό). Αν y είναι ένα
σηµείο του ανοικτού διαστήµατος µε άκρα t, t + s, έχουµε y ∈ (0, 1), |y − t| < 1/n και
|g(y)− g(t)| = |li||y − t|, άρα

|h(y)− h(t)| > |w(y)− w(t)| − |g(y)− g(t)|

> Q|y − t| − |li||y − t| =
(
n+ max

j
|lj |
)
|y − t| − |li||y − t|

= n|y − t|.

Συνεπώς, h ∈ Dn. 2

5.4 Πλήρωση µετρικού χώρου*

Σε αυτή την παράγραφο ϑα δούµε µε ποιόν τρόπο κάθε µετρικός χώροςX µπορεί να «γίνει»
πυκνός µέσα σε έναν πλήρη µετρικό χώρο X̃ ο οποίος είναι µε µια έννοια µοναδικός και
λέγεται πλήρωση του X. Ακριβέστερα ϑα αποδείξουµε το εξής: Κάθε µετρικός χώρος

εµφυτεύεται ισοµετρικά και πυκνά σε έναν πλήρη µετρικό χώρο.

Ορισµός 5.4.1 (πλήρωση µετρικού χώρου). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ΄Ενας πλήρης
µετρικός χώρος (Y, σ) λέγεται πλήρωση του X αν υπάρχει ισοµετρία T : X → Y για την
οποία ο T (X) είναι πυκνός υπόχωρος του Y .

Αποδεικνύουµε πρώτα ότι κάθε µετρικός χώρος έχει µια πλήρωση.

Θεώρηµα 5.4.2 (ύπαρξη πλήρωσης). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε, υπάρχουν πλή-

ϱης µετρικός χώρος (X̃, ρ̃) και T : X → X̃ ισοµετρία ώστε ο T (X) να είναι πυκνός υπόχωρος

του X̃.

Θα περιγράψουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη ϐασίζεται στο επόµενο λήµµα (υπενθυµίζουµε
ότι ο `∞(X) είναι ο χώρος των ϕραγµένων συναρτησεων f : X → R. Αν εφοδιασθεί µε την
µετρική d∞ όπου d∞(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}, είναι πλήρης µετρικός χώρος).

Λήµµα 5.4.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τότε υπάρχει ισοµετρική εµφύτευση T :

(X, ρ)→ (`∞(X), d∞).

Απόδειξη. Επιλέγουµε και σταθεροποιούµε ένα σηµείο a ∈ X. Για κάθε x ∈ X, ορίζουµε
την συνάρτηση fx : X → R από τον τύπο

fx(t) = ρ(t, x)− ρ(t, a), t ∈ X.
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Παρατηρούµε ότι η fx είναι ϕραγµένη στο X. Πράγµατι, για κάθε t ∈ X έχουµε |fx(t)| =
|ρ(t, x) − ρ(t, a)| ≤ ρ(x, a). ∆ηλαδή fx ∈ `∞(X) αφού ‖fx||∞ ≤ ρ(x, a). Ορίζεται λοιπόν
µια απεικόνιση

T : X → `∞(X) µεx 7→ fx.

Η απεικόνιση αυτή είναι ισοµετρία. Πράγµατι αν x, y ∈ X, τότε για κάθε t ∈ X έχουµε
|fx(t)− fy(t)| = |ρ(t, x)−ρ(t, y)| ≤ ρ(x, y), άρα sup{|fx(t)− fy(t)| : t ∈ X} ≤ ρ(x, y) και
sup{|fx(t)− fy(t)| : t ∈ X} ≥ |fx(y)− fy(y)| = ρ(x, y), οπότε ισχύει ισότητα. ∆ηλαδή

d∞(T (x), T (y)) = ρ(x, y).

2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.4.2. Ονοµάζουµε X̃ την κλειστή ϑήκη T (X) της εικόνας τουX
µέσα στον (`∞(X), d∞) µέσω της απεικόνισης T του προηγούµενου Λήµµατος. Η T είναι
ισοµετρία και η εικόνα της, T (X), είναι από την κατασκευή της πυκνή στον X̃. ΄Οµως ο X̃
είναι κλειστός υπόχωρος του πλήρους µετρικού χώρου (`∞(X), d∞) και συνεπώς µε την
επαγόµενη µετρική είναι πλήρης µετρικός χώρος. 2

∆εύτερη απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.4.2. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα γίνει σε τρία
ϐήµατα.

(i) Ορισµός του (X̃, ρ̃). Ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας ∼ στο σύνολο των ϐασικών α-
κολουθιών του X: λέµε ότι οι ϐασικές ακολουθίες (xn) και (x′n) είναι ισοδύναµες και
γράφουµε (xn) ∼ (x′n) αν

lim
n→∞

ρ(xn, x
′
n) = 0.

Εύκολα ελέγχουµε ότι η ∼ είναι όντως σχέση ισοδυναµίας. Παρατηρήστε επίσης ότι αν µια
ακολουθία (yn) συγκλίνει σε κάποιο y ∈ X τότε είναι ισοδύναµη µε τη σταθερή ακολουθία
zn = y:

yn → y ∈ X αν και µόνο αν (yn) ∼ (y, y, . . .).

Ορίζουµε X̃ να είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας της ∼. Συµβολίζουµε τις κλάσεις
ισοδυναµίας (τα στοιχεία του X̃) µε x̃, ỹ, z̃, . . . Αν (xn) ∈ x̃ τότε λέµε ότι η (xn) είναι
αντιπρόσωπος της κλάσης x̃.

Στη συνέχεια, ορίζουµε µετρική ρ̃ στον X̃. ΄Εστω x̃, ỹ ∈ X̃. Θεωρούµε τυχόντες αντι-
προσώπους (xn), (yn) των x̃, ỹ, και ϑέτουµε

ρ̃(x̃, ỹ) = lim
n→∞

ρ(xn, yn).

Πρέπει πρώτα να δείξουµε ότι αυτό το όριο υπάρχει. Θυµηθείτε ότι οι (xn), (yn) είναι
ϐασικές ακολουθίες:
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από την τριγωνική ανισότητα,

|ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| 6 ρ(xn, xm) + ρ(yn, ym)

από το οποίο προκύπτει ότι η (ρ(xn, yn)) είναι ϐασική ακολουθία στο R, άρα το όριο
lim
n→∞

ρ(xn, yn) υπάρχει.
Πρέπει ακόµα να δείξουµε ότι η ποσότητα ρ̃(x̃, ỹ) είναι ανεξάρτητη από την επιλογή

των αντιπροσώπων (xn) ∈ x̃ και (yn) ∈ ỹ. Αν όµως υποθέσουµε ότι (x′n) ∼ (xn) και
(y′n) ∼ (yn) τότε από την

|ρ(x′n, y
′
n)− ρ(xn, yn)| 6 ρ(xn, x

′
n) + ρ(yn, y

′
n)→ 0

ϐλέπουµε ότι
lim
n→∞

ρ(x′n, y
′
n) = lim

n→∞
ρ(xn, yn).

Τέλος, πρέπει να ελέγξουµε ότι η ρ̃ ικανοποιεί τα αξιώµατα της µετρικής. ΄Ολες οι ιδιότητες
της µετρικής ελέγχονται άµεσα. ΄Εστω (xn) ∈ x̃, (yn) ∈ ỹ και (zn) ∈ z̃. Τότε, για
παράδειγµα, αν ρ̃(x̃, ỹ) = 0 έχουµε lim

n→∞
ρ(xn, yn) = 0, άρα (xn) ∼ (yn) και αυτό σηµαίνει

ότι x̃ = ỹ. Επίσης, η τριγωνική ανισότητα

ρ̃(x̃, ỹ) 6 ρ̃(x̃, z̃) + ρ̃(z̃, ỹ)

είναι άµεση συνέπεια της

ρ(xn, yn) 6 ρ(xn, zn) + ρ(zn, yn).

΄Ετσι, έχουµε ορίσει τον (X̃, ρ̃).

(ii) Πυκνή ισοµετρική εµφύτευση του X στον X̃. Σε κάθε y ∈ X αντιστοιχεί ϕυσιολογικά η
σταθερή ακολουθία (y, y, . . .), καθώς και η κλάση της, που είναι στοιχείο του X̃.

Ορίζουµε
T : (X, ρ)→ (W, ρ̃) : b→ b̃

όπου b̃ είναι η κλάση της σταθερής ακολουθίας (b, b, . . .). Παρατηρώντας ότι

ρ̃(b̃1, b̃2) = lim
n→∞

ρ(b1, b2) = ρ(b1, b2)

αν b1, b2 ∈ X, ϐλέπουµε αµέσως ότι η απεικόνιση T είναι ισοµετρία. Θέτουµε

W = {b̃ : b ∈ X}.

∆είχνουµε ότι W ρ̃
= X̃ (ο X εµφυτεύεται «πυκνά» στον X̃). Πράγµατι, έστω x̃ ∈ X̃ και

έστω (xn) ένας αντιπρόσωπος της κλάσης x̃, δηλαδή (xn) ∈ x̃. Για κάθε ε > 0 υπάρχει
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n0 ∈ N ώστε ρ(xm, xn) < ε/2 για κάθε m,n ≥ n0 (αυτό ισχύει διότι η (xn) είναι ϐασική).
΄Εστω T (y) ∈W η κλάση της σταθερής ακολουθίας y = (ym) όπου ym = xn0 για κάθε m.
Τότε,

ρ̃(x̃, T (y)) = lim
m→∞

ρ(xm, yn) = lim
m→∞

ρ(xm, xn0) 6
ε

2
< ε.

Ελέγξαµε ότι, για κάθε x̃ ∈ X̃ και για κάθε ε > 0 ισχύειW ∩Bρ̃(x̃, ε) 6= ∅. ΄Αρα, οW είναι
ρ̃–πυκνός στον X̃.

(iii) Πληρότητα του (X̃, ρ̃). ΄Εστω (x̃n) ϐασική ακολουθία στον X̃. Αφού ο W είναι ρ̃–
πυκνός στον X̃, για κάθε n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε ỹn = T ((yn, yn, . . . )) ∈ W ώστε
ρ̃(x̃n, ỹn) < 1/n. Από την τριγωνική ανισότητα,

ρ(ym, yn) = ρ̃(ỹm, ỹn) 6 ρ̃(ỹm, x̃m) + ρ̃(x̃m, x̃n) + ρ̃(x̃n, ỹn)

<
1

m
+ ρ̃(x̃m, x̃n) +

1

n
,

απ¨ όπου συµπεραίνουµε ότι η (yn) είναι ϐασική ακολουθία στον X. ΄Εστω ỹ η κλάση
ισοδυναµίας της (yn) = (y1, y2, . . . ). Τότε,

ρ̃(x̃n, ỹ) 6 ρ̃(x̃n, ỹn) + ρ̃(ỹn, ỹ) <
1

n
+ ρ̃(ỹn, ỹ).

΄Οµως, αφού ỹn = T ((yn, yn, . . . )),

ρ̃(ỹn, ỹ) = ρ̃(T ((yn, yn, . . . )), T ((y1, y2, . . . ))) = lim
m→∞

ρ(yn, ym),

άρα
ρ̃(x̃n, ỹ) 6

1

n
+ lim
m→∞

ρ(yn, ym).

Αν δοθεί ε > 0, επιλέγοντας αρκετά µεγάλο n έχουµε ότι η τελευταία ποσότητα γίνεται
µικρότερη από ε (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, x̃n

ρ̃−→ ỹ. ∆ηλαδή, ο (X̃, ρ̃) είναι πλήρης. 2

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι η πλήρωση ενός µετρικού χώρου που προκύπτει µε την
παραπάνω κατασκευή είναι µοναδική µε την ακόλουθη έννοια.

Θεώρηµα 5.4.4 (µοναδικότητα πλήρωσης). ΄Εστω (X̃1, ρ1) και (X̃2, ρ2) δύο πληρώσεις του

ίδιου µετρικού χώρου (X, ρ). Τότε, υπάρχει τ : X̃1 → X̃2, ισοµετρία και επί. Μάλιστα, αν

Ti : X → X̃i (i = 1, 2) είναι οι δύο ισοµετρικές εµφυτεύσεις, τότε τ(T1(x)) = T2(x) για κάθε

x ∈ X.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.4.4 ϑα χρειαστούµε ένα ϑεώρηµα επέκτασης για
οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις ορισµένες σε πυκνά υποσύνολα µετρικών χώρων. Πιο
συγκεκριµένα, ισχύει η ακόλουθη:
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Πρόταση 5.4.5. ΄Εστω (M,ρ) µετρικός χώρος και έστω D πυκνό υποσύνολο του M . Αν

(N, σ) είναι πλήρης µετρικός χώρος και f : D → N είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτη-

ση, τότε αυτή επεκτείνεται µοναδικά σε µια οµοιόµορφα συνεχή συνάρτηση F : M → N .

Επιπλέον, αν η f είναι ισοµετρία, τότε η F είναι ισοµετρία.

Απόδειξη. Θέλουµε να επεκτείνουµε την f συνεχώς, σε σηµεία του M \D. ΄Εστω x ∈ M .
Επειδή το D είναι πυκνό στο M υπάρχει ακολουθία (tn) στοιχείων του D ώστε tn

ρ−→ x.
Ειδικότερα, η (tn) είναι ρ–ϐασική. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, απεικονίζει
ϐασικές ακολουθίες σε ϐασικές ακολουθίες, άρα η (f(tn)) είναι σ–ϐασική. Επίσης, ο
(N, σ) είναι πλήρης, οπότε υπάρχει y ∈ N ώστε f(tn)

σ−→ y. Ορίζουµε λοιπόν την
απεικόνιση F : M → N µε x 7→ F (x) := limn→∞ f(tn), όπου (tn) ⊆ D και tn → x.

Ισχυρισµός 1. Η F είναι καλά ορισµένη συνάρτηση.

Αν (an), (bn) είναι ακολουθίες στοιχείων του D µε an → x και bn → x, ϑέτουµε
y1 = lim f(an), y2 = lim f(bn). ΄Οµως, ρ(an, bn)→ ρ(x, x) = 0. ΄Επεται ότι

σ(y1, y2) = lim
n→∞

σ(f(an), f(bn)) = 0,

διότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. Εποµένως, η εικόνα y του x δεν εξαρτάται από την
επιλογή της ακολουθίας που προσεγγίζει το x.

Ισχυρισµός 2. Η F είναι επέκταση της f δηλαδή, F |D = f .

Αν t ∈ D τότε για την tn = t, n = 1, 2, ... ισχύει tn → t, άρα F (t) = limn→∞ f(tn) =

f(t).

Ισχυρισµός 3. Η F είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση.

΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε αν t1, t2 ∈ D
µε ρ(t1, t2) < δ, τότε σ(f(t1), f(t2)) <

ε
3 . ΄Εστω x, y ∈ M µε ρ(x, y) < δ

3 . Θα δείξουµε
ότι σ(F (y), F (x)) < ε. Υπάρχει a ∈ D ώστε ρ(a, x) < δ

3 και σ(F (x), f(a)) < ε
3 (εξηγήστε

γιατί). Οµοίως, υπάρχει b ∈ D ώστε ρ(b, y) < δ
3 και σ(F (y), f(b)) < ε

3 . Από την τριγωνική
ανισότητα προκύπτει ότι ρ(a, b) < δ. Συνεπώς, σ(f(a), f(b)) < ε

3 . Πάλι από την τριγωνική
ανισότητα έχουµε σ(F (y), F (x)) < ε.

Αν η f είναι ισοµετρία τότε ισχύουν οι ισότητες

σ(F (x), F (y)) = lim
n→∞

σ(f(an), f(bn)) = lim
n→∞

ρ(an, bn) = ρ(x, y)

όπου (an), (bn) είναι ακολουθίες στο D µε an → x και bn → y.
Η µοναδικότητα της F είναι απλή (δείτε την ΄Ασκηση 4.1). 2

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 5.4.4. ΄Εστω T1 : X → X̃1 και T2 : X → X̃2 οι ισοµετρικές
και πυκνές εµφυτεύσεις του X στις πληρώσεις του X̃1, X̃2 αντιστοίχως. Τότε, έχουµε το
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διάγραµµα

X̃1
τ−→ X̃2

∪ ∪

T1(X) T2(X)

↑ T1 ↑ T2
X

i−→ X

Θεωρούµε την προφανή συνάρτηση T2 ◦ T−11 : T1(X) → T2(X) ⊂ X̃2 η οποία είναι
καλά ορισµένη διότι η T1 είναι ισοµετρία επί του T1(X) και η T2 ισοµετρία επί του T2(X).
Εποµένως, η T2 ◦T−11 είναι µια ισοµετρία από το T1(X) στο X̃2. Επιπλέον, το T1(X) είναι
πυκνό στο X̃1 άρα, από την πρόταση 5.4.5 έπεται ότι η ισοµετρία T2 ◦ T−11 επεκτείνεται σε
µια ισοµετρία τ σ’ όλο τον X̃1.

Ισχυρισµός. Η ισοµετρία τ : X̃1 → X̃2 είναι επί.

΄Εστω y ∈ X̃2. Αφού το T2(X) είναι πυκνό στο X̃2, υπάρχει ακολουθία (xn) στον X
ώστε T2(xn)→ y. ΄Αρα, η (T2(xn)) είναι ϐασική. ΄Επεται ότι η (xn) είναι ϐασική και τελικά
η (T1(xn)) είναι ϐασική. Συνεπώς, υπάρχει x ∈ X̃1 ώστε T1(xn)→ x. ΄Ετσι, παίρνουµε

τ(x) = lim
n→∞

τ(T1(xn)) = lim
n→∞

(T2 ◦ T−11 (T1(xn))) = lim
n→∞

(T2(xn)) = y.

∆ηλαδή, η τ είναι επί του X̃2. Ο τελευταίος ισχυρισµός ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

5.5 Το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach

Σε αυτή την παράγραφο αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach το
οποίο εξασφαλίζει ότι κάθε συνάρτηση σε έναν πλήρη µετρικό χώρο που είναι γνήσια συ-

στολή έχει µοναδικό σταθερό σηµείο. Τα ϑεωρήµατα σταθερού σηµείου έχουν ποικίλες
εφαρµογές στην Αριθµητική Ανάλυση, στην επίλυση αριθµητικών εξισώσεων και στην επί-
λυση διαφορικών εξισώσεων.

Ορισµός 5.5.1 (σταθερό σηµείο). ΄Εστω f : X → X συνάρτηση και έστω x0 ∈ X. Το x0
λέγεται σταθερό σηµείο της f αν ισχύει f(x0) = x0.

Συµβολίζουµε µε Fix(f) το σύνολο των σταθερών σηµείων της f .

Πρόταση 5.5.2. ΄Εστω f : (X, ρ) → (X, ρ) συνεχής συνάρτηση. Τότε, το Fix(f) είναι

κλειστό υποσύνολο του X.
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Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία σταθερών σηµείων της f µε xn
ρ−→ x. Θα δείξουµε ότι

το x είναι σταθερό σηµείο της f . Από τη συνέχεια της f έχουµε ότι f(xn)
ρ−→ f(x).

Αλλά f(xn) = xn
ρ−→ x. Από τη µοναδικότητα του ορίου έχουµε ότι f(x) = x, δηλαδή

x ∈ Fix(f). 2

Θεώρηµα 5.5.3 (Banach). ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και T : X → X συνάρτηση

µε την ιδιότητα : υπάρχει 0 < c < 1 ώστε

ρ(T (x), T (y)) 6 c · ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. Τότε, υπάρχει µοναδικό z ∈ X ώστε T (z) = z.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε τυχόν x ∈ X. Θεωρούµε την ακολουθία που ορίζεται αναδρο-
µικά από τις σχέσεις x0 = x και xn+1 = T (xn) για n = 0, 1, . . . . ∆ηλαδή,

(xn) = (x, T (x), T 2(x), . . .).

Ισχυρισµός. Η (Tn(x))n είναι ϐασική ακολουθία.

Για κάθε n > 1 έχουµε

ρ(Tn(x), Tn+1(x)) 6 c · ρ(Tn−1(x), Tn(x))

και επαγωγικά παίρνουµε

ρ(Tn(x), Tn+1(x)) 6 cn · ρ(x, T (x))

για n = 0, 1, ... ΄Ετσι, για κάθε m > n έχουµε από την τριγωνική ανισότητα

(5.5.1)

ρ(Tn(x), Tm(x)) 6 (cn + cn+1 + · · ·+ cm−1)ρ(x, T (x)) 6
cn

1− c
ρ(x, T (x))→ 0

καθώς τα m,n→∞, αφού 0 < c < 1. ΄Αρα, η (Tn(x))n είναι ϐασική. Από την πληρότητα
του X έπεται ότι υπάρχει z ∈ X ώστε Tn(x) → z. Αλλά, η T είναι συνεχής διότι είναι
Lipschitz. Συνεπώς, Tn+1(x) = T (Tn(x)) → T (z). Αφού η (Tn+1(x)) συγκλίνει επίσης
στο x, ως υπακολουθία της (Tn(x)), από τη µοναδικότητα του ορίου έχουµε ότι T (z) = z.

Για τη µοναδικότητα του σταθερού σηµείου παρατηρούµε ότι, αν υπάρχει κάποιο άλλο
σταθερό σηµείο z′ της T , τότε

ρ(z, z′) = ρ(T (z), T (z′)) 6 c · ρ(z, z′)

Αφού 0 < c < 1, έπεται ότι ρ(z, z′) = 0, δηλαδή z = z′. ΄Αρα, το z είναι το µοναδικό
σταθερό σηµείο της T . 2
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Παρατηρήσεις 5.5.4. (α) Οι όροι Tn(x) της ακολουθίας που χρησιµοποιήθηκε στην α-
πόδειξη λέγονται διαδοχικές προσεγγίσεις του στοιχείου z. Παρατηρούµε ότι Tn(x) → z

ανεξάρτητα από την αρχική επιλογή του x και ότι το σφάλµα στη n-οστή προσέγγιση δεν
ξεπερνά τον cn

1−cρ(x, T (x)). Πράγµατι, αν m > n τότε είδαµε ότι

ρ(Tn(x), Tm(x)) 6
cn

1− c
· ρ(x, T (x)).

Αν αφήσουµε το m→∞ ϐλέπουµε ότι

ρ(Tn(x), z) = lim
m→∞

ρ(Tn(x), Tm(x)) 6
cn

1− c
· ρ(x, T (x)).

(ϐ) Η συνθήκη ρ(T (x), T (y)) < ρ(x, y) εξασφαλίζει ότι η T έχει το πολύ ένα σταθερό
σηµείο, δεν µπορεί όµως να εγγυηθεί την ύπαρξη ενός τουλάχιστον σταθερού σηµείου. Η
συνάρτηση T : R → R µε T (x) = log(1 + ex) ικανοποιεί την ασθενέστερη συνθήκη, διότι
|T ′(x)| < 1 για κάθε x ∈ R, αλλά δεν έχει σταθερό σηµείο.

(γ) Η πληρότητα του (X, ρ) δεν µπορεί να παραλειφθεί : αν ϑεωρήσουµε την f : (0, 1) →
(0, 1) µε f(x) = x

2 τότε ισχύει |f(x)− f(y)| 6 2
3 |x− y| για κάθε x, y ∈ (0, 1), αλλά η f δεν

έχει σταθερό σηµείο. Παρατηρήστε ότι ο ((0, 1), | · |) δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος.

5.6 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. Στο σύνολο N των ϕυσικών ϑεωρούµε τις µετρικές d(m,n) = |m − n| και ρ(m,n) =

| 1m −
1
n |.

(α) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης αλλά ο (N, ρ) δεν είναι πλήρης.

(ϐ) ∆είξτε ότι κάθε µονοσύνολο {n} είναι d-ανοικτό και ρ-ανοικτό.

(γ) ∆είξτε ότι οι µετρικές ρ και d είναι ισοδύναµες (άρα, οι (N, d) και (N, ρ) είναι οµοιοµορ-
ϕικοί).

2. Θεωρούµε το R µε µετρική την d(x, y) = | arctanx − arctan y|. ∆είξτε ότι η d είναι
ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική του R αλλά ο (R, d) δεν είναι πλήρης.

3. Θεωρούµε δύο µετρικές d1 και d2 στο ίδιο σύνολοX. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν a, b > 0

ώστε : για κάθε x, y ∈ X,

ad1(x, y) 6 d2(x, y) 6 bd1(x, y).
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∆είξτε ότι µια ακολουθία (xn) στονX είναι ϐασική στον (X, d1) αν και µόνο αν είναι ϐασική
στον (X, d2).

4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος καιD πυκνό υποσύνολο τουX. ∆είξτε ότι : αν κάθε ϐασική
ακολουθία (xn) στοιχείων του D συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X, τότε ο X είναι πλήρης.

5. ∆είξτε ότι ένας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε κλειστή µπάλα

B̂(x, ε) = {z ∈ X : ρ(z, x) 6 ε},

όπου x ∈ X και ε > 0, είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος του X.

6. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του X ώστε το X \D να
είναι επίσης πυκνό. ∆είξτε ότι τουλάχιστον ένα από τα D, X \D δεν είναι σύνολο Fσ.

7. ∆είξτε ότι : αν (Ln) είναι ακολουθία ευθειών στο R2 τότε int (
⋃∞
n=1 Ln) = ∅.

Οµάδα Β΄

8. (α) ∆είξτε ότι ο (`p, ‖ · ‖p), 1 6 p <∞ είναι πλήρης.

(ϐ) ∆είξτε ότι ο κύβος του Hilbert H∞ είναι πλήρης µετρικός χώρος.

(γ) ∆είξτε ότι ο (c00, ‖ · ‖∞) δεν είναι πλήρης.

9. Θεωρούµε τον C([0, 1]) µε µετρική την

ρ1(f, g) =

∫ 1

0
|f(t)− g(t)| dt.

∆είξτε ότι η (fn)n>2 µε

fn(t) =


0 αν 0 6 t 6 1

2

n
(
x− 1

2

)
αν 1

2 < x < 1
2 + 1

n

1 αν 1
2 + 1

n 6 t 6 1

είναι ακολουθία Cauchy ως προς την ρ1 αλλά δεν είναι συγκλίνουσα.

10. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο X είναι πλήρης αν και µόνον αν κάθε
αριθµήσιµο, κλειστό υποσύνολο του X είναι πλήρης µετρικός υπόχωρος.

11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε
ακολουθία ϕραγµένης κύµανσης στον X είναι συγκλίνουσα.
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12. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, (xn) ακολουθία στον X και x ∈ X ώστε xn → x.
Θεωρούµε το σύνολο A = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}. Αποδείξτε ότι ο (A, ρ|A) είναι πλήρης
µετρικός χώρος.

13. ΄Εστω ρ µετρική στο R ώστε : (i) ο (R, ρ) είναι πλήρης και (ii) η ρ είναι ισοδύναµη µε
τη συνήθη µετρική. ∆είξτε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε diamρ([n,∞)) > δ για κάθε n ∈ N.

14. ΄Εστω X πλήρης χώρος µε νόρµα και B̂(xn, rn) ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές
µπάλες. Αποδείξτε ότι

⋂∞
n=1 B̂(xn, rn) 6= ∅.

15. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Αποδείξτε
ότι αν (En) είναι ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων του X, µε diam(En) → 0,
τότε

f

( ∞⋂
n=1

En

)
=

∞⋂
n=1

f(En).

16. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και G µη κενό ανοικτό υποσύνολο του X. Ορί-
Ϲουµε τη συνάρτηση

σ(x, y) = ρ(x, y) +

∣∣∣∣ 1

dist(x,X \G)
− 1

dist(y,X \G)

∣∣∣∣
στο G×G. ∆είξτε ότι ο (G, σ) είναι πλήρης µετρικός χώρος και ότι η σ είναι ισοδύναµη µε
την ρ|G.

17. ΄Εστω (Gn) ακολουθία ανοικτών και πυκνών υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι το G =⋂∞
n=1Gn είναι υπεραριθµήσιµο.

18. ΄Εστω f : R → R. ∆είξτε ότι η f είναι ασυνεχής σε ένα σύνολο πρώτης κατηγορίας αν
και µόνο αν είναι συνεχής σε ένα πυκνό υποσύνολο του R.

19. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει µετρική d στο Q ώστε η d να είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη
µετρική και ο (Q, d) να είναι πλήρης.

20. ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και δυο συναρτήσεις f, g : X → X. Αποδείξτε
ότι :

(α) Αν υπάρχει k ∈ N ώστε η fk = f ◦ · · · ◦ f να είναι συστολή, τότε υπάρχει µοναδικό
σηµείο x ∈ X ώστε f(x) = x.

(ϐ) Αν η f είναι συστολή και f ◦ g = g ◦ f , τότε υπάρχει µοναδικό x ∈ X ώστε f(x) =

g(x) = x.
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21. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος, E πυκνό και Gδ–υποσύνολο του X. Αποδείξτε
ότι για κάθε οµοιοµορφισµό h : X → X ισχύει E ∩ h(E) 6= ∅.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

22. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Q συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι
υπάρχει ∅ 6= G ⊆ X ανοικτό ώστε η f |G να είναι σταθερή.

23. Στο X = R \ {0} ϑεωρούµε τη µετρική

d(x, y) = |x− y|+
∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ .
∆είξτε ότι η d είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη µετρική και ότι ο (X, d) είναι πλήρης.

24. ΄Εστω d µετρική στο Q η οποία είναι ισοδύναµη µε την συνήθη µετρική. Αποδείξτε ότι
ο (Q, d) δεν είναι πλήρης.

25. Σωστό ή λάθος ; Αν f : R→ R είναι συνεχής συνάρτηση, και αν

Fm = f−1([−m,m]) = {x ∈ R : |f(x)| 6 m},

τότε τουλάχιστον ένα Fm περιέχει διάστηµα.

26. ΄Εστω (X, d), (Y, σ) µετρικοί χώροι και έστω f : X → Y συνεχής συνάρτηση. Για κάθε
y ∈ Y ορίζουµε

Ay = {x ∈ X : f(x) = y} = f−1({y}).

∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε για κάθε y, y′ ∈ f(X) µε y 6= y′, ισχύει
dist(Ay, Ay′) > 0.

(ϐ) Αν ο (X, d) είναι πλήρης και ο Y είναι αριθµήσιµος, υπάρχει y ∈ Y ώστε (Ay)
◦ 6= ∅.

27. ΄Εστω X = {x1, x2, . . .} άπειρο αριθµήσιµο σύνολο και έστω d µετρική στο X ώστε ο
(X, d) να είναι πλήρης. ∆είξτε ότι ο (X, d) έχει µεµονωµένο σηµείο.

28. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ). Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής, επί και d(x, y) 6

σ(f(x), f(y)) για κάθε x, y ∈ X. ∆ώστε απόδειξη ή αντιπαράδειγµα για τις ακόλουθες
προτάσεις:

(i) Αν ο (X, d) είναι πλήρης τότε ο (Y, σ) είναι πλήρης.
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(ii) Αν ο (Y, σ) είναι πλήρης τότε ο (X, d) είναι πλήρης.

29. ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος και fn : X → R για n = 1, 2, . . . συνεχείς
συναρτήσεις. ∆είξτε ότι : είτε υπάρχει x0 ∈ X ώστε fn(x0) 6= 0 για κάθε n ∈ N ή υπάρχουν
∅ 6= G ⊆ X ανοικτό και k ∈ N ώστε fk(x) = 0 για κάθε x ∈ G.

30. ΄Εστω N το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Θεωρούµε την d : N× N→ R µε

d(m,n) = 1 +
1

m+ n

αν m 6= n και d(m,n) = 0 αν m = n.

(α) ∆είξτε ότι η d είναι µετρική.

(ϐ) ∆είξτε ότι ο (N, d) είναι πλήρης.

(γ) ∆είξτε ότι : στον (N, d) υπάρχει ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστές µπάλες που η τοµή
τους είναι το κενό σύνολο.

Οµάδα Γ΄

31. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : R→ R µε την ιδιοτητα

για κάθε x ∈ R, lim
n→∞

fn(x) = χQ(x).

32. (α) ΄Εστω A = {a1, a2, . . . , an, . . .} αριθµήσιµο υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι η συνάρ-
τηση FA : R→ R µε

FA(x) =
∑

{n:an6x}

2−n

είναι αύξουσα, συνεχής από δεξιά παντού και ασυνεχής ακριβώς στα σηµεία του A.

(ϐ) ΄Εστω A αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του R. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση g :

R→ R ώστε το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας D(g) της g να είναι το R \A.

(γ) ΄Εστω E κλειστό υποσύνολο του R. Θέτουµε G = E◦ ∩ Q και ορίζουµε τη συνάρτηση
h : R→ R µε h(x) = χE(x)− χG(x). Αποδείξτε ότι D(h) = E.

(δ) ΄Εστω E =
⋃∞
n=1En ένα Fσ–υποσύνολο του R. Ορίζουµε fE : R→ R µε

fE(x) =


1

min{n:x∈En} , x ∈ Q ∩ E
− 1

min{n:x∈En} , x ∈ (R \Q) ∩ E
0, x ∈ R \ E
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Αποδείξτε ότι D(fE) = E.

33. ΄Εστω f : [0,∞)→ R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ανοικτό διάστηµα
(a, b) ⊆ [0,∞) µε την εξής ιδιότητα : για κάθε y ∈ (a, b) ισχύει limn→∞ f(ny) = 0.
Αποδείξτε ότι limx→∞ f(x) = 0.

34. ΄Εστω f : R→ R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι : για κάθε
x ∈ R υπάρχει nx ∈ N ώστε, για κάθε n > nx, f (n)(x) = 0. ∆είξτε ότι η f είναι πολυώνυµο.





Κεφάλαιο 6

Συµπάγεια

6.1 Ορισµός της συµπάγειας

΄Οπως ϑα ϕανεί στην αµέσως επόµενη παράγραφο, υπάρχουν διάφοροι τρόποι µε τους
οποίους µπορεί κανείς να εισάγει την έννοια του συµπαγούς µετρικού χώρου. Ο πλέ-
ον εύληπτος είναι αυτός της ακολουθιακής συµπάγειας, ο οποίος γενικεύει την «ιδιότητα
Bolzano–Weierstrass» των κλειστών διαστηµάτων [a, b] της πραγµατικής ευθείας στο πλαί-
σιο των µετρικών χώρων. Θα µπορούσαµε να δώσουµε τον εξής ορισµό:

΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) λέγεται (ακολουθιακά) συµπαγής αν κάθε ακολου-
ϑία (xn) στον X έχει υπακολουθία (xkn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X.

Ξεκινάµε από έναν διαφορετικό ορισµό της συµπάγειας, ο οποίος µπορεί να δοθεί και
στο γενικότερο πλαίσιο των τοπολογικών χώρων και ϐασίζεται στην ιδέα ότι οι συµπαγείς
µετρικοί χώροι έχουν από πολλές απόψεις τη «δοµή ενός πεπερασµένου µετρικού χώρου».
Στην επόµενη παράγραφο δείχνουµε ότι οι δύο ορισµοί είναι ισοδύναµοι και ότι η συµπά-
γεια συνδέεται στενά µε την έννοια της πληρότητας (στους λεγόµενους «ολικά ϕραγµένους»
µετρικούς χώρους).

Ορισµός 6.1.1 (κάλυµµα). ΄Εστω X τυχόν µη κενό σύνολο και A ⊆ X. Μια οικογένεια
(Ui)i∈I υποσυνόλων του X λέγεται κάλυµµα του A αν

A ⊆
⋃
i∈I

Ui.

Αν για κάποιο J ⊆ I ισχύει A ⊆
⋃
i∈J Ui, τότε λέµε ότι η (Ui)i∈J είναι υποκάλυµµα του

(Ui)i∈I για το A.

113
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Ορισµός 6.1.2 (ανοικτό κάλυµµα). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (Ui)i∈I οικογένεια
ανοικτών υποσυνόλων του X. Η (Ui)i∈I λέγεται ανοικτό κάλυµµα του X, αν X =

⋃
i∈I Ui.

Γενικότερα, αν A ⊆ X, η (Ui)i∈I λέγεται ανοικτό κάλυµµα του A, αν A ⊆
⋃
i∈I Ui.

Ορισµός 6.1.3 (συµπάγεια). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Ο X λέγεται συµπαγής (co-

mpact) αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του X έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. Με άλλα λόγια,
αν ισχύει το εξήσ:

Για κάθε οικογένεια (Ui)i∈I ανοικτών υποσυνόλων του X που ικανοποιεί την
X =

⋃
i∈I Ui µπορούµε να ϐρούµε m ∈ N και i1, . . . , im ∈ I ώστε X =

Ui1 ∪ · · · ∪ Uim .

΄Ενα υποσύνολο K του X λέγεται συµπαγές, αν είναι συµπαγής µετρικός χώρος µε τη
σχετική µετρική. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το εξής: για κάθε κάθε κάλυµµα (Vi)i∈I του
K από ανοικτά υποσύνολα του X, υπάρχει πεπερασµένο υποκάλυµµα (Vij )

m
j=1, ώστε

K ⊆
⋃m
j=1 Vij (άσκηση).

Παραδείγµατα 6.1.4. (α) ΄Ενας διακριτός µετρικός χώρος (X, δ) είναι συµπαγής αν και
µόνον αν το X είναι πεπερασµένο σύνολο.

(ϐ) Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R µε τη συνήθη µετρική δεν είναι συµπαγής
µετρικός χώρος. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε το ανοικτό κάλυµµα {(−n, n)}n∈N, τότε αυτό
δεν έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα.

(γ) Το σύνολο S`∞ = {x = (xn) ∈ `∞ : ‖x‖∞ = 1} δεν είναι συµπαγές υποσύνολο του
`∞. Πράγµατι· ϑεωρούµε το ανοικτό κάλυµµα {B(x, 1/2) : x ∈ S`∞}, το οποίο δεν έχει
πεπερασµένο υποκάλυµµα, διότι ‖en − em‖∞ = 1 για n,m ∈ N, n 6= m.

(δ) ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, x ∈ X και (xn) στον X ώστε xn → x. Το σύνολο

K = {xn : n = 1, 2, . . .} ∪ {x}

είναι συµπαγές στον X. Πράγµατι· έστω (Gi)i∈I ανοικτό κάλυµµα του K. Τότε υπάρχει
i0 ∈ I ώστε x ∈ Gi0 . Αφού xn → x και το Gi0 είναι ανοικτό, υπάρχει N ∈ N ώστε xn ∈ Gi0
για κάθε n > N . Για κάθε 1 6 j 6 N υπάρχει ij ∈ I ώστε xj ∈ Gij . Τότε, K ⊆

⋃N
j=0Gij .

Πρόταση 6.1.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω K συµπαγές υποσύνολο του X.

Τότε, το K είναι κλειστό στον X.

Απόδειξη. ΄Εστω y ∈ X \K. Για κάθε x ∈ K ϑέτουµε δx := ρ(x,y)
2 . Οι µπάλες {B(x, δx) :

x ∈ K} αποτελούν ανοικτό κάλυµµα του K. ΄Αρα, υπάρχουν x1, x2, . . . , xm ∈ K ώστε
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K ⊆
⋃m
j=1B(xj , δxj ). ΄Εστω δ = min{δxj : j = 1, 2, . . . ,m} > 0. Τότε, B(y, δ) ⊆ X \K.

Πράγµατι, αν x ∈ K τότε υπάρχει 1 6 j 6 m ώστε ρ(x, xj) < δxj . ΄Αρα,

ρ(x, y) > ρ(y, xj)− ρ(xj , x) > 2δxj − δxj > δ,

δηλαδή x /∈ B(y, δ). ∆είξαµε ότι το X \K είναι ανοικτό, συνεπώς το K είναι κλειστό. 2

Πρόταση 6.1.6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω K µη κενό, συµπαγές υποσύνολο

του X. Τότε, το K είναι ϕραγµένο υποσύνολο του X.

Απόδειξη. Επιλέγουµε τυχόν x ∈ X και ϑεωρούµε την οικογένεια {B(x, n) : n ∈ N}.
Παρατηρήστε ότι αυτή είναι ανοικτό κάλυµµα του X, άρα και του K:

K ⊆
∞⋃
n=1

B(x, n).

Αφού το K είναι συµπαγές, υπάρχουν n1, . . . , nm ∈ N ώστε

K ⊆ B(x, n1) ∪ · · · ∪B(x, nm).

Αν ϑέσουµε r = max{n1, . . . , nm} έχουµε B(x, nj) ⊆ B(x, r) για κάθε j = 1, . . . ,m,
δηλαδή

K ⊆ B(x, r).

Συνεπώς, το K είναι ϕραγµένο. 2

Πρόταση 6.1.7. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και F κλειστό υποσύνολο του X.

Τότε, το F είναι συµπαγές.

Απόδειξη. ΄Εστω (Ui) ανοικτό κάλυµµα του F . Τότε η οικογένεια {X \ F} ∪ {Ui : i ∈ I}
αποτελεί ανοικτό κάλυµµα του X (εξηγήστε γιατί). Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν
i1, . . . , ik ∈ I ώστε X = Ui1 ∪ . . . ∪ Uik ∪ (X \ F ). Τότε, F ⊆ Ui1 ∪ . . . ∪ Uik . 2

6.2 Χαρακτηρισµός της συµπάγειας

Σκοπός µας σε αυτή την παράγραφο είναι να χαρακτηρίσουµε τους συµπαγείς µετρικούς
χώρους µέσω ακολουθιών. ΄Οπως ϑα δούµε, ένας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι συµπαγής αν
και µόνο αν έχει την ιδιότητα Bolzano–Weierstrass: δηλαδή, αν κάθε άπειρο υποσύνολο
A του X έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσσώρευσης στο X (A′ 6= ∅). Στην πορεία ϑα
δώσουµε άλλον έναν χρήσιµο χαρακτηρισµό της συµπάγειας: ο (X, ρ) είναι συµπαγής
αν και µόνο αν είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος. ∆ίνουµε πρώτα τους απαραίτητους
ορισµούς.
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Ορισµός 6.2.1 (ακολουθιακά συµπαγής χώρος). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Ο X λέ-
γεται ακολουθιακά συµπαγής (sequentially compact) αν κάθε ακολουθία (xn) στον X έχει
υπακολουθία (xkn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X.

Ορισµός 6.2.2 (ολικά ϕραγµένος χώρος). ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) λέγεται ολικά ϕραγ-

µένος (totally bounded) αν για κάθε ε > 0 υπάρχουν m ∈ N και x1, . . . , xm ∈ X ώστε

X =
m⋃
i=1

B(xi, ε).

∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένα το πλήθος σηµεία στο χώρο
ώστε οι µπάλες µε κέντρα αυτά σηµεία και ακτίνα το δοσµένο ε > 0 να καλύπτουν το χώρο.
Γενικότερα, αν (X, ρ) είναι µετρικός χώρος και A ⊆ X, τότε το A λέγεται ολικά ϕραγµένο
αν για κάθε ε > 0 υπάρχουν x1, . . . , xm ∈ X ώστε

A ⊆
m⋃
i=1

B(xi, ε).

Με ϐάση τον ορισµό που δώσαµε, αν το A ⊆ X είναι ολικά ϕραγµένο τότε κάθε B ⊆ A

είναι επίσης ολικά ϕραγµένο (εξηγήστε γιατί).
Παρατηρήστε επίσης ότι µπορούµε να απαιτήσουµε τα «κέντρα» xi να ανήκουν στο A:

πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι το A είναι ολικά ϕραγµένο και ας ϑεωρήσουµε τυχόν ε > 0.
Υπάρχουν x1, . . . , xm ∈ X ώστε A ⊆

⋃m
i=1B(xi, ε/2). Μπορούµε να υποθέσουµε ότι όλες

οι B(xi, ε/2) έχουν µη κενή τοµή µε το A (αλλιώς ϑα «διώχναµε» τις περιττές από αυτές).
Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε ai ∈ B(xi, ε/2) ∩ A, i = 1, . . . ,m. Τότε, a1, . . . , am ∈ A και
B(xi, ε/2) ⊆ B(ai, ε) (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς,

A ⊆
m⋃
i=1

B(ai, ε).

Παραδείγµατα 6.2.3. (α) Ο (R, | · |) δεν είναι είναι ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. Αν
ήταν, ϑα υπήρχαν x1 < x2 < · · · < xk ∈ R ώστε R =

⋃k
i=1(xi−1, xi+1) ⊆ (x1−1, xk+1),

άτοπο.

(ϐ) ΄Ενας διακριτός µετρικός χώρος (X, δ) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν το X
είναι πεπερασµένο σύνολο (εξηγήστε γιατί).

(γ) Ο n–διάστατος κύβος του Hamming Hn και ο κύβος του Hilbert H∞, είναι ολικά
ϕραγµένοι χώροι (άσκηση).

Θεώρηµα 6.2.4 (χαρακτηρισµός της συµπάγειας). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τα ακό-

λουθα είναι ισοδύναµα:
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(i) Ο (X, ρ) είναι συµπαγής.

(ii) Κάθε άπειρο υποσύνολο A του X έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσσώρευσης στο X

(δηλαδή, A′ 6= ∅).

(iii) Ο X είναι ακολουθιακά συµπαγής.

(iv) Ο X είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii): ΄Εστω A υποσύνολο του X το οποίο δεν έχει κανένα σηµείο συσσώρευ-
σης στοX. Τότε, για κάθε x ∈ X υπάρχει εx > 0 ώστε B(x, εx)∩(A\{x}) = ∅. Θεωρούµε
το ανοικτό κάλυµµα {B(x, εx) : x ∈ X} του X. Αφού ο X είναι συµπαγής, µπορούµε να
ϐρούµε πεπερασµένο υποκάλυµµα. ∆ηλαδή, υπάρχουν x1, . . . , xm ∈ X ώστε

X = B(x1, εx1) ∪ · · · ∪B(xm, εxm).

Τότε,
A = (A ∩B(x1, εx1)) ∪ · · · ∪ (A ∩B(xm, εxm)).

΄Οµως, για κάθε i = 1, . . . ,m, από την B(xi, εxi) ∩ (A \ {xi}) = ∅ συµπεραίνουµε ότι

A ∩B(xi, εxi) ⊆ {xi}.

΄Επεται ότι
A ⊆ {x1, . . . , xm}

δηλαδή το A είναι πεπερασµένο σύνολο.

(ii) ⇒ (iii): ΄Εστω (xn) ακολουθία στον X. Θα δείξουµε ότι η (xn) έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία.

Θεωρούµε το σύνολο A = {xn : n ∈ N} των όρων της (xn). Αν το A είναι πεπερασµένο
σύνολο, τότε υπάρχουν x ∈ A και δείκτες k1 < · · · < kn < kn+1 < · · · ώστε xkn = x για
κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή, η (xn) έχει σταθερή υπακολουθία και το Ϲητούµενο ισχύει προφανώς.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι το σύνολο A των όρων της (xn) είναι άπειρο. Τότε, υπάρχει x ∈
X το οποίο είναι σηµείο συσσώρευσης του A. Συνεπώς, σε κάθε περιοχή του x υπάρχουν
άπειροι όροι της ακολουθίας (xn) (διότι περιέχει άπειρα στοιχεία του A). Επιλέγοντας
διαδοχικά ε = 1, 12 , . . . ,

1
n , . . . και χρησιµοποιώντας αυτή την ιδιότητα του x, µπορούµε να

ϐρούµε γνησίως αύξουσα ακολουθία δεικτών (kn) ώστε ρ(x, xkn) < 1
n . ΄Αρα, xkn → x.

(iii)⇒ (iv): Υποθέτουµε ότι ο (X, ρ) είναι ακολουθιακά συµπαγής.

1. ΟX είναι πλήρης. ΄Εστω (xn) ϐασική ακολουθία στον X. Από την υπόθεση, η (xn) έχει
υπακολουθία (xkn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο x ∈ X. Τότε, xn → x (γνωρίζουµε ότι, σε
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κάθε µετρικό χώρο, αν µια ϐασική ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία τότε είναι
συγκλίνουσα).

2. ΟX είναι ολικά ϕραγµένος. Με απαγωγή σε άτοπο: αν ο X δεν είναι ολικά ϕραγµένος,
τότε υπάρχει ε > 0 µε την εξής ιδιότητα : για κάθε m ∈ N και κάθε u1, . . . , um ∈ X ισχύει

(∗) X \
m⋃
j=1

B(uj , ε) 6= ∅.

Χρησιµοποιώντας την (∗) ορίζουµε επαγωγικά ακολουθία (xn) στονX ως εξής: επιλέγουµε
τυχόν x1 ∈ X και χρησιµοποιώντας την (∗) επιλέγουµε

x2 ∈ X \B(x1, ε).

Παρατηρήστε ότι ρ(x2, x1) > ε.
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει x1, . . . , xn έτσι ώστε, αν i, j ∈ {1, . . . , n} και i 6= j

τότε ρ(xi, xj) > ε. Τότε, χρησιµοποιώντας και πάλι την (∗), επιλέγουµε

xn+1 ∈ X \B(x1, ε) ∪ · · · ∪B(xn, ε).

Παρατηρήστε ότι ρ(xn+1, xi) > ε για κάθε i = 1, . . . , n.
Κατ¨ αυτό τον τρόπο, ορίζεται ακολουθία (xn) στον X µε την εξής ιδιότητα : αν n 6= m

τότε ρ(xn, xm) > ε. Η ακολουθία (xn) δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (εξηγήστε γιατί).
Συνεπώς, καταλήγουµε σε άτοπο.

(iv)⇒ (i): Με απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι ο X δεν είναι συµπαγής. Τότε, υπάρχει
ανοικτό κάλυµµα (Ui)i∈I του X το οποίο δεν έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. ∆ηλαδή,
X =

⋃
i∈I Ui αλλά, για κάθε m ∈ N και κάθε i1, . . . , im ∈ I ισχύει

X \ (Ui1 ∪ · · · ∪ Uim) 6= ∅.

Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι ο X είναι ολικά ϕραγµένος, ϐρίσκουµε x11, . . . , x1N1 ∈
X ώστε

X =

N1⋃
j=1

B(x1j , 1/2).

Ισχυρισµός. Υπάρχει j0 ∈ {1, . . . , N1} ώστε, για κάθεm ∈ N και κάθε i1, . . . , im ∈ I ισχύει

B(x1j0 , 1/2) \ (Ui1 ∪ · · · ∪ Uim) 6= ∅.

[Πράγµατι, αν κάθε B(x1j , 1/2) καλυπτόταν από πεπερασµένα το πλήθος σύνολα της οι-
κογένειας (Ui)i∈I τότε και ο X =

⋃N1
j=1B(x1j , 1/2) ϑα καλυπτόταν από πεπερασµένα το

πλήθος σύνολα της οικογένειας (Ui)i∈I , άτοπο].
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Θέτουµε x1 := x1j0 . Παρατηρούµε ότι, αφούB(x1, 1/2) ⊆ X, υπάρχουν x21, . . . , x2N2 ∈
X ώστε

B(x1, 1/2) ⊆
N2⋃
j=1

B(x2j , 1/2
2).

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι B(x1, 1/2) ∩ B(x2j , 1/2
2) 6= ∅ για κάθε j = 1, . . . , N2,

αλλιώς παραλείπουµε εκείνες τις B(x2j , 1/2
2) που δεν χρησιµοποιούνται για την κάλυψη

της B(x1, 1/2).
΄Οπως και στο προηγούµενο ϐήµα, ϐρίσκουµε j1 ∈ {1, . . . , N2} ώστε, για κάθε m ∈ N

και κάθε i1, . . . , im ∈ I ισχύει

B(x2j1 , 1/2
2) \ (Ui1 ∪ · · · ∪ Uim) 6= ∅.

Θέτουµε x2 := x2j0 . Παρατηρήστε ότι

ρ(x1, x2) <
1

2
+

1

22
=

3

22

διότι B(x1, 1/2) ∩ B(x2, 1/2
2) 6= ∅ (παίρνουµε w στην τοµή τους και εφαρµόζουµε την

τριγωνική ανισότητα).
Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο (η απόδειξη του επαγωγικού ϐήµατος είναι όµοια µε

αυτήν του δεύτερου ϐήµατος). Επαγωγικά, ορίζεται ακολουθία (xn) µε τις παρακάτω
ιδιότητες:

(i) Για κάθε n ∈ N, για κάθε m ∈ N και κάθε i1, . . . , im ∈ I ισχύει

B(xn, 1/2
n) \ (Ui1 ∪ · · · ∪ Uim) 6= ∅

(η B(xn, 1/2
n) δεν καλύπτεται από καµία πεπερασµένη υποοικογένεια της (Ui)i∈I ).

(ii) Για κάθε n ∈ N,

ρ(xn, xn+1) <
3

2n+1
.

΄Εχουµε δει ότι η
∞∑
n=1

ρ(xn, xn+1) 6
∞∑
n=1

3

2n+1
<∞

εξασφαλίζει ότι η (xn) είναι ϐασική ακολουθία στον X. ΄Εχουµε υποθέσει ότι ο X είναι
πλήρης, άρα, υπάρχει x ∈ X ώστε xn → x.

Καταλήγουµε σε άτοπο ως εξής: αφού η (Ui)i∈I καλύπτει τον X, υπάρχει i0 ∈ I ώστε
x ∈ Ui0 . Το Ui0 είναι ανοικτό, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ Ui0 . Βρίσκουµε n ∈ N
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ώστε 1/2n < δ/2 και ρ(xn, x) < δ/2 (αυτό είναι δυνατό, διότι xn → x και 1/2n → 0). Τότε,
για κάθε z ∈ B(xn, 1/2

n) έχουµε

ρ(z, x) 6 ρ(z, xn) + ρ(xn, x) <
1

2n
+
δ

2
< δ.

Αυτό σηµαίνει ότι
B(xn, 1/2

n) ⊆ B(x, δ) ⊆ Ui0 ,

το οποίο είναι άτοπο αφού, από την κατασκευή που κάναµε, η B(xn, 1/2
n) δεν καλύπτεται

από καµία πεπερασµένη υποοικογένεια της (Ui)i∈I . 2

Σχετικοί µε την απόδειξη του ϑεωρήµατος 6.2.4 είναι οι παρακάτω χαρακτηρισµοί του
ολικά ϕραγµένου και του πλήρους µετρικού χώρου:

(i) ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν κάθε ακολουθία
(xn) στον X έχει ϐασική υπακολουθία.

(ii) ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε άπειρο, ολικά ϕραγ-
µένο υποσύνολο του X έχει σηµείο συσσώρευσης.

Στο υπόλοιπο αυτής της παραγράφου περιγράφουµε εν συντοµία την απόδειξη αυτών των
δύο προτάσεων.

Λήµµα 6.2.5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και έστω A = {xn : n ∈ N} το σύνολο των

όρων µιας ακολουθίας (xn) στο Χ. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) Αν η (xn) είναι ϐασική ακολουθία, τότε το A είναι ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) Αν το A είναι ολικά ϕραγµένο, τότε η (xn) έχει ϐασική υπακολουθία.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω ε > 0. Επειδή η (xn) είναι ϐασική υπάρχει n0 ∈ N ώστε αν m,n > n0
τότε ρ(xn, xm) < ε. Παρατηρούµε ότι

A ⊆
n0⋃
i=1

B(xi, ε),

άρα το A είναι ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) Αφού το A είναι ολικά ϕραγµένο υπάρχουν C1
1 , . . . , C

1
k1
⊆ A µε diam(C1

i ) 6 1 για
i = 1, . . . , k1 και A =

⋃k1
i=1C

1
i (ως {C1

i } παίρνουµε τις τοµές του A µε πεπερασµένες
το πλήθος ανοικτές µπάλες ακτίνας 1/2 που η ένωσή τους καλύπτει το A). Επειδή το A
περιέχει άπειρους όρους της ακολουθίας (σαν σύνολο ϐέβαια µπορεί να είναι πεπερασµένο)
και τα C1

i είναι πεπερασµένα το πλήθος, κάποιο από αυτά περιέχει άπειρους όρους της
(xn)–έστω τοC1. Τότε, τοC1 είναι υποσύνολο του ολικά ϕραγµένου συνόλουA και περιέχει
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άπειρους όρους της ακολουθίας (xn). ∆ουλεύοντας τώρα µε το C1 έχουµε ότι αυτό είναι
ολικά ϕραγµένο, άρα µπορούµε να το καλύψουµε µε πεπερασµένα το πλήθος υποσύνολά
του C2

1 , . . . , C
2
k2

διαµέτρου µικρότερης ή ίσης µε 1
2 . ∆ηλαδή, C1 =

⋃k2
i=1C

2
i µε diam(C2

i ) 6
1
2 για i = 1, . . . , k2. ΄Οπως πριν, το C1 περιέχει άπειρους όρους της ακολουθίας (xn) και,
επειδή τα C2

i είναι πεπερασµένα το πλήθος, κάποιο από αυτά περιέχει άπειρους όρους
(από αυτούς που περιέχει τοC1) της (xn). Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο κατασκευάζουµε
ϕθίνουσα ακολουθία υποσυνόλων του A, την C1 ⊇ C2 ⊇ . . . ⊇ Cn ⊇ . . . µε diam(Cn) 6 1

n

για n = 1, 2, . . ., όπου κάθε Cn περιέχει άπειρους όρους της ακολουθίας (xn). Από κάθε
Cn επιλέγουµε ένα στοιχείο xmn ώστε να σχηµατιστεί υπακολουθία της (xn) δηλαδή να
ισχύειm1 < m2 < · · · < mn < · · · . Αυτό µπορεί να γίνει, διότι κάθε Cn περιέχει άπειρους
όρους της (xn).

Ισχυρισµός. Η υπακολουθία (xmn) είναι ϐασική.

΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε 1
n0
< ε. Αν i, j > n0 τότε Ci, Cj ⊆ Cn0 και άρα

xmi , xmj ∈ Cn0 . Συνεπώς ρ(xmi , xmj ) 6 diam(Cn0) 6 1
n0
< ε. 2

Παρατήρηση 6.2.6. Η ακολουθία xn = (−1)n έχει ολικά ϕραγµένο σύνολο όρων και δεν
είναι ϐασική. ΄Αρα, η εύρεση ϐασικής υπακολουθίας είναι το καλύτερο στο οποίο µπορούµε
να ελπίζουµε.

Πρόταση 6.2.7. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν κάθε

ακολουθία (xn) στον X έχει ϐασική υπακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο (X, ρ) είναι ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος και έστω (xn) ακολου-
ϑία στον X. Το σύνολο A = {xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο ως υποσύνολο του X και
από το λήµµα 6.2.5(ϐ) έπεται το Ϲητούµενο.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι κάθε ακολουθία στον X έχει ϐασική υπακολουθία. Θα δεί-
ξουµε ότι ο (X, ρ) είναι ολικά ϕραγµένος. Αν όχι, τότε υπάρχει ε0 > 0 ώστε για κάθε
n ∈ N και για κάθε x1, . . . , xn ∈ X να ισχύει X \

⋃n
i=1B(xi, ε0) 6= ∅. Επιλέγουµε τυχόν

x1 ∈ X. Τότε, X \ B(x1, ε0) 6= ∅, άρα υπάρχει x2 ∈ X ώστε ρ(x1, x2) > ε0. ΄Οµοια,
X \

⋃2
i=1B(xi, ε0) 6= ∅, άρα υπάρχει x3 ∈ X ώστε ρ(x3, xi) > ε0 για i = 1, 2. Συνεχί-

Ϲοντας κατ’ αυτό τον τρόπο, ορίζουµε επαγωγικά ακολουθία (xn) στον Χ µε την ιδιότητα
ρ(xn, xm) > ε0 για n 6= m. Προφανώς, αυτή η ακολουθία δεν έχει καµία ϐασική υπακο-
λουθία και έτσι έχουµε καταλήξει σε άτοπο. 2

Πρόταση 6.2.8. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε άπειρο,

ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X έχει σηµείο συσσώρευσης.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο (X, ρ) είναι πλήρης. ΄Εστω A άπειρο, ολικά ϕραγµένο
υποσύνολο του X. Υπάρχει ακολουθία (an) στοιχείων του A µε an 6= am για n 6= m.
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Το σύνολο B = {an : n = 1, 2, . . .} περιέχεται στο ολικά ϕραγµένο σύνολο A, άρα είναι
κι αυτό ολικά ϕραγµένο. Από το λήµµα 6.2.5(ϐ) η (an) έχει ϐασική υπακολουθία (akn).
Αφού ο X είναι πλήρης, υπάρχει x ∈ X ώστε akn → x. Η (akn) αποτελείται από όρους
διαφορετικούς ανά δύο και περιέχεται στο A. ΄Επεται ότι x ∈ A′.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι κάθε άπειρο, ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X έχει σηµείο
συσσώρευσης. Θεωρούµε τυχούσα ϐασική ακολουθία (xn) στον X. Το επιχείρηµα που
χρησιµοποιήσαµε στην απόδειξη της συνεπαγωγής (ii)⇒ (iii) του ϑεωρήµατος 6.2.4 δείχνει
ότι η (xn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Αφού είναι και ϐασική, είναι συγκλίνουσα.
΄Αρα, ο (X, ρ) είναι πλήρης. 2

6.3 Βασικές ιδιότητες των συµπαγών συνόλων

΄Εχουµε ήδη αποδείξει κάποιες ϐασικές ιδιότητες των συµπαγών υποσυνόλων ενός µετρικού
χώρου. Αν K είναι συµπαγές υποσύνολο του (X, ρ) τότε :

(i) Το K είναι κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του X.

(ii) Κάθε ακολουθία (xn) στο K έχει υπακολουθία (xkn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο
x ∈ K.

Επίσης, κάθε συµπαγής µετρικός χώρος είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος. Το επόµενο
ϑεώρηµα δείχνει ότι οι συµπαγείς µετρικοί χώροι είναι διαχωρίσιµοι.

Θεώρηµα 6.3.1. Κάθε ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος είναι διαχωρίσιµος. Ειδικότερα,

κάθε συµπαγής µετρικός χώρος είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη. ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. Σύµφωνα µε τον ορισµό, για
κάθε ε > 0 υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο Fε του X ώστε οι ανοικτές µπάλες µε κέντρα
στο Fε και ακτίνα ε > 0 να καλύπτουν τον X. Εφαρµόζοντας διαδοχικά τον ορισµό για
1, 12 ,

1
3 , . . . παίρνουµε µια ακολουθία D1, D2, D3, . . . πεπερασµένων υποσυνόλων του X

ώστε
X =

⋃
x∈Dn

B
(
x,

1

n

)
για κάθε n = 1, 2, . . .. Θέτουµε D =

⋃
n∈NDn. Το D είναι αριθµήσιµο ως αριθµήσιµη

ένωση πεπερασµένων συνόλων.

Ισχυρισµός. Το D είναι πυκνό στον X.

Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε ανοικτή µπάλα τέµνει το D. ΄Εστω B(x, ε) µια ανοικτή µπάλα
στον X. Τότε, υπάρχει n ∈ N ώστε 1

n < ε. Επίσης, X =
⋃
y∈Dn B(y, 1n). Συνεπώς,
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x ∈
⋃
y∈Dn B(y, 1n) δηλαδή υπάρχει y ∈ Dn ώστε x ∈ B(y, 1n). Τότε, x ∈ B(y, ε), ή

ισοδύναµα, y ∈ B(x, ε). ΄Αρα, Dn ∩B(x, ε) 6= ∅, δηλαδή D ∩B(x, ε) 6= ∅. 2

Ορισµός 6.3.2 (ιδιότητα πεπερασµένων τοµών). ΄Εστω X µη κενό σύνολο και (Fi)i∈I

οικογένεια υποσυνόλων του X. Λέµε ότι η (Fi)i∈I έχει την ιδιότητα πεπερασµένων

τοµών αν για κάθε µη κενό πεπερασµένο J ⊆ I ισχύει⋂
i∈J

Fi 6= ∅.

Για παράδειγµα, η οικογένεια {(−∞, x] : x ∈ R} υποσυνόλων του R έχει την ιδιότητα
πεπερασµένων τοµών. Το ίδιο ισχύει για την οικογένεια όλων των υποσυνόλων A του N για
τα οποία το N \A είναι πεπερασµένο σύνολο (εξηγήστε γιατί).

Θεώρηµα 6.3.3. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Ο (X, ρ) είναι συµπαγής.

(ii) Αν (Fi)i∈I είναι οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X που έχει την ιδιότητα πεπε-

ϱασµένων τοµών, τότε ⋂
i∈I

Fi 6= ∅.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii): Υποθέτουµε ότι υπάρχει οικογένεια (Fi)i∈I κλειστών υποσυνόλων του
X που έχει την ιδιότητα πεπερασµένων τοµών, αλλά

⋂
i∈I Fi = ∅. Τότε,

X =
⋃
i∈I

(X \ Fi).

∆ηλαδή, η οικογένεια (X\Fi)i∈I είναι ανοικτό κάλυµµα τουX. Αφού οX είναι συµπαγής,
υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε X =

⋃m
j=1(X \ Fij ). Τότε,

⋂m
j=1 Fij = ∅, το οποίο είναι

άτοπο.

(ii) ⇒ (i): Υποθέτουµε ότι ο X δεν είναι συµπαγής. Τότε, υπάρχει ανοικτό κάλυµµα
(Gi)i∈I του X για το οποίο δεν µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένο υποκάλυµµα. Θέτουµε
Fi = X \Gi, i ∈ I. Για κάθε m ∈ N και i1, . . . , im ∈ I έχουµε X 6= Gi1 ∪ · · · ∪Gim , άρα

Fi1 ∩ · · · ∩ Fim = (X \Gi1) ∩ · · · ∩ (X \Gim) = X \
m⋃
j=1

Gij 6= ∅.

∆ηλαδή, η οικογένεια (Fi)i∈I έχει την ιδιότητα πεπερασµένων τοµών. Από την υπόθεση,⋂
i∈I Fi 6= ∅, άρα ⋃

i∈I
Gi = X \

⋂
i∈I

Fi 6= X,

το οποίο είναι άτοπο. 2
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Ορισµός 6.3.4 (αριθµός Lebesgue). ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Λέµε ότι ένα ανοικτό
κάλυµµα (Vi)i∈I του X έχει αριθµό Lebesgue, αν υπάρχει δ > 0 µε την ακόλουθη
ιδιότητα :

Για κάθε E ⊆ X µε diam(E) < δ υπάρχει i ∈ I ώστε E ⊆ Vi.

Κάθε αριθµός δ που ικανοποιεί το παραπάνω λέγεται αριθµός Lebesgue του καλύµµατος.
Λέµε επίσης ότι ο X είναι χώρος Lebesgue αν κάθε ανοικτό κάλυµµα (Vi)i∈I του X έχει
αριθµό Lebesgue.

Για παράδειγµα, ο µετρικός χώρος (Z, d) µε d(n,m) = |n−m| είναι χώρος Lebesgue.
Πράγµατι, έστω (Vi)i∈I ανοικτό κάλυµµα του Z. Τότε, για δ = 1 έχουµε: αν E ⊆ Z και
Z 6= ∅ µε diam(E) < 1 έπεται ότι υπάρχει n ∈ Z ώστε E = {n}. ΄Οµως, υπάρχει in ∈ I
ώστε n ∈ Vin , δηλαδή E ⊆ Vin . Παρόµοια, αν (X, δ) είναι ένας διακριτός χώρος, τότε
αυτός είναι χώρος Lebesgue.

Ο (R, | · |) δεν είναι χώρος Lebesgue. Αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση r : R→ (0,∞) µε
x 7→ rx := 1

1+|x| και το ανοικτό κάλυµµα

Ux = B(x, rx) = (x− rx, x+ rx), x ∈ R

τότε για κάθε δ > 0 υπάρχει Eδ ⊆ R µε diam(Eδ) < δ ώστε για κάθε x ∈ R να ισχύει
Eδ * Ux. Πράγµατι, αν µας δώσουν δ > 0, τότε υπάρχει x0 > 0 ώστε rx0 < δ/4. Θεωρούµε
y0 > x0+1. Θέτουµε Eδ = [y0, y0+δ/2]. Τότε, για κάθε x ∈ R ισχύει Eδ * Ux. Πράγµατι,
αν υπήρχε x ∈ R ώστε Eδ ⊆ Ux, τότε

x− rx < y0 < y0 + δ/2 < x+ rx

Από την τελευταία έπεται ότι rx > δ/4, άρα x < x0 (εφόσον rx0 < δ/4). ΄Ετσι, y0 < x+rx <

x0 + 1, άτοπο.

Θεώρηµα 6.3.5 (Lebesgue). ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος. Κάθε ανοικτό κά-

λυµµα του X έχει αριθµό Lebesgue. ∆ηλαδή, κάθε συµπαγής µετρικός χώρος είναι χώρος

Lebesgue.

Απόδειξη. ΄Εστω (Ui)i∈I ανοικτό κάλυµµα του X. Τότε, για κάθε x ∈ X υπάρχουν εx > 0

και ix ∈ I ώστε B(x, εx) ⊆ Uix . Η οικογένεια {B(x, εx/2)}x∈X είναι ανοικτό κάλυµµα του
X. Αφού ο X είναι συµπαγής, υπάρχουν x1, x2, . . . , xk ∈ X ώστε X =

⋃k
j=1B(xj , εxj/2).

Θέτουµε

δ :=
1

2
min{εxj : j = 1, 2, . . . , k} > 0
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Θα δείξουµε ότι για κάθε A ⊆ X µε diam(A) < δ, υπάρχει i ∈ I ώστε A ⊆ Ui. ΄Εστω
A ⊆ X µη κενό, µε diam(A) < δ. Αν a ∈ A τότε υπάρχει xj ∈ X ώστε a ∈ B(xj , εxj/2).
Τότε, A ⊆ Uixj . Πράγµατι, αν z ∈ A τότε ισχύει

ρ(z, xj) 6 ρ(z, a) + ρ(a, xj) < δ + εxj/2 6 εxj

δηλαδή, z ∈ B(xj , εxj ) ⊆ Uixj . 2

Το επόµενο ϑεώρηµα εξασφαλίζει, σε κάποιες περιπτώσεις, τη συµπάγεια για τον χώρο
γινόµενο συµπαγών µετρικών χώρων.

Θεώρηµα 6.3.6. (α) ΄Εστω (Xi, di)
m
i=1 συµπαγείς µετρικοί χώροι. Αν X =

∏m
i=1Xi είναι ο

χώρος γινόµενο των Xi και d είναι οποιαδήποτε µετρική γινόµενο στο X, τότε ο (X, d) είναι

συµπαγής.

(ϐ) ΄Εστω (Xn, dn), n = 1, 2, . . . ακολουθία συµπαγών µετρικών χώρων µε dn(x(n), y(n)) 6

1 για κάθε x(n), y(n) ∈ Xn, n = 1, 2, . . .. Τότε, ο χώρος γινόµενο
∏∞
n=1Xn µε µετρική την

d(x, y) =
∑∞

n=1 2−ndn(x(n), y(n)) είναι συµπαγής.

Απόδειξη. (α) Θα δείξουµε ότι ο (X, d) είναι ακολουθιακά συµπαγής. Η απόδειξη είναι
όµοια µε αυτήν του ϑεωρήµατος 2.1.13. ΄Εστω xn = (xn(1), . . . , xn(m)) ακολουθία στον
(X, d). Αφού ο X1 είναι συµπαγής, η ακολουθία (xn(1)) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία
(xkn(1)):

xkn(1)→ x(1) ∈ X1.

Αφού ο X2 είναι συµπαγής, η (xkn(2)) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (xkλn (2)):

xkλn (2)→ x(2) ∈ X2.

Παρατηρήστε ότι

xkλn (1)→ x(1),

διότι η xkn(1)→ x(1) και η (xkλn (1)) είναι υπακολουθία της xkn(1). ΄Αρα, η υπακολουθία
(xkλn ) έχει συγκλίνουσα πρώτη και δεύτερη συντεταγµένη. Συνεχίζοντας µε παρόµοιο
τρόπο µέχρι την m-οστή συντεταγµένη και παίρνοντας m διαδοχικές υπακολουθίες της
(xn) ϐρίσκουµε υπακολουθία της η οποία έχει κάθε συντεταγµένη της συγκλίνουσα. Η d

είναι µετρική γινόµενο στο X, άρα η (xn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 2

(ϐ) Αφήνεται για τις ασκήσεις. 2

Πόρισµα 6.3.7. Ο κύβος του Hilbert H∞ είναι συµπαγής µετρικός χώρος.
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Στο κεφάλαιο 2 (ϑεώρηµα 2.1.13) είδαµε ότι κάθε ϕραγµένη ακολουθία στονRm (µε την
Ευκλείδεια µετρική) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Από αυτό το αποτέλεσµα προκύπτει
ο εξής χαρακτηρισµός των συµπαγών υποσυνόλων του Rm.

Θεώρηµα 6.3.8. Θεωρούµε τον Rm, m > 1, µε την Ευκλείδεια µετρική. ΄Ενα υποσύνολο

K του Rm είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι κλειστό και ϕραγµένο.

Απόδειξη. Η µία κατεύθυνση ισχύει γενικά: σε κάθε µετρικό χώρο, κάθε συµπαγές σύνολο
είναι κλειστό και ϕραγµένο. Για την αντίστροφη κατεύθυνση, έστωK κλειστό και ϕραγµένο
υποσύνολο του Rm. Θα δείξουµε ότι το K είναι ακολουθιακά συµπαγές. ΄Εστω (xn)

ακολουθία στο K. Αφού το K είναι ϕραγµένο, η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη. Από
το ϑεώρηµα 2.1.13, υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) η οποία συγκλίνει σε κάποιο
x ∈ Rm. ΄Οµως, το K είναι κλειστό και η (xkn) περιέχεται στο K. ΄Αρα, x = lim

n→∞
xkn ∈ K.

Αφού κάθε ακολουθία στο K έχει υπακολουθία που συγκλίνει σε σηµείο του K, το K
είναι συµπαγές. 2

Σηµείωση. Ειδικότερα, κάθε κλειστό διάστηµα [a, b] είναι συµπαγές υποσύνολο του R.
΄Οµοια, κάθε ορθογώνιο Rm = [a1, b1] × · · · × [am, bm] και κάθε κλειστή µπάλα B̂ρ2(x, ε)

είναι συµπαγές υποσύνολο του Ευκλείδειου χώρου (Rm, ρ2).

Στο γενικότερο πλαίσιο των πλήρων µετρικών χώρων δεν ισχύει ότι κάθε κλειστό και
ϕραγµένο σύνολο είναι συµπαγές: στο παράδειγµα 6.1.4(γ) είδαµε ότι, στον (`∞, ‖ · ‖∞),
η σφαίρα S`∞ , άρα και η κλειστή µπάλα B̂(0, 1), δεν είναι συµπαγές σύνολο.

6.4 Συνεχείς συναρτήσεις σε συµπαγή σύνολα

Σε αυτή την παράγραφο δείχνουµε ότι τα περισσότερα αποτελέσµατα που ισχύουν για
συνεχείς συναρτήσεις f : [a, b] → R εξακολουθούν να ισχύουν για συνεχείς συναρτήσεις
που ορίζονται σε έναν συµπαγή µετρικό χώρο.

Θεώρηµα 6.4.1. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος, (Y, σ) µετρικός χώρος και f :

X → Y συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. Θα δώσουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη ϐασίζεται στο γεγονός ότι κάθε συµπα-
γής µετρικός χώρος είναι χώρος Lebesgue, ενώ η δεύτερη ϐασίζεται στην ακολουθιακή
συµπάγεια.

Πρώτη απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι συνεχής, για κάθε x ∈ X υπάρχει δx =

δx(ε) > 0 ώστε f(B(x, δx)) ⊆ B(f(x), ε/2). Η οικογένεια {B(x, δx) : x ∈ X} αποτελεί
ανοικτό κάλυµµα του X, άρα υπάρχει αριθµός Lebesgue δ > 0 ώστε : αν A ⊆ X µε
diam(A) < δ τότε υπάρχει x ∈ X ώστε A ⊆ B(x, δx). ΄Εστω z1, z2 ∈ X µε ρ(z1, z2) < δ.
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Τότε, το A = {z1, z2} έχει διάµετρο ρ(z1, z2) < δ, οπότε υπάρχει x ∈ X ώστε A ⊆ B(x, δx).
΄Ετσι, από τη συνέχεια της f στο x και την τριγωνική ανισότητα παίρνουµε

σ(f(z1), f(z2)) 6 σ(f(z1), f(x)) + σ(f(z2), f(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Συνεπώς, η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. 2

∆εύτερη απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε, µπορούµε να
ϐρούµε ε > 0 και ακολουθίες (xn), (yn) στονX ώστε ρ(xn, yn)→ 0 αλλά σ(f(xn), f(yn)) >

ε για κάθε n ∈ N. Από την (ακολουθιακή) συµπάγεια του X µπορούµε να ϐρούµε υπακο-
λουθία (xkn) της (xn) και x ∈ X ώστε xkn → x. Τότε, από την

ρ(ykn , x) 6 ρ(ykn , xkn) + ρ(xkn , x)→ 0 + 0 = 0

ϐλέπουµε ότι ykn → x. Από τη συνέχεια της f στο x συµπεραίνουµε ότι f(xkn) → f(x)

και f(ykn) → f(x). Τότε, σ(f(xkn), f(ykn)) → 0, το οποίο είναι άτοπο (ϑυµηθείτε ότι
σ(f(xkn), f(ykn)) > ε για κάθε n ∈ N). 2

Θεώρηµα 6.4.2. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνεχής συνάρτηση.

Τότε, η f απεικονίζει συµπαγή υποσύνολα του X σε συµπαγή υποσύνολα του Y .

Απόδειξη. ΄Εστω K ⊆ X συµπαγές. Θα δείξουµε ότι το f(K) είναι συµπαγές στον Y .
Αν (Vi)i∈I είναι ανοικτό κάλυµµα του f(K), τότε το {f−1(Vi) : i ∈ I} είναι ανοικτό
κάλυµµα του K. ΄Αρα, υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε K ⊆

⋃m
j=1 f

−1(Vij ). Τότε, f(K) ⊆⋃m
j=1 Vij . 2

Πόρισµα 6.4.3. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος, (Y, σ) µετρικός χώρος και f :

X → Y συνεχής συνάρτηση. Τότε, το f(X) είναι συµπαγές υποσύνολο του Y .

Θεώρηµα 6.4.4. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → R συνεχής συνάρ-

τηση. Τότε, η f παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.

Απόδειξη. Από το πόρισµα 6.4.3 έχουµε ότι το f(X) είναι συµπαγές υποσύνολο του R, άρα
κλειστό και ϕραγµένο. Τότε, υπάρχουν τα min f(X) και max f(X) (εξηγήστε γιατί). 2

Μια άλλη χρήσιµη συνέπεια του ϑεωρήµατος 6.4.2 είναι η εξής:

Πρόταση 6.4.5. ΄Εστω f : (X, ρ)→ (Y, σ) συνεχής, 1− 1 και επί συνάρτηση. Αν ο (X, ρ)

είναι συµπαγής, τότε η g = f−1 : (Y, σ) → (X, ρ) είναι επίσης συνεχής. ∆ηλαδή, η f είναι

οµοιοµορφισµός.
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Απόδειξη. ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του X. Από το ϑεώρηµα 6.4.2, το B = f(F ) είναι
συµπαγές, άρα κλειστό, υποσύνολο του Y . Αφού το g−1(F ) = f(F ) = B είναι κλειστό
στον Y και το F ήταν τυχόν, έχουµε ότι τα κλειστά υποσύνολα του X αντιστρέφονται σε
κλειστά υποσύνολα του Y µέσω της g, άρα η g είναι συνεχής. 2

Σηµείωση. Η υπόθεση ότι ο (X, ρ) είναι συµπαγής δεν µπορεί να παραλειφθεί. Για παρά-
δειγµα, ϑεωρήστε τη συνάρτηση f : [0, 1) ∪ [2, 3] → [0, 2] µε f(x) = x αν 0 6 x < 1 και
f(x) = x− 1 αν 2 6 x 6 3. Παρατηρήστε ότι η f είναι συνεχής, 1-1 και επί, όµως η f−1

δεν είναι συνεχής (η f−1 είναι ασυνεχής στο σηµείο y = 1).

6.5 Το σύνολο του Cantor

1. Κατασκευή. Θεωρούµε το διάστηµα C0 = [0, 1] και το χωρίζουµε σε τρία διαδοχικά
ίσα διαστήµατα. Αφαιρούµε το ανοικτό µεσαίο διάστηµα

(
1/3, 2/3

)
. Ονοµάζουµε C1 το

σύνολο που αποµένει, δηλαδή

C1 =
[
0, 1/3

]
∪
[
2/3, 1

]
.

Το C1 είναι προφανώς κλειστό σύνολο. Χωρίζουµε καθένα από τα διαστήµατα
[
0, 1/3

]
και[

2/3, 1
]
σε τρία διαδοχικά ίσα διαστήµατα και αφαιρούµε, από καθένα, το µεσαίο ανοικτό

διάστηµα. Ονοµάζουµε C2 το κλειστό σύνολο που αποµένει, δηλαδή

C2 =
[
0, 1/9

]
∪
[
2/9, 1/3

]
∪
[
2/3, 7/9

]
∪
[
8/9, 1

]
.

Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο, κατασκευάζουµε για κάθε n = 1, 2, . . . ένα κλειστό σύνολο
Cn έτσι ώστε η ακολουθία (Cn) να έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · .

(ii) Το Cn είναι η ένωση 2n ξένων ανά δύο κλειστών διαστηµάτων, καθένα από τα οποία
έχει µήκος 1/3n.

Το σύνολο του Cantor είναι το σύνολο

C =

∞⋂
n=1

Cn.

Τα διαστήµατα της µορφής
[
k/3n, (k + 1)/3n

]
, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , 3n − 1, ονοµάζονται

τριαδικά διαστήµατα.

2. Ιδιότητες. Το C είναι σίγουρα µη κενό, αφού περιέχει τα άκρα όλων των τριαδικών
διαστηµάτων που απαρτίζουν κάθε Cn (όπως ϑα δούµε παρακάτω περιέχει και πολλά άλλα
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σηµεία). Επίσης το C είναι κλειστό, αφού η τοµή κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.
Επιπλέον, το C έχει τις εξής ιδιότητες:

(1) Το C είναι τέλειο σύνολο, δηλαδή είναι κλειστό και κάθε σηµείο του C είναι σηµείο
συσσώρευσης του C.

Είδαµε ότι το C είναι κλειστό. Για να δείξουµε ότι κάθε x ∈ C είναι σηµείο συσ-
σώρευσης του C, παρατηρούµε ότι για το τυχόν x ∈ C υπάρχει µοναδική ακολουθία
κλειστών τριαδικών διαστηµάτων In(x), n = 1, 2, . . ., µε x ∈ In(x), In(x) ⊂ Cn και µήκος
`(In(x)) = 1

3n . Οι ακολουθίες (αn(x)) και (δn(x)) των αριστερών και δεξιών άκρων των
In(x) αντίστοιχα περιέχονται στο C, καθεµία από αυτές συγκλίνει στο x, και η µία τουλά-
χιστον από τις δύο δεν είναι τελικά σταθερή. ΄Αρα, το x είναι σηµείο συσσώρευσης του C.
2

(2) Το C δεν περιέχει κανένα διάστηµα. Ας υποθέσουµε ότι, για κάποια a < b έχουµε
[a, b] ⊆ C. Για κάθε n ∈ N έχουµε C ⊂ Cn, άρα [a, b] ⊆ Cn. Αφού το Cn είναι ένωση
2n ξένων ανά δύο κλειστών διαστηµάτων µήκους 1/3n, το [a, b] πρέπει να περιέχεται σε
κάποιο από αυτά, και συνεπώς, πρέπει να ισχύει η ανισότητα b − a 6 1/3n. Αυτό οδηγεί
σε αντίφαση, αφού b− a > 0 και 1/3n → 0. 2

(3) Το C είναι υπεραριθµήσιµο. Στις ασκήσεις του κεφαλαίου 3 είδαµε ότι κάθε µη κενό
τέλειο υποσύνολο του R είναι υπεραριθµήσιµο. Αφού δείξαµε ότι το C είναι τέλειο, έπεται
ο ισχυρισµός. Θα δώσουµε όµως µια δεύτερη απόδειξη, η οποία µας δίνει την αφορµή να
δούµε µια διαφορετική περιγραφή του συνόλου C: µπορούµε να ορίσουµε µια ένα προς
ένα και επί απεικόνιση Φ του C στο σύνολο

{0, 2}N =
{

(αn)∞n=1 | για κάθε n, αn = 0 ή αn = 2
}
.

Το {0, 2}N είναι υπεραριθµήσιµο (ϑυµηθείτε το διαγώνιο επιχείρηµα του Cantor). ΄Αρα, το
C είναι υπεραριθµήσιµο. Η απεικόνιση Φ ορίζεται ως εξής:

Για κάθε x ∈ C υπάρχει µοναδική ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In(x), n =

1, 2, . . ., τέτοια ώστε : I1(x) ⊃ I2(x) ⊃ · · · , και για κάθε n, x ∈ In(x) και το In(x)

είναι ένα από τα τριαδικά διαστήµατα µήκους 1
3n που απαρτίζουν το Cn.

Με ϐάση αυτήν την ακολουθία διαστηµάτων ορίζουµε µια ακολουθία (αxn)∞n=1 ∈ {0, 2}N

ως εξής:

(α) n = 1: Θέτουµε αx1 = 0 αν I1(x) =
[
0, 1/3

]
(δηλαδή, αν x ∈

[
0, 1/3

]
) και αx1 = 2 αν

I1(x) =
[
2/3, 1

]
(δηλαδή, αν x ∈

[
2/3, 1

]
).

(ϐ) Επαγωγικό ϐήµα: Για κάθε n, αν In(x) =
[
k/3n, (k + 1)/3n

]
τότε το In+1(x) είναι ένα

από τα δύο διαστήµατα
[
k/3n, (k/3n) + (1/3n+1)

]
, [(k/3n) + (2/3n+1), (k+ 1)/3n

]
: εκείνο

που περιέχει το x. Θέτουµε αxn+1 = 0 αν In+1(x) είναι το πρώτο διάστηµα, και αxn+1 = 2

αν In+1(x) είναι το δεύτερο διάστηµα.



130 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΜΠΑΓΕΙΑ

Παρατηρούµε ότι αν x 6= y, τότε για κάποιο n ϑα ισχύει In(x) 6= In(y), αλλιώς ϑα
έπρεπε να έχουµε |x − y| 6 1

3n για κάθε n ∈ N. Αν n0 είναι ο πρώτος ϕυσικός για τον
οποίο In0(x) 6= In0(y), τότε από τον ορισµό των αxn ϐλέπουµε ότι αxn0

6= αyn0 , άρα οι δύο
ακολουθίες (αxn)∞n=1 και (αyn)∞n=1 είναι διαφορετικές. Αυτό αποδεικνύει ότι η απεικόνιση
Φ : C → {0, 2}N µε Φ(x) = (αxn)∞n=1 είναι ένα προς ένα.

Για το επί, αν (αn)∞n=1 είναι µια ακολουθία από 0 ή 2, η ακολουθία αυτή ορίζει µο-
ναδική ακολουθία τριαδικών διαστηµάτων (In)∞n=1 µε I1 ⊃ I2 ⊃ · · · , και τέτοια ώστε για
κάθε n το In να είναι ένα από τα τριαδικά διαστήµατα µήκους 1

3n που απαρτίζουν το Cn:

(α) n = 1: Θέτουµε I1 =
[
0, 1/3

]
αν α1 = 0 ή I1 =

[
2/3, 1

]
αν α1 = 2.

(ϐ) Γενικά, το In+1 είναι ένα από τα δύο τριαδικά υποδιαστήµατα µήκους 1
3n+1 του In που

περιέχονται στο Cn+1: το αριστερό αν αn+1 = 0, ή το δεξιό αν αn+1 = 2.

Αφού τα µήκη των διαστηµάτων In ϕθίνουν στο 0, η τοµή τους είναι µονοσύνολο: έστω

{x} =

∞⋂
n=1

In.

(Θυµηθείτε ότι η τοµή είναι µη κενή λόγω του ϑεωρήµατος των κιβωτισµένων διαστηµάτων).
Αφού In ⊂ Cn για κάθε n, είναι ϕανερό ότι x ∈ C. Επίσης, In(x) = In για κάθε n, και
από τον τρόπο ορισµού των In έχουµε

(αn)∞n=1 = (αxn)∞n=1 = Φ(x).

Αυτό αποδεικνύει ότι η Φ είναι επί του {0, 2}N, άρα το C είναι υπεραριθµήσιµο.

Ο τρόπος ορισµού της Φ µας οδηγεί σε µια άλλη περιγραφή του συνόλου του Cantor.

3. Τριαδική παράσταση αριθµού. Αν (an)∞n=1 είναι µία ακολουθία µε an ∈ {0, 1, 2} για
κάθε n ∈ N, τότε η σειρά

∑∞
n=1

an
3n συγκλίνει σε έναν αριθµό x ∈ [0, 1]. Αν x =

∑∞
n=1

an
3n

µε an ∈ {0, 1, 2} για κάθε n, η σειρά
∑∞

n=1
an
3n (ή η ακολουθία (an)∞n=1) λέγεται τριαδική

παράσταση του x. Γράφουµε x = (a1, a2, . . .) αντί της x =
∑∞

n=1
an
3n .

Κάθε αριθµός x στο διάστηµα [0, 1] έχει µία τριαδική παράσταση. Η ακολουθία (an)∞n=1

µπορεί να επιλεγεί ως εξής: Χωρίζουµε το [0, 1] στα τρία υποδιαστήµατα [0, 1/3], (1/3, 2/3)

και [2/3, 1]. Θέτουµε

a1 =


0, x ∈ [0, 1/3]

1, x ∈ (1/3, 2/3)

2, x ∈ [2/3, 1]

Με αυτόν τον ορισµό, σε κάθε περίπτωση έχουµε

a1
3
6 x 6

a1
3

+
1

3
.
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Ας υποθέσουµε ότι x ∈ [0, 1/3]. Χωρίζουµε αυτό το διάστηµα στα τρία υποδιαστήµατα
[0, 1/9], (1/9, 2/9), [2/9, 1/3] και ϑέτουµε a2 = 0, 1 ή 2 αντίστοιχα αν το x ανήκει στο
αριστερό, στο µεσαίο ή στο δεξιό από αυτά τα διαστήµατα. Ανάλογα ορίζεται το a2 όταν
x ∈ (1/3, 2/3) ή x ∈ [2/3, 1], έτσι ώστε σε κάθε περίπτωση να έχουµε

a1
3

+
a2
32
6 x 6

a1
3

+
a2
32

+
1

32
.

Συνεχίζουµε την επιλογή των an µε αυτόν τον τρόπο έτσι ώστε για κάθε n να έχουµε
n∑
k=1

ak
3k
6 x 6

n∑
k=1

ak
3k

+
1

3n
.

Αφού λοιπόν

0 6 x−
n∑
k=1

ak
3k
6

1

3n
,

έπεται ότι η σειρά
∑∞

k=1
ak
3k

συγκλίνει στον x, δηλαδή

x =
∞∑
k=1

ak
3k
.

Παραδείγµατα. Ελέγξτε ότι 1/8 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) και 1/4 = (2, 0, 2, 0, 2, 0, . . .).

Είναι ϕανερό ότι αν x 6= y τότε η τριαδική παράσταση του x είναι διαφορετική από
αυτήν του y, αφού µια σειρά δεν µπορεί να συγκλίνει σε δύο διαφορετικά όρια. Υπάρ-
χουν όµως αριθµοί x ∈ [0, 1] που έχουν δύο διαφορετικές τριαδικές παραστάσεις. Για
παράδειγµα, αν x = 1/3 τότε

1

3
=

1

3
+
∞∑
k=2

0

3k
και

1

3
=
∞∑
k=2

2

3k
.

(Με τον τρόπο επιλογής της (an)∞n=1 που παρουσιάσαµε παραπάνω, ϑα ϐρίσκαµε τη δεύ-
τερη παράσταση).

Γενικότερα, ισχύει το εξής: Ο x ∈ [0, 1] έχει δύο διαφορετικές τριαδικές παραστάσεις
αν και µόνο αν ο x είναι τριαδικός ϱητός: δηλαδή αν x = k/3n για κάποιον n ∈ N και
κάποιον 1 6 k 6 3n (άσκηση).

Το Θεώρηµα που ακολουθεί δίνει έναν άλλο τρόπο περιγραφής του συνόλου του Cantor.

Θεώρηµα 6.5.1. ΄Εστω x ∈ [0, 1]. Τότε, x ∈ C αν και µόνο αν ο x έχει µία τριαδική

παράσταση η οποία περιέχει µόνο τα ψηφία 0 και 2. 2

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ [0, 1]. Αν η ακολουθία (an) επιλεγεί µε τον τρόπο που παρουσιάσαµε
παραπάνω, τότε ισχύει το εξής: x ∈ C αν και µόνο αν an 6= 1 για κάθε n. Αυτό αποδεικνύει
ότι αν x ∈ C τότε ο x έχει µία τριαδική παράσταση που περιέχει µόνο τα ψηφία 0 και 2.
Η ολοκλήρωση της απόδειξης αφήνεται σαν άσκηση. 2
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6.6 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Ενα υποσύνολο K του X λέγεται συµπαγές, αν είναι συµπαγής µετρικός χώρος µε
τη σχετική µετρική. ∆είξτε ότι αυτό είναι ισοδύναµο µε το εξής: για κάθε κάθε ανοικτό
κάλυµµα (Vi)i∈I του K υπάρχουν i1, . . . , im ∈ I ώστε K ⊆

⋃m
j=1 Vij .

2. ΄Εστω a < b στο R. Χρησιµοποιώντας µόνο τον ορισµό του συµπαγούς µετρικού
χώρου δείξτε ότι το [a, b] είναι συµπαγές υποσύνολο του R µε τη συνήθη µετρική, ενώ τα
διαστήµατα (a, b), [a, b) και [a,∞) δεν είναι συµπαγή υποσύνολα του R µε τη συνήθη
µετρική.

3. Αν A,B είναι συµπαγή υποσύνολα ενός µετρικού χώρου (X, ρ), αποδείξτε ότι το A∪B
είναι συµπαγές.

4. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και E,F υποσύνολα του X ώστε το E να είναι συµπαγές,
το F κλειστό και E ∩ F = ∅. Αποδείξτε ότι dist(E,F ) > 0.

∆είξτε επίσης ότι υπάρχουν A,B κλειστά, ξένα υποσύνολα του R2 ώστε dist(A,B) = 0.

5. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Αν x ∈ X και A συµπαγές υποσύνολο του X, τότε υπάρχει y ∈ A ώστε dist(x,A) =

ρ(x, y).

(ϐ) ΑνA,B είναι συµπαγή υποσύνολα τουX τότε, υπάρχουν x ∈ A, y ∈ B ώστε dist(A,B) =

ρ(x, y).

6. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος.

(α) Υποθέτουµε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε x ∈ X το σύνολο B(x, ε) να είναι
συµπαγές. ∆είξτε ότι ο X είναι πλήρης µετρικός χώρος.

(ϐ) Αν για κάθε x ∈ X υπάρχει ε > 0 ώστε το σύνολο B(x, ε) να είναι συµπαγές, τότε είναι
ο X κατ’ ανάγκην πλήρης ;

7. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → Y . ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Η συνάρτηση γράφηµα Gf : X → X × Y µε Gf (x) = (x, f(x)) είναι συνεχής.

(γ) Το γράφηµα Gr(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} είναι συµπαγές στον X × Y .
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Είναι αναγκαία υπόθεση ο µετρικός χώρος X να είναι συµπαγής ;

8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και F ⊆ X. Αποδείξτε ότι το F είναι κλειστό αν και µόνον
αν για κάθε συµπαγές υποσύνολο K του X το F ∩K είναι κλειστό.

9. Γνωρίζουµε ότι κάθε συµπαγές υποσύνολο K ενός µετρικού χώρου (X, ρ) είναι ϕραγ-
µένο. Αποδείξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ K ώστε ρ(x, y) = diam(K).

10. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον Y συµπαγή και f : X → Y συνάρτηση.
∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι συνεχής.

(ϐ) Το γράφηµα Gr(f) της f είναι κλειστό στον (X × Y, ρ1).

11. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι :

(α) Αν A1, . . . , Am είναι ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του X τότε το A1 ∪ · · · ∪ Am είναι
επίσης ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) Αν A είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του X τότε το A είναι επίσης ολικά ϕραγµένο.

12. (α) ΄Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f απεικο-
νίζει τα ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του X σε ολικά ϕραγµένα υποσύνολα του Y .

(ϐ) ∆είξτε ότι η ιδιότητα του ολικά ϕραγµένου δεν διατηρείται από οµοιοµορφισµούς.
(Υπόδειξη : Τα R και (0, 1) είναι οµοιοµορφικά.)

13. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και (xn) ϐασική ακολουθία στον X. ∆είξτε ότι το σύνολο
A = {xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄

14. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι :

(α) Κάθε ισοµετρία f : X → X είναι επί.

(ϐ) Αν (Y, σ) είναι µετρικός χώρος ώστε να υπάρχουν ισοµετρίες g : X → Y και h : Y → X,
τότε και ο Y είναι συµπαγής.

15. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Fn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υπο-
συνόλων του X. ∆είξτε ότι :

(α) Αν G είναι ανοικτό υποσύνολο του X ώστε
⋂∞
n=1 Fn ⊆ G, τότε υπάρχει n0 ∈ N µε

Fn0 ⊆ G.

(ϐ) Αν
⋂∞
n=1 Fn = ∅, τότε υπάρχει m0 ∈ N ώστε Fm0 = ∅.
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(γ) Αν
⋂∞
n=1 Fn είναι µονοσύνολο, τότε diam(Fn)→ 0.

16. ΄Εστω f : (X, d)→ (Y, ρ) συνεχής και K1 ⊇ K2 ⊇ . . . ακολουθία συµπαγών υποσυνό-
λων του X. Αποδείξτε ότι

f

( ∞⋂
n=1

Kn

)
=

∞⋂
n=1

f(Kn).

17. ΄Εστω E ⊆ R µη συµπαγές. ∆είξτε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : E → R η
οποία :

(α) δεν είναι ϕραγµένη.

(ϐ) είναι ϕραγµένη αλλά δεν παίρνει µέγιστη τιµή.

18. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και συνάρτηση f : X → X ώστε ρ(f(x), f(y)) <

ρ(x, y) για κάθε x, y ∈ X µε x 6= y. Αποδείξτε ότι η f έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο.

19. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι συµπαγής.

(ϐ) Κάθε ϕθίνουσα ακολουθία (Fn) µη κενών, κλειστών υποσυνόλων του X έχει µη κενή
τοµή, δηλαδή

⋂∞
n=1 Fn 6= ∅.

20. (α) ΄Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και A ⊆ X. ∆είξτε ότι το A είναι συµπαγές αν
και µόνον αν είναι κλειστό και ολικά ϕραγµένο.

(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι η πλήρωσή του (X̃, ρ̃) είναι
συµπαγής µετρικός χώρος.

21. ∆είξτε ότι ο µετρικός χώρος (X, d) είναι ολικά ϕραγµένος αν και µόνον αν ο (X, ρ)

είναι ολικά ϕραγµένος, όπου ρ = d
1+d .

22. (α) ΄Εστω (X1, d1), . . . , (Xk, dk) πεπερασµένη οικογένεια ολικά ϕραγµένων µετρικών
χώρων. ∆είξτε ότι ο χώρος (X, ρ1), όπου X =

∏k
i=1Xi και ρ1 =

∑k
i=1 di είναι ολικά

ϕραγµένος µετρικός χώρος.
(ϐ) ∆είξτε ότι ένα υποσύνολο A του Rk είναι ολικά ϕραγµένο αν και µόνον αν είναι ϕραγ-
µένο.

23. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Κάθε κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι συµπαγές.

(ϐ) Ο X είναι πλήρης και κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του X είναι ολικά ϕραγµένο.
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24. (α) ΄Εστω A ⊆ R ώστε κάθε συνεχής συνάρτηση f : A → R να είναι οµοιόµορφα
συνεχής. ∆είξτε ότι το A είναι κλειστό υποσύνολο του R. Είναι κατ’ ανάγκην ϕραγµένο ;

(ϐ) ΄Εστω A ⊆ R ϕραγµένο και όχι κλειστό. ∆είξτε ότι υπάρχει g : A → R Lipschitz και
ϕραγµένη, η οποία δεν παίρνει µέγιστη τιµή.

(γ) ΄Εστω K ⊆ R κλειστό και ϕραγµένο. ∆είξτε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : K → R
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(δ) ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής και A ⊆ R ϕραγµένο. ∆είξτε ότι το f(A) είναι
επίσης ϕραγµένο.

Οµάδα Β΄ – Συµπληρωµατικές ασκήσεις

25. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος, (Y, σ) µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής
συνάρτηση. Αποδείξτε ότι : ανK ⊆ Y είναι συµπαγές τότε το f−1(K) ⊆ X είναι συµπαγές.

26. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Ορίζουµε µια
ακολουθία υποσυνόλων του X ώς εξής: K1 = X και Kn+1 = f(Kn) για κάθε n > 1.
Αποδείξτε ότι η {Kn} είναι ϕθίνουσα ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων του X. Αν K =⋂∞
n=1Kn, αποδείξτε ότι K 6= ∅ και f(K) = K.

27. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω f : X → X συνεχής. Υποθέτουµε
ότι υπάρχει ακολουθία (xn) στον X ώστε d(xn, f(xn)) → 0. ∆είξτε ότι η f έχει σταθερό
σηµείο.

28. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω D πυκνό υποσύνολο του X. Αν κάθε ακολου-
ϑία στοιχείων του D έχει υπακολουθία που συγκλίνει (στον X) δείξτε ότι ο (X, d) είναι
συµπαγής.

29. ΄Εστω f : (X, d) → (Y, σ) συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι αν ο X είναι συµπαγής τότε
για κάθε A ⊆ X ισχύει ότι f(A) = f(A).

30. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε την απά-
ντησή σας):

(i) Αν f : (X, ρ) → (Y, σ) είναι οµοιοµορφισµός και ο X είναι ολικά ϕραγµένος, τότε
και ο Y ϑα είναι ολικά ϕραγµένος.

(ii) Αν (xn) είναι ϐασική ακολουθία σε έναν µετρικό χώρο (X, ρ), τότε το σύνολο A :=

{xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο.
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31. ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών
υποσυνόλων του X ώστε το

⋂∞
n=1Kn να είναι µονοσύνολο. ∆είξτε ότι diam(Kn)→ 0.

32. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω x0 ∈ X. Αν για κάθε ε > 0 το σύνολοX\B(x0, ε)

είναι συµπαγές, αποδείξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.

33. Αν A,B είναι δύο συµπαγή υποσύνολα του R, αποδείξτε ότι το σύνολο

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

είναι συµπαγές.

Οµάδα Γ΄

34. (α) ΄Εστω {(Xn, ρn)} ακολουθία µετρικών χώρων µε ρn(x, y) 6 1 για κάθε x, y ∈ Xn

και n = 1, 2, . . .. ∆είξτε ότι ο χώρος γινόµενο (
∏∞
n=1X,

∑∞
n=1

1
2n ρn) είναι συµπαγής.

(ϐ) ∆είξτε ότι κύβος του Hilbert H∞ είναι συµπαγής µετρικός χώρος.

35. ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και (Gi)
n
i=1 ανοικτό κάλυµµα του X. Θέτουµε

f : X → R µε f(x) = max{dist(x,X \Gi) : i = 1, . . . , n} για x ∈ X. Αποδείξτε ότι

(α) Για κάθε x ∈ X ισχύει f(x) > 0.

(ϐ) Η f είναι συνεχής.

(γ) Χρησιµοποιώντας τα (α) και (ϐ) αποδείξτε το λήµµα του Lebesgue.

36. (α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση R : [0, 2π) → S1, µε R(t) = (cos t, sin t), όπου S1 = {x ∈
R2 : ‖x‖2 = 1} ο µοναδιαίος κύκλος είναι συνεχής, 1-1 και επί. Είναι οι χώροι [0, 2π) και
S1 οµοιοµορφικοί ;

(ϐ) Εξετάστε αν οι χώροι ([0, 2π], | · |) και (S1, ‖ · ‖2) είναι οµοιοµορφικοί.

37. (α) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X συνάρτηση µε την ιδιότητα

ρ(f(x), f(y)) > ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία και επί.

(ϐ) ΄Εστω (X, ρ) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X 1-1, επί ώστε

ρ(f(x), f(y)) 6 ρ(x, y)

για κάθε x, y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι ισοµετρία.
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38. (α) ΄Εστω (En) ακολουθία ξένων ανά δυο διαστηµάτων του [0, 1]. ∆είξτε ότι diam(En)→
0 καθώς n→∞.

(ϐ) ΄Εστω δ > 0. Βρείτε ακολουθία (Fn) ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων του [0, 1] ώστε
diam(Fn) > 1− δ για n = 1, 2, . . .. Εξηγήστε που οφείλεται η διαφορά των αποτελεσµάτων
(α) και (ϐ).

(γ) ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία ξένων ανά δύο κλειστών υποσυνόλων (Fn)

του µοναδιαίου δίσκου D = {(x, y) : x2 + y2 6 1} ώστε diam(Fn) > 2− ε για n = 1, 2, . . ..

(δ) ΄Εστω K ⊆ Rd ϕραγµένο και (Bn) ακολουθία από ξένες ανά δύο κλειστές µπάλες στο
K. ∆είξτε ότι diam(Bn)→ 0 καθώς n→∞.

(ε) ΄Εστω (X, ρ) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος και Bn ακολουθία από ξένες ανά δύο
µπάλες στον X. ∆είξτε ότι lim

n→∞

(
diam(Bn)

)
= 0.

39. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και δ > 0. ΄Ενα υποσύνολο A του X λέγεται δ–
διαχωρισµένο αν για κάθε x, y ∈ A µε x 6= y ισχύει ρ(x, y) > δ.

(α) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο και αν το
A ⊆ X είναι δ–διαχωρισµένο, τότε υπάρχει B ⊆ X µεγιστικό δ–διαχωρισµένο ώστε A ⊆ B.

(ϐ) ∆είξτε ότι αν κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο, τότε ο (X, ρ)

είναι διαχωρίσιµος.

40. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

(ϐ) Για κάθε δ > 0, κάθε δ–διαχωρισµένο υποσύνολο του X είναι πεπερασµένο.

41. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X. Το A λέγεται σχετικά συµπαγές υποσύνολο
του X αν το A είναι είναι συµπαγές υποσύνολο του X.

(α) Αποδείξτε ότι το A είναι σχετικά συµπαγές αν και µόνον αν κάθε ακολουθία (an)

στοιχείων του A έχει υπακολουθία που συγκλίνει (όχι κατ’ ανάγκην σε στοιχείο του A).

(ϐ) ΄Εστω (Y, ρ) µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής. ∆είξτε ότι η f απεικονίζει σχετικά
συµπαγή υποσύνολα του X σε σχετικά συµπαγή υποσύνολα του Y .

(γ) Αποδείξτε ότι κάθε σχετικά συµπαγές υποσύνολο είναι ολικά ϕραγµένο. Ισχύει το
αντίστροφο ;

42. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος µε την εξής ιδιότητα : κάθε συνεχής συνάρτηση f : X → R
είναι ϕραγµένη. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής.





Μέρος III

Χώροι συναρτήσεων
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Κεφάλαιο 7

Ακολουθίες και σειρές

συναρτήσεων

7.1 Ακολουθίες συναρτήσεων: κατά σηµείο σύγκλιση

Ορισµός 7.1.1. ΄Εστω X σύνολο, (Y, ρ) µετρικός χώρος και fn, f : X → Y (n = 1, 2, . . .).
Λέµε ότι η ακολουθία συναρτήσεων (fn) συγκλίνει κατά σηµείο (pointwise) στη συνάρτηση
f αν για κάθε x ∈ X ισχύει

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Ισοδύναµα, αν για κάθε x ∈ X και για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 = n0(x, ε) ∈ N ώστε αν
n > n0 τότε ρ(fn(x), f(x)) < ε. Γράφουµε τότε ότι fn

pw−→ f ή fn → f κατά σηµείο ή
ακόµη ότι fn(x)→ f(x) για κάθε x ∈ X.

Παραδείγµατα 7.1.2. (α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στον X ώστε
xn → x. Ορίζουµε την ακολουθία συναρτήσεων fn : X → R µε fn(t) = d(t, xn) και
f : X → R µε f(t) = d(t, x) για t ∈ X. Τότε, fn → f κατά σηµείο. Πράγµατι, για κάθε
t ∈ X έχουµε

fn(t) = d(t, xn)→ d(t, x) = f(t)

όταν n→∞.

(ϐ) ΄Εστω X 6= ∅ και f : X → R. Αν ϑέσουµε fn(x) = f(x) + 1
n για κάθε n ∈ N, τότε

fn : X → R και fn → f κατά σηµείο : για κάθε x ∈ X έχουµε fn(x) = f(x) + 1
n → f(x).

(γ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : R→ R µε fn(x) = x
n . Τότε, fn(x)→ 0

για κάθε x ∈ R. ∆ηλαδή fn → 0 κατά σηµείο.

(δ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0,∞) → R µε fn(x) = n
x+n2 . Τότε,

fn → 0 κατά σηµείο (εξηγήστε γιατί).
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(ε) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε fn(x) = xn. Παρατηρού-
µε ότι : αν x = 1, τότε fn(1) = 1 → 1. Αν 0 6 x < 1, τότε fn(x) = xn → 0. ΄Αρα, fn → f

κατά σηµείο, όπου η f : [0, 1]→ R ορίζεται από την

f(x) =

{
0, 0 6 x < 1

1, x = 1.

(στ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1] 7→ R µε τύπο

fn(x) =

{
1

1+nx ,
1
n 6 x 6 1

nx
2 , 0 6 x 6 1

n .

Παρατηρήστε ότι : αν x = 0, τότε fn(0) = 0 → 0. Αν 0 < x 6 1 τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε
n0 > 1

x . Συνεπώς, για κάθε n > n0 έχουµε fn(x) = 1
1+nx . ΄Επεται ότι

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

1 + nx
= 0.

΄Αρα, fn(x)→ 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. ∆ηλαδή fn → 0 κατά σηµείο.

(Ϲ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) =

{
1

(n+1)x−1 ,
1
n 6 x 6 1

n2x, 0 6 x 6 1
n .

Παρατηρούµε ότι : αν x = 0, τότε fn(0) = 0→ 0. Αν 0 < x 6 1, τότε αν το n είναι αρκετά
µεγάλο ισχύει 1

n 6 x, άρα fn(x) = 1
(n+1)x−1 → 0. ∆ηλαδή fn → 0 κατά σηµείο.

Πρόταση 7.1.3. ΄Εστω X σύνολο, f, g : X → R και (fn), (gn) ακολουθίες συναρτήσεων

από το X στο R. Αν fn → f κατά σηµείο και gn → g κατά σηµείο, τότε : (i) για κάθε t, s ∈ R
ισχύει tfn + sgn → tf + sg κατά σηµείο, και (ii) fngn → fg κατά σηµείο.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X. Τότε,

(tfn + sgn)(x) = tfn(x) + sgn(x)→ tf(x) + sg(x) = (tf + sg)(x)

και
(fngn)(x) = fn(x)gn(x)→ f(x)g(x) = (fg)(x),

από τις αντίστοιχες ιδιότητες των ορίων ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. 2

΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε, η κατά σηµείο σύγκλιση είναι ασθενής: δεν συµπεριφέρεται
πάντοτε καλά σε σχέση µε τη συνέχεια, το ολοκλήρωµα, την παραγώγιση και την εναλλαγή
ορίων. Τα ϐασικά ερωτήµατα που συζητάµε παρακάτω έχουν αρνητική απάντηση:
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Πρόβληµα 1: ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και fn, f : X → R. Αν fn → f

κατά σηµείο και κάθε fn είναι συνεχής συνάρτηση, είναι σωστό ότι η f είναι
συνεχής ;

Η απάντηση είναι αρνητική: ένα παράδειγµα µας δίνει η ακολουθία συναρτήσεων fn :

[0, 1]→ R µε fn(x) = xn. Είδαµε ότι fn → f κατά σηµείο, όπου η f : [0, 1]→ R ορίζεται
από την

f(x) =

{
0, 0 6 x < 1

1, x = 1.

Παρατηρήστε ότι η f είναι ασυνεχής στο σηµείο x0 = 0. Μπορούµε µάλιστα να δώσουµε
παράδειγµα ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων η οποία συγκλίνει σε συνάρτηση µε άπειρα
το πλήθος σηµεία ασυνέχειας: ϑεωρούµε το σύνολο A = {1/k : k = 1, 2, . . .} και, για κάθε
n ∈ N, ορίζουµε συνάρτηση fn : [0, 1]→ R ως εξής: µε κέντρο καθένα από τα σηµεία 1/k,
k = 1, . . . , n ϑεωρούµε το διάστηµα Ik,n = [ 1k −

1
3n(n+1) ,

1
k + 1

3n(n+1) ] και ορίζουµε την fn
να είναι «τριγωνική» σε κάθε Ik,n ώστε στο σηµείο 1/k να παίρνει την τιµή 1 και fn(x) = 0

αν x /∈
⋃n
k=1 Ik,n. Τότε, κάθε fn είναι συνεχής και συγκλίνει (κατά σηµείο) στη συνάρτηση

f : [0, 1]→ R µε

f(x) =

{
1, x ∈ A
0, x ∈ [0, 1] \A

η οποία είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του A.

Πρόβληµα 2: ΄Εστω fn, f : [a, b] → R. Αν fn → f κατά σηµείο, και κάθε fn
είναι Riemann–ολοκληρώσιµη στο [a, b], είναι σωστό ότι η f είναι Riemann–
ολοκληρώσιµη στο [a, b] και ότι∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx ;

Η απάντηση είναι αρνητική: για παράδειγµα, ϑεωρούµε την ακολουθία των συνεχών συ-
ναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) =


2n2x, 0 6 x 6 1

2n

−2n2
(
x− 1

n

)
, 1

2n 6 x 6
1
n

0, 1
n 6 x 6 1

Εύκολα ελέγχουµε ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο. ΄Οµως,∫ 1

0
fn(x) dx =

1

2
6→ 0

∫ 1

0
f(x) dx.
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΄Ενα άλλο παράδειγµα µας δίνει η ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε fn(x) =

n2x(1 − x)n. Αν x = 0 τότε fn(0) = 0 → 0. ΄Οµοια, αν x = 1 τότε fn(1) = 0 → 0. Στην
περίπτωση 0 < x < 1 εφαρµόζουµε το κριτήριο του λόγου:

fn+1(x)

fn(x)
=

(n+ 1)2x(1− x)n+1

n2x(1− x)n
=

(n+ 1)2

n2
(1− x)→ 1− x < 1.

Συνεπώς, fn(x)→ 0 όταν n→∞.
Από τα παραπάνω ϐλέπουµε ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο. ΄Οµως,∫ 1

0
fn(x) dx = n2

∫ 1

0
x(1− x)ndx = n2

∫ 1

0
(1− t)tndt = n2

∫ 1

0
(tn − tn+1) dt

= n2
(

1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
=

n2

(n+ 1)(n+ 2)
→ 1.

Συνεπώς, ∫ 1

0
fn(x) dx→ 1 6= 0 =

∫ 1

0
f(x) dx.

Πρόβληµα 3: ΄Εστω I διάστηµα στο R και fn, f : I → R. Αν fn → f κατά ση-
µείο και κάθε fn είναι παραγωγίσιµη στο I, ισχύει ότι η f είναι παραγωγίσιµη
στο I και ότι f ′n → f ′ κατά σηµείο ;

΄Οπως δείχνουν τα επόµενα παραδείγµατα, η απάντηση είναι αρνητική:

(α) Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων (fn), όπου η fn : [0,∞) → R ορίζεται από την
fn(x) = x

1+nx . Τότε : (i) αν x = 0 έχουµε fn(0) = 0→ 0 και (ii) αν x > 0 έχουµε

fn(x) =
x

1 + nx
=

1

n

x
1
n + x

→ 0.

΄Αρα, fn(x) → 0 για κάθε x ∈ [0,∞). Συνεπώς, fn → f ≡ 0 κατά σηµείο. ΄Οµως,
f ′n(x) = 1

(1+nx)2
και για x = 0 έχουµε f ′n(0) = 1→ 1, ενώ για x > 0 ισχύει ότι f ′n(x)→ 0.

∆ηλαδή, η (f ′n) δεν συγκλίνει κατά σηµείο στην f ′ ≡ 0.

(ϐ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : (0, π) → R µε fn(x) = sin(nx)
n . Παρα-

τηρούµε ότι, για κάθε x ∈ [0, 2π] ισχύει |fn(x)| 6 1
n → 0. ΄Αρα, fn → 0 κατά σηµείο.

΄Οµως, η ακολουθία f ′n : (0, π) → R µε f ′n(x) = cosnx δεν συγκλίνει για καµιά τιµή
του x ∈ (0, π). Πράγµατι· αν υπάρχει x ∈ (0, π) ώστε cosnx→ α ∈ R, τότε cos(3nx)→ α.
Από την ταυτότητα

cos(3nx) = 4 cos3(nx)− 3 cos(nx)



7.1. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ : ΚΑΤΑ ΣΗΜΕΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 145

ϐλέπουµε ότι α = 4α3 − 3α. Συνεπώς, α = 0 ή α2 = 1. Αν α = 0 τότε από την ταυτότητα
sin2(nx) + cos2(nx) = 1 συµπεραίνουµε ότι sin2(nx)→ 1. ΄Οµως,

sin2(nx) =
1− cos(2nx)

2

οπότε cos(2nx) → −1, άτοπο. Αν α2 = 1, από την ταυτότητα sin2(nx) + cos2(nx) = 1

έχουµε ότι sin(nx)→ 0. Τότε, από την

sin(n+ 1)x = sin(nx) cosx+ sinx cos(nx)

παίρνουµε
sinx cos(nx)→ 0

και επειδή sinx 6= 0 για x ∈ (0, π) έπεται ότι cos(nx)→ 0, άτοπο.

(γ) Θεωρούµε την gn : (−1, 1)→ R µε

gn(t) =

{
t1+1/n, 0 6 t < 1

−(−t)1+1/n, −1 < t < 0

Παρατηρούµε ότι gn(t) → t για κάθε t ∈ (−1, 1), αλλά g′n(0) = 0 για κάθε n ∈ N ενώ
g′(0) = 1.

Σηµείωση. Η κατά σηµείο σύγκλιση δεν συµπεριφέρεται καλά ούτε ως προς την εναλλαγή
ορίων : υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις fn : [0, 1] → R και f : [0, 1] → R ώστε fn(x) →
f(x) για κάθε x ∈ [0, 1] αλλά limn→∞ limx→0 fn(x) 6= f(0). Με άλλα λόγια δεν ισχύει η
εναλλαγή των ορίων

lim
n→∞

lim
t→x

fn(t) = lim
t→x

lim
n→∞

fn(t).

΄Ενα παράδειγµα µας δίνουν οι fn : [0, 1]→ R µε fn(t) = (1− t)n. ΄Εχουµε fn(t)→ f(t)

για κάθε t ∈ [0, 1] όπου

f(t) =

{
1, t = 0

0, 0 < t 6 1

Παρατηρήστε ότι
lim
n→∞

lim
t→0

fn(t) = 1 6= 0 = lim
t→0

f(t).

Πολύ περισσότερο, µπορούµε να έχουµε ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R,
η οποία να συγκλίνει σε µια συνάρτηση f : [0, 1]→ R η οποία να µην έχει όριο στο σηµείο
0. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε τις fn : [0, 1]→ R µε

fn(t) =

{
0, 0 6 t 6 1/n

sin(π/t), 1/n 6 t 6 1
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι

fn(t)→ f(t) =

{
0, t = 0

sin(π/t), 0 < t 6 1

7.2 Ακολουθίες συναρτήσεων: οµοιόµορφη σύγκλιση

Ορισµός 7.2.1. ΄Εστω X σύνολο, (Y, ρ) µετρικός χώρος και fn, f : X → Y , n = 1, 2, . . ..
Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα (uniformly) στην f αν για κάθε ε > 0 υπάρχει
n0 = n0(ε) ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ X να ισχύει ρ(fn(x), f(x)) < ε.
Γράφουµε τότε fn → f οµοιόµορφα (στο X) ή fn

uni−→ f .
Ασχολούµαστε κυρίως µε την περίπτωση που το X είναι µετρικός χώρος και (Y, ρ)

είναι το R µε τη συνήθη µετρική. Τότε, ο ορισµός της οµοιόµορφης σύγκλισης παίρνει την
ακόλουθη µορφή:

΄Εστω fn, f : (X, ρ) → R, n = 1, 2, . . .. Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορ-

ϕα στην f αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N ώστε : για κάθε n > n0

και για κάθε x ∈ X ισχύει |fn(x)− f(x)| < ε.

Υπενθυµίζουµε ότι `∞(X) είναι ο χώρος των ϕραγµένων συναρτήσεων f : X → R µε νόρµα
την

‖g‖∞ = sup{|g(x)| : x ∈ X}.

Συνεπώς, ένας άλλος τρόπος να περιγράψουµε την οµοιόµορφη σύγκλιση είναι ο εξής:

Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στην f αν για κάθε ε > 0 υπάρχει

n0 = n0(ε) ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 ισχύει ‖fn − f‖∞ < ε.

Σχόλια 7.2.2. (α) Γεωµετρική ερµηνεία : Ας υποθέσουµε ότι το X είναι υποσύνολο του R.
Η ανισότητα ‖fn − f‖∞ < ε σηµαίνει ότι το γράφηµα της fn ϐρίσκεται ολόκληρο ανάµεσα
στο γράφηµα της f−ε και το γράφηµα της f+ε, δηλαδή µέσα στη Ϲώνη που δηµιουργείται
γύρω από το γράφηµα της f και έχει κατακόρυφο πλάτος 2ε. ∆ηλαδή, fn → f οµοιόµορφα
στο X αν για κάθε ε > 0, από έναν δείκτη και πέρα, τα γραφήµατα όλων των fn ϐρίσκονται
ολόκληρα µέσα στη Ϲώνη κατακόρυφου πλάτους 2ε γύρω από το γράφηµα της f .

(ϐ) Σύγκριση µε την κατά σηµείο σύγκλιση : Παρατηρήστε ότι, αν fn → f οµοιόµορφα στο
X τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0, το οποίο εξαρτάται από το ε, ώστε |fn(x) − f(x)| < ε

για όλα τα n > n0 και για όλα τα x ∈ X. Αν fn → f κατά σηµείο στο X τότε, για κάθε
ε > 0 και για κάθε x ∈ X υπάρχει n0, το οποίο εξαρτάται από το ε και από το x, ώστε
|fn(x)− f(x)| < ε για όλα τα n > n0.
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Με άλλα λόγια, στην οµοιόµορφη σύγκλιση η επιλογή του n0 εξαρτάται από το ε αλλά
είναι «οµοιόµορφη» ως προς x ∈ X. Υπάρχει κάποιο n0 που «δουλεύει» για όλα τα x ∈
X. ΄Οµως, στην κατά σηµείο σύγκλιση, για διαφορετικά x χρειάζεται ίσως να επιλέξουµε
διαφορετικά n0 (για το ίδιο ε > 0) ώστε να ικανοποιείται η |fn(x) − f(x)| < ε για κάθε
n > n0.

Συγκρίνοντας τους δύο ορισµούς ϐλέπουµε ότι η οµοιόµορφη σύγκλιση είναι πιο ισχυ-
ϱή από την κατά σηµείο σύγκλιση:

Πρόταση 7.2.3. ΄Εστω fn, f : (X, ρ) → R, n = 1, 2, . . .. Αν fn → f οµοιόµορφα στο X,

τότε fn → f κατά σηµείο στο X.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X και ε > 0. Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για
κάθε n > n0,

‖fn − f‖∞ < ε.

΄Οµως,
|fn(x)− f(x)| 6 ‖fn − f‖∞.

΄Αρα, για κάθε n > n0 έχουµε

|fn(x)− f(x)| 6 ‖fn − f‖∞ < ε.

΄Επεται ότι fn(x)→ f(x). 2

Σηµείωση. Σύµφωνα µε την πρόταση 7.2.3, προκειµένου να εξετάσουµε αν µια ακολουθία
συναρτήσεων (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα κάνουµε δύο απλά ϐήµατα:

(i) Εξετάζουµε αν υπάρχει f ώστε fn → f κατά σηµείο. Αυτό είναι εύκολο: για κάθε
x ∈ X έχουµε µια ακολουθία αριθµών, την (fn(x)). Βρίσκουµε το όριό της, αν
υπάρχει.

(ii) Αν το lim
n→∞

fn(x) υπάρχει για κάθε x ∈ X, ορίζουµε f : X → R µε f(x) = lim
n→∞

fn(x)

και µένει να εξετάσουµε αν fn → f οµοιόµορφα. Πολύ συχνά, αυτό είναι επίσης
απλό: ϑεωρούµε τη συνάρτηση fn − f και υπολογίζουµε την ‖fn − f‖∞. ΄Εχουµε
οµοιόµορφη σύγκλιση της (fn) στην f αν και µόνο αν η ακολουθία πραγµατικών

αριθµών (‖fn − f‖∞) συγκλίνει στο 0 όταν n→∞.

Παραδείγµατα 7.2.4. Παρακάτω εξετάζουµε ως προς την οµοιόµορφη σύγκλιση τα πα-
ϱαδείγµατα της προηγούµενης παραγράφου (ϐλέπε §7.1.2).

(α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (xn) ακολουθία στον X ώστε xn → x. Για την ακο-
λουθία συναρτήσεων fn : X → R µε fn(t) = d(t, xn) είδαµε ότι fn → f κατά σηµείο,
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όπου f : X → R µε f(t) = d(t, x) για t ∈ X. Παρατηρούµε ότι |fn(t) − f(t)| =

|d(t, xn)− d(t, x)| 6 d(xn, x) για κάθε t ∈ X. Συνεπώς,

‖fn − f‖∞ = sup{|fn(t)− f(t)| : t ∈ X} 6 d(xn, x)→ 0.

΄Επεται ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη.

(ϐ) ΄Εστω X 6= ∅ και f : X → R. Για την ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = f(x) + 1
n είδαµε

ότι fn → f κατά σηµείο. Παρατηρούµε ότι fn − f ≡ 1
n , άρα

‖fn − f‖∞ =
1

n
→ 0.

΄Επεται ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη.

(γ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : R → R µε fn(x) = x
n . Είδαµε ότι

fn → 0 κατά σηµείο. ΄Οµως,

‖fn − 0‖∞ = sup

{
|x|
n

: x ∈ R
}

= +∞

για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

(δ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0,∞) → R µε fn(x) = n
x+n2 . Ε-

λέγχουµε εύκολα ότι fn → 0 κατά σηµείο. Το ίδιο ουσιαστικά επιχείρηµα δείχνει ότι η
σύγκλιση είναι οµοιόµορφη: για κάθε x > 0 έχουµε

|fn(x)| = n

x+ n2
6

n

n2
=

1

n
.

Συνεπώς, ‖fn − 0‖∞ 6 1
n → 0.

(ε) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1] → R µε fn(x) = xn. Είδαµε ότι
fn → f κατά σηµείο, όπου

f(x) =

{
0, 0 6 x < 1

1, x = 1.

Παρατηρούµε ότι

‖fn − f‖∞ > sup{xn : 0 6 x < 1} = lim
x→1−

xn = 1

για κάθε n ∈ N. Αφού ‖fn − f‖∞ 6→ 0, η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

(στ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε τύπο

fn(x) =

{
1

1+nx ,
1
n 6 x 6 1

nx
2 , 0 6 x 6 1

n .
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Είδαµε ότι fn → 0 κατά σηµείο. Παρατηρούµε ότι

‖fn − 0‖∞ = fn(1/n) = 1/2.

Αφού ‖fn − 0‖∞ 6→ 0, η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

(Ϲ) Θεωρούµε την ακολουθία των συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) =

{
1

(n+1)x−1 ,
1
n 6 x 6 1

n2x, 0 6 x 6 1
n .

Είδαµε ότι fn → 0 κατά σηµείο. Παρατηρούµε ότι

‖fn − 0‖∞ = fn(1/n) = n→∞.

Αφού ‖fn − 0‖∞ 6→ 0, η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη.

Ορισµός 7.2.5. ΄Εστω fn : X → R, n ∈ N. Η ακολουθία συναρτήσεων (fn) λέγεται
οµοιόµορφα ϕραγµένη στο X αν υπάρχει M > 0 ώστε

|fn(x)| 6M για κάθε x ∈ X και για κάθε n ∈ N.

∆ηλαδή, αν ο M είναι κοινό ϕράγµα για όλες τις |fn|.

Πρόταση 7.2.6. ΄Εστω X σύνολο, f, g : X → R και (fn), (gn) ακολουθίες συναρτήσεων

από το X στο R και t, s ∈ R.

(α) Αν fn → f οµοιόµορφα και gn → g οµοιόµορφα στο X, τότε tfn + sgn → tf + sg

οµοιόµορφα στο X.

(ϐ) Αν, επιπλέον, οι (fn), (gn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες, τότε fngn → fg οµοιόµορφα στο

X.

Απόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι

‖(tfn+sgn)−(tf+sg)‖∞ = ‖t(fn−f)+s(gn−g)‖∞ 6 |t| ‖fn−f‖∞+ |s| ‖gn−g‖∞ → 0.

(ϐ) Υπάρχει M > 0 ώστε |fn(x)| 6 M και |gn(x)| 6 M για κάθε n ∈ N και για κάθε
x ∈ X. ∆ηλαδή, ‖fn‖∞ 6 M και ‖gn‖∞ 6 M για κάθε n ∈ N. Επίσης, αφού fn → f

οµοιόµορφα στο X, έχουµε fn → f κατά σηµείο. ΄Αρα, για κάθε x ∈ X ισχύει |f(x)| =

lim
n→∞

|fn(x)| 6M . ∆ηλαδή, ‖f‖∞ 6M . Τώρα γράφουµε

‖fngn − fg‖∞ 6 ‖(fn − f)gn‖∞ + ‖f(gn − g)‖∞ 6M‖fn − f‖∞ +M‖gn − g‖∞ → 0,
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χρησιµοποιώντας και την

‖(fn − f)gn‖∞ = sup{|fn(x)− f(x)||gn(x)| : x ∈ X}

6 supM sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ X}

= M‖fn − f‖∞

(όµοια ϐλέπουµε ότι ‖f(gn − g)‖∞ 6M‖gn − g‖∞). 2

7.2.1 Κριτήρια οµοιόµορφης σύγκλισης

Σε αυτή την παράγραφο συζητάµε χρήσιµες ικανές ή/και αναγκαίες συνθήκες για την
οµοιόµορφη σύγκλιση µιας ακολουθίας συναρτήσεων (fn).

Θεώρηµα 7.2.7 (κριτήριο Cauchy). ΄Εστω fn : X → R, n ∈ N. Η (fn) συγκλίνει οµοιό-

µορφα σε κάποια συνάρτηση f : X → R αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 = n0(ε)

ώστε : αν n,m > n0 τότε ‖fn − fm‖∞ < ε.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι υπάρχει συνάρτηση f : X → R ώστε fn → f οµοιόµορφα
στο X. ΄Εστω ε > 0. Τότε, υπάρχει n0 = n0(ε) ώστε, για κάθε n > n0, ‖fn − f‖∞ < ε/2.
Συνεπώς, για κάθε n,m > n0 έχουµε

‖fn − fm‖∞ = ‖(fn − f) + (f − fm)‖∞ 6 ‖fn − f‖∞ + ‖f − fm‖∞ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 = n0(ε) ώστε : αν n,m > n0 τότε
‖fn − fm‖∞ < ε. Σταθεροποιούµε x ∈ X. Για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ώστε : αν n,m > n0

τότε

(∗) |fn(x)− fm(x)| 6 ‖fn − fm‖∞ < ε.

΄Αρα, η ακολουθία (fn(x)) είναι ϐασική ακολουθία στο R. Συνεπώς, συγκλίνει σε κάποιον
αριθµό, ο οποίος εξαρτάται από το x. Ορίζουµε f : X → R µε f(x) := lim

n→∞
fn(x).

Προφανώς, fn → f κατά σηµείο.
Αφήνοντας το m → ∞ στην (∗) παρατηρούµε ότι (για τυχόν ε > 0 και το n0 = n0(ε)

που χρησιµοποιήσαµε προηγουµένως): για κάθε x ∈ X και για κάθε n,m > n0,

|fn(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn(x)− fm(x)| 6 ε.

Συνεπώς, για κάθε n > n0 έχουµε

‖fn − f‖∞ = sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ X} 6 ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι fn → f οµοιόµορφα. 2
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Πρόταση 7.2.8. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και fn : X → R ακολουθία συναρτήσεων

ώστε fn → f οµοιόµορφα, για κάποια συνεχή συνάρτηση f : X → R. Τότε, για κάθε x0 ∈ X
και κάθε (xn) ⊆ X µε xn → x0 ισχύει fn(xn)→ f(x0).

Απόδειξη. Γράφουµε

|fn(xn)− f(x0)| 6 |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x0)| 6 ‖fn − f‖∞ + |f(xn)− f(x0)|.

Από την οµοιόµορφη σύγκλιση της (fn) στην f έχουµε ‖fn−f‖∞ → 0 και από τη συνέχεια
της f στο x0 (και την υπόθεση ότι xn → x) έχουµε |f(xn) − f(x0)| → 0. ΄Επεται ότι
|fn(xn)− f(x0)| → 0. 2

Θεώρηµα 7.2.9 (Dini). ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και fn : X → R µονότονη

ακολουθία συνεχών συναρτήσεων, η οποία συγκλίνει κατά σηµείο σε µια συνεχή συνάρτηση

f : X → R. Τότε, fn → f οµοιόµορφα στον X.

Απόδειξη. Υποθέτουµε, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, ότι f = 0 (διαφορετικά, ϑεω-
ϱούµε την gn = fn−f , η οποία είναι µονότονη ακολουθία συνεχών συναρτήσεων µε gn → 0

κατά σηµείο). Επίσης υποθέτουµε ότι η (fn) είναι ϕθίνουσα (διαφορετικά ϑεωρούµε την
−fn). Συνεπώς, 0 6 fn+1 6 fn για κάθε n ∈ N.

Πρώτη απόδειξη : Θα χρησιµοποιήσουµε την εξής άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος 6.3.3:
αν µια ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων ενός συµπαγούς µετρικού χώρου έχει
κενή τοµή, τότε κάποιο από αυτά τα σύνολα είναι κενό (άρα και όλα τα επόµενα).

΄Εστω ε > 0. Θεωρούµε την ακολουθία των συνόλων

Kn = {x ∈ X : fn(x) ≥ ε}.

ΚάθεKn είναι κλειστό σύνολο από τη συνέχεια της fn. Για κάθε n ∈ N έχουµεKn+1 ⊆ Kn

από τη µονοτονία της fn (αν x ∈ Kn+1 τότε fn(x) > fn+1(x) > ε, άρα x ∈ Kn). Επίσης⋂∞
n=1Kn = ∅ (για κάθε x ∈ X έχουµε fn(x)→ 0, άρα fn(x) < ε τελικά· δηλαδή, υπάρχει

n ∈ N ώστε x /∈ Kn). Αφού ο (X, d) είναι συµπαγής, υπάρχει n0 ∈ N ώστε Kn0 = ∅ και το
ίδιο ισχύει για κάθε Kn, n > n0. ∆ηλαδή, 0 6 fn(x) < ε για κάθε n > n0 και για κάθε
x ∈ X. ΄Επεται ότι ‖fn‖∞ < ε για κάθε n ≥ n0. 2

∆εύτερη απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Ορίζουµε τα σύνολα

Bn(ε) = {x ∈ X : fn(x) < ε}, n = 1, 2 . . .

Η (Bn(ε)) είναι αύξουσα ακολουθία ανοικτών υποσυνόλων του X (διότι κάθε fn είναι
συνεχής και fn > fn+1). Επίσης, X =

⋃∞
n=1Bn(ε). Πράγµατι· αν x ∈ X, από την

fn(x) → 0 ϐλέπουµε ότι υπάρχει n ∈ N ώστε fn(x) < ε, δηλαδή x ∈ Bn(ε). Αφού ο
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X είναι συµπαγής, υπάρχουν n1, n2, . . . , nk ∈ N ώστε X =
⋃k
j=1Bnj (ε) = Bn0(ε), όπου

n0 = max{n1, . . . , nk}. ΄Αρα, για κάθε n > n0 ισχύει Bn(ε) = X, δηλαδή fn(x) < ε για
κάθε x ∈ X. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, fn → 0 οµοιόµορφα. 2

Σηµείωση: Η υπόθεση ότι η οριακή συνάρτηση f είναι κι αυτή συνεχής δεν µπορεί να
παραλειφθεί. Αυτό ϕαίνεται από το παράδειγµα της ϕθίνουσας ακολουθίας συνεχών συ-
ναρτήσεων fn : [0, 1] → R µε fn(x) = xn. ΄Εχουµε δει ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο
αλλά όχι οµοιόµορφα (η οριακή συνάρτηση f είναι ασυνεχής στο σηµείο x0 = 1).

7.2.2 Συνέχεια, ολοκλήρωµα και παράγωγος

Στην παράγραφο §7.1 είδαµε ότι η κατά σηµείο σύγκλιση δεν συµπεριφέρεται πάντοτε
καλά σε σχέση µε τη συνέχεια, το ολοκλήρωµα και την παραγώγιση. ΄Οπως ϑα δούµε σε
αυτή την παράγραφο, αν υποθέσουµε οµοιόµορφη σύγκλιση στη ϑέση της κατά σηµείο
σύγκλισης τότε έχουµε ισχυρά ϑετικά αποτελέσµατα.

Θεώρηµα 7.2.10. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, f, fn : X → R και x0 ∈ X. Υποθέτουµε

ότι :

(i) fn → f οµοιόµορφα στο X, και

(ii) κάθε fn είναι συνεχής στο x0.

Τότε, η f είναι κι αυτή συνεχής στο x0.

Ειδικότερα, αν κάθε fn είναι συνεχής στο X, τότε η f είναι συνεχής στο X.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού fn → f οµοιόµορφα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

‖fn0 − f‖∞ <
ε

3
.

Αφού η fn0 είναι συνεχής στο x0, υπάρχει δ > 0 ώστε : για κάθε x ∈ B(x0, δ),

|fn0(x)− fn0(x0)| 6
ε

3
.

Τότε, για κάθε x ∈ B(x0, δ) γράφουµε

|f(x)− f(t0)| 6 |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn0(x0)− f(x0)|

6 ‖fn0 − f‖∞ + |fn0(x)− fn0(x0)|+ ‖fn0 − f‖∞
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

΄Αρα, η f είναι συνεχής στο x0. 2

Σηµείωση. Σύµφωνα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα, αν µια ακολουθία συνεχών συναρτή-
σεων συγκλίνει κατά σηµείο σε ασυνεχή συνάρτηση, τότε η σύγκλιση δεν µπορεί να είναι
οµοιόµορφη.
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Θεώρηµα 7.2.11. ΄Εστω (fn) ακολουθία συναρτήσεων που είναι ορισµένες σε ένα κλειστό

διάστηµα [a, b]. Υποθέτουµε ότι κάθε fn : [a, b]→ R είναι Riemann–ολοκληρώσιµη στο [a, b]

και ότι fn → f οµοιόµορφα στο [a, b]. Τότε, η f είναι Riemann–ολοκληρώσιµη στο [a, b] και∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι η f είναι ολοκληρώσιµη. Θεωρούµε τυχόν ε > 0 και
ϐρίσκουµε n ∈ N ώστε ‖fn − f‖∞ < ε

4(b−a) . Αυτό είναι δυνατό, διότι fn → f οµοιόµορφα
στο [a, b].

Αφού η fn είναι ολοκληρώσιµη, µπορούµε να ϐρούµε διαµέριση P = {a = x0 < x1 <

· · · < xm = b} του [a, b] ώστε

U(fn, P )− L(fn, P ) =
m−1∑
k=0

(Mk(fn)−mk(fn))(xk+1 − xk) <
ε

2

όπου Mk = sup{fn(x) : x ∈ [xk, xk+1]} και mk = inf{fn(x) : x ∈ [xk, xk+1]} (ϑυµηθείτε
το κριτήριο του Riemann). Χρησιµοποιώντας την ‖fn − f‖∞ < ε

4(b−a) , ελέγχουµε ότι

mk(fn)− ε

4(b− a)
6 mk(f) 6Mk(f) 6Mk(fn) +

ε

4(b− a)

για κάθε k = 0, 1, . . . ,m− 1. ΄Επεται ότι

U(f, P )− L(f, P ) 6 U(fn, P )− L(fn, P ) +
m−1∑
k=0

ε

2(b− a)
(xk+1 − xk) < ε.

Από το κριτήριο του Riemann, η f είναι ολοκληρώσιµη.
Η σύγκλιση των ολοκληρωµάτων είναι τώρα άµεση συνέπεια της ‖fn − f‖∞ → 0:

παρατηρούµε ότι∣∣∣∣∫ b

a
fn(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a
|fn(x)−f(x)| dx 6

∫ b

a
‖fn−f‖∞dx = (b−a)‖fn−f‖∞ → 0,

απ¨ όπου έπεται το ϑεώρηµα. 2

Το παράδειγµα της ακολουθίας συναρτήσεων (fn) στο (0, π) µε fn(x) = sin(nx)
n δείχνει

ότι δεν µπορούµε να περιµένουµε ανάλογα καλή συµπεριφορά για τις παραγώγουσ: έχου-
µε fn → 0 οµοιόµορφα στο (0, π), αλλά η ακολουθία f ′n(x) = cos(nx) δεν συγκλίνει για
καµία τιµή του x ∈ (0, π). Παρ¨ όλα αυτά, ισχύει το εξήσ:

Θεώρηµα 7.2.12. ΄Εστω fn, g : [a, b] → R, n ∈ N. Υποθέτουµε ότι κάθε fn είναι παρα-

γωγίσιµη στο [a, b] και ότι η παράγωγός της, f ′n, είναι συνεχής στο [a, b]. Υποθέτουµε επίσης

ότι :
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(i) f ′n → g οµοιόµορφα στο [a, b], και

(ii) υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε η (fn(x0)) να είναι συγκλίνουσα σε κάποιον ξ ∈ R.

Τότε, η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση f : [a, b]→ R, η f είναι παραγωγίσιµη

στο [a, b] και f ′ ≡ g.

Απόδειξη. Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού,

fn(x) = fn(x0) +

∫ x

x0

f ′n(s) ds, x ∈ [a, b].

Από το προηγούµενο ϑεώρηµα συµπεραίνουµε ότι∫ x

x0

f ′n(s) ds→
∫ x

x0

g(s) dx, x ∈ [a, b].

Συνεπώς,

fn(x)→ ξ +

∫ x

x0

g(s) ds.

Ορίζουµε

f(x) = ξ +

∫ x

x0

g(s) ds.

Από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού έχουµε f ′(x) = g(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. Μένει να δείξουµε ότι fn → f οµοιόµορφα στο [a, b]. Γράφουµε

|fn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣fn(x0) +

∫ x

x0

f ′n(s) ds− ξ −
∫ x

x0

g(s) ds

∣∣∣∣
6 |fn(x0)− ξ|+

∣∣∣∣∫ x

x0

(f ′n(s)− g(s)) ds

∣∣∣∣
6 |fn(x0)− ξ|+ |x− x0| ‖f ′n − g‖∞
6 |fn(x0)− ξ|+ |b− a| ‖f ′n − g‖∞.

΄Επεται ότι ‖fn − f‖∞ 6 |fn(x0)− ξ|+ |b− a| ‖f ′n − g‖∞ → 0. 2

Αν κάνουµε την ισχυρότερη υπόθεση ότι η (fn) συγκλινει κατά σηµείο σε κάποια
συνάρτηση f : [a, b] → R τότε το προηγούµενο ϑεώρηµα παίρνει την εξής απλούστερη
µορφή.

Θεώρηµα 7.2.13. Αν fn : [a, b] → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις, ώστε

fn(x) → f(x) για κάθε x ∈ [a, b] και f ′n → g οµοιόµορφα στο [a, b], τότε η f είναι παραγω-

γίσιµη µε συνεχή παράγωγο την g.
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Απόδειξη. Λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης f ′n → g, για κάθε x ∈ [a, b] έχουµε∫ x

a
f ′n(t)dt→

∫ x

a
g(t)dt.

Αλλά από το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού έχουµε∫ x

a
f ′n(t)dt = fn(x)− fn(a).

Επειδή fn(x)→ f(x) και fn(a)→ f(a) έπεται ότι

f(x)− f(a) =

∫ x

a
g(t)dt.

Αλλά η g είναι συνεχής συνάρτηση, ως οµοιόµορφο όριο συνεχών συναρτήσεων. Κατά
συνέπεια το αόριστο ολοκλήρωµά της είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση µε παράγωγο την g.
∆ηλαδή η f είναι παραγωγίσιµη και f ′ = g. 2

7.3 Σειρές Συναρτήσεων

Ορισµός 7.3.1. ΄Εστω fk : X → R, k ∈ N. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε τη συνάρτηση
sn : X → R µε

sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x).

Αν υπάρχει συνάρτηση s : X → R ώστε sn → s κατά σηµείο στο X, τότε λέµε ότι η σειρά∑∞
k=1 fk συγκλίνει κατά σηµείο στην s στο X και γράφουµε

s =
∞∑
k=1

fk.

Αν, επιπλέον, sn → s οµοιόµορφα στο A, τότε λέµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιό-

µορφα στην s στο X.
Με ϐάση τους παραπάνω ορισµούς, η σύγκλιση µιας σειράς συναρτήσεων ανάγεται στη

σύγκλιση µιας ακολουθίας συναρτήσεων, της ακολουθίας (sn) των µερικών αθροισµάτων.

Παράδειγµα 7.3.2. Η γεωµετρική σειρά
∑∞

k=0 x
k. ΄Εχουµε

fk(x) = xk, k = 0, 1, 2, . . . .

Γνωρίζουµε ότι στο διάστηµα (−1, 1) η σειρά συγκλίνει κατά σηµείο στη συνάρτηση s(x) =
1

1−x . ∆ηλαδή,
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
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για κάθε x ∈ (−1, 1). Εξετάζουµε αν η σύγκλιση της σειράς είναι οµοιόµορφη στο (−1, 1).
Για κάθε x ∈ (−1, 1) έχουµε

sn(x) =
n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x

και

sn(x)− s(x) = − x
n+1

1− x
.

Παρατηρούµε ότι

lim
x→1−

|x|n+1

1− x
= +∞,

άρα
sup{|sn(x)− s(x)| : x ∈ (−1, 1)} = +∞

για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, η σύγκλιση της (sn) στην s δεν είναι οµοιόµορφη.

Πρόταση 7.3.3. ΄Εστω fk : X → R, k ∈ N. Αν η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιόµορφα

στην s στο X, τότε συγκλίνει κατά σηµείο στην s στο X.

Απόδειξη. Αρκεί να ϑυµηθούµε ότι αν sn → s οµοιόµορφα τότε sn → s κατά σηµείο. 2

Πρόταση 7.3.4. ΄Εστω fk, gk : X → R, k ∈ N και a, b ∈ R. Αν
∑∞

k=1 fk = s και∑∞
k=1 gk = t οµοιόµορφα στο X, τότε

∑∞
k=1(afk + bgk) = as + bt οµοιόµορφα στο X. Το

ίδιο ισχύει για την κατά σηµείο σύγκλιση.

Απόδειξη. ΄Αµεση από τις αντίστοιχες προτάσεις για ακολουθίες συναρτήσεων. 2

Πρόταση 7.3.5 (κριτήριο Cauchy). ΄Εστω fk : X → R, k ∈ N. Η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει

οµοιόµορφα (σε κάποια συνάρτηση) στο X αν και µόνον αν ισχύει το εξής: για κάθε ε > 0

υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N ώστε : για κάθε n > m > n0 και για κάθε x ∈ X,

|fm+1(x) + · · ·+ fn(x)| 6 ε.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το κριτήριο Cauchy στην ακολουθία συναρτήσεων (sn). Παρατη-
ϱήστε ότι : αν n > m τότε sn − sm = fm+1 + · · ·+ fn. 2

Θεώρηµα 7.3.6 (κριτήριο Weierstrass). ΄Εστω fk : X → R ϕραγµένες συναρτήσεις, k ∈ N.

Υποθέτουµε ότι

sup{|fk(x)| : x ∈ X} 6Mk, k ∈ N

δηλαδή ότι ο Mk είναι άνω ϕράγµα της |fk|, και ότι

∞∑
k=1

Mk < +∞.

Τότε, η
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιόµορφα στο X.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι, για κάθε x ∈ X η σειρά
∑∞

k=1 fk(x) συγκλίνει απολύ-
τως, αφού

∞∑
k=1

|fk(x)| 6
∞∑
k=1

Mk < +∞.

Συνεπώς, η σειρά συναρτήσεων
∑∞

k=1 fk συγκλίνει κατά σηµείο στο X. Θέτουµε s =∑∞
k=1 fk. Τότε, για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ X έχουµε

|s(x)− sn(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk(x)−
n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣
6

∞∑
k=n+1

|fk(x)| 6
∞∑

k=n+1

Mk.

Από την
∑∞

k=1Mk < +∞ έχουµε

‖s− sn‖∞ 6
∞∑

k=n+1

Mk → 0

όταν n→∞. ΄Αρα, η σύγκλιση της σειράς
∑∞

k=1 fk είναι οµοιόµορφη. 2

Παράδειγµα 7.3.7. Θεωρούµε τη σειρά συναρτήσεων
∑∞

k=1
sin(kx)
k2

, x ∈ R. ΄Εχουµε Εδώ
fk(x) = sin(kx)

k2
, οπότε

|fk(x)| 6 1

k2

για κάθε x ∈ R. Η σειρά
∑∞

k=1
1
k2

συγκλίνει, άρα η
∑∞

k=1
sin(kx)
k2

συγκλίνει οµοιόµορφα
σε κάποια συνάρτηση στο R.

Τα επόµενα τρία ϑεωρήµατα προκύπτουν άµεσα από τα ϑεωρήµατα 7.2.10, 7.2.11 και
7.2.12 (αν τα εφαρµόσουµε για την ακολουθία των συναρτήσεων sn = f1 + · · ·+ fn).

Θεώρηµα 7.3.8. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, f, fk : X → R και x0 ∈ X. Υποθέτουµε

ότι :

(i) η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο X, και

(ii) κάθε fk είναι συνεχής στο x0.

Τότε, η f είναι κι αυτή συνεχής στο x0.

Ειδικότερα, αν κάθε fk είναι συνεχής στο X, τότε η f είναι συνεχής στο X.
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Θεώρηµα 7.3.9. ΄Εστω (fk) ακολουθία συναρτήσεων που είναι ορισµένες σε ένα κλειστό

διάστηµα [a, b]. Υποθέτουµε ότι κάθε fk : [a, b]→ R είναι Riemann–ολοκληρώσιµη στο [a, b]

και ότι η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιόµορφα στην f στο [a, b]. Τότε, η f είναι Riemann=-

ολοκληρώσιµη στο [a, b] και ∫ b

a
f(x) dx =

∞∑
k=1

∫ b

a
fk(x) dx.

Θεώρηµα 7.3.10. ΄Εστω fk, g : [a, b] → R, n ∈ N. Υποθέτουµε ότι κάθε fk είναι παρα-

γωγίσιµη στο [a, b] και ότι η παράγωγός της, f ′k, είναι συνεχής στο [a, b]. Υποθέτουµε επίσης

ότι :

(i) η σειρά
∑∞

k=1 f
′
k συγκλίνει οµοιόµορφα στην g στο [a, b], και

(ii) υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε η σειρά
∑∞

k=1 fk(x) να συγκλίνει σε κάποιον ξ ∈ R.

Τότε, η σειρά
∑∞

k=1 fk συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση f : [a, b] → R, η f είναι

παραγωγίσιµη στο [a, b] και f ′ ≡ g. ∆ηλαδή,( ∞∑
k=1

fk

)′
=

∞∑
k=1

f ′k.

7.4 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω fn(t) = 1
1+nt , t ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι

οµοιόµορφα, σε κάποια συνάρτηση f στο [0, 1]. Ποιά είναι η f ;

2. ΄Εστω fn(t) = t2n

1+t2n
, t ∈ R. ∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι

οµοιόµορφα, σε κάποια συνάρτηση f στο R. Ποιά είναι η f ;

3. ΄Εστω fn : R → R µε fn(t) =

{
0, t < 1

n+1 ή 1
n < t

sin2
(
π
t

)
, 1

n+1 6 t 6
1
n

. ∆είξτε ότι η (fn)

συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια f συνεχή στο R. Ισχύει ότι fn → f οµοιόµορφα στο R;

4. ΄Εστω fn(t) = npt(1 − t2)n, t ∈ [0, 1], µε p > 0 παράµετρο στο R. ∆είξτε ότι για κάθε
p > 0 η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο σε κάποια f στο [0, 1]. Για ποιές τιµές του p είναι η
σύγκλιση οµοιόµορφη ; Για ποιές τιµές του p ισχύει ότι

∫ 1
0 fn →

∫ 1
0 f ;
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5. ΄Εστω f : R→ R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) = f

(
x+

1

n

)
, n ∈ N

συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .

6. Υποθέτουµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 ak συγκλίνει απολύτως. ∆είξτε ότι οι σειρές συναρτήσεων∑∞
k=1 ak sin(kt) και

∑∞
k=1 ak cos(kt) συγκλίνουν οµοιόµορφα στο R.

7. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

k=1
1

1+k2x2
συγκλίνει για κάθε x 6= 0 και αποκλίνει για x = 0. ∆είξτε

ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [A,∞) ή (−∞,−A], όπου
A > 0.

8. ΄Εστω α > 1/2. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

x

kα(1 + kx2)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο R.

9. (α) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ασυνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα
σε µια συνεχή συνάρτηση.

(ϐ) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [a, b] → R που συ-
γκλίνει κατά σηµείο σε µια µη ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [a, b]→ R.

10. (α) ΄Εστω X σύνολο, fn : X → R για n = 1, 2, . . . και f : X → R ώστε fn → f

οµοιόµορφα στο X. Αποδείξτε ότι |fn| → |f | οµοιόµορφα στο X.

(ϐ) ΄Εστω fn : [0, 1] → R µε fn(x) = (−1)n
(
1 + x

n

)
για n = 1, 2, . . . Αποδείξτε ότι η (|fn|)

συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1] ενώ η (fn) δεν συγκλίνει.

11. ΄Εστω X σύνολο, fn, gn, f, g : X → R για n = 1, 2, . . . ώστε fn → f και gn → g

οµοιόµορφα στο X. Αποδείξτε ότι αν οι f, g είναι ϕραγµένες τότε fngn → fg οµοιόµορφα
στο X.

12. Βρείτε ακολουθίες (fn), (gn) ορισµένες στο R, οι οποίες συγκλίνουν οµοιόµορφα, αλλά
η (fngn) δεν συγκλίνει οµοιόµορφα.

13. ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και fn, f : X → Y ώστε fn → f οµοιόµορφα στο
X. Αν κάθε fn είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα
συνεχής.
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14. ΄Εστω fn : X → R, n ∈ N. ∆είξτε ότι : αν fn → f οµοιόµορφα στο X και κάθε fn είναι
ϕραγµένη στο X, τότε η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη στο X.

15. ΄Εστω f, fn : (X, ρ) → [a, b] για κάθε n ∈ N και fn → f οµοιόµορφα στο X. ΄Εστω
g : [a, b]→ R συνεχής. ∆είξτε ότι g ◦ fn → g ◦ f οµοιόµορφα στο X.

16. ΄Εστω δ > 0 και f, fn : X → R ώστε |fn(x)| > δ για κάθε x ∈ X και n = 1, 2, . . .. Αν
fn → f οµοιόµορφα στο X, δείξτε ότι :

(α) f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ X.

(ϐ) 1
fn
→ 1

f οµοιόµορφα στο X.

Οµάδα Β΄

17. ΄Εστω fn(t) = t
1+nt2

, t ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχει f ώστε fn → f οµοιόµορφα στο R.
∆είξτε ότι f ′n(t) → f ′(t) αν t 6= 0, αλλά f ′n(0) 6→ f ′(0). Για ποιά διαστήµατα [a, b] ισχύει
ότι f ′n → f ′ οµοιόµορφα στο [a, b];

18. ΄Εστω fn(t) = 1
ne
−n2t2 , t ∈ R. ∆είξτε ότι fn → 0 οµοιόµορφα στο R και f ′n → 0 κατά

σηµείο στο R. Αποδείξτε ότι σε κάθε διάστηµα το οποίο περιέχει το 0 η f ′n δεν συγκλίνει
οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση, ενώ σε κάθε κλειστό διάστηµα το οποίο δεν περιέχει
το 0 η f ′n συγκλίνει οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση.

19. ∆είξτε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

f1(x) =
√
x, fn+1(x) =

√
x+ fn(x)

συγκλίνει κατά σηµείο, και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση.

20. ΄Εστω fn : [a, b] → R ακολουθία αυξουσών συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι η (fn)

συγκλίνει κατά σηµείο σε µια συνεχή συνάρτηση f . ∆είξτε ότι η f είναι αύξουσα και ότι η
σύγκλιση είναι οµοιόµορφη.

21. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει οµοιόµορφα σε
µια συνάρτηση f : [0, 1]→ R. ∆είξτε ότι∫ 1− 1

n

0
fn(t) dt→

∫ 1

0
f(t) dt.

Ισχύει πάντα το ίδιο αν η σύγκλιση είναι κατά σηµείο ;
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22. Ορίζουµε ακολουθία συναρτήσεων fn : [0, 1]→ R µε

fn(x) = n2x(1− x)nx.

∆είξτε ότι η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο και ϐρείτε την οριακή συνάρτηση f . Βρείτε το όριο
των ολοκληρωµάτων

In =

∫ 1

0
fn(t) dt.

Είναι η σύγκλιση της (fn) στην f οµοιόµορφη ;

23. Ορίζουµε fn : [0, π/2]→ R ϑέτοντας f1(x) = sinx και

fn+1(x) = sin(fn(x)). n ∈ N.

Εξετάστε την (fn) ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση.

24. ∆είξτε ότι η
∑∞

k=0(1 − x)xk συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1].
Αντιθέτως, δείξτε ότι η

∑∞
k=0(−1)kxk(1− x) συγκλινει οµοιόµορφα στο [0, 1].

25. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=1

(−1)k√
k

sin
(

1 +
x

k

)
συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα της µορφής [−A,A], A > 0.

26. ∆είξτε ότι η σειρά
∑∞

k=1(−1)k x
2+k
k2

συγκλίνει οµοιόµορφα σε οποιοδήποτε διάστηµα
της µορφής [−A,A], A > 0, αλλά δεν συγκλίνει απολύτως για καµιά τιµή του x.

27. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
k=0

(
x2k+1

2k + 1
− xk+1

2k + 2

)
συγκλίνει κατά σηµείο, αλλά όχι οµοιόµορφα, στο [0, 1].

28. Ορίζουµε I(x) = 0 αν x 6 0 και I(x) = 1 αν x > 0. ΄Εστω (xk) ακολουθία
διαφορετικών ανά δύο σηµείων σε κάποιο διάστηµα (a, b) και έστω

∑∞
k=1 ck απολύτως

συγκλίνουσα σειρά. ∆είξτε ότι η
∞∑
k=1

ckI(x− xk)
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συγκλίνει οµοιόµορφα στο (a, b) και ότι η συνάρτηση που ορίζεται από αυτή τη σειρά είναι
συνεχής σε κάθε x0 ∈ (a, b) \ {xk : k ∈ N}.

29. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος, A ⊆ X, f, fn : A → R για κάθε n ∈ N και fn → f

οµοιόµορφα στο A. ΄Εστω t0 σηµείο συσσώρευσης του A και limt→t0 fn(t) = xn ∈ R.
∆είξτε ότι :

α. Η (xn) συγκλίνει στο R και

ϐ. limt→t0 f(t) = limn→∞ xn. ∆ηλαδή,

lim
t→t0

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

lim
t→t0

fn(t).

30. ΄Εστω fn(t) = tn στο [0, 1] και g : [0, 1]→ R συνεχής στο [0, 1] µε g(1) = 0. ∆είξτε ότι
η (gfn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1].

31. ΄Εστω (X, ρ) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και D = {xn : n ∈ N} πυκνό υποσύνολο
του X. Ορίζουµε την ακολουθία πραγµατικών συναρτήσεων fn : X → R, n = 1, 2, . . . µε

fn(x) = dist(x, {x1, x2, . . . , xn}), x ∈ X.

∆είξτε ότι :

(α) Η (fn) είναι ϕθίνουσα και fn → 0 κατά σηµείο.

(ϐ) fn → 0 οµοιόµορφα στον X αν και µόνον αν ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

32. (α) ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι µε τον X συµπαγή. Αν fn : X → Y για
n = 1, 2, . . . και f : X → Y συνεχής ώστε για κάθε x ∈ X και για κάθε (xn) ακολουθία
στον X µε xn → x ισχύει fn(xn)→ f(x), αποδείξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.

(ϐ) Αποδείξτε ότι η συµπάγεια είναι απαραίτητη, ϑεωρώντας την ακολουθία fn : (0, 1]→ R
µε

fn(t) =

{
n, 0 < x 6 1

n
1
x ,

1
n < x 6 1

και την f : (0, 1]→ R µε f(x) = 1
x . ∆ιαπιστώστε ότι ικανοποιείται η υπόθεση, αλλά fn 6→ f

οµοιόµορφα.

33. Αν fn, gn : [0, 1]→ [0, 1] είναι συνεχείς συναρτήσεις και fn → f, gn → g οµοιόµορφα
στο [0, 1], δείξτε ότι η ακολουθία (hn) όπου hn = fn ◦gn (δηλ. hn(t) = fn(gn(t))) συγκλίνει
οµοιόµορφα στην h = f ◦ g.
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34. ΄Εστω (fn) ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn : [0, 1) → R µε fn > fn+1 > · · · > 0

και fn → 0 κατά σηµείο. Εξετάστε αν καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής
ή ψευδής (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή σας).

(i) Για κάθε a ∈ [0, 1) η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, a].

(ii) Η ακολουθία (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [0, 1).

35. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R ακολουθία συναρτήσεων και έστω ότι fn → f οµοιόµορφα, όπου
f : [0, 1]→ R συνεχής. Αν κάθε fn έχει ϱίζα, δείξτε ότι η f έχει ϱίζα.

36. (α) Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορφη σύγκλιση τις ακολουθίες
συναρτήσεων fn, gn : [0, 1]→ R, όπου

fn(x) = xn και gn(x) = xn(1− x).

(ϐ) Εξετάστε για ποιά x > 0 συγκλίνουν οι σειρές
∞∑
n=1

xn

n
και

∞∑
n=1

xn

n2
.

Για ποιές τιµές του a > 0 είναι η σύγκλιση οµοιόµορφη στο διάστηµα [0, a];

37. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,∞)→ R µε

fn(x) = nxe−
√
nx.

Αποδείξτε ότι fn → f ≡ 0 κατά σηµείο αλλά όχι οµοιόµορφα στο [0,∞). Εξετάστε αν
fn → 0 οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα [a,∞), a > 0.

38. ΄Εστω fn : [0,∞)→ R µε fn(x) = nx
nx+1 . ∆είξτε ότι :

(i) Η (fn) συγκλίνει κατά σηµείο. Ποιά είναι η οριακή συνάρτηση f ;

(ii) Για κάθε a > 0, η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a,∞), αλλά δεν συγκλίνει οµοιό-
µορφα στο [0, a].

39. ΄Εστω f : R→ R οµοιόµορφα συνεχής και έστω (δn) ακολουθία µε δn > 0 για κάθε n
και δn → 0. Θέτουµε fn(x) = 1

δn

∫ x+δn
x f(t)dt, x ∈ R. ∆είξτε ότι fn → f οµοιόµορφα.

40. (α) Αποδείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∞∑
n=1

x sin(n2x)

n2
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συγκλίνει κατά σηµείο στο R. Αποδείξτε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε κλειστό
διάστηµα [−α, α] ⊂ R.

(ϐ) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) =
∑∞

n=1
x sin(n2x)

n2 είναι συνεχής.

41. ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω (Kn) ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών συµπαγών
υποσυνόλων του X. Ορίζουµε fn(x) = dist(x,Kn). ∆είξτε ότι υπάρχει f : X → R ώστε
fn → f οµοιόµορφα. Ποιά είναι η f ;



Κεφάλαιο 8

Συνεχείς συναρτήσεις σε συµπαγείς

µετρικούς χώρους

8.1 Ο χώρος C(K)

Σε αυτό το Κεφάλαιο συµβολίζουµε µε (K, d) έναν συµπαγή µετρικό χώρο. Στο Κεφάλαιο
5 ϑεωρήσαµε το χώρο `∞(K) των ϕραγµένων συναρτήσεων f : K → R µε νόρµα την

‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ K}

και αποδείξαµε ότι ο `∞(K) είναι πλήρης ως προς τη µετρική που επάγεται από την ‖ ·‖∞:

1. Ο (`∞(K), ‖ · ‖∞) είναι πλήρης.

Συµβολίζουµε µε C(K) το χώρο των συνεχών συναρτήσεων f : K → R. ΄Οπως είδαµε στο
Κεφάλαιο 6, αφού ο (K, d) είναι συµπαγής, κάθε συνεχής συνάρτηση f : K → R είναι
ϕραγµένη. ΄Επεται ότι :

2. Ο (C(K), ‖ · ‖∞) είναι υπόχωρος του (`∞(K), ‖ · ‖∞).

Στο Κεφάλαιο 7 είδαµε ότι αν fn, f : K → R τότε ‖fn − f‖∞ → 0 αν και µόνο αν
fn → f οµοιόµορφα στο K. ∆ηλαδή, η σύγκλιση ως προς την ‖ · ‖∞ είναι η οµοιόµορφη
σύγκλιση. Είδαµε επίσης ότι : αν (fn) είναι µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων και
fn → f οµοιόµορφα, τότε η f είναι επίσης συνεχής. Μια ισοδύναµη διατύπωση (εξηγήστε

γιατί) είναι η εξής: αν (fn) είναι ακολουθία στον C(K) και fn
‖·‖∞−→ f ∈ `∞(K) τότε

f ∈ C(K). Συνεπώς:

3. Ο C(K) είναι κλειστό υποσύνολο του (`∞(K), ‖ · ‖∞).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε αµέσως το εξής:

165
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Θεώρηµα 8.1.1. ΄Εστω (K, d) συµπαγής µετρικός χώρος. Ο χώρος (C(K), ‖ · ‖∞) είναι

πλήρης.

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι κάθε κλειστό υποσύνολο ενός πλήρους µετρικού
χώρου είναι πλήρης µετρικός χώρος µε τη σχετική µετρική, σε συνδυασµό µε τα προηγού-
µενα τρία αποτελέσµατα: ο `∞(K) είναι πλήρης µε την ‖ · ‖∞ και ο C(K) είναι κλειστό
υποσύνολό του. 2

Σκοπός µας σε αυτό το Κεφάλαιο είναι να δούµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα σχετικά
µε τη δοµή του χώρου C(K). Στην επόµενη παράγραφο ϑεωρούµε την περίπτωση που τοK
είναι ένα κλειστό διάστηµα [a, b] στο R. Θα αποδείξουµε ότι η οικογένεια των πολυωνύµων
(περιορισµένων στο [a, b]) είναι πυκνή στον C([a, b]).

8.2 Το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass

Αποδεικνύουµε εδώ το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass.

Θεώρηµα 8.2.1 (Weierstrass). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Για κάθε ε > 0

υπάρχει πολυώνυµο p : R→ R ώστε ο περιορισµός του p στο [a, b] να ικανοποιεί την

‖f − p‖∞ 6 ε.

Ισοδύναµα, για κάθε x ∈ [a, b],

|f(x)− P (x)| 6 ε.

Σηµείωση. Εφαρµόζοντας διαδοχικά το ϑεώρηµα µε ε = 1
n (n ∈ N) µπορούµε να ϐρούµε

ακολουθία πολυωνύµων (pn) µε την ιδιότητα

‖f − pn‖∞ 6
1

n
, n ∈ N.

΄Ετσι, παίρνουµε την ακόλουθη ισοδύναµη διατύπωση του ϑεωρήµατος 8.2.1:

Θεώρηµα 8.2.2 (Weierstrass). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχει ακο-

λουθία πολυωνύµων (pn) ώστε pn → f οµοιόµορφα στο [a, b].

Για την απόδειξη, παρατηρούµε ότι αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση του C([0, 1]).
Αυτό προκύπτει από το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 8.2.3. ΄Εστω a < b στο R. Υπάρχει γραµµική ισοµετρία επί T : C([a, b])→ C([0, 1])

που απεικονίζει πολυώνυµα σε πολυώνυµα.
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι ο µετασχηµατισµός σ : [0, 1] → [a, b] µε σ(x) = a + x(b −
a) είναι 1-1 και επί, µε αντίστροφο τον µετασχηµατισµό σ−1(y) = y−a

b−a . Ορίζουµε T :

C([a, b])→ C([0, 1]) µε T (f) = g, όπου g : [0, 1]→ R η συνάρτηση g = f ◦ σ. Η g = T (f)

είναι καλά ορισµένη και συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων: για κάθε x ∈ [0, 1],

g(x) = f(σ(x)) = f(a+ x(b− a)).

Εύκολα ελέγχουµε ότι

‖T (f)‖∞ = max{|f(a+ x(b− a))| : x ∈ [0, 1]} = max{|f(y)| : y ∈ [a, b]} = ‖f‖∞

για κάθε f ∈ C([a, b]). Επίσης, η T είναι γραµµική απεικόνιση: αν f1, f2 ∈ C([a, b]) και
a, b ∈ R, τότε

T (af1 + bf2) = aT (f1) + bT (f2).

Τέλος, αν p(y) =
∑n

k=0 λky
k είναι ένα πολυώνυµο, έχουµε

[T (p)](x) = p(a+ x(b− a)) =
n∑
k=0

λk(a+ x(b− a))k,

δηλαδή η συνάρτηση T (p) είναι επίσης πολυώνυµο. 2

Σηµείωση. Με ϐάση το λήµµα 8.2.3 ϐλέπουµε εύκολα ότι, αν αποδείξουµε το ϑεώρηµα
στην περίπτωση του C([0, 1]) τότε έχουµε το ίδιο συµπέρασµα για οποιονδήποτε C([a, b]).
Πράγµατι, έστω f : [a, b]→ R συνεχής και έστω ε > 0. Η T (f) : [0, 1]→ R είναι συνεχής,
άρα υπάρχει πολυώνυµο q ώστε

‖T (f)− q‖∞ 6 ε.

Ορίζουµε p : [0, 1] → R µε p(y) = q(σ−1(y)). Τότε, η p είναι πολυώνυµο (ακριβέστερα,
περιορισµός πολυωνύµου στο [0, 1]) και T (p) = q (εξηγήστε γιατί). Τότε,

‖f − p‖∞ = ‖T (f − p)‖∞ = ‖T (f)− T (p)‖∞ = ‖T (f)− q‖∞ 6 ε.

Συνεπώς, αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα στην περίπτωση του C([0, 1]). Θα χρειαστούµε
τα παρακάτω λήµµατα.

Λήµµα 8.2.4. Για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύουν οι ταυτότητες:

(α)
∑n

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = 1.

(ϐ)
∑n

k=0
k
n

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = x.

(γ)
∑n

k=0

(
k
n

)2 (n
k

)
xk(1− x)n−k =

(
1− 1

n

)
x2 + 1

nx.
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Απόδειξη. (α) Προκύπτει άµεσα από τον διωνυµικό τύπο:

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = [x+ (1− x)]n = 1.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

k

n

(
n

k

)
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)
.

΄Επεται ότι

n∑
k=0

k

n

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = x

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk−1(1− x)n−k

= x
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
xj(1− x)n−1−j

= x.

(γ) Παρατηρούµε ότι, αν k > 1,(
k

n

)2(n
k

)
=
k

n

(
n− 1

k − 1

)
=
n− 1

n

k − 1

n− 1

(
n− 1

k − 1

)
+

1

n

(
n− 1

k − 1

)
,

και, αν k > 2, η τελευταία ποσότητα ισούται µε(
1− 1

n

)(
n− 2

k − 2

)
+

1

n

(
n− 1

k − 1

)
.

Τότε,

n∑
k=0

(
k

n

)2 (n
k

)
xk(1− x)n−k =

(
1− 1

n

) n∑
k=2

(
n− 2

k − 2

)
xk(1− x)n−k

+
1

n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk(1− x)n−k

=

(
1− 1

n

)
x2 +

1

n
x.

Λήµµα 8.2.5. Για κάθε x ∈ [0, 1],

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2(n

k

)
xk(1− x)n−k =

x(1− x)

n
6

1

4n
.
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Απόδειξη. Από την
(
k
n − x

)2
=
(
k
n

)2 − 2 knx + x2 και το προηγούµενο λήµµα, συµπεραί-
νουµε ότι

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2(n

k

)
xk(1− x)n−k =

(
1− 1

n

)
x2 +

1

n
x− 2x2 + x2

=
x(1− x)

n
6

1

4n
,

αφού 4x(1− x) 6 1 για κάθε x ∈ [0, 1]. 2

Λήµµα 8.2.6. ΄Εστω δ > 0 και x ∈ [0, 1]. Αν F = F (δ, x) είναι το σύνολο των k ∈
{0, 1, . . . , n} για τα οποία

∣∣ k
n − x

∣∣ > δ, τότε∑
k∈F

(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6

1

4nδ2
.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

∑
k∈F

(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6

1

δ2

∑
k∈F

(
k

n
− x
)2(n

k

)
xk(1− x)n−k

6
1

δ2

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2(n

k

)
xk(1− x)n−k

6
1

4nδ2

από το προηγούµενο λήµµα. 2

Ορισµός 8.2.7. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε το
n-οστό πολυώνυµο Bernstein Bn(f) της f ως εξής:

[Bn(f)](x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k, x ∈ [0, 1].

Παρατηρήστε ότι το Bn(f) είναι όντως πολυώνυµο (µε ϐαθµό το πολύ ίσο µε n) και ότι
[Bn(f)](0) = f(0) και [Bn(f)](1) = f(1).

Επίσης, το λήµµα 8.2.4 δείχνει ότι : αν fk(x) = xk, k = 0, 1, 2, . . ., τότε, για κάθε
n ∈ N,

Bn(f0) = f0, Bn(f1) = f1, Bn(f2) =

(
1− 1

n

)
f2 +

1

n
f1.

Ειδικότερα, για k = 0, 1, 2,
‖fk −Bn(fk)‖∞ → 0

όταν n→∞.
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Θεώρηµα 8.2.8 (Bernstein). Για κάθε f ∈ C([0, 1]) ισχύει ότι Bn(f)→ f οµοιόµορφα στο

[0, 1].

Απόδειξη. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής και έστω ε > 0. Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής,
άρα υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x, y ∈ [0, 1] και |x − y| < δ τότε |f(x) − f(y)| < ε/2. Λόγω
της

∑n
k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k = 1, για κάθε x ∈ [0, 1] έχουµε

|f(x)− [Bn(f)](x)| =

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

f

(
k

n

)
·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

f(x) ·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k −

n∑
k=0

f

(
k

n

)
·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(
f(x)− f

(
k

n

))
·
(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
6

n∑
k=0

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ · (nk
)
xk(1− x)n−k.

΄Εστω F = F (δ, x) το σύνολο των k ∈ {0, 1, . . . , n} για τα οποία
∣∣ k
n − x

∣∣ > δ. Από το λήµµα
8.2.6, ∑

k∈F

(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6

1

4nδ2
.

Επίσης, παρατηρήστε ότι :

(α) Αν k ∈ F τότε |f(x)− f(k/n)| 6 2‖f‖∞, και
(ϐ) Αν k /∈ F τότε |f(x)− f(k/n)| < ε/2.

Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε

|f(x)− [Bn(f)](x)| 6
n∑
k=0

∣∣∣∣f(x)− f
(
k

n

)∣∣∣∣ · (nk
)
xk(1− x)n−k

6
ε

2

∑
k/∈F

(
n

k

)
xk(1− x)n−k + 2‖f‖∞

∑
k∈F

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

<
ε

2
+ 2‖f‖∞

1

4nδ2

< ε,

αν n > n0 =
[
‖f‖∞/(εδ2)

]
+ 1. Η επιλογή του n0 είναι ανεξάρτητη από το x ∈ [0, 1], άρα,

για κάθε n > n0 έχουµε
‖f −Bn(f)‖∞ < ε.

2
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Αφού κάθε Bn(f) είναι πολυώνυµο, το ϑεώρηµα 8.2.1 είναι άµεση συνέπεια του ϑεω-
ϱήµατος του Bernstein.

8.3 Ασκήσεις

Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα∫ 1

0
xnf(x) dx = 0

για κάθε n = 0, 1, 2, . . .. Αποδείξτε ότι f ≡ 0.

2. ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις. Αν ισχύει
∫ 1
0 x

nf(x) dx =
∫ 1
0 x

ng(x) dx

για κάθε n = 0, 1, . . . δείξτε ότι f ≡ g.

3. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση. Αν ισχύει
∫ 1
0 x

2nf(x) dx = 0 για κάθε
n = 0, 1, 2, . . . δείξτε ότι f ≡ 0.

4. ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας πολυωνύµων pn : [0, 1] → R µε pn(x) → 0 για κάθε
x ∈ [0, 1] και

∫ 1
0 pn(x) dx→ 1.

5. ∆ώστε παράδειγµα συνεχούς και ϕραγµένης συνάρτησης f : (0, 1] → R ώστε να µην
υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων pn : (0, 1]→ R µε pn → f οµοιόµορφα στο (0, 1].

6. (α) ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις µε f(x) < g(x) για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο p : [0, 1] → R ώστε f(x) < p(x) < g(x) για κάθε
x ∈ [0, 1].

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυµο q ώστε ex 6 q(x) 6 e2x για κάθε x ∈ [0, 1].

(γ) Αν h : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολου-
ϑία πολυωνύµων (pn) ώστε pn → h οµοιόµορφα στο [0, 1].

7. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι, για κάθε ε > 0

υπάρχει πολυώνυµο p ώστε ‖f − p‖∞ < ε και ‖f ′ − p′‖∞ < ε.

Οµάδα Β΄

8. ∆είξτε ότι ο C([0, 1]) είναι διαχωρίσιµος.

9. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση.
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(α) ∆είξτε ότι |Bn(f)| 6 Bn(|f |) και Bn(f) > 0 αν f > 0.

(ϐ) ∆είξτε ότι ‖Bn(f)‖∞ 6 ‖f‖∞.

10. ΄Εστω 0 < a < b < 1 και f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει
ακολουθία (pn) πολυωνύµων µε ακέραιους συντελεστές, ώστε pn → f οµοιόµορφα στο
[a, b].

11. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, η οποία δεν είναι πολυώνυµο. Αν (pn) είναι
ακολουθία πολυωνύµων ώστε pn → f οµοιόµορφα, δείξτε ότι deg(pn)→∞.

12. ΄Εστω f : [1,∞)→ R συνεχής συνάρτηση µε limx→∞ f(x) = L ∈ R.

(α) Αν η f δεν είναι σταθερή, δείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε
pn → f οµοιόµορφα στο [1,∞).

(ϐ) Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύµων (pn) ώστε pn( 1x)→ f(x) οµοιόµορφα ως
προς x στο [1,∞).

13. ∆είξτε ότι το σύνολο των πολυωνύµων (των περιορισµών τους στο [0, 1]) είναι σύνολο
πρώτης κατηγορίας στον C([0, 1]).
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Παραρτήµατα

173





Παράρτηµα Αʹ

Αριθµήσιµα και υπεραριθµήσιµα

σύνολα

Αʹ.1 Ισοπληθικά σύνολα

Ορισµός Αʹ.1.1 (ισοπληθικότητα). ΄Εστω A,B δύο µη κενά σύνολα. Τα A,B λέγονται
ισοπληθικά αν υπάρχει µια συνάρτηση f : A → B, η οποία είναι 1-1 και επί1. Τότε,
γράφουµε A =c B ή |A| = |B| ή και A ∼ B.

Παραδείγµατα Αʹ.1.2. (α) Τα σύνολα (0, 1) και (0, 2) είναι ισοπληθικά, µέσω της αντιστοι-
χίας f : (0, 1) → (0, 2) µε f(x) = 2x. Γενικότερα, κάθε ανοικτό διάστηµα (a, b), a, b ∈
R, a < b, είναι ισοπληθικό µε το (0, 1) µέσω της αντιστοιχίας f : (0, 1) → (a, b) µε
f(t) = (1− t)a+ tb.

(ϐ) Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N = {1, 2, . . . } είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των
αρτίων A = {2n : n ∈ N} µέσω της αντιστοιχίας N� A µε n 7→ 2n.

(γ) Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N είναι ισοπληθικό µε το σύνολο των ακεραίων Z.
Πράγµατι : ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : N→ Z µε

f(n) =

{
k, αν n = 2k − 1, k ∈ N
1− k, αν n = 2k, k ∈ N

Η συνάρτηση f αντιστοιχεί στους περιττούς ϕυσικούς τους ϑετικούς ακεραίους και στους
άρτιους ϕυσικούς τους µη ϑετικούς ακεραίους.

(δ) Τα σύνολα [0, 1] και [0, 1) είναι ισοπληθικά. Πράγµατι : ϑεωρούµε το σύνολο A = { 1n :

n = 1, 2, . . . }, το οποίο είναι υποσύνολο του [0, 1] και ορίζουµε τη συνάρτηση f : [0, 1] →
1Μια τέτοια συνάρτηση ονοµάζεται αντιστοιχία. Λέµε τότε ότι έχουµε µια αντιστοιχία από το A στο B και

γράφουµε A� B.

175
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[0, 1) µε

f(x) =

{
1

n+1 , αν x ∈ A και x = 1
n

x, διαφορετικά

Εύκολα ελέγχουµε ότι η f είναι αντιστοιχία.

Η επόµενη πρόταση µας λέει ότι η ισοπληθικότητα µεταξύ συνόλων είναι σχέση ισοδυ-
ναµίας.

Πρόταση Αʹ.1.3. ΄Εστω A,B,C µη κενά σύνολα. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(α) A ∼ A,

(ϐ) αν A ∼ B, τότε B ∼ A και

(γ) αν A ∼ B και B ∼ C, τότε A ∼ C.

Απόδειξη. ΄Αµεση. 2

Συµβολισµός. Συµβολίζουµε µε Tn το σύνολο των πρώτων n ϕυσικών, δηλαδή Tn =

{1, 2, . . . n}.

Ορισµός Αʹ.1.4 (πεπερασµένα και άπειρα σύνολα). (α) ΄Εστω A µη κενό σύνολο2. Το A
λέγεται πεπερασµένο αν υπάρχουν n ∈ N και συνάρτηση f : A→ Tn η οποία είναι 1-1 και
επί. Τότε, λέµε ότι ο πληθάριθµος του A είναι n ή ότι το A έχει n στοιχεία και γράφουµε
card(A) = n ή #A = n ή και |A| = n.

(ϐ) ΄Ενα σύνολο A λέγεται άπειρο αν δεν είναι πεπερασµένο.

Πρόταση Αʹ.1.5. ΄Ενα σύνολο A είναι άπειρο αν και µόνο αν υπάρχει 1-1 συνάρτηση

f : N→ A, δηλαδή υπάρχει B ⊆ A ώστε B ∼ N.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το A είναι άπειρο. Ειδικότερα, το A είναι µη κενό.
΄Αρα, υπάρχει a1 ∈ A. Τότε, το σύνολο A \ {a1} είναι µη κενό. ΄Αρα, υπάρχει a2 ∈
A \ {a1}. Οµοίως, A \ {a1, a2} 6= ∅ και µπορούµε να επιλέξουµε a3 ∈ A \ {a1, a2}.
Επαγωγικά, ορίζεται ακολουθία (an) στοιχείων του A. Πράγµατι : αν υπήρχε n ∈ N ώστε
A\{a1, a2, . . . , an} = ∅ τότε ϑα είχαµεA = {a1, a2, . . . , an} και τοA ϑα ήταν πεπερασµένο.

Ορίζουµε τότε f : N → A µε f(n) = an. Η f είναι 1-1 διότι τα an είναι διαφορετικά
ανά δύο. Αν ϑέσουµε B = f(N) τότε B ⊆ A και η f : N → B είναι 1-1 και επί. ∆ηλαδή,
B ∼ N.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει 1-1 συνάρτηση f : N → A. Αν το A είναι πε-
περασµένο, τότε υπάρχουν m ∈ N και g : A → Tm η οποία είναι 1-1 και επί. Τότε, η
συνάρτηση g ◦ f : N→ Tm είναι 1-1, άτοπο (εξηγήστε γιατί). 2

2Για το κενό σύνολο δεχόµαστε ότι είναι πεπερασµένο µε πληθάριθµο 0.
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Συµβολισµός. ΄ΕστωA,B δύο σύνολα. Αν υπάρχει 1-1 συνάρτηση f : A→ B, γράφουµε
A 6c B ή A � B και λέµε ότι το A έχει πληθάριθµο το πολύ ίσο µε αυτόν του B. Ο
συµβολισµός και η ορολογία δικαιολογούνται από το γεγονός ότι το A είναι ισοπληθικό µε
το f(A) το οποίο είναι υποσύνολο του B.

Παραδείγµατα Αʹ.1.6. (α) Το σύνολο Z των ακεραίων είναι άπειρο, διότι N ⊆ Z.

(ϐ) Το σύνολο των ϱητών είναι άπειρο διότι N ⊆ Q.

(γ) Κάθε µη τετριµµένο διάστηµα είναι άπειρο σύνολο.

Σχόλια Αʹ.1.7. Κάθε άπειρο σύνολο A είναι ισοπληθικό µε κάποιο γνήσιο υποσύνολό
του. Πράγµατι, στην πρόταση Α΄.1.6. δείξαµε ότι αν το A είναι άπειρο τότε υπάρχει 1-1
συνάρτηση f : N → A. Γράφουµε bn = f(n) για n = 1, 2, . . . και ϑέτουµε B = f(N) =

{b1, b2, . . .} ⊆ A. Θεωρούµε το σύνολο C = A \ {b1}, το οποίο είναι γνήσιο υποσύνολο του
A και ορίζουµε µια συνάρτηση g : A→ C ως εξής:

g(x) =

{
bn+1, αν x = bn για κάποιο n
x, αν x ∈ A \B

Εύκολα ελέγχουµε ότι η g είναι 1-1 και επί (άσκηση).

Αʹ.2 Αριθµήσιµα και υπεραριθµήσιµα σύνολα

Ορισµός Αʹ.2.1 (αριθµήσιµα και υπεραριθµήσιµα σύνολα). ΄Εστω A ένα άπειρο σύνολο.
Το A ϑα λέγεται άπειρο αριθµήσιµο αν υπάρχει 1-1 και επί συνάρτηση f : N→ A, δηλαδή
αν A ∼ N. ΄Ενα σύνολο A λέγεται αριθµήσιµο αν είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο.
Αν το A δεν είναι αριθµήσιµο, ϑα λέγεται υπεραριθµήσιµο.

Συµβολισµός. Τον πληθάριθµο των ϕυσικών αριθµών τον συµβολίζουµε µε ω ή ℵ0 (άλεφ
0). ΄Ετσι, αν το σύνολο A είναι αριθµήσιµο γράφουµε |A| = ℵ0.

Παραδείγµατα Αʹ.2.2. (α) Το σύνολο Z των ακεραίων είναι άπειρο αριθµήσιµο.

(ϐ) Το N×N = {(m,n) : m,n ∈ N} είναι άπειρο αριθµήσιµο: η συνάρτηση f : N×N→ N
µε f(m,n) = 2m−1(2n − 1) είναι 1-1 και επί. Το γεγονός ότι είναι επί έπεται από το
ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής (δείξτε ότι είναι 1-1).

(γ) Αν A,B είναι άπειρα αριθµήσιµα σύνολα, τότε το A × B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}
είναι επίσης άπειρο αριθµήσιµο. Πράγµατι, αν τα A,B είναι άπειρα αριθµήσιµα τότε
υπάρχουν f : A → N και g : B → N συναρτήσεις 1-1 και επί. Θεωρούµε τη συνάρτηση
h : A × B → N × N όπου h(a, b) = (f(a), g(b)). Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι f
και g είναι 1-1 και επί µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι η h είναι 1-1 και επί. ΄Αρα,
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A × B ∼ N × N. Από το προηγούµενο παράδειγµα έχουµε N × N ∼ N, οπότε από την
πρόταση Α΄.1.3. έπεται ότι A×B ∼ N.

Η επόµενη πρόταση δίνει χρήσιµους χαρακτηρισµούς για τα αριθµήσιµα σύνολα.

Πρόταση Αʹ.2.3. ΄Εστω A άπειρο σύνολο. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(α) Το A είναι αριθµήσιµο.

(ϐ) Υπάρχει συνάρτηση f : N→ A, η οποία είναι επί.

(γ) Υπάρχει συνάρτηση g : A→ N, η οποία είναι 1-1.

Για την απόδειξη της πρότασης ϑα χρειαστούµε ένα λήµµα το οποίο παρουσιάζει ανε-
ξάρτητο ενδιαφέρον.

Λήµµα Αʹ.2.4. ΄Εστω A άπειρο υποσύνολο του N. Τότε, το A είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Το A είναι άπειρο, εποµένως είναι µη κενό. Από την αρχή της καλής διάταξης
(αρχή του ελαχίστου) υπάρχει το a1 = minA. Το σύνολο A \ {a1} είναι επίσης µη κενό
(αλλιώς το A ϑα ήταν πεπερασµένο) οπότε, πάλι από την αρχή της καλής διάταξης, υπάρχει
το a2 = minA \ {a1}. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται επ΄ άπειρον, γιατί αν σταµατούσε
σε κάποιο ϐήµα n0 ϑα είχαµε A \ {a1, . . . , an0} = ∅, δηλαδή το A ϑα ήταν πεπερασµένο.
΄Ετσι, ορίζεται επαγωγικά µια ακολουθία (an) διαφορετικών ανά δύο στοιχείων του A.
Παρατηρήστε ότι η (an) είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών, άρα an > n για κάθε
n ∈ N.

Ισχυρισµός. A = {a1, a2, . . . , an, . . . }.

Είναι προφανές ότι {a1, a2, . . . , an . . .} ⊆ A. Αν υποθέσουµε ότι ο εγκλεισµός είναι
γνήσιος, τότε υπάρχει a ∈ A ώστε a 6= an για κάθε n ∈ N. Προφανώς, είναι a > a1 και
επίσης υπάρχει n ∈ N ώστε an > a (διότι an > n). ΄Αρα, υπάρχει µέγιστος n µε την ιδιότητα
a > an. Τότε, an < a < an+1. Αυτό είναι άτοπο, διότι έχουµε a ∈ A \ {a1, . . . , an} και
a < minA \ {a1, . . . , an}.

Από τον ισχυρισµό έπεται άµεσα ότι το A είναι αριθµήσιµο. 2

Τώρα είµαστε σε ϑέση να αποδείξουµε την πρόταση Α΄.2.3.

Απόδειξη της πρότασης Α΄.2.3. Η συνεπαγωγή (α) ⇒ (ϐ) είναι άµεση από τον ορισµό του
αριθµήσιµου συνόλου.

Υποθέτουµε ότι ισχύει το (ϐ), δηλαδή υπάρχει συνάρτηση f : N → A, η οποία είναι
επί. Τότε, για κάθε a ∈ A ισχύει f−1({a}) 6= ∅. Θέτουµε na = min f−1({a}), a ∈ A (το
min υπάρχει από την αρχή της καλής διάταξης). Η συνάρτηση g : A → N, µε g(a) = na

είναι καλά ορισµένη και 1-1. Πράγµατι : παρατηρούµε ότι αν a, b ∈ A µε a 6= b, τότε
f−1({a}) ∩ f−1({b}) = ∅ και άρα na 6= nb.
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΄Εστω ότι ισχύει το (γ) δηλαδή, υπάρχει 1-1 συνάρτηση g : A→ N. Τότε, το B = g(A)

είναι άπειρο υποσύνολο των ϕυσικών. Από το λήµµα είναι αριθµήσιµο, δηλαδή υπάρχει
h : B → N, η οποία είναι 1-1 και επί. Θεωρούµε τη συνάρτηση φ : A → N µε φ(a) =

h(g(a)). Εύκολα ελέγχουµε ότι είναι 1-1 και επί, άρα το A είναι αριθµήσιµο. 2

Παραδείγµατα Αʹ.2.5. Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών είναι αριθµήσιµο. Αφού το Q
είναι άπειρο, αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει 1-1 συνάρτηση g : Q→ N. Αφού N ∼ Z× N,
αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει 1-1 συνάρτηση f : Q → Z × N. Θεωρούµε τη συνάρτηση
f : Q→ Z× N µε f(mn ) = (m,n), όπου m ∈ Z, n ∈ N και gcd (m,n) = 1.

Το επόµενο ϑεώρηµα οφείλεται στον Cantor και δείχνει ότι αριθµήσιµες το πλήθος
πράξεις µεταξύ αριθµήσιµων συνόλων παράγουν αριθµήσιµα σύνολα. Το επιχείρηµα που
χρησιµοποιείται για την απόδειξη είναι γνωστό ως πρώτο διαγώνιο επιχείρηµα του Cantor.

Θεώρηµα Αʹ.2.6 (Cantor, 1899). ΄Εστω (Ai)i∈I µια οικογένεια αριθµήσιµων υποσυνόλων

ενός συνόλου X. Αν το I είναι αριθµήσιµο, τότε και το
⋃
i∈I Ai είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Το I είναι αριθµήσιµο, µπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε χωρίς περιορισµό της
γενικότητας ότι είναι το N. ΄Ετσι, έχουµε την οικογένεια A1, A2, . . . , An, . . .. Επίσης, κάθε
Ai είναι αριθµήσιµο, εποµένως µπορούµε να απαριθµήσουµε τα στοιχεία του ως

Ai = {ai1, ai2, . . . , aik, . . . }, i = 1, 2, . . .

(αν κάποιο από τα Ai είναι πεπερασµένο, «επαναλαµβάνουµε» κάποιο στοιχείο του άπειρες
ϕορές). Αριθµώντας µε αυτόν τον τρόπο τα στοιχεία του εκάστοτε συνόλου παίρνουµε έναν
άπειρο πίνακα, όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο σχήµα:

A1 : a11 a12 a13 . . . a1k . . .

A2 : a21 a22 a23 . . . a2k . . .

A3 : a31 a32 a33 . . . a3k . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .

An : an1 an2 an3 . . . ank . . .

...
...

...
...

. . .
...

. . .

Τότε, είναι προφανές ότι ο πίνακας αυτός περιέχει όλα τα στοιχεία του A =
⋃∞
i=1Ai

(ενδεχοµένως µε επαναλήψεις). Απαριθµούµε τα στοιχεία αυτού του πίνακα κατά µήκος
των διαγωνίων µε κατεύθυνση από τα αριστερά προς τα δεξιά, ως εξής:

a11, a
2
1, a

1
2, a

3
1, a

2
2, a

1
3, . . .
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Από την παραπάνω διαδικασία αρίθµησης προκύπτει απεικόνιση π : N → A επί (ορίστε
την π). Το συµπέρασµα έπεται από το (ϐ) της πρότασης Α΄.2.3. 2

Η επόµενη πρόταση αποδεικνύει ότι υπάρχουν σύνολα τα οποία δεν είναι αριθµήσιµα.
Αυτό µάλιστα ισχύει για τα µη τετριµµένα διαστήµατα στο R.

Πρόταση Αʹ.2.7. Το σύνολο [0, 1] = {x ∈ R : 0 6 x 6 1} είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Το σύνολο [0, 1] είναι άπειρο. ΄Εστω ότι είναι αριθµήσιµο. Τότε, µπορούµε να
γράψουµε

[0, 1] = {xn : n = 1, 2, . . . }.

∆ιαιρούµε το [0, 1] σε τρία διαδοχικά ισοµήκη διαστήµατα ως εξής: [0, 1] = [0, 1/3] ∪
[1/3, 2/3] ∪ [2/3, 1]. Τότε, τουλάχιστον ένα από αυτά τα τρία διαστήµατα δεν περιέχει το
x1. Ονοµάζουµε αυτό το διάστηµα I1 και το διαιρούµε σε τρία ισοµήκη διαδοχικά κλειστά
διαστήµατα µήκους 1/9. Τουλάχιστον ένα από αυτά δεν περιέχει το x2. Ονοµάζουµε αυτό
το διάστηµα I2. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο, οπότε παίρνουµε µια ϕθίνουσα ακολουθία
κλειστών διαστηµάτων In = [an, bn] µε xn /∈ In και bn − an = 3−n → 0. Από την αρχή
κιβωτισµού ισχύει

⋂∞
n=1 In = {x}. Αφού x ∈ [0, 1], υπάρχει n0 ∈ N ώστε x = xn0 . ΄Ατοπο,

διότι x ∈ In για κάθε n ∈ N ενώ xn0 /∈ In0 . 2

Σηµείωση: Παρατηρήστε ότι η πληρότητα των πραγµατικών αριθµών παίζει ουσιαστικό
ϱόλο στην απόδειξη : χρησιµοποιήσαµε την αρχή του κιβωτισµού. Σε αντιδιαστολή, το
σύνολο Q ∩ [0, 1] είναι αριθµήσιµο.

Πόρισµα Αʹ.2.8. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών R και το σύνολο των αρρήτων R\Q
είναι υπεραριθµήσιµα.

Τέλος, δείχνουµε ότι το σύνολο των δυαδικών ακολουθιών είναι υπεραριθµήσιµο.

Θεώρηµα Αʹ.2.9 (Cantor). Το σύνολο των δυαδικών ακολουθιών

2N = {0, 1}N = {x = (x(n)) : x(n) ∈ {0, 1}, n = 1, 2, . . . }

είναι υπεραριθµήσιµο.

Απόδειξη. Το επιχείρηµα της απόδειξης είναι γνωστό ως δεύτερο διαγώνιο επιχείρηµα του

Cantor. Αρχικά παρατηρούµε ότι το σύνολο 2N είναι άπειρο. ΄Εστω ότι είναι αριθµήσιµο.
Τότε, υπάρχει µια αρίθµηση των στοιχείων του: 2N = {xn : n = 1, 2, . . . }, όπου κάθε
xn είναι δυαδική ακολουθία. Μπορούµε τότε να παραστήσουµε τα στοιχεία xn και τις
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συντεταγµένες τους σε µορφή άπειρου πίνακα:

x1 = (x1(1), x1(2), x1(3), . . . , x1(k), . . .)

x2 = (x2(1), x2(2), x2(3), . . . , x2(k), . . .)

x3 = (x3(1), x3(2), x3(3), . . . , x3(k), . . .)

...

xn = (xn(1), xn(2), xn(3), . . . , xn(k), . . .)

...

Κοιτάµε το πρώτο στοιχείο στην πρώτη συντεταγµένη, το δεύτερο στοιχείο στη δεύτερη
συντεταγµένη, το τρίτο στοιχείο στην τρίτη συντεταγµένη κ.ο.κ. ∆ηλαδή, κινούµαστε στην
«κύρια διαγώνιο» του πίνακα και ϐάσει αυτής ορίζουµε το εξής στοιχείο του 2N:

y = (1− x1(1), 1− x2(2), . . . , 1− xk(k), . . .)

Τότε, για κάθε n ∈ N είναι xn 6= y διότι xn(n) 6= 1 − xn(n) = y(n). Με άλλα λόγια, το y
διαφέρει από το x1 στην πρώτη ϑέση, από το x2 στη δεύτερη ϑέση κ.ο.κ. ΄Ετσι οδηγούµαστε
σε αντίφαση. 2


