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Κεφάλαιο 1

Μέτρο Lebesgue

1.1 Οµάδα Α

1. (α) ΄Εστω A ϕραγµένο υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι λ∗(A) < +∞.

(ϐ) ΄Εστω ότι το A ⊆ Rd έχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σηµείο. ∆είξτε ότι λ∗(A) > 0.

Υπόδειξη. (α) Αφού το A είναι ϕραγµένο, υπάρχει α > 0 ώστε A ⊆ (−α, α)d. Από τον
ορισµό του εξωτερικού µέτρου,

λ∗(A) 6 `((−α, α)d) = (2α)d < +∞.

(ϐ) ΄Εστω x0 εσωτερικό σηµείο του A. Υπάρχει ανοικτό διάστηµα I ⊂ A ώστε x0 ∈ I. Από
τη µονοτονία του εξωτερικού µέτρου,

λ∗(A) > λ∗(I) = `(I) > 0.

2. (α) Αν το A είναι µετρήσιµο και λ(A4B) = 0, τότε το B είναι µετρήσιµο και λ(B) =

λ(A) (µε A4B συµβολίζουµε τη συµµετρική διαφορά (A \B) ∪ (B \A) των A και B).

(ϐ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, τότε

λ(A ∪B) + λ(A ∩B) = λ(A) + λ(B).

(γ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, A ⊆ B και λ(A) = λ(B) < +∞, τότε λ(B \A) = 0.

(δ) ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµων συνόλων A,B µε A ⊆ B και λ(A) = λ(B), αλλά
λ(B \A) > 0.

Υπόδειξη. (α) Από την λ(A4B) = 0 έχουµε ότι τα A \ B, B \ A είναι µετρήσιµα και
λ(A \B) = 0 και λ(B \A) = 0. Γράφοντας

B = (A ∩B) ∪ (B \A) = [A \ (A \B)] ∪ (B \A),

1
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συµπεραίνουµε ότι το B είναι µετρήσιµο, και

λ(B) = [λ(A)− λ(A \B)] + λ(B \A) = λ(A).

(ϐ) Γράφουµε

λ(A) + λ(B) = λ(A ∩B) + λ(A \B) + λ(B) = λ(A ∩B) + λ(A ∪B),

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι τα A \B, B είναι ξένα και A ∪B = (A \B) ∪B.

(γ) Από την B = A ∪ (B \ A) παίρνουµε λ(B) = λ(A) + λ(B \ A), διότι τα A και B \ A
είναι ξένα. Αφού λ(A) = λ(B) < +∞, διαγράφοντάς τα, από την προηγούµενη ισότητα
παίρνουµε λ(B \A) = 0.

(δ) Αν A = [1,+∞) και B = [0,+∞), τότε A ⊆ B, λ(A) = λ(B) = +∞ και B \A = [0, 1),
δηλαδή λ(B \A) = 1 > 0.

3. (α) Αν A,B ⊆ R και λ∗(B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A ∪B) = λ∗(A).

(ϐ) Αν A,B ⊆ R και λ∗(A4B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A) = λ∗(B).

Υπόδειξη. (α) Αφού A ⊆ A ∪ B, έχουµε λ∗(A) 6 λ∗(A ∪ B). Από την υπόθεση και από
την υποπροσθετικότητα του εξωτερικού µέτρου προκύπτει η αντίστροφη ανισότητα:

λ∗(A ∪B) 6 λ∗(A) + λ∗(B) = λ∗(A),

διότι λ∗(B) = 0.

(ϐ) Παρατηρήστε ότι λ∗(A \ B) 6 λ∗(A4B) = 0. Συνεπώς, λ∗(A \ B) = 0. ΄Οµοια,
λ∗(B \A) = 0. Γράφουµε

λ∗(A) 6 λ∗(A ∪B) = λ∗(B ∪ (A \B))

6 λ∗(B) + λ∗(A \B) = λ∗(B).

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι λ∗(B) 6 λ∗(A).

4. (α) ΄Εστω A ⊆ R και t > 0. Συµβολίζουµε µε tA το σύνολο tA = {tx : x ∈ A}. ∆είξτε
ότι λ∗(tA) = t λ∗(A).

(ϐ) ΄Εστω f : B ⊆ R → R συνάρτηση Lipschitz µε σταθερά C, δηλαδή |f(x) − f(y)| 6
C|x− y| για κάθε x, y ∈ B. ∆είξτε ότι

λ∗(f(A)) 6 Cλ∗(A)

για κάθε A ⊆ B.
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(γ) ΄Εστω A ⊆ R µε λ(A) = 0. ∆είξτε ότι το σύνολο A′ = {x2 | x ∈ A} έχει επίσης µέτρο
λ(A′) = 0.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι αν {In}∞n=1 είναι µια κάλυψη του A από ανοικτά διαστή-
µατα, τότε η {Jn}∞n=1, όπου Jn = tIn, είναι κάλυψη του tA και

∞∑
n=1

`(Jn) = t
∞∑
n=1

`(In),

διότι `(tI) = t`(I) για κάθε διάστηµα (εξηγήστε γιατί). ΄Επεται ότι

λ∗(tA) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : tA ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
6 inf

{ ∞∑
n=1

`(tIn) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}

= inf

{
t
∞∑
n=1

`(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= t λ∗(A).

(ϐ) ΄Εστω {In}∞n=1 µια κάλυψη του A από ανοικτά διαστήµατα. Μπορούµε να υποθέσουµε
ότι A ∩ In 6= ∅ για κάθε n ∈ N. Αν x, y ∈ A ∩ In, τότε

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y| 6 C `(In).

Συνεπώς, diam(f(A ∩ In)) 6 C `(In). ΄Επεται ότι το σύνολο f(A ∩ In) περιέχεται σε
διάστηµα Jn µήκους `(Jn) 6 C `(In) (εξηγήστε γιατί). Η {Jn}∞n=1 είναι κάλυψη του f(A)

και
∞∑
n=1

`(Jn) 6 C

∞∑
n=1

`(In).

΄Επεται ότι

λ∗(f(A)) = inf

{ ∞∑
n=1

`(Jn) : f(A) ⊆
∞⋃
n=1

Jn

}
6 inf

{ ∞∑
n=1

C `(In) : A ⊆
∞⋃
n=1

In

}
= C λ∗(A).

(γ) Για κάθε n ∈ N ορίζουµε An = A ∩ [−n, n]. Παρατηρήστε ότι λ(An) = 0 και ότι η
f(x) = x2 είναι 2n-Lipschitz στο An. Από το (ϐ) συµπεραίνουµε ότι

λ∗(f(An)) 6 2nλ(An) = 0

για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι

λ∗(f(A)) = λ∗

( ∞⋃
n=1

f(An)

)
6
∞∑
n=1

λ∗(f(An)) = 0,
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δηλαδή, λ(f(A)) = 0.

5. (α) ΄Εστω E ⊆ R µε 0 < λ∗(E) < +∞ και έστω 0 < α < 1. ∆είξτε ότι υπάρχει ανοικτό
διάστηµα I µε την ιδιότητα

λ∗(E ∩ I) > α `(I).

(ϐ) ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R και δ > 0 ώστε λ(A∩ I) > δ `(I) για κάθε ανοικτό
διάστηµα. ∆είξτε ότι λ(Ac) = 0.

Υπόδειξη. (α) Από τον ορισµό του εξωτερικού µέτρου, για κάθε ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε
ακολουθία {In} ανοικτών διαστηµάτων ώστε A ⊆

⋃∞
n=1 In και

∞∑
n=1

λ(In) < (1 + ε)λ∗(A)

(εδώ χρησιµοποιείται η υπόθεση ότι 0 < λ∗(E) < +∞, εξηγήστε γιατί). Από την υποπρο-
σθετικότητα του λ∗ παίρνουµε

λ∗(A) 6
∞∑
n=1

λ∗(A ∩ In).

Από τις παραπάνω ανισότητες έπεται ότι, για κάποιον m ∈ N,

λ∗(A ∩ Im) >
1

1 + ε
`(Im).

Παίρνοντας ε = 1
α − 1 > 0 έχουµε το Ϲητούµενο.

Σηµείωση. Το συµπέρασµα ισχύει και στην περίπτωση που λ∗(E) = ∞. Παρατηρήστε
ότι υπάρχει M > 0 ώστε το EM := E ∩ [−M,M ] να ικανοποιεί την 0 < λ∗(EM ) < ∞.
Εφαρµόζοντας το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 5 (α) για το EM , ϐρίσκουµε ανοιχτό διάστηµα
I µε την ιδιότητα

λ∗(E ∩ I) > λ∗(EM ∩ I) > α `(I).

(ϐ) Αφού λ(A ∩ I) 6 `(I) για κάθε ανοικτό διάστηµα I, συµπεραίνουµε ότι 0 < δ 6 1. Αν
πάλι δ = 1, έχουµε λ(A∩ (−n, n)) = 2n για κάθε n ∈ N, δηλαδή λ(Ac ∩ (−n, n)) = 0 για
κάθε n ∈ N, άρα λ(Ac) = 0 (εξηγήστε τα ϐήµατα).

Υποθέτουµε λοιπόν ότι 0 < δ < 1. ΄Εστω ότι λ(Ac) > 0. Από το (α) υπάρχει ανοικτό
διάστηµα I µε την ιδιότητα

λ(Ac ∩ I) > (1− δ) `(I).

Τότε,
λ(A ∩ I) = λ(I)− λ(Ac ∩ I) < `(I)− (1− δ) `(I) = δ `(I),
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το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση.

6. ΄Εστω A,B ⊆ R µε

dist(A,B) = inf{|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0.

∆είξτε ότι
λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

Υπόδειξη. Η ανισότητα λ∗(A ∪ B) 6 λ∗(A) + λ∗(B) ισχύει πάντα, από την υποπροσθετι-
κότητα του εξωτερικού µέτρου.

Για την αντίστροφη ανισότητα µπορούµε να υποθέσουµε ότι λ∗(A ∪ B) < ∞. ΄Εστω
ε > 0 και έστω {In}∞n=1 µια κάλυψη του A ∪ B από ανοικτά διαστήµατα. Για κάθε
n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένα το πλήθος ανοικτά διαστήµατα Jn,1, . . . , Jn,kn
µε µήκος µικρότερο από δ/2, όπου δ = dist(A,B), ώστε In ⊆ Jn,1∪· · ·∪Jn,kn και `(In) <∑kn

s=1 `(Jn,s) + ε
2n (αν In = (an, bn), ϑεωρήστε το κλειστό διάστηµα

[
an − ε

2n+1 , bn + ε
2n+1

]
και χωρίστε το σε kn διαδοχικά διαστήµατα µήκους µικρότερου από δ/2). Τότε, η {Jn,s :

n ∈ N, 1 6 s 6 kn} είναι κάλυψη του A ∪B από ανοικτά διαστήµατα µήκους µικρότερου
από δ/2, και

∞∑
n=1

`(In) <

∞∑
n=1

kn∑
s=1

`(Jn,s) + ε.

Αν {Us}∞s=1 είναι η οικογένεια των Jn,s για τα οποία A ∩ Jn,s 6= ∅ και {Vs}∞s=1 είναι η
οικογένεια των Jn,s για τα οποία B ∩ Jn,s 6= ∅, τότε A ⊆

⋃∞
s=1 Us, B ⊆

⋃∞
s=1 Vs και

Us∩Vm = ∅ για κάθε s,m: για τον τελευταίο ισχυρισµό παρατηρήστε ότι αν y ∈ Us∩Vm τότε
υπάρχουν a ∈ A∩Us και b ∈ B∩Vm ώστε |y−a| < `(Us) < δ/2 και |y−b| < `(Vm) < δ/2,
οπότε dist(A,B) 6 |a − b| 6 |a − y| + |y − b| < δ, το οποίο είναι άτοπο. Με άλλα λόγια,
καθένα από τα ανοικτά διαστήµατα Jn,s ανήκει σε µία το πολύ από τις {Us}∞s=1 και {Vs}∞s=1.
Τότε,

λ∗(A) + λ∗(B) 6
∞∑
s=1

`(Us) +
∞∑
s=1

`(Vs)

6
∞∑
n=1

kn∑
s=1

`(Jn,s)

<
∞∑
n=1

`(In) + ε.

Παίρνοντας infimum ως προς όλες τις καλύψεις {In}∞n=1 του A ∪B, συµπεραίνουµε ότι

λ∗(A) + λ∗(B) 6 λ∗(A ∪B) + ε,
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και, αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έχουµε ότι λ∗(A) + λ∗(B) 6 λ∗(A ∪B).

7. ΄Εστω A ⊆ R. ∆είξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το A είναι µετρήσιµο.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό F ⊆ R µε F ⊆ A και λ∗(A \ F ) < ε.

(iii) Υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και λ∗
(
A \ Γ

)
= 0.

Υπόδειξη. (i) ⇒ (ii). ΄Εστω ε > 0. Το A είναι µετρήσιµο, άρα το Ac είναι µετρήσιµο.
Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο G ώστε Ac ⊆ G και λ∗(G \ Ac) = λ(G \ Ac) < ε.
Θέτουµε F = Gc. Τότε, το F είναι κλειστό, F ⊆ A, και A \ F = G \Ac. Συνεπώς,

λ∗(A \ F ) = λ∗(G \Ac) < ε.

(ii) ⇒ (iii). Υποθέτοντας το (ii), για κάθε k ∈ N µπορούµε να ϐρούµε κλειστό Fk ⊆ R µε
Fk ⊆ A και λ∗(A \ Fk) < 1/k. Ορίζουµε Γ =

⋃∞
k=1 Fk. Το Γ είναι Fσ-σύνολο και Γ ⊆ A.

Παρατηρούµε ότι

λ∗(A \ Γ) 6 λ∗(A \ Fk) <
1

k

για κάθε k ∈ N, άρα
λ∗(A \ Γ) = 0.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει το (iii).

(iii)⇒ (i). Υποθέτουµε ότι υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και λ∗
(
A \ Γ

)
= 0. Το A \ Γ

είναι µετρήσιµο (έχει µηδενικό εξωτερικό µέτρο). Το Γ ανήκει στην Borel σ-άλγεβρα (ως
αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων). ΄Αρα, το Γ είναι µετρήσιµο. Γράφοντας

A = Γ ∪ (A \ Γ)

συµπεραίνουµε ότι το A είναι µετρήσιµο.

8. ΄Εστω E ένα υποσύνολο του R. Ορίζουµε το εσωτερικό µέτρο Lebesgue του E ϑέτοντας

λ(i)(E) = sup{λ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό}.

(α) ∆είξτε ότι λ(i)(E) 6 λ∗(E).

(ϐ) Υποθέτουµε ότι λ∗(E) < ∞. ∆είξτε ότι το E είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και µόνο αν
λ(i)(E) = λ∗(E).

(γ) ∆είξτε ότι αν λ∗(E) =∞ τότε η ισοδυναµία στο (ϐ) δεν είναι πάντα σωστή.
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Υπόδειξη. (α) Από τη µονοτονία του εξωτερικού µέτρου έχουµε λ(F ) 6 λ∗(E) για κάθε
κλειστό F ⊆ E. Συνεπώς,

λ(i)(E) = sup{λ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό} 6 λ∗(E).

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι το E είναι Lebesgue µετρήσιµο. ΄Εστω ε > 0. Ξέρουµε ότι
υπάρχει κλειστό F ⊆ E ώστε λ(E) < λ(F ) + ε. Από τον ορισµό του λ(i)(E) έπεται ότι
λ(E) < λ(i)(E) + ε. Το ε > 0 ήταν τυχόν, άρα λ∗(E) 6 λ(i)(E). Από το (α) προκύπτει η
ισότητα.

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι λ∗(E) = λ(i)(E) <∞. Μπορούµε τότε να ϐρούµε Gδ–
σύνολο G και Fσ–σύνολο F ώστε F ⊆ E ⊆ G και λ(F ) = λ∗(E) = λ(G) < ∞ (εξηγήστε
γιατί). Τότε, λ(G\F ) = λ(G)−λ(F ) = 0 και E \F ⊆ G\F , οπότε το E \F είναι Lebesgue
µετρήσιµο (µε λ(E \ F ) = 0). ΄Επεται ότι το E = F ∪ (E \ F ) είναι Lebesgue µετρήσιµο.

(γ) Αν λ∗(E) = ∞ τότε η ισοδυναµία στο (ϐ) δεν είναι πάντα σωστή, µε την εξής έννοια :
υπάρχει µη µετρήσιµο σύνολο E µε λ(i)(E) = λ∗(E) = ∞. Παράδειγµα: ϑεωρήστε ένα
µη µετρήσιµο A ⊂ [0, 1] και πάρτε σαν E το A ∪ [2,+∞).

9. ΄Εστω A ⊆ R µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < +∞.

(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = λ(A ∩ (−∞, x]) είναι συνεχής.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει µετρήσιµο σύνολο F µε F ⊆ A και λ(F ) = λ(A)/2.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Παρατηρήστε ότι

A ∩ (−∞, y] ⊆ (A ∩ (−∞, x]) ∪ [x, y],

άρα

f(y) = λ(A ∩ (−∞, y]) 6 λ(A ∩ (−∞, x]) + λ([x, y]) = f(x) + (y − x).

΄Επεται ότι, για κάθε x, y ∈ R,

|f(x)− f(y)| 6 |x− y|

(εξηγήστε γιατί), δηλαδή η f είναι 1-Lipschitz.

(ϐ) Παρατηρήστε ότι

lim
n→∞

f(n) = lim
n→∞

λ(A ∩ (−∞, n]) = λ(A)

και

lim
n→∞

f(−n) = lim
n→∞

λ(A ∩ (−∞,−n]) = λ(∅) = 0.
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Χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η ακολουθία A∩ (−∞, n] αυξάνει στο A και η ακολουθία
A∩ (−∞,−n] ϕθίνει στο κενό σύνολο (και λ(A∩ (−∞,−1]) 6 λ(A) <∞). Αφού η f είναι
συνεχής και

0 = lim
n→∞

f(−n) <
λ(A)

2
< lim

n→∞
f(n) = λ(A),

υπάρχει x ∈ R ώστε

f(x) = λ(A ∩ (−∞, x]) =
λ(A)

2
.

Θέτοντας F = A ∩ (−∞, x], παίρνουµε το Ϲητούµενο.

10. (α) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του Rd. Ορίζουµε τα σύνολα

lim supAn = {x ∈ R : x ∈ An για άπειρα n}

και

lim inf An = {x ∈ R : υπάρχει n0(x) ∈ N ώστε x ∈ An για κάθε n > n0(x)}.

∆είξτε ότι

lim supAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

(ϐ) ΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του Rd. ∆είξτε ότι :

(i) Τα lim supAn και lim inf An είναι µετρήσιµα σύνολα.

(ii) λ(lim inf An) 6 lim inf λ(An) και αν λ(∪∞n=1An) < +∞ τότε

lim supλ(An) 6 λ(lim supAn).

(iii) (Λήµµα Borel-Cantelli) Αν
∑∞

n=1 λ(An) < +∞, τότε λ(lim supAn) = 0.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι x ∈
⋂∞
n=1

⋃∞
k=nAk αν και µόνο αν για κάθε n ∈ N ισχύει

x ∈
⋃∞
k=nAk, δηλαδή αν και µόνο αν για κάθε n ∈ N υπάρχει k > n ώστε x ∈ Ak.

Εξηγήστε γιατί η τελευταία πρόταση ισχύει αν και µόνο αν x ∈ Ak για άπειρες τιµές του k.
Ανάλογα, παρατηρήστε ότι x ∈

⋃∞
n=1

⋂∞
k=nAk αν και µόνο υπάρχει n ∈ N ώστε x ∈⋂∞

k=nAk, δηλαδή αν και µόνο αν υπάρχει n ∈ N ώστε για κάθε k > n να ισχύει x ∈ Ak,
δηλαδή αν και µόνο αν το x ανήκει σε τελικά όλα τα Ak.

(ϐ) (i) Αφού κάθε An είναι µετρήσιµο σύνολο, από τις

lim supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak
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είναι ϕανερό ότι τα lim supAn και lim inf An είναι µετρήσιµα σύνολα (χρησιµοποιούµε το
γεγονός ότι αριθµήσιµες τοµές και αριθµήσιµες ενώσεις µετρήσιµων συνόλων είναι µετρή-
σιµα σύνολα).

(ii) Θέτουµε Bn =
⋂∞
k=nAk. Η ακολουθία (Bn) είναι αύξουσα και

⋃∞
n=1Bn = lim inf An.

΄Αρα,
λ(lim inf An) = lim

n→∞
λ(Bn).

Από την άλλη πλευρά, Bn ⊆ An άρα λ(Bn) 6 λ(An). Συνεπώς,

lim
n→∞

λ(Bn) 6 lim inf
n→∞

λ(An).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, έχουµε λ(lim inf An) 6 lim inf λ(An).
΄Οµοια, ϑέτουµε Cn =

⋃∞
k=nAk. Η ακολουθία (Cn) είναι ϕθίνουσα και

⋂∞
n=1Cn =

lim supAn. Από την υπόθεση έχουµε λ(C1) < +∞, άρα,

λ(lim supAn) = lim
n→∞

λ(Cn).

Από την άλλη πλευρά, An ⊆ Cn άρα λ(An) 6 λ(Cn). Συνεπώς,

lim sup
n→∞

λ(An) 6 lim
n→∞

λ(Cn).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, έχουµε lim supλ(An) 6 λ(lim supAn).

(iii) Με τον συµβολισµό του (ii), για κάθε n ∈ N έχουµε

λ(lim supAn) 6 λ(Cn) 6
∞∑
k=n

λ(Ak).

Αφού
∑∞

k=1 λ(Ak) < +∞, έχουµε

lim
n→∞

∞∑
k=n

λ(Ak) = 0.

΄Επεται ότι λ(lim supAn) = 0.

11. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείσ:

(i) Αν A ⊆ R και λ∗(A) = 0, τότε το A είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο σύνολο.

(ii) Αν A ⊆ R και το A δεν είναι µετρήσιµο, τότε λ∗(A) > 0.

(iii) Αν A,B ⊆ R, λ∗(A) < +∞, B ⊆ A, το B είναι µετρήσιµο και λ(B) = λ∗(A), τότε
το A είναι µετρήσιµο.
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(iv) ΄Εστω A ⊆ [a, b]. Τότε, λ∗(A) = 0 αν και µόνο αν υπάρχει κάλυψη του A από
µια ακολουθία ανοικτών διαστηµάτων (In) ώστε

∑∞
n=1 `(In) < +∞ και κάθε x ∈ A

ανήκει σε άπειρα το πλήθος από τα διαστήµατα In.

(v) Αν A ⊆ R τότε λ(A) = 0 αν και µόνο αν όλα τα υποσύνολα του A είναι µετρήσιµα.

Υπόδειξη. (i) Ψευδήσ: το σύνολο του Cantor έχει µηδενικό µέτρο αλλά είναι υπεραριθµή-
σιµο σύνολο.

(ii) Αληθήσ: κάθε σύνολο A ⊆ R µε λ∗(A) = 0 είναι µετρήσιµο.

(iii) Αληθήσ: για κάθε n ∈ N υπάρχει ανοικτό σύνολο Gn ώστε A ⊆ Gn και λ(Gn) <

1
n + λ∗(A). Ορίζουµε G =

∞⋂
n=1

Gn, οπότε B ⊆ A ⊆ G και

λ(G \B) = λ(G)− λ(B) <
1

n
,

για κάθε n ∈ N που σηµαίνει ότι το N = G \ B είναι σύνολο µηδενικού µέτρου. Τότε,
γράφοντας A = B ∪ (A ∩N) ϐλέπουµε ότι το A είναι µετρήσιµο.

(iv) Αληθήσ: αν λ∗(A) = 0, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει κάλυψη του A από ανοικτά
διαστήµατα (Jεn) ώστε

∑∞
n=1 `(J

ε
n) < ε. Θέτουµε In,m := J

1/2m

n . Τότε, η οικογένεια των
ανοικτών διαστηµάτων In,m έχει τις Ϲητούµενες ιδιότητες.

Αντίστροφα, έστω (In) κάλυψη του A από ανοικτά διαστηµάτων µε
∑∞

n=1 `(In) < +∞
και έστω ε > 0 Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

∑∞
n=n0

`(In) < ε. Αφού κάθε x ∈ A ανήκει σε
άπειρα (In), έπεται ότι A ⊆

⋃∞
n=n0

In. Τότε,

λ∗(A) 6
∞∑

n=n0

`(In) < ε < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έχουµε λ∗(A) = 0.

(v) Αληθήσ: αν λ(A) = 0, τότε προφανώς όλα τα υποσύνολά του είναι µετρήσιµα, και αν
λ(A) > 0, τότε έχουµε δείξει ότι το A περιέχει µη µετρήσιµο σύνολο.

12. (α) ΄Εστω A ⊆ [a, b] µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y ∈ R \Q.

(ϐ) (Λήµµα του Steinhaus) ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι το «σύνολο
διαφορών»

A−A := {x− y : x ∈ A, y ∈ A}

του A περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για κάποιο t > 0.

(γ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 1. ∆είξτε ότι υπάρχουν
x 6= y στο E ώστε x− y ∈ Z.
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Υπόδειξη. (α) Αν δεν ισχύει το Ϲητούµενο, τότε A − A = {x − y : x, y ∈ A} ⊆ Q. Αφού
λ(A) > 0 το A είναι µη κενό. Σταθεροποιούµε x0 ∈ A και από την

A− x0 ⊆ A−A ⊆ Q

συπεραίνουµε ότι το A − x0, άρα και το A, είναι αριθµήσιµο σύνολο. Τότε, λ(A) = 0, το
οποίο είναι άτοπο: από την υπόθεση έχουµε λ(A) > 0.

(ϐ) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < λ(A) < ∞ (αν λ(A) = ∞, ϑεωρούµε B ⊆ A µε
0 < λ(B) <∞, δείχνουµε ότι το B −B περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για κάποιο
t > 0, και τότε, A−A ⊇ B −B ⊇ (−t, t)).

΄Εστω λοιπόν A µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < ∞. Για τυχόν ε > 0 µπορούµε
να ϐρούµε ανοικτό σύνολο G ⊇ A ώστε λ(G) < (1 + ε)λ(A). Μπορούµε να γράψουµε
το G σαν αριθµήσιµη ένωση G =

⋃∞
k=1 Ik µη επικαλυπτόµενων διαστηµάτων. Θέτουµε

Ak = A ∩ Ik. Τότε,

λ(G) =

∞∑
k=1

`(Ik) και λ(A) =

∞∑
k=1

λ(Ak).

Από την λ(G) < (1 + ε)λ(A) έπεται ότι : υπάρχει k ∈ N ώστε

`(Ik) 6 (1 + ε)λ(A ∩ Ik).

Παίρνοντας ε = 1/3 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει διάστηµα I ώστε

λ(A ∩ I) >
3`(I)

4
.

Θέτουµε t = `(I)
2 . Θα δείξουµε ότι

(A ∩ I)− (A ∩ I) ⊇ (−t, t).

Αν αυτό δεν ισχύει, υπάρχει s ∈ (−t, t) ώστε τα σύνολα A ∩ I και (A ∩ I) + s να είναι
ξένα. Ταυτόχρονα, περιέχονται στο I ∪ (I + s), το οποίο είναι διάστηµα µήκους `(I) + |s|.
΄Επεται ότι

2λ(A ∩ I) = λ(A ∩ I) + λ((A ∩ I) + s) 6 `(I) + s <
3`(I)

2
,

δηλαδή λ(A ∩ I) < 3`(I)
4 , το οποίο είναι άτοπο. ΄Επεται ότι A− A ⊇ (A ∩ I)− (A ∩ I) ⊇

(−t, t).

(γ) Ορίζουµε Em = E ∩ [m,m + 1), m ∈ Z. Κάθε Em είναι Lebesgue µετρήσιµο, τα Em
είναι ξένα ανά δύο, και η ένωση τους είναι το E.
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Θέτουµε Fm = Em −m = {x−m : x ∈ Em}. Παρατηρήστε ότι Fm ⊆ [0, 1) για κάθε
m ∈ Z. Θα δείξουµε ότι υπάρχουν m 6= n στο Z ώστε Fm ∩ Fn 6= ∅. Πράγµατι, αν τα Fm
ήταν ξένα ανά δύο, τότε ϑα είχαµε

1 = λ([0, 1)) > λ

( ⋃
m∈Z

Fm

)
=
∑
m∈Z

λ(Fm).

΄Οµως, λ(Fm) = λ(Em) για κάθε m. Συνεπώς,∑
m∈Z

λ(Fm) =
∑
m∈Z

λ(Em) = λ(E) > 1.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω ανισότητες καταλήγουµε σε άτοπο: 1 > 1.
Υπάρχουν λοιπόν m 6= n ώστε (Em −m) ∩ (En − n) 6= ∅. ∆ηλαδή, υπάρχουν x ∈ Em

και y ∈ En ώστε
x−m = y − n.

Με άλλα λόγια, υπάρχουν x, y στο E ώστε x− y = m− n ∈ Z \ {0}.

13. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι το σύνολο

A = {x ∈ R : η f είναι συνεχής στο x}

είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

Am =

{
x ∈ R : υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε y, z ∈ (x− δ, x+ δ), |f(y)− f(z)| < 1

m

}
.

Παρατηρούµε ότι A =
∞⋂
m=1

Am. ΄Εστω x ∈ A και έστω m ∈ N. Αφού η f είναι συνεχής στο

x, υπάρχει δ > 0 ώστε, για κάθε y ∈ (x − δ, x + δ) ισχύει |f(y) − f(x)| < 1
2m . Τότε, για

κάθε y, z ∈ (x− δ, x+ δ) έχουµε

|f(y)− f(z)| 6 |f(y)− f(x)|+ |f(x)− f(z)| < 1

2m
+

1

2m
=

1

m
,

άρα x ∈ Am. Αφού το m ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι A ⊆
∞⋂
m=1

Am. Αντίστροφα, αν

x ∈
∞⋂
m=1

Am µπορούµε να δείξουµε ότι x ∈ A: έστω ε > 0. Βρίσκουµε m ∈ N µε 1
m < ε,

και αφού x ∈ Am µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν y, z ∈ (x− δ, x+ δ)

τότε |f(y)−f(z)| < 1
m . Ειδικότερα, για κάθε y ∈ (x−δ, x+δ), ϑέτοντας z = x, παίρνουµε

|f(y)− f(x)| < 1

m
< ε.



1.1. ΟΜΑ∆Α Α 13

Αυτό αποδεικνύει ότι η f είναι συνεχής στο x, δηλαδή x ∈ A. ΄Ετσι,
∞⋂
m=1

Am ⊆ A.

Επίσης, κάθε Am είναι ανοικτό σύνολο. ΄Εστω x ∈ Am. Μπορούµε να ϐρούµε δ > 0

µε την εξής ιδιότητα : αν y, z ∈ (x − δ, x + δ) τότε |f(y) − f(z)| < 1
m . Θα δείξουµε ότι

(x− δ, x+ δ) ⊆ Am, δηλαδή το x είναι εσωτερικό σηµείο του Am. ΄Εστω u ∈ (x− δ, x+ δ).
Υπάρχει δ1 > 0 ώστε (u−δ1, u+δ1) ⊆ (x−δ, x+δ). Τότε, αν y, z ∈ (u−δ1, u+δ1) έχουµε
y, z ∈ (x− δ, x+ δ), άρα |f(y)− f(z)| < 1

m . Συνεπώς, u ∈ Am.

Αφού κάθε Am είναι ανοικτό σύνολο και A =
∞⋂
m=1

Am, έπεται ότι το A είναι Gδ–σύνολο.

14. ΄Εστω fn : R→ R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι το σύνολο

B = {x ∈ R : lim
n→∞

fn(x) = +∞}

είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι lim
n→∞

f(x) = +∞ αν και µόνο αν για κάθε s ∈ N υπάρχει
k ∈ N ώστε για κάθε n > k να ισχύει fn(x) > s. Συνεπώς,

B =

∞⋂
s=1

∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

{x ∈ R : fn(x) > s} .

Αφού οι fn είναι συνεχείς, κάθε σύνολο της µορφής {x : fn(x) > s} (όπου s, n ∈ N) είναι
ανοικτό. ΄Αρα, το B είναι σύνολο Borel.

15. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B)

είναι σύνολο Borel.

Υπόδειξη. ΄Εστω B η Borel σ-άλγεβρα. Ορίζουµε A = {A ⊆ R : f−1(A) ∈ B}.

(i) ΄Εχουµε f−1(R) = R ∈ B, άρα R ∈ A.

(ii) Αν A ∈ A τότε f−1(A) ∈ B και, αφού η B είναι σ–άλγεβρα, f−1(Ac) = R \ f−1(A) ∈
B. Συνεπώς, Ac ∈ A.

(iii) Αν An ∈ A, n ∈ N, τότε

f−1

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

f−1(An) ∈ B

διότι η B είναι σ–άλγεβρα. Συνεπώς,
⋃∞
n=1An ∈ A.

(iv) Αν A ⊆ R ανοικτό, τότε το f−1(A) είναι ανοικτό διότι η f είναι συνεχής, άρα
f−1(A) ∈ B. ∆ηλαδή, η A περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του R.
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΄Επεται ότι η A είναι σ–άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του R, άρα A ⊇ B.
Αυτό δείχνει ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B) είναι σύνολο Borel.

16. Για κάθε x ∈ [0, 1) συµβολίζουµε µε (x1, x2, x3, . . .) την δεκαδική παράσταση του x
(αν το x έχει δύο διαφορετικές δεκαδικές παραστάσεις ϑεωρούµε εκείνη που τελειώνει σε
άπειρα µηδενικά). Βρείτε το εξωτερικό µέτρο καθενός από τα σύνολα:

(i) A1 = {x ∈ [0, 1) : x1 6= 5}.

(ii) A2 = {x ∈ [0, 1) : x1 6= 5 και x2 6= 5}.

(iii) A3 = {x ∈ [0, 1) : για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5}.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

A1 =

[
0,

1

2

)
∪
[

6

10
, 1

)
.

Συνεπώς, λ(A1) = 9
10 .

(ϐ) Για τον ορισµό του A1 χωρίσαµε το [0, 1) σε δέκα ίσα και διαδοχικά ηµιανοικτά διαστή-
µατα [0, 1/10), [1/10, 2/10), . . . , [9/10, 1) και αφαιρέσαµε το [5/10, 6/10) το οποίο είναι το
σύνολο των x ∈ [0, 1) για τα οποία x1 = 5. Για να ορίσουµε το A2 χωρίζουµε καθένα από
τα υπόλοιπα διαστήµατα [k/10, (k + 1)/10), k 6= 5, σε δέκα ίσα και διαδοχικά ηµιανοικτά
διαστήµατα µήκους 1/102 και αφαιρούµε το ένα από αυτά (το έκτο κάθε ϕορά είναι το
σύνολο των σηµείων του υποδιαστήµατος για τα οποία x2 = 5). Αυτό σηµαίνει ότι το A2

αποτελείται από 81 ξένα ηµιανοικτά διαστήµατα µήκους 1/100. Συνεπώς,

λ(A2) =
81

100
=

(
9

10

)2

.

(γ) Συνεχίζοντας αυτόν τον συλλογισµό, ϐλέπουµε ότι το σύνολο

An = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5, . . . , xn 6= 5}

έχει µέτρο

λ(An) =

(
9

10

)n
.

Συνεπώς, για το σύνολο A = {x ∈ [0, 1) : για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5} έχουµε
A =

⋂∞
n=1An και, αφού η {An} είναι ϕθίνουσα ακολουθία συνόλων, παίρνουµε

λ(A) = lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

(
9

10

)n
= 0.



1.1. ΟΜΑ∆Α Α 15

17. ΄Εστω θ ∈ (0, 1). Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία κατασκευής του συνόλου του
Cantor µε τη διαφορά ότι στο n-οστό ϐήµα αφαιρούµε κεντρικό ανοικτό διά-
στηµα µήκους θ/3n από κάθε διάστηµα που έχει αποµείνει στο (n− 1)-οστό ϐήµα.

Καταλήγουµε σε ένα σύνολο Cθ «τύπου Cantor». ∆είξτε ότι :

(α) Το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει ανοικτά διαστήµατα.
(ϐ) Το Cθ είναι υπεραριθµήσιµο.
(γ) Το Cθ είναι µετρήσιµο και λ(Cθ) = 1− θ > 0.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το διάστηµα I(0) = [0, 1] και το χωρίζουµε σε τρία διαστήµατα:
το µεσαίο έχει µήκος θ

3 και τα άλλα δύο έχουν το ίδιο µήκος. Αφαιρούµε το ανοικτό
µεσαίο διάστηµα και ονοµάζουµε I(1) το σύνολο που αποµένει. Το I(1) είναι προφανώς
κλειστό σύνολο, και λ(I(1)) = 1 − θ

3 . Χωρίζουµε καθένα από τα δύο διαστήµατα που
σχηµατίζουν το I(1) σε τρία διαστήµατα: το µεσαίο έχει µήκος θ

32
και τα άλλα δύο έχουν το

ίδιο µήκος. Κατόπιν, αφαιρούµε το µεσαίο ανοικτό διάστηµα. Ονοµάζουµε I(2) το σύνολο
που αποµένει. Το I(2) είναι προφανώς κλειστό σύνολο, και

λ(I(2)) = λ(I(1))− 2
θ

32
= 1− θ

3
− 2

θ

32
.

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε για κάθε n = 1, 2, . . . ένα κλειστό
σύνολο I(n) έτσι ώστε η ακολουθία (I(n)) να έχει τις εξής ιδιότητεσ:

(i) I(n) ⊃ I(n+1) για κάθε n > 0.

(ii) Το I(n) είναι η ένωση 2n κλειστών διαστηµάτων που έχουν το ίδιο µήκος.

(iii) λ(I(n)) = 1− θ
3 − 2 θ

32
− · · · − 2n−1 θ

3n .

Τέλος, ορίζουµε

Cθ =

∞⋂
n=0

I(n).

Παρατηρούµε ότι

λ(Cθ) = lim
n→∞

λ(I(n)) = lim
n→∞

[
1− θ

(
1−

(
2

3

)n−1)]
= 1− θ.

Αν I(n)k είναι κάποιο από τα κλειστά διαστήµατα που σχηµατίζουν το I(n), τότε το µήκος του
I
(n)
k είναι ίσο µε 1

2n

[
1− θ

(
1−

(
2
3

)n−1)] → 0. Χρησιµοποιώντας αυτήν την πληροφορία
και δουλεύοντας όπως στην περίπτωση του κλασικού συνόλου του Cantor, µπορούµε να
δείξουµε ότι το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει διαστήµατα.
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18. ΄Εστω {qn}∞n=1 µια αρίθµηση του Q ∩ [0, 1]. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε

A(ε) =
∞⋃
n=1

(
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n

)
.

Τέλος, ϑέτουµε A =
∞⋂
j=1

A(1/j).

(α) ∆είξτε ότι λ(A(ε)) 6 2ε.

(ϐ) Αν ε < 1
2 δείξτε ότι το [0, 1] \A(ε) είναι µη κενό.

(γ) ∆είξτε ότι A ⊆ [0, 1] και λ(A) = 0.

(δ) ∆είξτε ότι Q ∩ [0, 1] ⊆ A και ότι το A είναι υπεραριθµήσιµο.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

λ(A(ε)) 6
∞∑
n=1

λ
((
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n
))

=
∞∑
n=1

2ε

2n
= 2ε.

(ϐ) Αν το [0, 1] \ A(ε) ήταν κενό, ϑα είχαµε [0, 1] ⊆ A(ε), οπότε 1 6 λ(A(ε)). ΄Οµως, αν
ε < 1

2 , από το (α) παίρνουµε λ(A(ε)) 6 2ε < 1.

(γ) Αφού 0 6 qn 6 1, για κάθε j ∈ N έχουµε A ⊆ A(1/j) ⊆ [−1/j, 1 + 1/j]. ΄Αρα,

A ⊆
∞⋂
j=1

[−1/j, 1 + 1/j] = [0, 1].

Επίσης, από το (α),
λ(A) 6 λ(A(1/j)) 6 2/j

για κάθε j ∈ N. ΄Αρα, λ(A) = 0.

(δ) ΄Εχουµε Q ∩ [0, 1] = {qn : n ∈ N} ⊆ A(1/j) για κάθε j ∈ N, άρα Q ∩ [0, 1] ⊆
∞⋂
j=1

A(1/j) = A.

Για κάθε j ∈ N, το [0, 1] \ A(1/j) είναι κλειστό και πουθενά πυκνό (διότι δεν περιέχει
ϱητούς). Ας υποθέσουµε ότι το A είναι αριθµήσιµο. Αν A = {xn : n ∈ N}, τότε µπορούµε
να γράψουµε

[0, 1] = A ∪ ([0, 1] \A) =

( ∞⋃
n=1

{xn}

)
∪

 ∞⋃
j=1

([0, 1] \A(1/j))

 .

Αυτό οδηγεί σε άτοπο: όλα τα σύνολα {xn}, [0, 1] \A(1/j) είναι κλειστά, άρα κάποιο από
αυτά ϑα έπρεπε να περιέχει διάστηµα, από το ϑεώρηµα του Baire. Συνεπώς, το A είναι
υπεραριθµήσιµο.
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19. (α) ΄Εστω {An} ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε την ιδιότητα

lim sup
n→∞

λ(An) = 1.

∆είξτε ότι : για κάθε 0 < α < 1 υπάρχει υπακολουθία {Akn} της {An} µε

λ

( ∞⋂
n=1

Akn

)
> α.

(ϐ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) <∞. ΄Εστω {An} ακολου-
ϑία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του E και έστω c > 0 µε την ιδιότητα λ(An) > c

για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι λ(lim supAn) > 0 και ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία
{kn} ϕυσικών µε την ιδιότητα

∞⋂
n=1

Akn 6= ∅.

Υπόδειξη. (α) Αφού lim sup
n→∞

λ(An) = 1, για κάθε ε > 0 και για κάθε m ∈ N µπορούµε να

ϐρούµε n > m ώστε λ(An) > 1− ε.
΄Εστω 0 < α < 1. Επαγωγικά, ϐρίσκουµε k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ώστε

λ(Akn) > 1− 1− α
2n

.

Τότε, αν ϑέσουµε Ackn := [0, 1] \Akn , έχουµε

λ

( ∞⋃
n=1

Ackn

)
6
∞∑
n=1

λ(Ackn) <
∞∑
n=1

1− α
2n

= 1− α.

Συνεπώς,

λ

( ∞⋂
n=1

Akn

)
= 1− λ

( ∞⋃
n=1

Ackn

)
> α.

(ϐ) Για κάθε k ∈ N έχουµε
∞⋃
n=k

An ⊇ Ak, άρα

λ

( ∞⋃
n=k

An

)
> λ(Ak) > c.

Αν ϑέσουµε Ek =
∞⋃
n=k

An, τότε Ek ↘ lim supAn και λ(E1) 6 λ(E) <∞. Συνεπώς,

λ(lim supAn) = lim
k→∞

λ(Ek) > c > 0.
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Αφού λ(lim supAn) > 0, έχουµε lim supAn 6= ∅. ∆ηλαδή, υπάρχει x ∈ E το οποίο ανήκει
σε άπειρα το πλήθος An. Ισοδύναµα, υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία {kn} ϕυσικών

µε την ιδιότητα x ∈
∞⋂
n=1

Akn . Με άλλα λόγια,
∞⋂
n=1

Akn 6= ∅.

20. Για κάθε A ∈M και για κάθε x ∈ R ορίζουµε

ρ(A, x) = lim
t→0+

λ(A ∩ (x− t, x+ t))

2t
,

αν αυτό το όριο υπάρχει. Ο ρ(A, x) είναι η µετρική πυκνότητα του A στο σηµείο x.

(α) ∆είξτε ότι ρ(Q, x) = 0 και ρ(R \Q, x) = 1 για κάθε x ∈ R.

(ϐ) ΄Εστω 0 < α < 1. Κατασκευάστε σύνολο A ⊆ R µε την ιδιότητα ρ(A, 0) = α.

Υπόδειξη. (α) Για κάθε x ∈ R και για κάθε t > 0 έχουµε

λ(Q ∩ (x− t, x+ t)) = 0 και λ((R \Q) ∩ (x− t, x+ t)) = 2t.

[Παρατηρήστε ότι τα δύο σύνολα είναι ξένα, έχουν ένωση το (x − t, x + t), και το πρώτο
είναι αριθµήσιµο ως υποσύνολο του Q.] ΄Επεται ότι

ρ(Q, x) = lim
t→0+

λ(Q ∩ (x− t, x+ t))

2t
= 0

και
ρ(R \Q, x) = lim

t→0+

λ((R \Q) ∩ (x− t, x+ t))

2t
= lim

t→0+

2t

2t
= 1.

(ϐ) Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

Cn =

(
− 1

n
,− 1

n+ 1

]
∪
[

1

n+ 1
,

1

n

)
.

Στη συνέχεια επιλέγουµε µετρήσιµο An ⊂ Cn ώστε λ(An) = αλ(Cn) (το Cn είναι απλό
σύνολο και η επιλογή του An δεν παρουσιάζει δυσκολίες – ϑυµηθείτε όµως και την ΄Ασκηση
9(ϐ)). Ορίζουµε

A =
∞⋃
n=1

An.

Παρατηρήστε ότι, αν 1
n+1 6 t < 1

n , τότε

λ(A ∩ (−t, t))
2t

6
λ(A ∩ (−1/n, 1/n))

2/(n+ 1)
=

2α/n

2/(n+ 1)
= α

n+ 1

n
6 α(1 + 2t),

και

λ(A ∩ (−t, t))
2t

>
λ(A ∩ (−1/(n+ 1), 1/(n+ 1)))

2/n
=

2α/(n+ 1)

2/n

= α
n

n+ 1
> α(1− 2t).
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΄Επεται ότι
lim
t→0+

λ(A ∩ (−t, t))
2t

= α,

δηλαδή ρ(A, 0) = α.

1.2 Οµάδα Β

21. ΄Εστω E και F δύο συµπαγή υποσύνολα του Rd µε E ⊂ F και λ(E) < λ(F ). ∆είξτε ότι
για κάθε α ∈

(
λ(E), λ(F )

)
µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές σύνολο K ώστε E ⊂ K ⊂ F

και λ(K) = α.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα το εξήσ: αν W είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του Rd µε
λ(W ) > 0, τότε, για κάθε 0 < β < λ(W ) µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές V ⊂ W ώστε
λ(V ) = β.

Πράγµατι, αφού το W είναι συµπαγές, µπορούµε να ϐρούµε κλειστό διάστηµα [a, b] ⊂
R και κλειστό διάστηµα Q ⊂ Rd−1 ώστε W ⊆ Q1 := [a, b]×Q. Ορίζουµε f : [a, b]→ R µε

f(t) = λ(W ∩ {x = (x1, . . . , xk) ∈ Q1 : a 6 x1 6 t}).

Η f είναι συνεχήσ: δείξτε ότι

|f(t)− f(s)| 6 λd−1(Q) |t− s|.

Αφού f(a) = 0 και f(b) = λ(W ), ο ισχυρισµός έπεται από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής.
2

΄Εστω τώρα E και F δύο συµπαγή υποσύνολα του Rd µε E ⊂ F και λ(E) < λ(F ).
΄Εστω α ∈

(
λ(E), λ(F )

)
. Αφού α − λ(E) < λ(F \ E), µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές

σύνολο W ⊆ F \ E µε λ(W ) > α − λ(E). Εφαρµόζοντας τον ισχυρισµό, ϐρίσκουµε
συµπαγές V ⊂W ώστε λ(V ) = α− λ(E). Αν ϑέσουµε K = E ∪ V , έχουµε ότι το K είναι
συµπαγές, E ⊂ K ⊂ F και λ(K) = α.

22. Κατασκευάστε ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : για
κάθε διάστηµα J ⊆ [0, 1],

λ(J ∩ E) > 0 και λ(J \ E) > 0.

Υπόδειξη. Ελέγξτε πρώτα ότι αν I είναι ένα διάστηµα µήκους α, και αν ακολουθήσουµε
τη διαδικασία κατασκευής του συνόλου του Cantor αφαιρώντας στο n-οστό ϐήµα ανοικτά
υποδιαστήµατα µήκους αδ/3n (όπου 0 < δ < 1), τότε το σύνολο που προκύπτει δεν
περιέχει διαστήµατα και έχει µέτρο α(1− δ).
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Παίρνουµε 0 < δ1 < 1 και κατασκευάζουµε σύνολο D1 στο [0, 1] µε τον παραπάνω
τρόπο. Το D1 δεν περιέχει διαστήµατα και λ(D1) = 1− δ1.

Το B1 = [0, 1] \D1 είναι µια αριθµήσιµη ένωση ανοικτών διαστηµάτων: B1 = ∪jR1
j .

Σε κάθε κλειστό διάστηµα R1
j , j ∈ N, κάνουµε την ίδια κατασκευή µε κάποιο 0 < δ2 < 1

(το ίδιο για κάθε j). Προκύπτει σύνολο D2
j που δεν περιέχει διαστήµατα και έχει µέτρο

λ(D2
j ) = (1− δ2)λ(R1

j ). Ορίζουµε

D2 = D1 ∪
(
∪∞j=1D

2
j

)
.

Τότε,
λ(D2) = (1− δ1) + (1− δ2)δ1 = 1− δ1δ2.

Το B2 = [0, 1] \D2 είναι πάλι µια αριθµήσιµη ένωση ανοικτών διαστηµάτων: B2 = ∪jR2
j .

Σε κάθε κλειστό διάστηµα R2
j , j ∈ N, κάνουµε την ίδια κατασκευή µε κάποιο 0 < δ3 < 1

(το ίδιο για κάθε j).
Επαγωγικά, ορίζουµε µια ακολουθία {Dn} υποσυνόλων του [0, 1] µε τις εξής ιδιότητεσ:

(i) Dn+1 ⊂ Bn = [0, 1] \Dn.

(ii) λ(Dn) = 1− δ1δ2 · · · δn.

(iii) Το Dn \ Dn−1 είναι ένωση αριθµήσιµων το πλήθος µη επικαλυπτόµενων κλειστών
συνόλων Dn

j , καθένα από τα οποία δεν περιέχει διαστήµατα.

Μπορούµε µάλιστα να επιλέξουµε συγκεκριµµένα δj = 2j+1
2j+2

ώστε

δ1δ2 · · · δn =
2n + 1

2n+1
→ 1

2
.

Ορίζουµε E = ∪∞n=1D
n. Τότε, λ(E) = lim

n→∞
λ(Dn) = lim

n→∞
(1 − δ1 · · · δn) = 1

2 . Το E είναι
µετρήσιµο, αφού κάθε Dn είναι σύνολο Borel.

΄Εστω J = [a, b] υποδιάστηµα του [0, 1]. Ο ισχυρισµός είναι ότι υπάρχει υποδιάστηµα
Rnj κάποιου Bn ώστε Rnj ⊆ J .

Απόδειξη. Με εις άτοπο απαγωγή. ΄Εστω ότι δεν υπάρχει R1
j ⊂ B1 µε R1

j ⊆ J . Παρα-
τηρήστε ότι υπάρχει j ώστε R1

j ∩ J 6= ∅ (αλλιώς ϑα είχαµε J ⊆ D1, άτοπο). Αφού το
R1
j = (aj , bj) είναι ανοικτό, το R1

j ∩ J είναι διάστηµα. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεισ:

(α) aj < a < bj < b: υπάρχει R1
t = (at, bt) µε bj < at 6 b (αλλιώς, [bj , b] ⊆ D1 το

οποίο είναι άτοπο). Τότε όµως, υπάρχει R1
s = (as, bs) ⊆ [bj , at) λόγω της κατασκευής του

D1. ΄Αρα, υπάρχει R1
s ⊆ J . Αυτό είναι άτοπο.

(ϐ) a < aj < b < bj : καταλήγουµε σε άτοπο µε τον ίδιο τρόπο.
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(γ) J = [a, b] ⊂ R1
j = (aj , bj): στο R1

j κατασκευάστηκε το D2
j . Επαναλαµβάνοντας το

συλλογισµό, ϐλέπουµε ότι είτε υπάρχει j ώστε R2
j ⊆ J ή υπάρχει j ώστε J ⊆ R2

j .

Συνεχίζοντας έτσι, ϐλέπουµε ότι είτε υπάρχουν n και j ώστε Rnj ⊆ J ή για κάθε n
υπάρχει j ώστε J ⊆ Rnj . Η δεύτερη περίπτωση αποκλείεται γιατί τότε ϑα είχαµε

λ(J) 6 inf
n
λ(Rnj ) = 0

(παρατηρήστε ότι λ(Rnj ) 6 δ1···δn
3n ). 2

Υπάρχει λοιπόν κάποιο Rnj , ανοικτό υποδιάστηµα κάποιου Dn, ώστε Rnj ⊆ J . ΄Οµως
τότε, στο Rnj κατασκευάστηκε το Dn+1

j , το οποίο έχει µέτρο λ(Rn+1
j ) = λ(Rnj )(1 − δn+1),

µέσα σε αυτό αριθµήσιµα το πλήθος Dn+2
j µε συνολικό µέτρο λ(Rnj )δn+1(1 − δn) κλπ.

∆ηλαδή, το συνολικό µέτρο των Dm
j , m > n που κατασκευάστηκαν µέσα στο Rnj είναι ίσο

µε

λ(Rnj )(1− δn+1δn+2 · · · ) = λ(Rnj )

(
1− 1

2δ1 · · · δn

)
.

΄Επεται ότι

λ(E ∩Rnj ) = λ(Rnj )

(
1− 1

2δ1 · · · δn

)
> 0 και λ(Rnj \ E) = λ(Rnj )

1

2δ1 · · · δn
> 0.

Αφού Rnj ⊆ J , συµπεραίνουµε ότι

λ(E ∩ J) > 0 και λ(J \ E) > 0.

23. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(E) <∞. ∆είξτε ότι, για κάθε
k ∈ N, υπάρχουν x, s ∈ R ώστε

x, x+ s, x+ 2s, . . . , x+ (k − 1)s ∈ E.

Υπόδειξη. Αφού λ(E) > 0, χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 5 ϐλέπουµε ότι υπάρχει διάστη-
µα [a, b] ώστε

λ(E ∩ [a, b]) >
k − 1

k
(b− a).

Θέτουµε A = E∩ [a, b]. Χωρίζουµε το [a, b) σε k διαδοχικά ηµιανοικτά διαστήµατα µήκους
s := b−a

k :

I1 = [a, a+ s), I2 = [a+ s, a+ 2s), . . . , Ik = [a+ (k − 1)s, b),
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και για κάθε j = 1, . . . , k ορίζουµε Aj = A ∩ Ij . Κατόπιν, για κάθε j = 1, . . . , k ϑέτουµε
Bj = Aj − (j − 1)s. Παρατηρήστε ότι Bj ⊆ I1 = [a, a + s) για κάθε j = 1, . . . , k και
B1 = A1. Θα δείξουµε ότι

(∗)
k⋂
j=1

Bj 6= ∅.

Τότε, αν πάρουµε κάποιο x ∈
⋂k
j=1Bj ϑα έχουµε ότι x ∈ Bj = Aj − (j − 1)s δηλαδή

x+ (j − 1)s ∈ Aj για κάθε j = 1, . . . , k. Αφού Aj ⊆ A ⊆ E για κάθε j, έπεται ότι

x, x+ s, x+ 2s, . . . , x+ (k − 1)s ∈ E.

Για την απόδειξη της (∗) γράφουµε

λ

I1 \ k⋂
j=1

Bj

 = λ

 k⋃
j=1

(I1 \Bj)

 6
k∑
j=1

λ(I1 \Bj)

=
k∑
j=1

λ((I1 + (j − 1)s) \ (Bj + (j − 1)s)) =
k∑
j=1

λ(Ij \Aj)

=
k∑
j=1

λ(Ij \ (A ∩ Ij)) =
k∑
j=1

λ(Ij ∩Ac) = λ([a, b] \A)

<
1

k
(b− a) = λ(I1).

΄Αρα, το I1 \
⋂k
j=1Bj είναι γνήσιο υποσύνολο του I1, και έπεται η (∗).

24. ΄Εστω A,B ⊆ R µε λ(A) > 0 και λ(B) > 0. ∆είξτε ότι το A+B περιέχει διάστηµα.

Υπόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι τα A και B έχουν πεπερασµένο και ϑετικό µέτρο.
Μπορούµε να ϐρούµε αριθµήσιµη ένωση G =

⋃∞
k=1 Ik διαστηµάτων, που οι κορυφές τους

έχουν ϱητές συντεταγµένες, ώστε A ⊆ G και
∞∑
k=1

`(Ik) 6
4

3
λ(A) 6

4

3

∞∑
k=1

λ(A ∩ Ik).

΄Επεται ότι υπάρχει k ∈ N ώστε

`(Ik) 6
4

3
λ(A ∩ Ik).

Εφαρµόζοντας το ίδιο επιχείρηµα και στοB, καταλήγουµε στο εξήσ: υπάρχουν διαστήµατα
I0 και J0 µε ϱητά άκρα, ώστε

(∗) λ(A ∩ I0) >
3

4
λ(I0) και λ(B ∩ J0) >

3

4
λ(J0).
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Αφού τα µήκη των I0 και J0 είναι ϱητοί αριθµοί, µπορούµε να ϐρούµεm,n ∈ N ώστε τα I0
και J0 να χωρίζονται σε m και n διαδοχικά διαστήµατα αντίστοιχα, που όλα έχουν το ίδιο
µήκος. Χρησιµοποιώντας και την (∗) ϐλέπουµε τώρα ότι υπάρχουν διαστήµατα I1 και J1
που έχουν το ίδιο µήκος, ώστε

λ(A ∩ I1) >
3

4
λ(I1) και λ(B ∩ J1) >

3

4
λ(J1).

Με άλλα λόγια, υπάρχει διάστηµα I µε κέντρο το 0 και υπάρχουν x, y ∈ R ώστε

λ((A− x) ∩ I) >
3

4
λ(I) και λ((B − y) ∩ I) >

3

4
λ(I).

΄Επεται ότι
λ((A− x) ∩ (B − y) ∩ I) >

1

2
λ(I) > 0.

Θέτουµε C = (A−x)∩(B−y). Από το Λήµµα του Steinhaus, το C−C περιέχει διάστηµα
µε κέντρο το 0. Αφού

A−B − (x+ y) = (A− x)− (B − y) ⊇ C − C,

συµπεραίνουµε ότι τοA−B περιέχει διάστηµα. Αντικαθιστώντας τοB µε το−B παίρνουµε
το Ϲητούµενο.

25. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε x, y ∈ E
ισχύει 1

2(x+ y) ∈ E. ∆είξτε ότι το E έχει µη κενό εσωτερικό.

Υπόδειξη. Θεωρούµε το E
2 =

{
x
2 : x ∈ E

}
. Αφού το E έχει ϑετικό µέτρο, το E

2 είναι
µετρήσιµο και έχει ϑετικό µέτρο :

λ

(
E

2

)
=
λ(E)

2
> 0.

Από την ΄Ασκηση 24, το σύνολο E
2 + E

2 περιέχει κάποιο διάστηµα.
΄Οµως, από την υπόθεση έπεται άµεσα ότι E2 + E

2 ⊆ E. ΄Αρα, το E περιέχει διάστηµα.
Ειδικότερα, έχει µη κενό εσωτερικό.

26. ∆είξτε ότι το σύνολο των x ∈ [0, 2π) για τα οποία η ακολουθία {sin(2nx)}∞n=1 συγκλίνει
έχει µηδενικό µέτρο Lebesgue.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι αν sin(2nx)→ a τότε a = 0. Πράγµατι, αν sin(2nx)→ a 6=
0 τότε, για µεγάλα n, έχουµε sin(2nx) 6= 0, άρα

cos(2nx) =
sin(2n+1x)

2 sin(2nx)
→ 1

2
.
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΄Οµως, τότε

sin2(2nx) =
1− cos(2n+1x)

2
→ 1

4
,

άρα

1 = cos2(2nx) + sin2(2nx)→ 1

4
+

1

4
=

1

2
,

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, το σύνολο A των x ∈ [0, 2π) για τα οποία η ακολουθία
{sin(2nx)}∞n=1 συγκλίνει είναι το

A = {x ∈ [0, 2π) : sin(2nx)→ 0}.

Το A είναι µετρήσιµο: ϑέτουµε fk(x) = sin(2kx), και Ak,m =
{
x ∈ [0, 2π) : |fk(x)| < 1

m

}
.

Για κάθε k,m ∈ N η fk είναι συνεχής, άρα το Ak,m είναι ανοικτό στο [0, 2π), και µπορούµε
να δούµε ότι

A =

∞⋂
m=1

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak,m.

΄Αρα, το A είναι µετρήσιµο.
Υποθέτουµε ότι λ(A) > 0 και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Παρατηρούµε ότι αν x, y ∈ A

τότε
sin

(
2n
x+ y

2

)
= sin(2n−1x) cos(2n−1y) + cos(2n−1x) sin(2n−1y)→ 0,

συνεπώς x+y
2 ∈ A. Από την ΄Ασκηση 25, το A, άρα και το 1

2πA ⊆ [0, 1], έχουν µη κενό
εσωτερικό.

΄Επεται ότι το 1
2πA περιέχει έναν τριαδικό ϱητό, της µορφής k

3m , όπου k ∈ N µε

0 < k < 3m, και ο k δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. Τότε, sin
(
2n+1

3m kπ
)
→ 0, άρα και η

sin
(
2n

3 kπ
)
→ 0. Ειδικότερα, sin

(
22n+1

3 kπ
)
→ 0. Παρατηρούµε ότι 3 | 4n − 1, άρα 6 |

22n+1 − 2. Εποµένως, ο 22n+1−2
3 είναι άρτιος, άρα sin

(
22n+1

3 kπ
)

= sin
(
2k
3 π
)
. Εποµένως,

η sin
(
2k
3 π
)
(η οποία είναι σταθερή) συγκλίνει στο 0. Αυτό όµως είναι άτοπο, αφού ο 2k

3 π

δεν είναι ακεραιο πολλαπλάσιο του π.

27. ΄Εστω A ⊂ R µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι

λ
(
R \ (A+ Q)

)
= 0.

Υπόδειξη. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ΄Ασκηση 24. Αν είχαµε λ
(
R\(A+Q)

)
> 0

τότε το σύνολο A−
(
R \ (A+ Q)

)
ϑα περιείχε κάποιο διάστηµα I. Παρατηρούµε όµως ότι

αν x ∈ A−
(
R\ (A+Q)

)
τότε x /∈ Q (αλλιώς ϑα είχαµε −x ∈ Q και x = a−y, όπου a ∈ A

και y /∈ A+ Q, το οποίο ϑα οδηγούσε στην a− x = y /∈ A+ Q το οποίο είναι άτοπο).
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Αφού το διάστηµα I περιέχει ϱητούς, οδηγούµαστε σε άτοπο.

Απευθείας απόδειξη. Θα δείξουµε ότι : για κάθε n > 1 υπάρχει πεπερασµένο Jn ⊆ Q ώστε

(∗) λ

(
[0, 1] \

⋃
t∈Jn

(A+ t)

)
<

2

n
.

Αν ϑέσουµε J =
⋃∞
n=1 Jn τότε προκύπτει άµεσα ότι

λ

(
[0, 1] \

⋃
t∈J

(A+ t)

)
= 0.

Τέλος, αν ορίσουµε I =
⋃
r∈Z(J + r) και γράψουµε το I στη µορφή {ts : s ∈ N} (παρατη-

ϱήστε ότι το I είναι αριθµήσιµο) µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι

λ
(
R \

∞⋃
s=1

(A+ ts)
)
6
∑
r∈Z

λ

(
[r, r + 1] \

⋃
t∈J+r

(A+ t)

)
= 0

και αφού
⋃
r∈Z

(J + r) ⊆ Q έπεται το Ϲητούµενο.

Για την απόδειξη της (∗) παρατηρούµε ότι αν επιλέξουµε k ∈ N αρκετά µεγάλο και
I =

[
y − 1

k , y + 1
k

]
για κατάλληλο y ∈ Q, έχουµε

λ (A ∩ I) >

(
1− 1

n

)
2

k
,

άρα

λ(I \A) 6
1

n

2

k
.

Τώρα, [0, 1] =
⋃k−1
j=1

[ j
k −

1
k ,

j
k + 1

k

]
. ΄Αρα,

[0, 1] \
k−1⋃
j=1

(A+
j

k
− y) ⊆

k−1⋃
j=1

(
(I \A) +

j

k

)
.

Θέτοντας Jn = { jk − y : j = 1, . . . , k − 1} παίρνουµε

λ

(
[0, 1] \

⋃
t∈Jn

(A+ t)

)
6

k−1∑
j=1

λ

(
(I \A) +

j

k

)
= (k − 1)λ(I \A) <

2(k − 1)

k

1

n
<

2

n
.

28. ∆είξτε ότι υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα A,B ⊆ R µε λ(A) = λ(B) = 0 και λ(A+B) >

0. Μπορεί το A+B να περιέχει διάστηµα ;

Υπόδειξη. Μπορούµε να δείξουµε ότι C+C/2 ⊇ [0, 1], όπου C είναι το σύνολο του Cantor
και C/2 = {x/2 : x ∈ C}. Πράγµατι, έστω x ∈ [0, 1]. Θεωρούµε το τριαδικό ανάπτυγµα
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x = 0.x1x2 . . . xn . . . του x. Για κάθε n έχουµε xn ∈ {0, 1, 2}. Ορίζουµε yn = xn αν
xn ∈ {0, 2} και yn = 0 αν xn = 1. Επίσης, ορίζουµε zn = xn − yn για κάθε n, δηλαδή
zn = 0 αν xn ∈ {0, 2} και zn = 1 αν xn = 1. Παρατηρήστε ότι y ∈ C: κάθε yn = 0 ή
2. Επίσης, αν ϑέσουµε u = 2y = 0.(2y1)(2y2) . . . (2yn) . . ., τότε u ∈ C: κάθε un = 0 ή 2.
΄Αρα,

x = y + z = y +
u

2
∈ C +

C

2
.

Τέλος, λ(C) = λ(C/2) = 0. Θέτοντας A = C και B = C/2 έχουµε το Ϲητούµενο.

29. ∆ώστε παράδειγµα ανοικτού υποσυνόλου G του [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : το σύνορο
του G έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue.

Υπόδειξη. Θεωρούµε ένα σύνολο D τύπου Cantor το οποίο έχει ϑετικό µέτρο (για παρά-
δειγµα, το σύνολο Cθ της ΄Ασκησης 17. ΄Ενα ανοικτό υποσύνολο G του [0, 1] µε την ιδιότητα
λ(∂(G)) > 0 είναι η ένωση των ανοικτών διαστηµάτων που αφαιρέθηκαν στα «περιττά» ϐή-
µατα της κατασκευής (το πρώτο, το τρίτο, κλπ). Για να το δούµε αυτό, ονοµάζουµε U την
ένωση των ανοικτών διαστηµάτων που αφαιρέθηκαν στα «άρτια» ϐήµατα της κατασκευής.
΄Εχουµε [0, 1] = G∪ (D∪U), και τα τρία αυτά σύνολα είναι ξένα. Τώρα, αποδείξτε τα εξήσ:

(i) G = G ∪ D. Το G ∪ D είναι κλειστό, διότι το [0, 1] \ (G ∪ D) = U είναι ανοικτό
σύνολο. Επίσης, G ⊆ G ∪D, αρκεί λοιπόν να δείξετε ότι κάθε x ∈ D είναι σηµείο
συσσώρευσης του G (αυτό είναι απλό: µιµηθείτε την απόδειξη του ότι κάθε x ∈ D
είναι σηµείο συσσώρευσης του D).

(ii) ∂(G ∪D) = D.

΄Επεται ότι λ(∂(G)) = λ(D) > 0.

30. Γνωρίζουµε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση ξένων ανοικτών
διαστηµάτων. ∆είξτε ότι ο δίσκος D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} δεν µπορεί να γραφτεί ως ξένη
ένωση ανοικτών ορθογωνίων.

Υπόδειξη. ΄Εστω ότι ο δίσκος µπορεί να γραφτεί ως ένωση ανοικτών και ξένων ορθογωνίων.
Τότε, το (0, 0) ανήκει σε ένα από αυτά, έστω R. Στρέφοντας το σύστηµα συντεταγµένων,
µπορούµε να υποθέσουµε ότι R = (a, b) × (c, d). Τότε a < 0 < b και c < 0 < d. Επίσης,
αν d > 1, τότε το

(
0, d+1

2

)
ανήκει στο R, άρα και στον δίσκο, το οποίο είναι άτοπο, άρα

d 6 1. Επίσης, a > −1: όπως και για το d, αρχικά έχουµε ότι a > −1. Επιπλέον, αν

a = −1, τότε −12 <
−
√

1−d2/4
2 < 1

2 , άρα a = −1 <
−1−
√

1−d2/4
2 < 0 < b, εποµένως το

σηµείο
(
−1−
√

1−d2/4
2 , d2

)
ανήκει στο R, άρα και στον δίσκο, και µε πράξεις ϐλέπουµε ότι

αυτό είναι άτοπο.
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Θεωρούµε τώρα το σηµείο (a, 0), το οποίο από τα παραπάνω ανήκει στον δίσκο. Τότε,
υπάρχει ορθογώνιο S, ξένο προς το R, µε (a, 0) ∈ S. Αυτό όµως είναι άτοπο, αφού υπάρχει
ε > 0 τέτοιο ώστε (a, 0) ∈ B((a, 0), ε) ⊆ S, αλλά οποιαδήποτε µπάλα µε κέντρο το (a, 0)

τέµνει το R.

31. ∆ώστε παράδειγµα συνόλου Borel που δεν είναι Gδ-σύνολο ούτε Fσ-σύνολο.

Υπόδειξη. Θεωρούµε τα σύνολα B = Q∩ (−∞, 0] και C = (R \Q)∩ (0,∞). Παρατηρήστε
ότι το B είναι Fσ-σύνολο ως αριθµήσιµη ένωση µονοσυνόλων και το C είναι Gδ-σύνολο
διότι γράφεται στη µορφή C =

⋂
Q∩(0,∞)((0,∞)\{q}). Ειδικότερα, τα B και C είναι Borel

σύνολα. Ορίζουµε

A = B ∪ C = (Q ∩ (−∞, 0]) ∪ ((R \Q) ∩ (0,∞)).

Το A είναι Borel σύνολο ως ένωση δύο Borel συνόλων.
Τώρα, παρατηρούµε τα εξήσ:

(i) Το B δεν είναι Gδ-σύνολο. Αν ήταν, τότε ϑα υπήρχαν ανοικτά σύνολα Gn ⊆ R τέτοια

ώστε B =
∞⋂
n=1

Gn. Θέτοντας Un = Gn ∩ (−∞, 0] ϑα είχαµε B =
∞⋂
n=1

Un και κάθε Un

ϑα ήταν ανοικτό και πυκνό στον πλήρη µετρικό χώρο (−∞, 0] αφού Un ⊇ B και το
B είναι πυκνό στο (−∞, 0]. Θεωρώντας µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} του B και τα
ανοικτά πυκνά σύνολα Vn = (−∞, 0] \ {qn} ϑα είχαµε

∅ = B ∩ ((−∞, 0] \B) =

( ∞⋂
n=1

Un

)
∩

( ∞⋂
n=1

Vn

)
,

το οποίο είναι άτοπο από το ϑεώρηµα Baire.

(ii) Το C δεν είναι Fσ-σύνολο. Αν ήταν, τότε το R\C = Q∪ (−∞, 0] ϑα ήταν Gδ-σύνολο,
άρα και η τοµή του µε τοGδ-σύνολο [1,∞), δηλαδή τοQ∩[1,∞) ϑα ήτανGδ-σύνολο.
Αυτό οδηγεί σε άτοπο όπως πριν.

(iii) Το A δεν είναι Gδ-σύνολο. Αν ήταν, τότε επειδή το (−∞, 0] είναι Gδ-σύνολο, ϑα
είχαµε ότι το B = A ∩ (−∞, 0] είναι Gδ-σύνολο.

(iv) Οµοίως, το A δεν είναι Fσ-σύνολο. Αν ήταν, τότε επειδή το [0,∞) είναι κλειστό
σύνολο, ϑα είχαµε ότι το C = A ∩ [0,∞) είναι Fσ-σύνολο.

32. ΄Εστω A και B κλειστά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι το A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}
δεν είναι απαραίτητα κλειστό. ∆είξτε όµως ότι είναι πάντα Fσ-σύνολο.
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Υπόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι αν το A είναι συµπαγές και το B κλειστό, τότε το A + B

είναι κλειστό. ΄Εστω (xn) ακολουθία στο A + B µε xn → x ∈ R. Τότε, κάθε xn γράφεται
στη µορφή xn = an + bn, όπου an ∈ A και bn ∈ B. Αφού το A είναι συµπαγές, υπάρχει
υπακολουθία (akn) της (an) ώστε akn → a ∈ A. Τότε, bkn = xkn − akn → x− a. Αφού το
B είναι κλειστό, έχουµε x− a ∈ B. ΄Αρα, x = a+ (x− a) ∈ A+ B. ΄Επεται ότι το A+ B

είναι κλειστό.

Υποθέτουµε τώρα ότι τα A,B είναι κλειστά. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε An ∩ [−n, n].
Το An είναι συµπαγές, άρα το An + B είναι κλειστό από την προηγούµενη παρατήρηση.
΄Επεται ότι το

A+B =

∞⋃
n=1

(An +B)

είναι Fσ-σύνολο ως αριθµήσιµη ένωση κλειστών συνόλων.

Το επόµενο παράδειγµα δείχνει ότι το A + B δεν είναι απαραίτητα κλειστό. Ορίζουµε
A = Z καιB =

√
2Z. ΤαA,B είναι κλειστά (εξηγήστε γιατί). ΄Οµως, τοA+B = Z+

√
2Z =

{a+ b
√

2 : a, b ∈ Z} δεν είναι κλειστό. Θα δείξουµε ότι είναι πυκνό στο R.

Παρατηρούµε ότι η ακολουθία (αn) µε αn = (
√

2 − 1)n είναι στο A + B και αn → 0.
΄Εστω x > 0 και έστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 ∈ N µε 0 < αn0 < ε και µετά m ∈ N ∪ {0} µε
mαn0 6 x < (m + 1)αn0 . Τότε, 0 6 x −mαn0 < αn0 < ε. Αν x < 0 δουλεύοντας µε τον
ίδιο τρόπο ϐρίσκουµε πάλι m ∈ Z ώστε |x−mαn0 | < ε. Αφού mαn0 ∈ Z+

√
2Z = A+B,

έπεται ότι A+B = R.

33. ΄Εστω ε > 0. ΄Εστω A το σύνολο των x ∈ R για τους οποίους υπάρχουν άπειρα ανάγωγα
κλάσµατα p

q που ικανοποιούν την
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ 6 1
q2+ε

. ∆είξτε ότι λ(A) = 0.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε An = A ∩ [−n, n]. Αρκεί να δείξουµε ότι λ(An) = 0

για κάθε n ∈ N. Τότε,

λ(A) = λ

( ∞⋃
n=1

An

)
6
∞∑
n=1

λ(An) = 0,

άρα λ(A) = 0. Για κάθε q ∈ N ορίζουµε

Bn,q =

nq⋃
p=−nq

(
p

q
− 1

q2+ε
,
p

q
− 1

q2+ε

)
.

Τότε,

An ⊆
∞⋂
k=1

∞⋃
q=k

Bn,q = lim sup
q

Bn,q.
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΄Εχουµε

λ(Bn,q) 6
nq∑

p=−nq

2

q2+ε
=

4n

q1+ε
+

2

q2+ε
,

άρα
∞∑
q=1

λ(Bn,q) 6 4n
∞∑
q=1

1

q1+ε
+ 2

∞∑
q=1

1

q2+ε
<∞.

Από το λήµµα Borel-Cantelli συµπεραίνουµε ότι λ(An) 6 λ(lim supq Bn,q) = 0.

34. Θέτουµε A = Q ∩ [0, 1]. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία {Rj}∞j=1 ανοικτών διαστηµάτων ώστε : A ⊆ ∪∞j=1Rj

και
∑∞

j=1 λ(Rj) < ε.

(ϐ) Αν {Rj}mj=1 είναι µια πεπερασµένη οικογένεια ανοικτών διαστηµάτων ώστε A ⊆ ∪mj=1Rj ,
τότε

∑m
j=1 λ(Rj) > 1.

Υπόδειξη. (α) Το A είναι άπειρο αριθµήσιµο σύνολο, άρα µπορούµε να το γράψουµε στη
µορφή A = {aj : j ∈ N}. Για κάθε j ∈ N ορίζουµε Rj =

(
aj − ε

2j+2 , aj + 1
2j+2

)
. Τότε,

A ⊆
⋃∞
j=1Rj και

∞∑
j=1

λ(Rj) =

∞∑
j=1

ε

2j+1
=
ε

2
< ε.

(ϐ) ΄Εστω ότι Rj = (aj , bj), 1 6 j 6 m. Θεωρούµε τυχόν ε > 0 και ορίζουµε Tj =

(aj − ε, bj + ε), 1 6 j 6 m. Παρατηρήστε ότι, αφού A = Q ∩ [0, 1] ⊆ R1 ∪ · · · ∪Rm,

[0, 1] = A ⊆ R1 ∪ · · · ∪Rm = R1 ∪ · · · ∪Rm ⊆ T1 ∪ · · · ∪ Tm.

΄Επεται (το έχουµε δεί στη ϑεωρία) ότι

1 = `([0, 1]) 6
m∑
j=1

`(Tj) =

m∑
j=1

(`(Rj) + 2ε = 2mε+

m∑
j=1

λ(Rj).

Το πλήθος m των διαστηµάτων είναι σταθερό. Αφήνοντας το ε→ 0 έχουµε το Ϲητούµενο.

35. (α) ΄Εστω G ϕραγµένο, µη κενό ανοικτό υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει
αριθµήσιµη κάλυψη {Bj} του G από ανοικτές µπάλες ώστε : κάθε σηµείο του G ανήκει σε
άπειρες το πλήθος Bj και

∑∞
j=1 λ(Bj) <∞.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία {Bj} ανοικτών µπαλών ώστε να καλύπτει το G όπως στο
(α) και για κάθε p > 1 να ισχύει

∑∞
j=1(λ(Bj))

p <∞.
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Υπόδειξη. (α) ΄Εστω ότι υπάρχει αριθµήσιµη κάλυψη {Bj} του G από ανοικτές µπάλες
ώστε : κάθε σηµείο του G ανήκει σε άπειρες το πλήθος Bj και

∑∞
j=1 λ(Bj) < ∞. Τότε, η

πρώτη υπόθεση µας λέει ότι
G ⊆ lim sup

j
Bj .

Από την δεύτερη υπόθεση και από το λήµµα Borel-Cantelli (΄Ασκηση 10 (ϐ)) έχουµε ότι
λ
(
lim supj Bj

)
= 0. ΄Αρα, λ(G) = 0. Αυτό είναι άτοπο, αφού το G έχει µη κενό εσωτερικό.

(ϐ) Το G είναι ϕραγµένο, άρα περιέχεται σε έναν κύβο Q µε µήκος ακµής a. Θέτουµε
Q0

1 = Q.
∆ιχοτοµούµε κάθε ακµή του Q0

1, και παίρνουµε 2d κλειστούς κύβους Q1
i , i = 1, . . . 2d.

Αν x1i είναι το κέντρο του Q1
i , ϑέτουµε B1

i = B
(
x1i , 3

a
√
d

2

)
. Τότε Q1

i ⊆ B1
i για κάθε

i = 1, . . . 2d.
Συνεχίζουµε επαγωγικά, διχοτοµώντας τις ακµές κάθε κύβου του προηγούµενου ϐή-

µατος. Στο n-οστό ϐήµα παίρνουµε 2dn µπάλες, καθεµία από τις οποίες έχει ακτίνα 3a
√
d

2n ,
άρα το άθροισµα των p δυνάµεων των µέτρων αυτών των µπαλών ϕράσσεται από

[λ(Bd)]
p2dn

(
3
a
√
d

2n

)dp
= [λ(Bd)]

p(3a
√
d)dp2nd(1−p),

όπου Bd είναι η Ευκλείδεια µπάλα ακτίνας 1. Παρατηρήστε ότι, για κάθε n ∈ N, κάθε
σηµείο του Q ανήκει σε κάποιον κύβο του n-οστού, άρα και σε µία µπάλα του n-οστού
ϐήµατος. Αν ϑεωρήσουµε την συλλογή όλων των µπαλών που ορίζονται µε αυτόν τον τρόπο
σε οποιοδήποτε ϐήµα, έχουµε µια κάλυψη {Bj}j του Q, άρα και του G, µε την ιδιότητα
ότι κάθε x ∈ G ανήκει σε άπειρες Bj . Τέλος, το άθροισµα της σειράς των p-δυνάµεων των
µέτρων αυτών των µπαλών ϕράσσεται από

[λ(Bd)]
p
∞∑
n=1

(3a
√
d)dp2d(1−p)n <∞,

αφού 2d(1−p) < 1.

36. Εξετάστε αν υπάρχει αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q τέτοια ώστε

R 6=
∞⋃
n=1

(
qn −

1

n
, qn +

1

n

)
.

Υπόδειξη. Μπορούµε να ορίσουµε αρίθµηση των ϱητών για την οποία

λ

( ∞⋃
n=1

(
qn −

1

n
, qn +

1

n

))
<∞.
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Αυτό προφανώς αποδεικνύει το Ϲητούµενο. Θεωρούµε µία 1-1 και επί συνάρτηση από το
M := {k2 : k ∈ N} στο Q\ [0, 1] και µία 1-1 και επί συνάρτηση από το N\M στο Q∩ [0, 1].
Συνδυάζοντάς τις, έχουµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} του Q µε την ιδιότητα : n = k2 αν
και µόνο αν |qn| > 1. Παρατηρήστε ότι

⋃
n/∈M

(
qn − 1

n , qn + 1
n

)
⊆ [−1, 2], άρα

λ

( ⋃
n/∈M

(
qn −

1

n
, qn +

1

n

))
6 3.

Επίσης, ∑
n∈M

λ

((
qn −

1

n
, qn +

1

n

))
6
∞∑
k=1

2

k2
< 4.

΄Αρα,

λ

( ∞⋃
n=1

(
qn −

1

n
, qn +

1

n

))
6 λ

( ⋃
n/∈M

(
qn −

1

n
, qn +

1

n

))

+
∑
n∈M

λ

((
qn −

1

n
, qn +

1

n

))
<∞.

37. (α) ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι το σύνολο Γ = {(x, f(x)) : a 6

x 6 b} έχει µέτρο µηδέν.

(ϐ) Υποθέτουµε τώρα ότι η f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο. ∆είξτε ότι τα
εξής είναι ισοδύναµα: (α) λ(Γ + Γ) > 0, (ϐ) το Γ + Γ περιέχει κάποιο µη κενό ανοικτό
σύνολο, (γ) η f δεν είναι γραµµική συνάρτηση.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω ε > 0. Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε : αν
x, y ∈ [a, b] και |x − y| 6 δ τότε |f(x) − f(y)| 6 ε

b−a . Μπορούµε λοιπόν να χωρίσουµε
το [a, b] σε k διαδοχικά διαστήµατα I1, . . . , Ik µήκους µικρότερου ή ίσου από δ. Τότε,
για κάθε j = 1, . . . , k έχουµε ότι το f(Ij) περιέχεται σε ένα διάστηµα Tj µήκους ε

b−a .
Παρατηρούµε ότι

Γ =
k⋃
j=1

{(x, f(x)) : x ∈ Ij} ⊆
k⋃
j=1

Ij × f(Ij) ⊆
k⋃
j=1

Ij × Tj .

Συνεπώς,

λ(Γ) 6
k∑
j=1

λ(Ij × Tj) =

k∑
j=1

`(Ij)`(Tj) 6
ε

b− a

k∑
j=1

`(Ij) = ε,

διότι
k∑
j=1

`(Ij) = `([a, b]) = b− a.
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(ϐ) Παρατηρούµε πρώτα ότι το Γ + Γ είναι µετρήσιµο. Πράγµατι, Γ + Γ = g([a, b] ×
[a, b]), όπου g(x, y) = (x + y, f(x) + f(y)). Η g είναι συνεχής, άρα το Γ + Γ είναι
συµπαγές (ειδικότερα, µετρήσιµο) ως συνεχής εικόνα του συµπαγούς συνόλου [a, b]× [a, b].
Η συνεπαγωγή (ϐ) =⇒ (α) είναι απλή: αν το Γ+Γ περιέχει κάποιο µη κενό ανοικτό σύνολο,
τότε περιέχει κάποια µπάλα, άρα και κάποιο µη εκφυλισµένο ορθογώνιο Q. Συνεπώς,

λ(Γ + Γ) > λ(Q) = `(Q) > 0.

∆είχνουµε τώρα τη συνεπαγωγή (α) =⇒ (γ): έστω ότι λ(Γ + Γ) > 0 και ότι η f είναι
γραµµική, δηλαδή f(x) = Ax+B για κάποιους A,B ∈ R. Τότε, Γ + Γ = {(x+ y,A(x+

y) + 2B) : a 6 x 6 b}. ∆ηλαδή, το Γ + Γ είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα στον R2 (που
περιέχεται στην ευθεία z = Au+ 2B). Εύκολα ελέγχουµε ότι λ(Γ + Γ) = 0, το οποίο είναι
άτοπο.

Τέλος, δείχνουµε την συνεπαγωγή (γ) =⇒ (ϐ): η υπόθεση είναι ότι η f δεν είναι γραµµι-
κή. Τότε, µπορούµε να ϐρούµε x 6= y στο (a, b) µε f ′(x) 6= f ′(y) (αν η f ′ ήταν σταθερή στο
(a, b) τότε η f ϑα ήταν γραµµική. Για την συνάρτηση g που ορίσαµε παραπάνω έχουµε τότε
ότι η Ιακωβιανή της στο (x, y) δεν µηδενίζεται : ελέγξτε ότι είναι ίση µε |f ′(x)− f ′(y)| > 0.
Από το ϑεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης έπεται ότι η g είναι οµοιοµορφισµός σε µια
περιοχή του (x, y), άρα το Γ + Γ = g([a, b]× [a, b]) έχει µη κενό εσωτερικό.

38. ΄Εστω A ⊆ E ⊆ B. Αν τα A,B είναι µετρήσιµα και λ(A) = λ(B) <∞, δείξτε ότι το E
είναι µετρήσιµο.

Υπόδειξη. Αρχικά, παρατηρούµε ότι λ(A) = λ∗(A) 6 λ∗(E) 6 λ∗(B) = λ(B). Από
την υπόθεση ότι λ(A) = λ(B) έπεται ότι ισχύει παντού ισότητα στην παραπάνω σχέση.
Ειδικότερα, λ(A) = λ∗(E).

Αφού το A είναι µετρήσιµο, και από την E ∩A = A, έχουµε

λ(A) = λ∗(E) = λ∗(E ∩A) + λ∗(E \A)

= λ∗(A) + λ∗(E \A) = λ(A) + λ∗(E \A),

απ¨ όπου έπεται ότι λ∗(E \ A) = 0. ΄Αρα, το E \ A είναι µετρήσιµο, και έπεται ότι το το
E = A ∪ (E \A) είναι µετρήσιµο.

39. ΄Εστω E ⊆ R µε λ(E) < ∞. Υποθέτουµε ότι E = E1 ∪ E2, E1 ∩ E2 = ∅ και
λ(E) = λ∗(E1) + λ∗(E2). ∆είξτε ότι τα E1, E2 είναι µετρήσιµα.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N, υπάρχουν ανοικτά σύνολα An, Bn, Gn µε

E1 ⊆ An, E2 ⊆ Bn και E ⊆ Gn,
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τέτοια ώστε

λ(An) < λ∗(E1) +
1

n
, λ(Bn) < λ∗(E2) +

1

n
και λ(Gn) < λ(E) +

1

n
.

Θέτουµε Cn =
n⋂
k=1

(Gk ∩Ak) και Dn =
n⋂
k=1

(Gk ∩Bk). Τότε, οι (Cn), (Dn) είναι ϕθίνουσες

ακολουθίες ανοικτών συνόλων, µε E1 ⊆ Cn, E2 ⊆ Dn, και

λ(Cn) < λ∗(E1) +
1

n
, λ(Dn) < λ∗(E2) +

1

n
.

Ορίζουµε τώρα C =
∞⋂
n=1

Cn και D =
∞⋂
n=1

Dn. Τα C,D είναι Gδ-σύνολα, άρα είναι µε-

τρήσιµα. Επιπλέον, E1 ⊆ C και E2 ⊆ D, άρα E ∩ Dc ⊆ E1. ΄Αρα, για να δείξουµε ότι
το E1 είναι µετρήσιµο, από την ΄Ασκηση 38 αρκεί να δείξουµε ότι λ(C) = λ(E ∩ Dc).
Αφού τα C,E ∩Dc έχουν πεπερασµένο µέτρο και E ∩Dc ⊆ C, αρκεί να δείξουµε ότι το
C \ (E ∩Dc) = (C ∩D) ∪ (C ∩ Ec) έχει µηδενικό µέτρο.

Για το C∩Ec, γράφουµε C∩Ec =
⋂∞
n=1(Cn∩Ec). ΄Οµως, η (Cn∩Ec) είναι ϕθίνουσα,

και
λ(Cn ∩ Ec) 6 λ(Gn ∩ Ec) = λ(Gn)− λ(E) 6

1

n
.

Εποµένως, λ(C ∩ Ec) = 0.

Για το C ∩D, γράφουµε C ∩D =
∞⋂
n=1

(Cn ∩Dn). ΄Οµως, η (Cn ∩Dn) είναι ϕθίνουσα,
και

λ(Cn ∩Dn) = λ(Cn) + λ(Dn)− λ(Cn ∪Dn) 6 λ∗(E1) + λ∗(E2) +
2

n
− λ(Cn ∪Dn)

6 λ∗(E1) + λ∗(E2) +
2

n
− λ(E) =

2

n
,

όπου χρησιµοποιήσαµε τις E = E1 ∪ E2 ⊆ Cn ∪Dn και λ(E) = λ∗(E1) + λ∗(E2). ΄Αρα,
λ(C ∩D) = 0.

40. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµα υποσύνολα του R2 και έστω T : R2 → R2 γραµ-
µική απεικόνιση. ∆είξτε ότι το T (E) είναι Lebesgue µετρήσιµο.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι αν το F ⊆ Rk είναι συµπαγές τότε το T (F ) είναι συµπαγές, και
δείξτε ότι αν το E είναι Fσ–σύνολο τότε το T (E) είναι Fσ–σύνολο. Κατόπιν, χρησιµοποιώ-
ντας το γεγονός ότι η T είναι Lipschitz συνεχής, δείξτε ότι αν λ(A) = 0 τότε λ(T (A)) = 0.





Κεφάλαιο 2

Ολοκλήρωµα Lebesgue

2.1 Οµάδα Α

1. Αν η f : (a, b)→ R είναι παραγωγίσιµη, τότε η f ′ είναι µετρήσιµη.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία fn : (a, b) → R µε fn(x) = n[f(x + 1/n) − f(x)].
Εφόσον, η f είναι παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ (a, b) ισχύει limn→∞ fn(x) = f ′(x). Κάθε
fn είναι µετρήσιµη οπότε η f ′ είναι µετρήσιµη.

2. (α) Αν A ⊆ Rd µε λ(A) = 0, δείξτε ότι κάθε συνάρτηση f : A → [−∞,+∞] είναι
µετρήσιµη.

(ϐ) ΄Εστω A,B µετρήσιµα σύνολα µε λ(B) = 0 και έστω f : A ∪ B → [−∞,+∞] µια
συνάρτηση της οποίας ο περιορισµός f |A στο A είναι µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f
είναι µετρήσιµη.

(γ) Αν το A ⊆ Rd είναι µετρήσιµο σύνολο και η f : A → R είναι συνεχής σχεδόν παντού
στο A, δείξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

Υπόδειξη. (α) ΄Αµεσο αφού κάθε υποσύνολο µηδενικού συνόλου είναι µετρήσιµο.

(ϐ) ΄Εστω a ∈ R. Τότε,

[f > b] = {x ∈ A ∪B : f(x) > b} = {x ∈ B : f(x) > b} ∪ {x ∈ A : f(x) > b}.

Το πρώτο σύνολο στην προηγούµενη ένωση είναι µετρήσιµο ως υποσύνολο µηδενικού
συνόλου ενώ το δεύτερο είναι µετρήσιµο διότι η f |A είναι µετρήσιµη.

(γ) ΄Εστω C = C(f) το σύνολο των σηµείων συνέχειας της f . Τότε, το B = A \ C είναι
µηδενικό σύνολο αφού η f είναι συνεχής σχεδόν παντού. Καθώς, κάθε συνεχής συνάρτηση
είναι µετρήσιµη, το συµπέρασµα έπεται από το (ϐ).

35
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3. (α) ∆ώστε παράδειγµα µη µετρήσιµης συνάρτησης f µε την ιδιότητα η f2 να είναι
µετρήσιµη.

(ϐ) ΄Εστω A ⊆ Rd µετρήσιµο και έστω f : A → R. Αν η f2 είναι µετρήσιµη και το σύνολο
{x ∈ A : f(x) > 0} είναι µετρήσιµο, δείξτε ότι η f είναι µετρήσιµη.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε το µη µετρήσιµο σύνολο V του Vitali στο [0, 1]. Θεωρούµε τη
συνάρτηση f µε f(x) = 1 αν x ∈ V και −1 αλλιώς. Τότε, η f δεν είναι µετρήσιµη, αλλά η
f2 είναι η σταθερή 1 κι άρα είναι µετρήσιµη.

(ϐ) Παρατηρήστε ότι το σύνολο A2 = {x ∈ A | f(x) 6 0} είναι επίσης µετρήσιµο, αφού το
A1 = {x ∈ A | f(x) > 0} είναι µετρήσιµο. ΄Εστω b ∈ R. Αν b 6 0. Τότε, [f 6 b] = [f2 >

b2] ∩A2 το οποίο είναι µετρήσιµο. Αν b > 0 τότε

[f 6 b] = (A1 ∩ [f2 6 b2]) ∪A2

το οποίο είναι µετρήσιµο, ως πράξεις τέτοιων.

4. ΄Εστω A ⊆ Rd µετρήσιµο και fn : A → [−∞,+∞], n ∈ N, ακολουθία µετρήσιµων
συναρτήσεων. ∆είξτε ότι το σύνολο

L = {x ∈ A | η ακολουθία (fn(x))∞n=1 συγκλίνει }

είναι µετρήσιµο.

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι οι συναρτήσεις g(x) = lim inf fn(x) και h(x) = lim sup fn(x)

είναι µετρήσιµες. Τότε, το L γράφεται ως L = [g = h] = {x ∈ A | g(x) = h(x)}, το οποίο
είναι µετρήσιµο.

5. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → [−∞,+∞] συνάρτηση µε την
εξής ιδιότητα : Για κάθε q ∈ Q, το σύνολο {x ∈ A : f(x) > q} είναι µετρήσιµο. ∆είξτε ότι η
f είναι µετρήσιµη.

Υπόδειξη. ΄Εστω a ∈ R. Λόγω της πυκνότητας του Q υπάρχει (qn) γνησίως αύξουσα
ακολουθία ϱητών ώστε qn → a. Τότε,

{x ∈ A | f(x) > a} =

∞⋂
n=1

{x ∈ A | f(x) > qn}.

Επειδή κάθε {x ∈ A | f(x) > qn} είναι µετρήσιµο έπεται ότι το [f > a] είναι µετρήσιµο.
Καθώς το a ∈ R ήταν τυχόν, το Ϲητούµενο έπεται.

6. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι αν το B ⊆ R είναι σύνολο Borel,
τότε το f−1(B) = {x ∈ Rd : f(x) ∈ B} είναι µετρήσιµο.
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Υπόδειξη. Θεωρούµε την κλάση A = {B ⊆ R | f−1(B) µετρήσιµο}. Θέλουµε να δείξουµε
ότι η σ-άλγεβρα των Borel του R περιέχεται στην A. Γι’ αυτό δείχνουµε διαδοχικά τα εξήσ:

(i) Η A είναι σ-άλγεβρα: Πράγµατι· f−1(R) = R µετρήσιµο, εποµένως R ∈ A. Αν B ∈
A τότε f−1(R \B) = R \ f−1(B) και εφόσον το B ∈ A έπεται ότι το R \ f−1(B) είναι
µετρήσιµο. Τέλος, αν {Bn} ακολουθία στην A, τότε f−1(∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1f

−1(Bn)

είναι µετρήσιµο αφού κάθε f−1(Bn) είναι µετρήσιµο.

(ii) ∆είχνουµε ότι η A περιέχει τα ανοικτά : Αφού f µετρήσιµη το f−1((a, b)) = [f <

b] ∩ [f > a] είναι µετρήσιµο, −∞ 6 a < b 6 +∞. ∆ηλαδή, (a, b) ∈ A. ΄Οµως κάθε
ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως αριθµήσιµη (ξένη) ένωση ανοικτών διαστηµά-
των κι εφόσον η A είναι σ-άλγεβρα προκύπτει ότι περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του
R.

Από τον ορισµό των Borel έπεται ότι B(R) ⊆ A. Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

7. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(A) < ∞ και έστω f : A → R Lebesgue
µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε ωf : R→ R µε

ωf (t) = λ({x ∈ A : f(x) > t}).

(α) ∆είξτε ότι η ωf είναι ϕθίνουσα και συνεχής από δεξιά. Σε ποιά σηµεία είναι ασυνεχής ;

(ϐ) Αν οι fk, f : A→ R είναι Lebesgue µετρήσιµες και fk ↑ f , δείξτε ότι ωfk ↑ ωf .

Υπόδειξη. (α) Είναι προφανές ότι η ωf είναι ϕθίνουσα. Για να δείξουµε ότι είναι δεξιά
συνεχής, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε tn ↓ t ισχύει ωf (tn) → ωf (t). Ορίζουµε An =

{x ∈ A : f(x) > tn}. Τότε, An ⊆ An+1 και ∪∞n=1An = {x ∈ A : f(x) > t}. Εποµένως,
από την ιδιότητα του µέτρου παίρνουµε:

ωf (t) = λ (∪∞n=1An) = lim
n→∞

λ(An) = lim
n→∞

ωf (tn),

που αποδεικνύει την δεξιά συνέχεια της f .
Η ωf είναι συνεχής αν και µόνον αν είναι συνεχής από τα αριστερά. Ισοδύναµα, αν για
κάθε (tn) µε tn ↑ t ισχύει ωf (tn)→ ωf (t). ∆είχνουµε όπως πριν ότι

lim
n→∞

ωf (tn) = lim
n→∞

λ(x ∈ A : f(x) > tn) = λ(x ∈ A : f(x) > t),

όπου εδώ χρησιµοποιούµε την υποθέση λ(A) < ∞. Εποµένως, η ωf είναι αριστερά
συνεχής αν και µόνον αν

λ(x ∈ A : f(x) > t) = λ(x ∈ A : f(x) > t)
λ(A)<∞⇐⇒ λ(x ∈ A : f(x) = t) = 0.
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Μ’ άλλα λόγια η ωf είναι συνεχής στο t αν και µόνον αν λ(f−1({t})) = 0.

(ϐ) Είναι προφανές ότι για κάθε t έχουµε ωfk(t) 6 ωfk+1
(t). ΄Εστω t ∈ R. Ορίζουµε

Bk = {x ∈ A : fk(x) > t}. Τότε, Bk ⊆ Bk+1 και ∪∞k=1Bk = {x ∈ A : f(x) > t}. ΄Αρα,
µπορούµε να γράψουµε:

lim
k→∞

ωfk(t) = lim
k→∞

λ(x ∈ A : fk(x) > t) = lim
k→∞

λ(Bk)

= λ

( ∞⋃
k=1

Bk

)
= λ(x ∈ A : f(x) > t) = ωf (t).

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

8. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R, f : A→ R µετρήσιµη συνάρτηση και g : R→ R
αύξουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι η g ◦ f : A→ R είναι µετρήσιµη.

Υπόδειξη. ΄Εστω a ∈ R. Τότε, A = g−1((a,+∞)) είναι διάστηµα της µορφής [b,+∞)

ή (b,∞) αφού η g είναι αύξουσα. Εποµένως, το (g ◦ f)−1((a,+∞)) = f−1(A) είναι
µετρήσιµο, αφού η f είναι µετρήσιµη.

9. ΄Εστω f : R → [0,∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε F : [0,∞) → [0,∞] µε
F (t) = λ({f > t}). ∆είξτε ότι η F είναι ϕθίνουσα, συνεχής από δεξιά, και limt→+∞ F (t) =

0.

Υπόδειξη. Για κάθε t > s > 0 έχουµε {f > t} ⊆ {f > s}. Συνεπώς,

F (t) = λ({f > t}) 6 λ({f > s}) = F (s).

Αυτό αποδεικνύει ότι η F είναι ϕθίνουσα. Για να δείξουµε ότι η F είναι συνεχής από δεξιά,
αρκεί να δείξουµε ότι : για κάθε t > 0 και για κάθε γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία tn → t

ισχύει F (tn)→ F (t) (γνωστό από τον Απειροστικό Λογισµό). ΄Οµως,

{f > t} =

∞⋃
n=1

{f > tn}.

Πράγµατι, είναι προφανές ότι αν για κάποιον n ισχύει f(x) > tn τότε f(x) > t, ενώ
αντίστροφα, αν f(x) > t, από το γεγονός ότι tn → t έπεται ότι υπάρχει n ώστε f(x) > tn >

t. ΄Εχουµε επίσης υποθέσει ότι η (tn) είναι ϕθίνουσα, άρα {f > tn} ⊆ {f > tn+1} για
κάθε n. ∆ηλαδή, η ({f > tn})∞n=1 είναι αύξουσα. ΄Επεται ότι

F (t) = λ({f > t}) = lim
n→∞

λ({f > tn}) = lim
n→∞

F (tn).



2.1. ΟΜΑ∆Α Α 39

Τέλος, για κάθε t > 0, από την ανισότητα του Markov έχουµε

tF (t) = t λ({f > t}) 6
∫
f.

΄Αρα,

F (t) 6
1

t

∫
f,

και αυτό δείχνει ότ lim
t→∞

F (t) = 0.

10. Υποθέτουµε ότι f και fn, n ∈ N, είναι µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις, fn ↘ f ,
και υπάρχει k ∈ N ώστε

∫
fk <∞. ∆είξτε ότι∫

f = lim
n→∞

∫
fn.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων {fk− fn}∞n=k. Αφού η {fn}
είναι ϕθίνουσα, συµπεραίνουµε ότι η {fk − fn}∞n=k είναι αύξουσα. Αφού fn ↘ f , έχουµε
fk − fn ↗ fk − f . Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε∫

(fk − fn)→
∫

(fk − f).

Παρατηρήστε ότι 0 6 fk − f 6 fk, άρα∫
(fk − fn) 6

∫
(fk − f) 6

∫
fk <∞

για κάθε n. ∆ηλαδή, η fk − f και όλες οι fk − fn είναι ολοκληρώσιµες. Από την γραµµι-
κότητα του ολοκληρώµατος,∫

fn =

∫
fk −

∫
(fk − fn)→

∫
fk −

∫
(fk − f) =

∫
f.

11. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f > 0 σ.π. Αν
∫
E f = 0 για κάποιο

µετρήσιµο σύνολο E, δείξτε ότι λ(E) = 0.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι f > 0 παντού στο E, δηλαδή f(x) > 0 για κάθε x ∈ E.
Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε En = {x ∈ E : f(x) > 1/n}. Παρατηρήστε ότι

E =

∞⋃
n=1

En,
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διότι f(x) > 0 αν και µόνο αν υπάρχει n ∈ N ώστε f(x) > 1/n. Από την ανισότητα του
Markov,

1

n
λ(En) 6

∫
En

f 6
∫
E
f = 0,

άρα λ(En) = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Επεται ότι

λ(E) = λ

( ∞⋃
n=1

En

)
6
∞∑
n=1

λ(En) = 0.

Αυτό το επιχείρηµα καλύπτει και την περίπτωση όπου f > 0 σ.π.: αν Z = {x ∈ E :

f(x) = 0} τότε λ(Z) = 0 και
∫
E\Z f = 0. Μπορούµε λοιπόν να δουλέψουµε µε το E \ Z:

αν δείξουµε ότι λ(E \ Z) = 0, ϑα έχουµε και λ(E) = 0.

12. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫ ∞
−∞

f = lim
n→∞

∫ n

−n
f = lim

n→∞

∫
{f>1/n}

f.

Υπόδειξη. Ορίζουµε gn(x) = f(x)χ[−n,n](x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα και,
για κάθε x ∈ R έχουµε τελικά x ∈ [−n, n] άρα gn(x) = f(x) → f(x). Από το ϑεώρηµα
µονότονης σύγκλισης παίρνουµε∫ n

−n
f =

∫
fχ[−n,n] =

∫
gn →

∫
f.

Για το δεύτερο ερώτηµα, ορίζουµε hn(x) = f(x)χ{f>1/n}(x). Παρατηρήστε ότι η {hn} είναι
αύξουσα διότι {f > 1/n} ⊆ {f > 1/(n+ 1)} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R µε
f(x) > 0 έχουµε τελικά f(x) > 1/n άρα hn(x) = f(x) → f(x), ενώ αν f(x) = 0 έχουµε
hn(x) = 0 για κάθε n, οπότε πάλι hn(x)→ 0 = f(x) (συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες). Από
το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε∫

{f>1/n}
f =

∫
fχ{f>1/n} =

∫
hn →

∫
f.

13. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫ ∞
−∞

f = lim
n→∞

∫
{f6n}

f.

Υπόδειξη. Ορίζουµε gn(x) = f(x)χ{f6n}(x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα διότι
{f 6 n} ⊆ {f 6 n + 1} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R µε f(x) < ∞
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έχουµε τελικά f(x) 6 n άρα gn(x) = f(x) → f(x). ∆ηλαδή, αν E = {f < ∞}, έχουµε
gnχE ↗ fχE . Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε∫

{f6n}
f =

∫
fχ{f6n} =

∫
gn =

∫
gnχE →

∫
fχE .

Αφού η f είναι ολοκληρώσιµη, γνωρίζουµε ότι λ(Ec) = 0 και
∫
fχEc = 0. ΄Επεται ότι∫

f =

∫
fχE +

∫
fχEc =

∫
fχE = lim

n→∞

∫
{f6n}

f.

14. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Είναι σωστό ότι limx→±∞ f(x) = 0;

Υπόδειξη. ΄Οχι. Η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) = χQ(x)

είναι σχεδόν παντού ίση µε την µηδενική συνάρτηση. ΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη και∫
f = 0. ΄Οµως, το lim

x→±∞
f(x) δεν υπάρχει : έχουµε

f(n)→ 1 και f(−n)→ 1.

15. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη αν και
µόνο αν

∞∑
k=−∞

2kλ({f > 2k}) <∞.

Υπόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε:∫
f, dλ =

∫ ∞
0

λ(f > t) dt =
∞∑

k=−∞

∫ 2k

2k−1

λ(f > t) dt.

Επειδή η συνάρτηση t 7→ λ(f > t) είναι ϕθίνουσα η τελευταία σειρά είναι ισοδύναµη µε
την

∑∞
k=−∞ 2kλ(f > 2k) και το συµπέρασµα έπεται.

16. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχει
µετρήσιµο σύνολο E µε λ(E) <∞, ώστε∫

E
f >

∫
f − ε.

Επιπλέον, δείξτε ότι το E µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε η f να είναι ϕραγµένη στο E.
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Υπόδειξη. Ορίζουµε gn(x) = f(x)χ{1/n6f6n}(x). Παρατηρήστε ότι η {gn} είναι αύξουσα
διότι {1/n 6 f 6 n} ⊆ {1/(n+ 1) 6 f 6 n+ 1} για κάθε n ∈ N. Επίσης, για κάθε x ∈ R
µε 0 < f(x) <∞ έχουµε τελικά f(x) > 1/n και f(x) 6 n, άρα gn(x) = f(x)→ f(x), ενώ
αν f(x) = 0 έχουµε gn(x) = 0 για κάθε n, οπότε πάλι gn(x) → 0 = f(x) (συµπληρώστε
τις λεπτοµέρειες). Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε∫

{1/n6f6n}
f =

∫
fχ{1/n6f6n} =

∫
gn →

∫
f.

Συνεπώς, υπάρχει n ∈ N ώστε, αν ϑέσουµε E = {1/n 6 f 6 n} τότε∫
E
f >

∫
f − ε.

Παρατηρήστε ότι η f είναι ϕραγµένη (από n) στο E. Τέλος, από την ανισότητα του Markov,

λ(E) 6 λ({f > 1/n}) 6 n

∫
f < +∞.

17. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η συνάρτηση F (x) =
∫ x
−∞ f

είναι συνεχής.

Υπόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Εύκολα ϐλέπουµε ότι F (x) 6 F (y), δηλαδή η F είναι
αύξουσα. Οπότε, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε µονότονη ακολουθία (xn) µε xn → x

ισχύει F (xn) → F (x) (εξηγήστε γιατί). Υποθέτουµε ότι xn ↓ x (όµοια αντιµετωπίζεται κι
άλλη περίπτωση). Θεωρούµε τις συναρτήσεις gn = fχ(−∞,xn] και g = fχ(−∞,x], οπότε
F (xn) =

∫
fn dλ και F (x) =

∫
g dλ. Επιπλέον, gn → g κατά σηµείο και |gn| 6 f . Από το

ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης έχουµε:

F (xn) =

∫ xn

−∞
f =

∫
gn dλ→

∫
g dλ = F (x).

Αυτό αποδεικνύει ότι η F είναι δεξιά συνεχής.

18. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
δ = δ(ε) > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν λ(E) < δ τότε

∫
E f < ε.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε την συνάρτηση fn(x) = min{f(x), n}. Παρατηρήστε
ότι fn 6 n. Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f

(εξηγήστε γιατί η {fn} είναι αύξουσα και fn → f ). ΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε
n ∈ N ώστε ∫

(f − fn) =

∫
f −

∫
fn <

ε

2
.
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Επιλέγουµε δ = ε
2n . ΄Εστω E ⊆ R µε λ(E) < δ. Γράφουµε∫

E
f =

∫
E
fn +

∫
E

(f − fn) 6
∫
E
fn +

∫
(f − fn) 6 nλ(E) +

ε

2
< n

ε

2n
+
ε

2
= ε.

19. Θεωρώντας τις συναρτήσεις fn = χ[n,n+1) δείξτε ότι στο Λήµµα του Fatou η ανισότητα
µπορεί να είναι γνήσια.

Υπόδειξη. Αν fn = χ[n,n+1), τότε fn(x) → 0 για κάθε x ∈ R: παρατηρήστε ότι υπάρχει
n0 ∈ N ώστε n0 > x και τότε, για κάθε n > n0 έχουµε x /∈ [n, n + 1), άρα fn(x) =

χ[n,n+1)(x) = 0. ΄Επεται ότι ∫
lim inf
n→∞

fn =

∫
lim
n→∞

fn = 0,

ενώ
∫
fn = 1 για κάθε n ∈ N, άρα

lim inf
n→∞

∫
fn = 1.

20. ΄Εστω (fn) µια ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Είναι σωστό ότι

lim sup
n→∞

∫
fn 6

∫ (
lim sup
n→∞

fn

)
;

Αν προσθέσουµε την υπόθεση ότι η (fn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη ;

Υπόδειξη. ΄Οχι. Αν fn = 1
nχ[0,n], τότε fn(x) → 0 για κάθε x ∈ R. Επίσης, η {fn} είναι

οµοιόµορφα ϕραγµένη (0 6 fn 6 1). Παρατηρήστε ότι∫
lim sup
n→∞

fn =

∫
lim
n→∞

fn = 0,

αλλά
∫
fn = 1

nλ([0, n]) = 1 για κάθε n ∈ N, άρα

lim sup
n→∞

∫
fn = 1.

21. ΄Εστω f και fn, n ∈ N, µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις µε fn 6 f για κάθε
n ∈ N και fn → f . ∆είξτε ότι ∫

f = lim
n→∞

∫
fn.
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Υπόδειξη. Αφού fn 6 f για κάθε n ∈ N, έχουµε
∫
fn 6

∫
f για κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

lim sup
n→∞

∫
fn 6

∫
f.

Από το Λήµµα του Fatou παίρνουµε∫
f 6 lim inf

n→∞

∫
fn.

΄Επεται ότι
lim sup
n→∞

∫
fn = lim inf

n→∞

∫
fn =

∫
f.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

22. ΄Εστω f και fn, n ∈ N, µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις µε fn → f και

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f <∞.

∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫
E
fn =

∫
E
f

για κάθε µετρήσιµο σύνολο E. ∆ώστε παράδειγµα που να δείχνει ότι αυτό δεν ισχύει αν∫
f =∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R. Από το Λήµµα του Fatou παίρνουµε∫
E
f 6 lim inf

n→∞

∫
E
fn

και ∫
Ec
f 6 lim inf

n→∞

∫
Ec
fn

δηλαδή ∫
f −

∫
E
f 6 lim inf

n→∞

(∫
fn −

∫
E
fn

)
.

Αφού

−
∫
f = lim

n→∞

(
−
∫
fn

)
,

προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε

−
∫
E
f 6 lim inf

n→∞

(
−
∫
E
fn

)
= − lim sup

n→∞

∫
E
fn.
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∆ηλαδή,

lim sup
n→∞

∫
E
fn 6

∫
E
f 6 lim inf

n→∞

∫
E
fn.

Συνεπώς, ∫
E
fn →

∫
E
f.

23. ΄Εστω (fn) ακολουθία Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο [a, b]. Αν fn → f

οµοιόµορφα, δείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και ότι
∫ b
a |fn − f | → 0.

Υπόδειξη. Η f είναι µετρήσιµη διότι fn → f κατά σηµείο. ΄Εστω ε > 0. Αφού fn → f

οµοιόµορφα στο [a, b], υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 και για κάθε x ∈ [a, b]

ισχύει |fn(x) − f(x)| < ε. Η σταθερή συνάρτηση ε είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], οπότε,
από την |f | < |fn0 |+ ε έπεται ότι η |f | (άρα και η f ) είναι ολοκληρώσιµη. Τέλος, για κάθε
n > n0 έχουµε ∣∣∣∣∫ b

a
fn −

∫ b

a
f

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a
|fn − f | 6 ε(b− a).

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι∫ b

a
fn →

∫ b

a
f.

24. ∆είξτε ότι ∫ ∞
0

e−xdx = lim
n→∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n
dx = 1.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία fn(x) = (1−x/n)nχ[0,n](x) των µετρησίµων συναρτή-
σεων για την οποία ισχύει |fn(x)| 6 e−xχ[0,∞)(x). Παρατηρούµε ότι η x 7→ e−xχ[0,∞)(x)

είναι ολοκληρώσιµη και fn(x) → e−xχ[0,∞)(x) κατά σηµείο. Από το ϑεώρηµα κυριαρχη-
µένης σύγκλισης έπεται το συµπέρασµα.

25. Υπολογίστε το limn→∞
∫ n
0 (1 − (x/n))nex/2dx (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή

σας).

Υπόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία fn(x) = (1 − x/n)nex/2χ[0,n], η οποία αποτελεί-
τει από από µετρήσιµες συναρτήσεις µε |fn(x)| 6 e−x/2χ[0,∞). Η συνάρτηση g(x) =

e−x/2χ[0,∞) είναι ολοκηρώσιµη, οπότε από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης έπεται
ότι limn

∫
fn =

∫
limn fn. Αλλά, limn fn(x) = 0 για κάθε x < 0 ενώ αν x > 0 εχουµε

lim
n
fn(x) = lim

n

[(
1− x

n

)n
ex/2

]
= e−xex/2 = e−x/2.
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Συνεπώς, έχουµε

lim
n

∫ n

0

(
1− x

n

)n
e−x/2 dx =

∫ ∞
0

e−x/2 dx = 2,

που υπολογίζει το Ϲητούµενο όριο.

26. ΄Εστω ότι οι f, fn είναι ολοκληρώσιµες και fn ↗ f . Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι∫
fn →

∫
f ;

Υπόδειξη. Θεωρούµε τις ολοκληρώσιµες συναρτήσεις gn := f − fn. Παρατηρήστε ότι
gn > 0, gn > gn+1 και gn ↘ 0. Εφόσον, οι f, fn είναι ολοκληρώσιµες και

∫
g1 < +∞

µπορούµε να γράψουµε (από το δυϊκό του ϑεωρήµατος µονότονης σύγκλισης – ΄Ασκηση
10):∫

f − lim
n

∫
fn = lim

n

(∫
f −

∫
fn

)
= lim

n

(∫
f − fn

)
= lim

n

∫
gn =

∫
lim
n
gn = 0,

που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

27. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιµες. Αν
∫
|fn−f | → 0, δείξτε ότι

∫
fn →

∫
f και

∫
|fn| →

∫
|f |.

Υπόδειξη. Γράφουµε∣∣∣∣∫ |fn| − ∫ |f |∣∣∣∣ 6 ∫ ∣∣ |fn| − |f | ∣∣ 6 ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
|fn| →

∫
|f |.

Με ανάλογο τρόπο, ∣∣∣∣∫ fn −
∫
f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ (fn − f)

∣∣∣∣ 6 ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

28. ΄Εστω f, fn ολοκληρώσιµες. Αν
∫
|fn − f | → 0, δείξτε ότι

∫
E fn →

∫
E f για κάθε

µετρήσιµο σύνολο E, και
∫
f+n →

∫
f+.

Υπόδειξη. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο. Γράφουµε∣∣∣∣∫
E
fn −

∫
E
f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
E

(fn − f)

∣∣∣∣ 6 ∫
E
|fn − f | 6

∫
|fn − f | → 0.
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΄Αρα, ∫
E
fn →

∫
E
f.

Για το δεύτερο ερώτηµα χρησιµοποιούµε την ΄Ασκηση 27. Με την υπόθεση ότι
∫
|fn−f | →

0, δείξαµε ότι
∫
fn →

∫
f και

∫
|fn| →

∫
|f |. Συνεπώς,∫

f+n =

∫
fn + |fn|

2
=

1

2

∫
fn +

1

2

∫
|fn| →

1

2

∫
f +

1

2

∫
|f |

=

∫
f + |f |

2
=

∫
f+.

29. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν∑∞
k=−∞ 2kλ({|f | > 2k}) <∞.

Υπόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε το ολοκλήρωµα της f µε τον ακόλουθο τρόπο:∫
|f | dλ =

∫ ∞
0

λ(|f | > t) dt =
∞∑

k=−∞

∫ 2k

2k−1

λ(|f | > t) dt.

Παρατηρήστε ότι η t 7→ λ(|f | > t) είναι ϕθίνουσα συνάρτηση του t > 0, οπότε

2k−1λ(|f | > 2k) <

∫ 2k

2k−1

λ(|f | > t) dt < 2k−1λ(|f | > 2k−1),

για κάθε k ∈ Z. Εποµένως, το ολοκλήρωµα
∫
|f | dλ είναι πεπερασµένο αν και µόνον αν∑∞

k=−∞ 2kλ(|f | > 2k) < +∞.

30. ΄Εστω (fn), (gn) και g ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι |fn| 6 gn, fn → f ,
gn → g (όλα αυτά σχεδόν παντού) και ότι

∫
gn →

∫
g. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη

και ότι
∫
fn →

∫
f .

Υπόδειξη. Οι υποθέσεις εξασφαλίζουν ότι οι f, g και οι fn, gn παίρνουν πεπερασµένες τιµές
σχεδόν παντού. Από την |fn| 6 gn έχουµε −gn 6 fn 6 gn για κάθε n ∈ N, δηλαδή

fn + gn > 0 και gn − fn > 0.

Αφού fn + gn → f + g και gn − fn → g − f , το Λήµµα του Fatou µας δίνει :∫
f +

∫
g =

∫
(f + g) 6 lim inf

n→∞

∫
(fn + gn) = lim inf

n→∞

∫
fn +

∫
g

(χρησιµοποιήσαµε την
∫
gn →

∫
g). ΄Αρα,∫

f 6 lim inf
n→∞

∫
fn.
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Πάλι από το Λήµµα του Fatou,∫
g −

∫
f =

∫
(g − f) 6 lim inf

n→∞

∫
(gn − fn) =

∫
g − lim sup

n→∞

∫
fn,

δηλαδή,

lim sup
n→∞

∫
fn 6

∫
f.

΄Επεται ότι
lim sup
n→∞

∫
fn = lim inf

n→∞

∫
fn =

∫
f.

΄Αρα, ∫
fn →

∫
f.

31. ΄Εστω (fn), f ολοκληρώσιµες και έστω ότι fn → f σχεδόν παντού. ∆είξτε ότι
∫
|fn −

f | → 0 αν και µόνο αν
∫
|fn| →

∫
|f |.

Υπόδειξη. (=⇒) ΄Εχουµε∣∣∣∣∫ |fn| − ∫ |f |∣∣∣∣ 6 ∫ ∣∣ |fn| − |f | ∣∣ 6 ∫ |fn − f | → 0.

΄Αρα, ∫
|fn| →

∫
|f |.

(⇐=) ΄Εχουµε
∣∣ |fn−f |−|fn| ∣∣ 6 |f |. Η |f | είναι ολοκληρώσιµη και |fn−f |−|fn| → −|f |.

Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης,∫
(|fn − f | − |fn|)→

∫
(−|f |).

΄Εχουµε υποθέσει ότι ∫
|fn| →

∫
|f |.

Προσθέτοντας κατά µέλη, παίρνουµε∫
|fn − f | → 0.

32. ΄Εστω (fn) ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ολοκλη-
ϱώσιµη συνάρτηση g ώστε |fn| 6 g σχεδόν παντού για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι∫ (

lim inf
n

fn

)
6 lim inf

n

∫
fn 6 lim sup

n

∫
fn 6

∫ (
lim sup

n
fn

)
.
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Υπόδειξη. Θέτουµε hn = g − fn, η οποία είναι ακολουθία ολοκηρωσίµων συναρτήσεων µε
hn > 0. Από το λήµµα του Fatou παίρνουµε:∫

[g+lim inf(−fn)] dλ =

∫
lim inf hn dλ 6 lim inf

∫
hn dλ = lim inf

(∫
g dλ−

∫
fn dλ

)
.

Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι lim inf(−fn)− lim sup fn και ότι
∫
g dλ < +∞ προκύπτει

ότι
−
∫

lim sup fn dλ 6 − lim sup

∫
fn dλ,

το οποίο αποδεικνύει το δεξιό Ϲευγάρι ανισοτήτων. Για την άλλη µη τετριµµένη ανισότητα
εργαζόµαστε ανάλογα ϑεωρώντας την ακολουθία συναρτήσεων un = g + fn.

33. ΄Εστω f µετρήσιµη και σχεδόν παντού πεπερασµένη στο [0, 1].

(α) Αν
∫
E f = 0 για κάθε µετρήσιµο E ⊂ [0, 1] µε λ(E) = 1/2, δείξτε ότι f = 0 σχεδόν

παντού στο [0, 1].

(ϐ) Αν f > 0 σχεδόν παντού, δείξτε ότι

inf

{∫
E
f : λ(E) >

1

2

}
> 0.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη και
∫
[0,1] f = 0 (διότι το [0, 1]

είναι η ένωση δύο συνόλων µέτρου 1/2. ΄Εστω A,B ⊂ [0, 1] µε λ(A) = λ(B) = 1
4 . Τότε,

λ([0, 1]\(A∪B)) > 1/2. Συνεπώς, υπάρχειC ⊆ [0, 1] µε λ(C) = 1/4 καιC∩A = C∩B = ∅
(εξηγήστε γιατί). Γράφουµε∫

A
f =

∫
A∪C

f −
∫
C
f = −

∫
C
f =

∫
B∪C

f −
∫
C
f =

∫
B
f,

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
∫
A∪C f = 0 =

∫
B∪C f το οποίο ισχύει από την υπόθεση

αφού λ(A ∪ C) = λ(B ∪ C) = 1/2. Τώρα, µπορούµε να δείξουµε ότι αν λ(A) = 1/4 τότε∫
A f = 0. Πράγµατι, υπάρχει B ⊂ [0, 1] µε λ(B) = 1/4 και A ∩B = ∅, συνεπώς,

0 =

∫
A∪B

f =

∫
A
f +

∫
B
f = 2

∫
A
f.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι : για κάθε k > 1, αν A ⊂ [0, 1] και λ(A) = 1
2k

τότε ∫
A
f = 0.
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΄Επεται τώρα ότι, για κάθε «δυαδικό ϱητό» x = m
2k

, όπου k ∈ N και 0 6 m 6 2k, ισχύει∫
[0,m/2k]

f = 0.

Θεωρούµε την συνάρτηση F (x) =
∫ x
0 f . ΄Οπως στην ΄Ασκηση 12, µπορούµε να δείξουµε ότι

η F είναι συνεχής. Αφού F (x) = 0 για κάθε δυαδικό ϱητό x ∈ [0, 1], συµπεραίνουµε ότι
F (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. Ειδικότερα,

∫
I f = 0 για κάθε διάστηµα I ⊆ [0, 1]. ΄Επεται

τώρα ότι
∫
E f = 0 για κάθε ανοικτό E ⊆ [0, 1] (εξηγήστε γιατί). Αφού

∫
[0,1] f = 0, έπεται

ότι
∫
F f = 0 για κάθε κλειστό F ⊆ [0, 1].
Υποθέτουµε τώρα ότι λ({f 6= 0}) > 0. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, µπορούµε

τότε να υποθέσουµε ότι λ({f > 0}) > 0. ΄Επεται ότι υπάρχει k ∈ N ώστε λ(D) > 0, όπου
D = {f > 1/k} (εξηγήστε γιατί). Μπορούµε να ϐρούµε κλειστό F ⊆ D µε λ(F ) > 0

(εξηγήστε γιατί). Τότε, καταλήγουµε σε άτοπο, διότι∫
F
f >

1

k
λ(F ) > 0.

(ϐ) Αφού f > 0 σχεδόν παντού υπάρχει ε > 0 ώστε λ({x : f(x) > ε}) > 2/3. [Πράγµατι·
αν ϑεωρήσουµε την ακολουθία συνόλων Ek = {x : f(x) > 1/k} τότε Ek ↗ [0, 1], άρα
λ(Ek)→ 1.] Αν ϑέσουµε λοιπόν F = {x : |f(x)| > ε} > 2/3 τότε µπορούµε να γράψουµε:
αν E µετρήσιµο µε λ(E) > 1/2 τότε∫

E
f dλ >

∫
E∩F

f dλ > ελ(E ∩ F ),

διότι η f είναι ϑετική σχεδόν παντού. Επιπλέον, είναι λ(E ∩F ) > λ(E) +λ(F )− 1 > 1/6.
Εποµένως,

∫
E f dλ > ε/6 για κάθε τέτοιο σύνολο E, που αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

34. ΄Εστω fn : E → R ακολουθία ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε
∑∞

n=1

∫
E |fn| < +∞.

∆είξτε ότι :

(α) Η σειρά
∑∞

n=1 fn(x) συγκλίνει σχεδόν για κάθε x ∈ E.

(ϐ) Η συνάρτηση
∑∞

n=1 fn είναι ολοκληρώσιµη και∫ ( ∞∑
n=1

fn

)
=

∞∑
n=1

∫
fn.

Υπόδειξη. (α) Από το ϑεώρηµα Beppo–Levi έχουµε ότι
∫
E

∑∞
n=1 |fn| =

∑∞
n=1

∫
E |fn| <

+∞, δηλαδή η συνάρτηση F =
∑∞

n=1 |fn| είναι ολοκληρώσιµη, άρα πεπερασµένη σχεδόν
παντού. Μ’ άλλα λόγια η σειρά

∑∞
n=1 fn(x) συγκλίνει (απόλυτα) σχεδόν για κάθε x ∈ E.
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(ϐ) ΄Εστω f(x) :=
∑∞

n=1 fn(x), η οποία ορίζεται σχεδόν για κάθε x ∈ E. Τότε, σχεδόν για
κάθε x ∈ E ισχύει

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fn(x)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1

|fn(x)| = F (x).

Η F είναι ολοκληρώσιµη, από υπόθεση, άρα η |f | είναι ολοκληρώσιµη. Θεωρούµε την
ακολουθία ολοκληρωσίµων συναρτήσεων sn(x) =

∑n
k=1 fk(x) και παρατηρούµε ότι σχεδόν

για κάθε x ∈ E ισχύει

|sn(x)| 6
n∑
k=1

|fk(x)| 6 F (x).

Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης έχουµε:∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
=

∫
E

lim
n
sn = lim

n

∫
E
sn =

∞∑
n=1

∫
E
fn.

35. (α) Αν f > 0 σχεδόν παντού στο E και αν fn = min{f, n}, δείξτε ότι
∫
E fn →

∫
E f .

(ϐ) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη στο E και fn = max{min{n, f},−n}, δείξτε ότι
∫
E fn →∫

E f .

Υπόδειξη. (α) Παρατηρούµε ότι 0 6 fn 6 fn+1 και fn → f κατά σηµείο, σχεδόν παντού
στο E. Το συµπέρασµα έπεται από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι |fn| 6 |f | και ότι fn → f κατά σηµείο, σχεδόν παντού στο E. Το
συµπέρασµα έπεται από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

36. ΄Εστω k, n ∈ N µε k 6 n και E1, . . . , En µετρήσιµα υποσύνολα του [0, 1] µε την εξής
ιδιότητα : κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε τουλάχιστον k από ταE1, E2, . . . , En. ∆είξτε ότι υπάρχει
i 6 n ώστε λ(Ei) > k/n.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την f =
∑n

i=1 χEi . Αφού κάθε x ∈ [0, 1] ανήκει σε τουλάχιστον k
από τα E1, . . . , En, έχουµε

f(x) =

n∑
i=1

χEi(x) > k

για κάθε x ∈ [0, 1]. Συνεπώς,
n∑
i=1

λ(Ei) =
n∑
i=1

∫
[0,1]

χEi(x) dλ(x) =

∫
[0,1]

f dλ > k.

΄Επεται ότι
max
16i6n

λ(Ei) >
k

n
.

∆ηλαδή, υπάρχει i0 ∈ {1, . . . , n} µε την ιδιότητα λ(Ei0) > k
n .
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2.2 Οµάδα Β΄

37. (α) ∆είξτε ότι αν η g : R → R είναι συνεχής και η h : R → R είναι Borel µετρήσιµη,
τότε η h ◦ g : R→ R είναι Borel µετρήσιµη.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Cantor–Lebesgue ϐρείτε µια συνεχή συνάρτηση g :

R → R και µια Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση h : R → R ώστε η h ◦ g : R → R να µην
είναι Lebesgue µετρήσιµη.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω a ∈ R. Τότε, (h ◦ g)−1((a,+∞)) = g−1(h−1(a,+∞)). ΄Οµως, η h είναι
µετρήσιµη, άρα το B = h−1(a,+∞) είναι Borel. ΄Επεται, ότι το g−1(B) είναι επίσης Borel
αφού g συνεχής.

(ϐ) ΄Εστω φ : [0, 1] → [0, 1] η συνάρτηση Cantor–Lebesgue και ξαναλέµε φ την επέκτασή
της σε ολόκληρο το R µε φ(x) = 1 αν x > 1 ενώ φ(x) = 0 αν x < 0. Ορίζουµε f : R→ R
µε f(x) = x+ φ(x). ΄Εχουµε δει ότι λ(f(C)) = 1, άρα υπάρχει V ⊆ f(C) µη µετρήσιµο.
Επίσης, το A = f−1(V ) είναι µετρήσιµο. Παρατηρήστε ότι ορίζεται η g = f−1, η οποία
είναι συνεχής και h = χA η οποία είναι µετρήσιµη. Τότε, η h ◦ g : R → R δεν είναι
µετρήσιµη αφού {x | (h ◦ g)(x) > 0} = V .

38. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι η f απεικονίζει Fσ-σύνολα σε Fσ-σύνολα.

(ϐ) ∆είξτε ότι η f απεικονίζει µετρήσιµα σύνολα σε µετρήσιµα σύνολα αν και µόνο αν για
κάθε A ⊂ [a, b] µε λ(A) = 0 ισχύει λ(f(A)) = 0.

Υπόδειξη. (α) Πρώτα δείχνουµε ότι η f απεικονίζει κλειστά υποσύνολα του [a, b] σε κλειστά.
Πράγµατι· αν F κλειστό στο [a, b], επειδή το [a, b] είναι συµπαγές έπεται ότι το F είναι
συµπαγές. Αφού η f είναι συνεχής παίρνουµε ότι το f(F ) είναι συµπαγές, άρα κλειστό.
Αν τώρα E = ∪∞n=1En είναι Fσ σύνολο, τότε κάθε En είναι κλειστό, οπότε το f(E) =

∪∞n=1f(En) είναι Fσ.

(ϐ) Υποθέτουµε ότι αν λ(A) = 0 τότε λ(f(A)) = 0. Θα δείξουµε ότι η f απεικονίζει
µετρήσιµα σε µετρήσιµα. Πράγµατι· αν A µετρήσιµο, τότε γνωρίζουµε ότι υπάρχουνN και
E µηδενικό σύνολο και Fσ-σύνολο αντίστοιχα, ώστεA = E∪N . Τότε, f(A) = f(E)∪f(N).
Αλλά, από το (α) το f(E) είναι Fσ, ενώ από την υπόθεση το f(N) είναι µηδενικό. Συνεπώς,
το f(A) είναι µετρήσιµο.

Αντίστροφα· έστω ότι η f απεικονίζει µετρήσιµα σε µετρήσιµα. Θα δείξουµε ότι απεικονίζει
µηδενικά σύνολα σε µηδενικά. ΄Εστω A ⊂ [a, b] µε λ(A) = 0. Τότε, το f(A) είναι µετρήσι-
µο. Αν είναι λ(f(A)) > 0 τότε υπάρχει V ⊂ f(A) µη µετρήσιµο. ΄Εστω E = f−1(V ) ∩ A,
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το οποίο είναι προφανώς µετρήσιµο. Τότε, το f(E) = V δεν είναι µετρήσιµο κι έχουµε
αντίφαση.

39. (α) ΄Εστω fn : R→ R Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω α ∈ R. ∆είξτε ότι : αν∑∞
n=1 λ({x : fn(x) > α}) <∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε lim sup

n→∞
fn(x) 6 α

για κάθε x /∈ Z.

(ϐ) ΄Εστω fn : R → R+ Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις και έστω εn → 0+. ∆είξτε ότι :
αν
∑∞

n=1 λ({x : fn(x) > εn}) <∞, τότε υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε fn(x)→ 0 για
κάθε x /∈ Z.

Υπόδειξη. (α) Θέτουµε An = {x : fn(x) > α}. Τότε,
∑∞

n=1 λ(An) <∞, άρα από το πρώτο
λήµµα Borel–Cantelli έπεται ότι λ(lim supAn) = 0. Θέτουµε Z = lim supAn εποµένως,
αν x /∈ Z τότε υπάρχει Nx ∈ N ώστε αν n > Nx τότε x /∈ An δηλαδή fn(x) 6 α, άρα
lim supn→∞ fn(x) 6 α.

(ϐ) ΄Οπως προηγουµένως, υπάρχει Z µε λ(Z) = 0 ώστε αν x /∈ Z, τότε υπάρχει Nx ∈ N
ώστε αν n > Nx τότε fn(x) 6 εn. Καθώς, εn → 0+ το Ϲητούµενο έπεται.

40. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R Lebesgue µετρήσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία
(αn) ϑετικών πραγµατικών αριθµών και υπάρχει Z ⊂ R µε λ(Z) = 0 ώστε lim

n→∞
fn(x)
αn

= 0

για κάθε x /∈ Z.

Υπόδειξη. Για κάθε n υπάρχει βn > 0 ώστε λ({x : |fn(x)| > βn}) < 1/2n. Προς τούτο
αρκεί να αποδείξουµε τον ακόλουθο ισχυρισµό:

Ισχυρισµός. Αν g : [0, 1]→ R είναι Lebesgue µετρήσιµη τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει β > 0

ώστε λ(x : |g(x)| > β) < ε.

΄Εστω En = {x : |g(x)| 6 n}. Τότε,
⋃∞
n=1En = [0, 1] και η {En} είναι αύξουσα. ΄Αρα,

είναι limn→∞ λ(An) = λ([0, 1]) = 1. Εποµένως, υπάρχει k ∈ N ώστε λ(Ak) > 1− ε. Τότε,
λ(x : |g(x)| > k) < ε. Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισµό.

Εφαρµόζοντας αυτό για g = fn και ε = 2−n ϐρίσκουµε βn > 0 ώστε λ(x : |fn(x)| >
βn) < 1/2n. Θέτουµε En = {x : |fn(x)| > βn} τότε

∑∞
n=1 λ(En) < +∞. Αν ϑέσουµε

Z = lim supEn, τότε από το πρώτο λήµµα Borel–Cantelli παίρνουµε λ(Z) = 0. Αν x /∈ Z
τότε υπάρχει Nx ∈ N ώστε αν n > Nx ισχύει |fn(x)| 6 βn. Αν ϑεωρήσουµε την αn = 1

nβn

τότε έχουµε ότι για κάθε x /∈ Z ισχύει fn(x)αn
→ 0 καθώς n→∞.

41. ΄Εστω f : R→ R µετρήσιµη συνάρτηση. Αν η f είναι t-περιοδική και s-περιοδική για
κάποιους t, s > 0 µε t/s /∈ Q, δείξτε ότι η f είναι σχεδόν παντού σταθερή.
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Υπόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι µη αρνητική και ϕραγµένη. Ορίζουµε F (x) =∫ x
0 f(t) dλ(t). Για κάθε y της µορφής y = kt+ms, k,m ∈ Z έχουµε:

F (x) =

∫ x

0
f(t) dλ(t) =

∫ x

0
f(t+ y) dλ(t) =

∫ x+y

y
f(t) dλ(t) = F (x+ y)− F (y),

για κάθε x ∈ R. Από το ϑεώρηµα του Kronecker γνωρίζουµε ότι το σύνολο D = {kt+ms :

k,m ∈ Z} είναι πυκνό στο R. Εφόσον, η F είναι συνεχής (εξηγήστε γιατί) και ικανοποιεί
τη συναρτησιακή εξίσωση F (x+ y) = F (x) + F (y) για κάθε x ∈ R και για κάθε y σε ένα
πυκνό υποσύνολο του R, έπεται ότι υπάρχει α ∈ R ώστε F (x) = αx. ΄Ετσι,

F (x)− αx =

∫ x

0
f(t) dλ(t)− αx =

∫ x

0
(f(t)− α) dλ(t) = 0,

για κάθε x ∈ R. Από εδώ έπεται εύκολα ότι η h(t) = f(t)− α έχει ολοκλήρωµα µηδέν σε
κάθε διάστηµα κι άρα είναι µηδέν σχεδόν παντού.

Για τη γενική περίπτωση ϑεωρούµε τη συνάρτηση f1(t) = 1 + 2
π arctan f(t) για την

οποία πρέπει πρώτα να παρατηρήσουµε ότι είναι µετρήσιµη και ότι 0 < f1 < 2.

42. ΄Εστω E ⊆ R µετρήσιµο. ∆είξτε ότι κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R είναι κατά
σηµείο όριο µιας ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων fn : E → R.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

gn(x) = f(x)χE∩[−n,n](x).

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Lusin, για κάθε n ϐρίσκουµε ένα κλειστό σύνολο Fn ⊆ E ∩
[−n, n] ώστε η gn |Fn να είναι συνεχής και λ(E∩ [−n, n]\Fn) 6 1

n2 . Κατόπιν, επεκτείνουµε
την gn σε µια συνεχή συνάρτηση hn : R → R (ϑεώρηµα Tietze, στην περίπτωσή µας
είναι πιο απλό, αφού το R \ Fn είναι µια ξένη ένωση ανοικτών διαστηµάτων). Τότε, οι
fn := hn |E : E → R είναι συνεχείς συναρτήσεις.

Θέτουµε

D = {x ∈ E : fn(x) 6→ f(x)}

και ϑα δείξουµε ότι λ(D) = 0. ΄Εστω x ∈ D. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε |x| 6 n0 και, άρα
x ∈ E ∩ [−n, n] για κάθε n > n0. ΄Αρα, για κάθε n > n0 έχουµε gn(x) = f(x). Αφόύ
fn(x) 6→ f(x), ϑα πρέπει να υπάρχουν άπειροι ϕυσικοί n για τους οποίους fn(x) 6= gn(x),
δηλαδή άπειροι ϕυσικοί n για τους οποίους x ∈ En := E ∩ [−n, n] \ Fn. ∆ηλαδή,

D ⊆ lim sup
n→∞

(En).
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΄Οµως,
∞∑
n=1

λ(En) 6
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Από το λήµµα Borel-Cantelli έχουµε λ(lim supn(En)) = 0, άρα λ(D) = 0.

43. ΄Εστω f : R2 → R χωριστά συνεχής συνάρτηση: για κάθε x ∈ R η fx(y) := f(x, y)

είναι συνεχής και για κάθε y ∈ R η fy(x) := f(x, y) είναι συνεχής. ∆είξτε ότι η f είναι
µετρήσιµη.

Υπόδειξη. Ορίζουµε fn : R2 → R ως εξής. Αν z = (x, y) ∈ R2 τότε υπάρχει µοναδικός
m = mx ∈ Z ώστε x ∈

[
m
n ,

m+1
n

)
. Θέτουµε

fn(x, y) = f
(mx

n
, y
)
.

∆είχνουµε ότι η fn είναι µετρήσιµη: παρατηρήστε ότι, για κάθε α ∈ R,

En(α) :=
{

(x, y) ∈ R2 : fn(x, y) > α
}

=

∞⋃
m=−∞

[
(
m

n
,
m+ 1

n

)
×{y ∈ R : f(m/n, y) > α} .

Για κάθεm ∈ Z, αφού η fm/n είναι συνεχής συνάρτηση, το σύνολο {y ∈ R : f(m/n, y) > α}
είναι ανοικτό, άρα το σύνολο[

m

n
,
m+ 1

n

)
× {y ∈ R : f(m/n, y) > α}

είναι µετρήσιµο. ΄Επεται ότι το En(α) είναι µετρήσιµο για κάθε α ∈ R, και αυτό δείχνει
ότι η fn είναι µετρήσιµη.

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι fn(x, y) → f(x, y) για κάθε (x, y) ∈ R2. Πράγµατι, αφού
mx
n → x καθώς το n→∞ (εξηγήστε γιατί) και αφού η fy είναι συνεχής, έχουµε

fn(x, y) = f(mx/n, y) = fy(mx/n)→ fy(x) = f(x, y).

Από τα παραπάνω έπεται ότι η f είναι µετρήσιµη συνάρτηση ως κατά σηµείο όριο µιας
ακολουθίας µετρήσιµων συναρτήσεων.

44. ∆είξτε ότι υπάρχει µετρήσιµη συνάρτηση f : [0, 1] → R µε την εξής ιδιότητα : αν η
g : [0, 1]→ R είναι σχεδόν παντού ίση µε την f τότε η g είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ [0, 1].

Υπόδειξη. Από την ΄Ασκηση 22 του Κεφαλαίου 1 γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένα Lebesgue
µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : για κάθε διάστηµα J ⊆ [0, 1],

λ(J ∩ E) > 0 και λ(J \ E) > 0.
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Θεωρούµε την f = χE : [0, 1]→ R. Θα δείξουµε ότι αν g : [0, 1]→ R είναι µια συνάρτηση
σχεδόν παντού ίση µε την f τότε η g είναι ασυνεχής σε κάθε x ∈ [0, 1].

΄Εστω x0 ∈ (0, 1) και δ > 0 ώστε (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (0, 1). Τα σύνολα Aδ = E ∩ (x0 −
δ, x0 + δ) και Bδ = (x0 − δ, x0 + δ) \ E έχουν ϑετικό µέτρο. Αφού f(x) = g(x) σχεδόν
παντού, µπορούµε να ϐρούµε xδ ∈ Aδ και yδ ∈ Bδ για τα οποία επιπλέον έχουµε

g(xδ) = f(xδ) = 1 και g(yδ) = f(yδ) = 0.

Βρίσκουµε n0 ∈ N ώστε
(
x0 − 1

n , x0 + 1
n

)
⊂ (0, 1) για κάθε n > n0, και χρησιµοποιώντας

την προηγούµενη παρατήρηση ϐρίσκουµε xn, yn µε |xn−x0| < 1
n , |yn−x0| <

1
n , g(xn) = 1

και g(yn) = 0. Αφού xn → x0, yn → x0 και

lim
n→∞

g(xn) = 1 6= 0 = lim
n→∞

g(yn),

η g είναι ασυνεχής στο x0.
Παρόµοιο επιχείρηµα εφαρµόζεται για τα x0 = 0 και x0 = 1 (ϑεωρήστε διαστήµατα της

µορφής [0, δ) ή (1− δ, 1] αντίστοιχα).

45. ΄Εστω (fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων fn : [0, 1] → R µε την εξής ιδιότητα :
για κάθε x ∈ [0, 1] ισχύει supn |fn(x)| dλ <∞. ∆είξτε ότι : για κάθε ε > 0 υπάρχουν A ⊆
[0, 1] µετρήσιµο και M > 0 ώστε λ([0, 1] \A) < ε και, για κάθε x ∈ A, supn |fn(x)| 6M .

Υπόδειξη. Η συνάρτηση f(x) = supn |fn(x)| είναι µετρήσιµη, διότι οι fn είναι µετρήσιµες.
Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

En = {x ∈ [0, 1] : f(x) > n}.

Αφού supn |fn(x)| <∞ για κάθε x ∈ [0, 1], ϐλέπουµε ότι η (En) είναι ϕθίνουσα ακολουθία
µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε

⋂∞
n=1En = ∅. Από τη συνέχεια του µέτρου Lebesgue

έχουµε λ(En)→ 0. ΄Αρα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε λ(En0) < ε. Θέτοντας A = [0, 1] \ En0 και
M = n0, έχουµε

λ([0, 1] \A) = λ(En0) < ε

και, για κάθε x ∈ A,

sup
n
|fn(x)| = f(x) 6 n0 = M.

46. ΄Εστω {In} ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In ⊆ [0, 1]. Συµβολίζουµε µε fn την
χαρακτηριστική συνάρτηση του In.

(α) Αν λ(In) 6 1
n2 για κάθε n ∈ N, δείξτε ότι fn(x)→ 0 σχεδόν παντού.

(ϐ) Εξετάστε αν ισχύει το ίδιο µε την υπόθεση ότι λ(In) 6 1
n για κάθε n ∈ N.
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Υπόδειξη. (α) Αν για κάποιο x ∈ [0, 1] η ακολουθία (fn(x)) δεν συγκλίνει στο 0, τότε το x
ανήκει σε άπειρα από τα In. ∆ηλαδή,

{x ∈ [0, 1] : fn(x) 6→ 0} ⊆ lim sup
n→∞

In.

Αφού
∞∑
n=1

λ(In) 6
∞∑
n=1

1

n2
<∞,

από το λήµµα Borel-Cantelli συµπεραίνουµε ότι λ (lim supn→∞ In) = 0, άρα λ({x ∈
[0, 1] : fn(x) 6→ 0}) = 0. ΄Επεται ότι fn(x)→ 0 σχεδόν παντού στο [0, 1].

(ϐ) ΄Οχι. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η αρµονική σειρά αποκλίνει, µπορούµε να
κατασκευάσουµε ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In ⊆ [0, 1] µε λ(In) 6 1

n , τέτοια η
fn(x) να αποκλίνει παντού. Αρχικά, ϑέτουµε I1 =

[
0, 12
]
, I2 =

[
1
2 ,

1
2 + 1

3

]
, I3 =

[
1
2 + 1

3 , 1
]
,

και ϑέτουµε n1 = 3.
Συνεχίζουµε επαγωγικά: η σειρά

∑∞
n=4

1
n αποκλίνει, και 1

4 < 1, άρα υπάρχει ο ελά-
χιστος n2 > 4 τέτοιος ώστε

∑n2
n=4

1
n > 1. Καλύπτουµε τότε το [0, 1] µε διαδοχικά κλειστά

διαστήµατα I4, I5, . . . , In2 για τα οποία έχουµε ότι λ(Ik) 6
1
k .

Με αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζουµε ακολουθία κλειστών διαστηµάτων In και γνησίως
αύξουσα ακολουθία ϕυσικών nk τέτοια ώστε λ(In) 6 1

n , οποιαδήποτε δύο διαδοχικά από
τα In έχουν το πολύ ένα κοινό σηµείο, και

⋃nk+1

i=nk+1 Ii = [0, 1] για κάθε k ∈ N. Αυτό
δείχνει ότι κάθε σηµείο x ∈ [0, 1] ανήκει σε άπειρα από τα In, αλλά όχι σε όλα τελικά τα
In, εποµένως η fn(x) δεν συγκλίνει.

47. Σταθεροποιούµε 0 < a < b και ορίζουµε fn(x) = ae−nax − ne−nbx. ∆είξτε ότι

∞∑
n=1

∫ ∞
0
|fn| dλ =∞

και ∫ ∞
0

( ∞∑
n=1

fn

)
dλ 6=

∞∑
n=1

∫ ∞
0

fn dλ.

Υπόδειξη. Θέτουµε δn := log(n/a)
n(b−a) . Τότε, για κάθε n > a ισχύει δn > 0 και fn(x) < 0 για

0 < x < δn. Εποµένως,∫ ∞
0
|fn| dλ >

∫ δn

0
[ne−nbx − ae−nax] dλ =

1

b
− 1

n
+

1

n
b
b−a

(
1− a

b

)
a

a
b−a ,

απ’ όπου έπεται ότι
∑∞

n=1

∫∞
0 |fn| dλ = +∞.
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Για κάθε x > 0 ισχύει

∞∑
n=1

fn(x) = a
e−ax

1− e−ax
− e−bx

(1− e−bx)2
.

΄Επεται ότι
∫∞
0

∑∞
n=1 fn dλ = +∞. Τέλος, είναι∫ ∞

0
fn dλ =

1

n
− 1

b
,

συνεπώς έχουµε
∑∞

n=1

∫∞
0 fn dλ = −∞.

48. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x−1/2 αν 0 < x < 1 και f(x) = 0 αλ-
λιώς. Θεωρούµε µια αρίθµηση {qn : n ∈ N} των ϱητών, και ϑέτουµε g(x) =

∑∞
n=1

f(x−qn)
2n .

(α) ∆είξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιµη. Ειδικότερα, |g| <∞ σχεδόν παντού.
(ϐ) ∆είξτε ότι η g είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο και δεν είναι ϕραγµένη σε κανένα

διάστηµα. Τα παραπάνω ισχύουν ακόµα κι αν µεταβάλλουµε τις τιµές της g σε οποιοδήποτε
σύνολο µηδενικού µέτρου Lebesgue.

(γ) ∆είξτε ότι g2 < ∞ σχεδόν παντού, αλλά η g2 δεν είναι ολοκληρώσιµη σε κανένα
διάστηµα.

Υπόδειξη. (α) Από το ϑεώρηµα Beppo Levi έχουµε∫
R

∞∑
n=1

|f(x− qn)|
2n

dλ(x) =
∞∑
n=1

1

2n

∫
R
|f(x− qn)| dλ(x)

=

∞∑
n=1

1

2n

∫ qn+1

qn

1√
x− qn

dλ(x)

=
∞∑
n=1

1

2n

∫ 1

0

1√
t
dλ(t)

=
∞∑
n=1

1

2n
2
√
t |10

=

∞∑
n=1

2

2n
= 2 <∞.

Αφού f > 0 έχουµε

|g(x)| = g(x) =

∞∑
n=1

|f(x− qn)|
2n

,

άρα ∫
R
|g(x)| dλ(x) <∞,
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δηλαδή η g είναι ολοκληρώσιµη. Ειδικότερα, |g(x)| <∞ σχεδόν παντού.

(ϐ) ΄Εστω (a, b) ένα διάστηµα κα έστωM > 0. Θεωρούµε ένα ϱητό qm ∈ (a, b) και ϐρίσκουµε
ε > 0 ώστε (qm, qm + ε) ⊂ (a, b). Παρατηρήστε ότι

g(x) >
f(x− qm)

2m
=

1

2m
√
x− qm

> M

για κάθε x ∈ (qm, qm+δ), όπου δ = min
{

1
2mM , ε

}
. Αφού το (qm, qm+δ) είναι υποδιάστηµα

του (a, b), έπεται ότι

λ({x ∈ (a, b) : g(x) > M}) > 0

και το ίδιο ϑα ισχύει για κάθε συνάρτηση h που είναι ίση µε την g σχεδόν παντού. Αυτό
αποδεικνύει ότι κάθε τέτοια h δεν είναι ϕραγµένη στο (a, b).

΄Επεται επίσης ότι η g δεν είναι συνεχής σε κανένα x ∈ R. Αν g(x) = +∞ δεν έχουµε
τίποτα να δείξουµε, ενώ αν g(x) <∞ παρατηρούµε ότι αν η g ήταν συνεχής στο x τότε ϑα
υπήρχε κάποιο διάστηµα (x− η, x+ η) στο οποίο η g ϑα ήταν ϕραγµένη, κάτι που είδαµε
ότι δεν µπορεί να συµβεί.

(γ) Θεωρούµε τυχόν διάστηµα (a, b) ⊂ R. Υπάρχει ϱητός qm τέτοιος ώστε qm < b < qm + 1.
Αφού

g(x) >
f(x− qm)

2m
> 0,

έχουµε ∫
(a,b)

g2(x) dλ(x) >
∫
(a,b)

f2(x− qm)

22m
dλ(x)

=
1

22m

∫ b

qm

1

x− qm
dλ(x)

=

∫ b−qm

0

1

t
dλ(t) =∞.

΄Αρα, η g2 δεν είναι ολοκληρώσιµη στο (a, b), παρόλο που, αφού |g(x)| <∞ σχεδόν παντού,
έχουµε g2(x) <∞ σχεδόν παντού.

49. ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(A) <∞. Αν f : A→ R είναι
µια γνησίως ϑετική µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι : για κάθε t > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε,
αν E είναι Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του A µε λ(E) > t τότε

∫
E f dλ > δ.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε An =
{
x ∈ A : f(x) < 1

n

}
. Η (An) είναι ϕθίνουσα

ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του A, και
⋂
nAn = ∅ διότι η f είναι γνησίως ϑετική.

Αφού λ(A) <∞, συµπεραίνουµε ότι limnλ(An) = 0.
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΄Εστω t > 0. Επιλέγουµε n(t) ώστε λ(An(t)) <
t
2 . Τότε, για κάθε µετρήσιµο E ⊆ A µε

λ(E) > t, έχουµε

λ(E \An(t)) > λ(E)− λ(An(t)) >
t

2
.

Συνεπώς, ∫
E
f dλ >

∫
E\An(t)

f dλ >
1

n(t)
λ(E \An(t)) >

t

2n(t)
.

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο, µε δ = δ(t) = t
2n(t) .

50. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής στο 0. Αν η f είναι ολοκληρώσιµη, δείξτε ότι, για κάθε
n ∈ N η συνάρτηση fn(x) = f(xn) είναι ολοκληρώσιµη.

Υπόδειξη. Αφού η f είναι συνεχής στο 0, µπορούµε να ϐρούµε δ ∈ (0, 1) και M > 0 ώστε
|f(t)| 6M για κάθε t ∈ [0, δ]. Γράφουµε∫ 1

0
|fn(x)| dλ(x) =

1

n

∫ 1

0
|f(t)| t

1
n
−1 dλ(t)

=
1

n

∫ δ

0
|f(t)| t

1
n
−1 dλ(t) +

1

n

∫ 1

δ
|f(t)| t

1
n
−1 dλ(t)

6
M

n

∫ δ

0
t
1
n
−1 dλ(t) +

1

nδ1−
1
n

∫ 1

δ
|f(t)| dλ(t)

6Mδ
1
n +

δ
1
n

δn

∫ 1

0
|f(t)| dλ(t) <∞.

΄Αρα, fn ∈ L1[0, 1].

51. ΄Εστω f µη αρνητική ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [0, 1]. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

n
√
f(x) dλ(x) = λ({x : f(x) > 0}).

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι n
√
f(x) 6 f(x) + 1 για κάθε x ∈ [0, 1]. Πράγµατι, αν

0 6 f(x) 6 1 έχουµε n
√
f(x) 6 1 6 f(x) + 1, ενώ αν f(x) > 1 έχουµε n

√
f(x) 6 f(x) 6

f(x) + 1. Αν ορίσουµε
gn(x) = n

√
f(x), 0 6 x 6 1

έχουµε λοιπόν 0 6 gn 6 f + 1, και η συνάρτηση f + 1 είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1].
Παρατηρούµε τώρα ότι : αν f(x) = 0 τότε gn(x) = n

√
f(x) = 0→ 0, ενώ αν 0 < f(x) <

∞ τότε gn(x) = n
√
f(x) → 1. Αφού η f είναι ολοκληρώσιµη, έχουµε 0 6 f(x) < ∞

σχεδόν παντού. ΄Αρα,
n
√
f(x) = gn(x)→ χ{x:f(x)>0}
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σχεδόν παντού. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης,∫ 1

0

n
√
f(x) dλ(x) =

∫ 1

0
gn(x) dλ(x)→

∫ 1

0
χ{x:f(x)>0}(x) dλ(x) = λ({x : f(x) > 0}).

52. ΄Εστω f : [0, 1] → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση, η οποία είναι γνήσια ϑετική
σχεδόν παντού. ΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε την ιδιότητα

lim
n→∞

∫
An

f(x) dλ(x) = 0.

∆είξτε ότι limn→∞ λ(An) = 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θέτουµε B = {f 6 0} και Bk =
{
f < 1

k

}
, k ∈ N. Τότε, η (Bk)

είναι ϕθίνουσα ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1], και
⋂∞
k=1Bk = B, άρα

lim
k→∞

λ(Bk) = λ(B) = 0.

Εποµένως, υπάρχει k0 τέτοιος ώστε λ(Bk0) < ε
2 . Από την υπόθεση υπάρχει n0 τέτοιος

ώστε, για κάθε n > n0, ∫
An

f dλ 6
ε

2k0
.

Τότε, για κάθε n > n0, αφού f > 1
k0

στο [0, 1] \Bk0 , έχουµε

λ(An) = λ(An ∩Bk0) + λ(An ∩ ([0, 1] \Bk0)) 6 λ(Bk0) + k0

∫
An∩([0,1]\Bk0 )

1

k0
dλ

6
ε

2
+ k0

∫
An

f dλ 6 ε.

΄Επεται ότι λ(An)→ 0.

Σηµείωση. Το γεγονός ότι το [0, 1] έχει πεπερασµένο µέτρο χρησιµοποιήθηκε ουσιαστικά.
Αν ϑεωρήσουµε την f(x) = 1

x2
στο [1,∞), τότε η f είναι γνήσια ϑετική και αν ϑέσουµε

An = [n, n+ 1] έχουµε ∫
An

f dλ 6
1

n2
→ 0,

όµως λ(An) = 1 6→ 0.

53. ΄Εστω f : [0,∞) → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για x > 0 ορίζουµε g(x) =∫∞
0 f(t)e−xt dλ(t). ∆είξτε ότι η g είναι συνεχής και ότι limx→+∞ g(x) = 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω t > 0. Θέτουµε gt(x) = e−xt. Η παράγωγος της gt είναι ίση µε g′t(x) =

−te−xt. Σταθεροποιούµε x0 > 0. Για κάθε x ∈ R µε |x−x0| < x0
2 , από το ϑεώρηµα µέσης

τιµής έχουµε
|e−tx − e−tx0 | = |g′t(z)||x− x0| = te−tz|x− x0|
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για κάποιο z µεταξύ των x, x0. Αφού z > x0 − x0
2 = x0

2 , έχουµε e−tz 6 e−tx0/2. ΄Αρα,

|e−tx − e−tx0 | ≤ te−tx0/2|x− x0|.

Θεωρούµε την hx0(t) = te−tx0/2. Αφού limt→0+ hx0(t) = 0 και limt→+∞ hx0(t) = 0,
υπάρχει Mx0 > 0 τέτοιος ώστε |hx0(t)| 6 Mx0 για κάθε t > 0. ΄Αρα, αν |x − x0| < x0

2 ,
έχουµε ότι

|g(x)− g(x0)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0
f(t)(e−xt − e−x0t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 |∫ ∞
0
|f(t)|te−tx0/2|x− x0| dλ(t)

6Mx0 |x− x0|
∫ ∞
0
|f |dλ.

Παίρνοντας το όριο καθώς το x→ x0 ϐλέπουµε ότι g(x)→ g(x0), άρα η g είναι συνεχής.
Για να δείξουµε ότι limx→+∞ g(x) = 0, ϑεωρούµε τυχόν 0 < ε < 1. Αφού η f είναι

ολοκληρώσιµη, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε∫ δ

0
|f | dλ < ε.

Εποµένως, αν x > − log ε
δ και t > δ, τότε −xt < log ε. ΄Αρα, αν x > − log ε

δ ,

|g(x)| 6
∫ ∞
0
|f(t)|e−xt dλ(t) =

∫ δ

0
|f(t)|e−xt dλ(t) +

∫ ∞
δ
|f(t)|e−xt dλ(t)

6
∫ δ

0
|f(t)| dλ(t) +

∫ ∞
δ
|f(t)|elog ε dλ(t) < ε+ ε

∫ ∞
0
|f | dλ.

Αφού το ε ∈ (0, 1) ήταν τυχόν και
∫∞
0 |f | dλ <∞, συµπεραίνουµε ότι limx→+∞ g(x) = 0.

54. ΄Εστω E ⊂ Rd µε λ(E) <∞ και έστω f, g : E → R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις µε∫
E
f dλ =

∫
E
g dλ.

∆είξτε ότι είτε (α) f = g σχεδόν παντού στο E είτε (ϐ) υπάρχει µετρήσιµο A ⊂ E τέτοιο ώστε∫
A
f dλ <

∫
A
g dλ.

Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι ∫
A
g dλ 6

∫
A
f dλ
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για κάθε µετρήσιµο A ⊂ E. Τότε, για κάθε µετρήσιµο F ⊂ E, ϑέτοντας A = E \ F στην
προηγούµενη ανισότητα παίρνουµε∫

F
g dλ =

∫
E
g dλ−

∫
E\F

g dλ

=

∫
E
f dλ−

∫
E\F

g dλ

>
∫
E
f dλ−

∫
E\F

f dλ

=

∫
F
f dλ,

άρα τελικά έχουµε ∫
F
g dλ 6

∫
F
f dλ

για κάθε µετρήσιµο F ⊂ E. Θεωρούµε τυχόν ε > 0 και ορίζουµε Bε = {f − g > ε} και
Cε = {g − f > ε}. Τότε, τα Bε και Cε είναι µετρήσιµα, και

0 =

∫
Bε

f dλ−
∫
Bε

g dλ =

∫
Bε

(f − g) dλ > ελ(Bε),

άρα λ(Bε) = 0. ΄Οµοια δείχνουµε ότι λ(Cε) = 0. ΄Επεται ότι

λ({|f − g| > 1/n}) = λ(B1/n ∪ C1/n) = 0

για κάθε n ∈ N, άρα

λ({f 6= g}) = λ

(
n⋃
n=1

{|f − g| > 1/n}

)
= 0.

∆ηλαδή, f = g σχεδόν παντού στο E.

55. ΄Εστω f : [0, 1] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάποιο κλειστό
σύνολο A ⊂ R ισχύει το εξήσ: για κάθε E ⊂ [0, 1] µε λ(E) > 0 ισχύει

tE :=
1

λ(E)

∫
E
f dλ ∈ A.

∆είξτε ότι το σύνολο Z = {x ∈ [0, 1] : f(x) /∈ A} έχει µέτρο µηδέν.

Υπόδειξη. Αφού το A είναι κλειστό, µπορούµε να γράψουµε το συµπλήρωµά του σαν
αριθµήσιµη ένωση ξένων ανοικτών διαστηµάτων:

R \A =

∞⋃
k=1

(ak, bk).
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Παρατηρήστε ότι

Z = {x ∈ [0, 1] : f(x) /∈ A} =

{
x ∈ [0, 1] : f(x) ∈

∞⋃
k=1

(ak, bk)

}

=
∞⋃
k=1

{x ∈ [0, 1] : f(x) ∈ (ak, bk)}.

Υποθέτουµε ότι λ(Z) > 0. Τότε, υπάρχει k ∈ N ώστε το σύνολο

Zk := {x ∈ [0, 1] : f(x) ∈ (ak, bk)}

να έχει ϑετικό µέτρο. Εφαρµόζοντας την υπόθεση µε E = Zk ϐλέπουµε ότι

tk :=
1

λ(Zk)

∫
Zk

f dλ ∈ A.

΄Οµως, ak < f(x) < bk για κάθε x ∈ Zk. ΄Αρα,

akλ(Zk) <

∫
Zk

f dλ < bkλ(Zk),

απ¨ όπου έπεται ότι
ak < tk :=

1

λ(Zk)

∫
Zk

f dλ < βk.

∆ηλαδή, tk ∈ (ak, bk). ΄Αρα, tk /∈ A, το οποίο είναι άτοπο.

56. ΄Εστω f, fn : R→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε, για κάθε n ∈ N,∫
R
|f(t)− fn(t)| dλ(t) 6

1

n2
.

∆είξτε ότι fn → f σχεδόν παντού.

Υπόδειξη. Από το ϑεώρηµα Beppo Levi έχουµε∫
R

∞∑
n=1

|fn(t)− f(t)| dλ(t) =
∞∑
n=1

∫
R
|fn(t)− f(t)| dλ(t) 6

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

΄Αρα, η συνάρτηση
∑∞

n=1 |fn − f | είναι ολοκληρώσιµη. ΄Επεται ότι η σειρά

∞∑
n=1

|fn(t)− f(t)|

συγκλίνει σχεδόν παντού. Ειδικότερα, fn(t)− f(t)→ 0 σχεδόν παντού.

57. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις που ικανοποιούν τα εξήσ:
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(α) Υπάρχει µη αρνητική ολοκληρώσιµη h : [0, 1]→ R ώστε : για κάθε n ισχύει |fn| 6 h

σχεδόν παντού.

(ϐ) Για κάθε συνεχή συνάρτηση g : [0, 1]→ R ισχύει∫
[0,1]

fng dλ→ 0.

∆είξτε ότι : για κάθε Borel σύνολο A ⊂ [0, 1],∫
A
fn dλ→ 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού η h είναι ολοκληρώσιµη, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε : αν E
είναι µετρήσιµο υποσύνολο του [0, 1] και λ(E) < δ, τότε

∫
E h dλ < ε.

΄Εστω A Borel υποσύνολο του [0, 1]. Μπορούµε να ϐρούµε συµπαγές K και ανοικτό
U ⊂ [0, 1] ώστε K ⊆ A ⊆ U και λ(U \K) < δ. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα του Urysohn
ϐρίσκουµε συνεχή συνάρτηση g : [0, 1] → R τέτοια ώστε 0 6 g 6 1, g(x) = 1 για κάθε
x ∈ K και g(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1] \ U . Τώρα γράφουµε∫

A
fn dλ =

∫
[0,1]

fnχA dλ =

∫
[0,1]

fng dλ+

∫
[0,1]

fn(χA − g) dλ,

και παρατηρούµε ότι∣∣∣∣∣
∫
[0,1]

fn(χA − g) dλ

∣∣∣∣∣ 6
∫
[0,1]
|fn| |χA − g| dλ 6

∫
[0,1]

h |χA − g| dλ

=

∫
U\K

h |χA − g| dλ 6
∫
U\K

h dλ < ε,

διότι χA − g ≡ 0 στο K και στο [0, 1] \ U , |χA − g| 6 1 στο U \ K, και λ(U \ K) < δ.
΄Επεται ότι

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
A
fn dλ

∣∣∣∣ 6 lim
n→∞

∣∣∣∣∣
∫
[0,1]

fng dλ

∣∣∣∣∣+ ε = ε,

διότι
∫
[0,1] fng dλ→ 0 από την υπόθεση. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
A
fn dλ

∣∣∣∣ = 0,

και έπεται το Ϲητούµενο.
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58. ΄Εστω fn : [0, 1]→ R µετρήσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε fn → 0 σχεδόν παντού, και∫
[0,1]
|fn(x)|2dλ(x) 6 10

για κάθε n. ∆είξτε ότι ∫
[0,1]
|f(x)| dλ(x)→ 0.

Υπόδειξη. Για κάθε α > 0 µπορούµε να γράψουµε∫
[0,1]
|fn| dλ =

∫
{|fn|6α}

|fn| dλ+

∫
{|fn|>α}

|fn| dλ

6
∫
{|fn|6α}

|fn| dλ+

∫
{|fn|>α}

|fn|2

α
dλ

6 α

∫
{|fn|6α}

dλ+
10

α

= α

∫
[0,1]

χ{|fn|6α} dλ+
10

α
.

Παρατηρούµε ότι οι gn := χ{|fn|6α} ϕράσσονται από την ολοκληρώσιµη συνάρτηση g ≡ 1

στο [0, 1], και από την υπόθεση ότι |fn(x)| → 0 σχεδόν παντού έπεται ότι «|fn(x)| <
α τελικά» σχεδόν παντού, δηλαδή «χ{|fn|6α}(x) = 0 τελικά» σχεδόν παντού, δηλαδή
χ{|fn|6α}(x)→ 0 σχεδόν παντού. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης,∫

[0,1]
χ{|fn|6α} dλ→ 0.

Από τα παραπάνω έπεται ότι

lim sup
n→∞

∫
[0,1]
|fn| dλ 6

10

α
.

Αφού το α > 0 ήταν τυχόν, αφήνοντας το α→∞ παίρνουµε

lim sup
n→∞

∫
[0,1]
|fn| dλ = 0 άρα lim

n→∞

∫
[0,1]
|fn| dλ = 0.

59. ΄Εστω f : R→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υπολογίστε το

lim
n→∞

n

∫
R

ln

(
1 +
|f(x)|2

n2

)
dλ(x).
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Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι 1 + |f(x)|2
n2 6

(
1 + |f(x)|

n

)2
, άρα

n ln

(
1 +
|f(x)|2

n2

)
6 2n ln

(
1 +
|f(x)|
n

)
6 2|f(x)|,

αν χρησιµοποιήσουµε και την ln
(

1 + |f(x)|
n

)
6 |f(x)|

n . ∆ηλαδή, αν ϑεωρήσουµε τις gn(x) =

n ln
(

1 + |f(x)|2
n2

)
, έχουµε |gn| 6 2|f | για κάθε n ∈ N.

Η f είναι ολοκληρώσιµη, άρα |f(x)| <∞ σχεδόν παντού. Συνεπώς,

|gn(x)| = n ln

(
1 +
|f(x)|2

n2

)
6 n
|f(x)|2

n2
=
|f(x)|2

n
→ 0

σχεδόν παντού. ∆ηλαδή, gn → 0 σχεδόν παντού. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλι-
σης έπεται ότι ∫

R
n ln

(
1 +
|f(x)|2

n2

)
dλ(x) =

∫
R
gn(x)dλ(x)→ 0.

60. ΄Εστω f : [0, 1]→ [1,∞) ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι∫
[0,1]

f ln f dλ >
∫
[0,1]

f dλ ·
∫
[0,1]

ln f dλ.

Υπόδειξη. Θέτουµε α =
∫
[0,1] f dλ > 0 και ϑεωρούµε τη συνάρτηση g = f/α. Παρατηρού-

µε ότι (y − 1) ln y > 0 για κάθε y > 0 (αν y 6 1 τότε y − 1 6 0 και ln y 6 0, ενώ αν y > 1

τότε y − 1 > 0 και ln y > 0). Συνεπώς, y ln y > ln y για κάθε y > 0. Αφού η g παίρνει
ϑετικές τιµές, έχουµε g ln g > ln g στο [0, 1], άρα∫

[0,1]
g ln g dλ >

∫
[0,1]

ln g dλ.

Αφού g = f/α, έχουµε ότι∫
[0,1]

f

α
(ln f − lnα) dλ =

∫
[0,1]

f

α
ln
f

α
dλ >

∫
[0,1]

ln
f

α
dλ

>
∫
[0,1]

ln f dλ−
∫
[0,1]

lnαdλ =

∫
[0,1]

ln f dλ− lnα,

δηλαδή
1

α

∫
[0,1]

f ln f dλ−

∫
[0,1] f dλ

α
lnα >

∫
[0,1]

ln f dλ− lnα,

από την οποία προκύπτει ότι∫
[0,1]

f ln f dλ > α

∫
[0,1]

ln f dλ =

∫
[0,1]

f dλ ·
∫
[0,1]

ln f dλ.





Κεφάλαιο 3

Χώροι Lp

3.1 Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < ∞. Αν f ∈ Lp(E) δείξτε ότι : για κάθε
α > 0 ισχύει

λ({|f | > α}) 6
(
‖f‖p
α

)p
.

Υπόδειξη. ΄Εστω α > 0. Παρατηρήστε ότι

‖f‖pp =

∫
E
|f(x)|pdλ(x) >

∫
{|f |>α}

αpdλ(x) = αpλ({|f | > α}.

2. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(E) <∞ και έστω 1 6 p <∞. Αν f : E → R είναι
µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι f ∈ Lp(E) αν και µόνο αν

∞∑
n=1

npλ({n− 1 6 |f | < n}) <∞.

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε En = {x ∈ E : n− 1 6 |f | < n}. Παρατηρήστε ότι

(n− 1)pλ(En) 6
∫
En

|f |p dλ 6 npλ(En).

Επίσης, αφού τα En είναι ξένα, από την προσθετικότητα του ολοκληρώµατος έχουµε

∞∑
n=k

∫
En

|f |p dλ =

∫
⋃∞
n=k En

|f |p dλ 6
∫
E
|f |p dλ

69
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για κάθε k > 1. Υποθέτουµε πρώτα ότι f ∈ Lp(E). Τότε, αφού n
n−1 6 2 για κάθε n > 2,

έχουµε
∞∑
n=2

npλ(En) 6
∞∑
n=2

(
n

n− 1

)p
(n− 1)pλ(En) 6

∞∑
n=2

2p(n− 1)pλ(En)

6 2p
∞∑
n=2

∫
En

|f |p dλ 6 2p
∫
E
|f |p dλ <∞.

Συνεπώς,
∞∑
n=1

npλ({n− 1 6 |f | < n}) =
∞∑
n=1

npλ(En) <∞.

Αντίστροφα, αν η παραπάνω σειρά συγκλίνει, έχουµε∫
E
|f |p dλ =

∞∑
n=1

∫
En

|f |p 6
∞∑
n=1

∫
En

np

=

∞∑
n=1

npλ(En) =

∞∑
n=1

npλ({n− 1 6 |f | < n}) <∞,

άρα f ∈ Lp(E).

3. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p <∞. Αν fn, f ∈ Lp(E) και fn → f σχεδόν
παντού στο E, δείξτε ότι

‖fn − f‖p → 0 αν και µόνο αν ‖fn‖p → ‖f‖p.

Υπόδειξη. Από την τριγωνική ανισότητα για την ‖ · ‖p έχουµε

| ‖fn‖p − ‖f‖p | 6 ‖fn − f‖p.

Συνεπώς, αν ‖fn − f‖p → 0 έχουµε ‖fn‖p − ‖f‖p → 0, δηλαδή ‖fn‖p → ‖f‖p.
Για την αντίστροφη ανισότητα, χρησιµοποιούµε την ΄Ασκηση 30 του Κεφαλαίου 2 (γε-

νίκευση του ϑεωρήµατος κυριαρχηµένης σύγκλισης). Ορίζουµε gn = 2p(|fn|p + |f |p) και
g = 2p+1|f |p. ΄Εχουµε

|fn − f |p 6 (|fn|+ |f |)p 6 (2 max{|fn|, |f |})p = 2p max{|fn|p, |f |p}

6 2p(|fn|p + |f |p) = gn.

Παρατηρούµε ότι gn → g σχεδόν παντού (διότι fn → f σχεδόν παντού). Επίσης, gn, g ∈
L1(E) (διότι |fn|p, |f |p ∈ L1(E)) και∫

E
|gn| dλ = 2p

(∫
E
|fn|p dλ+

∫
E
|f |p dλ

)
→ 2p+1

∫
E
|f |p dλ =

∫
E
g dλ,
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διότι ‖fn‖p → ‖f‖p.
Αφού |fn − f |p → 0 σχεδόν παντού, από την ΄Ασκηση 30 του Κεφαλαίου 2 συµπεραί-

νουµε ότι ∫
E
|fn − f |p dλ→ 0,

δηλαδή ‖fn − f‖p → 0.

4. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 < p < ∞ και q ο συζυγής εκθέτης του p. Αν
fn → f στον Lp(E) και gn → g στον Lq(E), δείξτε ότι fngn → fg στον L1(E).

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

‖fngn − fg‖1 6 ‖fn(gn − g)‖1 + ‖g(fn − f)‖1 6 ‖fn‖p‖gn − g‖q + ‖fn − f‖p‖g‖q

από την τριγωνική ανισότητα για την ‖ · ‖1 και την ανισότητα Holder. Επίσης, αφού

| ‖fn‖p − ‖f‖p | 6 ‖fn − f‖p → 0,

έχουµε lim
n→∞

‖fn‖p = ‖f‖p, άρα η ακολουθία (‖fn‖p) είναι ϕραγµένη: υπάρχει M > 0

ώστε ‖fn‖p 6 M για κάθε n. Από την υπόθεση έχουµε επίσης ‖fn − f‖p → 0 και
‖gn − g‖q → 0, άρα

‖fngn − fg‖1 6M‖gn − g‖q + ‖fn − f‖p‖g‖q → 0.

5. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(E) <∞ και έστω 1 6 p < q <∞.

(α) Αν f : E → R είναι µετρήσιµη συνάρτηση, δείξτε ότι

‖f‖p 6 ‖f‖q[λ(E)]
1
p
− 1
q .

(ϐ) ∆είξτε ότι Lq(E) ⊆ Lp(E).

(γ) ∆είξτε ότι Lq(E) 6= Lp(E).

Υπόδειξη. (α) και (ϐ) Υποθέτουµε ότι ‖f‖q <∞, αλλιώς το δεξιό µέλος απειρίζεται και δεν
έχουµε τίποτα να δείξουµε. Αν f ∈ Lq(E), µπορούµε να γράψουµε∫

E
|f |p · 1 dλ 6

(∫
E
|f |qdλ

)p/q (∫
E
1 dλ

)1−p/q

= ‖f‖pq(λ(E))1−p/q,
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χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder για τις |f |p και 1 µε εκθέτες q
p και q

q−p αντίστοιχα.
΄Αρα,

‖f‖pp 6 ‖f‖pq(λ(E))
1− p

q < +∞,

απ¨ όπου έπεται ότι f ∈ Lp(E) και ‖f‖p 6 ‖f‖q[λ(E)]
1
p
− 1
q .

(γ) ΄Εστω 1 6 p < q <∞. Θα ορίσουµε f ∈ Lp(E)\Lq(E). Αφού 0 < λ(E) <∞ µπορούµε
να ϐρούµε ξένα µετρήσιµα En ⊂ E µε λ(En) = λ(E)

2n και E =
⋃∞
n=1En (εξηγήστε γιατί).

Θεωρούµε µια συνάρτηση f : E → R, της µορφής

f(x) =
∞∑
n=1

anχEn(x),

όπου an > 0 που ϑα επιλεγούν κατάλληλα. ΄Εχουµε

‖f‖qq =
∞∑
n=1

λ(En)aqn και ‖f‖qp =
∞∑
n=1

λ(En)apn.

Αν ορίσουµε
an = 2n/q

τότε

‖f‖qq = λ(E)

∞∑
n=1

1

2n
· 2n =∞

ενώ

‖f‖pp = λ(E)

∞∑
n=1

1

2n
· 2np/q = λ(E)

∞∑
n=1

1

2n(1−p/q)
<∞

(έχουµε δ = 1− p/q > 0 διότι p < q, και η γεωµετρική σειρά µε λόγο 2−(1−p/q) = 2−δ < 1

συγκλίνει).

6. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < q < r < ∞. ∆είξτε ότι κάθε f ∈ Lq(E)

γράφεται στην µορφή f = g + h για κάποιες g ∈ Lp(E) και h ∈ Lr(E).

Υπόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο B = {|f | > 1} και ορίζουµε τις g = fχB, h = f − g. Από
τον ορισµό είναι ϕανερό ότι f = g+h. Παρατηρούµε ότι |f(x)|p 6 |f(x)|q για κάθε x ∈ B,
διότι p < q και |f(x)| > 1 αν x ∈ B. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε∫

E
|g|pdλ =

∫
E
|f |pχB dλ =

∫
B
|f |p dλ 6

∫
B
|f |q dλ

6
∫
E
|f |q dλ = ‖f‖qq <∞,

διότι f ∈ Lq(E). ΄Αρα, g ∈ Lp(E).
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Για την h παρατηρούµε ότι h = fχE\B, και |h(x)| 6 1 για κάθε x ∈ E \ B. Συνεπώς,
|h(x)|r 6 |h(x)|q για κάθε x ∈ E \B, διότι q < r. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε∫

E
|h|rdλ =

∫
E
|f |rχE\B dλ =

∫
E\B
|f |r dλ 6

∫
E\B
|f |q dλ

6
∫
E
|f |q dλ = ‖f‖qq <∞,

διότι f ∈ Lq(E). ΄Αρα, h ∈ Lr(E).

7. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω 1 6 p < r <∞. ∆είξτε ότι : αν f ∈ Lp(E) ∩ Lr(E)

τότε f ∈ Lq(E) για κάθε p 6 q 6 r.

Υπόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι p < q < r. Ψπάρχει t ∈ (0, 1) τέτοιος ώστε
q = (1− t)p+ tr. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder για τις συναρτήσεις |f |(1−t)p και
|f |tr µε εκθέτες 1

1−t και 1
t αντίστοιχα, γράφουµε

∫
E
|f |q dλ =

∫
E
|f |(1−t)p|f |tr dλ 6

(∫
E

(
|f |(1−t)p

) 1
1−t

dλ

)1−t(∫
E

(
|f |tr

) 1
t dλ

)t
=

(∫
E
|f |pdλ

)1−t(∫
E
|f |rdλ

)t
= ‖f‖(1−t)pp ‖f‖trr <∞.

΄Αρα, f ∈ Lq(E).

8. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε λ(E) = 1 και έστω f ∈ Lp(E) για κάποιον p > 1. ∆είξτε
ότι

ln ‖f‖p >
∫
E

ln |f | dλ.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι

ln ‖f‖p = ln

[(∫
E
|f |p dλ

)1/p
]

=
1

p
ln

(∫
E
|f |p dλ

)
,

οπότε η Ϲητούµενη ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την

ln

(∫
E
|f |p dλ

)
> p

∫
E

ln |f | dλ =

∫
E
p ln |f | dλ =

∫
E

ln(|f |p) dλ.

Θέτοντας g = |f |p έχουµε ότι η g είναι µη αρνητική, g ∈ L1(E), και ϑέλουµε να δείξουµε
ότι

ln

(∫
E
g dλ

)
>
∫
E

ln g, dλ.
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Γράφουµε g = eh, όπου h = ln g. Τότε, αρκεί να δείξουµε ότι

ln

(∫
E
eh dλ

)
>
∫
E
h dλ.

Ορίζουµε

t0 =

∫
E
h dλ.

Υποθέτουµε ότι t0 ∈ R (αν t0 = −∞ δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε, και t0 < ∞ διότι
h = ln g 6 g − 1 και η g − 1 είναι ολοκληρώσιµη στο E). Η συνάρτηση u(t) := et είναι
κυρτή, άρα για κάθε t ∈ R έχουµε

et − et0 = u(t)− u(t0) > u′(t)(t− t0) = et0(t− t0).

∆ηλαδή,
eh(x) − et0 > et0(h(x)− t0).

Ολοκληρώνοντας στο E και χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι λ(E) = 1 παίρνουµε∫
E
eh(x) dλ(x)−

∫
E
et0 dλ(x) > et0

[∫
E
h(x) dλ(x)−

∫
E
t0 dλ(x)

]
= et0 [t0 − t0λ(E)] = 0.

Συνεπώς, ∫
E
eh(x) dλ(x) >

∫
E
et0 dλ(x) = et0 ,

απ¨ όπου έπεται ότι
ln

(∫
E
eh(x) dλ(x)

)
> t0 =

∫
E
h dλ.

9. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω c1, . . . , cm > 0 µε c1 + · · ·+ cm = 1. ∆είξτε ότι : αν
f1, . . . , fm : E → R είναι µετρήσιµες συναρτήσεις, τότε∫

E

(
m∏
i=1

|fi|ci
)
dλ 6

m∏
i=1

(∫
E
|fi| dλ

)ci
.

Υπόδειξη. Αν
∫
E |fi| dλ = 0 για κάποιο i = 1, . . . ,m, τότε fi = 0 σχεδόν παντού, άρα∏m

i=1 |fi|ci = 0 σχεδόν παντού, και τα δύο µέλη της Ϲητούµενης ανισότητας είναι ίσα µε
µηδέν.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι
∫
E |fi| dλ > 0 για κάθε i = 1, . . . ,m. Θεωρούµε τις συναρτήσεις

gi =
1∫

E |fi| dλ
fi, i = 1, . . . ,m.
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Τότε,
∫
E |gi| dλ = 1 για κάθε i = 1, . . . ,m. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η x 7→ lnx

είναι κοίλη στο (0,+∞) και την
∑m

j=1 cj = 1 ϐλέπουµε ότι (αν |gi(x)| > 0 για κάθε
i = 1, . . . ,m)

ln(|g1(x)|c1 |g2(x)|c2 · · · |gm(x)|cm) = c1 ln(|g1(x)|) + c2 ln(|g2(x)|) + · · ·+ cm ln(|gm(x)|)

6 ln(c1|g1(x)|+ c2|g2(x)|+ · · ·+ cm|gm(x)|),

δηλαδή

|g1(x)|c1 |g2(x)|c2 · · · |gm(x)|cm 6 c1|g1(x)|+ c2|g2(x)|+ · · ·+ cm|gm(x)|.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει προφανώς και στην περίπτωση που gi(x) = 0 για κάποιο i.
Ολοκληρώνοντας, παίρνουµε∫

E

(
m∏
i=1

|gi|ci
)
dλ 6 c1

∫
E
|g1| dλ+ · · ·+ cm

∫
E
|gm| dλ = c1 + · · ·+ cm = 1.

Αφού
m∏
i=1

|gi|ci =

∏m
i=1 |fi|ci∏m

i=1

(∫
E |fi| dλ

)ci ,
έπεται ότι ∫

E

(
m∏
i=1

|fi|ci
)
dλ 6

m∏
i=1

(∫
E
|fi| dλ

)ci
.

10. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω p, q > 1. Αν t ∈ (0, 1) και r = tp+ (1− t)q δείξτε
ότι για κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R ισχύει

‖f‖rr 6 ‖f‖tpp ‖f‖(1−t)qq .

Υπόδειξη. Η ανισότητα αποδείχθηκε για την ΄Ασκηση 7. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα
Holder για τις συναρτήσεις |f |tp και |f |(1−t)q µε εκθέτες 1

t και 1
1−t αντίστοιχα, γράφουµε∫

E
|f |r dλ =

∫
E
|f |tp|f |(1−t)q dλ 6

(∫
E

(
|f |tp

) 1
t dλ

)t(∫
E

(
|f |(1−t)q

) 1
1−t

dλ

)1−t

=

(∫
E
|f |pdλ

)t(∫
E
|f |qdλ

)1−t
= ‖f‖tpp ‖f‖(1−t)qr .

11. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε
‖fn‖p 6 1 για κάθε n ∈ N. Αν fn → f σχεδόν παντού στο E, δείξτε ότι f ∈ Lp(E) και
‖f‖p 6 1.
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Υπόδειξη. Αφού |fn|p → |f |p σχεδόν παντού στο E, από το λήµµα του Fatou έχουµε

‖f‖pp =

∫
E
|f |p dλ =

∫
E

lim
n→∞

|fn|p dλ 6 lim inf
n→∞

∫
E
|fn|p dλ 6 1,

διότι ∫
E
|fn|p dλ = ‖fn‖pp 6 1

για κάθε n ∈ N, από την υπόθεση.

12. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών συναρτήσεων στον L1(R) µε
∫
fn dλ = 1 για κάθε

n ∈ N. Υποθέτουµε ότι : για κάθε δ > 0,

lim
n→∞

∫
{x:|x|>δ}

fn dλ = 0.

∆είξτε ότι : για κάθε p > 1,
lim
n→∞

‖fn‖p =∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω p > 1 και q ο συζυγής εκθέτης του, δηλαδή 1/p+1/q = 1. Σταθεροποιούµε
δ > 0 και ϑεωρούµε τη συνάρτηση gδ = χ[−δ,δ]. Από την ανισότητα Holder παίρνουµε

(2δ)1/q‖fn‖p =

(∫
|gδ|q dλ

)1/q

‖fn‖p >
∣∣∣∣∫ fngδ dλ

∣∣∣∣
=

∫
{x:|x|6δ}

fn dλ =

∫
fn dλ−

∫
{x : |x| > δ}fn dλ

= 1−
∫
{x:|x|>δ}

fn dλ.

Από την υπόθεση υπάρχει n0 = n0(δ) ∈ N ώστε : για κάθε n > n0,∫
{x:|x|>δ}

fn dλ <
1

2
.

Συνεπώς, για κάθε n > n0(δ) έχουµε

‖fn‖p >
1

2

1

(2δ)1/q
.

΄Επεται ότι
lim inf
n→∞

‖fn‖p >
1

2

1

(2δ)1/q

για κάθε δ > 0, και αφήνοντας το δ → 0+ παίρνουµε lim infn ‖fn‖p = +∞. ΄Αρα,
‖fn‖p → 0.
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13. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(E). ∆είξτε ότι∫
E
|f |p dλ = p

∫ ∞
0

tp−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dλ1(t).

Υπόδειξη. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Tonelli. Γράφουµε∫
E
|f(x)|p dλ(x) =

∫
Rd
|f(x)|pχE(x) dλ(x)

=

∫
Rd

(∫ |f(x)|
0

ptp−1 dλ1(t)

)
χE(x) dλ(x)

=

∫
Rd

(∫ ∞
0

ptp−1χ[0,|f(x))(t) dλ1(t)

)
χE(x) dλ(x)

=

∫ ∞
0

(∫
Rd
χE(x)χ[0,|f(x)|)(t) dλ(x)

)
ptp−1 dλ1(t)

=

∫ ∞
0

(∫
Rd
χ{x∈E:|f(x)|>t}(x) dλ(x)

)
ptp−1 dλ1(t)

=

∫ ∞
0

λ({x ∈ E : |f(x)| > t})ptp−1 dλ1(t).

14. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε
‖fn − f‖p → 0. ΄Εστω (gn) οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία µετρήσιµων συναρ- τήσεων
στο E µε gn → g σχεδόν παντού στο E. ∆είξτε ότι ‖fngn − fg‖p → 0.

Υπόδειξη. Από την υπόθεση υπάρχει M > 0 ώστε ‖gn‖∞ 6 M για κάθε n ∈ N. Αφού
gn → g σχεδόν παντού, εύκολα ελέγχουµε ότι ‖g‖∞ 6 M (υπάρχει Z ⊂ E µε λ(Z) = 0

ώστε, για κάθε x ∈ E \ Z ισχύουν οι |gn(x)| 6 M για κάθε n και gn(x) → g(x), άρα για
κάθε x ∈ E \ Z έχουµε |g(x)| 6M ).

Θα χρησιµοποιήσουµε την απλή παρατήρηση ότι αν u ∈ Lp(E) και v ∈ L∞(E) τότε
uv ∈ Lp(E) και

‖uv‖pp =

∫
E
|u|p|v|p dλ 6

∫
E
|u|p‖v‖p∞ dλ = ‖v‖p∞‖u‖pp.

δηλαδή
‖uv‖p 6 ‖v‖∞‖u‖p.

Γράφουµε

‖fngn − fg‖p = ‖(fn − f)gn + f(gn − g)‖p 6 ‖(fn − f)gn‖p + ‖f(gn − g)‖p
6 ‖gn‖∞‖fn − f‖p + ‖f(gn − g)‖p 6M‖fn − f‖p + ‖f(gn − g)‖p.
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Για τον πρώτο όρο στο δεξιό µέλος έχουµε ‖fn − f‖p → 0, άρα M‖fn − f‖p → 0. Για τον
δεύτερο όρο χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισησ: έχουµε

|f(gn − g)|p = |f |p|gn − g|p 6 |f |p(|gn|+ |g|)p 6 (2M)p|f |p

σχεδόν παντού, και η (2M)p|f |p είναι ολοκληρώσιµη, διότι f ∈ Lp(E) (ως ‖ · ‖p-όριο των
fn ∈ Lp(E)). Επίσης, |f(gn − g)|p → 0 σχεδόν παντού, διότι |f(x)| < ∞ σχεδόν παντού
και gn(x) − g(x) → 0 σχεδόν παντού. Μπορούµε λοιπόν να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα
κυριαρχηµένης σύγκλισης, και έχουµε∫

E
|f(gn − g)|p dλ→ 0,

δηλαδή ‖f(gn − g)‖p → 0. Από τα παραπάνω έπεται ότι

‖fngn − fg‖p 6M‖fn − f‖p + ‖f(gn − g)‖p → 0.

15. ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Για κάθε t ∈ Rd ορίζουµε ft(x) = f(x+ t), x ∈ Rd. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε t έχουµε ft ∈ L1(Rd) και
∫
ft =

∫
f .

(ϐ) lim
t→0

∫
|f − ft| = 0.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε πρώτα την f = χE , όπου E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε
λ(E) <∞. ΄Εχουµε ft(x) = χE(x+ t) = χ−t+E(x), άρα ft ∈ L1(Rd) και∫

ft dλ = λ(−t+ E) = λ(E) =

∫
f dλ.

Λόγω γραµµικότητας, συµπεραίνουµε εύκολα ότι αν φ είναι µια απλή ολοκληρώσιµη συ-
νάρτηση, τότε για κάθε t ∈ Rd ισχύει φt ∈ L1(Rd και∫

φt dλ =

∫
φdλ.

΄Εστω τώρα f ∈ L1(Rd) µε f > 0. Θεωρούµε ακολουθία απλών ολοκληρώσιµων συναρτή-
σεων φn µε φn ↗ f . ΄Εστω t ∈ Rd. ΄Εχουµε (φn)t ∈ L1(Rd, (φn)t ↗ ft, και∫

(φn)t dλ =

∫
φn dλ.

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,∫
ft dλ = lim

n→∞

∫
(φn)t dλ = lim

n→∞

∫
φn dλ =

∫
f dλ.
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΄Ετσι ϐλέπουµε ότι ft ∈ L1(Rd) και
∫
ft =

∫
f .

Στη γενική περίπτωση, όπου f ∈ L1(Rd), γράφουµε f = f+− f− και εφαρµόζουµε το
προηγούµενο για τις ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f+ και f−.

(ϐ) ΄Εστω ε > 0. Ο χώροςCc(Rd) των συνεχών συναρτήσεων µε συµπαγή ϕορέα είναι πυκνός
στον L1(R), άρα µπορούµε να ϐρούµε g ∈ Cc(Rd) ώστε ‖f − g‖1 < ε. ΄Εστω K = supp(g).
Η g είναι συνεχής, µε ϕορέα το συµπαγές K, άρα είναι οµοιόµορφα συνεχής. Υπάρχει
δ > 0 ώστε αν |x− y| < δ τότε |g(x)− g(y)| < ε

2λ(K) . Τότε, για κάθε |t| < δ έχουµε

‖g − gt‖1 =

∫
Rd
|g(x)− g(x+ t)| dλ(x) =

∫
K∪(K−t)

|g(x)− g(x+ t)| dλ(x) < ε.

Τώρα, γράφουµε

‖f − ft‖1 6 ‖f − g‖1 + ‖g − gt‖1 + ‖gt − ft‖1 < 3ε,

χρησιµοποιώντας και την ‖f − g‖1 = ‖ft − gt‖1, η οποία ισχύει για κάθε t από το (α).

16. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R
µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω 0 6= f ∈ L∞(E). Παρατηρούµε ότι, για κάθε 1 6 p <∞,

‖f‖pp =

∫
E
|f(x)|p dλ 6

∫
E
‖f‖p∞dλ = ‖f‖p∞λ(E) <∞,

άρα f ∈ Lp(E). Επίσης,
‖f‖p 6 ‖f‖∞[λ(E)]1/p → ‖f‖∞

καθώς το p→∞, άρα lim supp→∞ ‖f‖p 6 ‖f‖∞.
Από την άλλη πλευρά, αν 0 < ε < ‖f‖∞, τότε το σύνολο Bε = {x ∈ X : |f(x)| >

‖f‖∞ − ε} έχει ϑετικό µέτρο, και

‖f‖pp >
∫
Bε

|f(x)|pd dλ > (‖f‖∞ − ε)pλ(Bε),

άρα
lim inf
p→∞

‖f‖p > (‖f‖∞ − ε) lim
p→∞

[λ(Bε)]
1/p = ‖f‖∞ − ε.

Αφού το ε ∈ (0, ‖f‖∞) ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι lim infp→∞ ‖f‖p > ‖f‖∞, και
έπεται ότι limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

17. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 6∞. ∆ώστε παραδείγµατα µετρήσιµων συναρτήσεων f : (0,∞)→
R που ικανοποιούν τα εξήσ:
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(α) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 < p < p1.

(ϐ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 6 p 6 p1.

(γ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p = p0.

∆οκιµάστε συναρτήσεις της µορφής f(x) = x−a| lnx|b.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε την f(x) = 1
x1/p1

χ[0,1](x) + 1
x1/p0

χ[1,∞)(x). Παρατηρήστε ότι αν
p0 < p < p1 τότε∫ ∞

0
|f(x)|pdλ(x) =

∫ 1

0

1

xp/p1
dλ(x) +

∫ ∞
1

1

xp/p0
dλ(x) <∞.

Επίσης, αν p 6 p0 έχουµε∫ ∞
0
|f(x)|pdλ(x) >

∫ ∞
1

1

xp/p0
dλ(x) =∞,

ενώ αν p > p1 έχουµε ∫ ∞
0
|f(x)|pdλ(x) >

∫ 1

0

1

xp/p1
dλ(x) =∞.

(ϐ) Θεωρούµε την f(x) = 1
x1/p1

χ[0,1](x) + 1
x1/p0 (ln(x+1))2/p0

χ[1,∞)(x). Παρατηρήστε ότι αν
p0 6 p 6 p1 τότε∫ ∞

0
|f(x)|pdλ(x) =

∫ 1

0

1

xp/p1
dλ(x) +

∫ ∞
1

1

xp/p0(ln(x+ 1))2p/p0
dλ(x) <∞.

Επίσης, αν p < p0 έχουµε∫ ∞
0
|f(x)|pdλ(x) >

∫ ∞
1

1

xp/p0(ln(x+ 1))2p/p0
dλ(x) =∞,

ενώ αν p > p1 έχουµε ∫ ∞
0
|f(x)|pdλ(x) >

∫ 1

0

1

xp/p1
dλ(x) =∞.

(ϐ) Θεωρήστε την f(x) = 1
x1/p0

χ[0,1](x) + 1
x1/p0 (ln(x+1))2/p0

χ[1,∞)(x).

18. ΄Εστω E,F µετρήσιµα υποσύνολα του Rd µε 0 < λ(E), λ(F ) <∞.

(α) ∆είξτε ότι η χE ∗ χF είναι συνεχής συνάρτηση.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχουν x0 ∈ Rd και ε > 0 ώστε : αν |x−x0| < ε τότε λ(E∩(F +x)) > 0.
∆ηλαδή, το E − F έχει µη κενό εσωτερικό.
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Υπόδειξη. (α) Γράφουµε

|(χE ∗ χF )(x)− (χE ∗ χF )(y)| =
∣∣∣∣∫

Rd
[χE(x− z)− χE(y − z)]χF (z)dλ(z)

∣∣∣∣
6
∫
Rd
|χE(x− z)− χE(y − z)|dλ(z).

Αν ϑέσουµε f(z) = χE(x−z), τότε χE(y−z) = χE(x−z−(x−y) = f(z+(x−y)) = fx−y(z)

µε την ορολογία της ΄Ασκησης 15. Αφού λ(E) <∞, έχουµε f ∈ L1(Rd). ΄Επεται ότι

lim
y→x

∫
Rd
|χE(x− z)− χE(y − z)|dλ(z) = lim

x→y

∫
Rd
|f − fx−y| dλ = 0

από την ΄Ασκηση 15 (ϐ).

(ϐ) Παρατηρούµε πρώτα ότι υπάρχει x0 ∈ Rd ώστε

λ(E ∩ (F + x0)) > 0.

Θέτουµε F1 = F + x0. Η συνάρτηση

f(x) := (χ−E ∗ χF1)(x) =

∫
Rd
χ−E(x− z)χF1(z) dλ(z) = λ((x+ E) ∩ F1)

είναι συνεχής, από το πρώτο ερώτηµα. ΄Οµως,

f(0) = λ(E ∩ F1) = λ(E ∩ (F + x0)) > 0.

΄Αρα, υπάρχει ε > 0 ώστε : αν |u| < ε τότε

f(u) = λ((E + u) ∩ (F + x0)) > 0.

Ειδικότερα, για κάθε |u| < ε έχουµε E ∩ (F +x0−u) = −u+ (E+u)∩ (F +x0) 6= ∅, και
ϑέτοντας x = x0 − u έχουµε ότι για κάθε x ∈ Rd µε |x− x0| < ε ισχύει E ∩ (F + x) 6= ∅.

3.2 Οµάδα Β΄

19. ΄Εστω {fn} ακολουθία µη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων στο R. Υποθέτουµε ότι
κάθε fn µηδενίζεται έξω από το [0, 1/n] και∫ 1/n

0
fn(t) dt = 1.

΄Εστω g ∈ L1(R). Ορίζουµε gn = fn ∗ g. ∆είξτε ότι ‖gn − g‖1 → 0 καθώς το n→∞.
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Υπόδειξη. ΄Εχουµε

‖gn‖1 =

∫
R
|gn(x)| dλ(x) =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
g(x− t)fn(t) dλ(t)

∣∣∣∣ dλ(x)

6
∫
R

∫
R
|g(x− t)|fn(t) dλ(t) dλ(x) =

∫
R
fn(t)

(∫
R
|g(x− t)| dλ(x)

)
dλ(t)

=

∫
R
fn(t)‖g‖1 dλ(t).

∆ηλαδή,
‖gn‖1 6 ‖g‖1 < +∞.

Αρχικά δείχνουµε ότι

‖gn − g‖1 6
∫
R
fn(t)‖gt − g‖1 dλ(t),

όπου gt(x) = g(x− t). Πράγµατι,

|gn(x)− g(x)| 6
∫
R
|g(x− t)− g(x)|fn(t) dλ(t),

άρα

‖gn − g‖1 6
∫
R

∫
R
|g(x− t)− g(x)|fn(t) dλ(t) dλ(x)

=

∫
R
fn(t)

(∫
R
|g(x− t)− g(x)| dλ(x)

)
dλ(t)

=

∫
R
‖gt − g‖1fn(t) dλ(t).

΄Εστω ε > 0. Από την ΄Ασκηση 15 (ϐ) υπάρχει δ > 0 ώστε αν |t| < δ τότε ‖gt − g‖1 < ε.
΄Εστω n0 ∈ N ώστε 1

n0
< δ. Για κάθε n > n0 έχουµε

‖gn − g‖1 6
∫
R
‖gt − g‖1fn(t) dλ(t) =

∫
[0,1/n]

‖gt − g‖1fn(t) dλ(t)

< ε

∫
[0,1/n]

fn(t) dλ(t) 6 ε,

και έπεται ότι limn→∞ ‖gn − g‖1 = 0.

20. ΄Εστω p, q, r > 1 µε 1 + 1
r = 1

p + 1
q . ∆είξτε ότι : αν f ∈ Lp(Rd) και g ∈ Lq(Rd) τότε

f ∗ g ∈ Lr(Rd) και
‖f ∗ g‖r 6 ‖f‖p‖g‖q.



3.2. ΟΜΑ∆Α Β 83

Υπόδειξη. Θέτουµε a = 1 − p
r και b = 1 − q

r . Παρατηρούµε ότι r > p και r > q λόγω
των υποθέσεων ότι p, r, q > 1 και 1

r = 1
p + 1

q − 1. Ορίζουµε p1 = pr
r−p και p2 = rq

r−q . Τότε,
p1, p2 > 1 και 1

p1
+ 1

p2
+ 1

r = 1. Γράφουµε

|(f ∗ g)(x)| =
∣∣∣∣∫ f(x− y)g(y) dλ(y)

∣∣∣∣ 6 ∫ (|f(x− y)|1−a|g(y)|1−b)|f(x− y)|a|g(y)|bdλ(y).

Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 9 έχουµε

|(f ∗ g)(x)| 6
(∫
|f(x− y)|(1−a)r|g(y)|(1−b)rdλ(y)

)1/r (∫
|f(x− y)|ap1dλ(y)

)1/p1

×
(∫
|g(y)|bp2dλ(y)

)1/p2

=

(∫
|f(x− y)|(1−a)r|g(y)|(1−b)rdλ(y)

)1/r

‖f‖aap1‖g‖
b
bp2 .

Παρατηρούµε ότι (1 − a)r = p και (1 − b)r = q. Υψώνοντας στην r και χρησιµοποιώντας
το ϑεώρηµα Fubini παίρνουµε

‖f ∗ g‖rr 6 ‖f‖arap1‖g‖
br
bp2

[∫ (∫
|f(x− y)|pdλ(x)

)
|g(y)|qdλ(y)

]
6 ‖f‖arap1‖g‖

br
bp2‖f‖

p
p‖g‖qq.

΄Οµως, ap1 = p και bp2 = q. ΄Αρα,

‖f ∗ g‖rr 6 ‖f‖p+arp ‖g‖q+brq = ‖f‖rp‖g‖rq,

δηλαδή, ‖f ∗ g‖r 6 ‖f‖p‖g‖q.

21. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R
µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν p > 1 και σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

λ ({x ∈ E : |f(x)| > t}) 6 C

tp

για κάθε t > 0. ∆είξτε ότι f ∈ Lr(E) για κάθε 1 6 r < p.
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Υπόδειξη. ΄Εστω q 6 r < p. Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 13 γράφουµε∫
E
|f(x)|r dλ(x) =

∫ ∞
0

rtr−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dλ(t)

=

∫ 1

0
rtr−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dλ(t)

+

∫ ∞
1

rtr−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dλ(t)

6
∫ 1

0
rtr−1λ(E) dλ(t) +

∫ ∞
1

rtr−1
c

tp
dλ(t)

= λ(E)

∫ 1

0
rtr−1dλ(t) + Cr

∫ ∞
1

tr−p−1 dλ(t)

= λ(E) +
Cr

p− r
<∞,

διότι ∫ ∞
1

tr−p−1 dλ(t) = lim
M→∞

(
M r−p

r − p
− 1

r − p

)
=

1

p− r
,

αφού r − p < 0.
΄Επεται ότι f ∈ Lr(E).

22. ΄Εστω r > 1 και fn : (0, 1) → R µετρήσιµες συναρτήσεις µε ‖fn‖r 6 M για κάθε n.
Υποθέτουµε ότι fn → f σχεδόν παντού στο (0, 1). ∆είξτε ότι για κάθε 1 6 p < r ισχύει
‖fn − f‖p → 0.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι, από το λήµµα του Fatou,∫ 1

0
|f |r dλ 6 lim inf

∫ 1

0
|fn|r dλ 6M r,

διότι ‖f‖r 6 m για κάθε n. ΄Επεται ότι∫ 1

0
|fn − f |r dλ 6

∫ 1

0
2r(|fn|r + |f |r) dλ 6 2r+1M r.

΄Εστω δ > 0. Αφού fn → f σχεδόν παντού, υπάρχει E ⊆ (0, 1) µε λ(E) > 1− δ, τέτοιο
ώστε fn → f οµοιόµορφα στο E. Για τυχόν 1 6 p < r γράφουµε∫ 1

0
|fn − f |p dλ =

∫
E
|fn − f |p dλ+

∫
Ec
|fn − f |p dλ

6
∫
E
|fn − f |p dλ+ [λ(Ec)]1−

p
r

(∫
Ec
|fn − f |r

) p
r

<

∫
E
|fn − f |p dλ+ δ1−

p
r

(∫ 1

0
|fn − f |r

) p
r

6
∫
E
|fn − f |p dλ+ δ1−

p
r 2r+1M r.
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΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε δ > 0 ώστε

δ1−
p
r 2r+1M r <

εp

2
,

και µετά n0 ∈ N ώστε |fn(x)− f(x)|p < εp

2 για κάθε n > 0 και για κάθε x ∈ E. Τότε, για
κάθε n > 0 έχουµε∫ 1

0
|fn − f |p dλ 6

∫
E
|fn − f |p dλ+ δ1−

p
r 2r+1M r <

εp

2
+
εp

2
= εp,

δηλαδή ‖fn − f‖p < ε. ΄Αρα, ‖fn − f‖p → 0.

23. ∆ίνεται ϕραγµένη Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R που µηδενίζεται έξω
από το [−1, 1]. Για κάθε h > 0 ορίζουµε τη συνάρτηση φh : R→ R µε

φh(f)(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dλ(t), x ∈ R.

∆είξτε ότι ‖φh(f)‖2 6 ‖f‖2 και ‖φh(f)− f‖2 → 0 όταν h→ 0+.

Υπόδειξη. Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουµε∣∣∣∣ 1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣2 =
1

4h2

(∫ x+h

x−h
f2(t) dλ(t)

)(∫ x+h

x−h
12 dλ(t)

)
=

1

4h2

(∫ x+h

x−h
f2(t) dλ(t)

)
· (2h)

=
1

2h

∫ x+h

x−h
f2(t) dλ(t).

Γράφουµε

‖φh(f)‖22 =

∫
R

∣∣∣∣ 1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣2 dλ(x)

6
∫
R

(
1

2h

∫ x+h

x−h
f2(t) dλ(t)

)
dλ(x)

=
1

2h

∫
R

(∫
R
χ[x− h, x+ h](t)f2(t) dλ(t)

)
dλ(x)

=
1

2h

∫
R
f2(t)

(∫
R
χ[x− h, x+ h](t) dλ(x)

)
dλ(t)

=
1

2h

∫
R
f2(t)

(∫
R
χ[t− h, t+ h](x) dλ(x)

)
dλ(t)

=
1

2h

∫
R
f2(t)(2h) dλ(t)

=

∫
R
f2(t) dλ(t) = ‖f‖22.
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Αυτό αποδεικνύει την ‖φh(f)‖2 6 ‖f‖2.
Για το δεύτερο ερώτηµα παρατηρούµε πρώτα ότι αν η g είναι συνεχής µε συµπαγή

ϕορέα τότε φh(g)→ g οµοιόµορφα καθώς το h→ 0 και ‖φh(g)−g‖2 → 0 αφού φh(g)−g ≡
0 έξω από κάποιο κλειστό διάστηµα (αν π.χ. 0 < h < 1). Κατόπιν, ϑεωρούµε ε > 0

και ϐρίσκουµε g συνεχή, µε συµπαγή ϕορέα, ώστε ‖f − g‖2 < ε. Παρατηρούµε ότι
φh(f − g) = φh(f)− φh(g), και χρησιµοποιώντας το πρώτο ερώτηµα γράφουµε

‖φh(f)− f‖2 6 ‖φh(f)− φh(g)‖2 + ‖φh(g)− g‖2 + ‖g − f‖2
= ‖φh(f − g)‖2 + ‖φh(g)− g‖2 + ‖g − f‖2
6 ‖φh(g)− g‖2 + 2‖g − f‖2 < ‖φh(g)− g‖2 + 2ε.

Αφήνοντας το ε→ 0+ παίρνουµε

lim sup
h→0+

‖φh(f)− f‖2 6 lim
h→0+

‖φh(g)− g‖2 + 2ε = 2ε,

και αφήνοντας το ε→ 0+ έχουµε

lim sup
h→0+

‖φh(f)− f‖2 = 0,

δηλαδή ‖φh(f)− f‖2 → 0.

24. ΄ΕστωE µετρήσιµο υποσύνολο τουR, µε 0 < λ(E) <∞. ∆είξτε ότι n·
(
χE ∗ χ[0,1/n]

)
→

χE σχεδόν παντού καθώς n→∞.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

χE(x) = n

∫
R
χE(x)χ[0,1/n](z) dλ(z).

Από το ϑεώρηµα παραγώγισης του Lebesgue έχουµε

|n(χE ∗ χ[0,1/n])(x)− χE(x)| =
∣∣∣∣n ∫

R
[χE(x− z)− χE(x)]χ[0,1/n](z) dλ(z)

∣∣∣∣
6

1

1/n

∫
[0,1/n]

|χE(x− z)− χE(x)|dλ(z)

=
1

1/n

∫
[x−1/n,x]

|χE(t)− χE(x)|dλ(t)→ χE(x)

για κάθε x ∈ Leb(χE), δηλαδή σχεδόν παντού στο R.

25. ΄Εστω g : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε f ∈ L1(Rd) ισχύει
f · g ∈ L1(Rd). ∆είξτε ότι g ∈ L∞(Rd).
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Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι g /∈ L∞. Για κάθε n ∈ N έχουµε λ(An) > 0, όπου An = {x :

|g(x)| > n}. Ορίζουµε

f(x) =
∞∑
n=1

1

n2λ(An)
sign(g(x))χAn(x).

Παρατηρούµε ότι

|f(x)| 6
∞∑
n=1

1

n2λ(An)
χAn(x),

και, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Beppo Levi, ότι∫
Rd
|f(x)| dλ(x) 6

∫
Rd

∞∑
n=1

1

n2λ(An)
χAn(x) dλ(x) =

∞∑
n=1

∫
Rd

1

n2λ(An)
χAn(x) dλ(x)

=

∞∑
n=1

1

n2λ(An)
λ(An) =

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

΄Αρα, f ∈ L1(Rd). ΄Οµως,∫
Rd
f(x)g(x) dλ(x) =

∫
Rd
|g(x)|

∞∑
n=1

1

n2λ(An)
χAn(x)

=

∞∑
n=1

∫
Rd

1

n2λ(An)
χAn(x)|g(x)| dλ(x)

>
∞∑
n=1

∫
Rd
n

1

n2λ(An)
χAn(x) dλ(x)

=

∞∑
n=1

n
1

n2λ(An)
λ(An) =

∞∑
n=1

1

n
=∞,

το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση.

26. ΄Εστω 1 6 p <∞ και f ∈ Lp[0, 1]. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

fn = 2n
2n∑
k=1

an,k(f)χJn,k ,

όπου Jn,k =
[
k−1
2n ,

k
2n

)
και an,k(f) =

∫
Jn,k

f dλ. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.
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Υπόδειξη. Υποθέτουµε ότι 1 < p <∞. ∆είχνουµε πρώτα ότι ‖f − fn‖p 6 4‖f‖p. Αν q είναι
ο συζυγής εκθέτης του p, έχουµε

‖f − fn‖pp =
2n∑
k=1

∫
Jn,k

|f(x)− 2nan,k(f)|p dλ(x)

=
2n∑
k=1

2np
∫
Jn,k

∣∣∣∣∣
∫
Jn,k

(f(x)− f(y)) dλ(y)

∣∣∣∣∣
p

dλ(x)

ls

2n∑
k=1

2np
∫
Jn,k

(∫
Jn,k

|f(x)− f(y)|p dλ(y)[λ(Jn,k)]
p/q

)
dλ(x)

=

2n∑
k=1

2np · 2−np/q
∫
Jn,k

∫
Jn,k

|f(x)− f(y)|p dλ(y) dλ(x)

=
2n∑
k=1

2n
∫
Jn,k

∫
Jn,k

|f(x)− f(y)|p dλ(y) dλ(x)

6
2n∑
k=1

2n
∫
Jn,k

∫
Jn,k

2p(|f(x)|p + |f(y)|p) dλ(y) dλ(x)

=

2n∑
k=1

2n2p · 2λ(Jn,k)

∫
Jn,k

|f(x)|p dλ(x)

= 2p+1
2n∑
k=1

∫
Jn,k

|f(x)|p dλ(x)

= 2p+1‖f‖pp 6 4p‖f‖pp.

Αυτό αποδεικνύει την ‖f − fn‖p 6 4‖f‖p.

Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι αν η g είναι συνεχής και αν ορίσουµε αντίστοιχα τις gn,
τότε ‖g − gn‖p → 0. Πράγµατι, για το τυχόν ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε αν
x, y ∈ [0, 1] και |x− y| 6 δ να έχουµε |g(x)− g(y)| 6 ε. Βρίσκουµε n0 ∈ N µε 1/2n0 6 δ,
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και για κάθε n > n0 έχουµε

‖g − gn‖pp =

2n∑
k=1

∫
Jn,k

|g(x)− 2nan,k(g)|p dλ(x)

=

2n∑
k=1

2np
∫
Jn,k

∣∣∣∣∣
∫
Jn,k

(g(x)− g(y)) dλ(y)

∣∣∣∣∣
p

dλ(x)

ls
2n∑
k=1

2np
∫
Jn,k

(∫
Jn,k

|g(x)− g(y)|p dλ(y)[λ(Jn,k)]
p/q

)
dλ(x)

6
2n∑
k=1

2np
∫
Jn,k

λ(Jn,k)ε
p 2−np/q dλ(x)

= 2n2np(2−n)2εp 2−np/q = εp,

δηλαδή ‖g − gn‖p 6 ε.
Θεωρούµε τώρα f ∈ Lp[0, 1] και για τυχόν ε > 0 ϐρίσκουµε συνεχή g µε ‖f − g‖p 6 ε.

Παρατηρήστε ότι ak,n(f − g) = ak,n(f)− ak,n(g), άρα (f − g)n = fn − gn. Συνεπώς,

‖f − fn‖p 6 ‖f − g‖p + ‖g − gn‖p + ‖gn − fn‖p
6 ‖f − g‖p + ‖g − gn‖p + ‖(gn − fn)− (g − f)‖p + ‖g − f‖p
= ‖f − g‖p + ‖g − gn‖p + ‖(g − f)n − (g − f)‖p + ‖g − f‖p
6 ‖f − g‖p + ‖g − gn‖p + 4‖g − f‖p + ‖g − f‖p
6 6ε+ ‖g − gn‖p.

Αφήνοντας το n→∞ παίρνουµε

lim sup
n→∞

‖f − fn‖p 6 lim
n→∞

‖g − gn‖p + 6ε = 6ε,

και αφήνοντας το ε→ 0+ έχουµε

lim sup
n→∞

‖f − fn‖p = 0,

δηλαδή ‖f − fn‖p → 0.

27. ΄Εστω 1 < p <∞ και έστω f ∈ Lp[0,∞). ∆είξτε ότι∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 ‖f‖px1− 1
p

για κάθε x > 0 και ότι

lim
x→∞

1

x
1− 1

p

∫ x

0
f(t) dλ(t) = 0.
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Υπόδειξη. ΄Εστω q ο συζυγής εκθέτης του p και έστω x > 0. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα
Holder γράφουµε∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 ∫ x

0
|f(t)| dλ(t) =

∫ ∞
0
|f(t)|χ[0,x](t) dλ(t)

6 ‖f‖p‖χ[0,x]‖q = ‖f‖px1/q = ‖f‖px1−
1
p .

Χρησιµοποιήσαµε την

‖χ[0,x]‖q =

(∫ ∞
0

χq[0,x] dλ

)1/q

=

(∫ ∞
0

χ[0,x] dλ

)1/q

= [λ([0, x])]1/q = x1/q.

Για το δεύτερο ερώτηµα, ϑεωρούµε τυχόν ε > 0 και επιλέγουµε α = α(ε) > 0 τέτοιο ώστε

‖fχ[α,∞)‖p =

(∫ ∞
α
|f |p dλ

)1/p

< ε.

Μπορούµε να ϐρούµε τέτοιον α, διότι |f |pχ[0,α] ↗ |f |p καθώς το α → ∞, και από το
ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έχουµε

lim
α→∞

∫ ∞
α
|f |p dλ = lim

α→∞

(∫ ∞
0
|f |p dλ−

∫ α

0
|f |p dλ

)
= 0.

Για κάθε x > α µπορούµε να γράψουµε

(∗) 1

x1/q

∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 1

x1/q

∫ α

0
|f(t)| dλ(t) +

1

x1/q

∫ x

α
|f(t)| dλ(t).

Από την επιλογή του α έχουµε

1

x1/q

∫ x

α
|f(t)| dλ(t) 6

1

x1/q
‖fχ[α,x]‖p‖χ[α,x]‖q

=
(x− α)1/q

x1/q
‖fχ[α,x]‖p < ‖fχ[α,x]‖p

6 ‖fχ[α,∞)‖p < ε

για κάθε x > α, άρα η (∗) δίνει

1

x1/q

∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 1

x1/q

∫ α

0
|f(t)| dλ(t) + ε
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για κάθε x > α. ΄Οµως,

lim
x→∞

1

x1/q

∫ α

0
|f(t)| dλ(t) = 0,

άρα

lim sup
x→∞

1

x1/q

∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 0 + ε = ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,

lim sup
x→∞

1

x1/q

∣∣∣∣∫ x

0
f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ = 0,

και έπεται το Ϲητούµενο.

28. Υποθέτουµε ότι f ∈ Lp(R) για κάθε 1 6 p < 2 και επιπλέον ότι

sup
16p<2

‖f‖p < +∞.

∆είξτε ότι f ∈ L2(R) και
‖f‖2 = lim

p→2−
‖f‖p.

Υπόδειξη. Από την υπόθεση υπάρχει M > 0 ώστε∫
R
|f |p dλ 6Mp

για κάθε p ∈ [1, 2). ΄Αρα, για κάθε n ∈ N ισχύει∫
R
|f |2−1/n dλ 6M2−1/n.

Από το λήµµα του Fatou και από το γεγονός ότι |f |2−1/n → |f |2 σχεδόν παντού, παίρνουµε∫
R
|f |2 dλ 6 lim inf

n→∞

∫
R
|f |2−1/n dλ 6 lim inf M2−1/n = M2 <∞.

Αυτό αποδεικνύει ότι f ∈ L2(R).
Για να δείξουµε ότι limp→2− ‖f‖p = ‖f‖2 αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε pn ∈ [1, 2) µε

pn ↑ 2 ισχύει
lim
n→∞

‖f‖pn = ‖f‖2.

Για το σκοπό αυτό αρκεί να δείξουµε ότι∫
R
|f |pn dλ→

∫
R
|f |2 dλ.
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Κατόπιν, ϑα έχουµε

‖f‖pn =

(∫
R
|f |pn dλ

) 1
pn

→
(∫

R
|f |2 dλ

) 1
2

= ‖f‖2

διότι 1
pn
→ 1

2 . Θεωρούµε τις ακολουθίες συναρτήσεων fn = |f |2χ{|f |<1}+ |f |pnχ{|f |>1} και
gn = |f |2χ{|f |>1} + |f |pnχ{|f |<1}, και παρατηρούµε ότι :

(α) fn 6 |f |pn 6 gn για κάθε n, άρα∫
R
fn dλ ≤

∫
R
|f |pn dλ ≤

∫
R
gn dλ.

(ϐ) Η (fn) είναι αύξουσα (διότι η (pn) είναι αύξουσα) και fn ↗ |f |2 σχεδόν παντού, άρα,
από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης έπεται ότι∫

R
fn dλ→

∫
R
|f |2 dλ.

(γ) Η (gn) είναι ϕθίνουσα και gn ↘ |f |2 σχεδόν παντού. Επίσης, έχουµε∫
R
g1 dλ 6

∫
R
|f |2 dλ+

∫
R
|f |p1 dλ 6M2 +Mp1 <∞,

άρα, από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης για την (g1 − gn),∫
R
gn dλ→

∫
R
|f |2 dλ.

Από τα (α), (ϐ), (γ) και από το κριτήριο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών συµπεραίνουµε ότι∫
R
|f |pn dλ→

∫
R
|f |2 dλ.

29. ΄Εστω f ∈ L1[0, 1] µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει C > 0 ώστε∫
A
|f | dλ 6 C

√
λ(A)

για κάθε Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο A ⊆ [0, 1]. ∆είξτε ότι f ∈ Lp[0, 1] για κάθε
1 6 p < 2. Είναι αναγκαστικά η f στον L2[0, 1];

Υπόδειξη. Από την υπόθεση και από την ανισότητα Markov, αν At = {|f | > t}, t > 0,
έχουµε

tλ(At) 6
∫
At

|f | dλ 6 C
√
λ(At),
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δηλαδή

λ(At) 6
C2

t2
.

΄Εστω 1 6 p < 2. Γράφουµε∫ 1

0
|f |p =

∫ ∞
0

ptp−1λ({|f | ≥ t}) dλ(t)

=

∫ 1

0
ptp−1λ({|f | ≥ t}) dλ(t) +

∫ ∞
1

ptp−1λ({|f | ≥ t}) dλ(t)

6
∫ 1

0
ptp−1dλ(t) +

∫ ∞
1

ptp−1 + C2p

∫ ∞
1

tp−3dλ(t) <∞

διότι p− 3 < −1. ΄Αρα, f ∈ Lp([0, 1]).

30. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση, για την οποία ισχύει

(∗)
∫
E

exp (f(x)) dλ(x) = 1.

όπου E = supp(f). Αποδείξτε ότι f ∈ Lp(Rd) για κάθε 1 6 p <∞ και ‖f‖p 6 Cp, όπου
C > 0 µια απόλυτη σταθερά. ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµης συνάρτησης f που ικανοποιεί
την (∗) αλλά f /∈ L∞(Rd).

Υπόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση g(t) = tpe−t, t > 0. ΄Εχουµε g′(t) = (ptp−1 − tp)e−t,
άρα η g έχει µέγιστο στο t0 = p. ∆ηλαδή,

tp 6
pp

ep
et

για κάθε t > 0. Τότε, ∫
|f |p 6 pp

ep

∫
exp(|f(x)|) dλ(x) =

pp

ep
,

άρα

‖f‖p 6
1

e
p.

Για το δεύτερο ερώτηµα, ένα παράδειγµα µπορεί να είναι η f(x) = c + ln 1√
x

στο (0, 1),
όπου το c ∈ R επιλέγεται έτσι ώστε∫ 1

0
ef(x)dλ(x) = ec

∫ 1

0

1√
x
dλ(x) = ec · 2 = 1.

Η f δεν είναι ϕραγµένη, αφού limx→0+ f(x) = +∞.
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31. ΄Εστω f ∈ L1((0, 1)). Για x ∈ (0, 1) ορίζουµε

g(x) =

∫ 1

x

f(t)

t
dλ(t).

∆είξτε ότι g ∈ L1((0, 1)) και ∫ 1

0
g(x) dλ(x) =

∫ 1

0
f(x) dλ(x).

Υπόδειξη. Για να δείξουµε ότι η g είναι ολοκληρώσιµη γράφουµε∫ 1

0
|g(x)| dλ(x) =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

x

f(t)

t
dλ(t)

∣∣∣∣ dλ(x)

6
∫ 1

0

∫ 1

x

|f(t)|
t

dλ(t) dλ(x)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

|f(t)|
t

χ(x,1)(t) dλ(t) dλ(x)

=

∫ 1

0

|f(t)|
t

λ({x : 0 < x < t}) dλ(t)

=

∫ 1

0
|f(t)| dλ(t) = ‖f‖1 <∞,

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Tonelli. ΄Αρα, g ∈ L1((0, 1)). Τώρα µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε το ϑεώρηµα Fubini και, ακολουθώντας την ίδια πορεία, έχουµε∫ 1

0
g(x) dλ(x) =

∫ 1

0

(∫ 1

x

f(t)

t
dλ(t)

)
dλ(x)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

f(t)

t
χ(x,1)(t) dλ(t) dλ(x)

=

∫ 1

0

f(t)

t

(∫ 1

0
χ(x,1)(t) dλ(x)

)
dλ(t)

=

∫ 1

0

f(t)

t
λ({x : 0 < x < t}) dλ(t)

=

∫ 1

0
f(t) dλ(t) =

∫ 1

0
f(x) dλ(x).

32. ΄Εστω f : (0, 1) → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Αν η g(x, y) = f(x) − f(y)

είναι ολοκληρώσιµη στο (0, 1)× (0, 1), δείξτε ότι f ∈ L1(0, 1).
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Υπόδειξη. Αφού |f(x)| <∞ για κάθε x ∈ (0, 1), υπάρχει m ∈ N τέτοιος ώστε το A = {x ∈
(0, 1) : |f(x)| 6 m] ⊆ (0, 1) να έχει ϑετικό µέτρο. Θέτουµε B = {x ∈ (0, 1) : |(x)| > m}.
Τότε, αν (x, y) ∈ B ×A, έχουµε

|f(x)− f(y)| > |f(x)| − |f(y)| > |f(x)| −m > 0.

Από το ϑεώρηµα Tonelli,∫
(0,1)×(0,1)

|f(x)− f(y)| dλ(x, y) >
∫
B×A

|f(x)− f(y)| dλ(x, y)

>
∫
B×A

(|f(x)| −m) dλ(x, y)

=

∫
B

∫
A

(|f(x)| −m) dλ(y) dλ(x)

= λ(A)

∫
B

(|f(x)| −m) dλ(x).

΄Επεται ότι ∫
B
|f(x)| dλ(x) 6

‖g‖1
λ(A)

+mλ(B) <∞.

Αφού f 6 m στο A, συµπεραίνουµε ότι∫
(0,1)
|f(x)| dλ(x) =

∫
A
|f(x)| dλ(x) +

∫
B
|f(x)| dλ(x) 6 mλ(A) +

‖g‖1
λ(A)

+mλ(B)

= m(λ(A) + λ(B)) +
‖g‖1
λ(A)

= m+
‖g‖1
λ(A)

<∞.

΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη.

33. ΄Εστω 0 < p < 1. Ορίζουµε τον (αρνητικό αυτή τη ϕορά) συζυγή εκθέτη q του p από τη
σχέση 1

p + 1
q = 1. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Αν f, g : E → [0,∞] δείξτε ότι

∫
fg dλ >

(∫
fp dλ

)1/p(∫
gq dλ

)1/q

και (∫
(f + g)p dλ

)1/p

>

(∫
fp dλ

)1/p

+

(∫
gp dλ

)1/p

.

Υπόδειξη. Εφαρµόζοντας την ανισότητα Holder για τις (fg)p και g−p µε εκθέτες r = 1
p και



96 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΧΩΡΟΙ LP

s = 1
1−p , γράφουµε ∫

fp dλ =

∫
(fg)pg−p dλ

6

(∫
fg dλ

)p(∫
(g−p)

1
1−p

)1−p

=

(∫
fg dλ

)p(∫
gq
)− p

q

,

διότι − p
1−p = q και 1− p = −p

q αφού οι p και q είναι συζυγείς εκθέτες. ΄Επεται ότι(∫
fg dλ

)p
6

(∫
fp dλ

)(∫
gq
) p
q

,

και υψώνοντας στην 1/p παίρνουµε το Ϲητούµενο.
Για την δεύτερη ανισότητα χρησιµοποιούµε την ανισότητα, χρησιµοποιώντας την προη-

γούµενη γράφουµε(∫
fp dλ

)1/p(∫
(f + g)−(1−p)q dλ

)1/q

6
∫
f(f + g)−(1−p) dλ

και (∫
gp dλ

)1/p(∫
(f + g)−(1−p)q dλ

)1/q

6
∫
g(f + g)−(1−p) dλ.

Προσθέτοντας κατά µέλη παίρνουµε[(∫
fp dλ

)1/p

+

(∫
gp dλ

)1/p
](∫

(f + g)−(1−p)q dλ

)1/q

6
∫

(f + g)(f + g)−(1−p) dλ =

∫
(f + g)p dλ.

Αφού −(1− p)q = p, καταλήγουµε στην(∫
fp dλ

)1/p

+

(∫
gp dλ

)1/p

6

(∫
(f + g)p dλ

)1−1/q

=

(∫
(f + g)p dλ

)1/p

.

34. ∆είξτε ότι αν 1 6 p < q 6 ∞, τότε ο Lq[0, 1] είναι πρώτης κατηγορίας υποσύνολο του
Lp[0, 1].

Υπόδειξη. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Holder ϐλέπουµε ότι αν 1 6 p < q 6 ∞ τότε
‖f‖p 6 ‖f‖q για κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : [0, 1] → R. ΄Αρα, για κάθε f ∈ Lq[0, 1]

έχουµε f ∈ Lp[0, 1]. ∆ηλαδή, Lq[0, 1] ⊆ Lp[0, 1].
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Θεωρούµε την ακολουθία συνόλων Fn = {f ∈ Lp[0, 1] : ‖f‖q 6 n}. Προφανώς ισχύει

Lq[0, 1] =
∞⋃
n=1

Fn.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι κάθε Fn είναι πουθενά πυκνό υποσύνολο του Lp[0, 1]. Πα-
ϱατηρούµε τα εξήσ:

(α) Για κάθε n ∈ N το Fn είναι ‖ · ‖p−κλειστό. Πράγµατι, αν (fk) είναι µια ακολουθία στο
Fn, δηλαδή ‖fk‖q 6 n για κάθε k ∈ N, και αν ‖fk − f‖p → 0, τότε µπορούµε να δείξουµε

ότι ‖f‖q 6 n: αφού fk
Lp−→ f , από την ανισότητα Markov έχουµε

λ(|fk − f | > ε) 6 ε−p‖fk − f‖pp,

άρα fk
λ−→ f κατά µέτρο. ΄Αρα, υπάρχει υπακολουθία (fks) της (fk) ώστε fks → f σχεδόν

παντού. ΄Επεται ότι |fks |q → |f |q και από το λήµµα του Fatou παίρνουµε∫
|f |q dλ 6 lim inf

s→∞

∫
|fks |q dλ 6 nq,

διότι ‖fks‖q 6 n. ΄Αρα, f ∈ Fn.

(ϐ) Το Fn έχει κενό εσωτερικό : για κάθε f ∈ Fn και για κάθε ε > 0 ισχύει

B(f, ε) = {g ∈ Lp[0, 1] : ‖f − g‖p < ε} * Fn.

Πράγµατι, σταθεροποιούµε f ∈ Fn και ε > 0. Επιλέγουµε α ∈ (1/q, 1/p) και ορίζουµε τη
συνάρτηση

h(t) =
ε(1− αp)1/p

2tα
,

η οποία ανήκει στον Lp[0, 1] \ Lq[0, 1] (ελέγξτε το). ΄Αρα, η συνάρτηση f + h ∈ Lp[0, 1] και
µάλιστα f + h ∈ B(f, ε) διότι ‖h‖p = ε/2, αλλά f + h /∈ Fn, αφού h /∈ Lq[0, 1].





Κεφάλαιο 4

Σειρές Fourier

4.1 Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω T (x) = ν0 +
∑n

k=1(νk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. ∆είξτε ότι :

(α) Αν το T είναι περιττή συνάρτηση, τότε νk = 0 για κάθε k = 0, 1, . . . , n.

(ϐ) Αν το T είναι άρτια συνάρτηση, τότε µk = 0 για κάθε k = 1, . . . , n.

Υπόδειξη. (α) Γνωρίζουµε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

νk =
1

π

∫ π

−π
T (x) cos kx dλ(x).

Αφού το T είναι περιττή συνάρτηση, έχουµε

1

π

∫ π

−π
T (x) cos kx dλ(x) =

1

π

∫ π

−π
T (−y) cos(−ky) dλ(y) =

1

π

∫ π

−π
[−T (y) cos ky] dλ(y)

= − 1

π

∫ π

−π
T (y) cos ky dλ(y) = −νk.

Από την νk = −νk έπεται ότι νk = 0. Για k = 0 γράφουµε

ν0 =
1

2π

∫ π

−π
T (x) dλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
T (−y) dλ(y)

= − 1

2π

∫ π

−π
T (y) dλ(y) = −ν0,

άρα, ν0 = 0.

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι, για κάθε k = 1, . . . , n,

µk =
1

π

∫ π

−π
T (x) sin kx dλ(x).

99
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Αφού το T είναι άρτια συνάρτηση, έχουµε

1

π

∫ π

−π
T (x) sin kx dλ(x) =

1

π

∫ π

−π
T (−y) sin(−ky) dλ(y) =

1

π

∫ π

−π
[T (y)(− sin ky)] dλ(y)

= − 1

π

∫ π

−π
T (y) sin ky dλ(y) = −µk.

Από την µk = −µk έπεται ότι µk = 0.

2. ∆είξτε ότι : για κάθε k ∈ N υπάρχει πολυώνυµο p(t) ϐαθµού 2k ώστε sin2k x = p(cosx)

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Με επαγωγή ως προς k. ΄Εχουµε sin2 x = 1− cos2 x = p1(cosx), όπου p1(t) =

1− t2, πολυώνυµο ϐαθµού 2.
Υποθέτουµε ότι υπάρχει πολυώνυµο pk(t) ϐαθµού 2k ώστε sin2k x = pk(cosx). Τότε,

sin2k+2 x = sin2k x · sin2 x = pk(cosx)p1(cosx).

Παρατηρήστε ότι το πολυώνυµο

pk+1(t) = pk(t)p1(t) = pk(t)(1− t2)

έχει ϐαθµό 2k + 2 και sin2k+2 x = pk+1(cosx).

3. (α) ∆είξτε ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.

(ϐ) ∆ίνονται οι πραγµατικοί αριθµοί 0 < µ1 < µ2 < · · · < µn. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις

eiµ1x, eiµ2x, . . . , eiµnx

είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητες. Χρειάζεται η υπόθεση ότι όλοι οι µj είναι ϑετικοί ;

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε k1 < k2 < · · · < kn ∈ Z και υποθέτουµε ότι για κάποιους
t1, . . . , tn ∈ C ισχύει

t1e
ik1x + · · ·+ tne

iknx ≡ 0.

Τότε, για κάθε s = 1, . . . , n έχουµε

0 =

∫ π

−π
e−iksx

 n∑
j=1

tje
ikjx

 dλ(x) =
n∑
j=1

tj

∫ π

−π
ei(kj−ks)xdλ(x)

= 2πts,

διότι
∫ π
−π e

i(kj−ks)xdλ(x) = 0 αν j 6= s και 2π αν j = s. ΄Επεται ότι t1 = · · · = tn = 0. Αυτό
δείχνει ότι το σύνολο {eikx : k ∈ Z} είναι C-γραµµικώς ανεξάρτητο.



4.1. ΟΜΑ∆Α Α 101

(ϐ) Χρησιµοποιούµε µόνο το γεγονός ότι οι µ1, . . . , µn είναι διακεκριµένοι. Υποθέτουµε ότι
για κάποιους t1, . . . , tn ισχύει

t1e
iµ1x + t2e

iµ2x + · · ·+ tne
iµnx ≡ 0.

Παραγωγίζοντας n− 1 ϕορές ως προς x και ϑέτοντας x = 0 παίρνουµε το σύστηµα

t1 + t2 + · · ·+ tn = 0

µ1t1 + µ2t2 + · · ·+ µntn = 0

µ21t1 + µ22t2 + · · ·+ µ2ntn = 0

· · · · · ·

µn−11 t1 + µn−12 t2 + · · ·+ µn−1n tn = 0.

Η ορίζουσα του συστήµατος είναι µη µηδενική (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, t1 = t2 = · · · =
tn = 0.

4. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε a < b στο R,∫ b

a
f(x) dλ(x) =

∫ b+2π

a+2π
f(x) dλ(x) =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dλ(x),

και ∫ π

−π
f(x+ a) dλ(x) =

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

∫ π+a

−π+a
f(x) dλ(x).

Υπόδειξη. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ 2π παίρνουµε∫ b

a
f(x) dλ(x) =

∫ b+2π

a+2π
f(y − 2π) dλ(y) =

∫ b+2π

a+2π
f(y) dλ(y) =

∫ b+2π

a+2π
f(x) dλ(x),

διότι f(y−2π) = f(y) για κάθε y ∈ R. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x−2π παίρνουµε∫ b

a
f(x) dλ(x) =

∫ b−2π

a−2π
f(y + 2π) dλ(y) =

∫ b−2π

a−2π
f(y) dλ(y) =

∫ b−2π

a−2π
f(x) dλ(x),

διότι f(y + 2π) = f(y) για κάθε y ∈ R.

Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ a παίρνουµε∫ π

−π
f(x+ a) dλ(x) =

∫ π+a

−π+a
f(y) dλ(y) =

∫ π

−π
f(y) dλ(y) =

∫ π

−π
f(x) dλ(x),

διότι ∫ −π+a
−π

f(y) dλ(y) =

∫ π+a

π
f(y) dλ(y)
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από την 2π-περιοδικότητα της f , άρα∫ π+a

−π+a
f(y) dλ(y) =

∫ π

−π+a
f(y) dλ(y) +

∫ π+a

π
f(y) dλ(y)

=

∫ π

−π+a
f(y) dλ(y) +

∫ π+a

−π
f(y) dλ(y)

=

∫ π

−π
f(y) dλ(y).

5. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x) = 0.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση g : R→
R ώστε ∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dλ(x) < ε2/3.

Τότε, για κάθε t ∈ R,(∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x)

)1/2

6

(∫ π

−π
|f(x+ t)− g(x+ t)|2dλ(x)

)1/2

+

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dλ(x)

)1/2

+

(∫ π

−π
|g(x)− f(x)|2dλ(x)

)1/2

=

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dλ(x)

)1/2

+ 2

(∫ π

−π
|g(x)− f(x)|2dλ(x)

)1/2

<

(∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dλ(x)

)1/2

+
2ε

3
,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι, λόγω της 2π-περιοδικότητας της f − g,∫ π

−π
|f(x+ t)− g(x+ t)|2dλ(x) =

∫ π

−π
|f(x)− g(x)|2dλ(x)

για κάθε t ∈ R.
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Η g είναι συνεχής και 2π-περιοδική, άρα είναι οµοιόµορφα συνεχής. Υπάρχει λοιπόν
t0 > 0 ώστε : αν |t| < t0 τότε |g(x + t) − g(x)| < ε

3
√
2π

για κάθε x ∈ R. Τότε, αν |t| < t0

έχουµε (∫ π

−π
|g(x+ t)− g(x)|2dλ(x)

)1/2

6

(∫ π

−π

ε2

9 · 2π
dλ(x)

)1/2

=
ε

3
.

΄Επεται ότι (∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x)

)1/2

< ε

για κάθε |t| < t0. ΄Αρα,

lim
t→0

(∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)|2dλ(x)

)1/2

= 0,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

6. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι :

(α) Αν η f είναι άρτια, τότε f̂(−k) = f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S(f) είναι σειρά συνηµι-
τόνων.

(ϐ) Αν η f είναι περιττή, τότε f̂(−k) = −f̂(k) για κάθε k ∈ Z και η S(f) είναι σειρά
ηµιτόνων.

(γ) Αν f(x+ π) = f(x) για κάθε x ∈ R τότε f̂(k) = 0 για κάθε περιττό ακέραιο k.

(δ) Αν η f παίρνει πραγµατικές τιµές τότε f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z. Αν, επιπλέον,
υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

Υπόδειξη. (α) Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουµε

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
f(−y)e−ikydλ(y)

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−ikydλ(y) = f̂(k).

(ϐ) Κάνοντας την αντικατάσταση y = −x παίρνουµε

f̂(−k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
f(−y)e−ikydλ(y)

=
1

2π

∫ π

−π
(−f(y))e−ikydλ(y) = −f̂(k).
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(γ) Γράφουµε

2πf̂(k) =

∫ 0

−π
f(x)e−ikxdλ(x) +

∫ π

0
f(x)e−ikxdλ(x)

=

∫ π

0
f(y − π)e−ik(y−π)dλ(y) +

∫ π

0
f(x)e−ikxdλ(x)

= eikπ
∫ π

0
f(y)e−ikydλ(y) +

∫ π

0
f(x)e−ikxdλ(x)

= −
∫ π

0
f(x)e−ikxdλ(x) +

∫ π

0
f(x)e−ikxdλ(x)

= 0,

διότι f(y − π) = f(y) για κάθε y ∈ R από την υπόθεση, και eikπ = −1 αν ο k είναι
περιττός.

(δ) Γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)eikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−i(−k)xdλ(x)

= f̂(−k).

Αντίστροφα, αν υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής και f̂(k) = f̂(−k) για κάθε k ∈ Z, τότε
από την

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
f(x)eikxdλ(x) = f̂(−k) = f̂(k)

ϐλέπουµε ότι η συνεχής συνάρτηση g = f − f έχει συντελεστές Fourier

ĝ(k) = f̂(k)− f̂(k) = f̂(k)− f̂(k) = 0,

συνεπώς g ≡ 0. ΄Επεται ότι f = f , άρα f(x) ∈ R για κάθε x ∈ R.

7. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε a ∈ R ορίζουµε

τa(x) = f(x− a).

Περιγράψτε το γράφηµα της τa σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η τa περιοδική ; Εκφράστε
τους συντελεστές Fourier της τa συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .
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Υπόδειξη. Το γράφηµα της τa είναι µεταφορά του γραφήµατος της f κατά a. Το σηµείο
(x, f(x)) µεταφέρεται στο (x+ a, τa(x+ a)) = (x+ a, f(x)). ΄Εχουµε

τa(x+ 2π) = f(x− a+ 2π) = f(x− a) = τa(x)

για κάθε x ∈ R, άρα η τa είναι 2π-περιοδική. Τέλος,

τ̂a(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− a)e−ikxdλ(x) = e−ika

1

2π

∫ π

−π
f(x− a)e−ik(x−a)dλ(x)

= e−ika
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) = e−ikaf̂(k).

8. ΄Εστω f ∈ L1(T). Για κάθε m ∈ N ορίζουµε

gm(x) = f(mx).

Περιγράψτε το γράφηµα της gm σε σχέση µε αυτό της f . Είναι η gm περιοδική ; Εκφράστε
τους συντελεστές Fourier της gm συναρτήσει των συντελεστών Fourier της f .

Υπόδειξη. Η gm έχει περίοδο 2π/m (άρα και 2π) και το γράφηµά της είναι το γράφηµα
της f συµπιεσµένο : σε ένα διάστηµα µήκους 2π «επαναλαµβάνεται» m-ϕορές. Αν m | k,
χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f(y)e−iky/m είναι 2π-περιοδική, γράφουµε

ĝm(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(mx)e−ikxdλ(x) =

1

2πm

∫ πm

−πm
f(y)e−iky/mdλ(y)

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−i(k/m)ydλ(y) = f̂(k/m).

Αν ο m δεν διαιρεί τον k, τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f(my)e−iky είναι 2π-
περιοδική γράφουµε

ĝm(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(mx)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π−2π/m

−π−2π/m
f(my + 2π)e−ik(y+2π/m)dλ(y)

= e−i2kπ/m
1

2π

∫ π−2π/m

−π−2π/m
f(my)e−ikydλ(y)

= e−i2kπ/m
1

2π

∫ π

−π
f(my)e−ikydλ(y)

= e−i2kπ/mĝm(k).

Αφού ο m δεν διαιρεί τον k, έχουµε e−i2kπ/m 6= 1, άρα ĝm(k) = 0.

9. ΄Εστω f, fn ∈ L1(T) (n ∈ N) συναρτήσεις οι οποίες ικανοποιούν την

lim
n→∞

∫ π

−π
|f(x)− fn(x)| dλ(x) = 0.
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∆είξτε ότι
f̂n(k)→ f̂(k) όταν n→∞,

οµοιόµορφα ως προς k. ∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0

και για κάθε k ∈ Z,
|f̂n(k)− f̂(k)| < ε.

Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από την υπόθεση, υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0,

1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| dλ(x) < ε.

Τότε, για κάθε n > n0 και για κάθε k ∈ Z,

|f̂n(k)− f̂(k)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
fn(x)e−ikxdλ(x)− 1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
(fn(x)− f(x))e−ikxdλ(x)

∣∣∣∣
6

1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| |e−ikx| dλ(x)

=
1

2π

∫ π

−π
|fn(x)− f(x)| dλ(x) < ε.

10. Ορίζουµε f(x) = π − x αν 0 < x < 2π, f(0) = f(2π) = 0, και επεκτείνουµε την f σε
µια 2π-περιοδική συνάρτηση στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) = 2
∞∑
k=1

sin kx

k
.

Υπόδειξη. Είναι πιο ϐολικό να ϑεωρήσουµε την f στο [−π, π]. ΄Εχουµε f(x) = π − x αν
0 < x < π και f(x) = f(x+ 2π) = −π − x αν −π < x < 0. Παρατηρήστε ότι

f(−x) = −π + x = −(π − x) = −f(x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι περιττή στο [−π, π]. Συνεπώς,

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dλ(x) = 0

για κάθε k ∈ N. Οµοίως, a0(f) = 0.
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Υπολογίζουµε τους συντελεστές bk(f): αφού η f(x) sin kx είναι άρτια, έχουµε

bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x) =

2

π

∫ π

0
(π − x) sin kx dλ(x)

=

[
−2

(π − x) cos kx

πk

]π
0

+
2

π

∫ π

0

cos kx

k
dλ(x)

=
2π

πk
+

[
2 sin kx

πk2

]π
0

=
2

k
.

΄Επεται ότι

S(f, x) = a0(f) +
∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) = 2
∞∑
k=1

sin kx

k
.

11. Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (π − x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια
2π-περιοδική συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S(f, x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι f(0) = f(2π), άρα η f επεκτείνεται σε συνεχή 2π-περιοδική
συνάρτηση. Είναι πιο ϐολικό να ϑεωρήσουµε την f στο [−π, π]. ΄Εχουµε f(x) = (π − x)2

αν 0 < x < π και f(x) = f(x+2π) = (−π−x)2 = (π+x)2 αν −π < x < 0. Παρατηρήστε
ότι

f(−x) = (π − x)2 = f(x)

για κάθε 0 < x < π, δηλαδή η f είναι άρτια στο [−π, π]. Συνεπώς,

bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x) = 0

για κάθε k ∈ N. Για τον a0(f) γράφουµε

a0(f) =
1

2π

∫ 2π

0
(π − x)2dλ(x) =

[
−(π − x)3

6π

]2π
0

=
2π3

6π
=
π2

3
.
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Υπολογίζουµε τους συντελεστές ak(f), k > 1: αφού η f(x) cos kx είναι άρτια, έχουµε

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kx dλ(x) =

2

π

∫ π

0
(π − x)2 cos kx dλ(x)

=

[
2(π − x)2 sin kx

πk

]π
0

+
2

π

∫ π

0

2(π − x) sin kx

k
dλ(x)

=
4

π

∫ π

0

(π − x) sin kx

k
dλ(x)

=

[
−4(π − x) cos kx

πk2

]π
0

− 4

π

∫ π

0

cos kx

k2

=
4π

πk2
=

4

k2
.

΄Επεται ότι

S(f, x) = a0(f) +

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Αφού
∞∑
k=1

(|ak(f)|+ |bk(f)|) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1

k2
< +∞,

η σειρά Fourier της f συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . ∆ηλαδή,

f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2

για κάθε x ∈ R. Ειδικότερα,

f(0) = π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

1

k2
,

απ¨ όπου παίρνουµε
∞∑
k=1

1

k2
=

1

4

(
π2 − π2

3

)
=
π2

6
.

12. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f : R → R, 2π-περιοδική συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι
υπάρχει M > 0 ώστε

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|α

για κάθε x, y ∈ R. ∆είξτε ότι : υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε k > 1,

|ak(f)| 6 C

kα
και |bk(f)| 6 C

kα
.
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Υπόδειξη. ΄Εστω k ∈ N. Κάνοντας την αντικατάσταση y = x+ π/k, έχουµε

ak(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dλ(x) =

1

π

∫ π+π/k

−π+π/k
f(x− π/k) cos(kx− π) dλ(x)

= − 1

π

∫ π+π/k

−π+π/k
f(x− π/k) cos(kx) dλ(x) = − 1

π

∫ π

−π
f(x− π/k) cos(kx) dλ(x),

λόγω της 2π-περιοδικότητας της f . Τότε, µπορούµε να γράψουµε

ak(f) =
1

2π

∫ π

−π
[f(x)− f(x− π/k)] cos(kx) dλ(x),

και χρησιµοποιώντας την υπόθεση παίρνουµε

|ak(f)| 6 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− f(x− π/k)| | cos(kx)| dλ(x) 6

1

2π

∫ π

−π
M |π/k|αdλ(x) =

C

kα
,

όπου C = Mπα. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι |bk(f)| 6 C/kα.

13. Θεωρούµε την περιττή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [0, π] ορίζεται από
την

f(x) = x(π − x).

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και
δείξτε ότι

f(x) =
8

π

∞∑
k=0

sin[(2k + 1)x]

(2k + 1)3
.

Υπόδειξη. Αφού η f είναι περιττή, έχουµε f̂(0) = 0. Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

−i
π

∫ π

0
x(π − x) sin(kx) dλ(x)

=
−i
π

[
−πx cos(kx)

k
+
π sin(kx)

k2

]π
0

+
i

π

∫ π

0
x2 sin(kx) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i

π

[
x2 cos(kx)

k

]π
0

+
2i

πk

∫ π

0
x cos(kx) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i(−1)kπ

k
+

2i

πk

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
2i[(−1)k − 1]

πk3
.
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Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

∑
k 6=0

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx =

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx −

∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
e−ikx

=
∞∑
k=1

2i[(−1)k − 1]

πk3
(eikx − e−ikx)

=
∞∑
k=0

8

π(2k + 1)3
sin((2k + 1)x),

διότι (−1)k − 1 = 0 αν ο k είναι άρτιος, και

2i[(−1)k − 1](ei(2k+1)x − e−i(2k+1)x) = −4i(2i sin((2k + 1)x)) = 8 sin((2k + 1)x).

14. ΄Εστω 0 < δ < π. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε

f(x) =

{
1− |x|δ αν |x| 6 δ

0 αν δ 6 |x| 6 π

Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της f και δείξτε ότι

f(x) =
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos kδ

k2πδ
cos kx.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

1

π

∫ δ

0

(
1− x

δ

)
dλ(x) =

δ

2π
.

Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ δ

−δ

(
1− |x|

δ

)
e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫ δ

−δ

(
1− |x|

δ

)
cos(kx) dλ(x) =

1

π

∫ δ

0

(
1− x

δ

)
cos(kx) dλ(x)

=
1

π

[
sin(kx)

k
− x sin(kx)

δk
− cos(kx)

δk2

]δ
0

=
sin(kδ)

πk
− δ sin(kδ)

πδk
+

1− cos(kδ)

πδk2

=
1− cos(kδ)

πδk2
.
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Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) =
δ

2π
+
∑
k 6=0

1− cos(kδ)

πδk2
eikx =

δ

2π
+

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
(eikx + e−ikx)

=
δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
cos(kx).

Αφού
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| = δ

2π
+ 2

∞∑
k=1

1− cos(kδ)

πδk2
< +∞,

έχουµε f(x) = S(f, x) για κάθε x ∈ R.

15. Θεωρούµε την 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ R που στο [−π, π] ορίζεται από την

f(x) = |x|.

Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της f , υπολογίστε τους συντελεστές Fourier της f και
δείξτε ότι f̂(0) = π/2 και

f̂(k) =
−1 + (−1)k

πk2
, k 6= 0.

Γράψτε τη σειρά Fourier S(f) της f σαν σειρά συνηµιτόνων και ηµιτόνων. Θέτοντας x = 0

δείξτε ότι
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
και

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Υπόδειξη. Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
|x| dλ(x) =

1

π

∫ π

0
xdλ(x) =

π

2
.

Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
|x|e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫ π

−π
|x| cos(kx) dλ(x) =

1

π

∫ π

0
x cos(kx) dλ(x)

=
1

π

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
(−1)k − 1

πk2
.
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Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+
∑
k 6=0

(−1)k − 1

πk2
eikx =

π

2
+
∞∑
k=1

(−1)k − 1

πk2
(eikx + e−ikx)

=
π

2
+
∞∑
k=1

2[(−1)k − 1]

πk2
cos(kx)

=
π

2
− 4

∞∑
k=0

1

π(2k + 1)2
cos((2k + 1)x).

Αφού
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| = π

2
+ 2

∞∑
k=0

2

π(2k + 1)2
< +∞,

έχουµε f(x) = S(f, x) για κάθε x ∈ R. Ειδικότερα,

0 = f(0) =
π

2
− 4

∞∑
k=0

1

π(2k + 1)2
,

δηλαδή
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=
π2

8
.

Τότε,
∞∑
k=1

1

k2
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
+

∞∑
k=1

1

(2k)2
=
π2

8
+

1

4

∞∑
k=1

1

k2
,

απ¨ όπου έπεται ότι
∞∑
k=1

1

k2
=

4

3

π2

8
=
π2

6
.

16. ΄Εστω f ∈ L1(T).

(α) ∆είξτε ότι

lim
t→0

∫ 2π

0
|f(x+ t)− f(x)| dλ(x) = 0.

(ϐ) (Λήµµα Riemann-Lebesgue). ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,∫ 2π

0
f(x) sinnx dλ(x) = −

∫ 2π

0
f
(
x+

π

n

)
sinnx dλ(x).

και συµπεράνατε ότι

lim
n→∞

∫ 2π

0
f(x) sinnx dλ(x) = 0.
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Υπόδειξη. (α). Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι συνεχής. Εφόσον, είναι και 2π-περιοδική
ϑα είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R. Αν ε > 0 τυχόν, υπάρχει δ = δ(ε) > 0 ώστε αν |t| < δ

τότε |f(x+ t)− f(x)| < ε για κάθε x ∈ R. Εποµένως, αν 0 < |t| < δ τότε,∫ π

−π
|f(x+ t)− f(t)| dλ(x) <

∫ π

−π
ε dt = 2πε.

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο στην περίπτωση που η f είναι συνεχής. Στην γενική περί-
πτωση, ϑεωρούµε τυχόν ε > 0 και fε συνεχή 2π-περιοδική ώστε

∫ π
−π |f − fε| < ε. Τότε, µε

χρήση της τριγωνικής ανισότητας παίρνουµε:∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)| dλ(x) 6

∫ π

−π
|f(x+ t)− fε(x+ t)| dλ(x)

+

∫ π

−π
|fε(x+ t)− fε(x)| dλ(x) +

∫ π

−π
|fε(x)− f(x)| dλ(x)

= 2

∫ π

−π
|f(x)− fε(x)| dλ(x) +

∫ π

−π
|fε(x+ t)− fε(x)| dλ(x).

΄Επεται ότι,

lim sup
t→0

∫ π

−π
|f(x+ t)− f(x)| dλ(x) 6 2ε+ lim sup

t→0

∫ π

−π
|fε(x+ t)− fε(x)| dλ(x) = 2ε.

Καθώς, το ε > 0 ήταν τυχόν το Ϲητούµενο έπεται.

(ϐ) Με την αλλαγή µεταβλητής x = y + π/n έχουµε:∫ π

−π
f(x) sin(nx) dλ(x) =

∫ π−π
n

−π−π
n

f
(
y +

π

n

)
sin(π + ny) dλ(y)

= −
∫ π

−π
f
(
x+

π

n

)
sin(nx) dλ(x).

Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε:∣∣∣∣∫ π

−π
f(x) sin(nx) dλ(x)

∣∣∣∣ 6 1

2

∫ π

−π

∣∣∣f(x)− f
(
x+

π

n

)∣∣∣ dλ(x).

Τώρα, το συµπέρασµα έπεται από το (α) για t = π/n→ 0.

17. (α) Θεωρώντας την περιττή επέκταση της cosx από το (0, π) στο (−π, π)\{0} δείξτε ότι

cosx =
8

π

∞∑
k=1

k sin(2kx)

4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.
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(ϐ) Θεωρώντας την άρτια επέκταση της sinx από το (0, π) στο (−π, π) δείξτε ότι

sinx =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2kx)

4k2 − 1

για κάθε 0 < x < π.

Υπόδειξη. (α) Επεκτείνουµε την f : [π, π] → R µε f(x) =


cosx, 0 < xπ

0, x = −π, 0, π
− cosx, −π < x < 0

σε

µια 2π-περιοδική συνάρτηση σ’ όλο το R. Εποµένως, είναι ak(f) = 0, αφού f περιττή και

bk(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dλ(x)

=
2

π

∫ π

0
cosx sin kx dλ(x)

=
1

π

∫ π

0
[sin(k − 1)x+ sin(k + 1)x] dλ(x).

Αν ο k είναι περιττός, τότε ϐλέπουµε εύκολα ότι bk = 0 ενώ αν ο k = 2s τότε

b2s(f) =
8

π

s

4s2 − 1
.

Συµπεραίνουµε ότι

S(f, x) =
8

π

∞∑
k=1

k sin(2kx)

4k2 − 1
.

Αφού η σειρά S(f) συγκλίνει οµοιόµορφα και η f |(0,π) είναι συνεχής, έπεται (εξηγήστε
γιατί) ότι αν 0 < x < π τότε

cosx = f |(0,π)(x) = S(f, x) =
8

π

∞∑
k=1

k sin(2kx)

4k2 − 1
.

Για το (ϐ) δουλεύουµε ανάλογα.

4.2 Οµάδα Β΄

18. (α) Για κάθε k ∈ N ϑέτουµε

Ak(x) =

k∑
j=1

sin jx.
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∆είξτε ότι : αν k > m τότε

|Ak(x)−Am(x)| 6 1

| sin(x/2)|

για κάθε 0 < x < π.

(ϐ) Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0, δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m+1

λj sin jx

∣∣∣∣∣∣ 6 λm+1

| sin(x/2)|

για κάθε n > k > m > 1 και για κάθε 0 < x < π.

Υπόδειξη. (α) ΄Εστω k > m. Γράφουµε

Ak(x)−Am(x) =

k∑
j=m+1

sin(jx) =
1

sin(x/2)

k∑
j=m+1

sin(x/2) sin(jx)

=
1

2 sin(x/2)

k∑
j=m+1

[
cos
(
j − 1/2

)
x− cos

(
j + 1/2

)
x
]

=
1

2 sin(x/2)

[
cos
(
m+ 1/2

)
x− cos

(
k + 1/2

)
x
]
.

Από την | cos t| 6 1 έπεται ότι

|Ak(x)−Am(x)| 6 2

2| sin(x/2)|
=

1

| sin(x/2)|
.

(ϐ) Χρησιµοποιούµε άθροιση κατά µέρη: είναι

k∑
j=m+1

λj sin(jx) =

k∑
j=m+1

λj(Aj(x)−Aj−1(x))

= λkAk(x)− λm+1Am(x) +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)Aj(x)

= λk(Ak(x)−Am(x)) +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)(Aj(x)−Am(x)),

διότι

λm+1Am(x) =

λk +

k−1∑
j=m+1

(λj − λj+1)

Am(x).
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Τότε, ∣∣∣∣∣∣
k∑

j=m+1

λj sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ 6 λk|Ak(x)−Am(x)|+
k−1∑

j=m+1

(λj − λj+1)|Aj(x)−Am(x)|

6
1

| sin(x/2)|

λk +
k−1∑

j=m+1

(λj − λj+1)


=

λm+1

| sin(x/2)|
.

19. ΄Εστω n ∈ N και M > 0. Αν λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 και kλk 6 M για κάθε
k = 1, . . . , n, δείξτε ότι ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ 6 (π + 1)M

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < x < π (εξηγήστε γιατί). Γράφουµε

n∑
k=1

λk sin kx =

m∑
k=1

λk sin kx+

n∑
k=m+1

λk sin kx,

όπου m = min{n, bπ/xc}. Για το πρώτο άθροισµα έχουµε

0 6
m∑
k=1

λk sin(kx) 6
m∑
k=1

M sin kx

k
6

m∑
k=1

Mkx

k
= Mmx 6Mπ.

Για το δεύτερο άθροισµα χρησιµοποιούµε την προηγούµενη άσκηση: είναι∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

λk sin kx

∣∣∣∣∣ 6 λm+1

sin(x/2)
6

M

(m+ 1) sin(x/2)
6M,

διότι m+ 1 > π/x, άρα

(m+ 1) sin(x/2) >
π

x

2x

2π
= 1

από την sin y > 2y
π , 0 6 y 6 π/2.

20. (Λήµµα του Stečkin). ΄Εστω f(x) = λ0 +
∑n

k=1(λk cos kx+ µk sin kx) τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο και έστω x0 ∈ R µε την ιδιότητα

f(x0) = ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ R}.



4.2. ΟΜΑ∆Α Β 117

∆είξτε ότι : αν |t| 6 π
n τότε

f(x0 + t) > ‖f‖∞ cos(nt).

Υπόδειξη. Θέτουµε A = ‖f‖∞ και ορίζουµε

g(t) = f(x0 + t)−A cos(nt).

Αν υποθέσουµε ότι το Ϲητούµενο δεν ισχύει, τότε υπάρχει 0 < |s| 6 π
n ώστε g(s) < 0. Χωρίς

περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι 0 < t0 <
π
n . Για κάθε k = 0, 1, . . . , 2n ϑέτουµε

tk = kπ
n και έχουµε

g(tk) = f(x0 + tk)−A cos(kπ).

Παρατηρούµε ότι f(t0) = f(x0) = 0, f(s) < 0 και για κάθε k = 1, . . . , 2n έχουµε
g(tk) > 0 αν ο k είναι περιττός και g(tk) 6 0 αν ο k είναι άρτιος. ΄Επεται ότι η g(y) = 0

έχει τουλάχιστον 2n+ 1 ϱίζες στο διάστηµα [0, 2π). Αυτό είναι άτοπο: ένα τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο ϐαθµού n έχει το πολύ 2n ϱίζες στο [0, 2π) (εξηγήστε γιατί : η διάσταση του
χώρου αυτών των πολυωνύµων είναι 2n+ 1).

21. (Ανισότητα του Bernstein). ΄Εστω f(x) = λ0 +
∑n

k=1(λk cos kx + µk sin kx) τριγωνο-
µετρικό πολυώνυµο. ∆είξτε ότι

‖f ′‖∞ 6 n‖f‖∞.

Υπόδειξη. Παίρνοντας αν χρειαστεί το −f στη ϑέση του f , ϑεωρούµε x0 τέτοιο ώστε

f ′(x0) = ‖f ′‖∞.

Παρατηρήστε ότι f(x0) = 0. Από την προηγούµενη άσκηση, για κάθε |t| 6 π
n έχουµε

f ′(x0 + t) > ‖f ′‖∞ cos(nt).

΄Αρα,

f
(
x0 +

π

2n

)
− f

(
x0 −

π

2n

)
=

∫ π
2n

− π
2n

f ′(x0 + t)dλ(t) > ‖f ′‖∞
∫ π

2n

− π
2n

cos(nt)dλ(t)

= ‖f ′‖∞
[

sin(nt)

n

] π
2n

− π
2n

=
2

n
‖f ′‖∞.
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΄Επεται ότι

‖f ′‖∞ 6
n

2

(∣∣∣f (x0 +
π

2n

)∣∣∣+
∣∣∣f (x0 − π

2n

)∣∣∣)
6
n

2
· 2‖f‖∞ = n‖f‖∞.

22. ΄Εστω [a, b] κλειστό διάστηµα που περιέχεται στο εσωτερικό του [−π, π]. Θεωρούµε
την f(x) = χ[a,b](x) που ορίζεται στο [−π, π] από τις f(x) = 1 αν x ∈ [a, b] και f(x) = 0

αλλιώς, και την επεκτείνουµε 2π-περιοδικά στο R. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f είναι η

S(f, x) =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.

∆είξτε ότι η S(f) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Βρείτε τα x ∈ R για τα οποία
η S(f, x) συγκλίνει.

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

1

2π

∫ b

a
dλ(x) =

b− a
2π

.

Αν k 6= 0, έχουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ b

a
e−ikxdλ(x) =

e−ika − e−ikb

ik
.

΄Επεται ότι

S(f, x) = f̂(0) +
∑
k 6=0

f̂(k)eikx =
b− a
2π

+
∑
k 6=0

e−ika − e−ikb

2πik
eikx.

Η S(f, x) δεν συγκλίνει απολύτως για κανένα x ∈ R. Θα έπρεπε να συγκλίνει η σειρά

b− a
2π

+
∑
k 6=0

|e−ika − e−ikb|
2π|k|

=
b− a
2π

+
∑
k 6=0

|eik(b−a) − 1|
2π|k|

.

Η σειρά αυτή αποκλίνει : αν ο b−a
2π είναι ϱητός τότε η ακολουθία {eik(b−a)}k παίρνει πε-

περασµένες το πλήθος τιµές, όλες διαφορετικές από 1, ενώ αν ο b−a
2π είναι άρρητος τότε

η ακολουθία {eik(b−a)}k είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στη µοναδιαία περιφέρεια, και
αυτό συνεπάγεται ότι το πλήθος των |k| 6 N για τους οποίους |eik(b−a) − 1| > 1

2 είναι
µεγαλύτερο από c1N για κάποια σταθερά c1 > 0, άρα

N∑
k=−N

|eik(b−a) − 1|
2π|k|

> c2 logN →∞.
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23. ΄Εστω T (x) =
∑n

k=−n cke
ikx τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Υποθέτουµε ότι το T παίρνει

ϑετικές πραγµατικές τιµές. ∆είξτε ότι υπάρχει τριγωνοµετρικό πολυώνυµο Q ώστε

T (x) = |Q(x)|2

για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι cn 6= 0. Παρατηρήστε ότι
c−k = ck για κάθε k = 0, 1, . . . , n και ότι

c0 =
1

2π

∫ π

−π
T (x) dλ(x) > 0.

Θεωρούµε το µιγαδικό πολυώνυµο

P (z) = zn
n∑

k=−n
ckz

k = c−n + c1−nz + · · ·+ cnz
2n.

Παρατηρούµε ότι

P (1/z =

n∑
k=−n

ckz
−n−k =

n∑
k=−n

ckz
−n−k

=

n∑
k=−n

c−kz
−n−k =

n∑
m=−n

cmz
m−n = z−2n

n∑
m=−n

cmz
m+n

= z−2nP (z).

΄Επεται ότι P (z) = 0 αν και µόνο αν P (1/z) = 0. Επίσης, P (0) 6= 0 και P (w) 6= 0 για
κάθε w ∈ T, διότι αν w = eix τότε P (w) = einxT (x) 6= 0 από την υπόθεση ότι το T δεν
µηδενίζεται. ΄Αρα, οι ϱίζες του P είναι n Ϲεύγη zk, 1/zk µε 0 < |zk| < 1. (k = 1, . . . , n).
∆ηλαδή, υπάρχει a ∈ C ώστε

P (z) = a
n∏
k=1

(z − zk)
n∏
k=1

(
z − 1

zk

)
.

Θέτουµε P1(z) =
∏n
k=1(z − zk) και παρατηρούµε ότι

P2(z) :=
n∏
k=1

(
z − 1

zk

)
=

1

z1 · · · zn

n∏
k=1

z

(
zk −

1

z

)

=
(−1)nzn

z1 · · · zn

n∏
k=1

z

(
1

z
− zk

)
=

(−1)nzn

z1 · · · zn
P1

(
1

z

)
.
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΄Αρα, αν |z| = 1 έχουµε

|P2(z)| = |P2(z)| =
∣∣∣∣(−1)nzn

z1 · · · zn
P1

(
1

z

)∣∣∣∣ =
|P1(z)|
|z1 · · · zn|

.

Τώρα γράφουµε

T (x) = |T (x)| = |e−inxP (eix)| = |aP1(e
ix)P2(e

ix)| = |a| · |P1(e
ix)| · |P1(e

ix)|
|z1 · · · zn|

,

και αν ορίσουµε

Q(x) =

(
|a|

|z1 · · · zn|

)1/2

P1(e
ix)

έχουµε
T (x) = |Q(x)|2, x ∈ R.

24. (α) ΄Εστω 0 < δ < π. ∆είξτε ότι, για κάθε x ∈ [δ, 2π − δ],∣∣∣∣∣12 +
n∑
k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ 6 1

2 sin δ
2

και

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

sin kx

∣∣∣∣∣ 6 1

sin δ
2

.

(ϐ) ΄Εστω (tk) ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε tk → 0. ∆είξτε
ότι οι σειρές

∑∞
k=1 tk cos kx και

∑∞
k=1 tk sin kx συγκλίνουν κατά σηµείο στο (0, 2π) και

οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα [δ, 2π − δ], όπου 0 < δ < π. Συµπεράνατε ότι ορίζουν
συνεχείς συναρτήσεις στο (0, 2π).

Υπόδειξη. (α) Γράφουµε An(x) = 1
2 +

∑n
k=1 cos kx και χρησιµοποιούµε την ταυτότητα

2 sin a cos b = sin(a− b) + sin(a+ b) ως εξήσ:

2 sin(x/2)An(x) = sin(x/2) +
n∑
k=1

[
sin
(x

2
− kx

)
+ sin

(x
2

+ kx
)]

= sin

(
n+

1

2

)
x.

Για κάθε x ∈ (0, 2π) είναι sin(x/2) > 0, άρα

An(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin(x/2)
.

Αν 0 < δ < π τότε για κάθε x ∈ [δ, 2π − δ] ισχύει sin(x/2) > sin(δ/2). Εποµένως,
έχουµε |An(x)| 6 1

sin δ
2

. Για το άλλο άθροισµα χρησιµοποιούµε την ταυτότητα 2 sin a sin b =

cos(a− b)− cos(a+ b) και εργαζόµαστε ανάλογα.

(ϐ) Για να δείξουµε την κατά σηµείο και οµοιόµορφη σύγκλιση ϑα χρησιµοποιήσουµε το
κριτήριο του Cauchy για σειρές πραγµατικών αριθµών και συναρτήσεων αντίστοιχα. Θα
χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο Dirichlet: Αν (εn) είναι ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών



4.2. ΟΜΑ∆Α Β 121

όρων µε εn → 0 και
∑∞

n=1 un σειρά πραγµατικών αριθµών µε ϕραγµένα µερικά αθροί-
σµατα, δηλαδή υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε |u1 + · · ·+ un| 6M για κάθε n ∈ N, τότε η
σειρά

∑∞
n=1 εnun συγκλίνει.

Τώρα, το γεγονός ότι η σειρά
∑∞

k=1 tk cos kx είναι συγκλίνουσα είναι άµεση συνέπεια
του (α) σε συνδυασµό µε το κριτήριο Dirichlet. Για την οµοιόµορφη σύγκλιση αρκεί να
παρατηρήσει κανείς ότι η υπόθεση των οµοιόµορφα ϕραγµένων αθροισµάτων ως προς n
αρκεί να αντικατασταθεί από την υπόθεση των οµοιόµορφα ϕραγµένων αθροισµάτων ως
προς n και ως προς x ∈ [δ, 2π − δ].

Μια άλλη, πιο άµεση απόδειξη (η οποία όµως ακολουθεί την ίδια ιδέα) ϑα ήταν η
εξήσ: ΄Εστω x ∈ (0, 2π) τυχόν αλλά σταθερό. Θεωρούµε την σειρά αριθµών

∑∞
k=1 tk cos kx.

Παρατηρήστε από το (α) ότι cos kx = Ak(k)−Ak−1(x) µε A0(x) ≡ 1
2 . Τότε, αν 1 6 n < m

µπορούµε να γράψουµε:∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

tk cos kx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

tk(Ak(x)−Ak−1(x))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−tn+1An(x) +

m−1∑
k=n+1

(tk − tk+1)Ak(x) + tmAm(x)

∣∣∣∣∣
6 tn+1|An(x)|+

m−1∑
k=n+1

(tk − tk+1)|Ak(x)|+ tm|Am(x)|

6 2tn+1 max
n+16k6m

|Ak(x)| 6 tn+1

sin(x/2)
,

από το (α). Καθώς, tk → 0 έπεται από το κριτήριο του Cauchy ότι η σειρά
∑∞

k=1 tk cos kx

συγκλίνει. Παρατηρήστε ότι αν x ∈ [δ, 2π − δ], τότε∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

tk cos kx

∣∣∣∣∣ 6 tn
sin(δ/2)

,

οµοιόµορφα ως προς x, εποµένως η σειρά
∑∞

k=1 tk cos kx συγκλίνει οµοιόµορφα στο
[δ, 2π − δ]. Αφού έχουµε σειρά συνεχών συναρτήσεων, έπεται ότι άθροισµά της είναι συνε-
χής συνάρτηση στο [δ, 2π − δ]. Επειδή το δ ∈ (0, π) ήταν τυχόν, έχουµε ότι η συνάρτηση
f : (0, 2π)→ R µε f(x) =

∑∞
k=1 tk cos kx είναι συνεχής. Για την άλλη σειρά εργαζόµαστε

ανάλογα.

25. ΄Εστω f ∈ L1(T) και g ∈ L∞(T). ∆είξτε ότι

lim
n→∞

1

2π

∫
T
f(x)g(nx) dλ(x) = f̂(0)ĝ(0).
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Υπόδειξη. Αρκεί να δείξουµε το Ϲητούµενο στην περίπτωση που η f είναι τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο. Τότε, ολοκληρώνουµε την απόδειξη ως εξήσ: αν f ∈ L1(T) και ε > 0,
ϐρίσκουµε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο pε τέτοιο ώστε ‖f − pε‖1 6 ε και γράφουµε∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(x)g(nx)dλ(x)− f̂(0)ĝ(0)

∣∣∣∣
6

1

2π

∫
T
|f(x)− pε(x)| |g(x)| dλ(x)

+

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
pε(x)g(nx)dλ(x)− p̂ε(0)ĝ(0)

∣∣∣∣+ |p̂ε(0)− f̂(0)| ‖ĝ(0)|

6 ‖f − pε‖1‖g‖∞ +

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
pε(x)g(nx)dλ(x)− p̂ε(0)ĝ(0)

∣∣∣∣+ ‖pε − f‖1|ĝ(0)|

6 ε(‖g‖∞ + |ĝ(0)|) +

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
pε(x)g(nx)dλ(x)− p̂ε(0)ĝ(0)

∣∣∣∣ ,
και αφήνοντας το n→∞ παίρνουµε

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(x)g(nx)dλ(x)− f̂(0)ĝ(0)

∣∣∣∣ 6 ε(‖g‖∞ + |ĝ(0)|).

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι

lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
f(x)g(nx)dλ(x)− f̂(0)ĝ(0)

∣∣∣∣ = 0.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι η f είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο, και λόγω γραµµικότητας του
Ϲητούµενου ως προς f µπορούµε να υποθέσουµε ότι f(x) = eikx για κάποιον k ∈ Z. Αν
k = 0 είναι ϕανερό ότι

1

2π

∫
T
g(nx)dλ(x) =

1

n

1

2π

∫ nπ

−nπ
g(y)dλ(y) =

1

n
· n 1

2π

∫
T
g(y)dλ(y)

=
1

2π

∫
T
g(y)dλ(y) = ĝ(0)

για κάθε n ∈ N, λόγω της περιοδικότητας της g. Μένει να δείξουµε ότι, για κάθε k 6= 0,

(∗) lim
n→∞

1

2π

∫
T
eikxg(nx)dλ(x) = 0.

Παρόµοιο επιχείρηµα µε το αρχικό δείχνει ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι η g είναι
τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Σε αυτήν την περίπτωση ελέγχουµε την (∗) µε απλές πράξεις.



Κεφάλαιο 5

Προσεγγίσεις της µονάδας και

Αθροισιµότητα

5.1 Οµάδα Α΄

1. ΄Εστω
∞∑
k=1

ck σειρά πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε sn = c1 + · · ·+ cn. ∆είξτε ότι :

(α) Αν η σειρά
∞∑
k=1

ck συγκλίνει στον s, τότε είναι Abel αθροίσιµη στον s.

(ϐ) Αν η σειρά
∞∑
k=0

ck είναι Cesàro αθροίσιµη στον s, τότε είναι Abel αθροίσιµη στον s.

Υπόδειξη. (α) Αποδεικνύουµε πρώτα ότι

(∗)
∞∑
k=1

ckr
k = (1− r)

∞∑
k=1

skr
k.

Θέτοντας s0 = 0, έχουµε

∞∑
k=1

ckr
k =

∞∑
k=1

(sk − sk−1)rk

=

∞∑
k=1

skr
k −

∞∑
k=1

skr
k+1

=

∞∑
k=1

skr
k − r

∞∑
k=1

skr
k

= (1− r)
∞∑
k=1

skr
k.
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Υποθέτουµε πρώτα ότι sn = c1 + · · ·+ cn → 0. Επειδή η (sk) είναι συγκλίνουσα είναι και
ϕραγµένη: υπάρχει M > 0 ώστε |sk| 6 M για κάθε k ∈ N. ΄Εστω ε > 0. Αφού sk → 0,
υπάρχει k0 ∈ N ώστε αν k > k0 τότε |sk| < ε. Παίρνοντας απόλυτες τιµές στην (∗) έχουµε

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ckr
k

∣∣∣∣∣ 6 (1− r)
k0∑
k=‘

|sk|rk + (1− r)
∞∑

k=k0+1

|sk|rk

6 (1− r)Mr
1− rk0
1− r

+ ε(1− r)
∞∑
k=1

rk

6M(1− rk0) + ε.

Αν επιλέξουµε r0 ∈ (0, 1) ώστε M(1− rk00 ) < ε, τότε για κάθε r0 < r < 1 έχουµε

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ckr
k

∣∣∣∣∣ < 2ε,

το οποίο δείχνει ότι
∑∞

k=1 ckr
k → 0 καθώς r → 1−.

Στη γενική περίπτωση, χρησιµοποιώντας την (∗), γράφουµε

∞∑
k=1

ckr
k = (1− r)

∞∑
k=1

skr
k

= (1− r)
∞∑
k=1

(sk − s)rk + (1− r)
∞∑
k=1

srk

= (1− r)
∞∑
k=0

(sk − s)rk + (1− r)s · r

1− r

→ 0 + s = s.

Για το (ϐ): αποδεικνύουµε πρώτα ότι

(∗∗)
∞∑
k=0

ckr
k = (1− r)2

∞∑
k=1

kσkr
k.

΄Εχουµε ότι σk+1 = s0+s1+···+sk
k+1 . ΄Αρα, ϑέτοντας σ0 = 0 έχουµε sk = (k+ 1)σk+1− kσk για
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k = 0, 1, . . .. Τότε, χρησιµοποιώντας και την πρώτη ταυτότητα από το (α), έχουµε

∞∑
k=0

ckr
k = (1− r)

∞∑
k=0

skr
k

= (1− r)
∞∑
k=0

[(k + 1)σk+1 − kσk]rk

= (1− r)

[ ∞∑
k=1

kσkr
k−1 −

∞∑
k=1

kσkr
k

]

= (1− r)2
∞∑
k=1

kσkr
k.

΄Επεται ότι
∞∑
k=0

ckr
k = (1− r)2

∞∑
k=1

kσkr
k

= (1− r)2
∞∑
k=1

(σk − s)krk + (1− r)2
∞∑
k=1

skrk

= (1− r)2
∞∑
k=1

(σk − s)krk + rs,

όπου χρησιµοποιούµε την ταυτότητα:

∞∑
k=1

kxk =
x

(1− x)2
, −1 < x < 1.

Αφού η
∑∞

k=0 ck είναι Cesàro αθροίσιµη στον s, έχουµε σk−s→ 0. Ειδικότερα, η (σk−s)
είναι ϕραγµένη. ∆ηηλαδή, υπάρχει B > 0 ώστε |σk−s| 6 B για κάθε k. Αφού σk−s→ 0,
υπάρχει k0 ∈ N ώστε αν k > k0 τότε |σk − s| < ε. Μπορούµε να γράψουµε∣∣∣∣∣

∞∑
k=0

ckr
k − s

∣∣∣∣∣ 6 (1− r)2
k0∑
k=1

|σk − s|krk + (1− r)2
∞∑

k=k0+1

|σk − s|krk + |s− rs|

6 (1− r)k0B(1− rk0) + εr + (1− r)|s|.

΄Εστω r0 ∈ (0, 1) ώστε Bk0(1− rk00 ) < ε και (1− r0)|s| < ε. Τότε, αν r0 < r < 1 έχουµε∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ckr
k

∣∣∣∣∣ 6 ε+ εr + (1− r)|s| < 3ε.

Αυτό δείχνει ότι
∑∞

k=1 ckr
k → s καθώς r → 1−.
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2. ΄Εστω f, g : T→ C ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N,

(sn(f)) ∗ g = sn(f ∗ g) = f ∗ (sn(g)).

Υπόδειξη. Θυµηθείτε ότι sn(f) = (f ∗Dn) και ότι η πράξη ∗ της συνέλιξης είναι προσεται-
ϱιστική και µεταθετική:

sn(f) ∗ g = (f ∗Dn) ∗ g = f ∗ (Dn ∗ g) = f ∗ (g ∗Dn) = f ∗ sn(g).

΄Οµοια δείχνουµε και την άλλη ισότητα.

3. ΄Εστω {Kδ}δ>0 µια οικογένεια καλών πυρήνων. ∆είξτε ότι : για κάθε p > 1,

lim
δ→0
‖Kδ‖p = lim

δ→0

(
1

2π

∫ π

−π
|Kδ(x)|pdλ(x)

)1/p

= +∞.

Υπόδειξη. ΄Εστω p > 1 και q ο συζυγής εκθέτης του, δηλαδή 1/p + 1/q = 1. Για κάθε
0 < η < π ϑεωρούµε τη συνάρτηση gη = χ[−η,η]. Από την ανισότητα Holder παίρνουµε

(η/π)1/q‖Kδ‖p =

(
1

2π

∫ π

−π
|gη(t)|q dλ(t)

)1/q

‖Kδ‖p >
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Kδ(x)gη(x) dλ(x)

∣∣∣∣ .
Από την άλλη πλευρά, από τις ιδιότητες των καλών πυρήνων παίρνουµε∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Kδ(x)gη(x) dλ(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1− 1

2π

∫
η<|x|6π

Kδ(x) dλ(x)

∣∣∣∣∣ .
΄Εστω M > 0. Υπάρχει η ∈ (0, π) ώστε (π/η)1/q > 2M . Επιπλέον, υπάρχει δ0 > 0 ώστε
αν 0 < δ < δ0 τότε

∣∣∣ 1
2π

∫
η<|x|6πKδ(x) dλ(x)

∣∣∣ < 1/2 (εξηγήστε γιατί). Συνδυάζοντας όλα τα
παραπάνω ϐλέπουµε ότι αν 0 < δ < δ0 τότε

‖Kδ‖p =

(
1

2π

∫ π

−π
|Kδ(x)|p dλ(x)

)1/p

> M,

το οποίο δείχνει ότι ‖Kδ‖p → +∞ καθώς δ → 0.

4. ΄Εστω f : [−π, π] → R άρτια ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα : ak(f) > 0 για
κάθε k > 0. ∆είξτε ότι

∞∑
k=0

ak < +∞.
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Υπόδειξη. Αν ϑεωρήσουµε το n-οστό µερικό άθροισµα Cesàro της f τότε για κάθε n ∈ N
µπορούµε να γράψουµε:

σ2n−1(f, 0) =
1

2n

2n−1∑
m=0

sm(f, 0) >
1

2n

2n−1∑
m=n

sm(f, 0) >
1

2
sn(f, 0),

διότι sm(f, 0) = a0/2 + a1 + · · ·+ am και ak > 0 για κάθε k, άρα sm(f, 0) > sn(f, 0) για
κάθε m = n, n+ 1, . . . , 2n− 1. Από την άλλη πλευρά γνωρίζουµε ότι

|σ2n−1(f, x)| 6 ‖f ∗ F2n−1‖∞ 6 ‖f‖∞‖F2n−1‖1 = ‖f‖∞

για κάθε x ∈ R. ΄Ετσι, τα µερικά αθροίσµατα της
∑∞

n=1 an είναι άνω ϕραγµένα:

n∑
k=0

ak 6 2sn(f, 0) 6 4‖f‖∞,

που αποδεικνύει τη σύγκλιση της σειράς.

5. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί την

f(x) = f(x+ 1) = f(x+
√

2)

για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την g(x) = f
(
x
2π

)
. Από την υπόθεση έχουµε ότι η g είναι 2π-

περιοδική, και g(x) = g(x+ 2
√

2π) για κάθε x ∈ R. Για κάθε k ∈ Z έχουµε

ĝ(k) =
1

2π

∫ π

−π
g(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π+2
√
2π

−π+2
√
2π
g(x− 2

√
2π)e−ik(x−2

√
2π)dλ(x)

= eik2
√
2π 1

2π

∫ π+2
√
2π

−π+2
√
2π
g(x)e−ikxdλ(x) = eik2

√
2π 1

2π

∫ π

−π
g(x)e−ikxdλ(x)

= eik2
√
2π ĝ(k).

Αν k 6= 0 έχουµε eik2
√
2π 6= 1, άρα ĝ(k) = 0. ΄Επεται ότι g(x) = ĝ(0) για κάθε x ∈ R,

δηλαδή η g είναι σταθερή. ΄Αρα, και η f είναι σταθερή.

6. ΄Εστω f ∈ L1(T) συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι, για κάποιο x ∈ R υπάρχουν τα πλευρικά
όρια

f(x− 0) := lim
t→x−

f(t) και f(x+ 0) := lim
t→x+

f(t).

∆είξτε ότι η σειρά Fourier S(f) της f είναι Abel αθροίσιµη στο σηµείο x: πιο συγκεκριµένα,

lim
r→1−

Ar(f)(x) = lim
r→1−

(f ∗ Pr)(x) =
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
.
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Υπόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : αν 0 < y < δ τότε |f(x− y)− f(x− 0)| < ε/2

και αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+ 0)| < ε/2. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η Pr
είναι άρτια, µη αρνητική συνάρτηση µε µέση τιµή 1, γράφουµε

(f ∗ Pr)(x)− f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

1

2π

∫ π

−π
Pr(y)f(x− y) dλ(y)− f(x+ 0) + f(x− 0)

2

=
1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+ 0)] dλ(y)

+
1

2π

∫ π

0
Pr(y)[f(x− y)− f(x− 0)] dλ(y).

Για τον πρώτο όρο, έχουµε∣∣∣∣ 1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+ 0)] dλ(y)

∣∣∣∣ 6 1

2π

∫ 0

−δ
Pr(y) |f(x− y)− f(x+ 0)| dλ(y)

+
1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+ 0)| dλ(y).

Παρατηρούµε ότι : αν −δ < y < 0 τότε |f(x− y)− f(x+ 0)| < ε/2. Συνεπώς,

1

2π

∫ 0

−δ
Pr(y) |f(x− y)− f(x+ 0)| dλ(y) 6

ε

4π

∫ 0

−δ
Pr(y) dλ(y)

6
ε

4π

∫ π

−π
Pr(y) dλ(y) =

ε

2
.

Από την άλλη πλευρά,

1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+ 0)| dλ(y) 6
1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) (|f(x− y)|+ |f(x+ 0)| dλ(y)

6
2‖f‖∞

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) dλ(y)→ 0

καθώς το r → 1− (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, υπάρχει r0 ∈ (0, 1) ώστε, για κάθε r0 6 r < 1,

1

2π

∫ −δ
−π

Pr(y) |f(x− y)− f(x+ 0)| dλ(y) <
ε

2
.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω, ϐλέπουµε ότι

1

2π

∫ 0

−π
Pr(y)[f(x− y)− f(x+ 0)] dλ(y)→ 0

καθώς το r → 1−. Με τον ίδιο τρόπο συµπεραίνουµε ότι

1

2π

∫ π

0
Pr(y)[f(x− y)− f(x− 0)] dλ(y)→ 0
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καθώς το r → 1−. Προσθέτοντας, παίρνουµε το Ϲητούµενο.

7. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

Qn(t) = αn

(
1 + cos t

2

)n
,

όπου η ϑετική σταθερά αn επιλέγεται έτσι ώστε να έχουµε

1

2π

∫ π

−π
Qn(t) dλ(t) = 1.

∆είξτε ότι : αν f : R→ C είναι συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση, τότε

f ∗Qn
οµ−→ f.

Παρατηρήστε ότι αυτό δίνει ακόµα µία απόδειξη του «τριγωνοµετρικού» προσεγγι- στικού
ϑεωρήµατος Weierstrass.

Υπόδειξη. ∆είχνουµε ότι η {Qn} είναι ακολουθία καλών πυρήνων. Από τον ορισµό της,
κάθε Qn είναι άρτια, µη αρνητική συνάρτηση και ικανοποιεί την 1

2π

∫ π
−π Qn(t)dλ(t) = 1.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι, για κάθε 0 < δ < π,∫
δ6|t|6π

Qn(t)dλ(t) = 2

∫ π

δ
Qn(t)dλ(t)→ 0 όταν n→∞.

΄Εστω 0 < δ < π. Παρατηρούµε ότι 1+cos t
2 6 1+cos δ

2 < 1 για κάθε t ∈ [δ, π]. Συνεπώς,∫ π

δ
Qn(t)dλ(t) 6 2παn

(
1 + cos δ

2

)n
.

Θα δείξουµε ότι αn 6 4(n+ 1), οπότε το Ϲητούµενο έπεται από την lim
n→∞

(n+ 1)θn = 0 για

θ = 1+cos δ
2 < 1.

Γράφουµε

2π

αn
= 2

∫ π

0

(
1 + cos t

2

)n
= 2

∫ π

0
cos2n(t/2)dλ(t) = 4

∫ π/2

0
cos2n y dλ(y).

Η f(y) = cos y είναι κοίλη στο [0, π/2] και f(0) = 1, f(π/2) = 0. Συνεπώς, cos y > 1− 2y
π

για κάθε y ∈ [0, π/2]. Συνδυάζοντας τα παραπάνω παίρνουµε

2π

αn
> 4

∫ π/2

0

(
1− 2y

π

)2n

dλ(y) = 2π

∫ 1

0
(1− s)2nds =

4π

2n+ 1
.

∆ηλαδή, αn 6 2n+1
2 .
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Αφού η {Qn} είναι ακολουθία καλών πυρήνων, για κάθε συνεχή 2π-περιοδική συνάρ-
τηση f : R→ C ισχύει f∗Qn

οµ−→ f . Τέλος, παρατηρούµε ότι κάθεQn είναι τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο. ΄Αρα, οι συναρτήσεις f ∗Qn είναι τριγωνοµετρικά πολυώνυµα (εξηγήστε γιατί).
΄Ετσι, έχουµε απόδειξη του «τριγωνοµετρικού» προσεγγιστικού ϑεωρήµατος Weierstrass.

8. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε
Gn(x) = Fn(x) sinnx,

όπου Fn είναι ο n-οστός πυρήνας του Fejér. ∆είξτε ότι : αν T ∈ Tn είναι τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο ϐαθµού µικρότερου ή ίσου από n, τότε

T ′(x) = −2n(T ∗Gn)(x)

για κάθε x ∈ R. Συµπεράνατε ότι

|T ′(x)| 6 2n‖T‖∞

για κάθε x ∈ R. Αυτή είναι µια «ασθενής» έκδοση της ανισότητας του Bernstein, η οποία
ισχυρίζεται ότι ‖T ′‖∞ 6 n‖T‖∞ για κάθε T ∈ Tn.

Υπόδειξη. Τα δύο µέλη της ισότητας T ′(x) = −2n(T ∗ Gn)(x) είναι γραµµικά ως προς
T , αρκεί λοιπόν να την επαληθεύσουµε για όλες τις συναρτήσεις Tk(x) = eikx, |k| 6 n.
΄Εχουµε

T ′k(x) = ikeikx

και

(Tk ∗Gn)(x) =
1

2π

∫ π

−π
Tk(x− y)Gn(y) dλ(y)

=
1

2π

∫ π

−π
eik(x−y)Fn(y) sin(ny) dλ(y)

=

n−1∑
s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
eik(x−y)eisy sin(ny) dλ(y)

= eikx
n−1∑

s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
ei(s−k)y

einy − e−iny

2i
dλ(y)

=
1

2i
eikx

n−1∑
s=−n+1

(
1− |s|

n

)
1

2π

∫ π

−π
[ei(s−k+n)y − ei(s−k−n)y] dλ(y).

΄Εχουµε
1

2π

∫ π

−π
ei(s−k+n)ydλ(y) = 0
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εκτός αν s = k − n και
1

2π

∫ π

−π
ei(s−k−n)ydλ(y) = 0

εκτός αν s = n + k. Το πρώτο µπορεί να συµβεί µόνο αν k > 0 και το δεύτερο µόνο αν
k < 0. Συνεπώς, αν 0 < k < n έχουµε

(Tk ∗Gn)(x) =
1

2i
eikx

(
1− n− k

n

)
=

k

2ni
eikx =

−ik
2n

eikx.

Αν −n < k < −1, έχουµε

(Tk ∗Gn)(x) = − 1

2i
eikx

(
1− n+ k

n

)
=

k

2ni
eikx =

−ik
2n

eikx.

Σε κάθε περίπτωση, αν k 6= 0 παίρνουµε

(∗) T ′k(x) = −2n(Tk ∗Gn)(x).

Αν πάλι k = 0, τα δύο µέλη της (∗) είναι ίσα µε µηδέν. ΄Ετσι, έχουµε αποδείξει την
T ′(x) = −2n(T ∗Gn)(x) για κάθε τριγωνοµετρικό πολυώνυµο ϐαθµού µικρότερου ή ίσου
από n.

Τότε, για κάθε x ∈ R έχουµε

|T ′(x)| = 2n|(T ∗Gn)(x)| 6 2n
1

2π

∫ π

−π
|T (x− y)| |Fn(y) sinny| dλ(y)

6 2n‖T‖∞
1

2π

∫ π

−π
Fn(y) dλ(y) = 2n‖T‖∞.

9. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . Αν

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k
√
a2k + b2k = 0,

δείξτε ότι sn(f)→ f οµοιόµορφα στο R.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την gn := sn(f) − σn+1(f). Χρησιµοποιώντας την σn = s0+···+sn−1

n

και την υπόθεση, ϑα δείξουµε ότι gn → 0 οµοιόµορφα στο R. Πράγµατι, µπορούµε να
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γράψουµε

|sn(f, x)− σn(f, x)| =
|(s0 − sn) + (s1 − sn) + · · · (sn−1 − sn)|

n

=
1

n

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

n∑
k=j

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

 k∑
j=1

1

 (ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣∣
=

1

n

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

k(ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣
6

1

n

n∑
k=1

k|ak cos kx+ bk sin kx|.

Αν χρησιµοποιήσουµε την στοιχειώδη ανισότητα |a cos θ + b sin θ| 6
√
a2 + b2 για a, b ∈ R

και θ ∈ R, τότε ϐρίσκουµε:

‖sn(f)− σn+1(f)‖∞ 6
1

n

n∑
k=1

k
√
a2k + b2k → 0,

καθώς n → ∞. Από το ϑεώρηµα του Fejér ξέρουµε ‖f − σn+1(f)‖∞ → 0. Από την
τριγωνική ανισότητα

‖f − sn(f)‖∞ 6 ‖f − σn+1(f)‖∞ + ‖σn+1(f)− sn(f)‖∞

έπεται το Ϲητούµενο.

10. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι ο τελεστής T : L1(T) → L1(T) που ορίζεται µέσω της
T (g) = f ∗ g έχει νόρµα

‖T‖ := sup{‖T (g)‖1 : ‖g‖1 6 1} = ‖f‖1.

Υπόδειξη. Για κάθε g ∈ L1(T) έχουµε

‖T (g)‖1 = ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1‖g‖1,

άρα ο T είναι ϕραγµένος τελεστής και ‖T‖ 6 ‖f‖1. Παρατηρούµε ότι για κάθε n ∈ N
ισχύει ‖Fn‖1 = 1, άρα

‖T‖ > ‖T (Fn)‖1 = ‖Fn ∗ g‖1 = ‖σn(g)‖1.
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Αφού ‖σn(g)− g‖1 → 0, έχουµε ‖σn(g)‖1 → ‖g‖1. Συνεπώς,

‖T‖ > lim
n→∞

‖σn(g)‖1 = ‖g‖1.

11. ΄Εστω f ∈ L∞(T) µε την ιδιότητα |kf̂(k)| 6 A για κάθε k ∈ Z. ∆είξτε ότι, για κάθε n
και για κάθε x ∈ T ισχύει

|sn(f, x)| 6 ‖f‖∞ + 2A.

Υπόδειξη. ΄Εχουµε

σn+1(f, x) =
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
f̂(k)eikx και sn(f, x) =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx.

΄Αρα,

sn(f, x) = σn+1(f, x) +

n∑
k=−n

|k|
n+ 1

f̂(k)eikx.

Αφού |kf̂(k)| 6 A για κάθε k, έπεται ότι

|sn(f, x)| 6 |σn+1(f, x)|+
n∑

k=−n

|kf̂(k)|
n+ 1

|eikx| 6 ‖σn+1(f)‖∞ +
(2n+ 1)A

n+ 1

6 ‖σn+1(f)‖∞ + 2A.

Αφού ‖σn+1(f)‖∞ = ‖f ∗ Fn+1‖∞ 6 ‖f‖∞‖Fn+1‖1 = ‖f‖∞, παίρνουµε το Ϲητούµενο.

12. ΄Εστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(T) µε την ιδιότητα

lim
n→∞

n‖σn(f)− f‖p = 0.

∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

Υπόδειξη. Για κάθε k 6= 0 και n > |k| έχουµε

̂(σn(f)− f)(k) =

(
1− |k|

n

)
f̂(k)− f̂(k) = −|k|

n
f̂(k).

΄Αρα,
|f̂(k)| = n

|k|
| ̂(σn(f)− f)(k)| 6 n

|k|
‖σn(f)− f‖1 6

n

|k|
‖σn(f)− f‖p.

Από την n‖σn(f)− f‖p → 0 έπεται ότι

|f̂(k)| 6 1

|k|
· n‖σn(f)− f‖p →

1

|k|
· 0 = 0,
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δηλαδή f̂(k) = 0. ΄Επεται ότι f ≡ f̂(0) (όλοι οι συντελεστές Fourier της f − f̂(0) είναι ίσοι
µε µηδέν, και f − f̂(0) ∈ Lp(T)).

13. ΄Εστω (fn) ακολουθία στον L1(T) µε την ιδιότητα : για κάθε g ∈ L1(T),

lim
n→∞

‖g − g ∗ fn‖1 = 0.

∆είξτε ότι limn→∞ f̂n(k) = 1 για κάθε k ∈ Z.

Υπόδειξη. ΄Εστω k ∈ Z. Για κάθε g ∈ L1(T) έχουµε

̂(g − g ∗ fn)(k) = ĝ(k)− ̂(g ∗ fn)(k) = ĝ(k)− ĝ(k)f̂n(k) = ĝ(k)(1− f̂n(k)).

΄Αρα,
|ĝ(k)| |1− f̂n(k)| = | ̂(g − g ∗ fn)(k)| 6 ‖g − g ∗ fn‖1 → 0.

Θεωρώντας την g(x) = eikx (για την οποία ĝ(k) = 1) παίρνουµε |1 − f̂n(k)| → 0, δηλαδή
limn→∞ f̂n(k) = 1.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε µετρήσιµο A ⊆ T, η σειρά∑
k

f̂(k)

∫
A
eiktdλ(t)

είναι Cesàro αθροίσιµη στο
∫
A f(t) dλ(t).

Υπόδειξη. Παρατηρούµε ότι

Sn =

n∑
k=−n

f̂(k)

∫
A
eiktdλ(t) =

∫
A

(
n∑

k=−n
f̂(k)eikt

)
dλ(t) =

∫
A
sn(f, t) dλ(t).

Συνεπώς,

σn+1 :=
1

n+ 1

n∑
m=0

Sm =
1

n+ 1

n∑
m=0

∫
A
sm(f, t) dλ(t)

=

∫
A

(
1

n+ 1

n∑
m=0

sm(f, t)

)
dλ(t) =

∫
A
σn+1(f, t)dλ(t).

Αφού ‖σn+1(f)− f‖1 → 0, παίρνουµε∣∣∣∣∫
A
σn+1(f, t)dλ(t)−

∫
A
f(t)dλ(t)

∣∣∣∣ 6 ∫
A
|σn+1(f, t)− f(t)| dλ(t)

6 ‖σn+1(f)− f‖1 → 0.

΄Αρα, σn+1 →
∫
A f(t) dλ(t), δηλαδή η σειρά

∑
k f̂(k)

∫
A e

iktdλ(t) είναι Cesàro αθροίσιµη
στο

∫
A f(t) dλ(t).
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5.2 Οµάδα Β΄

15. ΄Εστω f : [−π, π]→ R αύξουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|f̂(k)| 6 M

|k|

για κάθε k ∈ Z \ {0}.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιούµε την παρατήρηση ότι η f προσεγγίζεται από συναρτήσεις της
µορφής

(∗) g(x) =

N∑
k=1

tkχ[bs,bs+1](x),

όπου −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π και −‖f‖∞ 6 t1 6 · · · 6 tN 6 ‖f‖∞. Για την
απόδειξη αυτού του ισχυρισµού, χωρίστε το [−‖f‖∞, ‖f‖∞] σε m διαδοχικά διαστήµατα
I1, . . . , Im του ιδίου µήκους, και ϑεωρήστε τα Jr = f−1(Ir), r = 1, . . . ,m. Επειδή η f

είναι αύξουσα, κάθε Jr είναι διάστηµα ή µονοσύνολο ή το κενό σύνολο (εξηγήστε γιατί).
Προκύπτει έτσι µια διαµέριση −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π του [−π, π], όπου [bs, bs+1]

είναι εκείνα τα Jr που είναι διαστήµατα. Αν ορίσουµε ts = inf{f(x) : bs 6 x 6 bs+1}, τότε
|f(x) − ts| 6 1

m στο (bs, bs+1). Επίσης, −‖f‖∞ 6 t1 6 · · · 6 tN 6 ‖f‖∞, διότι η f είναι
αύξουσα. Αν ορίσουµε gm(x) =

∑N
s=1 tsχ[bs,bs+1](x), τότε

(∗∗) 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− gm(x)| dx 6

1

m
.

Αν δείξουµε ότι υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε για κάθε συνάρτηση g της µορφής (∗) και
για κάθε k ∈ Z να ισχύει |kĝ(k)| 6M , τότε από την (∗∗) παίρνουµε

|kf̂(k)| 6 |kĝm(k)|+ |k||f̂(k)− ĝm(k)|

6 M + |k| 1

2π

∫ π

−π
|f(x)− gm(x)| dx 6M + |k| 1

m

για κάθε m ∈ N, και αφήνοντας το m→∞, ϐλέπουµε ότι |kf̂(k)| 6M .

Υπολογίζουµε τους συντελεστές Fourier συναρτήσεων της µορφής h := χ[bs,bs+1]: αν
k 6= 0, έχουµε

ĥ(k) =
1

2π

∫ bs+1

bs

e−ikxdx =
e−ikbs − e−ikbs+1

2πik
.
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΄Επεται ότι, για την g(x) =
∑N

s=1 tsχ[bs,bs+1](x),

2πikĝ(k) =
N∑
s=1

ts(e
−ikbs − e−ikbs+1)

= t1e
−ib1x − tNe−ibN+1x +

N∑
s=2

e−ikbs(ts − ts−1).

Συνεπώς,

2π|kĝ(k)| 6 |t1|+ |tN |+
N∑
k=2

(ts − ts−1) = |t1|+ |tN |+ (tN − t1)

6 4‖f‖∞,

διότι tN − t1 6 ‖f‖∞ − (−‖f‖∞) = 2‖f‖∞. ΄Επεται το Ϲητούµενο, µε M = 2‖f‖∞/π.

16. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι για κάποιο t ∈ T η f ικανοποιεί
την συνθήκη Lipschitz

|f(t+ x)− f(t)| 6 A|x|α, |x| 6 π.

∆είξτε ότι : αν α < 1 τότε

|σn(f, t)− f(t)| 6 π + 1

1− α
A

nα
,

ενώ αν α = 1 τότε
|σn(f, t)− f(t)| 6 2πA

ln(n+ 1)

n
.

Υπόδειξη. Εξετάζουµε µόνο την περίπτωση α = 1 (η περίπτωση 0 < α < 1 είναι παρόµοια).

Αν Fn(x) = 1
n

(
sin(nx)
sin(x/2)

)2
ο πυρήνας του Fejér τότε µπορούµε να γράψουµε σn(f)(x) =

(f ∗ Fn)(x). Εποµένως, αν x ∈ R τότε

|σn(f, x)− f(x)| =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
[f(x− t)− f(x)]Fn(t) dλ(t)

∣∣∣∣
6

M

2π

∫ π

−π
|t|Fn(t) dλ(t)

6
M

2nπ

∫ π

−π

|t|
| sin(t/2)|

sin2(nt)

| sin(t/2)|
dλ(t),

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την συνθήκη Lipschitz για την f και το ότι η {Fn} είναι οι-
κογένεια καλών πυρήνων που παίρνει ϑετικές τιµές. Καθώς, η συνάρτηση t 7→ t

sin(t/2) είναι
γνησίως αύξουσα στο (0, π), παίρνουµε | t

sin(t/2) | 6 π για κάθε |t| 6 π. ΄Ετσι, ϐρίσκουµε:

‖σn(f)− f‖∞ 6
M

2n

∫ π

−π

∣∣∣∣ sinnt

sin(t/2)

∣∣∣∣ dλ(t),
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διότι | sinnt| 6 1. Τέλος, αν µιµηθούµε την απόδειξη της

‖Dn‖1 :=
1

2π

∫ π

−π
|Dn(t)| dλ(t) 6 C log n,

µπορούµε να δείξουµε ότι ∫ π

−π

∣∣∣∣ sinnt

sin(t/2)

∣∣∣∣ dλ(t) 6 C log n

και το συµπέρασµα έπεται. Πράγµατι, µπορούµε να γράψουµε, χρησιµοποιώντας την
ανισότητα sin(t/2) > t/π για 0 < t < π,∫ π

−π

∣∣∣∣ sinnt

sin(t/2)

∣∣∣∣ dλ(t) 6 2π

∫ π

0

| sin(nt)|
t

dλ(t)

6 2π

∫ nπ

0

| sin t|
t

dλ(t)

6 2π

∫ π

0

sin t

t
dλ(t) + 2π

n−1∑
k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sin t|
t

dλ(t)

6 2π2 + 2π
n−1∑
k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sin t|
kπ

dλ(t)

6 2π2 + 2

n−1∑
k=1

1

k

∫ π

0
| sin t| dλ(t)

6 2π2 + 4

n−1∑
k=1

1

k
6 c log n

για κάποια αριθµητική σταθερά c > 0. ΄Εχουµε λοιπόν

‖σn(f)− f‖∞ 6 c′M
log n

n
.

17. ΄Εστω {an}∞n=−∞ ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών µε τις εξής ιδιότητεσ:
(α) a−n = an για κάθε n, (ϐ) limn→∞ an = 0, και (γ) για κάθε n > 0,

2an 6 an−1 + an+1.

∆είξτε ότι υπάρχει µη αρνητική f ∈ L1(T) µε f̂(k) = ak για κάθε k ∈ Z.

Υπόδειξη. Από την υπόθεση έχουµε ότι η bn = an−1 − an είναι ϕθίνουσα ακολουθία µη
αρνητικών πραγµατικών αριθµών και

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(an−1 − an) = a0 <∞.
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΄Αρα,

lim
n→∞

n(an − an+1) = lim
n→∞

nbn+1 = 0.

Θεωρούµε την συνάρτηση

f(x) =
∞∑
n=1

n(an−1 + an+1 − 2an)Fn(x).

Αφού Fn > 0 και
∫
T Fn(x)dλ(x) = 2π για κάθε n > 1, από το ϑεώρηµα Beppo-Levi έχουµε

1

2π

∫
T
f(x)dλ(x) =

∞∑
n=1

n(an−1 + an+1 − 2an) =
∞∑
n=1

n(bn − bn+1).

΄Οµως,
N∑
n=1

n(bn − bn+1) =

N∑
n=1

bn −NbN+1 →
∞∑
n=1

bn.

΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη.
Τέλος, υπολογίζουµε το

f̂(k) = lim
N→∞

f̂N (k) = lim
N→∞

N∑
n=|k|

n(an−1 + an+1 − 2an)

(
1− |k|

n

)

=
∞∑

n=|k|

n(bn − bn+1)− |k|
∞∑

n=|k|

(bn − bn+1) = |k|b|k| +
∞∑

n=|k|+1

bn − |k|b|k|

=
∞∑

n=|k|+1

bn = a|k|.

18. (α) ΄Εστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι : για κάθε k > 0 ισχύει f̂(k) = −f̂(−k) > 0.
∆είξτε ότι

∞∑
k=1

f̂(k)

k
< +∞.

(ϐ) ∆είξτε ότι : αν ak > 0 και
∑∞

k=1
ak
k = +∞, τότε η τριγωνοµετρική σειρά

∑∞
k=1 ak sin kx

δεν είναι σειρά Fourier κάποιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης.

Υπόδειξη. (α) Θεωρούµε την απολύτως συνεχή συνάρτηση F (t) = (−i)
∫ t
0 f(s)ds. Η F

είναι 2π-περιοδική, διότι f̂(0) = 0 από την υπόθεση, άρα F (2π) = 0 = F (0). ΄Εχουµε

F̂ (k) =
1

2π

∫
T
F (x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫
T
f(x)

e−ikx

k
dλ(x) =

f̂(k)

k
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για κάθε k 6= 0. Παρατηρούµε ότι

σn+1(F, 0) = F̂ (0) +
n∑

k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
f̂(k)

k
→ F (0).

΄Αρα, υπάρχει το

lim
n→∞

n∑
k=−n

(
1− |k|

n+ 1

)
f̂(k)

k
= lim

n→∞

(
2

n∑
k=1

f̂(k)

k
− 2

n+ 1

n∑
k=1

f̂(k)

)
,

όπου χρησιµοποιήσαµε τις f̂(k) = −f̂(−k) και f̂(0) = 0. ΄Οµως, f̂(k)→ 0 άρα

1

n+ 1

n∑
k=1

f̂(k) =
n

n+ 1

1

n

n∑
k=1

f̂(k)→ 0.

΄Επεται ότι
∞∑
k=1

f̂(k)

k
< +∞.

(ϐ) ΄Εστω f ∈ L1(T) µε σειρά Fourier την
∑∞

k=1 ak sin kx. Τότε, 2̂if(k) = ak. Οι συντελε-
στές Fourier της g = 2if ικανοποιούν τις υποθέσεις του (α), άρα

∞∑
k=1

ak
k
< +∞.

19. ΄Εστω f : [−π, π] → R περιττή ολοκληρώσιµη συνάρτηση ώστε |f(x)| 6 M για κάθε
x ∈ [−π, π] και bk(f) > 0 για κάθε k > 1. ∆είξτε ότι

|sn(f, x)| 6 5M

για κάθε n > 1 και για κάθε x ∈ [−π, π].

Υπόδειξη. Ελέγχουµε πρώτα ότι

|sn(f, x)− σn+1(f, x)| 6 1

n+ 1

n∑
k=1

kbk.

Επίσης, γνωρίζουµε ότι |σn(f, x)| 6 ‖f‖∞ 6M . Πράγµατι, µπορούµε να γράψουµε

|σn(f, x)| 6 1

2π

∫ π

−π
|f(x− t)|Fn(t) dλ(t) 6M

1

2π

∫ π

−π
Fn(t) dλ(t) = M.
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Επιπλέον, είναι σn+1(f, x) =
∑n

k=1(1 −
k

n+1)bk sin kx. Οπότε, για xn = π/(4n) και 2n

αντί n παίρνουµε

M > σ2n+1(f, xn) =

2n∑
k=1

(
1− k

2n+ 1

)
bk sin(kxn) >

2n∑
k=1

(
1− k

n+ 1

)
bk
k

2n
,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ανισότητα sinx > (2/π)x για 0 < x < π/2 και το γεγονός
ότι bk > 0. Συνεπώς, είναι

2nM >
2n∑
k=1

(
1− k

2n+ 1

)
kbk >

n∑
k=1

1

2
kbk,

χρησιµοποιώντας ακόµη µια ϕορά το γεγονός ότι bk > 0. ΄Ετσι, καταλήγουµε στην

n∑
k=1

kbk 6 4nM.

Συνδυάζοντας µε τα παραπάνω ϐρίσκουµε:

|sn(f, x)| 6 |σn+1(f, x)|+ 1

n+ 1

n∑
k=1

kbk 6M +
4nM

n+ 1
< 5M,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο.



Κεφάλαιο 6

L2-σύγκλιση σειρών Fourier

6.1 Οµάδα Α΄

1. (α) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση f : [−π, π] → R µε f(x) = |x| και την ταυτότητα
του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
και

∞∑
k=1

1

k4
=
π4

90
.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την 2π-περιοδική περιττή συνάρτηση g : [−π, π] → R µε g(x) =

x(π − x) στο [0, π] και την ταυτότητα του Parseval, δείξτε ότι

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
και

∞∑
k=1

1

k6
=

π6

945
.

Υπόδειξη. (α) Παρατηρήστε ότι

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
|x| dλ(x) =

1

π

∫ π

0
xdλ(x) =

π

2
.

Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ π

−π
|x|e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫ π

−π
|x| cos(kx) dλ(x) =

1

π

∫ π

0
x cos(kx) dλ(x)

=
1

π

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
(−1)k − 1

πk2
.

141
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Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

π

2
+
∑
k 6=0

(−1)k − 1

πk2
eikx.

Από την ταυτότητα του Parseval,

π2

4
+ 2

∞∑
k=0

4

π2(2k + 1)4
=

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dλ(x) =

1

π

∫ π

0
x2dλ(x) =

π2

3
.

΄Επεται ότι
∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
=
π4

96
.

΄Οµως,
∞∑
k=1

1

k4
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)4
+

∞∑
k=1

1

(2k)4
=
π4

96
+

1

16

∞∑
k=1

1

k4
.

Συνεπώς,
∞∑
k=1

1

k4
=

16

15

π4

96
=
π4

90
.

(ϐ) Αφού η f είναι περιττή, έχουµε f̂(0) = 0. Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

−i
π

∫ π

0
x(π − x) sin(kx) dλ(x)

=
−i
π

[
−πx cos(kx)

k
+
π sin(kx)

k2

]π
0

+
i

π

∫ π

0
x2 sin(kx) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i

π

[
x2 cos(kx)

k

]π
0

+
2i

πk

∫ π

0
x cos(kx) dλ(x)

= i
(−1)kπ

k
− i(−1)kπ

k
+

2i

πk

[
x sin(kx)

k
+

cos(kx)

k2

]π
0

=
2i[(−1)k − 1]

πk3
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η

∑
k 6=0

2i[(−1)k − 1]

πk3
eikx.

Από την ταυτότητα του Parseval,

2

∞∑
k=0

16

π2(2k + 1)6
=

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dλ(x) =

1

π

∫ π

0
(π − x)2x2dλ(x) =

π4

30
.
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΄Επεται ότι
∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
=

π6

960
.

΄Οµως,
∞∑
k=1

1

k6
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)6
+

∞∑
k=1

1

(2k)6
=

π6

960
+

1

64

∞∑
k=1

1

k6
.

Συνεπώς,
∞∑
k=1

1

k6
=

64

63

π6

960
=

π6

945
.

2. ∆είξτε ότι : αν α /∈ Z, τότε η σειρά Fourier της συνάρτησης

f(x) =
π

sinπα
ei(π−x)α

στο [0, 2π], είναι η
∞∑

k=−∞

eikx

k + α
.

Εφαρµόζοντας την ταυτότητα του Parseval, συµπεράνατε ότι
∞∑

k=−∞

1

(k + α)2
=

π2

sin2(πα)
.

Υπόδειξη. Γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ 2π

0

π

sinπα
eiπαe−ix(α+k)dλ(x)

=
eiπα

2 sinπα

[
−e−ix(α+k)

i(k + α)

]2π
0

=
eiπα

2 sinπα

1− e−2πiα

i(k + α)

=
eiπα − e−iπα

2i(k + α) sinπα
=

2i sinπα

2i(k + α) sinπα

=
1

k + α
.

Συνεπώς, η σειρά Fourier της f είναι η
∞∑

k=−∞

eikx

k + α
.

Από την ταυτότητα του Parseval,
∞∑

k=−∞

1

(k + α)2
=

1

2π

∫ 2π

0
|f(x)|2dλ(x) =

π2

sin2(πα)
,
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αφού |f(x)| = π
| sin(πα)| για κάθε x.

3. ΄Εστω 0 < a 6 π. Θεωρούµε την συνάρτηση f : [−π, π]→ R µε f(x) = χ[−a,a](x).

(α) ∆είξτε ότι f̂(0) = a
π και f̂(k) = sin(ka)

πk αν k 6= 0.

(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ [−π, π] \ {−a, a} ισχύει

f(x) =
a

π
+
∑
k 6=0

sin(ka)

πk
eikx.

(γ) Υπολογίστε τα αθροίσµατα

∞∑
k=1

sin(ka)

k
και

∞∑
k=1

sin2(ka)

k2
.

Υπόδειξη. (α) Για k = 0 έχουµε

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dλ(x) =

1

2π

∫ a

−a
1 dλ(x) =

2a

2π
=
a

π
.

Για k 6= 0 γράφουµε

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdλ(x) =

1

2π

∫ a

−a
e−ikxdλ(x)

=
1

2π

∫ a

−a
cos(kx) dλ(x) =

1

π

∫ a

0
cos(kx) dλ(x)

=

[
sin(kx)

πk

]a
0

=
sin(ka)

πk
.

(ϐ) Αν x ∈ [−π, π] \ {−a, a} τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο x, άρα

f(x) = S(f, x) =
a

π
+
∑
k 6=0

sin(ka)

πk
eikx.

(γ) Θέτοντας x = 0 στην ισότητα του (ϐ) έχουµε

1 = f(0) =
a

π
+
∑
k 6=0

sin(ka)

πk
=
a

π
+ 2

∞∑
k=1

sin(ka)

πk
,

άρα
∞∑
k=1

sin(ka)

k
=
π

2

(
1− a

π

)
=
π − a

2
.
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Για το δεύτερο άθροισµα χρησιµοποιούµε την ταυτότητα του Parseval: έχουµε f̂(k) =

f̂(−k) για κάθε k, άρα

‖f‖22 = |f̂(0)|2 + 2

∞∑
k=1

|f̂(k)|2 =
a2

π2
+ 2

∞∑
k=1

sin2(ka)

π2k2
.

Αφού

‖f‖22 =
1

2π

∫ a

−a
12dλ(x) =

a

π
,

τελικά έχουµε
∞∑
k=1

sin2(ka)

k2
=
π2

2

(
a

π
− a2

π2

)
=
πa

2
− a2

2
=
a(π − a)

2
.

4. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι

‖f − sn(f)‖∞ 6
∞∑

k=n+1

|ak(f ′)|+ |bk(f ′)|
k

.

(ϐ) ∆είξτε ότι
lim
n→∞

√
n‖f − sn(f)‖∞ = 0.

Υπόδειξη. Αφού η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, γνωρίζουµε ότι f ≡ S(f). Συνεπώς,

f(x)− sn(f, x) =

∞∑
k=n+1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx), x ∈ R.

Παίρνοντας απόλυτες τιµές και κατόπιν supremum πάνω απ’ όλα τα x ∈ R, καταλήγουµε
στην

‖f − sn(f)‖∞ 6
∞∑

k=n+1

(|ak(f)|+ |bk(f)|).

Τώρα χρησιµοποιούµε τη σχέση των συντελεστών Fourier της f µε τους συντελεστές Fourier
της f ′: |ak(f)| = 1

k |bk(f
′)|, |bk(f)| = 1

k |ak(f
′)| και την ανισότητα Cauchy–Schwarz,

διαδοχικά, για να πάρουµε
∞∑

k=n+1

(|ak(f)|+ |bk(f)|) =

∞∑
k=n+1

(
|ak(f ′)|

k
+
|bk(f ′)|
k

)

6

( ∞∑
k=n+1

1

k2

)1/2
( ∞∑

k=n+1

|ak(f ′)|2
)1/2

+

( ∞∑
k=n+1

|bk(f ′)|2
)1/2


6
√

2/n

( ∞∑
k=n+1

|ak(f ′)|2 + |bk(f ′)|2
)1/2

,
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όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το γενονός ότι

∞∑
k=n+1

1

k2
<

∞∑
k=n+1

1

k(k − 1)
=

∞∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1

n

και την στοιχειώδη ανισότητα
√
a+ b 6

√
2
√
a+ b. Εποµένως,

√
n‖f − sn(f)‖∞ 6

√
2

( ∞∑
k=n+1

|ak(f ′)|2 + |bk(f ′)|2
)1/2

.

Από την ανισότητα του Bessel έχουµε ότι η σειρά
∑∞

k=1(|ak(f ′)|2 + |bk(f ′)|2) συγκλίνει και
το συµπέρασµα έπεται.

5. ΄Εστω f : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) ∆είξτε ότι υπάρχει σταθερά C(f) > 0 ώστε |kf̂(k)| 6 C(f) για κάθε k ∈ Z.

(ϐ) Εξετάστε αν lim
|k|→∞

|kf̂(k)| = 0.

(γ) Εξετάστε αν
∑∞

k=−∞ |f̂(k)| < +∞.

Υπόδειξη. Η απάντηση είναι καταφατική σε όλα τα ερωτήµατα. Αρχικά παρατηρούµε ότι
η f ′ είναι ολοκληρώσιµη. Από την ταυτότητα του Parseval,

∞∑
k=−∞

|f̂ ′(k)|2 = ‖f ′‖22 < +∞.

Γνωρίζουµε ότι f̂ ′(k) = ikf̂(k), συνεπώς

∞∑
k=−∞

k2|f̂(k)|2 < +∞.

΄Επεται το (ϐ) (και από αυτό, το (α)): αφού η παραπάνω σειρά συγκλίνει, έχουµε

lim
|k|→∞

|kf̂(k)| = 0.

Για το (γ), από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε∑
k 6=0

|f̂(k)|

2

=

∑
k 6=0

(k|f̂(k)|) 1

k

2

6

∑
k 6=0

1

k2

∑
k 6=0

k2|f̂(k)|2
 < +∞.
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΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| = |f̂(0)|+

∑
k 6=0

|f̂(k)| < +∞.

6. ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση µε∫ π

−π
f(x) dλ(x) = 0.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ δείξτε ότι∫ π

−π
|f(x)|2dλ(x) 6

∫ π

−π
|f ′(x)|2dλ(x),

µε ισότητα αν και µόνο αν f(x) = a cosx+ b sinx για κάποιους a, b ∈ R.

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι f̂ ′(k) = ikf̂(k) για κάθε k ∈ Z. Επίσης, από την υπόθεση
έχουµε

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
f(x) dλ(x) = 0.

Από την ταυτότητα του Parseval για τις f και f ′ έπεται άµεσα ότι

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dλ(x) = ‖f‖22 =

∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2

=
∑
k 6=0

|f̂(k)|2 =
∑
k 6=0

|f̂ ′(k)|2

k2

6
∑
k 6=0

|f̂ ′(k)|2 =
1

2π

∫ π

−π
|f ′(x)|2dλ(x).

Για την τελευταία ισότητα παρατηρήστε ότι

f̂ ′(0) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(x)dλ(x) =

f(π)− f(−π)

2π
= 0

από την 2π-περιοδικότητα της f . Ισότητα µπορεί να ισχύει αν και µόνο αν f̂ ′(k) = ikf̂(k) =

0 για κάθε k > 2 (εξηγήστε γιατί). Ισοδύναµα αν

f(x) = f̂(1)eix + f̂(−1)e−ix

για κάθε x ∈ R, δηλαδή αν υπάρχουν a, b ∈ R ώστε f(x) = a cosx+ b sinx.

7. (α) ΄Εστω f, g : T→ C συνεχώς παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι
∫ 2π
0 g(t) dλ(t) =

0. ∆είξτε ότι ∣∣∣∣∫ 2π

0
f(t)g(t) dλ(t)

∣∣∣∣2 6 ∫ 2π

0
|f(t)|2dλ(t)

∫ 2π

0
|g′(t)|2dλ(t).
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(ϐ) ΄Εστω f : [a, b]→ C συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(a) = f(b) = 0. ∆είξτε ότι∫ b

a
|f(t)|2dλ(t) 6

(b− a)2

π2

∫ b

a
|f ′(t)|2dλ(t).

Υπόδειξη. (α) Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε∣∣∣∣∫ 2π

0
f(t)g(t) dλ(t)

∣∣∣∣2 6 ∫ 2π

0
|f(t)|2dλ(t)

∫ 2π

0
|g(t)|2dλ(t).

Αφού
∫ 2π
0 g(t)dλ(t) = 0, από την προηγούµενη άσκηση έχουµε∫ 2π

0
|g(t)|2dλ(t) 6

∫ 2π

0
|g′(t)|2dλ(t),

και έπεται το Ϲητούµενο.

(ϐ) Υποθέτουµε πρώτα ότι [a, b] = [0, π]. Αφού f(0) = f(π) = 0, µπορούµε να επεκτείνουµε
την f σε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση µε

∫ π
−π f(t)dλ(t) = 0, ϑέτοντας f(x) = −f(−x)

για x ∈ [−π, 0]. Η επέκταση της f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη σε κάθε διάστηµα της
µορφής (kπ, kπ + π), k ∈ Z. Εφαρµόζοντας το (α) µε g = f , παίρνουµε∣∣∣∣∫ 2π

0
|f(t)|2 dλ(t)

∣∣∣∣2 6 ∫ 2π

0
|f(t)|2dλ(t)

∫ 2π

0
|f ′(t)|2dλ(t).

Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι η f είναι περιττή, συµπεραίνουµε ότι

(∗)
∫ π

0
|f(t)|2 dλ(t) 6

∫ π

0
|f ′(t)|2dλ(t).

Αν το [a, b] είναι τυχόν, ϑεωρούµε την F : [0, π]→ C µε F (x) = f
(
a+ b−a

π x
)
. Τότε, η (∗)

ισχύει για την F , δηλαδή∫ π

0

∣∣∣∣f (a+
b− a
π

x

)∣∣∣∣2 dλ(x) =

∫ π

0
|F (x)|2 dλ(x) 6

∫ π

0
|F ′(x)|2dλ(x)

=
(b− a)2

π2

∫ π

0

∣∣∣∣f ′(a+
b− a
π

x

)∣∣∣∣2 dλ(x).

Κάνοντας την αλλαγή µεταβλητής t = a+ b−a
π x, παίρνουµε∫ b

a
|f(t)|2 dλ(t) 6

(b− a)2

π2

∫ b

a
|f ′(t)|2dλ(t).
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6.2 Οµάδα Β΄

8. ∆ώστε παράδειγµα ακολουθίας {fn} ολοκληρώσιµων συναρτήσεων fn : [0, 2π] → R
ώστε

lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0
|fn(x)|2dλ(x) = 0,

αλλά για κάθε x ∈ [0, 2π] η ακολουθία {fn(x)} δεν συγκλίνει.

Υπόδειξη. Θεωρούµε µια ακολουθία {In} υποδιαστηµάτων του [0, 2π] µε τις ακόλουθες
ιδιότητεσ:

(i) Για κάθε x ∈ [0, 2π], τα σύνολα Ax = {n ∈ N : x ∈ In} και Bx = {n ∈ N : x /∈ In}
είναι άπειρα.

(ii) `(In)→ 0, όπου `(I) είναι το µήκος ενός διαστήµατος I.

΄Ενας τρόπος να ορίσουµε µια τέτοια ακολουθία είναι ο εξήσ: παίρνουµε I1 = [0, 2π],
στη συνέχεια χωρίζουµε το [0, 2π] σε δύο διαδοχικά διαστήµατα I2 και I3 µήκους π, στη
συνέχεια χωρίζουµε το [0, 2π] σε τέσσερα διαδοχικά διαστήµατα I4, . . . , I7 µήκους π/2 και
ούτω καθεξής.

Ορίζουµε fn = χIn , n = 1, 2, . . .. Παρατηρήστε ότι κάθε fn είναι ολοκληρώσιµη και

lim
n→∞

1

2π

∫ 2π

0
|fn(x)|2dλ(x) = lim

n→∞

`(In)

2π
= 0.

Από την άλλη πλευρά, για κάθε x ∈ [0, 2π] έχουµε ότι ταAx καιBx είναι άπειρα υποσύνολα
του N, άρα µπορούµε να ϐρούµε γνησίως αύξουσες ακολουθίες ϕυσικών (kn) και (rn) στα
Ax και Bx αντίστοιχα. Τότε,

fkn(x) = χIkn (x) = 1→ 1 και frn(x) = χIrn (x) = 0→ 0,

δηλαδή η ακολουθία {fn(x)} δεν συγκλίνει.

9. ∆είξτε ότι ∫ ∞
0

sin t

t
dλ(t) =

π

2
.

Υπόδειξη. Γνωρίζουµε ότι το ολοκλήρωµα του n-οστού πυρήνα του Dirichlet στο [−π, π]

είναι ίσο µε 2π. ∆ηλαδή, ∫ π

−π

sin
(
n+ 1

2

)
t

sin t
2

dλ(t) = 2π.
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Γράφουµε

2π =

∫ π

−π

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dλ(t) +

∫ π

−π
g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dλ(t),

όπου g(t) = 1
sin(t/2) −

1
t/2 . Παρατηρούµε ότι η g µπορεί να οριστεί στο 0 ώστε να γίνει

συνεχής συνάρτηση στο [−π, π] (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς,∫ π

−π
g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dλ(t) =

∫ π

−π
g(t) cos(t/2) sin(nt) dλ(t)

+

∫ π

−π
g(t) sin(t/2) cos(nt) dλ(t)→ 0

όταν n→∞, από το Λήµµα Riemann–Lebesgue για τις συνεχείς συναρτήσεις g(t) cos(t/2)

και g(t) sin(t/2). ΄Επεται ότι

lim
n→∞

2

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dλ(t) = 2π.

΄Οµως, ∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
t

t/2
dλ(t) =

∫ (n+ 1
2)π

0

2 sinx

x
dλ(x).

΄Επεται ότι ∫ (n+ 1
2)π

0

sinx

x
dλ(x)→ π

2

όταν n → ∞. Χρησιµοποιώντας και το γεγονός ότι lim
x→∞

sinx
x = 0, µπορούµε τώρα να

δείξουµε ότι υπάρχει το∫ ∞
0

sinx

x
dλ(x) = lim

M→∞

∫ M

0

sinx

x
dλ(x) =

π

2
.

Συµπληρώστε τις λεπτοµέρειες.

10. ΄Εστω f : R→ C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την συνθήκη Lipshitz

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y|

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά.

(α) Για κάθε t > 0 ορίζουµε gt(x) = f(x+ t)− f(x− t). ∆είξτε ότι

1

2π

∫ 2π

0
|gt(x)|2dλ(x) =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2

και συµπεράνατε ότι
∞∑

k=−∞
| sin kt|2|f̂(k)|2 6 K2t2.
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(ϐ) ΄Εστω p ∈ N. Επιλέγοντας t = π/2p+1, δείξτε ότι∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 K2π2

22p+1
.

(γ) ∆ώστε άνω ϕράγµα για το ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|

και συµπεράνατε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει απολύτως, άρα οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. (α) Από την ταυτότητα του Parseval έχουµε

1

2π

∫ 2π

0
|gt(x)|2dλ(x) =

∞∑
k=−∞

|ĝt(k)|2.

Υπολογίζουµε τους συντελεστές Fourier της gt: είναι

ĝt(k) = ̂f(x+ t)(k)− ̂f(x− t)(k) = eiktf̂(k)− e−iktf̂(k) = (2i sin kt)f̂(k).

Συνεπώς,
1

2π

∫ 2π

0
|gt(x)|2dλ(x) =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2.

Χρησιµοποιώντας την συνθήκη Lipschitz παίρνουµε

∞∑
k=−∞

| sin kt|2|f̂(k)|2 =
1

8π

∫ 2π

0
|f(x+ t)− f(x− t)|2dλ(x)

6
1

8π

∫ 2π

0
K2(2t)2dλ(x) = K2t2.

(ϐ) Εφαρµόζοντας το (α) για t = π/2p+1 έχουµε

∑
2p−1<|k|62p

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 6
∞∑

k=−∞
| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 6 K2π2

22p+2
.

΄Οµως, αν 2p−1 < |k| 6 2p έχουµε π
4 6

∣∣ kπ
2p+1

∣∣ 6 π
2 . ΄Αρα, | sin(kπ/2p+1)| > sin(π/4) =

1/
√

2 γι¨ αυτές τις τιµές του k. Επιστρέφοντας στην προηγούµενη ανισότητα, παίρνουµε

1

2

∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 K2π2

22p+2
,

δηλαδή ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 K2π2

22p+1
.
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(γ) Αρκεί να δείξουµε ότι
∑∞

k=−∞ |f̂(k)| < +∞. Χρησιµοποιώντας το (ϐ) και την ανισότητα
Cauchy–Schwarz, έχουµε

∑
|k|>1

|f̂(k)| =
∞∑
p=1

∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)| 6
∞∑
p=1

2p/2

 ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2
1/2

6
∞∑
p=1

2p/2
Kπ√
22p

=
Kπ√

2

∞∑
p=1

1

(
√

2)p
< +∞.

΄Επεται ότι
∞∑

k=−∞
|f̂(k)| =

1∑
k=−1

|f̂(k)|+
∑
|k|>1

|f̂(k)| < +∞.

11. ΄Εστω α > 1/2 και f : R → C συνάρτηση 2π-περιοδική, η οποία ικανοποιεί την
συνθήκη Holder

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y|α

για κάθε x, y ∈ R, όπου K > 0 σταθερά. ∆είξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει
απολύτως, άρα οµοιόµορφα.

Υπόδειξη. Ακολουθούµε την ίδια διαδικασία µε αυτήν της ΄Ασκησης 10. Για κάθε t > 0

ορίζουµε gt(x) = f(x + t) − f(x − t) και, χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Parseval,
ϐλέπουµε ότι

1

2π

∫ 2π

0
|gt(x)|2dλ(x) =

∞∑
k=−∞

4| sin kt|2|f̂(k)|2.

Χρησιµοποιώντας την συνθήκη Holder παίρνουµε
∞∑

k=−∞
| sin kt|2|f̂(k)|2 =

1

8π

∫ 2π

0
|f(x+ t)− f(x− t)|2dλ(x)

6
1

8π

∫ 2π

0
K2(2t)2αdλ(x) = K2t2α.

Επιλέγοντας t = π/2p+1, έχουµε∑
2p−1<|k|62p

| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 6
∞∑

k=−∞
| sin(kπ/2p+1)|2|f̂(k)|2 6 K2π2α

22α(p+1)
.

΄Οµως, αν 2p−1 < |k| 6 2p έχουµε π
4 6

∣∣ kπ
2p+1

∣∣ 6 π
2 . ΄Αρα, | sin(kπ/2p+1)| > sin(π/4) =

1/
√

2 γι¨ αυτές τις τιµές του k. Επιστρέφοντας στην προηγούµενη ανισότητα, παίρνουµε

1

2

∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 K2π2α

22α(p+1)
,
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δηλαδή ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2 6 2K2π2α

22α(p+1)
.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz, έχουµε

∑
|k|>1

|f̂(k)| =
∞∑
p=1

∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)| 6
∞∑
p=1

2p/2

 ∑
2p−1<|k|62p

|f̂(k)|2
1/2

6
∞∑
p=1

2p/2
√

2Kπα

2αp+α
=

√
2Kπα

2α

∞∑
p=1

1

2(α− 1
2)p

< +∞,

διότι α− 1
2 > 0. ΄Επεται ότι

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| =
1∑

k=−1
|f̂(k)|+

∑
|k|>1

|f̂(k)| < +∞.

12. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . ∆είξτε ότι

1

2π

∫ 2π

0
(π − x)f(x) dλ(x) =

∞∑
k=1

bk
k
.

Υπόδειξη. Για την g : [0, 2π] → R µε g(x) = π − x έχουµε ĝ(0) = 0 και ĝ(k) = (−i)
k για

κάθε k 6= 0. ΄Εχουµε f, g ∈ L2(T), άρα

1

2π

∫ 2π

0
(π − x)f(x) dλ(x) = 〈g, f〉 =

∞∑
k=−∞

f̂(k)ĝ(k)

=
∞∑
k=1

i

k
(f̂(k)− f̂(−k)) =

∞∑
k=1

i

k
(−i)bk

=
∞∑
k=1

bk
k
.

13. ΄Εστω f : R → R συνεχής 2π-περιοδική συνάρτηση και έστω ak, bk οι συντελεστές
Fourier της f . Υποθέτουµε ότι a0 = 0. ∆είξτε ότι

∞∑
k=1

ak
k

= − 1

π

∫ 2π

0
f(x) ln

(
2 sin

x

2

)
dλ(x).
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Υπόδειξη. Επεκτείνουµε την ln(2 sin x
2 ) σε µια άρτια 2π-περιοδική συνάρτηση g στο R.

Εξηγήστε πρώτα ότι, γενικά, αν f, g ∈ L2(T) και οι f, g παίρνουν πραγµατικές τιµές, τότε

1

π

∫ π

−π
f(x)g(x)dλ(x) =

1

2
a0(f)a0(g) +

∞∑
k=1

(ak(f)ak(g) + bk(f)bk(g)).

Αφού η g είναι άρτια, έχουµε bk(g) = 0 για κάθε k > 1. ΄Αρα,

1

π

∫ π

−π
f(x)g(x)dλ(x) =

∞∑
k=1

ak(f)ak(g).

Τέλος, για κάθε k > 1 έχουµε:

ak(g) =
1

π

∫ π

−π
ln
∣∣∣2 sin

x

2

∣∣∣ cos kx dλ(x)

=
2

π

∫ π

0
ln(2 sin

x

2
) cos kx dλ(x)

= − 2

kπ

∫ π

0

sin kx cos x2
2 sin(x/2)

dλ(x)

= − 1

kπ

∫ π

0

sin(k + 1/2)x+ sin(k − 1/2)x

2 sin(x/2)
dλ(x)

= − 1

2kπ

∫ π

−π

Dk(x) +Dk−1(x)

2
dλ(x) = −1

k
.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι

∞∑
n=1

[w1(f, π/n)]2 <∞,

όπου
w1(f, x) =

1

2π

∫
T
|f(x+ t)− f(t)| dλ(t).

∆είξτε ότι f ∈ L2(T).

Υπόδειξη. Από το ϑεώρηµα Riesz-Fisher αρκεί να δείξουµε ότι η σειρά
∑∞

k=−∞ |f̂(k)|2

συγκλίνει. ΄Εστω 0 6= k ∈ Z. Παρατηρούµε ότι

̂f(·+ π/k)(k) =
1

2π

∫
T
f(t+ π/k)e−iktdλ(t) = − 1

2π

∫
T
f(s)e−iksds = −f̂(k).

΄Αρα,

2|f̂(k)| = | ̂f(·+ π/k)(k)− f̂(k)| 6 1

2π

∫
T
|f(t+ π/k)− f(t)| dλ(t) = w1(f, π/k).
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Χρησιµοποιώντας και την w1(f, x) = w1(f,−x) (η οποία προκύπτει από την αλλαγή µετα-
ϐλητής s = x+ t στο

∫
T |f(x+ t)− f(t)| dλ(t)) έχουµε

|f̂(k)| 6 w1(f, π/|k|)
2

για κάθε k 6= 0. Επίσης, |f̂(0)| 6 ‖f‖1. Συνεπώς,

∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2 6 |f̂(0)|2 + 2
∞∑
k=1

[w1(f, π/k)]2

4
6 ‖f‖21 +

1

2

∞∑
k=1

[w1(f, π/k)]2 <∞

από την υπόθεση.

15. ΄Εστω f ∈ L2(T). Ορίζουµε

F (x) =

( ∞∑
n=1

|sn(f, x)− σn+1(f, x)|2

n

)1/2

.

∆είξτε ότι F ∈ L2(T) και ‖F‖2 6 ‖f‖2. Ειδικότερα, F (x) <∞ σχεδόν παντού στο T.

Υπόδειξη. Για κάθε N ∈ N ορίζουµε

gN (x) =
N∑
n=1

|sn(f, x)− σn+1(f, x)|2

n
.

Παρατηρούµε ότι

sn(f, x)− σn+1(f, x) =

n∑
k=−n

|k|
n+ 1

f̂(k)eikx.

΄Αρα,

1

2π

∫
T
gN (x) dλ(x) =

N∑
n=1

n∑
k=−n

|k|2

n(n+ 1)2
|f̂(k)|2 =

N∑
k=−N

|k|2|f̂(k)|2
N∑

n=|k|

1

n(n+ 1)2
.

Γράφουµε

N∑
n=|k|

1

n(n+ 1)2
=

N∑
n=|k|

(
1

n(n+ 1)
− 1

(n+ 1)2

)

6
N∑

n=|k|

(
1

n
− 1

n+ 1

)
−

N+1∑
n=|k|+1

1

n(n+ 1)

=
1

|k|
− 1

N + 1
− 1

|k|+ 1
+

1

N + 2

6
1

|k|(|k|+ 1)
6

1

|k|2
.
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Συνεπώς,

1

2π

∫
T
gN (x) dλ(x) 6

N∑
k=−N

|k|2|f̂(k)|2 1

|k|2
=

N∑
k=−N

|f̂(k)|2 6 ‖f‖22.

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης παίρνουµε

‖F‖22 =
1

2π

∫
T

( ∞∑
n=1

|sn(f, x)− σn+1(f, x)|2

n

)
dλ(x)

= lim
n→∞

1

2π

∫
T
gN (x) dλ(x) 6 ‖f‖22.

16. ΄Εστω xn, ym ∈ C, n,m > 0. ∆είξτε ότι∣∣∣∣∣∣
∞∑

n,m=0

xnym
n+m+ 1

∣∣∣∣∣∣ 6 π

( ∞∑
n=0

|xn|2
)1/2( ∞∑

m=0

|ym|2
)1/2

.

Υπόδειξη. Θεωρούµε την φ : [−π, π) → C µε φ(t) = i(π − t)e−it και την επεκτείνουµε σε
2π-περιοδική συνάρτηση στο R. Αυτό που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι ότι φ̂(k) = 1

k+1 για
κάθε k > 0 και ‖φ‖∞ = π.

Για κάθε N ∈ N έχουµε

N∑
n,m=0

|xn| |ym|
n+m+ 1

=
N∑

n,m=0

|xn| |ym| φ̂(n+m)

=
N∑

n,m=0

|xn| |ym|
1

2π

∫
T
φ(t)e−i(n+m)tdλ(t)

=
1

2π

∫
T

(
N∑
n=0

|xn|e−int
)(

N∑
m=0

|ym|e−imt
)
φ(t) dλ(t).

∆ηλαδή, αν ορίσουµε αN (t) =
∑N

n=0 |xn|e−int και βN (t) =
∑N

m=0 |ym|e−imt, έχουµε

N∑
n,m=0

|xn| |ym|
n+m+ 1

=
1

2π

∫
T
αn(t)βn(t)φ(t)dλ(t)

6
1

2π

∫
T
|αN (t)| |βN (t)| ‖φ‖∞dλ(t)

6 ‖φ‖∞‖αN‖2‖βN‖2
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από την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Αφού

‖αN‖2 =

(
N∑
n=0

|xn|2
)1/2

και ‖βN‖2 =

(
N∑
m=0

|ym|2
)1/2

,

παίρνουµε
N∑

n,m=0

|xn| |ym|
n+m+ 1

6 ‖φ‖∞

(
N∑
n=0

|xn|2
)1/2( N∑

m=0

|ym|2
)1/2

.

Αφού ‖φ‖∞ = π, έπεται ότι

∞∑
n,m=0

|xn| |ym|
n+m+ 1

6 π

( ∞∑
n=0

|xn|2
)1/2( ∞∑

m=0

|ym|2
)1/2

.

Ειδικότερα, έχουµε το Ϲητούµενο.
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