
Pijanìthtec II (2008�09)

Poludi�statec tuqaÐec metablhtèc � Ask seic

1. 'Estw X kai Y suneqeÐc tuqaÐec metablhtèc pou èqoun apì koinoÔ sun�rthsh katanom c thn F
kai apì koinoÔ puknìthta thn f . BreÐte thn apì koinoÔ sun�rthsh katanom c kai thn apì koinoÔ
puknìthta twn tuqaÐwn metablht¸n W = X2 kai Z = Y 2.

2. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc omoiìmorfa katanemhmènec sto (0, 1). BreÐte
tic

(a) P (|X − Y | ≤ 0.5),
(b) P

(∣∣X
Y − 1

∣∣ ≤ 0.5
)
,

(g) P (Y ≥ X | Y ≥ 0.5).

3. Upojètoume ìti oi X kai Y èqoun apì koinoÔ puknìthta f pou eÐnai omoiìmorfh sto eswterikì
tou trig¸nou me korufèc ta (0, 0), (2, 0), kai (1, 2). BreÐte thn P (X ≤ 1, Y ≤ 1).

4. Upojètoume ìti oi qrìnoi pou qrei�zontai dÔo foithtèc gia na lÔsoun èna prìblhma eÐnai
anex�rthtoi kai akoloujoÔn ekjetik  katanom  me par�metro λ. BreÐte thn pijanìthta o pr¸toc
foitht c na qreiasteÐ toul�qiston dipl�sio qrìno apì ton deÔtero gia na lÔsei to prìblhma.

5. OrÐzoume f(x, y) = c(y − x)α, 0 ≤ x < y ≤ 1, kai f(x, y) = 0 alli¸c.
(a) Gia poièc timèc tou α mporoÔme na epilèxoume c ¸ste na k�noume thn f puknìthta?
(b) Pwc prèpei na epilèxoume to c (ìtan autì gÐnetai) ¸ste h f na gÐnei puknìthta?
(g) BreÐte tic perij¸riec puknìthtec thc f .
(d) BreÐte thn puknìthta thc Z = X + Y .

6. OrÐzoume f(x, y) = ce−(x2−xy+4y2)/2, −∞ < x, y < ∞. P¸c prèpei na epilèxoume to c ¸ste h
f na gÐnei puknìthta? BreÐte tic perij¸riec puknìthtec thc f .

7. Upojètoume ìti oi X kai Y eÐnai anex�rthtec kai omoiìmorfa katanemhmènec sto (a, b). BreÐte
thn puknìthta thc Z = |X − Y |.

8. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me kanonikèc puknìthtec, tic n(µ1, σ
2
1) kai

n(µ2, σ
2
2). BreÐte thn puknìthta thc Z = X − Y .

9. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou èqoun thn kanonik  puknìthta n(0, σ2).
DeÐxte ìti h Y/X kai h Y/|X| èqoun puknìthta Cauchy. BreÐte thn puknìthta thc Z = |Y |/|X|.

10. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me puknìthtec g�mma, tic Γ(α1, λ) kai Γ(α2, λ)
antÐstoiqa. BreÐte thn puknìthta thc Z = X/(X + Y ). Upìdeixh: Ekfr�ste thn Z sunart sei
thc Y/X.

11. 'Estw Y mÐa diakrit  tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ diwnumik  katanom  me paramètrouc n
kai p. Upojètoume t¸ra ìti to p metab�lletai san mÐa tuqaÐa metablht  Π pou èqei puknìthta
B ta me paramètrouc α1 kai α2. BreÐte th desmeumènh puknìthta thc Π dedomènou ìti Y = y.

12. 'Estw ìti h Y akoloujeÐ ekjetik  katanom  me par�metro λ. Upojètoume ìti to λ metab�l-
letai san mia tuqaÐa metablht  Λ pou èqei thn puknìthta g�mma Γ(α, β). BreÐte thn perij¸ria
puknìthta thc Y kai th desmeumènh puknìthta thc Λ dedomènou ìti Y = y.

13. 'Estw X1, . . . , Xn anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou èqoun thn Ðdia kanonik  puknìthta.
DeÐxte ìti up�rqoun stajerèc An kai Bn ¸ste h

X1 + . . . + Xn −An

Bn

na èqei thn Ðdia puknìthta me thn X1.

14. 'Estw X1, X2, X3 anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc omoiìmorfa katanemhmènec sto (0, 1).
BreÐte thn puknìthta thc tuqaÐac metablht c Y = X1+X2+X3. BreÐte thn P (X1+X2+X3 ≤ 2).

15. 'Estw ìti h X1 epilègetai omoiìmorfa sto (0, 1), h X2 epilègetai omoiìmorfa sto (0, X1),
kai h X3 epilègetai omoiìmorfa sto (0, X2). BreÐte thn apì koinoÔ puknìthta twn X1, X2, X3 kai
thn perij¸ria puknìthta thc X3.



16. 'Estw U1, . . . , Un anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc, kajemÐa apì tic opoÐec èqei ekjetik 
puknìthta me par�metro λ. BreÐte th sun�rthsh puknìthtac thc X1 = min(U1, . . . , Un).

17. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou akoloujoÔn tic katanomèc χ2(m) kai
χ2(n) antÐstoiqa. BreÐte thn puknìthta thc Z = X/(X + Y ). Upìdeixh: Qrhsimopoi ste to
apotèlesma thc 'Askhshc 10.

18. (a) 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc, kajemÐa apì tic opoÐec èqei ekjetik 
puknìthta me par�metro λ. BreÐte th desmeumènh puknìthta thc X dedomènou ìti Z = X +Y = z.

(b) To Ðdio er¸thma, me thn upìjesh ìti oi X kai Y eÐnai omoiìmorfa katanemhmènec sto (0, c).

19. 'Estw U kai V anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc, kajemÐa apì tic opoÐec èqei thn tupik 

kanonik  puknìthta. Jètoume Z = ρU +
√

1− ρ2V , ìpou −1 < ρ < 1.
(a) BreÐte thn puknìthta thc Z.
(b) BreÐte thn apì koinoÔ puknìthta twn U kai Z.
(g) BreÐte thn apì koinoÔ puknìthta twn X = µ1 + σ1U kai Y = µ2 + σ2Z, ìpou σ1 > 0 kai
σ2 > 0. Aut  h puknìthta eÐnai gnwst  san didi�stath kanonik  puknìthta.
(d) BreÐte th desmeumènh puknìthta thc Y dedomènou ìti X = x.

20. 'Estw X kai Y jetikèc suneqeÐc tuqaÐec metablhtèc pou èqoun apì koinoÔ puknìthta thn f .
Jètoume W = Y/X kai Z = X + Y . BreÐte thn apì koinoÔ puknìthta twn W kai Z sunart sei
thc f . Upìdeixh: Qrhsimopoi ste thn ExÐswsh (45).

21. 'Estw X kai Y anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou èqoun tic puknìthtec g�mma Γ(α1, λ) kai
Γ(α2, λ) antÐstoiqa. DeÐxte ìti oi Y/X kai X + Y eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc.

22. 'Estw R kai Θ anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc ek twn opoÐwn h R èqei thn puknìthta Rayleigh

fR(r) =
{

σ−2re−r2/2σ2
, r ≥ 0

0 , r < 0

kai h Θ eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto (−π, π). DeÐxte ìti oi X = R cos Θ kai Y = R sinΘ
eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc kai èqoun thn kanonik  puknìthta n(0, σ2).


