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Ðñüëïãïò

Ç ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá âáóßæåôáé óôï Üñèñï "Operator Algebras and Invariant Sub-

spaces" ôïõ William Arveson, êáé áó÷ïëåßôáé ìå ôçí ìåëÝôç Áëãåâñþí Ôåëåóôþí ðïõ äñïýí ó'

Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert êáé ðåñéÝ÷ïõí ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ ¢ëãåâñá von Neumann.

Óôï ðñþôï êåöÜëáéï äßíïíôáé âáóéêÝò ðñïêáôáñêôéêÝò Ýííïéåò áðü ôçí Èåùñßá Ôåëåóôþí, ôçí

Èåùñßá ÌÝôñïõ êáé ôçí Ôïðïëïãßá, ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé óôá åðüìåíá.

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï, åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá åíüò ìåôáèåôéêïý óõíäÝóìïõ õðï÷þñùí, äçëáäÞ

åíüò ìåôáèåôéêïý óõíäÝóìïõ (ïñèþí) ðñïâïëþí ó' Ýíáí ÷þñï Hilbert, ðïõ åßíáé êëåéóôüò ùò ðñïò

ôçí éó÷õñÞ (SOT) ôïðïëïãßá ôåëåóôþí êáé ðåñéÝ÷åé ôïí ìçäåíéêü êáé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ.

Åéäéêüôåñá, óå êÜèå ÷þñï �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ (X;m), ðïõ åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ìéá

áõôïðáèÞ êáé ìåôáâáôéêÞ ó÷Ýóç 6 (Ýíáò ôÝôïéïò ÷þñïò ëÝãåôáé ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ìÝôñïõ),

áíôéóôïé÷ïýìå Ýíáí ìåôáèåôéêü óýíäåóìï õðï÷þñùí ðïõ ôïí óõìâïëßæïõìå ìå L(X;6;m):

Ï L(X;6;m) èá ðåñéÝ÷åé ðïëëáðëáóéáóôéêïýò ôåëåóôÝò ÷áñáêôçñéóôéêþí óõíáñôÞóåùí ìéáò

óõãêåêñéìÝíçò êëÜóçò õðïóõíüëùí ôïõX; ðïõ èá ôá ïíïìÜæïõìå áýîïíôá óýíïëá êáé ó÷åôßæïíôáé

ìå ôçí ó÷Ýóç 6 :

Ôï êåíôñéêü óõìðÝñáóìá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé üôé êÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí

ðïõ äñá ó' Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert, ôáõôßæåôáé (ìÝóù ïñèïìïíáäéáßáò éóïäõíáìßáò) ì' Ýíáí

óýíäåóìï õðï÷þñùí ôçò ìïñöÞò L(X;6;m): Ôï áðïôÝëåóìá áõôü åßíáé áíÜëïãï ôïõ Öáóìáôéêïý

ÈåùñÞìáôïò, óýìöùíá ìå ôï ïðïßï êÜèå ìåôáèåôéêÞ C∗ Üëãåâñá ôåëåóôþí ðïõ äñá ó' Ýíáí

äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert, åßíáé ïñèìïíáäéáßá éóïäýíáìç ìå ìéá õðÜëãåâñá ôçò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò

Üëãåâñáò åíüò ÷þñïõ ìÝôñïõ.

Óôï ôñßôï êåöÜëáéï, ç ðñïçãïýìåíç ôáýôéóç èá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáôÜ ïõóéáóôéêü ôñüðï ãéá

íá áðïäåßîïõìå üôé Ýíáò ôÝôïéïò óýíäåóìïò õðï÷þñùí L åßíáé áíáêëáóôéêüò, äçëáäÞ L = latalgL:
Ðñïò ôçí êáôåýèõíóç áõôÞ, èá ïñßóïõìå ðñþôá ìéá åéäéêÞ êáôçãïñßá ôåëåóôþí óôïí ÷þñï L2(X;m),

ôïõò øåõäï-ïëïêëçñùôéêïýò ôåëåóôÝò, ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ìéá êáôÜëëçëç Üëãåâñá ìÝôñùí óôïí

÷þñï ãéíüìåíï X ×X:

Áðü ôïõò ôåëåóôÝò áõôïýò ïñßæïõìå óôç óõíÝ÷åéá ìéá ultraweakly êëåéóôÞ Üëãåâñá, ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ Üëãåâñá ôïõ (X;m); êáé Ý÷åé ôïí L(X;6;m) ùò óýíäåóìï áíáëëïßùôùí

õðï÷þñùí. Ôçí Üëãåâñá áõôÞ èá ôçí óõìâïëßóïõìå ìå Amin(X;6;m):

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï, áðïäåéêíýïõìå êáôáñ÷Þí üôé ç Amin(X;6;m) åßíáé ç ìéêñüôåñç (ùò

ðñïò ôçí ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé) Üëãåâñá óôïí B(L2(X;m)) ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò éäéüôçôåò,

êáèþò åðßóçò üôé ç Amin(X;6;m) åßíáé ìéá pre-re
exive Üëãåâñá ôåëåóôþí, äçëáäÞ Ý÷åé ôçí ßäéá

äéáãþíéï ìå ôçí Üëãåâñá alglatAmin(X;6;m):

Ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ, êáèþò êáé ç ôáýôéóç åíüò ìåôáèåôéêïý óõíäÝóìïõ õðï÷þñùí L ì' Ýíáí

L(X;6;m); ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìå êáôáëõôéêü ôñüðï ãéá íá åîÜãïõìå áíôßóôïé÷á óõìðåñÜóìáôá

óå ôõ÷áßåò Üëãåâñåò ôåëåóôþí, ðïõ äñïýí óå äéá÷ùñßóéìïõò ÷þñïõò Hilbert.
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ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýïõìå ôá åîÞò:

1. ÊÜèå ultraweakly êëåéóôÞ Üëãåâñá ôåëåóôþí ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá

von Neumann, åßíáé pre-re
exive.

Óçìåéþíïõìå, ùóôüóï, üôé ìéá ôÝôïéá Üëãåâñá äåí åßíáé áðáñáßôçôá áíáêëáóôéêÞ (Ýíá

ðáñÜäåéãìá õðÜñ÷åé óôï ðñïáíáöåñèÝí Üñèñï ôïõ W.Arveson)

2. Ãéá Ýíáí äåäïìÝíï ìåôáèåôéêü óýíäåóìï õðï÷þñùí L; õðÜñ÷åé ðÜíôïôå ç ìéêñüôåñç ultra-
weakly êëåéóôÞ, pre-re
exive Üëãåâñá ðïõ Ý÷åé ôïí L ùò óýíäåóìï áíáëëïßùôùí õðï÷þñùí.

Êëåßíïíôáò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù éäéáßôåñá ôïí ÊáèçãçôÞ ìïõ êï Áñéóôåßäç ÊáôÜâïëï

ãéá ôçí åðéëïãÞ ôïõ èÝìáôïò, êáé êõñßùò ãéá ôçí õðïìïíÞ êáé ôïí ÷ñüíï ðïõ áöéÝñùóå. Ç óõìâïëÞ

ôïõ óå êáßñéá óçìåßá áõôÞò ôçò åñãáóßáò õðÞñîå êáèïñéóôéêÞ êáé áíáíôéêáôÜóôáôç.

Åõ÷áñéóôþ åðßóçò ôïõò ÊáèçãçôÝò êïõò Áðüóôïëï Ãéáííüðïõëï êáé Ìé÷áÞë Áíïýóç ãéá ôçí

óõììåôï÷Þ ôïõò óôçí ôñéìåëÞ åðéôñïðÞ.

ÔÝëïò, èåùñþ õðï÷ñÝùóÞ ìïõ íá åõ÷áñéóôÞóù ôçí ÑÝæç êáé ôçí ÌÜñèá ãéá ôçí ãñáöÞ áõôÞò

ôçò åñãáóßáò óå çëåêôñïíéêÞ ìïñöÞ.
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ÊåöÜëáéï 1

ÐñïêáôáñêôéêÜ

1.1 ¸ííïéåò áðü ôçí Èåùñßá ÌÝôñïõ êáé ôçí Ôïðïëïãßá

Ó' áõôÞí ôçí åñãáóßá, ìå ôïí üñï ÷þñïò Borel èá åííïïýìå Ýíá ìç êåíü óýíïëï X; åöïäéáóìÝíï

ìå ìßá �-Üëãåâñá õðïóõíüëùí ôïõ X; ðïõ èá ôçí óõìâïëßæïõìå ìå B(X):

Ôá óôïé÷åßá ôçò B(X) èá ëÝãïíôáé Borel ìåôñÞóéìá óýíïëá Þ áðëÜ óýíïëá Borel.

ÊÜèå ôïðïëïãéêüò ÷þñïò X ãßíåôáé Ýíáò ÷þñïò Borel, áí åöïäéáóôåß ìå ôçí �-Üëãåâñá ðïõ

ðáñÜãåôáé áðü ôá áíïéêôÜ (éóïäýíáìá ôá êëåéóôÜ) õðïóýíïëÜ ôïõ.

Ïñéóìüò 1.1. ¸óôù X ÷þñïò Borel êáé S Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ X. Ç ïéêïãÝíåéá

B(S) = {A ∩ S : A ∈ B(X)}

åßíáé ìéá �-Üëãåâñá õðïóõíüëùí ôïõ S; ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé �-Üëãåâñá ß÷íïò ôçò B(X) óôï S:

Ôï æåýãïò (S;B(S)) èá ëÝãåôáé Borel õðü÷ùñïò ôïõ X:

Ïñéóìüò 1.2. ¸óôù X; Ψ äýï ÷þñïé Borel. Ìéá óõíÜñôçóç f : X → Ψ ïíïìÜæåôáé:

1. Borel ìåôñÞóéìç, áí f−1(B) ∈ B(X) ∀B ∈ B(Ψ):

2. Borel éóïìïñöéóìüò áí åßíáé 1− 1; åðß êáé ïé f; f−1 åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò.

Ïñéóìüò 1.3. ¸óôù X; Ψ ÷þñïé Borel êáé f : X → Ψ ìéá Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå,

ãéá êÜèå ìÝôñï Borel m óôïí X; ïñßæåôáé Ýíá ìÝôñï Borel óôïí Ψ; ðïõ èá óõìâïëßæåôáé ìå f∗m;

ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò:

f∗m(B) = m(f−1(B)) ∀B ∈ B(Ψ)

Ôï f∗m èá ëÝãåôáé ìÝôñï åéêüíá ôïõ m ùò ðñïò f:

Óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï Èåþñçìá, ç ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôï ìÝôñï f∗m áíÜãåôáé óå ïëïêëÞñùóç

ùò ðñïò ôï m:
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Èåþñçìá 1.4. ¸óôù X; Ψ ÷þñïé Borel, f : X → Ψ ìéá Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç êáé m Ýíá

ìÝôñï Borel óôïí X: Ôüôå, ãéá êÜèå B ∈ B(X) êáé êÜèå óõíÜñôçóç � : Ψ → R Borel ìåôñÞóéìç

Þ � : Ψ → C ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò f∗m; éó÷ýåé:∫
B

� df∗m =

∫
f−1(B)

(� ◦ f)dm:

Èåþñçìá 1.5. (Radon-Nikodym ãéá èåôéêÜ ìÝôñá)

¸óôù X ÷þñïò Borel êáé m; n èåôéêÜ ìÝôñá Borel óôïí X þóôå ôï m åßíáé �-ðåðåñáóìÝíï êáé

n� m:

Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ m-ó÷åäüí ðáíôïý, ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç f : X → [0;∞]; þóôå:

n(A) =

∫
A

f(x) dm(x) ∀A ∈ B(X):

ÅðéðëÝïí, áí ôï n åßíáé �-ðåðåñáóìÝíï, ôüôå ç f ðáßñíåé ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, êáé áí ôï n åßíáé

ðåðåñáóìÝíï, ôüôå ç f åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò m:

Èåþñçìá 1.6. (Radon-Nikodym ãéá ìéãáäéêÜ ìÝôñá)

¸óôù X ÷þñïò Borel, m Ýíá �-ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï Borel óôïí X êáé n Ýíá ìéãáäéêü ìÝôñï

Borel óôïí X, þóôå n� m:

Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ m-ó÷åäüí ðáíôïý óõíÜñôçóç f : X → C; ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò m;

þóôå:

n(A) =

∫
A

f(x) dm(x) ∀A ∈ B(X):

ÅðéðëÝïí, áí ôï n åßíáé ðñïóçìáóìÝíï ìÝôñï, ôüôå ç f ðáßñíåé ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò.

Ïñéóìüò 1.7. Ç óõíÜñôçóç f óôá äýï ðñïçãïýìåíá ÈåùñÞìáôá ïíïìÜæåôáé ðáñÜãùãïò Radon-

Nikodym ôïõ n ùò ðñïò m; êáé óõìâïëßæåôáé ìå dn
dm
:

Ïñéóìüò 1.8. ¸óôù X ÷þñïò Borel êáé � Ýíá ìéãáäéêü ìÝôñï Borel óôïí X:

Ç êýìáíóç |�| ôïõ � åßíáé ôï ìÝôñï Borel ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

|�|(A) = sup
n∑
i=1

|�(Bi)|; A ∈ B(X)

üðïõ ôï supremum ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò êÜèå ðåðåñáóìÝíç, ìåôñÞóéìç äéáìÝñéóç {B1; B2; ; :::; Bn}
ôïõ A:

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç êýìáíóç |�| åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí X; êáé ìÜëéóôá
åßíáé ôï ìéêñüôåñï ôÝôïéï ìÝôñï ðïõ éêáíïðïéåß:

|�(A)| 6 |�|(A) ∀A ∈ B(X)
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Ïñéóìüò 1.9. ¸óôù X ÷þñïò Borel, � Ýíá ìéãáäéêü ìÝôñï Borel óôïí X êáé A ∈ B(X):

Ôï � ëÝãåôáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Á; áí

�(B) = 0 ãéá êÜèå B ∈ B(X) ìå B ⊆ X \ A

Åßíáé óáöÝò üôé áí ôï � åßíáé èåôéêü, ôüôå ç ðñïçãïýìåíç óõíèÞêç éóïäõíáìåß ìå �(X \A) = 0:

Åðßóçò, ôï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Á áí, êáé ìüíï áí, ôï |�| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Á:

Ðñüôáóç 1.10. ¸óôù X ÷þñïò Borel, m Ýíá èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí X êáé n Ýíá ìéãáäéêü

ìÝôñï Borel óôïí X; þóôå n� m:

Áí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym dn
dm

ôïõ n ùò ðñïò m; ôüôå õðÜñ÷åé êáé ç ðáñÜãùãïò

Radon-Nikodym d|n|
dm

ôçò êýìáíóçò ôïõ n ùò ðñïò m êáé ìÜëéóôá éó÷ýåé:

d|n|
dm

=
∣∣ dn
dm

∣∣ m-ó÷åäüí ðáíôïý

ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå ìéãáäéêü ìÝôñï Borel � óôïí X éó÷ýåé:∣∣ d�
d|�|

∣∣ = 1 |�|-ó÷åäüí ðáíôïý

Èåþñçìá 1.11. ¸óôù X ÷þñïò Borel êáé m; n èåôéêÜ ìÝôñá Borel óôïí X; þóôå n � m êáé

õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym f = dn
dm

ôïõ n ùò ðñïò m:

Ôüôå ãéá êÜèå Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç g : X → [0;∞] Þ g : X → C ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò

n; éó÷ýåé: ∫
X

g(x) dn(x) =

∫
X

g(x)f(x) dm(x):

Ôï Èåþñçìá éó÷ýåé åðßóçò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ìÝôñï n åßíáé ìéãáäéêü êáé ç g åßíáé ïëïêëçñþóéìç

ùò ðñïò |n|:

Èåþñçìá 1.12. (Èåþñçìá Dini) ¸óôù X óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, (fi)i∈I Ýíá ìïíüôïíï

äßêôõï óôïí CR(X) êáé f ∈ CR(X); þóôå fi → f êáôÜ óçìåßï.

Ôüôå, fi → f ïìïéüìïñöá óôïí X:

Èåþñçìá 1.13. Áí X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach, ôüôå:

1. ç êëåéóôÞ ìïíáäéáßá óöáßñá SX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ||x∗|| 6 1} ôïõ X∗; ìå ôçí w∗-ôïðïëïãßá,

åßíáé óõìðáãÞò ìåôñéêïðïéÞóéìïò ÷þñïò.

2. ï X∗ åßíáé w∗-äéá÷ùñßóéìïò.

Ðñüôáóç 1.14. Áí X ôïðïëïãéêüò ÷þñïò êáé Ψ óõìðáãÞò ÷þñïò, ôüôå ç ðñþôç ðñïâïëÞ ôïõ

X ×Ψ åßíáé êëåéóôÞ óõíÜñôçóç.
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1.2 Ðïëùíéêïß ÷þñïé êáé Standard ÷þñïé Borel

Ïñéóìüò 1.15. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ëÝãåôáé Ðïëùíéêüò, áí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå Ýíáí

äéá÷ùñßóéìï, ðëÞñç ìåôñéêü ÷þñï.

Ðñüôáóç 1.16. ÊÜèå áíïéêôüò êáé êÜèå êëåéóôüò õðü÷ùñïò åíüò Ðïëùíéêïý ÷þñïõ, åßíáé

Ðïëùíéêüò.

Ðüñéóìá 1.17. ÊÜèå 2ïò áñéèìÞóéìïò, ôïðéêÜ óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, åßíáé Ðïëùíéêüò.

Ðñüôáóç 1.18. Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ìéáò áêïëïõèßáò Ðïëùíéêþí ÷þñùí, åßíáé Ðïëùíéêüò

÷þñïò.

Ðñüôáóç 1.19. Áí × åßíáé Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò êáé m Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel

óôïí ×; ôüôå ôï m åßíáé êáíïíéêü, äçëáäÞ éêáíïðïéåß ôá åîÞò:

(1) m(K) <∞ ãéá êÜèå óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ ×

(2) m(A) = inf{m(U) : U áíïéêôü óôïí X; A ⊆ U} ãéá êÜèå A ∈ B(X)

(3) m(U) = sup{m(K) : K óõìðáãÝò óôïí X; K ⊆ U} ãéá êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïõ ×

Ç 2ç êáé 3ç éäéüôçôá ëÝãïíôáé, áíôßóôïé÷á, åîùôåñéêÞ êáé åóùôåñéêÞ êáíïíéêüôçôá ôïõ m:

Ïñéóìüò 1.20. ¸íáò ÷þñïò Borel ëÝãåôáé standard, áí åßíáé Borel éóïìïñöéêüò ìå Ýíá Borel

õðïóýíïëï åíüò Ðïëùíéêïý ÷þñïõ.

ÄçëáäÞ Ýíáò ÷þñïò Borel X åßíáé standard, áí õðÜñ÷ïõí Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò Z; Ýíá Borel

õðïóýíïëï Ψ ôïõ Z êáé Ýíáò Borel éóïìïñöéóìüò f : X → Ψ:

Èåþñçìá 1.21. Áí X standard ÷þñïò Borel, ôüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá {Fn}∞n=1 Borel õðïóõíüëùí

ôïõ X; þóôå:

1. ç {Fn}∞n=1 ðáñÜãåé ôçí Borel äïìÞ ôïõ X

2. ç {Fn}∞n=1 äéá÷ùñßæåé ôá óçìåßá ôïõ X.

Èåþñçìá 1.22. ¸óôù X standard ÷þñïò Borel, Ψ Ðïëùíéêüò ÷þñïò êáé f : X → Ψ ìéá 1− 1;

Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå ôï f(X) åßíáé Borel õðïóýíïëï ôïõ Ψ êáé ç f : X → f(X)

åßíáé Borel éóïìïñöéóìüò.
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1.3 ¸ííïéåò áðü ôçí Èåùñßá Ôåëåóôþí

Ôïðïëïãßåò óôïí B(H)

¸óôù H ÷þñïò Hilbert.

¼ðùò åßíáé ãíùóôü, ï ÷þñïò B(H) ôùí öñáãìÝíùí ãñáììéêþí ôåëåóôþí åðß ôïõ H, åöïäéÜæåôáé

ìå ôçí ôïðïëïãßá ôçò íüñìáò, ìå ôçí ïðïßá ìÜëéóôá ãßíåôáé ÷þñïò Banach.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ïñßóïõìå ôñåéò Üëëåò ôïðïëïãßåò óôïí B(H), óõãêåêñéìÝíá ôçí éó÷õñÞ,

ôçí áóèåíÞ êáé ôçí õðåñáóèåíÞ ôïðïëïãßá, êáé èá äéáôõðþóïõìå ôéò éäéüôçôÝò ôïõò ðïõ èá ìáò

÷ñåéáóôïýí óôá åðüìåíá.

Óçìåéþíïõìå üôé ïé ðñïçãïýìåíåò ôïðïëïãßåò åßíáé üëåò áóèåíÝóôåñåò ôçò ôïðïëïãßáò ôçò íüñìáò.

(I) Ç éó÷õñÞ êáé ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá ôåëåóôþí

Ïñéóìüò 1.23. Ç éó÷õñÞ ôïðïëïãßá ôåëåóôþí (Þ SOT ôïðïëïãßá) óôïí B(H), åßíáé ç ôïðïëïãßá

ôçò êáôÜ óçìåßï óýãêëéóçò óôïí H:

ÅðïìÝíùò, áí (Ti)i∈I åßíáé Ýíá äßêôõï óôïí B(H) êáé T ∈ B(H); ôüôå:

Ti
SOT−→ T ⇔ ||Tix− Tx|| → 0 ∀x ∈ H

Áí T ∈ B(H); ôüôå ìéá âÜóç ðåñéï÷þí ôïõ T ãéá ôçí SOT ôïðïëïãßá åßíáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí

óõíüëùí

{A ∈ B(H) : ||Txi − Axi|| < " ∀ i = 1; :::; n}

üðïõ " > 0 êáé {x1; :::; xn} ⊆ H:

Ïñéóìüò 1.24. Ç áóèåíÞò ôïðïëïãßá ôåëåóôþí (Þ WOT ôïðïëïãßá) óôïí B(H), åßíáé ç áóèåíÝóôåñç

ôïðïëïãßá ðïõ êáèéóôÜ óõíå÷åßò üëåò ôéò ãñáììéêÝò ìïñöÝò !x;y; x; y ∈ H; üðïõ:

!x;y(T ) = 〈Tx; y〉 ∀T ∈ B(H):

ÅðïìÝíùò, áí (Ti)i∈I åßíáé Ýíá äßêôõï óôïí B(H) êáé T ∈ B(H), ôüôå:

Ti
WOT−→ T ⇔ 〈Tix; y〉 → 〈Tx; y〉 ∀x; y ∈ H

Ðñüôáóç 1.25. Ç WOT ôïðïëïãßá óôïí B(H) åßíáé áóèåíÝóôåñç ôçò SOT, êáé ìÜëéóôá ãíÞóéá

áóèåíÝóôåñç üôáí ï H åßíáé áðåéñïäéÜóôáôïò.

Ðñüôáóç 1.26. ¸óôù ! : B(H) → C ìéá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç.

Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

1. ç ! åßíáé SOT -óõíå÷Þò
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2. ç ! åßíáé WOT -óõíå÷Þò

3. õðÜñ÷ïõí {x1; :::; xn}; {y1; :::; yn} ⊆ H þóôå:

! =
n∑
i=1

!xi;yi ;

äçëáäÞ

!(T ) =
n∑
i=1

〈Txi; yi〉 ∀T ∈ B(H):

Ðñüôáóç 1.27. ¸íá êõñôü õðïóýíïëï ôïõ B(H) (åéäéêüôåñá Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò) åßíáé

SOT -êëåéóôü áí, êáé ìüíï áí, åßíáé WOT -êëåéóôü.

Ðñüôáóç 1.28. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò(
B(H); SOT

)
×

(
B(H); SOT

)
→

(
B(H); SOT

)
: (T; S) 7→ TS;

1. äåí åßíáé óõíå÷Þò (åêôüò áí ï H åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò)

2. åßíáé áêïëïõèéáêÜ óõíå÷Þò, äçëáäÞ áí (Tn)n∈N; (Sn)n∈N åßíáé äýï áêïëïõèßåò óôïí B(H)

ìå Tn
SOT−→ T êáé Sn

SOT−→ S; ôüôå TnSn
SOT−→ TS

3. åßíáé ÷ùñéóôÜ óõíå÷Þò, äçëáäÞ áí Ti
SOT−→ T; ôüôå ãéá êÜèå A ∈ B(H) Ý÷ïõìå üôé:

ATi
SOT−→ AT êáé TiA

SOT−→ TA

Ðñüôáóç 1.29. Ï ðïëëáðëáóéáóìüò(
B(H);WOT

)
×

(
B(H);WOT

)
→

(
B(H);WOT

)
: (T; S) 7→ TS;

1. äåí åßíáé óõíå÷Þò, ïýôå êáí áêïëïõèéáêÜ (åêôüò áí ï H åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò)

2. åßíáé ÷ùñéóôÜ óõíå÷Þò

Ðñüôáóç 1.30. Ç åíÝëéîç B(H) → B(H) : T 7→ T ∗;

1. äåí åßíáé (SOT; SOT )-óõíå÷Þò, ïýôå êáí áêïëïõèéáêÜ (åêôüò áí ï H åßíáé ðåðåñáóìÝíçò

äéÜóôáóçò)

2. åßíáé (WOT;WOT )-óõíå÷Þò, äçëáäÞ áí Ti
WOT−→ T ôüôå êáé T ∗

i
WOT−→ T ∗

8



(II) Ç õðåñáóèåíÞò ôïðïëïãßá ôåëåóôþí

Ïñßæïõìå ôï õðïóýíïëï B∗(H) ôïõ B(H); ùò ôçí || · ||-êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ

{!x;y : x; y ∈ H}; üðïõ !x;y(T ) = 〈Tx; y〉 ∀T ∈ B(H):

Áðïäåéêíýåôáé üôé ï B∗(H) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ãñáììéêþí ìïñöþí ôçò ìïñöÞò:

! =
∞∑
n=1

!xn;yn ;

üðïõ xn; yn ∈ H ìå
∞∑
n=1

||xn||
2
<∞ êáé

∞∑
n=1

||yn||
2
<∞.

Ïñéóìüò 1.31. Ç õðåñáóèåíÞò Þ ulraweak ôïðïëïãßá óôïí B(H), åßíáé ç áóèåíÝóôåñç ôïðïëïãßá

ùò ðñïò ôçí ïðïßá êÜèå ãñáììéêÞ ìïñöÞ ! ∈ B∗(H) åßíáé óõíå÷Þò.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ï äõúêüò ôïõ B∗(H) åßíáé ï B(H); Üñá ç ultrweak ôïðïëïãßá ôáõôßæåôáé ìå

ôçí áóèåíÞ- ∗:

ÅðïìÝíùò, ãéá Ýíá äßêôõï (Ti)i∈I óôïí B(H) êáé ãéá Ýíáí ôåëåóôÞ T ∈ B(H) Ý÷ïõìå üôé:

Ti
w∗−→ T ⇔

∞∑
n=1

〈Tixn; yn〉 −→
∞∑
n=1

〈Txn; yn〉

ãéá êÜèå äýï áêïëïõèßåò (xn)n∈N; (yn)n∈N óôïí H, ìå
∞∑
n=1

||xn||
2
<∞ êáé

∞∑
n=1

||yn||
2
<∞.

ÅðåéäÞ ï B∗(H) ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ãñáììéêÝò ìïñöÝò !x;y; åßíáé óáöÝò üôé ç õðåñáóèåíÞò

ôïðïëïãßá åßíáé éó÷õñüôåñç ôçò áóèåíïýò.

Åðßóçò, åßíáé öáíåñü üôé ïé w∗-óõíå÷åßò ãñáììéêÝò ìïñöÝò ôïõ B(H), åßíáé áêñéâþò ïé ! ∈ B∗(H):

Ðñüôáóç 1.32. Ïé WOT êáé w∗ ôïðïëïãßåò óõìðßðôïõí óôá || · ||-öñáãìÝíá õðïóýíïëá ôïõ

B(H):

Èåþñçìá 1.33. Ç êëåéóôÞ ìïíáäéáßá óöáßñá B(H)1 = {T ∈ B(H) : ||T || 6 1} ôïõ B(H) åßíáé

w∗-óõìðáãÞò, Üñá êáé WOT -óõìðáãÞò.

Èåþñçìá 1.34. Áí H äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert, ôüôå ï ÷þñïò
(
B(H)1;WOT

)
åßíáé ìåôñéêï-

ðïéÞóéìïò, êáé Üñá äéá÷ùñßóéìïò (ùò óõìðáãÞò).

Ðñüôáóç 1.35. Áí H äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert, ôüôå ï ÷þñïò
(
B(H)1; SOT

)
åßíáé äéá÷ùñßóé-

ìïò, ðëÞñçò ìåôñéêüò ÷þñïò.
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Ïñéóìüò 1.36. ¸óôù H ÷þñïò Hilbert. Ç ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí êëåéóôþí õðï÷þñùí ôïõ H

åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò õðïóõíüëùí ôïõ H; ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ∧ (in�mum) êáé ∨ (supremum)

ðïõ ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

M ∧N = M ∩N
êáé M ∨N = M +N

üðïõ M; N êëåéóôïß õðü÷ùñïé ôïõ H.

Ïñéóìüò 1.37. ¸óôù H ÷þñïò Hilbert.

1. áí L åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò êëåéóôþí õðï÷þñùí ôïõ H, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óýíïëï üëùí

ôùí ôåëåóôþí ðïõ áöÞíïõí áíáëëïßùôï êÜèå óôïé÷åßï ôïõ L; åßíáé ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí.

Ç Üëãåâñá áõôÞ èá óõìâïëßæåôáé ìå algL. Óõíåðþò:

algL = {T ∈ B(H) : T (S) ⊆ S ∀S ∈ L}

2. ¼ìïéá, áí A åßíáé ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí óôïí B(H), áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óýíïëï ôùí

êëåéóôþí õðï÷þñùí ôïõ H ðïõ åßíáé áíáëëïßùôïé ùò ðñïò êÜèå óôïé÷åßï ôçò A, åßíáé Ýíáò
óýíäåóìïò ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ∧ êáé ∨ ôïõ Ïñéóìïý 1.36.

Ï óýíäåóìïò áõôüò èá óõìâïëßæåôáé ìå latA, äçëáäÞ:

latA = {S | S êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ H ìå T (S) ⊆ S ∀T ∈ A}

Åßíáé öáíåñü üôé ãéá êÜèå L êáé A üðùò óôá ðñïçãïýìåíá, ïñßæïíôáé ï óýíäåóìïò latalgL
êáé ç Üëãåâñá alglatA; êáé ìÜëéóôá éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

L ⊆ latalgL
êáé A ⊆ alglatA:

Ïñéóìüò 1.38. ¸óôù H ÷þñïò Hilbert.

1. áí L åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò êëåéóôþí õðï÷þñùí ôïõ H, ï L ïíïìÜæåôáé áíáêëáóôéêüò (re-


exive) áí L = latalgL

2. áíôßóôïé÷á, ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí A óôïí B(H) ïíïìÜæåôáé áíáêëáóôéêÞ, áí A = alglatA:

Ïñéóìüò 1.39. ¸óôù S Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ B(H). Ï ìåôáèÝôçò ôïõ S åßíáé ôï óýíïëï:

S ′
= {T ∈ B(H) : TS = ST ∀S ∈ S}

Ðñüôáóç 1.40. ¸óôù H ÷þñïò Hilbert, A ìéá áõôïóõæõãÞò õðÜëãåâñá ôïõ B(H) êáé P ìéá

ðñïâïëÞ ôïõ B(H).

Ôüôå: P ∈ latA ⇐⇒ P ∈ A′
:
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Aðüäåéîç. Áí P ∈ latA, ôüôå TP = PTP ∀T ∈ A.
Ðáßñíïíôáò óõæõãåßò óôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç êé åö' üóïí ç A åßíáé áõôïóõæõãÞò, Ý÷ïõìå üôé

PT = PTP ∀T ∈ A.
Óõíåðþò TP = PT ∀T ∈ A, äçëáäÞ P ∈ A′

.

Áíôßóôñïöá, áí P ∈ A′
, ôüôå ãéá êÜèå T ∈ A èá éó÷ýåé PTP = TP 2 = TP , êáé Üñá P ∈ latA:

�

Ïñéóìüò 1.41. ¸óôù Ç ÷þñïò Hilbert. Ìéá Üëãåâñá von Neumann óôïí Ç åßíáé Ýíá áõôïóõæõãÝò

õðïóýíïëï M ôïõ B(H) ðïõ éêáíïðïéåß M = M′′
:

Èåþñçìá 1.42. (Èåþñçìá 2ïõ ÌåôáèÝôç) ¸óôù H ÷þñïò Hilbert êáé A ìéá áõôïóõæõãÞò

õðÜëãåâñá ôïõ B(H); ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ. Ôüôå:

A′′
= A

SOT

= A
WOT

:

ÅðïìÝíùò, ç A åßíáé Üëãåâñá von Neumann áí, êáé ìüíï áí åßíáé SOT-êëåéóôÞ áí, êáé ìüíï

áí, åßíáé WOT-êëåéóôÞ.

Ðñüôáóç 1.43. ÊÜèå Üëãåâñá von Neumann åßíáé ç || · ||-êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôùí ðñïâïëþí
ðïõ ðåñéÝ÷åé.

Ðñüôáóç 1.44. ¸óôù Ç äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert êáé M ìéá ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von

Neumann óôïí Ç:

Ôüôå õðÜñ÷åé � ∈M ìå ||�|| = 1; þóôå T� 6= 0 ãéá êÜèå T ∈M; T 6= 0 (äçëáäÞ ôï äéÜíõóìá �

äéá÷ùñßæåé ôçí M).

Áí åðéðëÝïí ç M åßíáé ìåãéóôéêÞ, ôüôå ï õðü÷ùñïò M� = {T� : T ∈ M} åßíáé ðõêíüò óôïí

H (Ýíá ôÝôïéï äéÜíõóìá ëÝãåôáé êõêëéêü ãéá ôçí M).

Ôï Ôáíõóôéêü Ãéíüìåíï äýï ÷þñùí Hilbert

¸óôù H1; H2 äýï ÷þñïé Hilbert.

Óõìâïëßæïõìå ìå H1 � H2 ôï áëãåâñéêü ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí H1; H2; ðïõ èá ôï èåùñïýìå

ùò ôïí ãñáììéêü ÷þñï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôçò ìïñöÞò x ⊗ y; x ∈ H1; y ∈ H2; ðïõ

éêáíïðïéïýí ôéò éäéüôçôåò:

x1 ⊗ y + x2 ⊗ y = (x1 + x2)⊗ y

x⊗ y2 + x⊗ y2 = x⊗ (y1 + y2)

êáé

� · x⊗ y = (�x)⊗ y = x⊗ (�y); � ∈ C

Ïñßæïõìå 〈x1 ⊗ y1; x2 ⊗ y2〉 = 〈x1; x2〉1 · 〈y1; y2〉2 êáé åðåêôåßíïõìå ãñáììéêÜ.
Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé ç ðñïçãïýìåíç áðåéêüíéóç åßíáé ìéá êáëÜ ïñéóìÝíç sesquilinear ìïñöÞ, ç
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ïðïßá ìÜëéóôá ïñßæåé Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôïí H1 �H2.

Ç åðáãüìåíç íüñìá éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç: ‖x⊗ y‖ = ‖x‖1 · ‖y‖2 :

Ïñéóìüò 1.45. Ïñßæïõìå ùò H1 ⊗H2 ôçí ðëÞñùóç ôïõ ÷þñïõ (H1 �H2; 〈; 〉):
Ï ÷þñïò Hilbert H1 ⊗H2 èá ëÝãåôáé ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí H1; H2:

ÐáñáôÞñçóç 1.46. Áí x⊗ y = 0; ôüôå x = 0 Þ y = 0.

ÐñÜãìáôé: Ýóôù üôé y 6= 0.

Ôüôå ãéá êÜèå x
′ ∈ H1 èá éó÷ýåé:

〈x⊗ y; x
′ ⊗ y〉 = 0;

áð' üðïõ 〈x; x′〉 = 0; äéüôé y 6= 0. ¢ñá x = 0.

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé áí {xi : i ∈ I}; {yj : j ∈ J} åßíáé ïñèïêáíïíéêÝò âÜóåéò ôùí H1 êáé

H2 áíôßóôïé÷á, ôüôå ôï óýíïëï {xi⊗yj : i ∈ I; j ∈ J} åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ H1⊗H2:

¸óôù ôþñá T1 ∈ B(H1); T2 ∈ B(H2):

Ïñßæïõìå Ýíáí ãñáììéêü ôåëåóôÞ T1 � T2 óôï áëãåâñéêü ôáíõóôéêü ãéíüìåíï, èÝôïíôáò

(T1 � T2)(x⊗ y) = T1x⊗ T2y

êáé åðåêôåßíïíôáò ãñáììéêÜ.

Ï T1 � T2 åßíáé ôüôå öñáãìÝíïò, ìå ‖T1 � T2‖ = ‖T1‖B(H1)
· ‖T2‖B(H2)

:

Ëüãù óõíÝ÷åéáò êáé åö' üóïí ïH1�H2 åßíáé ðõêíüò õðü÷ùñïò ôïõH1⊗H2, ï T1�T2 åðåêôåßíåôáé

ìïíáäéêÜ óôïí ÷þñï Hilbert H1 ⊗H2, ìå ôçí ßäéá íüñìá.

Èá óõìâïëßæïõìå ìå T1⊗T2 ôçí åðÝêôáóç áõôÞ, äçëáäÞ T1⊗T2 åßíáé ï ôåëåóôÞò óôïí B(H1⊗H2)

ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ó÷Ýóåéò:

(T1 ⊗ T2)(x⊗ y) = T1x⊗ T2y ∀x ∈ H1; y ∈ H2

êáé

‖T1 ⊗ T2‖ = ‖T1‖B(H1)
· ‖T2‖B(H2)

Éó÷ýïõí ìÜëéóôá ôá åîÞò:

(T1 ⊗ T2)
∗ = T ∗

1 ⊗ T ∗
2

êáé

(T1 ⊗ T2)(S1 ⊗ S2) = T1S1 ⊗ T2S2 ãéá êÜèå T1; S1 ∈ B(H1); T2; S2 ∈ B(H2):

Ïñéóìüò 1.47. (Ôáíõóôéêü Ãéíüìåíï äýï áëãåâñþí von Neumann)

¸óôùM⊆ B(H1); N ⊆ B(H2) äýï Üëãåâñåò von Neumann. Ïñßæïõìå ùòM⊗N ôçí Üëãåâñá

von Neumann óôïí B(H1 ⊗H2) ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï {M ⊗N : M ∈M; N ∈ N}:
Éóïäýíáìá, ç M⊗N åßíáé ç WOT-êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ óõíüëïõ.

Áí N = CI2 = {�I2 : � ∈ C}; èá óõìâïëßæïõìå ìåM⊗I2 ôçí Üëãåâñá von NeumannM⊗CI2:
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Éó÷ýåé ó÷åôéêÜ ç áêüëïõèç Ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 1.48. Ãéá êÜèå Üëãåâñá von Neumann M óôïí B(H1) éó÷ýåé:

M⊗ I2 = {M ⊗ I2 : M ∈M}:

Ôï åðüìåíï Èåþñçìá áðïôåëåß ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ Tomita, óýìöùíá

ìå ôï ïðïßï éó÷ýåé:

(M⊗N )
′
= M′ ⊗N ′

Èåþñçìá 1.49. ¸óôù M Üëãåâñá von Neumann óôïí B(H1). Ôüôå:

(M⊗B(H2))
′
= M′ ⊗ I2:

Aðüäåéîç. Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôï Èåþñçìá üôáí M = CI1; äçëáäÞ èá äåßîïõìå üôé

(I1 ⊗ B(H2))
′
= B(H1)⊗ I2 (∗)

Ãéá êÜèå B1 ∈ B(H1) åßíáé óáöÝò üôé B1⊗I2 ∈ (I1⊗B(H2))
′
; äçëáäÞ B(H1)⊗I2 ⊆ (I1⊗B(H2))

′
:

Áíôßóôñïöá, áí T ∈ (I1 ⊗ B(H2))
′
; èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé B1 ∈ B(H1) þóôå T = B1 ⊗ I2:

¸óôù y ∈ H2; y 6= 0 êáé Py ç ðñïâïëÞ óôïí õðü÷ùñï [y]:

Ãéá êÜèå x ∈ H1; áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôïí T Ý÷ïõìå üôé:

T (x⊗ y) = T (I1 ⊗ Py)(x⊗ y) = (I1 ⊗ Py)T (x⊗ y);

äçëáäÞ ôï T (x ⊗ y) áíÞêåé óôçí åéêüíá ôçò ðñïâïëÞò I1 ⊗ Py; ðïõ åßíáé áêñéâþò ï õðü÷ùñïò

{w ⊗ y : w ∈ H1}:
Óõíåðþò, ãéá êÜèå x ∈ H1 õðÜñ÷åé wx ∈ H1 þóôå T (x⊗ y) = wx ⊗ y: ÌÜëéóôá, ôï äéÜíõóìá wx

åßíáé ìïíáäéêü, áðü ôçí ðáñáôÞñçóç (1.46).

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå y ∈ H2; y 6= 0 ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç By : H1 → H1 ìå Byx = wx; ðïõ

éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç:

T (x⊗ y) = Byx⊗ y (1.1)

Èá äåßîïõìå üôé By ∈ B(H1) (ãéá êÜèå y ∈ H2; y 6= 0).

Ãéá êÜèå x1; x2 ∈ H1 êáé � ∈ C; áðü ôçí ãñáììéêüôçôá ôïõ T êáé ôçí ó÷Ýóç (1.1), Ý÷ïõìå üôé:

By(x1 + �x2)⊗ y = T ((x1 + �x2)⊗ y)

= T (x1 ⊗ y) + �T (x2 ⊗ y)

= Byx1 ⊗ y + �Byx2 ⊗ y

= (Byx1 + �Byx2)⊗ y

ÅðïìÝíùò, áðü ôçí ðáñáôÞñçóç (1.46), ðñïêýðôåé üôé:

By(x1 + �x2) = Byx1 + �Byx2

êáé Üñá By åßíáé ãñáììéêüò ôåëåóôÞò.

ÅðéðëÝïí, ëüãù ôçò (1.1) èá éó÷ýåé:

‖Byx‖1 · ‖y‖2 = ||T (x⊗ y)|| 6 ||T || · ||x||1 · ||y||2 ;
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äçëáäÞ:

||Byx||1 6 ||T || · ||x||1 ∀x ∈ H1;

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ï By åßíáé öñáãìÝíïò.

Éó÷õñéóìüò : ï ôåëåóôÞò By åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ y.

Èá äåßîïõìå éóïäýíáìá üôé By1 = By2 ãéá êÜèå y1; y2 ∈ H2 (y1; y2 6= 0):

ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé y1 = �y2 ãéá êÜðïéïí ìéãáäéêü áñéèìü � 6= 0:

¸÷ïõìå ôüôå:

�(By2x⊗ y2) = �T (x⊗ y2) = T (x⊗ (�y2))

= T (x⊗ y1) = By1x⊗ y1

= By1x⊗ (�y2) = �(By1x⊗ y2); x ∈ H1

ÅðïìÝíùò, By2x = By1x ∀x ∈ H1, áðü ôçí ðáñáôÞñçóç (1.46) êáé åö' üóïí � 6= 0:

¸óôù ôþñá üôé ôá y1; y2 åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá.

Ãéá êÜèå x ∈ H1 ðáñáôçñïýìå üôé:

By1+y2x⊗ y1 +By1+y2x⊗ y2 = By1+y2x⊗ (y1 + y2)

= T (x⊗ (y1 + y2)) = T (x⊗ y1) + T (x⊗ y2)

= By1x⊗ y1 +By2x⊗ y2

ÅðïìÝíùò, èÝôïíôáò By1+y2x = x0; By1x = x1 êáé By2x = x2; áðü ôçí ôåëåõôáßá Ý÷ïõìå:

x0 ⊗ y1 + x0 ⊗ y2 = x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2

⇔ (x0 − x1)⊗ y1 = (x2 − x0)⊗ y2

Ôüôå, ãéá êÜèå � ∈ H1 êáé u ∈ H2 èá éó÷ýåé:

〈(x0 − x1)⊗ y1; � ⊗ u〉 = 〈(x2 − x0)⊗ y2; � ⊗ u〉
⇔ 〈x0 − x1; �〉1〈y1; u〉2 = 〈x2 − x0; �〉1〈y2; u〉2
⇔ 〈�y1; u〉2 = 〈�y2; u〉2

üðïõ èÝóáìå � = 〈x0 − x1; �〉1 ; � = 〈x2 − x0; �〉1 :
Áðü ôçí ôåëåõôáßá êáé åö' üóïí ôï u åðåëÝãç áõèáßñåôá , óõìðåñáßíïõìå üôé �y1 = �y2:

ÁëëÜ ôá y1; y2 åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá, êáé óõíåðþò � = � = 0; äçëáäÞ

〈x0 − x1; �〉1 = 〈x2 − x0; �〉1 = 0 ãéá êÜèå � ∈ H1:

¸ðåôáé üôé x0 − x1 = x2 − x0 = 0; áð' üðïõ:

By1x = By2x = By1+y2x ∀x ∈ H1:

¢ñá ï éó÷õñéóìüò áðåäåß÷èç.

Äåßîáìå åðïìÝíùò üôé õðÜñ÷åé B ∈ B(H1) þóôå:

T (x⊗ y) = Bx⊗ y = (B ⊗ I2)(x⊗ y);

ãéá êÜèå x ∈ H1; y ∈ H2:

Áöïý ï H1 ⊗ H2 åßíáé ç êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ {x ⊗ y : x ∈ H1; y ∈ H2};
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óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé T = B ⊗ I2; äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé (M⊗B(H2))
′
= M′ ⊗ I2:

¸óôù T ∈ (M⊗B(H2))
′
:

Áðü ôçí (∗) êáé åö' üóïí ç Üëãåâñá M⊗B(H2)) ðåñéÝ÷åé ôçí I1 ⊗ B(H2)); èá éó÷ýåé:

(M⊗B(H2))
′ ⊆ (I1 ⊗ B(H2))

′
= B(H1)⊗ I2

ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé B1 ∈ B(H1) þóôå T = B1 ⊗ I2:

Ôüôå, áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôïí T , ãéá êÜèå M ∈M êáé B2 ∈ B(H2) èá éó÷ýåé:

B1M ⊗B2 = (B1 ⊗ I2)(M ⊗B2)

= (M ⊗B2)(B1 ⊗ I2)

= (MB1)⊗B2

áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé B1M = MB1; ëüãù ôçò ðáñáôÞñçóçò (1.46).

¢ñá B1 ∈M
′
êáé äåßîáìå óõíåðþò üôé:

(M⊗B(H2))
′ ⊆M′ ⊗ I2:

Áíôßóôñïöá, áí B1 ∈M
′
èá äåßîïõìå üôé B1 ⊗ I2 ∈ (M⊗B(H2))

′
:

ÐñÜãìáôé, åö' üóïí B1 ∈M
′
, ï ôåëåóôÞò B1 ⊗ I2 èá ìåôáôßèåôáé êáé ìå ôçí WOT-êëåéóôÞ èÞêç

áõôïý ôïõ óõíüëïõ1, ðïõ åßíáé áêñéâþò ç M⊗B(H2).

�

1äéüôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ÷ùñéóôÜ (WOT,WOT)-óõíå÷Þò
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ÊåöÜëáéï 2

Óýíäåóìïé Õðï÷þñùí

2.1 ÐñïäéáôåôáãìÝíïé ×þñïé ÌÝôñïõ

Ïñéóìüò 2.1. ¸óôù X ÷þñïò Borel êáé 6 ìéá ðñïäéÜôáîç óôïí X, äçëáäÞ ìéá ó÷Ýóç áõôïðáèÞò

êáé ìåôáâáôéêÞ.

Ôï æåýãïò (X;6) èá êáëåßôáé ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel.

Ôï ãñÜöçìá ôçò 6 åßíáé ôï óýíïëï:

G = {(x; y) ∈ X ×X : y 6 x}:

Óçìåéþíïõìå üôé áí x 6 y êáé y 6 x äåí Ýðåôáé ðÜíôïôå üôé x = y; äçëáäÞ ç 6 äåí åßíáé êáô'

áíÜãêç ìåñéêÞ äéÜôáîç.

Ïñéóìüò 2.2. ¸óôù (X;6) Ýíáò ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï E

ôïõ X; èá ëÝãåôáé áýîïí, áí:

∀x ∈ E êáé y ∈ X ìå x 6 y; Ýðåôáé üôé y ∈ E:

Áíôßóôïé÷á, ôï E ⊆ X èá ëÝãåôáé öèßíïí, áí:

∀x ∈ X êáé y ∈ E ìå x 6 y; Ýðåôáé üôé x ∈ E:

ÈÝôïõìå: L(X;6) = {E ∈ B(X) : E áýîïí }

Åßíáé Üìåóï üôé ç ïéêïãÝíåéá L(X;6) åßíáé Ýíáò �-óýíäåóìïò õðïóõíüëùí ôïõ X; äçëáäÞ:

1. ∅; X ∈ L(X;6)

2. ç L(X;6) åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áñéèìÞóéìåò åíþóåéò êáé ôïìÝò.
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Ïñéóìüò 2.3. ¸íáò ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel (X;6) èá ëÝãåôáé standard, áí:

1. ï X åßíáé standard ÷þñïò Borel

2. ç ðñïäéÜôáîç 6 åßíáé standard, ìå ôçí åîÞò Ýííïéá:

õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá fn : X → R; n = 1; 2; :::; Borel ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, þóôå ãéá

êÜèå x; y ∈ X íá éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ fn(x) 6 fn(y) ∀n ∈ N

Ðñüôáóç 2.4. ¸óôù X Ýíáò standard ÷þñïò Borel êáé 6 ìéá ðñïäéÜôáîç óôïí X:

Ôüôå ç 6 åßíáé standard (êáé Üñá ï (X;6) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel)

áí, êáé ìüíï áí, õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá {En}∞n=1 óôïí L(X;6) þóôå ãéá êÜèå x; y ∈ X íá

éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N

Aðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé ç 6 åßíáé standard, ïðüôå õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá fn : X → R Borel

ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, þóôå ãéá êÜèå x; y ∈ X íá éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ fn(x) 6 fn(y) ∀n ∈ N

¸óôù {q1; q2; :::} ìéá áñßèìçóç ôùí ñçôþí. Ãéá êÜèå n; m ∈ N èÝôïõìå:

An;m = [fn > qm]

Åßíáé óáöÝò üôé ôáAn;m åßíáé Borel ìåôñÞóéìá õðïóýíïëá ôïõX; áöïý ïé fn åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò.

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôá An;m åßíáé áýîïíôá äéüôé, áí x ∈ An;m êáé x 6 y; ôüôå áðü ôïí ïñéóìü

ôùí An;m êáé ôçò {fn}n∈N; Ý÷ïõìå üôé:

fn(y) > fn(x) > qm;

áð' üðïõ y ∈ An;m:

Äåßîáìå óõíåðþò üôé An;m ∈ L(X;6) ãéá êÜèå n;m ∈ N:

Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé:

x 6 y ⇔ �
An;m

(x) 6 �
An;m

(y) ∀n; m ∈ N

ÐñÜãìáôé:

áí x 6 y, ôüôå âÝâáéá �
An;m

(x) 6 �
An;m

(y) ∀n; m ∈ N áöïý ôá An;m åßíáé áýîïíôá.

Áíôßóôñïöá, áí �
An;m

(x) 6 �
An;m

(y) ∀n; m ∈ N; èá äåßîïõìå üôé fn(x) 6 fn(y) ∀n ∈ N;
áð' üðïõ èá Ý÷ïõìå üôé x 6 y.

ÕðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé fn(x) > fn(y) ãéá êÜðïéï n ∈ N: Ôüôå õðÜñ÷åé qm ∈ Q; þóôå:

fn(x) > qm > fn(y);
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé x ∈ An;m åíþ y =∈ An;m; Üôïðï.

ÅðïìÝíùò, áí {E1; E2; :::} åßíáé ìéá áñßèìçóç ôçò ïéêïãÝíåéáò {An;m : n; m ∈ N}; ôüôå ç

áêïëïõèßá {En}∞n=1 éêáíïðïéåß ôï óõìðÝñáóìá.

ÔÝëïò, ï áíôßóôñïöïò éó÷õñéóìüò ôçò Ðñüôáóçò åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôïí ïñéóìü 2.3.

�

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ áýîïíôïò óõíüëïõ, Ý÷ïõìå Üìåóá üôé:

áí x 6 y; ôüôå �
E
(x) 6 �

E
(y) ∀E ∈ L(X;6):

Óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, üôáí ç ðñïäéÜôáîç 6 åßíáé

standard. Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé, óôçí ðåñßðôùóç åíüò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïõ ÷þñïõ

Borel (X;6); ï �−óýíäåóìïò L(X;6) êáèïñßæåé ðëÞñùò ôçí ðñïäéÜôáîç 6; ìå ôçí Ýííïéá üôé

ãéá êÜèå x; y ∈ X éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ �
E
(x) 6 �

E
(y); ∀E ∈ L(X;6):

Äßíïõìå ôþñá ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá standard ðñïäéáôåôáãìÝíùí ÷þñùí Borel:

1. Ï Rn; n > 1; ìå ôçí Borel �-Üëãåâñá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí óõíÞèç ôïðïëïãßá ôïõ, åßíáé

Ýíáò standard ÷þñïò Borel.

Ïñßæïõìå óôïí Rn ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç 6 êáôÜ óõíôåôáãìÝíç:

(x1; :::; xn) 6 (y1; :::; yn) ⇔ xi 6 yi ∀ i = 1; :::; n:

Ç 6 åßíáé standard, áöïý ïé ðñïâïëÝò pri : Rn → R; i = 1; 2; :::n åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò

(ùò óõíå÷åßò) êáé ðñïöáíþò éêáíïðïéïýí:

(x1; :::; xn) 6 (y1; :::; yn) ⇔ pri(x1; :::; xn) 6 pri(y1; :::; yn) ∀ i = 1; :::; n:

ÅðïìÝíùò, ï (Rn;6) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel.

2. ¸óôù 2N ï ÷þñïò üëùí ôùí áêïëïõèéþí ìå üñïõò 0 Þ 1. Ï 2N, åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí Borel

�-Üëãåâñá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí êáñôåóéáíÞ ôïðïëïãßá, åßíáé Ýíáò standard ÷þñïò Borel

(ùò Ðïëùíéêüò ÷þñïò, âë. Ðñïô. 1.18)

Ãéá êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï S ôïõ N, ïñßæïõìå ôçí ìåñéêÞ äéÜôáîç:

(xn)n 6s (yn)n ⇔ xn 6 yn ∀n ∈ S:

Ôüôå, üðùò óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ç ðñïçãïýìåíç ìåñéêÞ äéÜôáîç êáèïñßæåôáé ðëÞñùò

áðü ôéò ðñïâïëÝò

pri : 2N −→ R : (xn)n 7−→ xi; i ∈ S;

êáé óõíåðþò ï (2N;6s) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel, ãéá êÜèå S ⊆ N.
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ÉäéáéôÝñùò, ç ìåñéêÞ äéÜôáîç ðïõ ðñïêýðôåé ãéá S = {2; 4; 6; :::} èá êáëåßôáé Üñôéá ðñïäéÜôáîç
êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå 6a :

¼ðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù (ëÞììá 2.8), ï standard ÷þñïò Borel (2N;6a) ìáò åðéôñÝðåé íá

ôáîéíïìÞóïõìå, õðü ìßáí Ýííïéá, üëïõò ôïõò standard ÷þñïõò Borel.

3. ¸óôù E äéá÷ùñßóéìïò ðñáãìáôéêüò ÷þñïò Banach.

Ï E åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò Ðïëùíéêüò ÷þñïò, ïðüôå êáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï E×R åßíáé

Ðïëùíéêüò ÷þñïò (âë. Ðñïô. 1.18).

¢ñá ï E ×R ìå ôçí óõíÞèç Borel �-Üëãåâñá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá,

åßíáé Ýíáò standard ÷þñïò Borel.

Ïñßæïõìå ôþñá ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç óôïí E × R ùò åîÞò:

(x; t) 6 (y; s) ⇔ ‖y − x‖ 6 s− t;

üðïõ x; y ∈ E êáé t; s ∈ R:
Èá äåßîïõìå üôé ç 6 åßíáé standard. Éóïäýíáìá, èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá áêïëïõèßá

fn : E × R → R Borel ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, þóôå:

(x; t) 6 (y; s) ⇔ fn(x; t) 6 fn(y; s) ∀n ∈ N

Áöïý ï E åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach, ç êëåéóôÞ ìïíáäéáßá óöáßñá SE∗ ôïõ E
∗ åßíáé

w∗-äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò (âë. Èåþñçìá 1.13).

¸óôù ëïéðüí {�n : n ∈ N} Ýíá w∗-ðõêíü õðïóýíïëï ôçò SE∗ :

ÈÝôïõìå fn(x; t) = �n(x) + t; n ∈ N; êáé éó÷õñéæüìáóôå üôé ç áêïëïõèßá (fn)n∈N Ý÷åé ôçí

æçôïýìåíç éäéüôçôá.

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ãéá êÜèå x ∈ E éó÷ýåé:

‖x‖ = sup
n
�n(x):

ÐñÜãìáôé: åö' üóïí ||�n||E∗ 6 1 ∀n ∈ N; Ý÷ïõìå üôé:

sup
n
�n(x) 6 sup

n
|�n(x)| 6 ‖x‖ (2.1)

Ôþñá, áðü ôï Èåþñçìá Hanh-Banach, õðÜñ÷åé x∗ ∈ E∗ ìå ||x∗||
E∗ = 1; þóôå x∗(x) = ||x||:

Åðßóçò, áöïý {�n : n ∈ N}
w∗

= SE∗ ; õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá (�kn)n∈N ôçò (�n)n∈N ìå

�kn
w∗→ x∗:

Ôüôå ||x|| = x∗(x) = lim
n
�kn(x); êáé ëüãù ôçò (2.1) Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

¸ðåôáé üôé ãéá êÜèå (x; t); (y; s) ∈ E × R éó÷ýåé:

fn(x; t) 6 fn(y; s) ∀n ∈ N
⇔ �n(x) + t 6 �n(y) + s ∀n ∈ N
⇔ �n(x− y) 6 s− t ∀n ∈ N
⇔ ‖x− y‖ = sup

n
�n(x− y) 6 s− t

⇔ (x; t) 6 (y; s)

ÅðïìÝíùò, ï (E × R;6) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel.
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4. ¸óôù H äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert êáé Proj(H) ï ÷þñïò üëùí ôùí ðñïâïëþí ôïõ H;

åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí (ó÷åôéêÞ) SOT-ôïðïëïãßá ôïõ B(H):

Åö' üóïí ï H åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, ï ÷þñïò (B(H)1; SOT ) åßíáé Ðïëùíéêüò (âë. Ðñüôáóç

1.35). Åðßóçò, ôï óýíïëï Proj(H) åßíáé SOT-êëåéóôü, äçëáäÞ ï Proj(H) åßíáé êëåéóôüò

õðü÷ùñïò ôïõ (B(H)1; SOT ):

Óõíåðþò, áðü ôçí Ðñüôáóç 1.16 Ý÷ïõìå üôé ï ÷þñïò (Proj(H); SOT ) åßíáé Ðïëùíéêüò, êáé

Üñá standard ÷þñïò Borel.

Èåùñïýìå ôþñá ôçí óõíÞèç ìåñéêÞ äéÜôáîç 6 ðïõ ïñßæåôáé óôï óýíïëï ôùí áõôïóõæõãþí

ôåëåóôþí ôïõ B(H); äçëáäÞ ãéá äýï áõôïóõæõãåßò ôåëåóôÝò T; S éó÷ýåé T 6 S áí, êáé ìüíï

áí, ï ôåëåóôÞò S − T åßíáé èåôéêüò.

Éó÷õñéæüìáóôå üôé ç 6; ðåñéïñéóìÝíç óôï óýíïëï Proj(H); åßíáé ìéá standard ìåñéêÞ

äéÜôáîç.

¸óôù {x1; x2; :::} áñéèìÞóéìï ðõêíü õðïóýíïëï ôïõ H: Ãéá êÜèå n ∈ N; ïñßæïõìå ôçí

óõíÜñôçóç fn : Proj(H) → R ìå

fn(P ) = 〈Pxn; xn〉 ∀ P ∈ Proj(H)

Èá äåßîïõìå üôé êÜèå fn åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, Üñá Borel ìåôñÞóéìç.

¸óôù (Pk)k áêïëïõèßá óôïí Proj(H) êáé P ∈ Proj(H); ìå Pk
SOT−→ P:

Áðü ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz, ãéá êÜèå n; k ∈ N Ý÷ïõìå üôé:

|fn(Pk)− fn(P )| = |〈(Pk − P )xn; xn〉|
6 ‖(Pk − P )xn‖ · ‖xn‖;

üðïõ ||(Pk − P )xn|| → 0 êáèþò k →∞; äéüôé Pk
SOT−→ P:

¸ðåôáé üôé

lim
k
||fn(Pk)− fn(P )|| = 0 ∀n ∈ N

êáé óõíåðþò êÜèå fn åßíáé óõíå÷Þò.

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé:

P 6 Q⇔ fn(P ) 6 fn(Q) ∀n ∈ N:

Áí P 6 Q; ôüôå âÝâáéá fn(P ) 6 fn(Q) ∀n ∈ N; áðü ôïí ïñéóìü ôçò 6 :

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé

〈Pxn; xn〉 6 〈Qxn; xn〉 ∀n ∈ N

Áí x ∈ H êáé (xkn)n åßíáé ìéá õðáêïëïõèßá ôçò (xn)n; ìå xkn → x; ôüôå

〈Px; x〉 = lim
n
〈Pxkn ; xkn〉

6 lim
n
〈Qxkn ; xkn〉 = 〈Qx; x〉;

áð' üðïõ P 6 Q:

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ç 6; ðåñéïñéóìÝíç óôï óýíïëï Proj(H) åßíáé standard, êáé óõíåðþò ï

(Proj(H);6) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel.
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Ïñéóìüò 2.5. ¸óôù (X;6
X
); (Ψ;6

Ψ
) äýï ðñïäéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé Borel.

Ìéá áðåéêüíéóç � : X → Ψ èá ëÝãåôáé order-éóïìïñöéóìüò , áí:

1. ç � åßíáé Ýíáò Borel éóïìïñöéóìüò ôùí áíôßóôïé÷ùí ÷þñùí Borel

2. ç � äéáôçñåß ôéò äéáôÜîåéò, ìå ôçí Ýííïéá üôé:

∀x; y ∈ X; x 6
×
y ⇔ �(x) 6

Ψ
�(y):

Ðñüôáóç 2.6. ¸óôù (X;6
X
); (Ψ;6

Ψ
) äýï standard ðñïäéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé Borel êáé

� : X → Ψ Ýíáò Borel éóïìïñöéóìüò. Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

1. ç � äéáôçñåß ôéò äéáôÜîåéò (êáé Üñá åßíáé order-éóïìïñöéóìüò)

2. ç � åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí �-óõíäÝóìùí L(X;6
X
) êáé L(Ψ;6Ψ); (äçëáäÞ

áðåéêïíßæåé êáé áíôéóôñÝöåé Borel áýîïíôá óýíïëá óå Borel áýîïíôá óýíïëá).

Aðüäåéîç.

(1) ⇒ (2) ¸óôù üôé ãéá êÜèå x; y ∈ X; x 6
X
y ⇔ �(x) 6

Ψ
�(y):

Èá áðïäåßîïõìå üôé �(E) ∈ L(Ψ;6
Ψ
) ãéá êÜèå E ∈ L(X;6

X
):

Êáôáñ÷Þí, ôï �(E) åßíáé Borel ìåôñÞóéìï, äéüôé ç � åßíáé Borel éóïìïñöéóìüò. ÅðéðëÝïí ôï �(E)

åßíáé áýîïí õðïóýíïëï ôïõ Ψ; äéüôé áí x ∈ E êáé �(x) 6
Ψ
�(y); ôüôå x 6

X
y; êáé åö' üóïí ôï E

åßíáé áýîïí, Ý÷ïõìå üôé y ∈ E; êáé Üñá �(y) ∈ �(E):

¼ìïéá áðïäåéêíýïõìå êáé üôé �−1(F ) ∈ L(X;6
X
) ãéá êÜèå F ∈ L(Ψ;6

Ψ
):

(2) ⇒ (1) ¸óôù üôé

L(X;6
X
) = {�−1(F ) : F ∈ L(Ψ;6

Ψ
)} êáé L(Ψ;6

Ψ
) = {�(E) : E ∈ L(X;6

X
)}:

Ôüôå, áöïý ïé äéáôÜîåéò 6
X
; 6

Ψ
åßíáé standard, Ý÷ïõìå üôé:

x 6
Ψ
y ⇔ �

E
(x) 6 �

E
(y) ∀E ∈ L(X;6

X
)

⇔ ��−1(F )(x) 6 ��−1(F )(y) ∀F ∈ L(Ψ;6
Ψ
)

⇔ �
F

(
�(x)

)
6 �

F

(
�(y)

)
∀F ∈ L(Ψ;6

Ψ
)

⇔ �(x) 6
Ψ
�(y)

�

Ïñéóìüò 2.7. ¸óôù (X;6) Ýíáò ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel. ¸íáò Borel õðü÷ùñïò ôïõ

X; ìå ôçí ó÷åôéêÞ ðñïäéÜôáîç ðïõ åðÜãåôáé áðü ôïí X; èá ëÝãåôáé ðñïäéáôåôáãìÝíïò Borel

õðü÷ùñïò ôïõ X:

ËÞììá 2.8. ÊÜèå standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel åßíáé order-éóïìïñöéêüò ìå Ýíáí

ðñïäéáôåôáãìÝíï Borel õðü÷ùñï ôïõ (2N;6á):
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Aðüäåéîç. ¸óôù (X;6) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel. Ôüôå, áöïý ç ðñïäéÜôáîç

6 åßíáé standard, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá {En}∞n=1 óôïí L(X;6); þóôå ãéá êÜèå x; y ∈ X íá éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N

Åðßóçò, åö'üóïí ç Borel äïìÞ ôïõ X åßíáé standard, ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áêïëïõèßá {Fn}n
Borel õðïóõíüëùí ôïõ X; ç ïðïßá ðáñÜãåé ôçí Borel äïìÞ ôïõ X êáé äéá÷ùñßæåé ôá óçìåßá ôïõ

(âë. Ðñüôáóç 1.21).

Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç � : X → 2N; ìå

�(x) = (�
F1

(x); �
E1

(x); �
F2

(x); �
E2

(x); :::):

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ç � åßíáé 1− 1, äéüôé ç (Fn)n äéá÷ùñßæåé ôá óçìåßá ôïõ X:

(áí x 6= y, ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N þóôå x ∈ Fn êáé y =∈ Fn; êáé óõíåðþò �(x) 6= �(y)).

Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé ç � åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

ÅðåéäÞ ï 2N åßíáé 2ïò áñéèìÞóéìïò, åßíáé óáöÝò üôé ç B
(
2N)

ðáñÜãåôáé, ùò �-Üëãåâñá, áðü ôçí

åîÞò õðïâÜóç ôçò êáñôåóéáíÞò ôïðïëïãßáò ôïõ 2N :

{Ck : k = 1; 2; :::} ∪ {Cc
k : k = 1; 2; :::};

üðïõ:

Ck = {(xn)n ∈ 2N : xk = 1}; k ∈ N

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé ç � áíôéóôñÝöåé ôá õðïâáóéêÜ óýíïëá, óå óýíïëá Borel.

ÐñÜãìáôé: ãéá êÜèå k ∈ N Ý÷ïõìå üôé:

�−1(C2k) = {x ∈ X : �(x) ∈ C2k}
= {x ∈ X : �

Ek
(x) = 1} = Ek

êáé
�−1(C2k−1) = {x ∈ X : �(x) ∈ C2k−1}

= {x ∈ X : �
Fk

(x) = 1} = Fk:

Oé ðñïçãïýìåíåò éóüôçôåò äåß÷íïõí üôé �−1(Ck) ∈ B(X) ãéá êÜèå k ∈ N; Üñá êáé �−1(Cc
k) =

X \ �−1(Ck) ∈ B(X); äçëáäÞ ç � åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

Áðü ôï èåþñçìá 1.22 ðñïêýðôåé üôé ôï �(X) åßíáé Borel õðïóýíïëï ôïõ 2N; êáé ç � : X → �(X)

åßíáé Borel éóïìïñöéóìüò.

ÅðéðëÝïí, áðü ôïí ïñéóìü ôçò {En}∞n=1 êáé ôçò Üñôéáò ðñïäéÜôáîçò ôïõ 2N; ãéá êÜèå x; y ∈ X

Ý÷ïõìå üôé:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n = 1; 2; :::

⇔ �(x) 6a �(y)

äçëáäÞ ç � äéáôçñåß ôéò äéáôÜîåéò.

¢ñá ôåëéêÜ, ç � : X → �(X) åßíáé order-éóïìïñöéóìüò, êé áõôü áðïäåéêíýåé ôï æçôïýìåíï. �
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Ïñéóìüò 2.9. ¸óôù X Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé 6 ìéá ðñïäéÜôáîç óôï X. Ãéá êÜèå ìç êåíü

õðïóýíïëï E ôïõ X; ïñßæïõìå ôá óýíïëá:

E+ = {y ∈ X : ∃x ∈ E ìå x 6 y}

êáé

E− = {y ∈ X : ∃x ∈ E ìå y 6 x}

ÅðåéäÞ ç 6 åßíáé áõôïðáèÞò, Ý÷ïõìå üôé E ⊆ E+ êáé E ⊆ E− (êáé Üñá, éäéáéôÝñùò, ôá E+; E−

åßíáé ìç êåíÜ).

Äßíïõìå ôþñá êÜðïéåò éäéüôçôåò ôùí óõíüëùí ôçò ìïñöÞò E+ (ïé áíôßóôïé÷åò èá éó÷ýïõí êáé

ãéá ôá E−).

1. Ôï E+ åßíáé áýîïí, êáé ìÜëéóôá åßíáé ôï ìéêñüôåñï áýîïí óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï E :

Ýóôù x 6 y; ìå x ∈ E+.

Ôüôå, õðÜñ÷åé w ∈ E ìå w 6 x; ïðüôå êáé w 6 y; áöïý ç 6 åßíáé ìåôáâáôéêÞ. ¢ñá y ∈ E+;

äçëáäÞ ôï E+ åßíáé áýîïí.

ÅðéðëÝïí, áí A åßíáé Ýíá áýîïí õðïóýíïëï ôïõ X; ìå E ⊆ A; èá äåßîïõìå üôé E+ ⊆ A:

ÐñÜãìáôé, áí y ∈ E+; ôüôå õðÜñ÷åé x ∈ E ⊆ A ìå x 6 y; êé åö' üóïí ôï A åßíáé áýîïí,

Ýðåôáé üôé y ∈ A:

2. Å áýîïí ⇔ E = E+ (Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí 1ç ðáñáôÞñçóç)

3. E1 ⊆ E2 ⇒ E+
1 ⊆ E+

2

4.
( ⋃
i∈I
Ei

)+
=

⋃
i∈I
E+
i ; áëëÜ ç áíôßóôïé÷ç ó÷Ýóç äåí éó÷ýåé ãéá ôïìÝò (áêüìá êáé ãéá ðåðåñáóìÝíåò).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñéí, óôï R ìå ôçí óõíÞèç äéÜôáîç, èÝôïõìå:

E1 = {0} ∪ [2; 3] êáé E2 = {1} ∪ [3; 4]:

Ôüôå,

E+
1 ∩ E+

2 = [0;+∞) ∩ [1;+∞) = [1;+∞);

åíþ

(E1 ∩ E2)
+ = {3}+ = [3;+∞):

5. Áí (X;6
X
); (Ψ;6

Ψ
) åßíáé äýï standard ðñïäéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé Borel êáé � : X → Ψ Ýíáò

order-éóïìïñöéóìüò, ôüôå: �(E+) = �(E)+ ∀E ⊆ X:

ÐñÜãìáôé:

�(E+) = {�(x) : ∃ y ∈ E ìå y 6
X
x} = {�(x) : ∃ y ∈ E ìå �(y) 6

Ψ
�(x)} = �(E)+:

¼ìïéá, ãéá êÜèå F ⊆ Ψ Ý÷ïõìå üôé: �−1(F+) = �−1(F )+:

6. E+ = pr1
(
G ∩ (X × E)

)
; üðïõ pr1 ç 1ç ðñïâïëÞ ôïõ X ×X êáé G ôï ãñÜöçìá ôçò 6 :
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ËÞììá 2.10. Èåùñïýìå ôïí standard ðñïäéáôåôáãìÝíï ÷þñï Borel (2N;6a) êáé Ýóôù L0(2
N;6a)

ï �-óýíäåóìïò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí ïéêïãÝíåéá:

{∅; 2N} ∪ {C2k : k ∈ N};

üðïõ Ck = {(xn)n ∈ 2N : xk = 1}:
¸óôù � Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí 2N êáé E 6= ∅ Ýíá áýîïí, �-ìåôñÞóéìï

õðïóýíïëï ôïõ 2N (äçëáäÞ ôï E áíÞêåé óôçí ðëÞñùóç B(2N)� ôçò B(2N) ùò ðñïò �).

Ôüôå õðÜñ÷åé F ∈ L0

(
2N;6a

)
; F ⊆ E þóôå �(E \ F ) = 0:

(üðïõ � åßíáé ç ðëÞñùóç ôïõ ìÝôñïõ �)

Aðüäåéîç.

Éó÷õñéóìüò 1 : Áí A êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ 2N; ôüôå êáé ôï A+ åßíáé êëåéóôü.

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ôï ãñÜöçìá G ôçò 6a åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ

2N × 2N:

ÐñÜãìáôé, áðü ôïí ïñéóìü ôçò 6a Ý÷ïõìå:

Gc = {(x; y) ∈ 2N × 2N : ∃ k ∈ N ìå x2k < y2k}
= {(x; y) ∈ 2N × 2N : ∃ k ∈ N ìå x2k = 0 êáé y2k = 1}

=
∞⋃
k=1

(Cc
2k × C2k)

üðïõ ôá óýíïëá Cc
2k × C2k åßíáé áíïéêôÜ óôïí 2N × 2N:

¸ðåôáé üôé ôï G åßíáé êëåéóôü, Üñá êáé ôï óýíïëï G ∩ (2N × A) åßíáé êëåéóôü (åö' üóïí A

êëåéóôü).

Áöïý ôþñá A+ = pr1
(
G ∩ (2N ×A)

)
êáé ç pr1 åßíáé êëåéóôÞ óõíÜñôçóç (âë. Ðñüô. 1.14), Ýðåôáé

üôé ôï A+ åßíáé êëåéóôü.

Éó÷õñéóìüò 2 : Áí K êëåéóôü, áýîïí õðïóýíïëï ôïõ 2N; ôüôå K ∈ L0(2
N;6a):

Áñêåß, éóïäýíáìá, íá äåßîïõìå üôé áí U åßíáé Ýíá áíïéêôü, öèßíïí õðïóýíïëï ôïõ 2N; ôüôå ôï U

áíÞêåé óôïí �-óýíäåóìï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí ïéêïãÝíåéá:

{∅;2N} ∪ {Cc
2k : k ∈ N}:

Ãéá êÜèå n ∈ N êáé ãéá êÜèå 2n−Üäá a = ("1; "2; :::; "2n); üðïõ üëá ôá "i åßíáé 0 Þ 1, èÝôïõìå:

H(a) = {(xn)n ∈ 2N : xi = "i ∀ i = 1; 2; :::; 2n}:

Ôüôå, ç (áñéèìÞóéìç) ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí óõíüëùí H(a); üðïõ a üðùò ðáñáðÜíù, áðïôåëåß âÜóç

ãéá ôçí êáñôåóéáíÞ ôïðïëïãßá ôïõ 2N: ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá {H(ak)}∞k=1 ôÝôïéùí

óõíüëùí, þóôå U =
∞⋃
k=1

H(ak); êáé åö'üóïí ôï U åßíáé öèßíïí, èá éó÷ýåé:

U = U− =
( ∞⋃
k=1

H(ak)
)−

=
∞⋃
k=1

H(ak)
−:

Óõíåðþò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé êÜèå H(a)− áíÞêåé óôïí �-óýíäåóìï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí

ïéêïãÝíåéá {∅;2N} ∪ {Cc
2k : k ∈ N}:

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé:

H(a)− = {(xn)n ∈ 2N : x2 6 "2; x4 6 "4; :::; x2n 6 "2n}:
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ÐñÜãìáôé áí (xn)n ∈ H(a)−; ôüôå õðÜñ÷åé (yn)n ∈ H(a) þóôå (xn)n 6á (yn)n; êáé Üñá

x2 6 y2 = "2; x4 6 y4 = "4; :::; x2n 6 y2n = "2n:

Áðü ôçí Üëëç, áí (xn)n ∈ 2N ìå x2 6 "2; :::; x2n 6 "2n; ôüôå ãéá ôçí áêïëïõèßá

(yn)n = ("1; "2; :::; "2n; 1; 1; :::) ôïõ 2N; åßíáé óáöÝò üôé (yn)n ∈ H(a) êáé (xn)n 6á (yn)n:

Óõíåðþò, (xn)n ∈ H(a)−.

ÅðïìÝíùò ôï H(a)− ãñÜöåôáé:

H(a)− =
n⋂
i=1

{(xn)n ∈ 2N : x2i 6 "2i}:

ÁëëÜ, ãéá êÜèå i = 1; :::; n ðáñáôçñïýìå üôé:

{(xn)n ∈ 2N : x2i 6 "2i} =


Cc

2i; áí "2i = 0;

2N; áí "2i = 1:

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ôï H(a)− áíÞêåé óôïí �-óýíäåóìï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí ïéêïãÝíåéá

{∅;2N} ∪ {Cc
2k : k ∈ N}; êáé áõôü ôåëéêÜ áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü.

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá ôï æçôïýìåíï. Áöïý ï 2N åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò, ôï ìÝôñï � åßíáé êáíïíéêü

(âë. Ðñüô.1.19), êáé óõíåðþò ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áêïëïõèßá {Kn}∞n=1 óõìðáãþí õðïóõíüëùí

ôïõ 2N; þóôå:

Kn ⊆ E ∀n ∈ N êáé �(E \Kn) → 0:

Ãéá êÜèå n ∈ N Ý÷ïõìå üôé K+
n ⊆ E; ãéáôß ôï E åßíáé áýîïí. Åðßóçò, áðü ôïí 1ï éó÷õñéóìü, ôï

K+
n åßíáé êëåéóôü, êáé âÝâáéá áýîïí. ¸ðåôáé üôé K+

n ∈ L0(2
N;6a); ëüãù ôïõ 2ïõ éó÷õñéóìïý.

ÈÝôïõìå: F =
∞⋃
n=1

K+
n : Ôüôå, áðü ôá ðñïçãïýìåíá, Ý÷ïõìå Üìåóá üôé:

F ⊆ E êáé F ∈ L0(2
N;6a);

êáé áðü ôçí ìïíïôïíßá ôïõ �;

�(E \ F ) 6 �(E \K+
n ) 6 �(E \Kn) ∀n ∈ N

áð' üðïõ �(E \ F ) = 0:

�

Ïñéóìüò 2.11. ¸óôù (X;6) Ýíáò ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel, êáém Ýíá èåôéêü, �-ðåðåñáóìÝíï

ìÝôñï Borel óôïí X:

Ôüôå ç ôñéÜäá (X;6;m) èá ëÝãåôáé ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

Åéäéêüôåñá ï (X;6;m) èá ëÝãåôáé standard, áí ï (X;6) åßíáé standard.

Åðåêôåßíïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ áýîïíôïò óõíüëïõ, äßíïíôáò ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

26



Ïñéóìüò 2.12. ¸óôù (X;6;m) Ýíáò ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ êáé E

Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ X.

To E èá ëÝãåôáé m-ó÷åäüí áýîïí (Þ ó÷åäüí áýîïí ùò ðñïò m), áí õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå

m(N) = 0; þóôå:

∀x; y =∈ N; ìå x ∈ E êáé x 6 y; Ýðåôáé üôé y ∈ E:

(äçëáäÞ éóïäýíáìá, ôï E \N åßíáé áýîïí õðïóýíïëï ôïõ X \N).

Ïñßæïõìå Lm(X;6) = {E ∈ B(X) : E m-ó÷åäüí áýîïí}:

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ L(X;6), ç ïéêïãÝíåéá Lm(X;6) åßíáé Ýíáò �-óýíäåóìïò

õðïóõíüëùí ôïõ X. ÌÜëéóôá åßíáé ðñïöáíÝò üôé L(X;6) ⊆ Lm(X;6):

Ïñéóìüò 2.13. ¸óôù X ÷þñïò Borel êáé m Ýíá ìÝôñï Borel óôïí X: Äýï ïéêïãÝíåéåò C; D
Borel õðïóõíüëùí ôïõ X; èá ëÝãïíôáé éóïäýíáìåò modulo m, áí

∀A ∈ C (áíôßóôïé÷á A ∈ D); ∃B ∈ D(áíôßóôïé÷á B ∈ C) þóôå m(A M B) = 0:

ÃñÜöïõìå ôüôå C m∼ D:

¸óôù ôþñá (X;6) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ êáé

E = {En}∞n=1 ìéá áêïëïõèßá óôïí L(X;6), þóôå ãéá êÜèå x; y ∈ X;

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N:

Óõìâïëßæïõìå ìå LE(X;6) ôïí �-óýíäåóìï õðïóõíüëùí ôïõX ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí ïéêïãÝíåéá

E ∪ {∅; X}:

Ìå ôïí ðñïçãïýìåíï óõìâïëéóìü éó÷ýåé ôï áêüëïõèï Èåþñçìá.

Èåþñçìá 2.14. ¸óôù (X;6;m) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

Ôüôå:

LE(X;6)
m∼ L(X;6)

m∼ Lm(X;6):

Aðüäåéîç. ÅðåéäÞ LE(X;6) ⊆ L(X;6) ⊆ Lm(X;6); áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå

B ∈ Lm(X;6) õðÜñ÷åé A ∈ LE(X;6); þóôå m(A M B) = 0:

Åö' üóïí áõôü áíáöÝñåôáé óå óýíïëá ìÝôñïõ 0, êáé áöïý êÜèå �-ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï åßíáé

éóïäýíáìï (äçëáäÞ Ý÷åé ôá ßäéá óýíïëá ìÝôñïõ 0) ì' Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï, ìðïñïýìå íá

õðïèÝóïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ôï m åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

Áðü ôï ëÞììá 2.8, õðÜñ÷åé Ýíáò order-éóïìïñöéóìüò � : X → �(X) ∈ B(2N) ðïõ éêáíïðïéåß:

�(Ek) = C2k ∩ �(X) ∀ k ∈ N;

üðïõ Ck = {(xn)n ∈ 2N : xk = 1} (âë. áðüä. ôïõ ËÞììáôïò 2.8).
ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá ôáõôßóïõìå ôïí X ì' Ýíá Borel õðïóýíïëï ôïõ 2N, ôçí äéÜôáîç 6 ìå ôçí

27



Üñôéá ðñïäéÜôáîç 6a ôïõ 2
N (ðåñéïñéóìÝíç óôïí X) êáé ôá Ek ìå ôá C2k ∩X.

¸óôù ëïéðüí B ∈ Lm(X;6): Ôüôå, õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå:

áí x; y ∈ X \N; ìå x 6 y êáé x ∈ B; ôüôå êáé y ∈ B (2.2)

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, áñêåß íá âñïýìå Ýíá óýíïëï A óôïí �-óýíäåóìï ðïõ ðáñÜãåôáé

áðü ôçí ïéêïãÝíåéá {C2k ∩ ×} ∪ {∅; X}; þóôå m(A M B) = 0:

Åðåêôåßíïõìå ôï ìÝôñï m; óôïí 2N ïñßæïíôáò:

�(S) = m(S ∩X) ∀S ∈ B(2N):

Ôï � åßíáé ðñïöáíþò Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí 2N.

ÈÝôïõìå: B1 = (B \N)+ = {y ∈ 2N : ∃x ∈ B \N ìå x 6 y}:
Ôï B1 åßíáé ðñïöáíþò Ýíá áýîïí õðïóýíïëï ôïõ 2N:

Éó÷õñéæüìáóôå åðéðëÝïí üôé ôï B1 åßíáé �-ìåôñÞóéìï.

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé:

B \N ⊆ B1 ⊆ B ∪N ∪Xc (2.3)

ÐñÜãìáôé: ï ðñþôïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò.

Ãéá ôïí äåýôåñï åãêëåéóìü, Ýóôù y ∈ B1; ïðüôå õðÜñ÷åé x ∈ B \N ìå x 6 y:

Áí õðïèÝóïõìå üôé y =∈ N ∪Xc; äçëáäÞ y ∈ X \N; ôüôå, åðåéäÞ x 6 y êáé x ∈ B \N ⊆ X \N;
áðü ôçí ó÷Ýóç (2.2) ðñïêýðôåé üôé y ∈ B:
¢ñá B1 ⊆ B ∪N ∪Xc:

Ôþñá, ôá B \N; B ∪N ∪Xc ∈ B(2N) êáé

�
(
(B ∪N ∪Xc) \ (B \N)

)
= �(N ∪Xc) = m((N ∪Xc) ∩X) = m(N) = 0;

êáé Üñá ôï B1 åßíáé �−ìåôñÞóéìï.
Áðü ôï ëÞììá 2.10, ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíá óýíïëï A1 óôïí �-óýíäåóìï ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá

C2k (êáé Üñá A1 ∈ B(2N)), ìå A1 ⊆ B1 êáé �(B1 \ A1) = 0; áð' üðïõ:

�(B1) = �(A1) = �(A1): (2.4)

ÈÝôïõìå A = A1 ∩X; êáé èá äåßîïõìå üôé ôï A Ý÷åé ôéò æçôïýìåíåò éäéüôçôåò.

Åßíáé óáöÝò üôé ôïA áíÞêåé óôïí æçôïýìåíï �-óýíäåóìï, êáé ìÝíåé íá äåßîïõìå üôém(A M B) = 0:

Áöïý A1 ⊆ B1 ⊆ B ∪N ∪Xc; Ý÷ïõìå:

m(A \B) = m(A1 ∩Bc ∩X) = �(A1 ∩Bc)

6 �
(
(B ∪N ∪Xc) ∩Bc

)
= �

(
(N \B) ∪Xc

)
1

= �(N \B) 6 �(N) = m(N) = 0

Åðßóçò, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå üôé:

�(B1) = �(B ∪N ∪Xc) = m
(
(B ∪N ∪Xc) ∩X

)
= m(B ∪N);

1äéüôé ôá N \B; Xc åßíáé îÝíá êáé �(Xc) = m(∅) = 0
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êáé åö' üóïí m(N \ A) = 0 Ýðåôáé üôé:

m(B \ A) = m
(
(B \ A) ∪ (N \ A)

)
= m

(
(B ∪N) \ A

)
2

= m(B ∪N)−m(A) = �(B1)−m(A1 ∩X)

= �(B1)− �(A1) = 0

¢ñá ôåëéêÜ,

m(A M B) = m(A \B) +m(B \ A) = 0:

�

Ðüñéóìá 2.15. ¸óôù X Ýíáò standard ÷þñïò Borel, m Ýíá �-ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï Borel óôïí X

êáé 61 ; 62 äýï standard ðñïäéáôÜîåéò óôïí X: Ôüôå, ïé �-óýíäåóìïé Lm(X;61) êáé Lm(X;62)

åßíáé éóïäýíáìïé modulo m áí, êáé ìüíï áí, ïé 61 ; 62 åßíáé éóïäýíáìåò óôï óõìðëÞñùìá åíüò

m-ìçäåíéêïý óõíüëïõ. ÄçëáäÞ:

Lm(X;61)
m∼ Lm(X;62) ⇔ ∃N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå:

∀x; y =∈ N éó÷ýåé x 61 y áí, êáé ìüíï áí, x 62 y:

Aðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ üôé Lm(x;61)
m∼ Lm(X;62):

Ðáñáôçñïýìå ôüôå üôé L(X;61)
m∼ Lm(X;62); áðü ôï Èåþñçìá 2.14.

Áöïý ç 62 åßíáé standard, õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá {Fn}∞n=1 óôïí L(X;62); þóôå ãéá êÜèå x; y ∈ X
íá éó÷ýåé:

x 62 y ⇔ �
Fn

(x) 6 �
Fn

(y) ∀n ∈ N;

êáé óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé En ∈ L(X;61) þóôå m(En M Fn) = 0:

ÈÝôïõìå N1 =
∞⋃
n=1

(En M Fn): Ðñïöáíþò N1 ∈ B(X) êáé m(N1) = 0:

Éó÷õñéæüìáóôå üôé áí x; y =∈ N1 êáé x 61 y; ôüôå x 62 y:

ÐñÜãìáôé: åö' üóïí x =∈ Í1; ãéá êÜèå n ∈ N Ý÷ïõìå üôé x ∈ En ∩Fn Þ x =∈ En ∪Fn; êáé óõíåðþò
�
En

(x) = �
Fn

(x):

¼ìïéá êáé �
En

(y) = �
Fn

(y) ∀n ∈ N:
Áöïý ôþñá x 61 y; êáé ôá En åßíáé 61-áýîïíôá, Ý÷ïõìå üôé:

�
Fn

(x) = �
En

(x) 6 �
Ån

(y) = �
Fn

(y) ∀n ∈ N;

êáé Üñá x 62 y áðü ôïí ïñéóìü ôçò {Fn}n:
Ìå áíÜëïãï ôñüðï âñßóêïõìå N2 ∈ B(X) ìå m(N2) = 0; þóôå áí x; y =∈ N2 êáé x 62 y; ôüôå

x 61 y:

Óõíåðþò, ãéá ôï m-ìçäåíéêü óýíïëï N = N1 ∪N2 Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

Áíôßóôñïöá, õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé óýíïëï N ìå ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò.

¸óôù E ∈ Lm(X;61) êáé N1 ∈ B(X) ìå m(Í1) = 0 þóôå, áí x; y =∈ N1; x ∈ E êáé x 61 y;

ôüôå y ∈ E:

2áöïý A = A1 ∩X ⊆ B1 ∩X
(2:3)

⊆ B ∪N
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ÈÝôïõìå N2 = N ∪N1: Ðáñáôçñïýìå üôé m(N2) = 0 êáé áí x; y =∈ N2; x ∈ E êáé x 62 y; ôüôå

áðü ôéò éäéüôçôåò ôùí N; N1 ðñïêýðôåé üôé y ∈ E: ÅðïìÝíùò E ∈ Lm(X;62):

Äåßîáìå ëïéðüí üôé Lm(X;61) ⊆ Lm(X;62):

ÁíÜëïãá áðïäåéêíýïõìå êáé ôïí áíôßóôñïöï åãêëåéóìü, ïðüôå ôåëéêÜ Ý÷ïõìå üôé

Lm(X;61) = Lm(X;62):

�

Èåþñçìá 2.16. ¸óôù X äéá÷ùñßóéìïò, ôïðéêÜ óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé 6 ìéá ðñïäéÜôáîç

óôïí X; ìå êëåéóôü ãñÜöçìá G:

Ôüôå ï (X;6) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò Borel.

Aðüäåéîç. Åßíáé óáöÝò üôé ï X åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò (âë. ðüñéóìá 1.17), êáé Üñá standard

÷þñïò Borel.

ÅðïìÝíùò ôï ìüíï ðïõ Ý÷ïõìå íá äåßîïõìå åßíáé üôé ç 6 åßíáé standard.

Åö' üóïí ôï Gc åßíáé áíïéêôü êáé ï X åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò, ãéá êÜèå (x; y) ∈ Gc õðÜñ÷ïõí

Kx; Ly óõìðáãåßò ðåñéï÷Ýò ôùí x; y áíôßóôïé÷á, þóôå Kx × Ly ⊆ Gc:

Ôþñá, ç ïéêïãÝíåéá {Kx × Ly : (x; y) ∈ Gc} åßíáé ìéá áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ Gc; êáé Üñá, áöïý ï

X åßíáé ÷þñïò Lindelof3, õðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò {Kn}∞n=1 ; {Ln}∞n=1 óõìðáãþí ðåñéï÷þí ôùí x; y

áíôßóôïé÷á, þóôå:

Gc =
∞⋃
n=1

(Kn × Ln):

ÈÝôïõìå En = L+
n ; n = 1; 2; ::: :

Éó÷õñéóìüò: ÊÜèå En åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X:

Ôï L+
n ãñÜöåôáé:

L+
n = pr1

(
G ∩ (X × Ln)

)
;

üðïõ pr1 ç 1ç ðñïâïëÞ ôïõ X ×X: Èåùñïýìå ôïí ðåñéïñéóìü ôçò pr1 :

pr1|X×Ln : X × Ln → X:

ÅðåéäÞ ï Ln åßíáé óõìðáãÞò ÷þñïò, ç pr1|X×Ln åßíáé êëåéóôÞ óõíÜñôçóç (âë. Ðñüô. 1.14).
ÅðéðëÝïí, ôï G∩ (X ×Ln) åßíáé êëåéóôü óôïí X ×X; Üñá êëåéóôü êáé óôïí X ×Ln: ¸ðåôáé üôé

ôï

En = L+
n = pr1|X×Ln

(
G ∩ (X × Ln)

)
åßíáé êëåéóôü óôïí X:

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé En ∈ L(X;6) ∀n ∈ N:
Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé ãéá êÜèå x; y ∈ X éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N
3Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò áí, êáé ìüíï áí, åßíáé 2ïò áñéèìÞóéìïò áí, êáé ìüíï áí, åßíáé ÷þñïò

Lindelof (äçëáäÞ êÜèå áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ X Ý÷åé áñéèìÞóéìç õðïêÜëõøç) (âë. [7] Ðñüô. 12.44).
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Áí x 6 y, ôüôå �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N äéüôé ôá En åßíáé áýîïíôá.

Áíôßóôñïöá, áí �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N, èá äåßîïõìå üôé x 6 y; äçëáäÞ üôé (y; x) ∈ G:
ÕðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé (y; x) =∈ G; ïðüôå õðÜñ÷åé n ∈ N þóôå y ∈ Kn êáé x ∈ Ln:
Áöïý x ∈ Ln ⊆ En; Ý÷ïõìå üôé êáé y ∈ En = L+

n êáé óõíåðþò õðÜñ÷åé w ∈ Ln þóôå w 6 y:

ÁëëÜ ôüôå (y; w) =∈ Gc; Üôïðï áöïý (y; w) ∈ Kn × Ln:

¢ñá x 6 y êáé ï éó÷õñéóìüò áðåäåß÷èç.

ÅðïìÝíùò ç 6 åßíáé standard áðü ôçí Ðñüôáóç 2.4.

�

2.2 Óýíäåóìïé Õðï÷þñùí

¸óôù H ÷þñïò Hilbert.

Ãéá êÜèå êëåéóôü õðü÷ùñï Ì ôïõ H; óõìâïëßæïõìå ìå P (M) ôçí (ïñèÞ) ðñïâïëÞ åðß ôïõ Ì:

Ç áðåéêüíéóç Ì 7−→ P (M) åßíáé ìéá 1-1 êáé åðß áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôïõ óõíüëïõ ôùí êëåéóôþí

õðï÷þñùí ôïõ H êáé ôïõ óõíüëïõ Proj(H) ôùí ðñïâïëþí ôïõ H:

Ç áíôéóôïé÷ßá áõôÞ ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ôï supremum êáé ôï in�mum äýï ðñïâïëþí, ìÝóù

ôùí áíôßóôïé÷ùí ðñÜîåùí ðïõ ïñßæïíôáé ãéá êëåéóôïýò õðï÷þñïõò (âë.Ïñéóìü 1.36).

¸ôóé, ãéá êÜèå äýï ðñïâïëÝò P = P (M); Q = P (N) ôïõ H; èÝôïõìå:

P ∨Q = P (M ∨ Í) = P (M +N)

êáé P ∧Q = P (M ∧ Í) = P (M ∩N)

Ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðñÜîåéò, ôï óõíïëï Proj(H) ãßíåôáé Ýíáò óýíäåóìïò.

Ìå ôïí üñï óýíäåóìïò ðñïâïëþí, åííïïýìå Ýíá õðïóýíïëï ôïõ Proj(H) êëåéóôü ùò ðñïò ôéò

ðñÜîåéò ∨ êáé ∧ (äçëáäÞ Ýíáí õðïóýíäåóìï ôïõ Proj(H)).

Ïñéóìüò 2.17. ¸óôù H ÷þñïò Hilbert. ¸íáò SOT-êëåéóôüò óýíäåóìïò ðñïâïëþí ôïõ H; ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôïí ìçäåíéêü êáé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ, èá ëÝãåôáé óýíäåóìïò õðï÷þñùí (subspace

lattice).

ÐáñáôçñÞóåéò :

1. ÊÜèå óýíäåóìïò õðï÷þñùí åßíáé ðëÞñçò óýíäåóìïò ðñïâïëþí:

¸óôù L Ýíáò óýíäåóìïò õðï÷þñùí êáé {Pi : i ∈ I} ìéá ïéêïãÝíåéá ðñïâïëþí óôïí L:
Èá äåßîïõìå üôé ∨

i∈I
Pi ∈ L:

Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï F ôïõ I; èÝôïõìå

PF = ∨
i∈F

Pi

Åö' üóïí ï L åßíáé óýíäåóìïò, êÜèå ðñïâïëÞ PF áíÞêåé óôïí L:
Åðßóçò, ∨

i∈I
Pi = ∨{PF : F ⊆ I ðåðåñáóìÝíï}:

Áðü ôçí Üëëç, åýêïëá âëÝðïõìå üôé áí F1; F2 åßíáé ðåðåñáóìÝíá õðïóýíïëá ôïõ I ìå

F1 ⊆ F2; ôüôå PF1 6 PF2 ; äçëáäÞ ôï äßêôõï {PF : F ⊆ I ðåðåñáóìÝíï} åßíáé áýîïí.
¢ñá ∨{PF : F ⊆ I ðåðåñáóìÝíï} = SOT − lim

F
PF :
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ÅðïìÝíùò ∨
i∈I

Pi = SOT − lim
F
PF êáé áöïý ï L åßíáé SOT -êëåéóôüò, Ýðåôáé ôåëéêÜ üôé

∨
i∈I

Pi ∈ L:
¼ìïéá äåß÷íïõìå êáé üôé ∧

i∈I
Pi ∈ L; êáé Üñá ðñÜãìáôé ï L åßíáé ðëÞñçò.

2. ÊÜèå áíáêëáóôéêüò óýíäåóìïò åßíáé óýíäåóìïò õðï÷þñùí:

¸óôù L Ýíáò áíáêëáóôéêüò óýíäåóìïò, äçëáäÞ L = latalgL:
Ôï ìüíï ðïõ Ý÷ïõìå íá äåßîïõìå åßíáé üôé ï L åßíáé SOT-êëåéóôüò.

¸óôù ëïéðüí (Pi)i∈I äßêôõï óôïí L êáé P ðñïâïëÞ ôïõ H ìå Pi
SOT−→ P:

Ãéá êÜèå T ∈ algL Ý÷ïõìå üôé TPi = PiTPi ∀ i ∈ I; äéüôé Pi ∈ L = latalgL:
Áöïý ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ÷ùñéóôÜ (SOT; SOT )-óõíå÷Þò, Ýðåôáé üôé TP = PTP; áð'

üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé P ∈ latalgL = L:

Ôï áðëïýóôåñï ðáñÜäåéãìá óõíäÝóìïõ õðï÷þñùí, åßíáé ðñïöáíþò ôï óýíïëï Proj(H), ãéáôß

åßíáé SOT-êëåéóôü.

Äßíïõìå ôþñá Ýíá äåýôåñï ðáñÜäåéãìá óõíäÝóìïõ õðï÷þñùí.

¸óôù (X;m) ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ. Ãéá êÜèå B ∈ B(X); óõìâïëßæïõìå ìå PB ôïí

ðïëëáðëáóéáóôéêü ôåëåóôÞ M�
B
; äçëáäÞ PBf = f�

B
ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m):

Ðñïöáíþò êÜèå PB åßíáé ðñïâïëÞ ôïõ L2(X;m).

ÅðéðëÝïí, Üìåóá äéáðéóôþíïõìå üôé ç ïéêïãÝíåéá {PB : B ∈ B(X)} åßíáé Ýíá öáóìáôéêü ìÝôñï,

äçëáäÞ éêáíïðïéåß ôá åîÞò:

1. P∅ = 0; PX = I

2. P
∗
B = PB

3. PAPB = PBPA = PA∩B

4. ∀ f ∈ L2(X;m); ç óõíïëï-óõíÜñôçóç

B 7→ 〈PBf; f 〉

åßíáé Ýíá èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí X:

Ðñüôáóç 2.18. Ôï óýíïëï {PB : B ∈ B(X)} åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí.

Aðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé ôï óýíïëï {PB : B ∈ B(X)} åßíáé óýíäåóìïò ðñïâïëþí, äçëáäÞ
êëåéóôü ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ∨ êáé ∧:
¸óôù A; B ∈ B(X):

Åö' üóïí PAPB = PBPA = PA∩B èá Ý÷ïõìå üôé4:

PA ∧ PB = PAPB = PA∩B (2.5)

4áí äýï ðñïâïëÝò P; Q ìåôáôßèåíôáé, ôüôå P ∧Q = PQ = QP:
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Áðü ôçí Üëëç, åðåéäÞ �
A∪B = �

A
+ �

B
− �

A∩B ; åßíáé óáöÝò üôé:

PA∪B = PA + PB − PAPB;

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé5

PA ∨ PB = PA∪B (2.6)

Ïé (2.5) êáé (2.6) äåß÷íïõí áêñéâþò üôé ôï óýíïëï {PB : B ∈ B(X)} åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò

ðñïâïëþí (ðïõ ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ôïí ìçäåíéêü êáé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ ôïõ L2(X;m)).

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ôï {PB : B ∈ B(X)} åßíáé SOT -êëåéóôü.
Åö' üóïí ôï óýíïëï áõôü ðåñéÝ÷åôáé óôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ Üëãåâñá Mm ôïõ (X;m); êáèþò

êáé óôï óýíïëï Proj(H) ôùí ðñïâïëþí ôïõ H (üðïõ ôáMm; P roj(H) åßíáé SOT -êëåéóôÜ), èá

Ý÷ïõìå üôé:

{PB : B ∈ B(X)}
SOT

⊆ Proj(H) ∩Mm (2.7)

ÁëëÜ, áí Ýíáò ðïëëáðëáóéáóôéêüò ôåëåóôÞò Ìf åßíáé ðñïâïëÞ, ôüôå f = f 2 m-ó÷åäüí ðáíôïý,

äçëáäÞ f(x) = 0 Þ 1 m-ó÷åäüí ∀x ∈ X:
Óõíåðþò, èÝôïíôáò A = [f = 1] ∈ B(X); Ýðåôáé üôé f = �

A
m−ó÷åäüí ðáíôïý, áð' üðïõ

Mf = PA:

Óõìðåñáßíïõìå üôé Proj(H) ∩ Mm = {PB : B ∈ B(X)}; êáé Üñá áðü ôçí (2.7) ôï óýíïëï

{PB : B ∈ B(X)} åßíáé SOT -êëåéóôü.
�

Óôá åðüìåíá, èåùñïýìå Ýíáí standard ðñïäéáôåôáãìÝíï ÷þñï �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ

(X;6;m). Óêïðüò ìáò åßíáé íá ïñßóïõìå Ýíáí ìåôáèåôéêü óýíäåóìï õðï÷þñùí ðïõ èá ó÷åôßæåôáé

ìå ôçí ðñïäéÜôáîç ôïõ X.

ÈÝôïõìå: L(X;6;m) = {PE : E ∈ L(X;6)}

Ðñüôáóç 2.19. Ôï óýíïëï L(X;6;m) åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí.

Aðüäåéîç. Ðñïöáíþò ôï óýíïëï L(X;6;m) åßíáé Ýíáò óýíäåóìïò ðñïâïëþí ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí

ìçäåíéêü êáé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ ôïõ L2(X;m); äéüôé ðåñéÝ÷åôáé óôïí óýíäåóìï {PB :

B ∈ B(X)} êáé ï L(X;6) åßíáé óýíäåóìïò õðïóõíüëùí ôïõ X.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï L(X;6;m) åßíáé SOT -êëåéóôü, êáé óõãêåêñéìÝíá

üôé áí (PEn)n åßíáé ìéá áêïëïõèßá6 óôïí L(X;6;m) êáé A ∈ B(X); þóôå PEn
SOT−→ PA; ôüôå

PA ∈ L(X;6;m):7

5PQ = QP áí, êáé ìüíï áí, ï ôåëåóôÞò P +Q−PQ åßíáé ðñïâïëÞ áí, êáé ìüíï áí P ∨Q = P +Q−PQ (âë.

[5] Ðñüô. 2.5.7 êáé 2.5.9)
6Èõìßæïõìå üôé ç SOT-ôïðïëïãßá ôçò B(L2(X;m))1 åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìç, äéüôé ï L2(X;m) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò

÷þñïò Hilbert (âë.Ðñüô. 1.35).
7áöïý L(X;6;m) ⊆ {PB : B ∈ B(X)}; üðïõ ôï 2o óýíïëï åßíáé SOT -êëåéóôü, ç (PEn)n èá óõãêëßíåé

áíáãêáóôéêÜ óå ìéá ðñïâïëÞ PA; A ∈ B(X)
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¸óôù f ìéá ãíçóßùò èåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ L2(X;m):8 Áðü ôçí õðüèåóç, Ý÷ïõìå üôé:

‖PEnf − PAf‖2 → 0:

Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé:

‖PEnf − PAf‖
2

2
=

∫
X

|(�
En

(x)− �
A
(x))f(x)|2 dm(x) =

∫
X

�
AMEn

(x)|f(x)|2 dm(x)

=

∫
AMEn

|f(x)|2 dm(x) = �(A M En);

üðïõ � ôï (èåôéêü) ìÝôñï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

�(B) =

∫
B

|f(x)|2 dm(x) ∀B ∈ B(X)

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé �(A M En) → 0:Èåùñþíôáò, áí ÷ñåéÜæåôáé, ìéá õðáêïëïõèßá, ìðïñïýìå

íá õðïèÝóïõìå üôé �(A M En) <
1
2n

∀n ∈ N :

ÈÝôïõìå E = lim sup
n

En =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ek :

Ðñïöáíþò E ∈ L(X;6): ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå n ∈ N Ý÷ïõìå üôé:

�(E \ A) 6 �
( ∞⋃
k=n

(Ek \ A)
)

6
∞∑
k=n

�(Ek \ A)

6
∞∑
k=n

�(Ek M A) 6
∞∑
k=n

1
2k

=
1

2n−1
;

êáé Üñá �(E \ A) = 0:

ÁíÜëïãá Ý÷ïõìå êáé üôé:

�(A \ E) 6 �
( ∞⋃
k=n

(A \ Ek)
)

6
∞∑
k=n

�(A \ Ek)

6
∞∑
k=n

1
2k

=
1

2n−1
;

ïðüôå êáé �(A \ E) = 0:

¸ðåôáé üôé �(A M E) = �(A \ E) + �(E \ A) = 0; äçëáäÞ

∫
AME

|f(x)|2 dm(x) = 0:

Åö' üóïí ôþñá ç f åßíáé ãíÞóéá èåôéêÞ, Ý÷ïõìå üôé m(A M E) = 0; êáé Üñá �
A

= �
E
m-ó÷åäüí

ðáíôïý.

ÅðïìÝíùò PA = PE ∈ L(X;6;m): �

8áöïý ï X åßíáé �-ðåðåñáóìÝíïò, õðÜñ÷åé (Xn)n ìåôñÞóéìç äéáìÝñéóç ôïõ X; þóôå

m(Xn) <∞ ∀n ∈ N: Ïñßæïõìå f =
( ∞∑
n=1

1
n2

�
Xn

m(Xn)

)1=2
: Ãéá êÜèå x ∈ X; õðÜñ÷åé ìïíáäéêü n ∈ N

þóôå x ∈ Xn; Üñá f(x) =
(

1
n2m(Xn)

)1=2
êáé ç f åßíáé ãíçóßùò èåôéêÞ. ÅðéðëÝïí áðü ôï èåþñçìá

Beppo-Levi,
∫
X

|f |2 dm =
∞∑
n=1

∫
X

1
n2

�
Xn

m(Xn)dm =
∞∑
n=1

1
n2 <∞; äçëáäÞ f ∈ L2(X;m):
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Èåþñçìá 2.20. ¸óôù E = {E1; E2; :::} ìéá áêïëïõèßá Borel õðïóõíüëùí ôïõ X; êáé L
(
(PEn)n

)
ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá {PEn : n ∈ N}: Ôüôå:

L
(
(PEn)n

)
= L(X;6;m)

áí, êáé ìüíï áí, õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå:

∀x; y =∈ N; x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N:

Aðüäåéîç. Ïñßæïõìå ìéá äåýôåñç ðñïäéÜôáîç óôïí X; ùò åîÞò:

x 61 y ⇔ �En(x) 6 �En(y) ∀n ∈ N:

Åßíáé óáöÝò üôé ç 61 åßíáé standard êáé üôé En ∈ L(X;61) ∀n ∈ N:
¸óôù ôþñá LE ï �-óýíäåóìïò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá E :
Éó÷õñéæüìáóôå üôé:

{PE : E ∈ LE} = L
(
(PEn)n

)
= L(X;61 ;m):

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé:{PE : E ∈ LE} ⊆ L
(
(PEn)n

)
; ãéáôß ï L

(
(PEn)n

)
åßíáé ðëÞñçò

óýíäåóìïò ðñïâïëþí (âë. ðáñáôÞñçóç 1 ðáñáðÜíù).

Åðßóçò, ãéá êÜèå n ∈ N Ý÷ïõìå üôé PEn ∈ L(X;61 ;m); êáé óõíåðþò L
(
(PEn)n

)
⊆ L(X;61 ;m):

Áðü ôçí Üëëç, áðü ôï Èåþñçìá 2.14, ãéá êÜèå A ∈ L(X;61); õðÜñ÷åé B ∈ LE ; þóôå
m(B M A) = 0; éóïäýíáìá PA = PB:

ÅðïìÝíùò, L(X;61 ;m) ⊆ {PE : E ∈ LE} êáé óõíäõÜæïíôáò ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå ôï

æçôïýìåíï.

¢ñá áñêåß íá äåßîïõìå üôé

L(X;61 ;m) = L(X;6;m)

áí, êáé ìüíï áí, õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå:

∀x; y =∈ N; x 6 y ⇔ x 61 y:

ÁëëÜ ç óõíèÞêç L(X;6;m) = L(X;62 ;m) åßíáé ðñïöáíþò éóïäýíáìç ìå ôçí

L(X;6)
m∼ L(X;62);

êáé åðïìÝíùò ôï óõìðÝñáóìá ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï Ðüñéóìá 2.15.

�

Óôï åîÞò áí P åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ðñïâïëþí ó' Ýíáí ÷þñï Hilbert H, èá óõìâïëßæïõìå ìå

L(P) ôïí óýíäåóìï õðï÷þñùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí P :
ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå áêïëïõèßá E = (En)n óôçí B(X); èá óõìâïëßæïõìå ìå LE ôïí �-óýíäåóìï

õðïóõíüëùí ôïõ X ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí E ; êáé ìå L
(
(PEn)n

)
ôïí óýíäåóìï õðï÷þñùí ðïõ

ðáñÜãåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá ðñïâïëþí (PEn)n:
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ÐáñáôÞñçóç 2.21. Ãíùñßæïõìå üôé üôáí ç ðñïäéÜôáîç 6 åßíáé standard, ìðïñïýìå ðÜíôïôå íá

âñïýìå ìéá áêïëïõèßá E = (En)n óôïí L(X;6); þóôå:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N :

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá, éó÷ýåé ôüôå:

L(X;6;m) = L
(
(PEn)n

)
= {PE : E ∈ LE}:

Õðåíèõìßæïõìå üôé êÜèå óýíïëï ðñïâïëþí (åéäéêüôåñá êÜèå óýíäåóìïò õðï÷þñùí) åßíáé ìåñéêþò

äéáôåôáãìÝíï ùò ðñïò ôçí ó÷Ýóç:

P 6 Q ⇔ ï Q− P åßíáé èåôéêüò:

Óôï åðüìåíï Ðüñéóìá óõó÷åôßæïõìå ôçí ìåñéêÞ äéÜôáîç ôïõ L(X;6;m) ìå ôçí ðñïäéÜôáîç ôïõX.

Ðüñéóìá 2.22. Ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí L(X;6;m) åßíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíïò áí, êáé ìüíï áí,

ç 6 åðÜãåé ìéá ïëéêÞ ðñïäéÜôáîç óôï óõìðëÞñùìá åíüò óõíüëïõ ìÝôñïõ 0.

Aðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå áñ÷éêÜ üôé ç ìåñéêÞ äéÜôáîç ôïõ L(X;6;m) åßíáé ïëéêÞ.

Èåùñïýìå ìéá áêïëïõèßá {En}∞n=1 óôïí L(X;6); þóôå ç (PEn)n åßíáé SOT -ðõêíÞ óôïí

L(X;6;m) 9.

Ãéá êÜèå n ∈ N; èÝôïõìå Fn =
⋃
{Ek : PEk 6 PEn}:

Ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå Fn åßíáé áýîïí õðïóýíïëï ôïõ X, äéüôé ôá En åßíáé áýîïíôá.

ÅðïìÝíùò Fn ∈ L(X;6) ∀n ∈ N:
Åðßóçò, ç áêïëïõèßá {Fn}∞n=1 åßíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíç (ìå ôçí ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé).

ÐñÜãìáôé: ãéá êÜèå n; m ∈ N ìå n 6= m; áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé PEn 6 PEm Þ PEm 6 PEn :

Ôüôå Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á üôé Fn ⊆ Fm Þ Fm ⊆ Fn, áðü ôïí ïñéóìü ôùí Fn:

Ðáñáôçñïýìå áêüìá üôé PEn = PFn ∀n ∈ N; áöïý:

PFn = P∪{Ek:PEk6PEn} = ∨{PEk : PEk 6 PEn} 6 PEn ;

áëëÜ êáé PEn 6 PFn ; äéüôé En ⊆ Fn:

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ç (PFn)n åßíáé SOT-ðõêíÞ óôïí L(X;6;m); êáé óõíåðþò ðáñÜãåé ôïí

L(X;6;m) ùò óýíäåóìï õðï÷þñùí.

¢ñá, áðü ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá, õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå

∀x; y =∈ N; x 6 y ⇔ x 61 y; (2.8)

üðïõ 61 åßíáé ç standard ðñïäéÜôáîç:

x 61 y ⇔ �
Fn

(x) 6 �
Fn

(y) ∀n ∈ N:

Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé ç 61 åßíáé ïëéêÞ ðñïäéÜôáîç óôïí X:

ÐñÜãìáôé: áí õðïèÝóïõìå üôé x 661 y êáé y 661 x ãéá êÜðïéá x; y ∈ X; ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò

9åðåéäÞ ï (B
(
L2(X;m)

)
1
; SOT ) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò, ï õðü÷ùñïò L(X;6;m) åßíáé SOT -

äéá÷ùñßóéìïò.
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61 õðÜñ÷ïõí n; m ∈ N; þóôå ôá Fn; Fm äéá÷ùñßæïõí ôá x; y: Áõôü üìùò Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå

ôï ãåãïíüò üôé ç {Fn}∞n=1 åßíáé ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíç.

¢ñá áðü ôçí (2.8) ðñïêýðôåé üôé ç 6 åßíáé ïëéêÞ óôï N c:

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé õðÜñ÷åé óýíïëï N üðùò ðáñáðÜíù.

Ãéá êÜèå E; F ∈ L(X;6); ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé:PE 6 PF Þ PF 6 PE:

Áõôü éóïäõíáìåß ìå PE∩F = PE PF = PE Þ PÅ∩F = PF ; äçëáäÞ ìå:

m(F \ E) = 0 Þ m(E \ F ) = 0:

ÕðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé m(E \ F ) > 0 êáé m(F \ E) > 0:

Åö' üóïí m(N) = 0; Ý÷ïõìå üôé:

m((E \ F ) \N) = m(E \ F ) > 0;

êáé óõíåðþò õðÜñ÷åé x ∈ (E \ F ) \N:
¼ìïéá, õðÜñ÷åé y ∈ (F \ E) \N:
Åö' üóïí x; y =∈ N êáé ç 6 åßíáé ïëéêÞ óôï N c; èá Ý÷ïõìå üôé: x 6 y Þ y 6 x:

ÁëëÜ áí x 6 y; ôüôå, áöïý x ∈ E êáé ôï E åßíáé áýîïí, Ýðåôáé üôé y ∈ E; Üôïðï.
Ïìïßùò êáé áí y 6 x:

Óõíåðþò, m(E \ F ) = 0 Þ m(F \ E) = 0; áð' üðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

�

Ðüñéóìá 2.23. Ï L(X;6;m) åßíáé óõìðëçñùìáôéêüò óýíäåóìïò áí, êáé ìüíï áí, ç 6 åðÜãåé

ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óõìðëÞñùìá åíüò óõíüëïõ ìÝôñïõ 0.

Aðüäåéîç. ¸óôù üôé ï L(X;6;m) åßíáé óõìðëçñùìáôéêüò óýíäåóìïò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí {PB : B ∈ B(X)} áðïôåëåß Üëãåâñá Boole10 (äçëáäÞ

åßíáé Ýíáò åðéìåñéóôéêüò, óõìðëçñùìáôéêüò óýíäåóìïò), ïðüôå êÜèå ðñïâïëÞ PB Ý÷åé ìïíáäéêü

óõìðëçñùìáôéêü óôïé÷åßï, ôçí ðñïâïëÞ PBc :

Áöïý ëïéðüí ï L(X;6;m) åßíáé óõìðëçñùìáôéêüò õðïóýíäåóìïò ôïõ {PB : B ∈ B(X)}; Ýðåôáé
üôé PEc ∈ L(X;6;m) ∀E ∈ L(X;6;m):

¸óôù ôþñá {En}∞n=1 áêïëïõèßá óôïí L(X;6); þóôå ç (PEn)n åßíáé SOT-ðõêíÞ óôïí L(X;6;m):

Èåùñïýìå ôçí áêïëïõèßá E = {E1; E
c
1; E2; E

c
2; :::} êáé ôçí standard äéÜôáîç:

x 61 y ⇔ �
E
(x) 6 �

E
(y) ∀E ∈ E :

Ç 61 åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X; äéüôé:

x 61 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) êáé �
E
c
n
(x) 6 �

E
c
n
(y) ∀n ∈ N

⇔ �
E
c
n
(y) 6 �

E
c
n
(x) êáé �

En
(y) 6 �

En
(x) ∀n ∈ N

⇔ y 61 x

10ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí PA ∨ PB = PA∩B ; êé åö' üóïí ç �-Üëãåâñá B(X) åßíáé óýíäåóìïò ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ∪
êáé ∩.
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Åðßóçò, ç áêïëïõèßá {PE : E ∈ E} åßíáé SOT-ðõêíÞ óôïí L(X;6;m); êáé Üñá ðáñÜãåé ôïí

L(X;6;m) ùò óýíäåóìï õðï÷þñùí.

¢ñá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.20, õðÜñ÷åéN ∈ B(X) ìåm(N) = 0; þóôå ïé6; 61 íá ôáõôßæïíôáé

óôï N c; êáé åðïìÝíùò ç 6 åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï N c:

Áíôßóôñïöá, õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé óýíïëï N üðùò ðñïçãïõìÝíùò, êáé Ýóôù E ∈ L(X;6):

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé PEc ∈ L(X;6;m):

Ðáñáôçñïýìå üôé Ec ∈ Lm(X;6):

ÐñÜãìáôé: Ýóôù x; y =∈ N; ìå x 6 y êáé x ∈ Ec: Ôüôå êáé y 6 x áðü ôçí õðüèåóç, êáé åö' üóïí

ôï E åßíáé áýîïí êáé x =∈ E; Ýðåôáé üôé êáé y =∈ E; äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.14, õðÜñ÷åé A ∈ L(X;6) þóôå m(A M Ec) = 0; áð' üðïõ

Ýðåôáé üôé PEc = PA ∈ L(X;6;m): �

Ðñüôáóç 2.24. ¸óôù H1; H2 äýï ÷þñïé Hilbert êáé U : H1 → H2 Ýíáò ïñèïìïíáäéáßïò

ôåëåóôÞò. Ôüôå:

(i) ãéá êÜèå ìåôáèåôéêü óýíäåóìï õðï÷þñùí L óôïí B(H1); ôï óýíïëï ULU−1 åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò

óýíäåóìïò õðï÷þñùí óôïí B(H2):

(ii) ãéá êÜèå ìåôáèåôéêÞ ïéêïãÝíåéá ðñïâïëþí P ⊆ B(H1) éó÷ýåé: L(UPU−1) = UL(P)U−1.

Aðüäåéîç. Åßíáé óáöÝò üôé ôï ULU−1 åßíáé Ýíá ìåôáèåôéêü óýíïëï ðñïâïëþí ôïõ B(H2); ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôïí ìçäåíéêü êáé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ (áðü ôéò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò ôïõ L).
Äåß÷íïõìå üôé ôï ULU−1 åßíáé óýíäåóìïò.

¸óôù P; Q ∈ L:
Èá äåßîïõìå üôé ôï supremum êáé ôï infimum ôùí ðñïâïëþí UPU−1; UQU−1 áíÞêïõí óôï

ULU−1.

ÐñÜãìáôé, ëüãù ôçò ìåôáèåôéêüôçôáò11 êé åö' üóïí P ∨Q; P ∧Q ∈ L; Ý÷ïõìå üôé:

(UPU−1) ∨ (UQU−1) = UPU−1 + UQU−1 − (UPU−1)(UQU−1)

= U(P +Q− PQ)U−1 = U(P ∨Q)U−1

êáé (UPU−1) ∧ (UQU−1) = (UPU−1)(UQU−1) = UPQU−1 = U(P ∧Q)U−1.

Ïé ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò áðïäåéêíýïõí ôï æçôïýìåíï.

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ï ULU−1 åßíáé SOT -êëåéóôüò óôïí B(H2).

¸óôù (Pi)i∈I äßêôõï óôïí L êáé P ìéá ðñïâïëÞ ôïõ B(H2); þóôå UPiU
−1 SOT−→ P:

Èá äåßîïõìå üôé P ∈ ULU−1.

Ãéá êÜèå x ∈ H1 Ý÷ïõìå üôé:

||Pix− U−1PUx||1 = ||U−1(UPiU
−1)Ux− U−1PUx||1

= ||U−1(UPiU
−1 − P )Ux||1

6 ||(UPiU−1 − P )Ux||2

üðïõ ||(UPiU−1)− P )Ux||2 → 0 äéüôé UPiU
−1 SOT−→ P:

ÅðïìÝíùò Pi
SOT−→ U−1PU; êé åö' üóïí ï L åßíáé SOT -êëåéóôüò, óõìðåñáßíïõìå üôé U−1PU ∈ L;

11èõìßæïõìå üôé áí äýï ðñïâïëÝò P; Q ìåôáôßèåíôáé, ôüôå P ∧Q = PQ êáé P ∨Q = P +Q− PQ
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Üñá P ∈ ULU−1:

(ii) Áðü ôçí ó÷Ýóç UPU−1 ⊆ UL(P)U−1 Ý÷ïõìå Üìåóá üôé:

L(UPU−1) ⊆ UL(P)U−1;

áöïý áðü ôï (i) ôï óýíïëï UL(P)U−1 åßíáé óýíäåóìïò õðï÷þñùí (ìÜëéóôá ìåôáèåôéêüò, äéüôé ç

P åßíáé ìåôáèåôéêÞ).

Ãéá ôçí áíôßóôñïöç ó÷Ýóç, áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êÜèå P ∈ P ãñÜöåôáé: P = U−1(UPU−1)U;

üðïõ ðñïöáíþò UPU−1 ∈ L(UPU−1):

ÅðïìÝíùò, P ⊆ U−1L(UPU−1)U; áð' üðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. �

ÐáñáôÞñçóç 2.25. Ç ðñïçãïýìåíç Ðñüôáóç éó÷ýåé êáé ÷ùñßò ôçí õðüèåóç ôçò ìåôáèåôéêüôçôáò.

ÐñÜãìáôé: ãéá ôï (i) áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:

UP (M)U−1 = P (U(M));

üðïõM êëåéóôüò õðü÷ùñïò ôïõ H1 êáé P (M); P (U(M)) ïé ðñïâïëÝò óôïõòM;U(M) áíôßóôïé÷á.

¢ñá, áí P = P (M); Q = P (N) åßíáé äýï ðñïâïëÝò óôïí L; ôüôå:

(UPU−1) ∧ (UQU−1) = P (U(M ∩N)) = UP (M ∩N)U−1 = U(P ∧Q)U−1

êáé (UPU−1) ∨ (UQU−1) = P (U(M +N)) = UP (M +N)U−1 = U(P ∨Q)U−1.

Ç áðüäåéîç ôïõ (ii) åßíáé üìïéá.

Ïñéóìüò 2.26. Äýï ðñïäéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ (X;6
X
;m); (Ψ;6

Ψ
; n) èá

ëÝãïíôáé éóüìïñöïé, áí õðÜñ÷ïõí M ∈ B(X); N ∈ B(Ψ); ìå m(N) = n(N) = 0; êáé Ýíáò order-

éóïìïñöéóìüò � : M c → N c; þóôå ôá �∗m; n åðÜãïõí éóïäýíáìá ìÝôñá óôï N c (äçëáäÞ, ãéá

êÜèå B ∈ B(N c) éó÷ýåé: �∗m(B) = m
(
�−1(B)

)
= 0 ⇔ n(B) = 0):

Èåþñçìá 2.27. ¸óôù (X;6
X
;m); (Ψ;6

Ψ
; n) äýï standard ðñïäéáôåôáãìÝíïé ÷þñïé ó-ðåðåñáóìÝíïõ

ìÝôñïõ. Áí ïé (X;6
X
;m); (Ψ;6

Ψ
; n) åßíáé éóüìïñöïé, ôüôå ïé åðáãüìåíïé óýíäåóìïé õðï÷þñùí

L(X;6
X
;m) êáé L(Ψ;6

Ψ
; n) åßíáé ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïé, äçëáäÞ õðÜñ÷åé Ýíáò ïñèïìïíáäéáßïò

ôåëåóôÞò U : L2(X;m) → L2(Ψ; n), þóôå:

UL(X;6
X
;m)U−1 = L(Ψ;6

Ψ
; n)

Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôï åîÞò:

ËÞììá 2.28. ¸óôù (X;6;m) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ,

êáé A ∈ B(X) ìå m(Ac) = 0:

Áí 60 åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôçò ðñïäéÜôáîçò ôïõ X óôï A êáé m0 ï ðåñéïñéóìüò ôïõ m óôï A,

ôüôå ïé óýíäåóìïé õðï÷þñùí L(X;6;m), L(Á;60 ;m0) åßíáé ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïé.
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Aðüäåéîç. Åßíáé óáöÝò üôé ï (A;60 ;m0) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò

ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

¸óôù {En}∞n=1 áêïëïõèßá óôïí L(X;6) þóôå:

∀x; y ∈ X; x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N:

Ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá ôçí áêïëïõèßá {En ∩ A}∞n=1 éó÷ýïõí ôá åîÞò;

En ∩ A ∈ L(A;60) ∀n ∈ N

êáé ∀x; y ∈ Á; x 60 y ⇔ �
En∩Á

(x) 6 �
En∩A

(y) ∀n ∈ N:
Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáôÞñçóç (2.21) Ý÷ïõìå üôé:

L(X;6;m) = L((PEn)n)

êáé L(X;60 ;m0) = L((PEn∩A)n)

(üðïõ ïé PEn∩A èåùñïýíôáé ùò ðñïâïëÝò ôïõ B(L2(A;m0)):

Ïñßæïõìå
V : L2(X;m) → L2(A;m0)

f 7→ f |
A

äçëáäÞ (V f)(x) = f(x) m0-ó÷åäüí ∀x ∈ A:
Åö' üóïí m(Ac) = 0 êáé ôá m;m0 ôáõôßæïíôáé óôçí �-Üëãåâñá B(A); ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m)

Ý÷ïõìå üôé: ∫
X

|f(x)|2dm(x) =

∫
A

|f(x)|2dm(x) =

∫
A

| f |
A
(x)|2dm0(x)

ÅðïìÝíùò, ï V åßíáé Ýíáò êáëÜ ïñéóìÝíïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò, ìÜëéóôá éóïìåôñßá.

Åðßóçò, åßíáé óáöÝò üôé ï V åßíáé åðß (êÜèå g ∈ L2(A;m0) åðåêôåßíåôáé óå ìéá ìïíáäéêÞ, m-ó÷åäüí

ðáíôïý, óõíÜñôçóç ḡ ∈ L2(X;m); èÝôïíôáò ḡ|
Ac

= 0).

¸ðåôáé ëïéðüí üôé ï V åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò.

Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé V L(X;6;m)V −1 = L(A;60 ;m0):

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå E ∈ B(X); éó÷ýåé: V PEV
−1 = PE∩A:

ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:

(V PE)f = V (f�
E
) = f |

A
·�

E∩Á = (P
E∩AV )f

Ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ðñüôáóç 2.24 âëÝðïõìå üôé:

V L(X;6;m)V −1 = L({V PEnV −1 : n ∈ N})
= L({V PEn∩A : n ∈ N}) = L(A;60 ;m0)

�

Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.27. Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, áñêåß íá äåßîïõìå üôé

ïé óýíäåóìïé õðï÷þñùí L(M c;6
Mc ;m0) êáé L(N c;6

Nc
; n0) åßíáé ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïé.

Éóïäýíáìá, áëëÜæïíôáò ôïí óõìâïëéóìü, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí ïñèïìïíáäéáßá éóïäõíáìßá
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ôùí L(X;6
X
;m); L(Ψ;6

Ψ
; n); èåùñþíôáò üôé M = N = ∅ êáé üôé õðÜñ÷åé order-éóïìïñöéóìüò

� : X → Ψ; þóôå ôá ìÝôñá �∗m êáé n íá Ý÷ïõí ôá ßäéá óýíïëá ìÝôñïõ 0.

¸óôù w = d�∗m
dn

ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym ôïõ �∗m ùò ðñïò n:(Ç w ðáßñíåé ôéìÝò óôï [0;∞);

áöïý ôï n åßíáé �-ðåðåñáóìÝíï, âë. èåþñçìá 1.5)

Ïñßæïõìå ôïí ôåëåóôÞ:
U : L2(X;m) −→ L2(Ψ; n)

f 7−→ w1=2(f ◦ �−1)

äçëáäÞ (Uf)(y) = w(y)1=2f
(
�−1(y)

)
n-ó÷åäüí ∀ y ∈ Ψ:

Áðü ôá ÈåùñÞìáôá 1.4, 1.11, ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå üôé:∫
Ψ

|w1=2(f ◦ �−1)|2dn =

∫
Ψ

w(|f |2 ◦ �−1) dn =

∫
Ψ

|f |2 ◦ �−1d�∗m

=

∫
�−1(Ψ)

(|f |2 ◦ �−1) ◦ � dm =

∫
X

|f |2dm

Ç ôåëåõôáßá äåß÷íåé üôé ï U åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò, ìÜëéóôá éóïìåôñßá.

ÅðéðëÝïí, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ßäéá ÈåùñÞìáôá, åýêïëá âëÝðïõìå üôé ãéá êÜèå g ∈ L2(Ψ; n); ç

óõíÜñôçóç f = (gw−1=2) ◦ � áíÞêåé óôïí L2(X;m) êáé éêáíïðïéåß Uf = g; äçëáäÞ ï U åßíáé åðß.

Óõíåðþò ï U åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò.

¸óôù ôþñá h ∈ L∞(X;m); ïðüôå õðÜñ÷åé a > 0 þóôå

m({x ∈ X : |h(x)| > a}) = 0:

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ �∗m Ý÷ïõìå:

�∗m({y ∈ Ψ : |(h ◦ �−1)(y)| > a}) = m
(
�−1({y ∈ Ψ : |(h ◦ �−1)(y)| > a})

)
= m({x ∈ X : |h(x)| > a}) = 0;

êáé Üñá n({y ∈ Ψ : |(h ◦ �−1)(y)| > a})) = 0; áöïý ôá ìÝôñá �∗m; n åßíáé éóïäýíáìá.

Óõìðåñáßíïõìå üôé h ◦ �−1 ∈ L∞(Ψ; n).

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:

(UMh)(f) = U(fh) = w1=2
(
(fh) ◦ �−1

)
= w1=2(f ◦ �−1)(h ◦ �−1)

= Mh◦�−1

(
w1=2(f ◦ �−1)

)
=

(
Mh◦�−1U

)
(f);

êáé åðïìÝíùò UMhU−1 = Mh◦�−1 ∀h ∈ L∞(X;m):

ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå E ∈ B(X) éó÷ýåé:

UPEU−1 = M�
E
◦�−1 = M�

�(E)
= P�(E):

Ôþñá, áðü ôçí ðñüôáóç 2.6, Ý÷ïõìå üôé E ∈ L(X;6
X
) ⇔ �(E) ∈ L(Ψ;6

Ψ
); ãéáôß ï � åßíáé

order-éóïìïñöéóìüò.

¢ñá,

UL(X;6
X
;m)U−1 = {UPEU−1 : E ∈ L(X;6

X
)} = {P�(E) : E ∈ L(X;6

X
)}

= {PF : F ∈ L(Ψ;6
Ψ
)} = L(Ψ;6

Ψ
; n);
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êáé áõôü áðïäåéêíýåé ôï æçôïýìåíï.

Èá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé êÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ äñá ó' Ýíáí äéá÷ùñßóéìï

÷þñï Hilbert, åßíáé ôçò ìïñöÞò L(X;6;m); üðïõ ç ôñéÜäá (X;6;m) ′′åßíáé′′ Ýíáò êáôÜëëçëïò

standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ìÝôñïõ.

×ñåéáæüìáóôå ðñþôá ôï åîÞò ËÞììá:

ËÞììá 2.29. ÊÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðåñéÝ÷åôáé óå ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ

Üëãåâñá von Neumann.

Aðüäåéîç. ¸óôù L Ýíáò ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí.

Èá åöáñìüóïõìå ôï ËÞììá ôïõ Zorn óôçí ïéêïãÝíåéá E üëùí ôùí ìåôáèåôéêþí áëãåâñþí von

Neumann ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôïí L (ìå ìåñéêÞ äéÜôáîç ôçí ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé).

Ç E åßíáé ìç êåíÞ, áöïý ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ôçí Üëãåâñá von Neumann L′′
ðïõ ðáñÜãåôáé áðü

ôïí L:
¸óôù {Ri : i ∈ I} Ýíá ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï ôçò E .
Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ôï óýíïëï

⋃
i∈I
Ri åßíáé ìéá ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá, áöïý êÜèå Ri åßíáé

ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá êáé ç {Ri : i ∈ I} åßíáé áëõóßäá óôçí E :
Åðßóçò, ç Üëãåâñá

⋃
i∈I
Ri åßíáé áõôïóõæõãÞò êáé ðåñéÝ÷åé ôïí L, åö' üóïí êÜèå Ri éêáíïðïéåß ôéò

ßäéåò éäéüôçôåò.

ÈÝôïõìå R0 =
⋃
i∈I
Ri

SOT
.

Áðü ôï Èåþñçìá 2ïõ ÌåôáèÝôç (âë.Èåþñ. 1.42), Ý÷ïõìå üôé:

R0 =
⋃
i∈I

Ri

SOT

=
⋃
i∈I

Ri

WOT

= (
⋃
i∈I

Ri )
′′

Éó÷õñéæüìáóôå ðñþôá üôé R0 åßíáé áõôïóõæõãÞò.

¸óôù T ∈ R0:

Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá äßêôõï (Tj)j∈J óôçí
⋃
i∈I
Ri; ìå Tj

WOT→ T:

Åö' üóïí ç åíÝëéîç åßíáé WOT-WOT óõíå÷Þò, Ýðåôáé üôé T ∗
j
WOT→ T ∗:

Áöïý ôþñá ç
⋃
i∈I
Ri åßíáé áõôïóõæõãÞò, óõìðåñáßíïõìå üôé T

∗ ∈ R0; äçëáäÞ çR0 åßíáé áõôïóõæõãÞò.

ÅðïìÝíùò ç R0 åßíáé ìéá SOT-êëåéóôÞ, áõôïóõæõãÞò Üëãåâñá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ,

Üñá åßíáé ìéá Üëãåâñá von Neumann.

Áðü ôçí Üëëç, áöïý R0 = (
⋃
i∈I
Ri )

′′
êáé ç

⋃
i∈I
Ri åßíáé ìåôáèåôéêÞ, Ýðåôáé üôé êáé ç R0 åßíáé

ìåôáèåôéêÞ.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé R0 ∈ E êáé ìÜëéóôá ç R0 åßíáé Üíù öñÜãìá ôçò áëõóßäáò {Ri : i ∈ I}
óôçí E : ¢ñá, áðü ôï ËÞììá ôïõ Zorn, ç E Ý÷åé ìåãéóôéêü óôïé÷åßï, êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

�

Èåþñçìá 2.30. ¸óôù H äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert êáé L Ýíáò ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí

ðïõ äñá óôïí H:
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Ôüôå õðÜñ÷ïõí Ýíáò óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò X; ìéá êëåéóôÞ ðñïäéÜôáîç 6 óôïí X; êáé Ýíá

ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò m óôïí X; þóôå ïé óýíäåóìïé õðï÷þñùí L êáé L(X;6;m) åßíáé

ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïé.

Aðüäåéîç. ¸óôù R ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí L
(óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá).

Èåùñïýìå äýï áêïëïõèßåò ðñïâïëþí {Pn}∞n=1
; {Qn}

∞

n=1
; þóôå ç {Pn}

∞

n=1
åßíáé SOT-ðõêíÞ óôïí L

êáé ç {Qn}
∞

n=1
åßíáé SOT-ðõêíÞ óôï óýíïëï Proj(R) ôùí ðñïâïëþí ôçò R:

ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé ç {Qn}
∞

n=1
ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ É.

¸óôù A ç C∗-Üëãåâñá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò ðñïâïëÝò {Pn}
∞

n=1
; {Qm}

∞

m=1
:

Ðáñáôçñïýìå üôé ç A éêáíïðïéåß ôá åîÞò:

(1) Åßíáé ìåôáèåôéêÞ, áöïý ðáñÜãåôáé áðü Ýíá ìåôáèåôéêü óýíïëï, êáé ðåñéÝ÷åé ôïí I

(2) Åßíáé äéá÷ùñßóéìç óôçí ôïðïëïãßá ôçò íüñìáò: áõôü ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç A åßíáé

ç || · ||-êëåéóôÞ èÞêç ôçò Üëãåâñáò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò {Pn}
∞

n=1
; {Qm}

∞

m=1
; üðïõ ç Üëãåâñá áõôÞ

åßíáé ðñïöáíþò äéá÷ùñßóéìç.

(3) Ç A åßíáé SOT-ðõêíÞ óôçí R:

ÐñÜãìáôé: Ýóôù T ∈ R:
Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå " > 0 êáé {x1; x2; :::; xn} ⊆ H; õðÜñ÷åé A ∈ A þóôå:

||Axi − Txi|| < " ∀ i = 1; 2; :::; n:

ÅðåéäÞ R = [Proj(R)] (âë. Ðñüôáóç 1.43), õðÜñ÷ïõí S1; :::; Sk ∈ Proj(R) êáé a1; :::; ak ∈ C
þóôå:

||T −
k∑

j=1

ajSj|| <
"

2 max
16i6n

||xi||
(2.9)

Áöïý {Qn : n ∈ N}
SOT

= Proj(R); ãéá êÜèå j = 1; 2; :::; k õðÜñ÷åé nj ∈ N þóôå:

||Qnjxi − Sjxi|| <
"

2k max
16j6k

|aj|
∀ i = 1; 2; :::; n (2.10)

ÈÝôïõìå S =
k∑

j=1

ajSj êáé Á =
k∑

j=1

ajQnj :

Ôüôå, ðñïöáíþò A ∈ A êáé ëüãù ôçò (2.10), ãéá êÜèå i = 1; 2; :::; n èá éó÷ýåé:

||Axi − Sxi|| = ||
k∑

j=1

aj(Qnjxi − Sjxi)||

=
k∑

j=1

|aj| · ||(Qnjxi − Sjxi)||

<
k∑

j=1

|aj| ·
"

2k max
16j6k

|aj|

6
k∑

j=1

· "
2k

=
"

2
(2.11)
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Áðü ôéò (2.9) êáé (2.11) Ýðåôáé ôåëéêÜ üôé:

||Axi − Txi|| 6 ||Axi − Sxi||+ ||Sxi − Txi||
6 ||Axi − Sxi||+ ||S − T || · ||xi||
<

"

2
+

"

2 max
16i6n

||xi||
· ||xi||

6
"

2
+
"

2
= "

1o âÞìá : êáôáóêåõÞ ôïõ X.

¸óôù X ôï öÜóìá ôçò A, äçëáäÞ ôï óýíïëï üëùí ôùí ãñáììéêþí êáé ðïëëáðëáóéáóôéêþí

ìïñöþí ôçò A. ÅðåéäÞ ç A åßíáé ìåôáèåôéêÞ C∗-Üëãåâñá ìå ìïíÜäá, ôï óýíïëï X; ìå ôçí w∗-

ôïðïëïãßá, åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�.

ÅðéðëÝïí, õðÜñ÷åé Ýíáò éóïìåôñéêüò ∗-éóïìïñöéóìüò G : A → C(X):

Áöïý ôþñá ç A åßíáé || · ||-äéá÷ùñßóéìç, Ýðåôáé üôé ï C(X) åßíáé || · ||∞-äéá÷ùñßóéìïò, êáé Üñá ï

X ìåôñéêïðïéåßôáé12.

ÔåëéêÜ ëïéðüí ï X åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò.

2o âÞìá : êáôáóêåõÞ ôçò ðñïäéÜôáîçò 6.
Áöïý ç áðåéêüíéóç G äéáôçñåß ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, ãéá êÜèå ðñïâïëÞ P óôçí A èá éó÷ýåé:(

G(P )
)2

= G(P 2) = G(P );

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç óõíÜñôçóç G(P ) ðáßñíåé ôéìÝò óôï {0; 1}. Óõíåðþò, èá õðÜñ÷åé Ýíá áíïéêôü
êáé êëåéóôü õðïóýíïëï E ôïõ X; þóôå G(P ) = �

E

13:

ÉäéáéôÝñùò, èá õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá {En}
∞

n=1
áíïéêôþí êáé êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïõ X; þóôå:

G(Pn) = �
En

∀n ∈ N

Ãéá êÜèå x; y ∈ X ïñßæïõìå:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N

Åßíáé óáöÝò üôé ç ó÷Ýóç 6 ïñßæåé ìéá standard ðñïäéÜôáîç óôïí X.

Èá äåßîïõìå åðéðëÝïí üôé ç ðñïäéÜôáîç áõôÞ åßíáé êëåéóôÞ, äçëáäÞ üôé ôï ãñÜöçìá ôçò G åßíáé

êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X ×X:

¸÷ïõìå:

Gc = {(x; y) ∈ X ×X : y 66 x}
= {(x; y) ∈ X ×X : ∃n ∈ N þóôå y ∈ En êáé x =∈ En}

=
∞⋃
n=1

(Ec
n × En)

Åö' üóïí ôþñá êÜèå En åßíáé áíïéêôü êáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X; óõìðåñáßíïõìå üôé ôï Gc

åßíáé áíïéêôü óôïí X ×X; êáé Üñá ç ðñïäéÜôáîç 6 åßíáé ðñÜãìáôé êëåéóôÞ.

12áí X óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, ôüôå ï C(X) åßíáé äéá÷ùñßóéìïò áí, êáé ìüíï áí, ï X åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò
13ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç åíüò óõíüëïõ åßíáé óõíå÷Þò áí, êáé ìüíï áí, ôï óýíïëï áõôü åßíáé áíïéêôü êáé

êëåéóôü ôáõôü÷ñïíá

44



3o âÞìá : êáôáóêåõÞ ôïõ ìÝôñïõ m.

Áöïý ç R åßíáé ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann, õðÜñ÷åé � ∈ R; ìå ||�|| = 1; þóôå

ï õðü÷ùñïò R� åßíáé ðõêíüò óôïí H (âë. Ðñüô. 1.44).

Ïñßæïõìå ôï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò I : C(X) → C; ìå I(f) = 〈 G−1(f) �; � 〉 ; f ∈ C(X):

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï I åßíáé èåôéêü, äéüôé: áí f ∈ C(X); f > 0; ôüôå ï ôåëåóôÞò G−1(f) ∈ A åßíáé

èåôéêüò, áöïý ç áðåéêüíéóç G äéáôçñåß ôá èåôéêÜ óôïé÷åßá, êáé óõíåðþò 〈 G−1(f) �; � 〉 > 0:

Áöïý ôþñá ï X åßíáé óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, ôï Èåþñçìá ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz ìáò

åîáóöáëßæåé üôé õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü (êáíïíéêü) ìÝôñï Borel m óôïí X; þóôå:〈
G−1(f) �; �

〉
=

∫
X

f(x) dm(x) ∀ f ∈ C(X)

ÅðéðëÝïí, áí óôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç èåùñÞóïõìå ùò f ôçí óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 1, ôüôå âñßóêïõìå

üôé:

m(X) = 〈 I�; �〉 = ||�||2 = 1;

äçëáäÞ ôï m åßíáé ìÝôñï ðéèáíüôçôáò.

4o âÞìá : êáôáóêåõÞ åíüò ïñèïìïíáäéáßïõ ôåëåóôÞ U : L2(X;m) → H:

Ïñßæïõìå ðñþôá ôçí ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç U0 : C(X) → A � ìå U0(f) = G−1(f)�; f ∈ C(X):

Áðü ôï åðß ôçò G−1; Ý÷ïõìå ðñïöáíþò üôé êáé ç U0 åßíáé åðß. Åðßóçò, áöïý ç G äéáôçñåß ôçí

åíÝëéîç êáé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü, ãéá êÜèå f ∈ C(X) èá éó÷ýåé:

||Uof ||2 = 〈 G−1(f) �; G−1(f) � 〉
=

〈
G−1(f) �; (G−1(f))∗ �

〉
= 〈 G−1(|f |2)�; � 〉

=

∫
X

|f(x)|2dm(x) = ||f ||2
2
;

äçëáäÞ ç U0 áðåéêïíßæåé éóïìåôñéêÜ ôïí (C(X); || · ||2 óôïí H: Åö' üóïí ï C(X) åßíáé ðõêíüò

õðü÷ùñïò ôïõ L2(X;m), o U0 åðåêôåßíåôáé ìïíáäéêÜ ó' Ýíáí ïñèïìïíáäéáßï ôåëåóôÞ

U : L2(X;m) → A � ||·||

Éó÷õñéæüìáóôå üôé A � ||·||
= H:

¸óôù x ∈ H êáé " > 0:

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé A ∈ A þóôå ||A� − x|| < ":

ÅðåéäÞ R�
||·||

= H; õðÜñ÷åé T ∈ R þóôå ||T�−x|| < "
2
; êé áöïý A

SOT
= R; õðÜñ÷åé A ∈ A þóôå

||A� − T�|| < "
2
:

¸ðåôáé üôé ||A� − x|| 6 ||A� − T �||+ ||T � − x|| < " :

Ïñßóáìå ëïéðüí Ýíáí ïñèïìïíáäéáßï ôåëåóôÞ U : L2(X;m) → H; ìå

U(f) = G−1(f) � ∀ f ∈ C(X)

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé UL(X;6;m)U−1 = L:
Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ãéá êÜèå f ∈ C(X) éó÷ýåé: U Mf U

−1 = G−1(f) 14.

14áöïý ï X åßíáé óõìðáãÞò, Ý÷ïõìå üôé C(X) ⊆ L∞(X;m); êáé Üñá ∀ f ∈ C(X) ïñßæåôáé ï
ðïëëáðëáóéáóôéêüò ôåëåóôÞò Mf
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ÐñÜãìáôé: ãéá êÜèå g ∈ C(X) Ý÷ïõìå:

(U Mf ) g = U(fg) = G−1(fg) �

= G−1(f)G−1(g) � = G−1(f)Ug

ÅðïìÝíùò, ïé ôåëåóôÝò U Mf êáé G−1(f)U ôáõôßæïíôáé óôïí ðõêíü õðü÷ùñï C(X) ôïõ L2(X;m);

Üñá åßíáé ßóïé, áð' üðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

Ôþñá, áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðñïäéÜôáîçò6, Ý÷ïõìå üôé ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí L(X;6;m) ðáñÜãåôáé

áðü ôéò ðñïâïëÝò P
En
:

Áðü áõôü êáé ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñáôÞñçóç Ýðåôáé üôé ï UL(X;6;m)U−1 åßíáé ï óýíäåóìïò

õðï÷þñùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò ðñïâïëÝò:

UM�
En
U−1 = G−1(�

En
) = Pn; n ∈ N

Áðü ôçí Üëëç üìùò, ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá {Pn}
∞

n∈N
åßíáé

áêñéâþò ï L, äéüôé ç {Pn}
∞

n∈N
åßíáé SOT-ðõêíÞ óôïí L:

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé: UL(X;6;m)U−1 = L:
�

2.3 Ôï Èåþñçìá Ìçäåíéêïý Óõíüëïõ

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêïý óõíüëïõ, êáé èá

áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá Ìçäåíéêïý Óõíüëïõ (Èåþñ. 2.36).

Ôï Èåþñçìá áõôü èá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáôÜ ïõóéþäç ôñüðï óôá åðüìåíá, åéäéêüôåñá óôï íá áðïäåßîïõìå

üôé ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí L(X;6;m) åßíáé áíáêëáóôéêüò (âë. Êåö. 3).

Ïñéóìüò 2.31. ¸óôù (X;m); (Ψ; n) äýï ÷þñïé ìÝôñïõ. ¸íá õðïóýíïëï S ôïõ X×Ψ èá ëÝãåôáé

ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü, áí õðÜñ÷ïõí M ∈ B(X); N ∈ B(Ψ); þóôå:

(i) m(Ì) = n(N) = 0

(ii) S ⊆ (M ×Ψ) ∪ (X ×N)

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ïéêïãÝíåéá ôùí ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêþí õðïóõíüëùí ôïõ X × Ψ

áðïôåëåß Ýíá �-éäåþäåò, ìå ôçí Ýííïéá üôé: ðåñéÝ÷åé ôï ∅, åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áñéèìÞóéìåò

åíþóåéò, êáé áêüìá, êÜèå õðïóýíïëï åíüò ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêïý óõíüëïõ åßíáé åðßóçò ðåñéèùñéáêÜ

ìçäåíéêü.

Ïñéóìüò 2.32. ¸óôù (X;m); (Ψ; n) äýï ÷þñïé ìÝôñïõ êáé � Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï

Borel óôïí X × Ψ:15 Ôüôå, ôï � åðÜãåé äýï ìÝôñá Borel �
X
; �

Ψ
óôïõò X;Ψ áíôßóôïé÷á, ìÝóù

ôùí ó÷Ýóåùí:

�
X
(E) = �(E ×Ψ); E ∈ B(X)

15o X ×Ψ èá èåùñåßôáé ðÜíôá åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí �-Üëãåâñá ãéíüìåíï, äçëáäÞ ôçí �-Üëãåâñá ðïõ ðáñÜãåôáé

áðü ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá A×B; A ∈ B(X); B ∈ B(Ψ):
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êáé

�
Ψ
(F ) = �(X × F ); F ∈ B(Ψ):

Ôá �
X
; �

Ψ
èá ïíïìÜæïíôáé ðåñéèùñéáêÜ ìÝôñá ôïõ �:

Ç åðüìåíç ðñüôáóç ìáò äßíåé ìéá ðåñéãñáöÞ ôùí ìÝôñùí Borel óôïí X × Ψ ðïõ ìçäåíßæïõí ôá

ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêÜ óýíïëá Borel.

Ðñüôáóç 2.33. ¸óôù (X;m); (Ψ; n) ÷þñïé ìÝôñïõ êáé � Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel

óôïí X × Ψ: Ôüôå, �(S) = 0 ãéá êÜèå ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü óýíïëï S ∈ B(X × Ψ) áí, êáé

ìüíï áí, �
X
� m êáé �

Ψ
� n:

Aðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå ðñþôá üôé ôï � ìçäåíßæåé êÜèå ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü Borel õðïóýíïëï

ôïõ X ×Ψ:

¸óôù M ∈ B(X) ìå m(M) = 0: Ôüôå, ðñïöáíþò ôï M × Ψ åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü, Üñá

áðü ôçí õðüèåóç

�
X
(M) = �(M ×Ψ) = 0

ÅðïìÝíùò �
X
� m:

Ïìïßùò áðïäåéêíýïõìå êáé üôé �
Ψ
� n:

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé �
X
� m êáé �

Ψ
� n:

Èåùñïýìå S ∈ B(X × Ψ) ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü, ïðüôå õðÜñ÷ïõí M ∈ B(X); N ∈ B(Ψ) ìå

m(M) = n(N) = 0; þóôå S ⊆ (M ×Ψ) ∪ (X ×N):

Ôüôå �
X
(M) = �

Ψ
(N) = 0; êáé Üñá:

�(S) 6 �(M ×Ψ) + �(X ×N) = �
X
(M) + �

Ψ
(N) = 0:

�

¸óôù ôþñáX Ýíáò óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor� êáé CR(X) ï ÷þñïò Banach üëùí ôùí ðñáãìáôéêþí,

óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí åðß ôïõ X: Ï CR(X) åöïäéÜæåôáé ìå ôçí óõíÞèç ìåñéêÞ äéÜôáîç:

f 6 g ⇔ f(x) 6 g(x) ∀x ∈ X

¸óôù åðßóçò S Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïõ CR(X) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 1; êáé

� : S → R Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò, ìå ‖�‖ = �(1) = 1:

Áðü ôï Èåþñçìá Hahn-Banach, ôï � åðåêôåßíåôáé ó' Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò

� : CR(X) → R; ìå ‖�‖ = ‖�‖ = 1:

Ðáñáôçñïýìå ìÜëéóôá üôé ôï � åßíáé èåôéêü.

ÐñÜãìáôé: Ýóôù f ∈ CR(X); f > 0; ïðüôå 0 6 f 6 ||f ||∞ .
Ôüôå, ãéá � = 1

2
||f ||∞ Ý÷ïõìå üôé −� 6 f − �1 6 �; êáé óõíåðþò, áöïý ||�|| = 1 êáé �(1) = 1;

èá éó÷ýåé:

|�(f)− �| = |�(f − �1)| 6 ||f − �1||∞ 6 �
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Áðü ôçí ôåëåõôáßá Ýðåôáé üôé �(f) > 0:

ÅðïìÝíùò, áðü ôï Èåþñçìá ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü êáíïíéêü ìÝôñï

Borel � óôïí X, þóôå:

�(f) =

∫
X

f(x)d�(x) ∀ f ∈ CR(X);

ïðüôå

�(f) =

∫
X

f(x)d�(x) ∀ f ∈ S:

ÉäéáéôÝñùò ôï � åßíáé ìÝôñï ðéèáíüôçôáò , áöïý �(1) = 1:

Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé ôï óýíïëï Ext(�) üëùí ôùí Hahn-Banach åðåêôÜóåùí ôïõ

� óôïí CR(X), ôáõôßæåôáé ìå ôï óýíïëï ôùí êáíïíéêþí ìÝôñùí Borel ðéèáíüôçôáò � óôïí X, ðïõ

éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç:

�(f) =

∫
X

f(x)d�(x) ∀ f ∈ S:

ËÞììá 2.34. ¸óôù X óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, S Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïõ CR(X) ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôçí óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 1; êáé � : S → R Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò ìå

‖�‖ = �(1) = 1: Ôüôå, ãéá êáèå u ∈ CR(X) éó÷ýåé:

sup{�(u) : � ∈ Ext(�)} = inf{�(f) : f ∈ S; f > u}:

Aðüäåéîç. ÈÝôïõìå a = inf{�(f) : f ∈ S; f > u}:
Åö' üóïí ôï � åßíáé èåôéêü, ãéá êÜèå � ∈ Ext(�) êáé f ∈ S ìå f > u, Ý÷ïõìå üôé:

�(u) 6 �(f) = �(f);

áð' üðïõ

sup{�(u) : � ∈ Ext(�)} 6 a (2.12)

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé �0 ∈ Ext(�); þóôå �0(u) = a (ïðüôå óôçí (2.12) èá Ý÷ïõìå

éóüôçôá).

Èåùñïýìå ôïí ãñáììéêü õðü÷ùñï S+ Ru ôïõ CR(X); êáé ïñßæïõìå ôï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò

�0 : S + Ru→ R ìå �0(f + tu) = �(f) + ta; f ∈ S; t ∈ R:
Åßíáé óáöÝò üôé ôï �0 éêáíïðïéåß ôá åîÞò:

�0|S = � êáé �0(u) = a:

Éó÷õñéæüìáóôå åðßóçò üôé ôï �0 åßíáé öñáãìÝíï ìå ‖�0‖ = 1:

¸óôù f ∈ S êáé t > 0; þóôå ‖f + tu‖∞ 6 1: Ôüôå, f + tu 6 1; áð' üðïõ u 6 1
t
(1− f):

Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé 1
t
(1− f) ∈ S; äéüôé 1; f ∈ S: ¢ñá, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ a; Ý÷ïõìå üôé:

a 6 �
(1

t
(1− f)

)
áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé:

�0(f + tu) = �(f) + ta 6 1 (2.13)
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Áðü ôçí Üëëç, ëüãù ôçò (2.12), ãéá êÜèå � ∈ Ext(�) Ý÷ïõìå:

�0(f + tu) = �(f) + ta > �(f) + t�(u)

= �(f + tu) > −|�(f + tu)|
> −||�|| · ||f + tu||∞ > −1

(2.14)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2.13) êáé (2.14) Ý÷ïõìå ëïéðüí üôé:

|�0(f + tu)| 6 1 ∀ f ∈ S;∀ t > 0 ìå ‖f + tu‖∞ 6 1;

êáé Üñá, áíôéêáèéóôþíôáò ôçí f ìå −f êáé ãéá t = −�; � < 0; åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé:

|�0(f + tu)| 6 1 ∀ f + tu ∈ S + Ru; ìå ‖f + tu‖∞ 6 1:

¸ðåôáé üôé ‖�0‖ 6 1; êáé åö' üóïí �0(1) = �(1) = 1; ôåëéêÜ ‖�0‖ = 1:

Åðßóçò ôï óõíáñôçóïåéäÝò �0 åßíáé èåôéêü: áí f ∈ S êáé t ∈ R ìå f + tu > 0; ôüôå, ãéá êÜèå

� ∈ Ext(�) óýìöùíá ìå ôçí (2.14) èá éó÷ýåé:

�0(f + tu) > �(f + tu) > 0;

äéüôé ôï � åßíáé èåôéêü.

¢ñá, ôï �0 åðåêôåßíåôáé ó' Ýíá öñáãìÝíï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò: �0 : CR(X) → R; ìå ‖�0‖ =

‖�0‖ = 1:

Ôüôå, �0(u) = �0(u) = a; åö' üóïí �0|S = �0|S = �; êáé �0 ∈ Ext(�): Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí

áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò. �

Èåþñçìá 2.35. ¸óôù X;Ψ óõìðáãåßò ÷þñïé Hausdor� êáém;n êáíïíéêÜ ìÝôñá Borel ðéèáíüôçôáò

óôïõò X;Ψ áíôßóôïé÷á. ¸óôù åðßóçò K Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ X × Ψ; ôÝôïéï, þóôå

�(K) = 0 ãéá êÜèå êáíïíéêü ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò � óôïí X × Ψ; ìå �
X

= m êáé �
Ψ

= n:

Ôüôå ôï K åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü.

Aðüäåéîç. ÈÝôïõìå F = {u ∈ CR(X ×Ψ) : u > �
K
}:

Ôï F åßíáé Ýíá ðñïäéáôåôáãìÝíï óýíïëï, ùò ðñïò ôçí ó÷Ýóç:

u1 ≺ u2 ⇔ u1 > u2; u1; u2 ∈ F

ÌÜëéóôá åßíáé Üíù êáôåõèõíüìåíï , áöïý ãéá êÜèå u1; u2 ∈ F ; ç óõíÜñôçóç u3 = min{u1; u2}
áíÞêåé óôï F êáé ðñïöáíþò éêáíïðïéåß: u1 ≺ u3 êáé u2 ≺ u3:

ÅðïìÝíùò, ãéá êáèå êáíïíéêü ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò � óôïí X ×Ψ; ïñßæåôáé ôï äßêôõï

{p�(u) : u ∈ F}; üðïõ

p�(u) =

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) ∀u ∈ F :

Éó÷õñéóìüò 1 : lim
u∈F

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) = �(K)

Áðü ôçí ìïíïôïíßá ôïõ ïëïêëçñþìáôïò, ôï äßêôõï {p�(u) : u ∈ F} åßíáé öèßíïí, êáé óõíåðþò
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õðÜñ÷åé ôï lim
u∈F

p�(u):

Åðßóçò, ãéá êÜèå u ∈ F Ý÷ïõìå üôé

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) >
∫

X×Ψ

�
K
(x; y) d�(x; y) = �(K); êáé

óõíåðþò áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé u0 ∈ F þóôå:

áí u0 ≺ u ⇔ u 6 u0; ôüôå p�(u) =

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) < �(K) + ":

¸óôù ëïéðüí " > 0:

Áðü ôçí åîùôåñéêÞ êáíïíéêüôçôá ôïõ �; õðÜñ÷åé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï G ôïõ X×Ψ; ìå G ⊇ K

êáé �(G) < �(K) + " :

Ôþñá, åðåéäÞ ôá óýíïëá K;Gc åßíáé êëåéóôÜ êáé îÝíá, áðü ôï ËÞììá ôïõ Urysohn ìðïñïýìå íá

âñïýìå ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç u0 : X ×Ψ → [0; 1]; þóôå u0|K = 1 êáé u0|Gc = 0:

Ôüôå ðñïöáíþò �
K

6 u0 6 �
G
; ïðüôå u0 ∈ F êáé åðéðëÝïí, ãéá êÜèå u ∈ F ìå u 6 u0; éó÷ýåé:∫

X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) 6
∫

X×Ψ

u0(x; y) d�(x; y) 6
∫

X×Ψ

�
G
(x; y) d�(x; y) = �(G) < �(K) + ";

êáé áõôü áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü.

ÈÝôïõìå: S = {h ∈ CR(X ×Ψ) : h(x; y) = f(x) + g(y); f ∈ CR(X); g ∈ CR(Ψ)}
Ôï S åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïõ CR(X × Ψ); ðïõ ðñïöáíþò ðåñéÝ÷åé ôçí óôáèåñÞ

óõíÜñôçóç 1:

Ïñßæïõìå óôïí S ôï ãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò:

�(h) =

∫
X×Ψ

h(x; y) d(m× n)(x; y)
16

=

∫
X

f(x) dm(x) +

∫
Ψ

g(y) dn(y); h ∈ S

êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôï � åßíáé öñáãìÝíï, ìå ‖�‖ = 1:

ÐñÜãìáôé: åðåéäÞ ôï m× n åßíáé ìÝôñï ðéèáíüôçôáò, Ý÷ïõìå üôé:

|�(h)| 6
∫

X×Ψ

|h(x; y)| d(m× n)(x; y) 6 ||h||∞ ∀h ∈ S:

¢ñá ||�|| 6 1; êé åö' üóïí �(1) = 1; Ýðåôáé üôé ||�|| = 1:

¸óôù ôþñá � ∈ Ext(�); üðïõ ôï � ôáõôßæåôáé17 ìå Ýíá êáíïíéêü ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí

X ×Ψ; ðïõ éêáíïðïéåß:

�(h) =

∫
X×Ψ

h(x; y) d�(x; y) ∀h ∈ S;

äçëáäÞ∫
X

f(x) dm(x) +

∫
Ψ

g(y) dn(y) =

∫
X×Ψ

(
f(x) + g(y)

)
d�(x; y) ∀ f ∈ CR(X);∀ g ∈ CR(Ψ) (2.15)

16áðü ôï Èåþñçìá Fubini
17âë. ó÷üëéá ðñéí ôï ËÞììá 2.34
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Áðü ôçí (2.15) ãéá g = 0 Ý÷ïõìå üôé:∫
X

f(x) dm(x) =

∫
X×Ψ

f(x) d�(x; y) ∀ f ∈ CR(X);

äçëáäÞ: ∫
X

f(x) dm(x) =

∫
X

f(x) d�
X
(x) ∀ f ∈ CR(X): (2.16)

Éó÷õñéóìüò 2 : �
X

= m êáé �
Ψ

= n:

Áðïäåéêíýïõìå êáôáñ÷Þí üôé ôï ìÝôñï �
X
åßíáé êáíïíéêü.

Áðü ôçí åîùôåñéêÞ êáíïíéêüôçôá ôïõ � Ý÷ïõìå:

�
X
(A) = �(A×Ψ) = inf{�(G) : G áíïéêôü óôïí X ×Ψ; A×Ψ ⊆ G}

= inf{�(U ×Ψ) : U áíïéêôü óôïí ×; A×Ψ ⊆ U ×Ψ}
= inf{�

X
(U) : U áíïéêôü óôïí ×; A ⊆ U}; ∀A ∈ B(X):

Åðßóçò, áöïý ï X åßíáé óõìðáãÞò ÷þñïò Hausdor�, ôá óõìðáãÞ õðïóýíïëá ôïõ X åßíáé áêñéâþò

ôá êëåéóôÜ õðïóýíïëÜ ôïõ. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèåA ∈ B(X); ëüãù êáé ôçò åîùôåñéêÞò êáíïíéêüôçôáò

ôïõ �
X
; èá éó÷ýåé:

sup{�
X
(K) : K óõìðáãÝò óôïí ×; Ê ⊆ Á} = sup{1− �

X
(Kc) : Kc áíïéêôü óôïí ×; Ac ⊆ Kc}

= 1− inf{�
X
(U) : U áíïéêôü óôïí ×; Ac ⊆ U}

= 1− �
X
(Ac) = �

X
(A):

ÔÝëïò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé �
X
(K) <∞; ãéá êÜèå K ⊆ X óõìðáãÝò (áöïý �

X
ìÝôñï ðéèáíüôçôáò).

ÐñÜãìáôé ëïéðüí ôï �
X
åßíáé êáíïíéêü.

Áðü ôçí ó÷Ýóç (2.16) êáé ôçí ìïíáäéêüôçôá óôï Èåþñçìá ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, Ýðåôáé üôé

�x = m:

¼ìïéá ðñïêýðôåé êáé üôé �
Ψ

= n

ÅðïìÝíùò, áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé:

�(K) = 0 ∀� ∈ Ext(�);

êáé áðü ôïí éó÷õñéóìü óõìðåñáßíïõìå üôé:

lim
u∈F

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) = 0 ∀� ∈ Ext(�): (2.17)

Ôþñá, ãéá êÜèå u ∈ F ïñßæïõìå: pu : Ext(�) → R ìå pu(�) =

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y):

Ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

(i) êÜèå pu åßíáé w∗-óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, äéüôé: áí (�
�
)
�∈Λ

äßêôõï óôï Ext(�) êáé � ∈ Ext(�);

ôüôå
�
�

w∗→ � ⇔ I�
�

w∗→ I�

⇔
∫

X×Ψ

h(x; y) d�
�
(x; y) = I�

�
(h) → I�(h) =

∫
X×Ψ

h(x; y) d�(x; y)
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ãéá êÜèå h ∈ CR(X ×Ψ):

¢ñá, éäéáéôÝñùò:

�
�

w∗→ � ⇒ pu(��) =

∫
X×Ψ

u(x; y) d�
�
(x; y) →

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) = pu(�)

(ii) áí u1; u2 ∈ F ìå u1 6 u2; ôüôå pu1 6 pu2

(iii) áðü ôçí (2.17), pu(�) → 0 ∀� ∈ Ext(�):

Óýìöùíá ëïéðüí ìå ôá ðáñáðÜíù, ôï (pu)u∈F åßíáé Ýíá áýîïí äßêôõï w∗-óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí,

ðïõ óõãêëßíåé êáôÜ óçìåßï óôçí óôáèåñÞ óõíÜñôçóç 0.

Áöïý ôï óýíïëï Ext(�) åßíáé w∗-óõìðáãÝò, áðü ôï èåþñçìá Dini Ýðåôáé üôé ôï äßêôõï (pu)u∈F
óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôï 0, äçëáäÞ:

sup
�∈Ext(�)

pu(�) = sup
�∈Ext(�)

∫
X×Ψ

u(x; y) d�(x; y) → 0:

¢ñá, åðáãùãéêÜ ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá áêïëïõèßá (un)n óôï F ; þóôå:

sup{
∫

X×Ψ

un(x; y) d�(x; y) : � ∈ Ext(�)} 6
1

2n+1
∀n = 1; 2; ::: :

Ôþñá, åöáñìüæïíôáò ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, âñßóêïõìå ìéá áêïëïõèßá (hn)n óôïí õðü÷ùñï S;

þóôå ãéá êÜèå n ∈ N íá éó÷ýïõí:

hn > un êáé �(hn) 6
1

2n
:

Ãéá êÜèå n ∈ N; õðÜñ÷ïõí fn ∈ CR(X); gn ∈ CR(Ψ) þóôå

hn(x; y) = fn(x) + gn(y) ∀ (x; y) ∈ X ×Ψ

ÌÜëéóôá, ãéá êÜèå n ∈ N; áöïý ç hn åßíáé èåôéêÞ (hn > un > �
K

> 0) ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå

ôéò fn; gn íá åßíáé êáé áõôÝò èåôéêÝò.

ÐñÜãìáôé: õðïèÝôïõìå ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, üôé min
x∈X

fn(x) = 0; (üðïõ ôï minimum

õðÜñ÷åé ãéáôß ç fn åßíáé óõíå÷Þò êáé ï X åßíáé óõìðáãÞò), äéáöïñåôéêÜ áíôéêáèéóôïýìå ôçí fn ìå

ôçí f
′
n = fn −min fn: Ôüôå âÝâáéá fn > 0:

Áðü ôçí Üëëç, áí èåùñÞóïõìå x0 ∈ X þóôå fn(x0) = 0; ôüôå, ãéá êÜèå y ∈ Ψ èá éó÷ýåé:

gn(y) = hn(x0; y) > 0;

äçëáäÞ êáé gn > 0:

¸÷ïõìå óõíåðþò üôé:

fn(x) + gn(y) > un(x; y) > �
K
(x; y) ∀x; y ∈ X; (2.18)

fn > 0; gn > 0 êáé ∫
X

fn(x) dm(x) +

∫
Ψ

gn(y) dn(y) = �(hn) 6
1

2n
; (2.19)
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∀n = 1; 2; ::: :

ÈÝôïõìå: An = [fn > 1
2
] êáé Mn =

∞⋃
i=n

Ai; n = 1; 2; ::: :

Ðñïöáíþò An;Mn ∈ B(X) ∀n = 1; 2; ::: (äéüôé êÜèå fn åßíáé Borel ìåôñÞóéìç).

Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé: ∫
An

fn(x) dm(x) >
1

2
m(An);

áð' üðïõ

m(An) 6 2

∫
An

fn(x) dm(x) 6 2

∫
X

fn(x) dm(x)

gn>0

6 2
( ∫
X

fn(x) dm(x) +

∫
Ψ

gn(y) dn(y)
) (2:19)

6
1

2n−1

¸ôóé, m(Mn) 6
∞∑
i=n

m(Ai) 6
∞∑
i=n

1
2i−1 = 1

2n−2

Ïìïßùò, ãéá ôá áíôßóôïé÷á Borel õðïóýíïëá Bn = [gn > 1
2
] êáé Nn =

∞⋃
i=n

Bi ôïõ Ψ; Ý÷ïõìå üôé:

n(Bn) 6
1

2n−1
êáé n(Nn) 6

1

2n−2
∀n = 1; 2; ::: :

Ôþñá, áðü ôçí (2.18) êáé ôïí ïñéóìü ôùí An; Bn; ðáñáôçñïýìå üôé: áí x =∈ An êáé y =∈ Bn; ôüôå:

�
K
(x; y) 6 fn(x) + gn(y) <

1
2

+ 1
2

= 1; êáé Üñá (x; y) =∈ K:
¸ðåôáé üôé K ⊆ (An × Ψ) ∪ (X × Bn) ∀n = 1; 2; :::; êáé åö' üóïí An ⊆ Mn; Bn ⊆ Nn;

óõìðåñáßíïõìå üôé:

K ⊆ (Mn ×Ψ) ∪ (X ×Nn) ∀n ∈ N;

áð' üðïõ:

K ⊆
∞⋂
n=1

(
(Mn ×Ψ) ∪ (X ×Nn)

)
: (2.20)

ÈÝôïõìå M =
∞⋂
n=1

Mn ∈ B(X); N =
∞⋂
n=1

Nn ∈ B(Ψ):

Éó÷õñéæüìáóôå üôé:
∞⋂
n=1

(
(Mn ×Ψ) ∪ (X ×Nn)

)
= (M ×Ψ) ∪ (X ×N):

Êáôáñ÷Þí êáèÝíá áðü ôá óýíïëá M ×Ψ =
∞⋂
n=1

(Mn×Ψ); X ×N =
∞⋂
n=1

(X ×Nn) ðåñéÝ÷åôáé óôçí

ôïìÞ
∞⋂
n=1

(
(Mn ×Ψ) ∪ (X ×Nn)

)
; Üñá êáé

(M ×Ψ) ∪ (X ×N) ⊆
∞⋂
n=1

(
(Mn ×Ψ) ∪ (X ×Nn)

)
Ôþñá, ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé áêïëïõèßåò (Mn)n; (Nn)n åßíáé

öèßíïõóåò.

ÐñÜãìáôé:

¸óôù (x; y) ∈ X ×Ψ ôÝôïéá þóôå ∀n ∈ N; x ∈Mn Þ y ∈ Nn:

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé x ∈Mn ∀n ∈ N Þ y ∈ Nn ∀n ∈ N:
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Áí áõôü äåí óõìâáßíåé, ôüôå õðÜñ÷ïõí n1; n2 ∈ N þóôå x =∈Mn1 êáé y =∈ Nn2 :

Áí üìùò n1 < n2; ôüôå Nn2 ⊇ Nn1 ; êáé óõíåðþò y =∈ Nn1 :

¸÷ïõìå äçëáäÞ üôé x =∈Mn1 êáé y =∈ Nn1 ; Üôïðï.

Áðü ôçí ó÷Ýóç (2.20) ëïéðüí, ðñïêýðôåé üôé:

K ⊆ (M ×Ψ) ∪ (X ×N):

ÁëëÜ m(M) = 0; äéüôé m(M) 6 m(Mn) 6 1
2n−2 ∀n ∈ N; ïìïßùò êáé n(N) = 0:

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé ôï K åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü. �

Èåþñçìá 2.36. (Èåþñçìá ìçäåíéêïý óõíüëïõ)

¸óôù X;Ψ standard ÷þñïé Borel êáé �; � äýï �-ðåðåñáóìÝíá ìÝôñá óôïõò X;Ψ áíôßóôïé÷á.

ÈÝôïõìå:

A = {� : � ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí X ×Ψ; ìå

�
X

6 c · � êáé �
Ψ

6 c · �; ãéá êÜðïéá èåôéêÞ óôáèåñÜ c}:

¸óôù åðßóçò S ⊆ X ×Ψ ôçò ìïñöÞò S =
∞⋂
n=1

Sn; üðïõ êÜèå Sn áíÞêåé óôçí Üëãåâñá Boole ðïõ

ðáñÜãåôáé áðü ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá ôïõ X ×Ψ:

Áí �(S) = 0 ∀� ∈ A; ôüôå ôï S åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü.

Aðüäåéîç. Êáôáñ÷Þí, èá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôá �-ðåðåñáóìÝíá ìÝôñá �; �; ìå éóïäýíáìá ìÝôñá

ðéèáíüôçôáò m;n:

Áöïý ôï � åßíáé �-ðåðåñáóìÝíï, ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá {An}∞n=1 Borel

õðïóõíüëùí ôïõ X; þóôå:

X =
∞⋃
n=1

An êáé 0 < �(An) <∞ ∀n ∈ N;

ÈÝôïõìå: f =
∞∑
n=1

1
2n�(An)

�
An
:

Ãéá êÜèå x ∈ X Ý÷ïõìå:

f(x) 6
∞∑
n=1

1

2n�(An)
6

∞∑
n=1

1

2n�(A1)
=

1

�(A1)
<∞;

Óõíåðþò ç f åßíáé ìéá êáëÜ ïñéóìÝíç Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç, êáé áí c1 = 1
�(A1)

; ôüôå f(x) 6
c1 ∀x ∈ X:
Åðßóçò, áí x ∈ X êáé n0 ∈ N þóôå x ∈ An0 ; ôüôå:

f(x) =
∞∑

n=n0

1

2n�(An)
>

1

2n0�(An0)
> 0:

Áðü ôçí Üëëç, áðü ôï èåþñçìá Beppo-Levi Ý÷ïõìå üôé:∫
X

f d� =
∞∑
n=1

1

2n�(An)

∫
X

�
An
d� =

∞∑
n=1

1

2n
= 1
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Áðü ôá ðñïçãïýìåíá, ç óõíïëï-óõíÜñôçóç

m(A) =

∫
A

f d�; A ∈ B(X)

ïñßæåé Ýíá ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí X; êé åö' üóïí 0 < f(x) 6 c1 ∀x ∈ X; åßíáé öáíåñü

üôé: �� m 6 c1 · �:
Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, âñßóêïõìå Ýíá ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò n óôïí Ψ êáé ìéá óôáèåñÜ c2 > 0;

þóôå � � n 6 c2 · �; ïðüôå ãéá c = max{c1; c2} Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

ÈÝôïõìå:

A0 = {� : � ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí X ×Ψ; ìå �
X

= m êáé �
Ψ

= n}

Ç A0 åßíáé âÝâáéá ìÞ êåíÞ, áöïý ðåñéÝ÷åé ôï ìÝôñï ãéíüìåíï m× n:

ÅðéðëÝïí, A0 ⊆ A äéüôé m 6 c · � êáé n 6 c · �; êáé óõíåðþò, áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé:

�(S) = 0 ∀� ∈ A0:

Ôþñá, ãéá êáèå n ∈ N; áöïý ôï Sn áíÞêåé óôçí Üëãåâñá Boole ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ìåôñÞóéìá

ïñèïãþíéá, ôï Scn ãñÜöåôáé ùò ðåðåñáóìÝíç Ýíùóç ìåôñÞóéìùí ïñèïãùíßùí.

¸ðåôáé üôé ôï Sc =
∞⋃
n=1

Scn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò áñéèìÞóéìç Ýíùóç ìåôñÞóéìùí ïñèïãùíßùí, Ýóôù:

Sc =
∞⋃
n=1

(En × Fn);

üðïõ En ∈ B(X); Fn ∈ B(Ψ) ∀n = 1; 2; ::: :

ÅðéëÝãïõìå áêïëïõèßá (An)n óôçí B(X) ôÝôïéá, þóôå íá ðáñÜãåé ôçí B(X) êáé íá äéá÷ùñßæåé ôá

óçìåßá ôïõ X (âë. ðñüôáóç 1.21).

Èåùñïýìå êáé ìéá áêïëïõèßá (Bn)n óôçí B(Ψ) ìå ôéò áíôßóôïé÷åò éäéüôçôåò.

Ïñßæïõìå f : X → 2N êáé g : Ψ → 2N; ìå :

f(x) =
(
�
A1

(x); �
E1

(x); �
A2

(x); �
E2

(x); :::
)
; x ∈ X

êáé

g(y) =
(
�
B1

(y); �
F1

(y); �
B2

(y); �
F2

(y); :::
)
; y ∈ Ψ:

Óýìöùíá ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò 2.8, ïé ðñïçãïýìåíåò óõíáñôÞóåéò åßíáé 1 − 1; Borel

ìåôñÞóéìåò, êáé ïé f : X → f(X); g : Ψ → g(Ψ) åßíáé Borel éóïìïñöéóìïß.

¸ðåôáé üôé ç áðåéêüíéóç ãéíüìåíï

f × g : X ×Ψ → f(X)× g(Ψ) ⊆ 2N × 2N : (x; y) 7−→ (f(x); g(y))

åßíáé åðßóçò Borel éóïìïñöéóìüò.

Åðßóçò, èåùñïýìå ôï åîÞò õðïóýíïëï ôïõ 2N × 2N:

K = {(�;  ) ∈ 2N × 2N : ∀n ∈ N; �2n = 0 Þ  2n = 0};
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êáé éó÷õñéæüìáóôå üôé ôï K åßíáé êëåéóôü.

¸óôù {(�k;  k) : k = 1; 2; :::} ìéá áêïëïõèßá óôï K êáé (�;  ) ∈ 2N × 2N; þóôå (�k;  k) → (�;  )

óôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï ôïõ 2N × 2N: Ôüôå ïé áêïëïõèßåò (�k)k; ( k)k óõãêëßíïõí áíôßóôïé÷á

óôá �;  ùò ðñïò ôçí êáñôåóéáíÞ ôïðïëïãßá ôïõ 2N; äçëáäÞ:

�k(n)
k→∞−→ �(n) êáé  k(n)

k→∞−→  (n) ∀n ∈ N

ÁëëÜ, åö' üóïí (�k;  k) ∈ K; ∀n ∈ N Ý÷ïõìå üôé �k(2n) = 0 Þ  k(2n) = 0; ïðüôå áíôßóôïé÷á

�(2n) = 0 Þ  (2n) = 0, äçëáäÞ (�;  ) ∈ K:
Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé (f × g)(S) = K ∩

(
f(x)× g( )

)
:

ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ S =
∞⋂
n=1

(En × Fn)
c =

∞⋂
n=1

(Ec
n ×Ψ) ∪ (X × F c

n); Ý÷ïõìå:

(f × g)(S) = {
(
f(x); g(y)

)
: ∀n ∈ N; x ∈ Ec

n Þ y ∈ F c
n }

= {
(
f(x); g(y)

)
: ∀n ∈ N; ç 2n-óõíôåôáãìÝíç ôçò áêïëïõèßáò f(x)

åßíáé 0 Þ ç 2n-óõíôåôáãìÝíç ôçò g(y) åßíáé 0 }
= K

⋂ (
f(x); g(y)

)
Óêïðüò ìáò ôþñá åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá ãéá ôïí óõìðáãÞ ÷þñï

Hausdor� 2N × 2N êáé ôï êëåéóôü õðïóýíïëü ôïõ K:

×ñåéáæüìáóôå êáôáñ÷Þí äýï ìÝôñá ðéèáíüôçôáò óôïí 2N (ôá ïðïßá èá åßíáé âÝâáéá êáíïíéêÜ, áöïý

ï 2N åßíáé Ðïëùíéêüò ÷þñïò).

Èåùñïýìå ëïéðüí ôá ìÝôñá f∗m; g∗n ðïõ åðÜãïíôáé óôïí 2N áðü ôéò f; g áíôßóôïé÷á, äçëáäÞ:

f∗m(C) = m
(
f−1(C)

)
êáé g∗n(C) = n

(
g−1(C)

)
; ∀C ∈ B(2N):

Ôá ìÝôñá áõôÜ åßíáé ìÝôñá ðéèáíüôçôáò, áöïý:

f∗m(2N) = m(X) = 1 êáé g∗n(2N) = n(Ψ) = 1:

¸óôù ôþñá � Ýíá (êáíïíéêü) ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí 2N×2N; ìå �1 = f∗m êáé �2 = g∗n.

¸÷ïõìå:

�
(
f(X)× 2N)

= �1

(
f(X)

)
= f∗m

(
f(X)

)
= m(X) = 1;

ïìïßùò êáé

�
(
2N × g(Ψ)

)
= 1:

Èåùñïýìå ôï ìÝôñï � = (f × g)−1
∗ � óôïí X ×Ψ; äçëáäÞ:

�(Ω) = �
(
(f × g)(Ω)

)
∀Ω ∈ B(X ×Ψ)

Éó÷õñéæüìáóôå üôé � ∈ A0:

Êáôáñ÷Þí, �(X × Ψ) = �
(
f(X) × g(Ψ)

)
= 1; áöïý, áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò, ôï � åßíáé

óõãêåíôñùìÝíï óôá f(X)× 2N; 2N × g(Ψ); Üñá êáé óôï(
f(X)× 2N) ⋂ (

2N × g(Ψ)
)

= f(X)× g(Ψ):

¢ñá ôï � åßíáé ìÝôñï ðéèáíüôçôáò.

Äåß÷íïõìå ôþñá üôé �
X

= m:

Ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

�
X
(A) = �(A×Ψ) = �

(
f(A)× g(Ψ)

)
(2.21)
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Ðáñáôçñïýìå üôé: f(A)× g(Ψ) ⊆ f(A)× 2N êáé

�
(
(f(A)× 2N) \ (f(A)× g(Ψ))) = �

(
f(A)× g(Ψ)c

)
6 �(2N × g(Ψ)c

)
ÁëëÜ �

(
2N × g(Ψ)c

)
= 0; åö' üóïí �

(
2N × g(Ψ)

)
= 1: ¸ðåôáé ëïéðüí üôé

�
(
(f(A)× 2N) \ (f(A)× g(Ψ))

)
= 0;

êáé óõíåðþò áðü ôçí (2.21):

�
X
(A) = �

(
f(A)× 2N)

= �1

(
f(A)

)
= f∗m

(
f(A)

)
= m(A) ∀A ∈ B(X)

¼ìïéá Ý÷ïõìå êáé üôé �
Ψ

= n:

¢ñá ðñÜãìáôé � ∈ A0; êáé åðïìÝíùò �(S) = 0; áðü ôçí õðüèåóç.

¼ìùò:
�(S) = �

(
(f × g)(S)

)
= �

(
K ∩ (f(X)× g(Ψ))

)
= �(K) + �

(
f(X)× g(Ψ)

)
− �

(
K ∪ (f(X)× g(Ψ))

)
;

üðïõ

1 > �
(
K ∪ (f(X)× g(Ψ))

)
> �

(
f(X)× g(Ψ)

)
= 1:

¢ñá, éó÷ýåé ç éóüôçôá �(K) = �(S) = 0:

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ôï K Ý÷åé ìÝôñï ìçäÝí, ùò ðñïò êÜèå ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò óôïí 2N×2N;

ìå ðåñéèùñéáêÜ ìÝôñá f∗m êáé g∗n:

Áðü ôï èåþñçìá 2.35, Ýðåôáé üôé ôï K åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü, äçëáäÞ:

∃M;N ∈ B(2N); ìå f∗m(M) = g∗n(N) = 0;

þóôå:

K ⊆ (M × 2N) ∪ (2N ×N):

Åö' üóïí (f × g)(S) = K ∩
(
f(X)× g(Ψ)

)
; áðü ôçí ôåëåõôáßá Ýðåôáé üôé:

S = (f × g)−1(K) ⊆ (f × g)−1(M × 2N) ∪ (f × g)−1(2N ×N)

=
(
f−1(M)×Ψ

)
∪

(
X × g−1(N)

)
Ðáñáôçñþíôáò üôé m

(
f−1(M)

)
= f∗m(M) = 0 êáé n

(
g−1N)

)
= g∗n(N) = 0; óõìðåñáßíïõìå üôé

�
(
f−1(M)

)
= �

(
g−1(N)

)
= 0 (äéüôé �� m; � � n), áð' üðïõ ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

�
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ÊåöÜëáéï 3

Áíáêëáóôéêïß Óýíäåóìïé Õðï÷þñùí

Óôï êåöÜëáéï áõôü, óôü÷ïò ìáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí

L ðïõ äñá ó' Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert, åßíáé áíáêëáóôéêüò (re
exive), äçëáäÞ L = latalgL.
Ôï óõìðÝñáóìá áõôü èá áðïäåé÷èåß ðñþôá ãéá ôïí óýíäåóìï õðï÷þñùí L(X;6;m); üðïõ

(X;6;m) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

Áñ÷éêÜ èá ïñßóïõìå ìéá åéäéêÞ êëÜóç ìÝôñùí Borel óôïí ÷þñï ãéíüìåíï X×X; ãéá Ýíáí standard
÷þñï ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ (X;m).

Óå êÜèå ìÝôñï � áõôÞò ôçò êëÜóçò èá áíôéóôïé÷ßóïõìå Ýíáí ìïíáäéêü ôåëåóôÞ T� ôïõ ÷þñïõ

Hilbert L2(X;m); ðïõ èá ôïí ïíïìÜóïõìå øåõäï-ïëïêëçñùôéêü ôåëåóôÞ.

Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï (X;m) åßíáé åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ìéá standard ðñïäéÜôáîç 6; èá ðåñéïñé-
óôïýìå ó' åêåßíá ôá ìÝôñá ôçò ðñïçãïýìåíçò êëÜóçò, ðïõ åßíáé óõãêåíôñùìÝíá óôï ãñÜöçìá ôçò

6 :

Èá áðïäåßîïõìå ìÜëéóôá üôé ç åðáãüìåíç êëÜóç ôùí áíôßóôïé÷ùí øåõäï-ïëïêëçñùôéêþí ôåëåóôþí

åßíáé ìéá Üëãåâñá.

Ç ultraweakly-êëåéóôÞ èÞêç áõôÞò ôçò Üëãåâñáò ôåëåóôþí, ðïõ èá ôçí óõìâïëßóïõìå ìå

Amin(X;6;m); èá ìáò ïäçãÞóåé óôá æçôïýìåíá óõìðåñÜóìáôá.

Óçìåéþíïõìå üôé ïé éäéüôçôåò ôçò Üëãåâñáò Amin(X;6;m) èá áðïäåé÷èïýí éäéáßôåñá êñßóéìåò êáé

óôï 4ï êåöÜëáéï.

3.1 Øåõäï-ïëïêëçñùôéêïß ÔåëåóôÝò

Èõìßæïõìå üôé Ýíáò ôåëåóôÞò T ∈ B
(
L2(X;m)

)
; üðïõ (X;m) åßíáé Ýíáò ÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ

ìÝôñïõ, ëÝãåôáé ïëïêëçñùôéêüò ìå ðõñÞíá ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç K ∈ L2(X ×X;m×m); áí

ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:

(Tf)(x) =

∫
X

f(y)K(x; y)dm(y) m-ó÷åäüí ∀x ∈ X:

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá åéóÜãïõìå ìéá åõñýôåñç êëÜóç ôåëåóôþí óôïí B
(
L2(X;m)

)
; ðïõ

äåí èá Ý÷ïõí ùò ðõñÞíá ìéá óõíÜñôçóç, áëëÜ ìéá êáôÜëëçëç ïéêïãÝíåéá ìÝôñùí.

Óôá åðüìåíá, ï X èá åßíáé ðÜíôá Ýíáò standard ÷þñïò Borel êáé ôï m Ýíá �-ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï

Borel óôïí X.
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Èåùñïýìå ôï óýíïëï A(X × X;m) üëùí ôùí ìéãáäéêþí ìÝôñùí Borel � óôïí X × X, ãéá

ôá ïðïßá õðÜñ÷åé óôáèåñÜ c > 0 þóôå:

|�|1 (A) 6 c ·m(A) êáé |�|2 (A) 6 c ·m(A) ∀A ∈ B(X);

üðïõ |�|1 ; |�|2 åßíáé ôá ðåñéèùñéáêÜ ìÝôñá ôçò êýìáíóçò |�| ôïõ �.

Ãéá êÜèå � ∈ A(X × X;m); ïñßæïõìå ùò ||�|| ôçí ìéêñüôåñç óôáèåñÜ c > 0; ãéá ôçí ïðïßá

éêáíïðïéïýíôáé ïé ðñïçãïýìåíåò áíéóüôçôåò.

Ðñüôáóç 3.1. Ôï óýíïëï A(X × X;m) åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ üëùí ôùí

ìéãáäéêþí ìÝôñùí Borel ðïõ ïñßæïíôáé óôïí X×X; êáé ç áðåéêüíéóç � 7→ ||�|| ïñßæåé ìéá íüñìá

óôïí A(X ×X;m):

Aðüäåéîç. ¸óôù �; � ∈ A(X ×X;m) êáé � ∈ C.
Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) éó÷ýïõí ïé ðñïöáíåßò áíéóüôçôåò:

|�+ �| (S) 6 |�| (S) + |�| (S) êáé |��| (S) = |�| · |�| (S):

¸ðåôáé üôé ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

|�+ �|1 (A) = |�+ �| (A×X) 6 |�| (A×X) + |�| (A×X)

= |�|1 (A) + |�|1 (A) 6 (‖�‖+ ‖�‖)m(A)

êáé

|��|1 (A) = |��| (A×X) = |�| · |�|1 (A) 6 (|�| · ‖�‖)m(A):

Ïìïßùò ðñïêýðôïõí ïé ßäéåò áíéóüôçôåò êáé ãéá ôá ìÝôñá |�+ �|2, |��|2 :
Ôá ðñïçãïýìåíá äåß÷íïõí áêñéâþò üôé �+ �; �� ∈ A(X ×X;m):

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç �→ ‖�‖ åßíáé ìéá íüñìá óôïí ãñáììéêü ÷þñï A(X ×X;m):

Êáôáñ÷Þí, ãéá � = 0 åßíáé ðñïöáíÝò üôé ‖�‖ = 0:

Áíôßóôñïöá, áí ‖�‖ = 0; ôüôå |�|1 (A) 6 ‖�‖ ·m(A) = 0; äçëáäÞ |�|1 (A) = 0 A ∈ B(X):

Óõíåðþò, ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï ïñèïãþíéï A×B ôïõ X ×X èá éó÷ýåé:

|�| (A×B) 6 |�| (A×X) = |�|1 (A) = 0;

êáé Üñá |�| = 0:

¸ðåôáé üôé |�(S)| 6 |�| (S) = 0 ∀ S ∈ B(X ×X); äçëáäÞ � = 0:

Äåß÷íïõìå ôþñá üôé ‖��‖ = |�| · ‖�‖ ; ãéá � 6= 0:

Áðü ôéò áíéóüôçôåò |��|i (A) 6 (|�| · ‖�‖)m(A); A ∈ B(X); i = 1; 2; Ý÷ïõìå Üìåóá üôé

‖��‖ 6 |�| · ‖�‖ :

Áðü ôçí Üëëç, ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

|�|i (A) =
1

|�|
|��|i (A) 6

( 1

|�|
‖��‖

)
m(A); i = 1; 2
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áð' üðïõ

‖�‖ 6
1

|�|
‖��‖ ⇔ ‖��‖ > |�| · ‖�‖ ;

äçëáäÞ ôåëéêÜ éó÷ýåé ç éóüôçôá.

ÔÝëïò, ïé áíéóüôçôåò |�+ �|i (A) 6 (‖�‖ + ‖�‖)m(A); A ∈ B(X); i = 1; 2; ìáò åîáóöáëßæïõí

üôé ||�+ �|| 6 ‖�‖+ ‖�‖ :
�

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ åðüìåíïõ ËÞììáôïò, èá ÷ñåéáóôïýìå ôï åîÞò Èåþñçìá (âë. [8]).

Èåþñçìá 3.2. (Dunford-Pettis) ¸óôù Ψ äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Banach, (X;m) �-ðåðåñáóìÝíïò

÷þñïò ìÝôñïõ êáé T : L1(X;m) → Ψ∗ Ýíáò öñáãìÝíïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò. Ôüôå õðÜñ÷åé ìéá

(m-ó÷åäüí ðáíôïý ìïíáäéêÞ) áðåéêüíéóç B : X → Ψ∗ þóôå:

(i) ç B åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, ìå ôçí Ýííïéá üôé: ãéá êÜèå y ∈ Ψ ç áðåéêüíéóç x 7→ B(x)y åßíáé

Borel ìåôñÞóéìç

(ii) ||B(x)||
Ψ∗ = ||T || m-ó÷åäüí ∀x ∈ X

(iii) ãéá êÜèå f ∈ L1(X;m) éó÷ýåé:

(Tf)y =

∫
X

B(x)y · f(x)dm(x) ∀ y ∈ Ψ:

ËÞììá 3.3. ¸óôù X óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé � Ýíá ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï Borel

óôïí X ×X:

Ôüôå õðÜñ÷ïõí ïéêïãÝíåéåò {�x : x ∈ X}, {�y : y ∈ X} ìÝôñùí Borel ðéèáíüôçôáò óôïí X;

þóôå:

(i) ∀ E ∈ B(X); ïé óõíáñôÞóåéò x 7→ �x(E), y 7→ �y(E) åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò.

(ii) ∀ S ∈ B(X ×X) éó÷ýåé:

�(S) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�x(y)

)
d�1(x) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�y(x)

)
d�2(y)

üðïõ �1; �2 ôá ðåñéèùñéáêÜ ìÝôñá ôïõ �:

Aðüäåéîç. Ëüãù óõììåôñßáò, èá áðïäåßîïõìå ìüíï ôéò éäéüôçôåò ôçò ïéêïãÝíåéáò {�x : x ∈ X}:
Èåùñïýìå ôïí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Banach C(X ×X)∗ êáé ïñßæïõìå:

T : L1(X;�1) → C(X ×X)∗;

(Tf)g =

∫
X×X

g(x; y)f(x)d�(x; y); f ∈ L1(X;�1); g ∈ C(X ×X)

Áí f ∈ L1(X;�1), ç áðåéêüíéóç Tf ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç åßíáé ðñïöáíþò
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ãñáììéêÞ êáé éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá:

|(Tf)g| 6
∫

X×X

|g(x; y)| · |f(x)|d�(x; y)

6 ||g||∞ ·
∫

X×X

|f(x)|d�(x; y)

= ||g||∞ ·
∫
X

|f(x)|d�1(x) = ||f ||1 · ||g||∞

ÅðïìÝíùò Tf ∈ C(X ×X)∗; êáé Üñá ï T åßíáé Ýíáò êáëÜ ïñéóìÝíïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò.

Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç áíéóüôçôá Ý÷ïõìå åðéðëÝïí üôé:

||Tf ||
C(X×X)∗ 6 ||f ||1 ∀f ∈ L1(X;�1);

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ï T åßíáé öñáãìÝíïò, ìå ||T || 6 1.

Èá äåßîïõìå ìÜëéóôá üôé ||T || = 1:

¸óôù f ∈ L1(X;�1):

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé:

||f ||1 = sup{|
∫
X

h(x)f(x) d�1(x)| : h ∈ C(X); ||h||∞ 6 1} (3.1)

ÐñÜãìáôé: ãéá êÜèå h ∈ C(X) ìå ||h||∞ 6 1; åßíáé óáöÝò üôé:

|
∫
X

h(x)f(x) d�1(x)| 6 ||f ||1 ;

áð' üðïõ sup{|
∫
X

h(x)f(x) d�1(x)| : h ∈ C(X); ||h||∞ 6 1} 6 ||f ||1 :

Áðü ôçí Üëëç, õðÜñ÷åé ìéá ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç u : X → C þóôå |u(x)| = 1 �1-ó÷åäüí ãéá êÜèå

x ∈ X êáé f = u · |f |:
Èåùñïýìå ìéá áêïëïõèßá (hn)n óôïí C(X) ìå ||hn||∞ 6 1 êáé hn → u �1-ó÷åäüí ðáíôïý.

Ôüôå, áðü ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëçóçò ôïõ Lebesgue (êé åö' üóïí ôï �1 åßíáé ðåðåñá-

óìÝíï) Ýðåôáé üôé:∫
X

hn(x)f(x) d�1(x) →
∫
X

u(x)f(x) d�1(x) =

∫
X

|f(x)| d�1(x) = ||f ||1

êáé Üñá ç (3.1) éó÷ýåé.

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé h ∈ C(X) ìå ||h||∞ 6 1; þóôå;

|
∫
X

h(x)f(x) d�1(x)| > ||f ||1 − ":

ÈÝôïõìå g(x; y) = h(x); ïðüôå g ∈ C(X ×X) êáé ||g||∞ 6 1:

Ôüôå, áöïý ||T || 6 1; èá Ý÷ïõìå üôé:

||f ||1 > ||Tf ||
C(X×X)∗ > |(Tf)g| = |

∫
X×X

h(x)f(x) d�(x; y)|

= |
∫
X

h(x)f(x) d�1(x)| > ||f ||1 − "
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Åö' üóïí ôï " åßíáé ôõ÷üí, óõìðåñáßíïõìå üôé ||Tf ||
C(X×X)∗ = ||f ||1 ∀ f ∈ L1(X;�1); Üñá

ðñÜãìáôé ||T || = 1:

Ôþñá, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá Dunford-Pettis, õðÜñ÷åé ìéá áðåéêüíéóç B : X → C(X × X)∗

þóôå:

(i) ç Â åßíáé Borel ìåôñÞóéìç

(ii) ||B(x)||
C(X×X)∗ = ||T || = 1 �1-ó÷åäüí ∀x ∈ X

(iii) ãéá êÜèå f ∈ L1(X;�1) êáé g ∈ C(X ×X) éó÷ýåé:∫
X×X

g(x; y)f(x)d�(x; y) =

∫
X

B(x)g · f(x)d�1(x) (3.2)

Áðü ôï Èåþñçìá ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz, ãéá êÜèå t ∈ X ôï óõíáñôçóïåéäÝò B(t) ∈ C(X×X)∗

áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ìïíáäéêü êáíïíéêü ìÝôñï Borel �t óôïí X ×X; þóôå:

B(t)g =

∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) ∀ g ∈ C(X ×X):

Ôüôå ç (3.2) ãñÜöåôáé:∫
X×X

g(x; y)f(x)d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y)
)
f(t)d�1(t) (3.3)

ãéá êÜèå f ∈ L1(X;�1), g ∈ C(X ×X):

¸óôù g(x; y) > 0 êáé f(x) > 0 �1-ó÷åäüí ãéá êÜèå x ∈ X:
Ôüôå g(x; y)f(x) > 0 �-ó÷åäüí ãéá êÜèå (x; y) ∈ X ×X 1; êáé Üñá áðü ôçí (3.3) èá éó÷ýåé:∫

X

( ∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y)
)
f(t)d�1(t) > 0;

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé: ∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) > 0 �1-ó÷åäüí ∀ t ∈ X:

Åö' üóïí ç g åßíáé ôõ÷áßá ãíÞóéá èåôéêÞ óõíÜñôçóç, óõìðåñáßíïõìå üôé �1-ó÷åäüí ãéá êÜèå t ∈ X;
ôï ìÝôñï �t åßíáé èåôéêü.

ÅðéðëÝïí:

�t(X ×X) = ||�t|| = ||B(t)||
C(X×X)∗ = ||T || = 1 �1-ó÷åäüí ∀ t ∈ X; (3.4)

üðïõ ç 2ç éóüôçôá éó÷ýåé áðü ôï Èåþñçìá ÁíáðáñÜóôáóçò ôïõ Riesz.

Äåßîáìå ëïéðüí üôé �1-ó÷åäüí ãéá êÜèå t ∈ X; ôï ìÝôñï �t åßíáé ìÝôñï ðéèáíüôçôáò.

¸óôù ôþñá " > 0 êáé D ìéá áíïéêôÞ óöáßñá óôïí X áêôßíáò ":

1õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå �1(N) = 0; þóôå f(x) > 0 ∀x =∈ N: Ôüôå g(x; y)f(x) > 0 ∀ (x; y) ∈ N c ×X; üðïõ

�(
(
(N c ×X)c

)
= �(N ×X) = �1(N) = 0
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Éó÷õñéóìüòI : supp(�t) ⊆ �−1
1 (D) �1-ó÷åäüí ãéá êÜèå t ∈ D:

Èåùñïýìå f ∈ L1(X;�1) êáé g ∈ C(X ×X) ìç áñíçôéêÝò óõíáñôÞóåéò, þóôå:

supp f ⊆ D êáé g |�−1
1 (D)= 0:

Ôüôå f(x) = 0 ∀x =∈ D êáé g(x; y) = 0 ∀ (x; y) ∈ D × X; ïðüôå g(x; y)f(x) = 0 (�-ó÷åäüí)

∀ (x; y) ∈ X ×X:

¢ñá áðü ôçí (3.3) èá éó÷ýåé:∫
X

( ∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y)
)
f(t)d�1(t) = 0:

Áöïý ç f åðåëÝãç áõèáßñåôá ìå supp f ⊆ D; óõìðåñáßíïõìå üôé:∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) = 0 �1-ó÷åäüí ∀ t ∈ D:

ÅðéëÝãïõìå ìéá áêïëïõèßá (gn)n∈N || · ||∞-ðõêíÞ óôïí õðü÷ùñï {g ∈ C(X ×X) : g |�−1
1 (D)= 0}.

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé Nn ∈ B(X) ìå �1(Nn) = 0; þóôå:

áí t ∈ D \Nn ôüôå

∫
X×X

gn(x; y)d�
t(x; y) = 0:

ÈÝôïõìå N =
∞⋃
n=1

Nn; ïðüôå �1(N) = 0: Áí g ∈ C(X×X) ìå g |�−1
1 (D)= 0; êáé (gkn)n∈N åßíáé ìéá

õðáêïëïõèßá ôçò (gn)n∈N ðïõ óõãêëßíåé ïìïéüìïñöá óôçí g; ôüôå ãéá êÜèå t ∈ D \N èá éó÷ýåé:∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) = lim
n

∫
X×X

gkn(x; y)d�
t(x; y) = 0

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå g ∈ C(X ×X) ìå g |�−1
1 (D)= 0 êáé ãéá êÜèå t ∈ D \N éó÷ýåé:∫

X×X

g(x; y)d�t(x; y) = 0 (3.5)

¸óôù ôþñá t ∈ D \N:
Èá äåßîïõìå üôé êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïõ X × X ìå U ∩ �−1

1 (D) = ∅ åßíáé �t-ìçäåíéêü,
êáé áõôü áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü I:

ÕðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé õðÜñ÷åé Ýíá ôÝôïéï óýíïëï U ìå �t(U) > 0:

Áðü ôçí åóùôåñéêÞ êáíïíéêüôçôá ôïõ �t, õðÜñ÷åé óõìðáãÝò õðïóýíïëï K ôïõ U ìå �t(K) > 0.

Áöïý ôá K; U c åßíáé êëåéóôÜ êáé îÝíá, áðü ôï ËÞììá ôïõ Urysohn ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá

óõíå÷Þ óõíÜñôçóç g : X ×X → [0; 1] þóôå g |K= 1 êáé g |Uc= 0:

Åö' üóïí �−1
1 (D) ⊆ U c; Ý÷ïõìå üôé g |�−1

1 (D)= 0; êáé Üñá
∫

X×X
g(x; y)d�t(x; y) = 0 áðü ôçí (3.5)

(êáé áöïý t ∈ D \N).

Áðü ôçí Üëëç üìùò,∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) =

∫
U

g(x; y)d�t(x; y)

>
∫
K

g(x; y)d�t(x; y) = �t(K) > 0
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Üôïðï.

¢ñá ðñÜãìáôé �t(U) = 0 êáé ï éó÷õñéóìüò áðåäåß÷èç.

Éó÷õñéóìüòII : õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå �1(N) = 0; þóôå áí t =∈ N; ôüôå supp(�t) ⊆ �−1
1 ({t}):

ÅðåéäÞ ï X åßíáé óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò, ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áñéèìÞóéìç ïéêïãÝíåéá

{Dn}n∈N áíïéêôþí óöáéñþí ôïõ X, ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá:

∀ " > 0; ç õðïïéêïãÝíåéá {Dn : diam(Dn) < "} êáëýðôåé ôïí X 2

Áðü ôïí éó÷õñéóìü I, õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (Nn)n∈N �1-ìçäåíéêþí õðïóõíüëùí ôïõ X, þóôå:

ãéá êÜèå n ∈ N; áí t ∈ Dn \Nn; ôüôå supp(�t) ⊆ �−1
1 (Dn):

ÈÝôïõìå N =
∞⋃
n=1

Nn; ïðüôå �1(N) = 0:

¸óôù t =∈ N; êáé U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ X ×X; ìå U ∩ �−1
1 ({t}) = ∅:

Áðü ôçí êáôÜóêåõÞ ôçò {Dn}n∈N; õðÜñ÷åé n ∈ N þóôå t ∈ Dn êáé �
−1
1 (Dn) ∩ U = ∅ 3

ÁëëÜ supp(�t) ⊆ �−1
1 (Dn); áöïý t ∈ Dn \N; êáé Üñá �t(U) = 0:

ÅðïìÝíùò supp(�t) ⊆ �−1
1 ({t}) ∀ t =∈ N:

Ãéá êÜèå t ∈ N èåùñïýìå ôï ìÝôñï:

�t(E) = �t(X × E); E ∈ B(X)

(äçëáäÞ �t åßíáé ôï 2ï ðåñéèùñéáêü ìÝôñï ôïõ �t),

ãéá ôï ïðïßï ðáñáôçñïýìå üôé �t(X) = �t(X ×X) = 1; áðü ôçí (3.4).

Ëüãù ôïõ éó÷õñéóìïý (II), ãéá êÜèå g ∈ C(X ×X) Ý÷ïõìå:∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) =

∫
�−1
1 ({t})

g(x; y)d�t(x; y)

=

∫
X×X

g(x; y)��−1
1 ({t})(x; y)d�

t(x; y)

Áí x 6= t; ôüôå ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç ìçäåíßæåôáé, åíþ ãéá x = t ç ïëïêëçñùôÝá éóïýôáé ìå

g(t; y): ¢ñá ç ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ãñÜöåôáé:∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y) =

∫
X×X

g(t; y)d�t(x; y) =

∫
X

g(t; y)d�t(y) ∀ g ∈ C(X ×X) (3.6)

Áðïäåéêíýïõìå ôþñá ôá (i) êáé (ii) ôïõ ËÞììáôïò.

(i) Áí E ∈ B(X); èá äåßîïõìå üôé ç óõíÜñôçóç t 7→ �t(E) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

2áöïý ï X åßíáé äéá÷ùñßóéìïò, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (xn)n∈N ðõêíÞ óôïí X. Èá äåßîïõìå üôé ç ïéêïãÝíåéá üëùí

ôùí áíïéêôþí óöáéñþí S(xn; 1
m ); n; m ∈ N; Ý÷åé ôçí æçôïýìåíç éäéüôçôá. ÐñÜãìáôé: Ýóôù " > 0: ÅðéëÝãïõìå

m0 ∈ N ìå 1
m0

< "
2 : Ôüôå, ãéá êÜèå m > m0 êáé n ∈ N Ý÷ïõìå üôé: diam

(
S(xn; 1

m )
)

6 2
m < " êáé åðéðëÝïí

X = ∪{S(xn; 1
m ) : n ∈ N; m > m0}; áðü ôïí ïñéóìü ôçò (xn)n∈N

3Ýóôù 0 < " < 1
2dist(t; �(U)): Áöïý X = ∪{Dn : diam(Dn) < "}; õðÜñ÷åé Dn þóôå t ∈ Dn êáé diam(Dn) < ":

ÁëëÜ ôüôå Dn ∩ �(U) = ∅; êáé Üñá �−1
1 (Dn) ∩ U = ∅
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Èá êÜíïõìå ÷ñÞóç ôïõ áêüëïõèïõ ËÞììáôïò áðü ôçí Èåùñßá ÌÝôñïõ (âë. [6], Ðñ. 8.17).

ËÞììá :¸óôù Ψ ìåôñéêüò ÷þñïò, � Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï Borel óôïí Ψ êáé f : Ψ → R Borel

ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå õðÜñ÷åé áêïëïõèßá óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí gn : Ψ → R; n ∈ N; þóôå
sup
y∈Ψ

|gn(y)| 6 sup
y∈Ψ

|f(y)|; ∀n ∈ N êáé gn → f êáôÜ óçìåßï (�-ó÷åäüí ðáíôïý.)

Áðü ôçí ìåôñçóéìüôçôá ôçò áðåéêüíéóçò B, Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå g ∈ C(X ×X) ç óõíÜñôçóç

t 7→ B(t)g =

∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y)

åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

¸óôù S ∈ B(X ×X):

Åöáñìüæïíôáò ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá ãéá ôçí óõíÜñôçóç �
S
, ôïí ìåôñéêü ÷þñï X ×X êáé ôï

ìÝôñï �t, âñßóêïõìå ìéá áêïëïõèßá óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí gn : X ×X → R þóôå

|gn(x; y)| 6 sup
x;y∈X

|gn(x; y)| 6 1 ∀n ∈ N; ∀ (x; y) ∈ X ×X

êáé gn → �
S
�t-ó÷åäüí ðáíôïý.

Ôüôå, áðü ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëéóçò ôïõ Lebesgue (åö' üóïí ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç

1 åßíáé �t-ïëïêëçñþóéìç, ãéáôß ôï �t åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï), Ý÷ïõìå üôé:

�t(S) =

∫
X×X

�
S
(x; y)d�t(x; y) = lim

n

∫
X×X

gn(x; y)d�
t(x; y)

¢ñá ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X); ç óõíÜñôçóç t 7→ �t(S) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, ùò ôï êáôÜ óçìåßï

üñéï ìéáò áêïëïõèßáò Borel ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí.

¸ðåôáé üôé êáé ç óõíÜñôçóç t 7→ �t(E) = �t(E ×X) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

(ii) Èá äåßîïõìå üôé �(S) =
∫
X

∫
X

�
S
(x; y)d�x(y)d�1(x) ∀S ∈ B(X ×X):

¸÷ïõìå üôé:∫
X×X

g(x; y)f(x)d�(x; y)
(3:3)
=

∫
X

( ∫
X×X

g(x; y)d�t(x; y)
)
f(t)d�1(t)

=

∫
X

( ∫
X

g(t; y)d�t(y)
)
f(t)d�1(t) ∀ f ∈ L1(X;�1); ∀ g ∈ C(X ×X)

áð' üðïõ, èÝôïíôáò f = 1, ðñïêýðôåé üôé:∫
X×X

g(x; y)d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X

g(t; y)d�t(y)
)
d�1(t) ∀ g ∈ C(X ×X) (3.7)

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç (3:7) éó÷ýåé êáé áí ç g åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç åíüò Borel

õðïóõíüëïõ ôïõ X ×X:

¸óôù ëïéðüí S ∈ B(X × X) êáé gn : X × X → R óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò üðùò óôçí áðüäåéîç
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ôïõ (i), ìå gn 7→ �
S
�-ó÷åäüí ðáíôïý.

¸÷ïõìå ôüôå:

�(S) =

∫
X×X

�
S
(x; y)d�(x; y) = lim

n

∫
X×X

gn(x; y)d�(x; y)

3:7
= lim

n

∫
X

( ∫
X

g(x; y)d�x(y)
)
d�1(x) (3.8)

Ãéá êÜèå x ∈ X èÝôïõìå !n(y) = gn(x; y); !(y) = �
S
(x; y):

Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò (gn)n∈N Ý÷ïõìå üôé |!n| 6 1 êáé !n → ! êáôÜ óçìåßï (�x-ó÷åäüí ðáíôïý).

¢ñá, áðü ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëéóçò êáé åö' üóïí ôï ìÝôñï �x åßíáé ðåðåñáóìÝíï,

Ý÷ïõìå üôé:

lim
n

∫
X

!n(y)d�
x(y) =

∫
X

!(y)d�x(y)

ÅðïìÝíùò, áí �n(x) =
∫
X

!n(y)d�
x(y) êáé �(x) =

∫
X

!(y)d�x(y); Ý÷ïõìå üôé �n → � êáôÜ óçìåßï

(�1-ó÷åäüí ðáíôïý), êáé áêüìá |�n(x)| 6
∫
X

|!n(y)|d�x(y) 6 �x(X) = 1 ∀x ∈ X; n ∈ N:

¢ñá, áðü ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëéóçò êáé ðÜëé (êáé áöïý ôï �1 åßíáé ðåðåñáóìÝíï),

lim
n

∫
X

�n(x)d�1(x) =

∫
X

�(x)d�1(x)

äçëáäÞ:

lim
n

∫
X

( ∫
X

gn(x; y)d�
x(y)

)
d�1(x) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�x(y)

)
d�1(x)

Áðü ôçí (3.8)Ýðåôáé ôþñá üôé:

�(S) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�x(y)

)
d�1(x):

�

Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ËÞììáôïò, ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) éó÷ýåé:∫
X×X

�
S
(x; y) d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d�x(y)

)
d�1(x)

Ëüãù ôçò ãñáììéêüôçôáò ôïõ ïëïêëçñþìáôïò, óõìðåñáßíïõìå üôé:∫
X×X

f(x; y)d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x) (3.9)

ãéá êÜèå áðëÞ, ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç f : X ×X → R.
Èá áðïäåßîïõìå üôé ç (3.9) éó÷ýåé åðéðëÝïí óôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
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1. áí f åßíáé ìéá ìç áñíçôéêÞ, ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç

2. áí f åßíáé ìéá ïëïêëçñþóéìç (ùò ðñïò �) óõíÜñôçóç, ìå ìéãáäéêÝò ôéìÝò.

1ç Ðåñßðôùóç :

¸óôù f : X ×X → [0;∞) ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç. Èåùñïýìå ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá

sn : X ×X → [0;∞) áðëþí, ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, ìå sn → f êáôÜ óçìåßï.

Ãéá êÜèå x ∈ X; èÝôïõìå:

tn(y) = sn(x; y); n ∈ N êáé f1(y) = f(x; y)

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò (sn)n∈N; Ý÷ïõìå üôé ç (tn)n∈N åßíáé ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá ìç áñíçôéêþí,

áðëþí, ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí, ðïõ óõãêëßíåé êáôÜ óçìåßï óôçí f1:

¢ñá, áðü ôï Èåþñçìá Ìïíüôïíçò Óýãêëéóçò ôïõ Lebesgue èá éó÷ýåé:

lim
n

∫
X

tn(y)d�
x(y) =

∫
X

f1(y)d�
x(y) ∀x ∈ X (3.10)

Åðßóçò èÝôïõìå:

gn(x) =

∫
X

tn(y)d�
x(y); n ∈ N êáé g(x) =

∫
X

f1(y)d�
x(y)

Ðñïöáíþò gn; g > 0:

Áöïý ç (tn)n∈N åßíáé áýîïõóá (êáé ôï ìÝôñï �x åßíáé ðåðåñáóìÝíï), áðü ôçí ìïíïôïíßá ôïõ

ïëïêëçñþìáôïò Ý÷ïõìå üôé ç (gn)n∈N åßíáé áýîïõóá.

ÅðéðëÝïí, gn → g áðü ôçí (3.10).

¢ñá, áðü ôï Èåþñçìá Ìïíüôïíçò Óýãêëçóçò èá éó÷ýåé:∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x) =

∫
X

g(x)d�1(x) = lim
n

∫
X

gn(x)d�1(x) (3.11)

ÁëëÜ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí (3.9) êáé ôï Èåþñçìá Ìïíüôïíçò Óýãêëçóçò ãéá ôçí áêïëïõèßá

(sn)n∈N; Ý÷ïõìå üôé:

lim
n

∫
X

gn(x)d�1(x) = lim
n

∫
X

( ∫
X

sn(x; y)d�
x(y)

)
d�1(x)

= lim
n

∫
X×X

sn(x; y)d�(x; y)

=

∫
X×X

f(x; y)d�(x; y)

Óõíåðþò áðü ôçí (3.11) Ýðåôáé üôé:∫
X×X

f(x; y)d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)
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ãéá êÜèå ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç f : X ×X → [0;+∞):

ÐáñáôÞñçóç : ÉäéáéôÝñùò, áí f : X × X → [0;+∞) åßíáé ìéá �-ïëïêëçñþóéìç óõíÜñôçóç, ôüôå

áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá Ý÷ïõìå üôé ç (ìç áñíçôéêÞ) óõíÜñôçóç

x 7→
∫
X

f(x; y)d�x(y)

åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò �1; êáé óõíåðþò:

∫
X

f(x; y)d�x(y) <∞ �1-ó÷åäüí ∀x ∈ X:

ÅðïìÝíùò, ç óõíÜñôçóç y 7→ f(x; y) åßíáé �x-ïëïêëçñþóéìç, �1-ó÷åäüí ∀x ∈ X:

2ç Ðåñßðôùóç :

¸óôù f : X ×X → R ìéá ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò � óõíÜñôçóç.

ÃñÜöïõìå f = f+− f−; üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò f+; f− åßíáé ìç áñíçôéêÝò, ïëïêëçñþóéìåò ùò ðñïò

�:

¢ñá, óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá êáé ôçí 1ç ðåñßðôùóç, èá éó÷ýåé:

∫
X×X

f(x; y) d�(x; y) =

∫
X×X

f+(x; y) d�(x; y)−
∫

X×X

f−(x; y) d�(x; y)

=

∫
X

( ∫
X

f+(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)−

∫
X

( ∫
X

f−(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

f+(x; y)d�x(y)−
∫
X

f−(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

(f+(x; y)− f−(x; y))d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

3ç Ðåñßðôùóç : ¸óôù f ∈ L1(X ×X;�):

Ç f ãñÜöåôáé: f = u+ iv, üðïõ u; v ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, ïëïêëçñþóéìåò ùò ðñïò �:

Áðü ôçí 2ç ðåñßðôùóç (êáé ìå óõëëïãéóìïýò áíÜëïãïõò ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáôÞñçóçò), Ý÷ïõìå
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üôé: ∫
X×X

f(x; y) d�(x; y) =

∫
X×X

u(x; y) d�(x; y) + i

∫
X×X

v(x; y) d�(x; y)

=

∫
X

( ∫
X

u(x; y)d�x(y)
)
d�1(x) + i

∫
X

( ∫
X

v(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

u(x; y)d�x(y) + i

∫
X

v(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

(u(x; y) + iv(x; y))d�x(y)
)
d�1(x)

=

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x)

Áðïäåßîáìå ëïéðüí ôï åîÞò:

Ðüñéóìá 3.4. ¸óôù X; �; �x; �y üðùò óôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá. Ôüôå ãéá êÜèå ìåôñÞóéìç

óõíÜñôçóç f : X ×X → [0;+∞) Þ f ∈ L1(X ×X;�); éó÷ýåé:∫
X×X

f(x; y) d�(x; y) =

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�x(y)
)
d�1(x) =

∫
X

( ∫
X

f(x; y)d�y(x)
)
d�2(y)

Óôï åîÞò, ãñÜöïíôáò:

d�(x; y) = d�x(y)d�1(x) = d�y(x)d�2(y)

èá åííïýìå ðÜíôá ôéò éóüôçôåò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ Ðïñßóìáôïò Þ áíôßóôïé÷åò éóüôçôåò ðïõ ðñïêý-

ðôïõí áðü Üëëá (èåôéêÜ) ìÝôñá.

Ðñüôáóç 3.5. Ãéá êÜèå � ∈ A(X ×X;m) õðÜñ÷ïõí ïéêïãÝíåéåò {�x : x ∈ X}, {�y : y ∈ X}
ìéãáäéêþí ìÝôñùí Borel óôïí X; þóôå:

(I) |�x| (X) 6 ‖�‖ êáé |�y| (X) 6 ‖�‖ ∀ x; y ∈ X
(II) ∀ E ∈ B(X); ïé óõíáñôÞóåéò x 7→ �x(E); y 7→ �y(E) åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò

(ÉÉÉ) �(S) =
∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�x(y)

)
dm(x) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)d�y(x))

)
dm(y) ∀S ∈ B(X ×X)

(IV) d |�| (dx; dy) = d |�x| (y) · dm(x) = d |�y| (x) · dm(y)

ÅðéðëÝïí, áí {�x : x ∈ X}; {�y : y ∈ X} åßíáé äýï Üëëåò ïéêïãÝíåéåò ìÝôñùí ðïõ éêáíïðïéïýí

ôá (II) êáé (III), ôüôå:

�x = �x m-ó÷åäüí ∀ x ∈ X êáé �y = �y m-ó÷åäüí ∀ y ∈ X:

Aðüäåéîç. Ëüãù óõììåôñßáò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ìüíï ôï ìÝñïò ôçò Ðñüôáóçò ðïõ áöïñÜ ôá

ìÝôñá �x.

Åöáñìüæïíôáò ôï ËÞììá 3.3 ãéá ôï ðåðåñáóìÝíï, èåôéêü ìÝôñï � = |�|, âñßóêïõìå ìéá ïéêïãÝíåéá
{�x : x ∈ X} ìÝôñùí Borel ðéèáíüôçôáò óôïí X; þóôå:

∀E ∈ B(X) ç óõíÜñôçóç x 7→ �x(E) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, êáé
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d�(x; y) = d�x(y)d�1(x) (3.12)

Áöïý � ∈ A(X ×X;m); Ý÷ïõìå üôé �1 = |�|1 6 ‖�‖ ·m; ïðüôå �1 � m:

¢ñá áðü ôï Èåþñçìá Radon-Nikodym (âë. Èåþñ. 1.5 ) õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym

! = d�1

dm
: X → [0;+∞); ç ïðïßá åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò m êáé éêáíïðïéåß:

d�1(x) = !(x)dm(x) (3.13)

ÅðéðëÝïí, áðü ôçí áíéóüôçôá �1 � ‖�‖ ·m ðñïêýðôåé4 üôé:

!(x) 6 ‖�‖ m-ó÷åäüí ∀ x ∈ X

ÌÜëéóôá, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ôçí ! Ýôóé, þóôå5:

!(x) 6 ‖�‖ ∀ x ∈ X

Åðßóçò, åö' üóïí �� |�| = �; õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym u = d�
d�

: X ×X → C; ç
ïðïßá åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò � êáé éêáíïðïéåß ôéò ó÷Ýóåéò:

�(S) =

∫
S

u(x; y)d�(x; y) ∀S ∈ B(X ×X) (3.14)

êáé

|u(x; y)| = 1 ∀ (x; y) ∈ X ×X

Ãéá êÜèå x ∈ X; èÝôïõìå:
�x(A) = !(x)

∫
A

u(x; y) d�x(y) (3.15)

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå A ∈ B(X) êáé x ∈ X; ç óõíÜñôçóç y 7→ �
A
(y)u(x; y) åßíáé �x-

ïëïêëçñþóéìç, áöïý ∫
X

|�
A
(y)u(x; y)| d�x(y) = �x(A) <∞

ÅðïìÝíùò ôï �x åßíáé Ýíá êáëÜ ïñéóìÝíï ìéãáäéêü ìÝôñï Borel óôïí X:)

Äåß÷íïõìå ôþñá üôé ç ïéêïãÝíåéá {�x : x ∈ X} Ý÷åé ôéò æçôïýìåíåò éäéüôçôåò.

(I) ¸óôù x ∈ X: Ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

|�x(A)| 6 !(x)

∫
A

|u(x; y)| d�x(y) = !(x)�x(A) 6 ‖�‖ · �x(A)

4ÐñÜãìáôé: Ý÷ïõìå üôé
∫
A

!(x)dm(x) 6 ‖�‖m(A) ∀ A ∈ B(X): Åöáñìüæïíôáò ôç ó÷Ýóç áõôÞ ãéá

ôçí áêïëïõèßá An = [! > ‖�‖+ 1
n ]; n = 1; 2; :::; âñßóêïõìå üôé

(
‖�‖+ 1

n

)
m(An) 6 ‖�‖m(An)

∀ n = 1; 2; :::; áð' üðïõ m(An) = 0 ∀ n = 1; 2; ::: :

Ôþñá, ðáñáôçñþíôáò üôé [! > ‖�‖ ] =
∞⋃
n=1

An; óõìðåñáßíïõìå üôé m
(
[! > ‖�‖ ]

)
= 0; äçëáäÞ ! 6 ‖�‖ m-ó.ð.

5Áí N = [! > ‖�‖ ]; üðïõ âÝâáéá m(N) = 0; èÝôïõìå: !1(x) =
{
!(x); x =∈ N
‖�‖ ; x ∈ N

Ç óõíÜñôçóç !1 åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, äéüôé:

!1(x) = !(x)�c
N

(x) + ‖�‖�
N

(x) )
êáé m-ó÷åäüí ðáíôïý ßóç ìå ôçí !; åö' üóïí [! 6= !1 ] ⊆ N: Åðßóçò, !1(x) 6 ‖�‖ ∀x ∈ X: ÔÝëïò �1(A) =∫
A

!(x)m(dx) =
∫
A

!1(x)m(dx) ∀ A ∈ B(X)
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¸ðåôáé 6 üôé |�x|(A) 6 ‖�‖ · �x(A) ∀ A ∈ B(X); êáé Üñá |�x| (X) 6 ‖�‖ ; áöïý ôï �x åßíáé

ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò.

(II) Äåß÷íïõìå üôé ãéá êÜèå A ∈ B(X); ç óõíÜñôçóç:

x 7→ �x(A) = !(x) ·
∫
A

u(x; y) d�x(y)

åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

¢ñêåß âÝâáéá íá äåßîïõìå üôé ç x 7→
∫
A

u(x; y) d�x(y) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, êáé ìÜëéóôá áñêåß íá

èåùñÞóïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç u åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç êÜðïéïõ Borel õðïóõíüëïõ

ôïõ X ×X:

¸óôù ëïéðüí S ∈ B(X ×X); êáé f
S
(x) =

∫
A

�
S
(x; y) d�x(y).

Ç f
S
ãñÜöåôáé: f

S
(x) =

∫
X

�
A
(x; y)�

Sx
(y) d�x(y) = �x(A ∩ Sx).

Ðáñáôçñïýìå üôé áí S = E × F; üðïõ E; F ∈ B(X); ôüôå:

Sx =

{
F; áí x ∈ Å
∅; áí x =∈ E

ïðüôå

f
S
(x) =

{
�x(A ∩ F ); áí x ∈ E
0; áí x =∈ E

äçëáäÞ f
S
(x) = �x(A ∩ F ) · �

E
(x):

¸ðåôáé üôé ç f
S
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, áöïý ç x 7→ �x(A ∩ F ) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ïéêïãÝíåéá:

C = {S ∈ B(X ×X) : ç f
S
(x) = �x(A ∩ Sx) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç}

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá, ç C ðåñéÝ÷åé ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá ôïõ X ×X:

ÅðéðëÝïí ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

• Áí S1; S2 ∈ C ìå S1 ⊆ S2; ôüôå êáé S2 \ S1 ∈ C:
ÐñÜãìáôé: åðåéäÞ (S2 \ S1)

x = Sx2 \ Sx1 ; èá Ý÷ïõìå:

f
S2\S1

(x) = �x
(
A ∩ (S2 \ S1)

x
)

= �x(A ∩ Sx2 )− �x(A ∩ Sx1 ) = f
S2

(x)− f
S1

(x);

üðïôå ç f
S2\S1

åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

• Áí (Sn)n åßíáé ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá óôçí C, ôüôå S =
∞⋃
n=1

Sn ∈ C.

ÐñÜãìáôé: åö' üóïí (
∞⋃
n=1

Sn)
x =

∞⋃
n=1

Sxn êáé ç (Sxn)n∈N åßíáé åðßóçò áýîïõóá, Ý÷ïõìå:

fS(x) = �x
( ∞⋃
n=1

(A ∩ Sxn)
)

= lim
n
�x(A ∩ Sxn) = lim

n
f
Sn

(x);

6äéüôé ç êýìáíóç |�x| ôïõ �x åßíáé ôï ìéêñüôåñï èåôéêü ìÝôñï Borel óôïí X ðïõ éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá:

|�x| (A) 6 |�x| (A) ∀ A ∈ B(X)
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êáé Üñá ç fS åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

ÅðïìÝíùò ç C åßíáé êëÜóç Dynkin óôïí X ×X êáé ðåñéÝ÷åé ôçí (êëåéóôÞ ùò ðñïò ðåðåñáóìÝíåò

ôïìÝò) ïéêïãÝíåéá ôùí ìåôñÞóéìùí ïñèïãùíßùí ôïõ X ×X:

¸ðåôáé üôé C = B(X ×X); êé áõôüïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç ôïõ (II) áðåäåß÷èç.

(ÉÉÉ) Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) èá äåßîïõìå üôé:

�(S) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d�x(y)

)
dm(x)

Áðü ôçí (3.14) éó÷ýåé:

�(S) =

∫
X×X

�
S
(x; y)u(x; y) d�(x; y)

Ðáñáôçñïýìå üôé �S · u ∈ L1(X ×X; �); áöïý∫
X×X

|�
S
(x; y)u(x; y)| d�(x; y) = �(S) <∞;

êáé óõíåðþò ëüãù ôçò (3.12) Ý÷ïõìå üôé:

�(S) =

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)u(x; y) d�x(y)

)
d�1(x)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôéò ó÷Ýóåéò (3.13) êáé 3.15, âñßóêïõìå üôé:

�(S) =

∫
X

(
!(x)

∫
X

�
S
(x; y)u(x; y) d�x(y)

)
dm(x)

=

∫
X

(
!(x)

∫
Sx

u(x; y) d�x(y)
)
dm(x)

=

∫
X

�x(Sx) dm(x)

=

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d�x(y)

)
dm(x)

(IV) Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé:

d |�x| (y) = !(x)d�x(y) ∀x ∈ X (3.16)

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ �x Ý÷ïõìå üôé �x � �x, óõíåðþò õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym

g = d�x

d�x
; êáé éó÷ýåé:

g(y) = !(x)u(x; y) �x-ó÷åäüí ∀ y ∈ X

Ôüôå, (âë. [6] ðñ. 10.29), õðÜñ÷åé êáé ç ðáñÜãùãïò Radon-Nikodym G = d|�x|
d�x

; êáé ìÜëéóôá

éó÷ýåé:

G(y) = |g(y)| = !(x) �x-ó÷åäüí ∀ y ∈ X:
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ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå üôé:

|�x|(A) =

∫
A

!(x) d�x(y) = !(x)�x(A);

áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç 3.16.

Óõíåðþò, ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) èá éó÷ýåé:

|�|(S)
(3:12)
=

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d�x(y)

)
d�1(x)

(3:13)
=

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y)!(x) d�x(y)

)
dm(x)

(3:16)
=

∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d|�x|(y)

)
dm(x);

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé d|�|(x; y) = d|�x|(y)dm(x):

ÔÝëïò, õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé êáé ìéá äåýôåñç ïéêïãÝíåéá {�x : x ∈ X} ìéãáäéêþí ìÝôñùí

Borel óôïí X; ðïõ éêáíïðïéåß ôá (II) êáé (ÉÉÉ).

Èá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0, þóôå �x = �x ∀ x =∈ N:
ÅðåéäÞ ï X åßíáé standard ÷þñïò Borel, ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áñéèìÞóéìç Üëãåâñá Boole

{Fn : n ∈ N} ⊆ B(X) ðïõ ðáñÜãåé ôçí Borel äïìÞ ôïõ X; äçëáäÞ:

B(X) = �
(
{Fn : n ∈ N}

)
ÈÝôïõìå fn(x) = �x(Fn); gn(x) = �x(Fn); n ∈ N.
Áðü ôï (II) Ý÷ïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò fn; gn åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò.

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå n ∈ N êáé E ∈ B(X), áðü ôï (ÉÉÉ) äéáðéóôþíïõìå üôé:

�(E × Fn) =

∫
X×X

�
E×Fn

(x; y) d�(x; y)

(III)
=

∫
X

( ∫
X

�
E
(x)�

Fn
(y) d�x(y)

)
dm(x)

=

∫
X

�
E
(x)�x(Fn) dm(x) =

∫
E

fn(x) dm(x)

áíÜëïãá êáé üôé:

�(E × Fn) =

∫
E

gn(x) dm(x)

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå n ∈ N, éó÷ýåé:∫
E

fn(x)dm(x) =

∫
E

gn(x) dm(x) ∀ E ∈ B(X);

êáé óõíåðþò fn = gn m-ó.ð.

¢ñá, ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åé Nn ∈ B(X) ìå m(Nn) = 0; þóôå:

�x(Fn) = �x(Fn) ∀ x =∈ Nn:
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ÈÝôïõìå N =
∞⋃
n=1

Nn.

Ôüôå m(N) = 0 êáé ∀ x =∈ N éó÷ýåé: �x(Fn) = �x(Fn) ∀ n ∈ N:
Åö' üóïí B(X) = �({Fn : n ∈ N}), Ýðåôáé ôåëéêÜ üôé �x = �x ∀ x =∈ N: �

Ïñéóìüò 3.6. Ïé ïéêïãÝíåéåò ìÝôñùí {�x : x ∈ X}; {�y : y ∈ X} ðïõ ïñßóáìå óôï ðñïçãïýìåíï
Èåþñçìá, èá ïíïìÜæïíôáé óôï åîÞò disintegrations ôïõ ìÝôñïõ � ∈ A(X ×X;m):

Óêïðüò ìáò ôþñá åßíáé íá ïñßóïõìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìü óôïí ÷þñï A(X ×X;m), ìå ôïí

ïðïßï èá áðïêôÞóåé ôçí äïìÞ ìéáò Üëãåâñáò ìå íüñìá.

¸óôù �; � ∈ A(X ×X;m).

ÅðéëÝãïõìå disintegrations {�y : y ∈ X}; {�x : x ∈ X} ôùí � êáé � áíôßóôïé÷á.

Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) èåùñïýìå ôçí ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç:

h
S
(z) = (�z × �z)(S);

üðïõ �z × �z åßíáé ôï ìÝôñï ãéíüìåíï ôùí �z; �
z óôïí X ×X:

Éó÷õñéóìüò 1 : ç óõíÜñôçóç h
S
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç ∀ S ∈ B(X ×X).

Ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

(i) Áí S = A× B; üðïõ A; B ∈ B(X); ôüôå ç h
S
(z) = �z(A)�z(B) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, áöïý

ïé óõíáñôÞóåéò z 7→ �z(A); z 7→ �z(B) åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò (áðü ôï (II) ôçò ðñ. 3.5).

(ii) Áí S1; S2 ∈ B(X × X) þóôå S1 ⊆ S2 êáé ïé h
S1
; h

S2
åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò, ôüôå êáé ç

h
S2\S1

= h
S2
− h

S1
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

(iii) ¸óôù (Sn)n∈N ìéá áýîïõóá áêïëïõèßá Borel õðïóõíüëùí ôïõ X ×X; þóôå ãéá êÜèå n ∈ N
ç h

Sn
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç. Áí S =

∞⋃
n=1

Sn, ôüôå êáé ç hS åßíáé Borel ìÝôñÞóéìç.

ÐñÜãìáôé: èÝôïõìå C1 = S1; Cn = Sn \ Sn−1; n > 2: Ôüôå ôá Cn ∈ B(X × X) åßíáé îÝíá áíÜ

äýï,
∞⋃
n=1

Cn =
∞⋃
n=1

Sn = S êáé áðü ôï (ii) ç h
Cn

åßíáé Borel ìåôñÞóéìç ãéá êÜèå n ∈ N:

ÅðïìÝíùò èá éó÷ýåé:

(�z × �z)(S) = (�z × �z)(
∞⋃
n=1

Cn) =
∞∑
n=1

(�z × �z)(Cn);

äçëáäÞ

h
S

= h ∞S

n=1
Cn

;

êáé Üñá ç h
S
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç. Áðü ôá (i), (ii) êáé (iii) óõìðåñáßíïõìå üôé ç ïéêïãÝíåéá

E = {S ∈ B(X ×X) : ç óõíÜñôçóç h
S
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç}

åßíáé êëÜóç Dynkin óôïí X ×X êáé ðåñéÝ÷åé ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá ôïõ X ×X.

¸ðåôáé üôé E = B(X ×X); êáé áõôü áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü.
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Éó÷õñéóìüò 2 : ç hS åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò m ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X).

Èåùñïýìå ôçí óõíÜñôçóç �(z) = ||�|| · |�z|(X); z ∈ X:
Ôüôå Ý÷ïõìå üôé 0 6 �(z) < ∞ ∀ z ∈ X êáé ç � åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, äéüôé áðü ôçí ó÷Ýóç

(3.16) ôçò ðñüôáóçò 3.5, ðñïêýðôåé üôé:

|�z|(X) = !(z)�z(X) ∀ z ∈ X;

üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò ! êáé z 7→ �z(X) åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò.

ÅðéðëÝïí, � ∈ L1(X;m); åö' üóïí:∫
X

�(x) dm(x) = ||�|| ·
∫
X

|�x|(X) dm(x)

= ||�|| ·
∫
X

( ∫
X

�
X×X (x; y) d|�x|(y)

)
dm(x)

IV
= ||�|| ·

∫
X×X

�
X×X (x; y) d|�|(x; y)

= ||�|| · |�|(X ×X) < +∞

Ôþñá áðü ôï Èåþñçìá Fubini êáé ôï (I) ôçò Ðñüôáóçò 3.5 Ý÷ïõìå:

|h
S
(z)| = |(�z × �z)(S)|

= |
∫

X×X

�
S
(x; y) d(�z × �z)(x; y)|

= |
∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d�z(x)

)
d�z(y)|

7

6
∫
X

( ∫
X

�
S
(x; y) d|�z|(x)

)
d|�z|(y)

=

∫
X×X

�S(x; y) d(|�z| × |�z|)(x; y)

= (|�z| × |�z|)(S)

6 (|�z| × |�z|)(X ×X)

= |�z|(X) · |�z|(X)
(I)

6 ||�|| · |�z|(X) = �(z)

Äåßîáìå ëïéðüí üôé:

|h
S
(z)| 6 �(z) ∀ z ∈ X (3.17)

Óõíåðþò, áöïý � ∈ L1(X;m); Ýðåôáé üôé êáé h
S
∈ L1(X;m) ∀ S ∈ B(X ×X):

Ïñßæïõìå:

(� ∗ �)(S) :=

∫
X

(�z × �z)(S) dm(z); S ∈ B(X ×X)

7ëüãù ôçò ãíùóôÞò áíéóüôçôáò |
∫
X
fd�| 6

∫
X
|f |d|�|; üðïõ � ìéãáäéêü ìÝôñï êáé f ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò |�|
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Ðñüôáóç 3.7. Ç óýíïëï-óõíÜñôçóç �∗� ïñßæåé Ýíá ìéãáäéêü ìÝôñï Borel óôïí X×X; ôï ïðïßï
åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí disintegrations ãéá ôá �; �:

Aðüäåéîç. Ðñïöáíþò (� ∗ �)(∅) = 0:

¸óôù (Sn)n∈N áêïëïõèßá îÝíùí áíÜ äýï Borel õðïóõíüëùí ôïõ X ×X:

¸÷ïõìå:

(� ∗ �)(
∞⋃
n=1

Sn) =

∫
X

(�z × �z)(
∞⋃
n=1

Sn) dm(z)

=

∫
X

∞∑
n=1

(�z × �z)(Sn) dm(z)

=

∫
X

lim
k
gk(z) dm(z); (3.18)

üðïõ gk(z) =
k∑

n=1

(�z × �z)(Sn); k ∈ N:

ÁëëÜ áðü ôçí (3.17) Ý÷ïõìå üôé:

|gk(z)| = |(�z × �z)(
k⋃

n=1

Sn)| 6 �(z) ∀ z ∈ X; ∀ k ∈ N;

üðïõ � ∈ L1(X;m):

¢ñá, áðü ôçí (3.18) êáé ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëéóçò ôïõ Lebesgue Ýðåôáé üôé:

(� ∗ �)(
∞⋃
n=1

Sn) = lim
k

∫
X

gk(z) dm(z)

= lim
k

k∑
n=1

∫
X

(�z × �z)(Sn) dm(z)

=
∞∑
n=1

(� ∗ �)(Sn)

Äåßîáìå åðïìÝíùò üôé ôï � ∗ � åßíáé Ýíá ìéãáäéêü ìÝôñï óôïí X ×X:

¸óôù ôþñá {�1
y : y ∈ X}; {�x1 : x ∈ X} äýï Üëëåò disintegrations ôùí � êáé � áíôßóôïé÷á.

Èá äåßîïõìå üôé:∫
X

(�z × �z)(S) dm(z) =

∫
X

(�1
z × �z1)(S) dm(z) ∀S ∈ B(X ×X)

Áðü ôçí Ðñüôáóç 3.5, õðÜñ÷ïõí N1; N2 ∈ B(X) ìå m(N1) = m(N2) = 0; þóôå:

�y = �1
y ∀ y =∈ N1 êáé �

x = �x1 ∀x =∈ N2:

ÅðïìÝíùò, èÝôïíôáò N = N1 ∪N2; Ý÷ïõìå üôé m(N) = 0 êáé ∀ z =∈ N éó÷ýïõí:

�z = �1
z êáé �

z = �z1 :

¢ñá, ∀S ∈ B(X ×X); ïé óõíáñôÞóåéò z 7→ (�z × �z)(S) êáé z 7→ (�1
z × �z1)(S) åßíáé m-ó.ð. ßóåò,

áð' üðïõ ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï. �
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Ðñüôáóç 3.8. � ∗ � ∈ A(X ×X;m) ∀�; � ∈ A(X ×X;m). ÌÜëéóôá éó÷ýåé:

||� ∗ �|| 6 ||�|| · ||�||

Aðüäåéîç. ¸óôù A ∈ B(X):

¸÷ïõìå:

|� ∗ �|1(A) = |� ∗ �|(A×X) = sup
n∑
i=1

|(� ∗ �)(Si)|;

üðïõ ôï supremum ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò êÜèå ðåðåñáóìÝíç, ìåôñÞóéìç äéáìÝñéóç {S1; :::; Sn} ôïõ
A×X:

Ãéá êÜèå äéáìÝñéóç Ý÷ïõìå:

n∑
i=1

|(� ∗ �)(Si)| =
n∑
i=1

|
∫
X

(�z × �z)(Si) dm(z)|

6
n∑
i=1

∫
X

|(�z × �z)(Si)| dm(z)

6
n∑
i=1

∫
X

(|�z| × |�z|)(Si) dm(z)

=

∫
X

(|�z| × |�z|)(
n⋃
i=1

Si) dm(z)

=

∫
X

(|�z| × |�z|)(A×X) dm(z)

=

∫
X

|�z|(A) · |�z|(X) dm(z)

(I)

6 ||�|| ·
∫
X

|�z|(A) dm(z)

= ||�|| ·
∫
X

( ∫
X

�
A
(x) d|�z|(x)

)
dm(z)

= ||�|| ·
∫
X

( ∫
X

�
A×X (x; z) d|�z|(x)

)
dm(z)

(IV )
= ||�|| ·

∫
X×X

�
A×X (x; z) d|�|(x; z)

= ||�|| · |�|(A×X) = ||�|| · |�|1(A)

6 ||�|| · ||�|| ·m(A)

¸ðåôáé üôé |� ∗ �|1(A) 6 ||�|| · ||�|| ·m(A) ∀A ∈ B(X):

ÁíÜëïãá ðñïêýðôåé êáé ç áíéóüôçôá:

|� ∗ �|2(A) 6 ||�|| · ||�|| ·m(A) ∀A ∈ B(X)

Óõìðåñáßíïõìå üôé � ∗ � ∈ A(X ×X;m) êáé ìÜëéóôá ||� ∗ �|| 6 ||�|| · ||�||:
�
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Åñ÷üìáóôå ôþñá óôïí êåíôñéêü óêïðü áõôÞò ôçò åíüôçôáò, ðïõ åßíáé ï ïñéóìüò êáé ç ìåëÝôç

ôùí øåõäï-ïëïêëçñùôéêþí ôåëåóôþí. Ïé ôåëåóôÝò áõôïß ′′êáôáóêåõÜæïíôáé′′ áðü ôá ìÝôñá

� ∈ A(X ×X;m); üðùò öáßíåôáé óôï áêüëïõèï Èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.9. Ãéá êÜèå � ∈ A(X×X;m) õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ôåëåóôÞò T� ∈ B
(
L2(X;m)

)
;

þóôå:

〈T�f; g〉 =

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y) ∀ f; g ∈ L2(X;m)

êáé ||T�|| 6 ||�||:

Aðüäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç: � : L2(X;m)× L2(X;m) → C; ìå

�(f; g) =

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y); f; g ∈ L2(X;m):

Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá üôé ç � åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç (x; y) 7→ f(y)g(x) åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò |�|
(Üñá êáé ùò ðñïò �).

Áðü ôçí Áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz Ý÷ïõìå:∫
X×X

|f(y)g(x)| d|�|(x; y) 6
( ∫
X×X

|f(y)|2 d|�|(x; y)
) 1

2 ·
( ∫
X×X

|g(x)|2 d|�|(x; y)
) 1

2

8

=
( ∫
X

|f(y)|2 d|�|2(y)
) 1

2 ·
( ∫
X

|g(x)|2 d|�|1(x)
) 1

2

9

6
(
||�|| ·

∫
X

|f(y)|2 dm(y)
) 1

2 ·
(
||�|| ·

∫
X

|g(x)|2 dm(x)
) 1

2

= ||�|| ·
( ∫
X

|f(y)|2 dm(y)
) 1

2 ·
( ∫
X

|g(x)|2dm(x)
) 1

2 ; (1)

êáé óõíåðþò
∫

X×X
|f(y)g(x) d|�|(x; y) <∞:

ÅðïìÝíùò ç � åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

Ðáñáôçñïýìå áêüìá üôé ç � åßíáé sesquilinear ìïñöÞ, êáé ìÜëéóôá öñáãìÝíç ìå ||�|| 6 ||�||, áöïý
áðü ôçí (1) ðñïêýðôåé üôé:

|�(f; g)| 6
∫

X×X

|f(y)g(x) d|�|(x; y) 6 ||�|| · ||f || · ||g||

9ãéá êÜèå èåôéêü ìÝôñï � ó' Ýíáí ÷þñï ãéíüìåíï X ×Ψ êáé êÜèå B(X)-ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç

h : X → C; éó÷ýåé :
∫

X×Ψ

h(x) d�(x; y) =
∫
X

h(x) d�1(x): ÐñÜãìáôé: áñêåß íá äåé÷èåß óôçí ðåñßðôùóç

h = �
A
; ãéá êÜðïéï A ∈ B(X): Ôüôå∫

X×Ψ

�
A
(x) d�(x; y) =

∫
X×Ψ

�
A×Ψ(x; y) d�(x; y) = �(A×Ψ) = �1(A) =

∫
X

�A(x) d�1(x)

Ïìïßùò,
∫

X×Ψ

h(y) d�(x; y) =
∫
Ψ

h(y) d�2(y) ãéá êÜèå h : Ψ → C; B(Ψ)-ìåôñÞóéìç:

9äéüôé |�|i 6 ||�|| ·m; i = 1; 2
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¢ñá, õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ôåëåóôÞò T� ∈ B
(
L2(X;m)

)
; þóôå:

〈T�f; g〉 = �(f; g) =

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y) ∀ f; g ∈ L2(X;m)

êáé ||T�|| = ||�|| 6 ||�||:
�

Ç åðüìåíç Ðñüôáóç ìáò äßíåé ìéá ðéï óõãêåêñéìÝíç Ýêöñáóç ôïõ ôåëåóôÞ T� ðïõ ïñßóáìå óôï

ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá.

Ðñüôáóç 3.10. ¸óôù � ∈ A(X × X;m), T� üðùò óôï Èåþñçìá 3.9 êáé {�x : x ∈ X} ìéá

disintegration ôïõ �. Ôüôå, ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:

(T�f)(x) =

∫
X

f(y) d�x(y) m-ó÷åäüí ∀x ∈ X:

Aðüäåéîç. Ïñßæïõìå H : L2(X;m) → L2(X;m); ìå

(Hf)(x) =

∫
X

f(y)d�x(y) m-ó÷åäüí ∀x ∈ X; f ∈ L2(X;m):

Äåß÷íïõìå êáôáñ÷Þí üôé çH åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, äçëáäÞ üôé ãéá êÜèå f ∈ L2(X;m); ç óõíÜñôçóç

x 7→
∫
X

f(y)d�x(y) áíÞêåé óôïí L2(X;m): ¸÷ïõìå:

∫
X

|
∫
X

f(y) d�x(y)|2dm(x) 6
∫
X

( ∫
X

|f(y)| d|�x|(y)
)2
dm(x)

10

6
∫
X

( ∫
X

|f(y)|2 d|�x|(y) · |�x|(X)
)
dm(x)

(I)

6 ||�|| ·
∫
X

( ∫
X

|f(y)|2 d|�x|(y)
)
dm(x)

(IV )
= ||�|| ·

∫
X×X

|f(y)|2 d|�|(x; y)

= ||�|| ·
∫
X

|f(y)|2 d|�|2(y)

6 ||�||2 ·
∫
X

|f(y)|2dm(y) <∞

üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá ðñïêýðôåé áðü ôçí |�|2 6 ||�||m:
ÅðïìÝíùò, ç áðåéêüíéóç H ïñßæåé Ýíáí ãñáììéêü ôåëåóôÞ, êáé ìÜëéóôá öñáãìÝíï, êáèþò ç

ðñïçãïýìåíç áíéóüôçôá ãñÜöåôáé:

||H(f)|| 6 ||�|| · ||f || ∀ f ∈ L2(X;m)

10áðü ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz
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¸÷ïõìå ôþñá íá äåßîïõìå üôé T� = H:

Ãéá êÜèå A; B ∈ B(X) ìå m(A) <∞; m(B) <∞; Ý÷ïõìå:

〈T��A ; �B〉 =

∫
X×X

�
A
(y)�

B
(x)d�(x; y)

= �(B × A)
(III)
=

∫
X

( ∫
X

�
B×A(x; y) d�x(y)

)
dm(x)

=

∫
X

(
�
B
(x)

∫
X

�
A
(y) d�x(y)

)
dm(x)

= 〈H�
A
; �

B
〉

Ëüãù ãñáììéêüôçôáò, óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá êÜèå f; g áðëÝò óõíáñôÞóåéò óôïí L2(X;m) éó÷ýåé:

〈T�f; g〉 = 〈Hf; g〉

Ôþñá, åö' üóïí ôï óýíïëï ôùí áðëþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ðõêíü óôïí L2(X;m), ëüãù óõíÝ÷åéáò

Ý÷ïõìå üôé:

〈T�f; g〉 = 〈Hf; g〉 ∀ f; g ∈ L2(X;m)

¢ñá T� = H; áð´ïðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. �

Ïñéóìüò 3.11. Ãéá êÜèå � ∈ A(X×X;m) êáé {�x : x ∈ X} disintegration ôïõ �, ï áíôßóôïé÷ïò

ôåëåóôÞò T� èá ëÝãåôáé øåõäï-ïëïêëçñùôéêüò ôåëåóôÞò ìå ðõñÞíá ôçí ïéêïãÝíåéá {�x : x ∈ X}

Óôá åðüìåíá, èá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí óõæõãÞ T ∗
� åíüò øåõäï-ïëïêëçñùôéêïý ôåëåóôÞ T�, êáé

èá âñïýìå ìéá ó÷Ýóç ãéá ôïí T ∗
� áíÜëïãç áõôÞò ãéá ôïí T�; ôçò Ðñ. 3.10.

¸óôù �(x; y) = (y; x) ç áíÜêëáóç ôïõ X ×X.

Ç � åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, äéüôé �−1(A×B) = B × A ∈ B(X ×X) ∀A; B ∈ B(X).

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå ìéãáäéêü ìÝôñï � óôïí X ×X ïñßæåôáé ôï ìÝôñï åéêüíá �∗� ôïõ � ùò ðñïò

�, ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò:

(�∗�)(S) = �(�−1(S)); S ∈ B(X ×X)

ÈÝôïõìå �∗ = �∗� (äçëÜäÞ �∗(A×B) = �(B × A) ∀A;B ∈ B(X)).

Éó÷õñéæüìáóôå üôé áí � ∈ A(X ×X;m), ôüôå êáé �∗ ∈ A(X ×X;m).

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) éó÷ýåé:

|�∗|(S) = sup{
n∑
i=1

|�(�−1(Bi))| :
n⋃
i=1

Bi = S; Bi ∩Bj = ∅ ∀i 6= j}

= sup{
n∑
i=1

|�(Si)| :
n⋃
i=1

Si = �−1(S); Si ∩ Sj = ∅ ∀i 6= j}

= |�|(�−1(S))

¸ðåôáé üôé:

|�∗|1(A) = |�∗|(A×X) = |�|(X × A) = |�|2(A) ∀A ∈ B(X)

¢ñá |�∗|1 = |�|2 êáé üìïéá |�∗|2 = |�|1.
Áðü ôéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò ðñïêýðôåé üôé �∗ ∈ A(X ×X;m) êáé ìÜëéóôá ||�∗|| = ||�||.
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Ðñüôáóç 3.12. ¸óôù � ∈ A(X ×X;m) êáé {�y : y ∈ X} ìéá disintegration ôïõ �: Ôüôå:

(i) T ∗
� = T�∗

(ii) ∀ g ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:

(
T ∗
�g)(y) =

∫
X

g(x) d�y(x) m-ó÷åäüí ∀ y ∈ X:

Aðüäåéîç. (i)Êáôáñ÷Þí, áöïý �∗ ∈ A(X ×X;m); ïñßæåôáé ï áíôßóôïé÷ïò øåõäï-ïëïêëçñùôéêüò

ôåëåóôÞò T�∗ ; óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.9.

Ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå:

〈T�f; g〉 =

∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y)

=

∫
X×X

g(x)f(y)d�(x; y)

11

=

∫
X×X

g(y)f(x)d�∗(x; y)

= 〈T�∗g; f〉
= 〈f; T�∗g〉

¢ñá T ∗
� = T�∗ .

(ii) Ç áðüäåéîç åßíáé üìïéá ì' áõôÞí ôçò Ðñüôáóçò 3.10:

áí A; B ∈ B(X) ìå m(A) <∞; m(B) <∞ Ý÷ïõìå:

〈
�
A
; T ∗

��B
〉

= 〈T��A ; �B〉 =

∫
X×X

�
A
(y)�

B
(x) d�(x; y)

=

∫
X

( ∫
X

�
A
(y)�

B
(x) d�y(x)

)
dm(y)

=

∫
X

(
�
A
(y)

∫
X

�
B
(x)d�y(x)

)
dm(y)

= 〈�
A
;Ω�

B
〉 ;

üðïõ Ω åßíáé ï ôåëåóôÞò ôïõ B
(
L2(X;m)

)
ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

(
Ωg

)
(y) =

∫
X

g(x) d�y(x) m-ó÷åäüí ∀ y ∈ X; g ∈ L2(X;m):

¸ðåôáé üôé T ∗
� = Ω; êáé Üñá ôï æçôïýìåíï. �

11äéüôé, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ �∗ êáé ôï Èåþñçìá 1:4; ãéá êÜèå óõíÜñôçóç h : X ×X → R
B(X ×X)-ìåôñÞóéìç Þ h : X ×X → C ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò �∗; éó÷ýåé :∫
X×X

h(x; y)d�∗(x; y) =
∫

X×X
h(x; y)d�∗�(x; y) =

∫
X×X

h(x; y)d�(x; y)
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Èåþñçìá 3.13. Ãéá êÜèå �; � ∈ A(X ×X;m) éó÷ýåé: Ô�∗� = T� · T�.

Aðüäåéîç. ¸óôù {�y : y ∈ X}; {�x : x ∈ X} disintegrations ôùí �; � áíôßóôïé÷á.

Ãéá êÜèå A; B ∈ B(X) ìå m(A) <∞; m(B) <∞ Ý÷ïõìå:

〈T�T��A ; �B〉 =
〈
T��A ; T

∗
��B

〉
=

∫
X

T� �A(z)T ∗
��B(z) dm(z)

=

∫
X

( ∫
X

�
A
(y) d�z(y) ·

∫
X

�
B
(x) d�z(x)

)
dm(z)

=

∫
X

�z(A)�z(B) dm(z)

=

∫
X

(�z × �z)(B × A) dm(z)

= (� ∗ �)(B × A) =

∫
X×X

�
B
(x)�

A
(y) d(� ∗ �)(x; y)

= 〈T�∗��A ; �B〉

Óõìðåñáßíïõìå üôé:

〈T� T�f; g〉 = 〈T�∗�f; g〉 ;

ãéá êÜèå f; g áðëÝò óõíáñôÞóåéò óôïí L2(X;m), êáé ôåëéêÜ ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m):

ÅðïìÝíùò T� T� = T�∗� : �

ËÞììá 3.14. Áí �; � ∈ A(X ×X;m) þóôå T� = T� ; ôüôå � = �.

Aðüäåéîç. Åö' üóïí T� = T� ; ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y) =

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y):

¢ñá, áí A; B åßíáé Borel õðïóýíïëá ôïõ X ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ, ôüôå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç

éóüôçôá, ãéá f = �
B
êáé g = �

A
ðñïêýðôåé üôé:

�(A×B) = �(A×B)

¸óôù ôþñá ôõ÷üí A ∈ B(X):

Áöïý ôï m åßíáé �-ðåðåñáóìÝíï, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (An)n∈N îÝíùí áíÜ äýï Borel õðïóõíüëùí

ôïõX, þóôå A =
∞⋃
n=1

An êáém(An) <∞ ∀n ∈ N: ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðñïçãïýìåíï

óõìðÝñáóìá ãéá óýíïëá ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ, ãéá êÜèå B ∈ B(X) ìå m(B) <∞ èá Ý÷ïõìå:

�(A×B) = �
( ∞⋃
n=1

(An×B)
)

=
∞∑
n=1

�(An×B) =
∞∑
n=1

�(An×B) = �
( ∞⋃
n=1

(An×B)
)

= �(A×B):

Ìå áíÜëïãç äéáäéêáóßá ãéá ôï ôõ÷üí B ∈ B(X); óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé

�(A×B) = �(A×B) ∀A; B ∈ B(X);
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êáé óõíåðþò � = �:

�

Ðüñéóìá 3.15. (i) Ôï óýíïëï {T� : � ∈ A(X ×X;m)} åßíáé áõôïóõæõãÞò õðÜëãåâñá
ôçò B

(
L2(X;m)

)
:

(ii) Ôï óýíïëï A(X ×X;m); åöïäéáóìÝíï ìå ôçí íüñìá � 7→ ||�||; åßíáé Üëãåâñá ìå íüñìá.

ÌÜëéóôá, ç áðåéêüíéóç � 7→ �∗ ïñßæåé åíÝëéîç óôçí Üëãåâñá áõôÞ.

Aðüäåéîç. (i) Ãéá êÜèå �; � ∈ A(X ×X;m) êáé � ∈ C Ý÷ïõìå:

〈 (T� + �T�) f; g〉 = 〈T�f; g〉+ � 〈T� f; g〉

=

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y) + �

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y)

=

∫
X×X

f(y)g(x) d(�+ ��)(x; y)

= 〈T�+��f; g〉 ; f; g ∈ L2(X;m)

ÅðïìÝíùò T� + �T� = T�+�� :

Åðßóçò êáé T�∗� = T� T� (âë. Èåþñ.3.13)

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò äåß÷íïõí áêñéâþò üôé ôï óýíïëï {T� : � ∈ A(X ×X;m)} åßíáé Üëãåâñá.
ÅðéðëÝïí, áöïý T ∗

� = T�∗ ; üðïõ �
∗ ∈ A(X ×X;m); ç ðñïçãïýìåíç Üëãåâñá åßíáé áõôïóõæõãÞò.

(ii) ¸÷ïõìå Þäç áðïäåßîåé üôé ï A(X × X;m) åßíáé ÷þñïò ìå íüñìá, êáé ìÜëéóôá ç íüñìá ôïõ

éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá: ||� ∗ �|| 6 ||�|| · ||�||: ¢ñá, ãéá íá äåßîïõìå üôé ï A(X ×X;m) åßíáé

Üëãåâñá, áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

� ∗ (� + �) = (� ∗ �) + (� ∗ �);
(��) ∗ � = � ∗ (��) = � · (� ∗ �); êáé

� ∗ (� ∗ �) = (� ∗ �) ∗ � ∀�; �; � ∈ A(X ×X;m) êáé � ∈ C:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï (i) êáé ôç ó÷Ýóç T�∗� = T� T� ; Ý÷ïõìå:

T�∗(�+�) = T� T�+� = T�(T� + T�) = T� T� + T� T�
= T�∗� + T�∗� = T(�∗�)+(�∗�),

T(��)∗� = T��T� = �T�T� = T�(�T�) = T�T�� = T�∗(��);

T(��)∗� = �T�T� = �T�∗� = T�(�∗�);

T�∗(�∗�) = T�T�∗� = T�(T�T�) = (T�T�)T� = T�∗�T� = T(�∗�)∗�

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò êáé ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå êáé üôé:

T(�+�)∗ = T�∗+�∗

T(��)∗ = T�̄�∗

T(�∗�)∗ = T�∗∗�∗ ;

T(�∗)∗ = T�;
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ïðüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ðÜëé ôï ðñïçãïýìåíï ËÞììá, óõìðåñáßíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç � 7→ �∗

ïñßæåé ìéá åíÝëéîç óôçí Üëãåâñá A(X ×X;m):

�

Áðü ôï Ðüñéóìá 3.15 êáé ôï ËÞììá 3.14, ðñïêýðôåé üôé ç áðåéêüíéóç

A(X ×X;m) → {T� : � ∈ A(X ×X;m)} : � 7→ T�

åßíáé Ýíáò ∗-éóïìïñöéóìüò áëãåâñþí.
Ãéá êÜèå G ∈ B(X ×X); ïñßæïõìå ùò A(G;m) ôï óýíïëï üëùí ôùí ìÝôñùí � ∈ A(X ×X;m)

ðïõ åßíáé óõãêåíôñùìÝíá óôï G:

Ôï A(G;m) åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò ãñáììéêüò õðü÷ùñïò ôïõ A(X×X;m): Èá ïñßóïõìå êáôÜëëçëåò

óõíèÞêåò ãéá ôï G; þóôå ï õðü÷ùñïò A(G;m) íá åßíáé êëåéóôüò ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü

ôïõ A(X ×X;m), (êáé Üñá õðÜëãåâñá ôçò A(X ×X;m)):

Ãéá êÜèå G ⊆ X ×X èÝôïõìå:

G ◦G := {(x; y) ∈ X ×X : ∃ z ∈ X þóôå (x; z) ∈ G êáé (z; y) ∈ G}

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé, áí G åßíáé ôï ãñÜöçìá ìéáò ó÷Ýóçò R óôïí X, ôüôå:

(i) ç R åßíáé áõôïðáèÞò ⇔ ôï G ðåñéÝ÷åé ôçí äéáãþíéï ∆ ôïõ X ×X

(ii) ç R åßíáé ìåôáâáôéêÞ ⇔ ôï G ðåñéÝ÷åé ôï óýíïëï G ◦G
ÅðïìÝíùò, Ýíá õðïóýíïëï G ôïõ X×X åßíáé ôï ãñÜöçìá ìéáò ðñïäéÜôáîçò óôïí X áí, êáé ìüíï

áí, ∆ ⊆ G êáé G ◦G ⊆ G:

Ðñüôáóç 3.16. ¸óôù G ∈ B(X ×X):

(i) áí G ◦G ⊆ G; ôüôå A(G;m) åßíáé õðÜëãåâñá ôçò A(X ×X;m)

(ii) áí åðéðëÝïí ∆ ⊆ G êáé ôï ìÝôñïm åßíáé ðåðåñáóìÝíï (êáé ìç ìçäåíéêü), ôüôå ç A(X×X;m)

Ý÷åé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ìïíÜäá íüñìáò 1, ðïõ áíÞêåé óôçí õðÜëãåâñá A(G;m); äçëáäÞ:

∃ � ∈ A(G;m) ìå ||�|| = 1; þóôå � ∗ � = � ∗ � = � ∀� ∈ A(X ×X;m):

Aðüäåéîç. (i) ¸óôù �; � ∈ A(G;m) êáé {�y : y ∈ X}; {�x : x ∈ X} disintegration ôùí �; �

áíôßóôïé÷á.

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ôï ìÝôñï � ∗ � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G, äçëáäÞ üôé:

(� ∗ �)(S) = 0 ∀S ∈ B(X ×X) ìå S ⊆ Gc:

Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) Ý÷ïõìå:

|(� ∗ �)(S)| 6
∫
X

|(�z × �z)(S)| dm(z)

6
∫
X

|�z × �z|(S) dm(z)

6
∫
X

(|�z| × |�z|)(S) dm(z) (3.19)
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Éó÷õñéóìüò : m-ó÷åäüí ãéá êÜèå y ∈ X; ôï ìÝôñï |�y| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G y.

Áðü ôçí Ðñüôáóç 3.5, ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) Ý÷ïõìå:

|�|(S) =

∫
X

∫
X

�
S
(x; y) d|�y|(x) dm(y)

=

∫
X

∫
X

�
Sy

(x) d|�y|(x) dm(y)

=

∫
X

|�y|(S y) dm(y)

Áðü ôçí ó÷Ýóç áõôÞ (ãéá S = (X×X)\G) êáé åö' üóïí ôï �, Üñá êáé ôï |�|, åßíáé óõãêåíôñùìÝíï
óôï G; Ýðåôáé üôé:∫

X

|�y|(X \G y) dm(y) =

∫
X

|�y|
(
(X ×X) \G

)y
dm(y) = |�|

(
(X ×X) \G

)
= 0

ÅðïìÝíùò, |�y|(X \G y) = 0 m-ó÷åäüí ãéá êÜèå y ∈ X; áð' üðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

ÁíÜëïãá Ý÷ïõìå üôé êáé ôï |�x| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Gx m-ó÷åäüí ∀x ∈ X:
¢ñá, õðÜñ÷ïõí M; N ∈ B(X) ìå m(M) = m(N) = 0; þóôå:

∀ z =∈ M ôï |�z| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Gz

êáé ∀ z =∈ N ôï |�z| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Gz

Ôüôå, m(M ∪N) = 0 êáé ãéá êÜèå z =∈M ∪N éó÷ýåé:

(|�z| × |�z|)
(
(Gz ×Gz)

c
)

= (|�z| × |�z|)
(
((Gz)c ×X) ∪ (X × (Gz)

c
)

6 |�z|
(
(Gz)c

)
· |�z|(X) + |�z|(X) · |�z|

(
(Gz)

c
)

= 0

Óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ìÝôñï ãéíüìåíï |�z| × |�z| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï Gz × Gz; m-ó÷åäüí

∀ z ∈ X:
ÁëëÜ Gz × Gz ⊆ G ◦ G; äéüôé áí (x; y) ∈ Gz × Gz; ôüôå (x; z) ∈ G êáé (z; y) ∈ G; ïðüôå

(x; y) ∈ G ◦G áðü ôïí ïñéóìü ôïõ G ◦G:
ÅðïìÝíùò, m-ó÷åäüí ãéá êÜèå z ∈ X ôï ìÝôñï |�z| × |�z| åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G ◦ G, êáé
Üñá óôï G (áöïý G ◦G ⊆ G), äçëáäÞ ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) ìå S ⊆ Gc Ý÷ïõìå üôé:

(|�z| × |�z|)(S) = 0 m-ó÷åäüí ∀ z ∈ X:

Ôüôå áðü ôçí (3.19) Ýðåôáé üôé (� ∗ �)(S) = 0; êáé Üñá ðñÜãìáôé ôï � ∗ � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï

óôï G:

(ii) ÕðïèÝôïõìå åðéðëÝïí üôé ∆ ⊆ G êáé 0 < m(X) <∞:

Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) èÝôïõìå:

�(S) = m
(
{x ∈ X : (x; x) ∈ S}

)
12:

12Ãéá êÜèå S ∈ B(X ×X) ôï óýíïëï: ∆(S) = {x ∈ X : (x; x) ∈ S} åßíáé Borel ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï ôïõ X.

ÐñÜãìáôé: åðåéäÞ ∆(A × B) = A ∩ B ∈ B(X) ∀A; B ∈ B(X); Ýðåôáé üôé ç ïéêïãÝíåéá C = {S ∈ B(X × X) :
∆(S) ∈ B(X)} ðåñéÝ÷åé ôá ìåôñÞóéìá ïñèïãþíéá ôïõ X ×X: ÅðéðëÝïí ïé ó÷Ýóåéò ∆

(
(X ×X) \ S

)
= X \∆(S)

êáé ∆(
∞⋃
n=1

Sn) =
∞⋃
n=1

∆(Sn); äåß÷íïõí üôé ç C åßíáé �-Üëãåâñá óôïí X ×X: ÔåëéêÜ C = B(X ×X); êáé óõíåðþò

∆(S) ∈ B(X) ∀S ∈ B(X ×X).
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¢ìåóá äéáðéóôþíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç � ïñßæåé Ýíá èåôéêü ìÝôñï óôïí X ×X.

Ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå üôé:

�1(A) = �(A×X) = m(A) êáé �2(A) = �(X × A) = m(A);

äçëáäÞ �1 = �2 = m. ÅðïìÝíùò, � ∈ A(X ×X;m) êáé ìÜëéóôá ||�|| = 1:

Åðßóçò, åö' üóïí ∆ ⊆ G; èá éó÷ýåé:

�(Gc) = m({x ∈ X : (x; x) =∈ G}) = m(∅) = 0:

¢ñá � ∈ A(G;m):

Ôþñá, ãéá êÜèå x ∈ X óõìâïëßæïõìå ìå �x ôï ìÝôñï Dirac óôï x:

Ðáñáôçñïýìå üôé éó÷ýïõí ôá åîÞò:

1. ∀E ∈ B(X) ç áðåéêüíéóç x 7→ �x(E) = �
E
(x) åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

2. ∀S ∈ B(X ×X) éó÷ýåé:∫
X

∫
X

�
S
(x; y) d�x(y) dm(x) =

∫
X

∫
X

�
Sx

(y) d�x(y) dm(x)

=

∫
X

�
S
(x; x) dm(x)

= m
(
{x ∈ X : (x; x) ∈ S}

)
= �(S)

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé üôé:∫
X

∫
X

�
S
(x; y) d�y(x) dm(y) = �(S)

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá êáé ôçí ìïíáäéêüôçôá ôçò ðñüôáóçò 3.5, óõìðåñáßíïõìå üôé ãéá ôéò

disintegrations {�x : x ∈ X}; {�y : y ∈ X} ôïõ ìÝôñïõ � éó÷ýåé: �x = �x = �x m-ó÷åäüí

∀x ∈ X:

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ôï ìÝôñï � åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ìïíÜäá ôçò Üëãåâñáò A(X×X;m):

¸óôù � ∈ A(X ×X;m) êáé {�x : x ∈ X} disintegrations ôïõ �:
Ãéá êÜèå A; B ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

(� ∗ �)(A×B) =

∫
X

�x(A)�x(B) dm(x) =

∫
X

�x(A)�x(B) dm(x)

=

∫
A

�x(B) dm(x) =

∫
X

(
�
A
(x)

∫
X

�
B
(y) d�x(y)

)
dm(x)

=

∫
X

∫
X

�
A×B(x; y) d�x(y) dm(x)

=

∫
X×X

�
A×B(x; y) d�(x; y) = �(A×B)
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¸ðåôáé üôé � ∗ � = �:

Ïìïßùò áðïäåéêíýïõìå êáé üôé � ∗ � = � êáé Ý÷ïõìå ôï óõìðÝñáóìá. �

Èåþñçìá 3.17. ¸óôù (X;6;m) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ

êáé G ôï ãñÜöçìá ôçò ðñïäéÜôáîçò 6.

Ôüôå ç áðåéêüíéóç A(G;m) → {T� : � ∈ A(G;m)} : � 7→ T� åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò áëãåâñþí,

ôïõ ïðïßïõ ç åéêüíá ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ðïëëáðëáóéáóôéêïýò ôåëåóôÝò Mf , üðïõ

f ∈ L∞(X;m) ∩ L1(X;m).

Aðüäåéîç. Ôï ðñþôï óõìðÝñáóìá ðñïêýðôåé Ý÷åé Þäç áðïäåé÷èåß( âë. ó÷üëéá ìåôÜ ôï Ðüñéóìá

3.15 êáé Ðñüôáóç 3.16).

ÌÝíåé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå f ∈ L∞(X;m) ∩ L1(X;m) õðÜñ÷åé � ∈ A(G;m) þóôå Mf = T�.

ÅðåéäÞ f ∈ L1(X;m), ïñßæåôáé ôï ìéãáäéêü ìÝôñï:

�(S) =

∫
X

�S(x; x)f(x)dm(x); S ∈ B(X ×X)

êáé éó÷õñéæüìáóôå üôé � ∈ A(X ×X;m).

¸óôù A ∈ B(X).

Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç, ìåôñÞóéìç äéáìÝñéóç {S1; S2; : : : ; Sn} ôïõ A×X, Ý÷ïõìå:

n∑
i=1

|�(Si)| 6
n∑
i=1

∫
X

�
Si

(x; x)|f(x)|dm(x)

=

∫
X

� nS

i=1
Si

(x; x)|f(x)|dm(x)

=

∫
X

�
A
(x)|f(x)|dm(x)

6 ||f ||∞m(A)

ÅðïìÝíùò, èåùñþíôáò ôï supremum ôùí ðñïçãïýìåíùí áèñïéóìÜôùí ùò ðñïò êÜèå ôÝôïéá äéáìÝñéóç

ôïõ A×X, ðñïêýðôåé üôé:

|�|1(A) = |�|(A×X) 6 ||f ||∞m(A)

Ïìïßùò áðïäåéêíýïõìå êáé üôé |�|2(A) 6 ||f ||∞m(A) ∀A ∈ B(X).

ÅðïìÝíùò � ∈ A(X ×X;m) (êáé ìÜëéóôá ||�|| 6 ||f ||∞).
ÅðéðëÝïí, ôï ìÝôñï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G, äéüôé ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï S ôïõ Gc

éó÷ýåé �
S
(x; x) = 0 ∀x ∈ X, áð' üðïõ �(S) = 0.

Óõíåðþò � ∈ A(G;m).

¸óôù ôþñá A;B ∈ B(X) ìå m(A);m(B) <∞.

Ôüôå:

〈T��A ; �B〉 =

∫
X×X

�
A
(y)�

B
(x)d�(x; y)

= �(B × A)

=

∫
X

�
A
(x)�

B
(x)f(x)dm(x)

= 〈Mf�A ; �B〉
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Ëüãù ãñáììéêüôçôáò, Ýðåôáé üôé: 〈T�g; h〉 = 〈Mfg; h〉 ãéá êÜèå áðëÝò ìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò

g; h óôïí L2(X;m), êé åö' üóïí ôï óýíïëï ôùí áðëþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ðõêíü óôïí L2(X;m),

ç ðñïçãïýìåíç éóüôçôá èá éó÷ýåé ôåëéêÜ ãéá ïðïéåóäÞðïôå g; h ∈ L2(X;m):

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé T� = Mf . �

3.2 ÊÜèå Ìåôáèåôéêüò Óýíäåóìïò Õðï÷þñùí åßíáé Áíáêëáóôéêüò

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí L ðïõ äñá ó'

Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï Hilbert, åßíáé áíáêëáóôéêüò, äçëáäÞ L = latalgL:
Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôï áíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá ãéá ôïí L(X;6;m); üðïõ (X;6;m) Ýíáò stan-

dard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

Ãéá Ýíáí ôÝôïéïí ÷þñï (X;6;m), èåùñïýìå ôçí Üëãåâñá {T� : � ∈ A(G;m)} ôùí øåõäï-

ïëïêëçñùôéêþí ôåëåóôþí, üðïõ ôï ìÝôñï � ∈ A(X × X;m) åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï ãñÜöçìá

G ôçò ðñïäéÜôáîçò 6 :

Ïñéóìüò 3.18. Ïñßæïõìå ùò Amin(X;6;m) ôçí w∗-êëåéóôÞ èÞêç ôçò Üëãåâñáò

{T� : � ∈ A(G;m)}.

Áðü ôï Èåþñçìá (3.17) ç Amin(X;6;m) ðåñéÝ÷åé ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ Üëãåâñá Mm ôïõ

(X;m):

Ðñüôáóç 3.19. Áí � ∈ A(X ×X;m); ôüôå:

T� ∈ algL(X;6;m) ⇔ � ∈ A(G;m)

Aðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå áñ÷éêÜ üôé T� ∈ algL(X;6;m) êáé èá äåßîïõìå üôé ôï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï

óôï G:

¸óôù E ∈ L(X;6):

Áöïý ï õðü÷ùñïò ImPE åßíáé T�-áíáëëïßùôïò, ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m); ìå f ∈ ImPE êáé

g ∈ ImP⊥
E = Im(I − PE); èá éó÷ýåé:

〈T�f; g〉 = 0;

äçëáäÞ: ∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y) = 0 ∀ f; g ∈ L2(X;m) ìå f |Ec= 0 êáé g |E= 0

¢ñá áí A; B ∈ B(X) ìå A ⊆ Ec; B ⊆ E êáé m(A); m(B) <∞; èá éó÷ýåé:

�(A×B) =

∫
X×X

�
B
(y)�

A
(x)d�(x; y) = 0

¸ðåôáé üôé �(S) = 0 ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï õðïóýíïëï S ôïõ Ec × E; êáé óõíåðþò Ý÷ïõìå äåßîåé

üôé:

|�|(Ec × E) = 0 ∀E ∈ L(X;6) (3.20)
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Ôþñá, åö' üóïí ç ðñïäéÜôáîç 6 åßíáé standard, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (En)n∈N óôïí L(X;6) þóôå

ãéá êÜèå x; y ∈ X íá éó÷ýåé:

x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N

Ôüôå Gc =
∞⋃
n=1

(Ec
n × En) êáé ëüãù ôçò (3.20),

|�|(Gc) 6
∞∑
n=1

|�|(Ec
n × En) = 0

ÅðïìÝíùò ç êýìáíóç |�| ôïõ � åßíáé óõãêåíôñùìÝíç óôï G; éóïäýíáìá ôï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï

óôï G:

Áíôßóôñïöá, áí � ∈ A(G;m) èá äåßîïõìå üôé T� ∈ algL(X;6;m):

¸óôù E ∈ L(X;6) êáé f; g ∈ L2(X;m); ìå f |Ec= 0 êáé g |E= 0:

Óýìöùíá ìå ôá ðñïçãïýìåíá, áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

〈T�f; g〉 =

∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y) = 0

Áí (x; y) ∈ (X × Ec) ∪ (E ×X); ôüôå f(y)g(x) = 0; êáé óõíåðþò:∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y) =

∫
Ec×E

f(y)g(x)d�(x; y) (3.21)

Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé Ec × E ⊆ Gc 13, êé áöïý ôï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G, Ýðåôáé üôé

�(Ec × E) = 0:

¢ñá áðü ôçí (3.21), ∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y) = 0;

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï. �

Èåþñçìá 3.20.

latAmin(X;6;m) = L(X;6;m)

Aðüäåéîç.

1. L(X;6;m) ⊆ latAmin(X;6;m)

¸óôù E ∈ L(X;6) êáé T ∈ Amin(X;6;m):

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m) ìå f |Ec= 0 êáé g |E= 0; éó÷ýåé: 〈Tf; g〉 =

0:

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò Amin(X;6;m); õðÜñ÷åé äßêôõï (�i)i∈I óôçí A(G;m) þóôå T�i
w∗−→ T;

13ÐñÜãìáôé: èåùñïýìå x =∈ E êáé y ∈ E. Áí y 6 x; ôüôå, áöïý ôï E åßíáé áýîïí, èá Ý÷ïõìå üôé êáé x ∈ E;

Üôïðï. ¢ñá y 
 x; äçëáäÞ (x; y) =∈ G:
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ïðüôå êáé T�i
WOT−→ T; áöïý ç WOT -ôïðïëïãßá åßíáé áóèåíÝóôåñç ôçò ultraweak.

¸÷ïõìå:

〈Tf; g〉 = 〈(T − T�i)f; g〉+ 〈T�if; g〉 ∀ i ∈ I (3.22)

ÁëëÜ, áöïý �i ∈ A(G;m), ï õðü÷ùñïò ImPE åßíáé T�i-áíáëëïßùôïò áðü ôçí ðñïçãïýìåíç

ðñüôáóç, êáé óõíåðþò 〈T�if; g〉 = 0 ∀ i ∈ I:
Áðü ôçí Üëëç, 〈(T − T�i)f; g〉 → 0; äéüôé T�i

WOT−→ T:

¢ñá, áðü ôçí (3.22), 〈Tf; g〉 = 0:

2. latAmin(X;6;m) ⊆ L(X;6;m) :

¸óôù P ìéá ðñïâïëÞ óôïí óýíäåóìï latAmin(X;6;m) .

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé P = PE ãéá êÜðïéï E ∈ L(X;6).

Éó÷õñéóìüò(I) : õðÜñ÷åé A ∈ B(X) þóôå P = PA:

Åö' üóïí ï P åßíáé ðñïâïëÞ, áñêåß íá äåßîïõìå üôé P ∈Mm:

Áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí P êáé åðåéäÞ ç Amin(X;6;m) ðåñéÝ÷åé ôçí Mm; Ý÷ïõìå üôé ç P

åßíáé Mf -áíáëëïßùôç ãéá êÜèå f ∈ L∞(X;m):

ÅðïìÝíùò MfP = PMfP ∀ f ∈ L∞(X;m); Üñá êáé PMf = PMfP ∀ f ∈ L∞(X;m);

áöïý ï L∞(X;m) åßíáé áõôïóõæõãÞò. ¢ñá PMf = MfP ∀ f ∈ L∞(X;m); áð' üðïõ

P ∈Mm; äéüôé ç Mm åßíáé masa.

ÈÝôïõìå

S = G ∩ (Ac × A) = {(x; y) ∈ X ×X : y 6 x; y ∈ A; x =∈ A}

Èá äåßîïõìå üôé ôï A åßíáé ó÷åäüí áýîïí, áðïäåéêíýïíôáò ðñþôá üôé ôï S åßíáé ðåñéèùñéáêÜ

ìçäåíéêü.

Éó÷õñéóìüò(II) : áí � ∈ A(X ×X;m) êáé ôï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï S; ôüôå ôï � = 0:

Áöïý S ⊆ G; Ý÷ïõìå üôé � ∈ A(G;m); êáé óõíåðþò áðü ôçí õðüèåóç ï T� áöÞíåé ôïí

õðü÷ùñï ImP = ImPA áíáëëïßùôï.

¢ñá, üðùò óôï 1o ìÝñïò ôçò áðüäåéîçò ôçò Ðñüôáóçò (3.19), âñßóêïõìå üôé |�|(Ac×A) = 0:

Áðü ôçí Üëëç, åðåéäÞ S ⊆ Ac×A; êáé ôï �, Üñá êáé ôï |�|; åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï S; èá
éó÷ýåé |�|

(
(X ×X) \ (Ac × A)

)
= 0:

¸ðåôáé ôåëéêÜ üôé |�| = 0; Üñá � = 0:

Éó÷õñéóìüò(III) : ôï S åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü.

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá Ìçäåíéêïý Óõíüëïõ (2.36) áñêåß íá äåßîïõìå ôá åîÞò:

(i) õðÜñ÷åé ìéá áêïëïõèßá (Sn)n∈N óôçí Üëãåâñá Boole ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ìåôñÞóéìá

ïñèïãþíéá ôïõ X ×X; þóôå: S =
∞⋂
n=1

Sn:

(ii) ãéá êÜèå ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò � óôçí A(X ×X;m) éó÷ýåé �(S) = 0:

(i) ¸óôù (En)n∈N áêïëïõèßá óôïí �-óýíäåóìï L(X;6); ìå ôçí éäéüôçôá:

∀x; y ∈ X; x 6 y ⇔ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N
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Ôüôå:

G =
∞⋂
n=1

(
(X × Ec

n) ∪ (En ×X)
)
;

áð' üðïõ:

S =
∞⋂
n=1

{
(
(X × Ec

n) ∪ (En ×X)
)
∩ (Ac × A)};

êáé ôï æçôïýìåíï ðñïêýðôåé èÝôïíôáò Sn =
(
(X × Ec

n) ∪ (En ×X)
)
∩ (Ac × A):

(ii) ¸óôù � Ýíá ìÝôñï Borel ðéèáíüôçôáò.

ÈÝôïõìå:

�(C) = �(C ∩ S); C ∈ B(X ×X);

êáé ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

• ôï � åßíáé èåôéêü, ðåðåñáóìÝíï ìÝôñï

• � ∈ A(X ×X;m) (êáé ìÜëéóôá ||�|| 6 ||�||)
ðñÜãìáôé: ãéá êÜèå A ∈ B(X) Ý÷ïõìå:

�1(A) = �(A×X) = �
(
(A×X) ∩ S

)
6 �(A×X) = �1(A) 6 ||�|| ·m(A);

ïìïßùò êáé �2(A) 6 ||�|| ·m(A):

• �(Sc) = 0:

ÅðïìÝíùò áðü ôïí éó÷õñéóìü (II), Ý÷ïõìå üôé � = 0:

Ôüôå �(S) = �(X ×X) = 0 êáé ôï (ii) áðåäåß÷èç.

Éó÷õñéóìüò(IV ) : ôï A åßíáé ó÷åäüí áýîïí

Áöïý ôï S åßíáé ðåñéèùñéáêÜ ìçäåíéêü, õðÜñ÷ïõí N1; N2 m-ìçäåíéêÜ õðïóýíïëá ôïõ X;

þóôå:

S ⊆ (N1 ×X) ∪ (X ×N2)

ÈÝôïõìå N = N1 ∪N2; ïðüôå m(N) = 0; êáé Ýóôù x; y =∈ N; ìå x 6 y êáé x ∈ A:
Èá äåßîïõìå üôé êáé y ∈ A; áð' üðïõ èá óõìðåñÜíïõìå üôé ôï A åßíáé ó÷åäüí áýîïí.

Áöïý x; y =∈ N; Ý÷ïõìå üôé (y; x) =∈ (N1×X)∪(X×N2); êáé Üñá (y; x) =∈ S = G∩(Ac×A):

ÁëëÜ (y; x) ∈ G äéüôé x 6 y; êáé óõíåðþò:

(y; x) ∈ (Ac × A)c = (A×X) ∪ (X × Ac)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá êé åö' üóïí x ∈ A; Ýðåôáé üôé êáé y ∈ A; äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

Ôþñá, áðü ôïí ôåëåõôáßï éó÷õñéóìü Ý÷ïõìå üôé A ∈ Lm(X;6); üðïõ Lm(X;6)
m∼ L(X;6)

áðü ôï Èåþñçìá 2.14

ÅðïìÝíùò, õðÜñ÷åé E ∈ L(X;m) þóôå m(A M E) = 0:

Ôüôå P = PA = PE ∈ L(X;6;m) êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.
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Áðü ôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá Ý÷ïõìå Üìåóá ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Ðüñéóìá 3.21. Ï L(X;6;m) åßíáé áíáêëáóôéêüò.

Èåþñçìá 3.22. ÊÜèå ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ äñá ó' Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï

Hilbert, åßíáé áíáêëáóôéêüò.

Aðüäåéîç. Áí L åßíáé Ýíáò ôÝôïéïò óýíäåóìïò õðï÷þñùí, ôüôå áðü ôï Èåþñçìá 2.30 ï L åßíáé

ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïò ìå ôïí L(X;6;m); üðïõ (X;6;m) Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò

÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ.

ÁëëÜ ï L(X;6;m) åßíáé áíáêëáóôéêüò óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï Ðüñéóìá, óõíåðþò ôï ßäéï

éó÷ýåé êáé ãéá ôïí L:
�
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ÊåöÜëáéï 4

Ç Minimal ¢ëãåâñá åíüò

ÐñïäéáôåôáãìÝíïõ ×þñïõ ÌÝôñïõ

Óôo ðñïçãïýìåío êåöÜëáéï, ïñßóáìå ôçí Üëãåâñá Amin(X;6;m) ùò ôçí w∗-êëåéóôÞ èÞêç ôçò

Üëãåâñáò {T� : � ∈ A(G;m)}, êáé áðïäåßîáìå üôé Ý÷åé ôéò åîÞò äýï éäéüôçôåò:

1. Mm ⊆ Amin(X;6;m)

2. latAmin(X;6;m) = L(X;6;m)

Óêïðüò ìáò åßíáé íá äåßîïõìå åðéðëÝïí üôé ç Amin(X;6;m) åßíáé ç ìéêñüôåñç (ùò ðñïò ôç

ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé) w∗-êëåéóôÞ õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ðñïçãïýìåíåò

éäéüôçôåò (áõôü èá äéêáéïëïãÞóåé êáé ôïí óõìâïëéóìü ôçò).

Óå üëá ôá åðüìåíá, (X;6;m) èá åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò �-ðåðåñáóìÝíïõ

ìÝôñïõ, êáé K Ýíáò äéá÷ùñßóéìïò, áðåéñïäéÜóôáôïò ÷þñïò Hilbert.

Ïñéóìüò 4.1. Ìéá óõíÜñôçóç F : X → K èá ëÝãåôáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç, áí ãéá êÜèå u ∈ K
ç óõíÜñôçóç x 7→ 〈F (x); u〉

K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, ìå ôçí óõíÞèç Ýííïéá.

Áí F : X → K åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç, ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç x 7→ ||F (x)||2
K

åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, äéüôé, áí (en)n∈N åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ K, ôüôå ||F (x)||2
K

=
∞∑
n=1

| 〈F (x); en〉
K
|2 ; üðïõ ãéá êÜèå n ∈ N ç óõíÜñôçóç x 7→ 〈F (x); en〉

K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

Ïñéóìüò 4.2. Ïñßæïõìå ùò L2(X;m;K) ôïí ÷þñï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò, modulo éóüôçôá

m-ó÷åäüí ðáíôïý, ôùí áóèåíþò ìåôñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí F : X → K ðïõ åßíáé ôåôñáãùíéêÜ

ïëïêëçñþóéìåò, äçëáäÞ éêáíïðïéïýí:∫
X

||F (x)||2
K
dm(x) <∞:

¸óôù F; G ∈ L2(X;m;K):

Ç óõíÜñôçóç x 7→ 〈F (x); G(x)〉
K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, åö' üóïí ãñÜöåôáé:

〈F (x); G(x)〉
K

=
∞∑
n=1

〈F (x); en〉K · 〈G(x); en〉K ;
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üðïõ (en)n∈N åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ K:

ÅðéðëÝïí, ç ðñïçãïýìåíç óõíÜñôçóç åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò m; áöïý, áí åöáñìüóïõìå äýï

öïñÝò ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz, Ý÷ïõìå üôé:∫
X

|〈F (x); G(x)〉
K
|dm(x) 6

∫
X

||F (x)||
K
· ||G(x)||

K
dm(x)

6
( ∫
X

||F (x)||2
K
dm(x)

) 1
2 ·

( ∫
X

||G(x)||2
K
dm(x)

) 1
2 ;

üðïõ ôá ôåëåõôáßá ïëïêëçñþìáôá åßíáé ðåðåñáóìÝíá, åö' üóïí F; G ∈ L2(X;m;K):

ÅðïìÝíùò, ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç

〈F; G〉 =

∫
X

〈F (x); G(x)〉
K
dm(x);

êáé, üðùò áêñéâþò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ L2(X;m); áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï

óôïí ÷þñï L2(X;m;K); ìå ôï ïðïßï ï L2(X;m;K) ãßíåôáé ÷þñïò Hilbert.

Ç åðáãüìåíç íüñìá åßíáé: ||F || =
( ∫
X

||F (x)||2
K
dm(x)

) 1
2 ; F ∈ L2(X;m;K).

Èåùñïýìå ôþñá ôïí ÷þñï Hilbert K ⊗ L2(X;m):

Óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï Èåþñçìá, ï ÷þñïò áõôüò ìðïñåß íá ôáõôéóèåß ìå ôïí L2(X;m;K):

Èåþñçìá 4.3. Ïé ÷þñïé Hilbert K⊗L2(X;m) êáé L2(X;m;K) åßíáé ïñèïìïíáäéáßá éóïäýíáìïé.

Aðüäåéîç. ¸óôù u ∈ K êáé f ∈ L2(X;m)

Ïñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç Fu;f : X → K; ìå Fu;f (x) = f(x)u ∀x ∈ X:
Ãéá êÜèå v ∈ K; ç óõíÜñôçóç x 7→ 〈Fu;f (x); v〉 = f(x) 〈u; v〉

K
åßíáé ðñïöáíþò Borel ìåôñÞóéìç,

êáé óõíåðþò ç Fu;f åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç.

Åðßóçò, ∫
X

||Fu;f (x)||
2

K
dm(x) =

∫
X

||f(x)u||2
K
dm(x) = ||u||2

K
·
∫
X

|f(x)|2 dm(x) <∞ (4.1)

¢ñá Fu;f ∈ L2(X;m;K):

Ïñßæïõìå ôþñá ôçí óõíÜñôçóç

U0 : K � L2(X;m) → L2(X;m;K)

u⊗ f 7→ Fu;f

êáé åðåêôåßíïõìå ãñáììéêÜ1.

Éó÷õñéóìüò: ï ôåëåóôÞò U0 åßíáé éóïìåôñßá.

Ðáñáôçñïýìå ðñþôá ôá åîÞò:

(i) áðü ôçí ó÷Ýóç (4.1) ðñïêýðôåé üôé:

||U0(u⊗ f)||2 = ||Fu;f ||2 = ||u||2
K
· ||f ||2;

1èõìßæïõìå üôé ìå K � L2(X;m) óõìâïëßæïõìå ôï áëãåâñéêü ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí ÷þñùí K; L2(X;m):
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äçëáäÞ ||Fu;f || = ||u⊗ f ||:
(ii) áí f; g ∈ L2(X;m) êáé u; v ∈ K þóôå u⊗ f⊥v ⊗ g; ôüôå êáé Fu;f⊥Fv;g:
ÐñÜãìáôé:

〈Fu;f ; Fv;g〉 =

∫
X

〈f(x)u; g(x)v〉
K
dm(x) = 〈u; v〉

K
·
∫
X

f(x)g(x)dm(x)

= 〈u; v〉
K
· 〈f; g〉 = 〈u⊗ f; v ⊗ g〉 = 0

Äåß÷íïõìå ôþñá üôé ãéá êÜèå óôïé÷åßï
n∑
i=1

ui ⊗ fi ôïõ K � L2(X;m), éó÷ýåé:

||U0(
n∑
i=1

ui ⊗ fi)|| = ||
n∑
i=1

ui ⊗ fi||

Åöáñìüæïíôáò ôçí äéáäéêáóßá Gram-Schmidt óôï óýíïëï {f1; :::; fn}, âñßóêïõìå Ýíá ïñèïêáíïíéêü
õðïóýíïëï {g1; :::; gn} ôïõ L2(X;m), þóôå ãéá êÜèå i = 1; 2; :::; n íá éó÷ýåé:

fi =
i∑

j=1

aijgj;

üðïõ aij ∈ C:
Ôüôå:

n∑
i=1

ui ⊗ fi =
n∑
i=1

ui ⊗ (
i∑

j=1

aijgj) =
n∑
i=1

i∑
j=1

(aijui)⊗ gj

=
i∑

j=1

(
n∑
i=1

aijui)⊗ gj =
i∑

j=1

vj ⊗ gj

üðïõ vj =
n∑
i=1

aijui ∈ K:

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå üôé:

||U0(
n∑
i=1

ui ⊗ fi)||2 = ||U0(
i∑

j=1

vj ⊗ gj)||2 = ||
i∑

j=1

Fvj ;gj ||2 (4.2)

ÁëëÜ, åö' üóïí ôï óýíïëï {g1; g2; :::; gn} åßíáé ïñèïêáíáíéêü, ôá óôïé÷åßá vj ⊗ gj åßíáé êÜèåôá

áíÜ äýï, ïðüôå êáé ïé óõíáñôÞóåéò Fvj ;gj åßíáé êÜèåôåò áíÜ äýï, áðü ôçí ðáñáôÞñçóç (ii).

¢ñá, åöáñìüæïíôáò äýï öïñÝò ôï Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá êáé ôçí ðáñáôÞñçóç (i), áðü ôçí (4.2) èá

Ý÷ïõìå:

||U0(
n∑
i=1

ui ⊗ fi)||2 =
i∑

j=1

||Fvj ;gj ||2 =
i∑

j=1

||vj ⊗ gj||2

= ||
i∑

j=1

vj ⊗ gj||2 = ||
n∑
i=1

ui ⊗ fi||2;

Óõíåðþò ï U0 åßíáé éóïìåôñßá.

Åöüóïí ôï áëãåâñéêü ôáíõóôéêü ãéíüìåíï K � L2(X;m) åßíáé ðõêíüò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ

Hilbert K ⊗ L2(X;m); Ýðåôáé üôé ï U0 åðåêôåßíåôáé óå ìéá éóïìåôñßá

U : K ⊗ L2(X;m) → L2(X;m;K)
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, êáé ìÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç U åßíáé åðß.

¸óôù F ∈ L2(X;m;K):

ÅðéëÝãïõìå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç (en)n∈N ôïõ K êáé ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå:

fn(x) = 〈F (x); en〉
K
; x ∈ X

.

Áöïý ç F åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç, êÜèå fn åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

Åðßóçò, áðü ôï Èåþñçìá Beppo-Levi Ý÷ïõìå üôé:∫
X

||F (x)||2
K
dm(x) =

∫
X

∞∑
n=1

| 〈F (x); en〉
K
|2dm(x) =

∞∑
n=1

∫
X

|fn(x)|
2

dm(x); (4.3)

êáé åö' üóïí
∫
X

||F (x)||2
K
dm(x) <∞; Ýðåôáé üôé

∫
X

|fn(x)|2dm(x) <∞ ∀n ∈ N:

¢ñá fn ∈ L2(X;m) ∀n ∈ N:
Èåùñïýìå ôþñá ôçí áêïëïõèßá {en ⊗ fn : n ∈ N} ôïõ K ⊗ L2(X;m) êáé éó÷õñéæüìáóôå üôé ç

óåéñÜ
∞∑
n=1

en ⊗ fn óõãêëßíåé óôïí K ⊗ L2(X;m):

ÐñÜãìáôé: åðåéäÞ ç áêïëïõèßá {en ⊗ fn : n ∈ N} åßíáé ïñèïãþíéá, áñêåß2 íá äåßîïõìå üôé:

∞∑
n=1

||en ⊗ fn||
2

<∞

ÁëëÜ,
∞∑
n=1

||en ⊗ fn||
2

=
∞∑
n=1

||fn||
2

=

∫
X

||F (x)||2
K
dm(x) <∞ ( áðü ôçí (4:3) ):

ÔÝëïò, éó÷õñéæüìáóôå üôé U(
∞∑
n=1

en ⊗ fn) = F:

ÅðåéäÞ

F (x) =
∞∑
n=1

fn(x)en =
∞∑
n=1

Fen;fn(x) ∀x ∈ X;

èá éó÷ýåé U(
∞∑
n=1

en ⊗ fn) =
∞∑
n=1

Fen;fn = F; êáé Üñá ç U åßíáé åðß.

Äåßîáìå óõíåðþò üôé ï ôåëåóôÞò U åßíáé ïñèïìïíáäéáßïò, äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

�

Ó÷üëéá:

1. Óôï åîÞò, ãéá ôçí åéêüíá ìÝóù ôçò U ôïõ óôïé÷åßïõ u⊗ f; äçëáäÞ ãéá ôçí óõíÜñôçóç Fu;f ;
èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí ßäéï óõìâïëéóìü u ⊗ f; äçëáäÞ u ⊗ f èá åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ

L2(X;m;K) :

(u⊗ f)(x) = f(x)u; x ∈ X

2áí (xn)n∈N åßíáé ìéá ïñèïãþíéá áêïëïõèßá ó' Ýíáí ÷þñï Hilbert H, ôüôå ç óåéñÜ
∞∑
n=1

xn óõãêëßíåé óôïí H áí,

êáé ìüíï áí,
∞∑
n=1

||xn||
2
<∞
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êáé, üðùò Þäç äåßîáìå, ||u⊗ f || = ||Fu;f || = ||u||
K
· ||f ||

2. ¸óôù T ∈ B
(
L2(X;m)

)
êáé IK ï ôáõôïôéêüò ôåëåóôÞò ôïõ K.

Ïñßæåôáé ôüôå ï ôåëåóôÞò IK ⊗ T ∈ B
(
K ⊗ L2(X;m)

)
; ìå

(ÉÊ ⊗ T )(u⊗ f) = u⊗ Tf u ∈ K; f ∈ L2(X;m)

Èåùñïýìå ôïí ôåëåóôÞ U(IK⊗T )U−1 : L2(X;m;K) → L2(X;m;K); ãéá ôïí ïðïßï åýêïëá

äéáðéóôþíïõìå üôé: (
U(IK ⊗ T )U−1

)
Fu;f = Fu;Tf ;

äçëáäÞ ï U(IK ⊗ T )U−1 áðåéêïíßæåé êÜèå óõíÜñôçóç u⊗ f óôçí u⊗ Tf (óýìöùíá ìå üóá

åßðáìå óôï 1ï ó÷üëéï).

Óôï åîÞò, ãñÜöïíôáò IK ⊗ T èá åííïïýìå ðÜíôá ôïí ôåëåóôÞ U(IK ⊗ T )U−1; äçëáäÞ

(IK ⊗ T )(u ⊗ f) = u ⊗ Tf; üðïõ ïé u ⊗ f; êáé u ⊗ Tf èåùñïýíôáé ùò óõíáñôÞóåéò ôïõ

L2(X;m;K):

3. ÌÝóù ôçò U ðñïêýðôåé üôé ï L2(X;m;K) åßíáé ç êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ ôùí

óõíáñôÞóåùí u⊗ f; u ∈ K; f ∈ L2(X;m):

ÌÜëéóôá, óôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç (ãéá ôï åðß ôçò U), áðïäåßîáìå üôé êÜèå

F ∈ L2(X;m;K) ãñÜöåôáé: F =
∞∑
n=1

en ⊗ fn; üðïõ (en)n∈N ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ

K: ÁëëÜ êáé áíôßóôñïöá, äåßîáìå üôé ç óåéñÜ
∞∑
n=1

en ⊗ fn óõãêëßíåé áí, êáé ìüíï áí,

∞∑
n=1

||fn||
2
<∞; äçëáäÞ ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç óôïí L2(X;m;K):

Óôçí åðüìåíç ðñüôáóç, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá ðñïçãïýìåíá óõìðåñÜóìáôá ãéá íá äþóïõìå

Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ôùí w∗-óõíå÷þí ãñáììéêþí ìïñöþí ôïõ B
(
L2(X;m)

)
:

Ðñüôáóç 4.4. Ìéá ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç � : B
(
L2(X;m)

)
→ C åßíáé w∗-óõíå÷Þò áí, êáé ìüíï

áí, õðÜñ÷ïõí F; G ∈ L2(X;m;K) þóôå

�(T ) = 〈(IK ⊗ T )F; G〉 ∀T ∈ B
(
L2(X;m)

)
Aðüäåéîç.

1. Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé ãéá êÜèå F; G ∈ L2(X;m;K); ç �(T ) = 〈(IK ⊗ T )F; G〉 åßíáé
w∗-óõíå÷Þò.

¸óôù (Ti)i∈I äßêôõï óôïí B
(
L2(X;m)

)
ìå Ti

w∗−→ 0:

Éó÷õñéóìüò: IK ⊗ Ti
w∗−→ 0 óôïí B

(
L2(X;m;K)

)
:

Èåùñïýìå áêïëïõèßåò (Fn)n∈N; (Gn)n∈N óôïí L2(X;m;K) þóôå

∞∑
n=1

||Fn||
2

<∞ êáé
∞∑
n=1

||Gn||
2

<∞
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Áñêåß íá äåßîïõìå üôé lim
i

∞∑
n=1

!
Fn;Gn

(Ik ⊗ Ti) = 0:

¸óôù (en)n∈N ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ K.

Ôüôå, ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò (fn;k)k∈N; (gn;k)k∈N óôïí L2(X;m); þóôå:

Fn =
∞∑
k=1

ek ⊗ fn;k êáé Gn =
∞∑
k=1

ek ⊗ gn;k

Ãéá êÜèå n ∈ N êáé i ∈ I Ý÷ïõìå:

!
Fn;Gn

(IK ⊗ Ti) = 〈(IK ⊗ Ti)Fn ; Gn〉

=
∞∑
k=1

∞∑
m=1

〈(IK ⊗ Ti)(ek ⊗ fn;k) ; em ⊗ gn;m〉

=
∞∑
k=1

∞∑
m=1

〈ek; em〉
K
· 〈Tifn;k ; gn;m〉

êáé åö' üóïí ç (en)n∈N åßíáé ïñèïêáíïíéêÞ,

!
Fn;Gn

(IK ⊗ Ti) =
∞∑
k=1

〈Tifn;k ; gn;k〉 :

ÅðïìÝíùò,
∞∑
n=1

!
Fn;Gn

(IK ⊗ Ti) =
∑
n;k

!
fn;k;gn;k

(Ti) ∀ i ∈ I (4.4)

Ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá Ý÷ïõìå üôé:

||Fn||
2

=
∞∑
k=1

||ek ⊗ fn;k||
2

=
∞∑
k=1

||fn;k||
2

;

áð' üðïõ
∑
n;k

||fn;k||
2

=
∞∑
n=1

||Fn||
2
<∞:

ÁíÜëïãá,
∑
n;k

||gn;k||
2

=
∞∑
n=1

||Gn||
2
<∞:

ÅðïìÝíùò, áöïý Ti
w∗−→ 0; áðü ôçí (4.4) Ýðåôáé üôé:

lim
i

∞∑
n=1

!
Fn;Gn

(IK ⊗ Ti) = lim
i

∑
n;k

!
fn;k;gn;k

(Ti) = 0;

äçëáäÞ IK ⊗ Ti
w∗−→ 0 óôïí B

(
L2(X;m;K)

)
; êáé ï éó÷õñéóìüò áðåäåß÷èç.

Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé � = !
F;G
◦ Ω; üðïõ

!
F;G

(S) = 〈SF; G〉 ; S ∈ B
(
L2(X;m;K)

)
êáé

Ω(T ) = IK ⊗ T; T ∈ B
(
L2(X;m)

)
ÁëëÜ áðü ôïí éó÷õñéóìü, ç Ω åßíáé (w∗; w∗)-óõíå÷Þò. Åðßóçò êáé ç !

F;G
åßíáé w∗-óõíå÷Þò,

áöïý áíÞêåé óôïí ðñïäõéêü ôïõ B
(
L2(X;m;K)

)
:

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé ç � åßíáé w∗-óõíå÷Þò.

100



2. Áíôßóôñïöá, áí � åßíáé ìéá w∗-óõíå÷Þò ãñáììéêÞ ìïñöÞ ôïõ B
(
L2(X;m)

)
; èá äåßîïõìå üôé:

�(T ) = 〈(IK ⊗ T )F; G〉 ãéá êÜðïéåò F; G ∈ L2(X;m;K):

Áöïý ç � åßíáé w∗-óõíå÷Þò, õðÜñ÷ïõí áêïëïõèßåò (fn)n∈N; (gn)n∈N óôïí L2(X;m) ìå
∞∑
n=1

||fn||
2
<∞ êáé

∞∑
n=1

||gn||
2
<∞; þóôå:

�(T ) =
∞∑
n=1

!
fn;gn

(T ) =
∞∑
n=1

〈Tfn; gn〉 ∀T ∈ B
(
L2(X;m)

)
Áí (en)n∈N åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ K, ïñßæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò

F =
∞∑
n=1

en ⊗ fn; G =
∞∑
n=1

en ⊗ gn

ôïõ L2(X;m;K):

Ôüôå, ãéá êÜèå T ∈ B
(
L2(X;m)

)
Ý÷ïõìå:

〈(IK ⊗ T )F; G〉 = 〈(IK ⊗ T )(
∞∑
n=1

en ⊗ fn) ;
∞∑
m=1

em ⊗ gm〉

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

〈(IK ⊗ T )(en ⊗ fn); em ⊗ gm〉

=
∞∑
n=1

∞∑
m=1

〈en; em〉
K
· 〈Tfn; gm〉

=
∞∑
n=1

〈Tfn; gn〉 = �(T );

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

�

ËÞììá 4.5. ¸óôù B õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ, êáé

T ∈ B
(
L2(X;m)

)
: Ôüôå:

T ∈ Bw∗ ⇔ lat(IK ⊗ B) ⊆ lat(IK ⊗ T )

Aðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå êáôáñ÷Þí üôé lat(IK ⊗ B) ⊆ lat(IK ⊗ T ), êáé Ýóôù � ìéá w∗-óõíå÷Þò

ãñáììéêÞ ìïñöÞ ôïõ B
(
L2(X;m)

)
; ìå �|B = 0:

Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç, õðÜñ÷ïõí F; G ∈ L2(X;m;K) þóôå:

�(A) = 〈(IK ⊗ A)F; G〉 ∀A ∈ B
(
L2(X;m)

)
Áöïý �|B = 0, ç óõíÜñôçóç G åßíáé êÜèåôç óôïí õðü÷ùñï (IK ⊗ B)F , Üñá êáé óôïí êëåéóôü

õðü÷ùñï

S = (IK ⊗ B)F
||·||

Ðáñáôçñïýìå üôé ï (IK ⊗B)F åßíáé IK ⊗B-áíáëëïßùôïò (áöïý ç B åßíáé Üëãåâñá), êáé óõíåðþò

S ∈ lat(IK ⊗ B):
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¢ñá áðü ôçí õðüèåóç, S ∈ lat(IK ⊗ T ).

Ôþñá, áöïý ç B ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ IL2(X;m); Ýðåôáé üôé:

F = (IK ⊗ IL2(X;m))F ∈ S

ÅðïìÝíùò, (IK ⊗ T )F ∈ S:
ÁëëÜ G ∈ S ⊥

; êáé óõíåðþò:

�(T ) = 〈(IK ⊗ T )F; G〉 = 0

Äåßîáìå ëïéðüí üôé êÜèå w∗-óõíå÷Þò ãñáììéêÞ ìïñöÞ ðïõ ìçäåíßæåé ôçí B, ìçäåíßæåé êáé ôïí T:
Áðü ôï Èåþñçìá Hanh-Banach, óõìðåñáßíïõìå üôé T ∈ Bw∗

:

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé T ∈ Bw∗

:

Èá äåßîïõìå üôé áí S ∈ lat(IK ⊗ B); ôüôå S ∈ lat(IK ⊗ T ):

¸óôù P ç ðñïâïëÞ ðÜíù óôïí õðü÷ùñï S:

Áöïý T ∈ Bw∗

; õðÜñ÷åé äßêôõï (Bi)i∈I óôçí B ðïõ óõãêëßíåé õðåñáóèåíþò óôïí T:

Ôüôå, åðåéäÞ ç áðåéêüíéóç T 7→ IK ⊗ T åßíáé (w∗; w∗)-óõíå÷Þò, èá Ý÷ïõìå üôé:

IK ⊗Bi
w∗→ IK ⊗ T;

Üñá êáé IK ⊗Bi
WOT−→ IK ⊗ T; äéüôé ç WOT -ôïðïëïãßá åßíáé áóèåíÝóôåñç ôçò ultraweak.

Ôþñá, åö' üóïí ï S åßíáé IK ⊗ Bi-áíáëëïßùôïò ãéá êÜèå i ∈ I êáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé

÷ùñéóôÜ WOT -óõíå÷Þò, èá éó÷ýåé:

(IK ⊗ T )P = WOT − lim
i

(IK ⊗Bi)P

= WOT − lim
i
P (IK ⊗Bi)P

= P (IK ⊗ T )P;

êáé óõíåðþò ï S åßíáé IK ⊗ T -áíáëëïßùôïò.

�

Ç åðüìåíç Ðñüôáóç ìáò äßíåé ìéá ðåñéãñáöÞ ôùí ôåëåóôþí IK ⊗ T� , ìå ìéá ó÷Ýóç áíôßóôïé÷ç

ôçò:

〈T�f; g〉 =

∫
X×X

f(y)g(x) d�(x; y); f; g ∈ L2(X;m) (âë. Èåþñçìá 3.9)

Ðñüôáóç 4.6. ¸óôù � ∈ A(X ×X;m) êáé F; G ∈ L2(X;m;K). Ôüôå ç óõíÜñôçóç

h(x; y) = 〈F (y); G(x)〉
K
åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò |�| (Üñá êáé ùò ðñïò �),

êáé éó÷ýåé:

〈(IK ⊗ T�)F; G〉 =

∫
X×X

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y)

Aðüäåéîç. Áðü ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz Ý÷ïõìå:∫
X×X

| 〈F (y); G(x)〉
K
| d|�|(x; y) 6

∫
X×X

||F (y)||
K
· ||G(x)||

K
d|�|(x; y)
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Åðßóçò, óôï Èåþñçìá 3.9 áðïäåßîáìå üôé ãéá êÜèå f; g ∈ L2(X;m) éó÷ýåé:∫
X×X

|f(y)g(x)| d|�|(x; y) 6 ||�|| · ||f || · ||g||:

ÈÝôïõìå f(y) = ||F (y)||
Ê
; g(x) = ||G(x)||

Ê
:

Ôüôå åßíáé óáöÝò üôé f; g ∈ L2(X;m) êáé ||f || = ||F ||; ||g|| = ||G||:
¢ñá, áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò áíéóüôçôåò, ðñïêýðôåé üôé:∫

X×X

| 〈F (y); G(x)〉
K
| d|�|(x; y) 6 ||�|| · ||F || · ||G||;

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç h åßíáé ïëïêëçñþóéìç ùò ðñïò |�|:

Ãéá ôï 2ï ìÝñïò ôçò Ðñüôáóçò, èåùñïýìå ôéò sesquilinear ìïñöÝò

!(F;G) = 〈(IK ⊗ T�)F; G〉 ;

êáé

�(F;G) =

∫
X×X

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y);

êáé áñêåß íá äåßîïõìå üôé ! = �:

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé ïé !; � åßíáé öñáãìÝíåò ìå ||!|| 6 ||�|| êáé ||�|| 6 ||�||; äéüôé éó÷ýïõí
ïé áíéóüôçôåò:

|!(F;G)| 6 ||IK ⊗ T�|| · ||F || · ||G|| = ||T�|| · ||F || · ||G||
6 ||�|| · ||F || · ||G||

êáé

|�(F;G)| 6
∫

X×X

| 〈F (y); G(x)〉
K
| d|�|(x; y) 6 ||�|| · ||F || · ||G||

Ôþñá, áöïý ï L2(X;m;K) åßíáé ç êëåéóôÞ ãñáììéêÞ èÞêç ôïõ óõíüëïõ {u ⊗ f; u ∈ K; f ∈
L2(X;m)}; êáé åö' üóïí ïé !; � åßíáé óõíå÷åßò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ïé !; � ôáõôßæïíôáé óôï

óýíïëï áõôü.

ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå u; v ∈ K êáé f; g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå:

!(u⊗ f; v ⊗ g) = 〈u⊗ T�f; v ⊗ g〉
= 〈u; v〉

K
〈T�f; g〉

= 〈u; v〉
K

∫
X×X

f(y)g(x)d�(x; y)

=

∫
X×X

〈f(y)u; g(x)v〉
K
d�(x; y)

=

∫
X×X

〈(u⊗ f)(y); (v ⊗ g)(x)〉
K
d�(x; y)

= �(u⊗ f; v ⊗ g)
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¢ñá ! = �; áð' üðïõ Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

�

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ Üëãåâñá Mm ôïõ (X;m) êáé ôçí õðÜëãåâñá

IK ⊗Mm = {IK ⊗Mf : f ∈ L∞(X;m)}

ôçò B
(
L2(X;m;K)

)
.

Ç IK ⊗Mm åßíáé ìéá ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann.

Óôá åðüìåíá, èá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ìåôáèÝôç êáé ôïõò áíáëëïßùôïõò õðï÷þñïõò ôçò IK ⊗Mm:

Ãéá ôïí óêïðü áõôüí, ÷ñåéÜæåôáé íá ïñßóïõìå ðñþôá ìéáò åéäéêÞò ìïñöÞò ′′ðïëëáðëáóéáóôéêïýò
′′

ôåëåóôÝò ôçò B
(
L2(X;m;K)

)
.

¸óôù H : X → B(K) ìéá óõíÜñôçóç ðïõ ðëçñïß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

1. ç H åßíáé ïõóéùäþò öñáãìÝíç, äçëáäÞ õðÜñ÷åé óôáèåñÜ � > 0, þóôå:

||H(x)||
B(K)

6 � m-ó÷åäüí ∀x ∈ X

2. ç H åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç, ìå ôçí Ýííïéá üôé, ãéá êÜèå u; v ∈ K, ç óõíÜñôçóç

x 7→ 〈H(x)u; v〉
K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

Ïñßæïõìå LH : L2(X;m;K) → L2(X;m;K); ìå

(LHG)(x) = H(x)G(x) ∀G ∈ L2(X;m;K):

Ðñüôáóç 4.7. Ç áðåéêüíéóç LH ïñßæåé Ýíáí öñáãìÝíï ãñáììéêü ôåëåóôÞ ôïõ B
(
L2(X;m;K)

)
.

Aðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé ç LH åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç, äçëáäÞ üôé

LHG ∈ L2(X;m;K) ∀G ∈ L2(X;m;K)

(i) Ç LHG åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç:

¸óôù u ∈ K.

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç h(x) = 〈(LHG)(x); u〉
K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

ÅðéëÝãïõìå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç (un)n∈N ôïõ Ê .

Ôüôå:

G(x) =
∞∑
n=1

〈G(x); un〉
K
un ∀x ∈ X;

êáé óõíåðþò ç h ãñÜöåôáé:

h(x) =
∞∑
n=1

〈G(x); un〉
K
· 〈H(x)un; u〉

K

Ôþñá, ãéá êÜèå n ∈ N ïé óõíáñôÞóåéò

x 7→ 〈G(x); un〉 ; x 7→ 〈H(x)un; u〉
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åßíáé Borel ìåôñÞóéìåò, äéüôé ïé G; H åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìåò.

Óõíåðþò êáé ç h åßíáé Borel ìåôñÞóéìç.

(ii) ç LHG åßíáé ôåôñáãùíéêÜ ïëïêëçñþóéìç:

Áöïý ç H åßíáé ïõóéùäþò öñáãìÝíç, õðÜñ÷ïõí � > 0 êáé N ∈ B(X); ìå m(N) = 0; þóôå:

||H(x)||
B(K)

6 � ∀x =∈ N

Ôüôå: ∫
X

||(LHG)(x)||2
K
dm(x) 6

∫
X

||H(x)||2
B(K)

· ||G(x)||2
K
dm(x)

=

∫
Nc

||H(x)||2
B(K)

· ||G(x)||2
K
dm(x)

6 �
2 ·

∫
Nc

||G(x)||2
K
dm(x)

6 �
2 ·

∫
X

||G(x)||2
K
dm(x) <∞

ÅðïìÝíùò ç LH åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç.

Áðü ôçí Üëëç, ç LH åßíáé ðñïöáíþò ãñáììéêÞ, êáé ëüãù ôçò ôåëåõôáßáò áíéóüôçôáò Ý÷ïõìå üôé:

||LHG||2 6 � · ||G||2 ∀G ∈ L2(X;m;K):

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé LH ∈ B
(
L2(X;m;K)

)
:

�

Ðñüôáóç 4.8.

(IK ⊗Mm)
′
= {LH |H : X → B(K) ïõóéùäþò öñáãìÝíç, áóèåíþò ìåôñÞóéìç}

Aðüäåéîç. Äåß÷íïõìå ðñþôá üôé ãéá êÜèå ïõóéùäþò öñáãìÝíç, áóèåíþò ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç

H : X → B(K); ï åðáãüìåíïò ôåëåóôÞò LH áíÞêåé óôïí ìåôáèÝôç ôçò IK ⊗Mm:

¸óôù f ∈ L∞(X;m).

Ãéá êÜèå u ∈ K êáé g ∈ L2(X;m); Ý÷ïõìå:

(IK ⊗Mf )(u⊗ g)(x) = (u⊗ fg)(x) = f(x)g(x)u

= f(x) · (u⊗ g)(x)

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå G ∈ L2(X;m;K) èá éó÷ýåé:(
(IK ⊗Mf )G

)
(x) = f(x) ·G(x) (4.5)

Ôüôå: (
LH(IK ⊗Mf )G

)
(x) = H(x)

(
(IK ⊗Mf )G

)
(x)

(4:5)
= H(x)

(
f(x)G(x)

)
= f(x) ·H(x)G(x):
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Áðü ôçí Üëëç, (
(IK ⊗Mf )LHG

)
(x)

(4:5)
= f(x) · (LHG)(x) = f(x) ·H(x)G(x)

Áðü ôéò ôåëåõôáßåò ó÷Ýóåéò óõìðåñáßíïõìå üôé LH(IK ⊗Mf ) = (IK ⊗Mf )LH ∀ f ∈ L∞(X;m)

êáé Üñá LH ∈ (IK ⊗Mm)
′
.

Áíôßóôñïöá, èá äåßîïõìå üôé:

(IK ⊗Mm)
′ ⊆ {LH |H : X → B(K) ïõóéùäþò öñáãìÝíç, áóèåíþò ìåôñÞóéìç}

Áðü ôï Èåþñçìá 1.49 Ý÷ïõìå üôé:

(IK ⊗Mm)
′
= (IK ⊗M

′

m)
′
= B(K)⊗Mm:

ÅðïìÝíùò áñêåß íá äåßîïõìå üôé: ãéá êÜèå T ∈ B(K) êáé f ∈ L∞(X;m) õðÜñ÷åé ïõóéùäþò

öñáãìÝíç êáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç H : X → B(K); þóôå T ⊗Mf = LH :

ÈÝôïõìå H(x) = f(x)T; êáé ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

• ãéá êÜèå u; v ∈ K ç óõíÜñôçóç h(x) = 〈H(x)u; v〉
K

= f(x) · 〈Tu; v〉
K
åßíáé Borel ìåôñÞóéìç,

êáé óõíåðþò ç H åßíáé áóèåíþò ìåôñÞóéìç.

• ||H(x)|| = |f(x)|·||T || 6 ||f ||∞ ·||T || m-ó÷åäüí ∀x ∈ X; ïðüôå ç H åßíáé ïõóéùäþò öñáãìÝíç.

ÔÝëïò, ãéá êÜèå u ∈ K êáé g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå üôé:

(T ⊗Mf )(u⊗ g)(x) = (Tu⊗ fg)(x) = f(x)g(x) · Tu
= g(x) ·H(x)u = H(x)

(
g(x)u

)
= H(x)(u⊗ g)(x) =

(
LH(u⊗ g)

)
(x)

áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé T ⊗Mf = LH ; äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

�

¸óôù H : X → Proj(K) ìéá áóèåíþò ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç, ðïõ ðáßñíåé üìùò ôéìÝò óôéò

ðñïâïëÝò ôïõ B(K) (êáé Üñá ïõóéùäþò öñáãìÝíç).

Ôüôå, ï áíôßóôïé÷ïò ôåëåóôÞò LH èá åßíáé ðñïâïëÞ ôïõ B
(
L2(X;m;K)

)
:

Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

(L2
HG)(x) = H(x)(LHG)(x) =

(
H(x)

)2
G(x)

= H(x)G(x) = (LHG)(x)

êáé

〈LHG; F 〉 =

∫
X

〈H(x)G(x); F (x)〉
K
dm(x)

=

∫
X

〈G(x); H(x)F (x)〉
K
dm(x)

= 〈G; LHF 〉 ;
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G; F ∈ L2(X;m;K):

Áíôßóôñïöá, áí ï ôåëåóôÞò LH åßíáé ðñïâïëÞ, éó÷õñéæüìáóôå üôé ìðïñïýìå ôüôå íá åðéëÝîïõìå

ôçí H êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ï ôåëåóôÞò H(x) íá åßíáé ðñïâïëÞ ãéá êÜèå x ∈ X:
Åö' üóïí LH = L

∗
H = L

2

H , ãéá êÜèå u; v ∈ K êáé g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå üôé:

〈LH(u⊗ g); v ⊗ g〉 = 〈u⊗ g; LH(v ⊗ g)〉 = 〈L2

H(u⊗ g); v ⊗ g〉

äçëáäÞ éóïäýíáìá:∫
X

〈H(x)u; v〉
K
|g(x)|2dm(x) =

∫
X

〈u;H(x)v〉
K
|g(x)|2dm(x)

=

∫
X

〈(H(x))
2

u; v〉
K
|g(x)|2dm(x)

Áí èÝóïõìå f1(x) = 〈H(x)u; v〉
K
, f2(x) = 〈u;H(x)v〉

K
êáé f3(x) = 〈(H(x))2u; v〉

K
, x ∈ X, ôüôå

áðü ôçí éóüôçôá ôùí ðñïçãïýìåíùí ïëïêëçñùìÜôùí ðñïêýðôåé üôé:∫
X

(f1(x)− f2(x))|g(x)|
2

dm(x) =

∫
X

(f2(x)− f3(x))|g(x)|
2

dm(x) = 0 ∀g ∈ L2(X;m);

êáé Üñá: ∫
E

(f1(x)− f2(x))dm(x) =

∫
E

(f2(x)− f3(x))dm(x) = 0

ãéá êÜèå E ∈ B(X) ìå m(E) <∞.

ÅðïìÝíùò, f1(x) = f2(x) m-ó÷åäüí ∀x ∈ X êáé f2(x) = f3(x) m-ó÷. ∀x ∈ X.

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå u; v ∈ K éó÷ýåé:

〈H(x)u; v〉
K

= 〈u;H(x)v〉
K

= 〈(H(x))2u; v〉
K

m-ó÷. ∀x ∈ X

Èåùñþíôáò ôþñá ùò u; v ôá óôïé÷åßá ìéáò ïñèïêáíïíéêÞò âÜóçò (en)n∈N ôïõK, ãéá êÜèå n;m ∈ N
âñßóêïõìå Ýíá m-ìçäåíéêü õðïóýíïëï En;m ôïõ X, þóôå:

〈H(x)en; em〉K = 〈en; H(x)em〉K = 〈(H(x))2en; em〉K ∀x =∈ En;m

Ôüôå ãéá E =
⋃
n;m

En;m Ý÷ïõìå üôé m(E) = 0 êáé éó÷ýåé:

〈H(x)en; em〉K = 〈en; H(x)em〉K = 〈(H(x))2en; em〉K ∀x =∈ E;∀n;m ∈ N

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé:

H(x) = H(x)∗ = H(x)2 ∀x =∈ E

Ïñßæïíôáò H(x) = 0B(K) ãéá êÜèå x ∈ E; Ý÷ïõìå ôåëéêÜ üôé ï ôåëåóôÞò H(x) åßíáé ðñïâïëÞ ôïõ

B(K) ãéá êÜèå x ∈ X:

ÌåôÜ áðü áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò, Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç Ðñüôáóç.
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Ðñüôáóç 4.9.

lat(IK ⊗Mm) = {Lp |P : X → Proj(K) áóèåíþò ìåôñÞóéìç}

Aðüäåéîç. ¸óôù Q ðñïâïëÞ óôïí B(L2(X;m;K)).

Áðü ôçí Ðñüôáóç 1.40 êé åö' üóïí ç IK ⊗Mm åéíáé áõôïóõæõãÞò, Ý÷ïõìå üôé:

Q ∈ lat(IK ⊗Mm) ⇐⇒ Q ∈ (IK ⊗Mm)
′

ÁëëÜ áðü ôçí Ðñüôáóç 4.8 êáé ôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáôçñÞóåéò, Ý÷ïõìå üôé Q ∈ (IK ⊗Mm)
′
áí,

êáé ìüíï áí, õðÜñ÷åé áóèåíþò ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç P : X → Proj(K), þóôå Q = LP .

�

Ïñéóìüò 4.10. ¸óôù (Ψ;6
Ψ
) Ýíá ðñïäéáôåôáãìÝíï óýíïëï, êáé Ω : X → Ψ ìéá óõíÜñôçóç.

Ç Ω èá ëÝãåôáé ó÷åäüí áýîïõóá, áí åßíáé áýîïõóá óôï óõìðëÞñùìá åíüò m-ìçäåíéêïý óõíüëïõ,

ìå ôçí Ýííïéá üôé õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå:

áí x; y =∈ N êáé x 6 y; ôüôå Ω(x) 6
Ψ

Ω(y):

Ðñüôáóç 4.11. Ç WOT -êëåéóôÞ (Üñá êáé SOT-êëåéóôÞ) êõñôÞ èÞêç ôïõ L(X;6;m) ôáõôßæåôáé

ìå ôï óýíïëï {Mf | f : X → [0; 1] Borel ìåôñÞóéìç, ó÷åäüí áýîïõóá}:

Aðüäåéîç.

1. ¸óôù f : X → [0; 1] ìéá Borel ìåôñÞóéìç, ó÷åäüí áýîïõóá óõíÜñôçóç.

Èá äåßîïõìå üôé Mf ∈ conv
WOTL(X;6;m):

Ãéá êÜèå r > 0 èÝôïõìå Er = [f > r] ∈ B(X):

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï Er åßíáé ó÷åäüí áýîïí.

ÐñÜãìáôé: áöïý ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá, õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0, þóôå:

áí x; y =∈ N êáé x 6 y; ôüôå f(x) 6 f(y):

ÅðïìÝíùò, ãéá x; y =∈ N , ìå x 6 y êáé x ∈ Er; Ý÷ïõìå üôé: r 6 f(x) 6 f(y); áð' üðïõ

y ∈ Er:

Ôþñá, áðü ôï Èåþñçìá 2.14, õðÜñ÷åé Ar ∈ L(X;6) þóôå m(Ar M Er) = 0:

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé PEr = PAr ∈ L(X;6;m) ∀ r > 0:

Ãéá êÜèå n ∈ N èÝôïõìå: fn = 1
n

n−1∑
k=0

�
Ek=n

:

Ðñïöáíþò 0 6 fn 6 1, ç fn åßíáé Borel ìåôñÞóéìç, êáé ï áíôßóôïé÷ïò ðïëëáðëáóéáóôéêüò

ôåëåóôÞò

Mfn =
1

n

n−1∑
k=0

PEk=n ∈ convL(X;6;m);

áíÞêåé óôçí êõñôÞ èÞêç ôïõ L(X;6;m).

Éó÷õñéæüìáóôå åðßóçò üôé:

0 6 fn − f 6
1

n
∀n ∈ N (4.6)
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¸óôù x ∈ X.

Áí f(x) = 1; ôüôå êáé fn(x) = 1 êáé ç (4.6) éó÷ýåé.

Áí f(x) < 1; ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü � ∈ {0; 1; :::n− 1} þóôå: �
n

6 f(x) < �+1
n
:

Ôüôå x ∈ Ei=n ∀ i = 0; 1; :::; k; ïðüôå fn(x) = �+1
n
: ÅðïìÝíùò:

fn(x)−
1

n
=
�

n
6 f(x) < fn(x)

êáé ç (4.6) éó÷ýåé.

¢ñá, ||Mfn −Mf || = ||fn − f ||∞ 6 1
n
; áð' üðïõ ||Mfn −Mf || → 0:

¸ðåôáé üôé Mf ∈ conv
||·||L(X;6;m) ⊆ conv

WOTL(X;6;m); äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

2. Áíôßóôñïöá, èá äåßîïõìå üôé:

conv
WOTL(X;6;m) ⊆ {Mf | f : X → [0; 1] Borel ìåôñÞóéìç, ó÷åäüí áýîïõóá}

¸óôù C ôï óýíïëï óôï 2ï ìÝëïò ôçò ðñïçãïýìåíçò ó÷Ýóçò.

Åýêïëá âëÝðïõìå üôé ôï C åßíáé êõñôü êáé ðåñéÝ÷åé ôïí L(X;6;m) (äéüôé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ

óõíÜñôçóç åíüò áýîïíôïò óõíüëïõ åßíáé áýîïõóá).

Éó÷õñéæüìáóôå åðéðëÝïí üôé ôï C åßíáé SOT -êëåéóôü.

Ðáñáôçñïýìå üôé:

- ôï C ðåñéÝ÷åôáé óôçí êëåéóôÞ ìïíáäéáßá óöáßñá (Mm)1 ôçòMm; üðïõ çMm åßíáé SOT-

êëåéóôÞ

- ç (Mm)1 ìå ôçí SOT -ôïðïëïãßá åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìç, Üñá êáé ï õðü÷ùñïò (C; SOT )

åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò.

¢ñá, áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí (Mfn)n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá óôï C ðïõ óõãêëßíåé ùò ðñïò

ôçí SOT-ôïðïëïãßá ó' Ýíáí ðïëëáðëáóéáóôéêü ôåëåóôÞ Mf ; f ∈ L∞(X;m); ôüôå ç f åßíáé

ó÷åäüí áýîïõóá êáé ðáßñíåé ôéìÝò óôï [0; 1].

Ôüôå, âñßóêïõìå ìéá õðáêïëïõèßá (fkn)n∈N ôçò (fn)n∈N; þóôå fkn → f m-ó÷åäüí ðáíôïý,

äçëáäÞ õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0; þóôå lim
n
fkn(x) = f(x) ∀x =∈ N:

Ôþñá, áöïý ïé fn åßíáé ó÷åäüí áýîïõóåò, ãéá êÜèå n ∈ N õðÜñ÷åéNn ∈ B(X) ìåm(Nn) = 0;

þóôå:

áí x; y =∈ Nn êáé x 6 y; ôüôå fn(x) 6 fn(y):

ÈÝôïõìå M =
∞⋃
n=1

Nn; ïðüôå m(M) = 0; êáé ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå x; y =∈ M ∪ N; ìå

x 6 y; éó÷ýåé:

f(x) = lim
n
fkn(x) 6 lim

n
fkn(y) = f(y):

Óõìðåñáßíïõìå üôé ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá, êáé ìÝíåé íá äåßîïõìå üôé ç f ðáßñíåé ôéìÝò

óôï [0; 1]:

ÐñÜãìáôé, åö' üóïí 0 6 fn 6 1 ∀n ∈ N; èá Ý÷ïõìå üôé:

0 6 lim
n
fkn(x) = f(x) 6 1 ∀x =∈ N;
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äçëáäÞ 0 6 f 6 1 m-ó÷åäüí ðáíôïý, êáé óõíåðþò ìðïñïýìå ÷ùñßò âëÜâç íá èåùñçóïýìå

üôé 0 6 f 6 1:

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ôï C åßíáé Ýíá SOT -êëåéóôü, êõñôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí L(X;6;m):

ÅðïìÝíùò ôï C ðåñéÝ÷åé êáé ôçí SOT -êëåéóôÞ êõñôÞ èÞêç ôïõ L(X;6;m); ðïõ ôáõôßæåôáé

ìå ôçí WOT -êëåéóôÞ êõñôÞ èÞêç ôïõ, áðü ôçí Ðñüôáóç 1.27.

�

ËÞììá 4.12. ¸óôù A õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

1. MmAMm ⊆ A

2. latA = L(X;6;m)

¸óôù åðßóçò f ∈ L∞(X;m) ìå 0 6 f 6 1:

Ôüôå: ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá áí, TMfT
∗ 6 Mf ãéá êÜèå T ∈ A1:

Aðüäåéîç.

1. ÕðïèÝôïõìå êáôáñ÷Þí üôé ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá.

ÈÝôïõìå:

C = {A ∈ B
(
L2(X;m)

)
: 0 6 A 6 I êáé TAT ∗ 6 A ∀T ∈ A1}

Ôï óýíïëï C åßíáé ìç êåíü, áöïý ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ I ôïõ B
(
L2(X;m)

)
:

ÐñÜãìáôé: ðñïöáíþò 0 6 I 6 I êáé áí T ∈ A1; ôüôå ãéá êÜèå g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå:

〈TT ∗g; g〉 = 〈T ∗g; T ∗g〉 = ||T ∗g||2

6 ||T ∗||2 · ||g||2 6 ||g||2 = 〈g; g〉;

äçëáäÞ TT ∗ 6 I:

Ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò:

(i) ôï C åßíáé êõñôü: áí A1; A2 ∈ C êáé � ∈ (0; 1); èá äåßîïõìå üôé �A1 + (1− �)A2 ∈ C:
ÐñÜãìáôé: Ýóôù g ∈ L2(X;m):

Ôüôå:

〈
(
�A1 + (1− �)A2

)
g; g〉 = �〈A1g; g〉+ (1− �)〈A2g; g〉 > 0

êáé
〈
(
�A1 + (1− �)A2

)
g; g〉 = �〈A1g; g〉+ (1− �)〈A2g; g〉

6 �〈g; g〉+ (1− �)〈g; g〉
= 〈g; g〉,

êáé óõíåðþò 0 6 �A1 + (1− �)A2 6 I:

Áðü ôçí Üëëç, áí T ∈ A1; ôüôå:

〈T (�A1 + (1− �)A2)T
∗g; g〉 = �〈TA1T

∗g; g〉+ (1− �)〈TAT ∗g; g〉
6 �〈Ag; g〉+ (1− �)〈Ag; g〉 = 〈Ag; g〉
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äçëáäÞ T (�A1 + (1− �)A2)T
∗ 6 A:

¢ñá �A1 + (1− �)A2 ∈ C:

(ii) ôï C åßíáé WOT -êëåéóôü:

¸óôù (Ai)i∈I äßêôõï óôï C êáé A ∈ B
(
L2(X;m)

)
; þóôå Ai

WOT−→ A:

Èá äåßîïõìå üôé A ∈ C:
Åö' üóïí Ai > 0 ∀ i ∈ I; ãéá êÜèå g ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå:

〈Ag; g〉 = lim
i
〈Aig; g〉 > 0;

äçëáäÞ A > 0:

¼ìïéá, áöïý I − Ai
WOT−→ I − A; âñßóêïõìå êáé üôé I − A > 0; ïðüôå ôåëéêÜ 0 6 A 6 I:

¸óôù ôþñá T ∈ A1:

Åö' üóïí ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ÷ùñéóôÜ (WOT -WOT ) óõíå÷Þò, èá Ý÷ïõìå üôé

TAiT
∗ WOT−→ TAT ∗; ïðüôå:

Ai − TAiT
∗ WOT−→ A− TAT ∗:

ÁëëÜ Ai − TAiT
∗ > 0 ∀ i ∈ I; êáé óõíåðþò

A− TAT ∗ > 0 ⇔ TAT ∗ 6 A:

¢ñá ðñÜãìáôé A ∈ C:

(iii) ôï C ðåñéÝ÷åé ôïí L(X;6;m) :

Åßíáé óáöÝò üôé ãéá êÜèå ðñïâïëÞ P óôïí L(X;6;m) éó÷ýåé 0 6 P 6 I; êáé èá äåßîïõìå

üôé TPT ∗ 6 P; áí T ∈ A1:

ÅðåéäÞ L(X;6;m) = latA; Ý÷ïõìå üôé ç P åßíáé T -áíáëëïßùôç, Üñá:

TP = PTP êáé PT ∗ = PT ∗P

ÅðïìÝíùò,

TPT ∗ = (TP )(PT ∗) = (PTP )(PT ∗P ) = (PTP )(PTP )∗;

êáé óõíåðþò ãéá êÜèå g ∈ L2(X;m) èá éó÷ýåé:

〈TPT ∗g; g〉 = 〈(PTP )(PTP )∗g; g〉 = ||(PTP )∗g||2

= ||PT ∗Pg||2 6 ||PT ∗||2 · ||Pg||2

6 ||Pg||2 = 〈Pg; g〉

¢ñá TPT ∗ 6 P:

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ôï C åßíáé Ýíá WOT -êëåéóôü, êõñôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí

L(X;6;m):

ÅðïìÝíùò ôï C èá ðåñéÝ÷åé êáé ôçí WOT -êëåéóôÞ êõñôÞ èÞêç ôïõ L(X;6;m); äçëáäÞ ôï

óýíïëï {Mf | f : X → [0; 1] Borel ìåôñÞóéìç, ó÷åäüí áýîïõóá}:
¢ñá TMfT

∗ 6 Mf ∀T ∈ A1:
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2. Áíôßóôñïöá áí TMfT
∗ 6 Mf ∀T ∈ A1; èá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá.

Éó÷õñéóìüò (É): TMfnT
∗ 6 Mfn ∀T ∈ A1; ∀n ∈ N:

¸óôù " > 0:

ÈÝôïõìå g = (f + ")
1
2 :

Ç g åßíáé öñáãìÝíç, Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç, óõíåðþò ïñßæåôáé ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò

ôåëåóôÞò Mg, êáé åßíáé èåôéêüò, áöïý g > 0:

ÅðéðëÝïí ï Mg åßíáé áíôéóôñÝøéìïò.

ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ 0 6 f 6 1 èá Ý÷ïõìå üôé 0 <
√
" 6 g 6

√
1 + "; áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå

üôé ç óõíÜñôçóç 1
g
ïñßæåôáé (m-ó÷åäüí ðáíôïý) êáé åßíáé (ïõóéùäþò) öñáãìÝíç.

Åðßóçò, áöïý TT ∗ 6 I êáé Mg2 = Mf + "I; Ý÷ïõìå:

TMg2T
∗ = T (Mf + "I)T ∗ = TMfT

∗ + "TT ∗

6 Mf + "I = Mg2

Ôüôå, ãéá êÜèå h ∈ L2(X;m) èá éó÷ýåé:

〈Mg−1TMg2T
∗Mg−1h; h〉 = 〈(TMg2T

∗)(Mg−1h); Mg−1h〉
6 〈Mg2Mg−1h; Mg−1h〉 = 〈h; h〉;

áð' üðïõ Mg−1TMg2T
∗Mg−1 6 I:

¸ðåôáé üôé:
||Mg−1TMg||

2
= ||MgT

∗Mg−1||2

= ||(MgT
∗Mg−1)∗(MgT

∗Mg−1)||
= ||Mg−1TMg2T

∗Mg−1||
6 1

¸÷ïõìå ëïéðüí üôé:

||Mg−1TMg|| 6 1 ∀T ∈ A1 (4.7)

ÁëëÜ MmAMm ⊆ A êáé óõíåðþò, ëüãù êáé ôçò (4.7), Ý÷ïõìå üôé Mg−1TMg ∈ A1:

¢ñá, áðü ôçí (4.7) êáé ðÜëé Ýðåôáé üôé:

||Mg−1(Mg−1TMg))Mg|| 6 1 ∀T ∈ A1:

äçëáäÞ ||Mg−2TMg2|| 6 1 ∀T ∈ A1:

Óõíå÷ßæïíôáò åðáãùãéêÜ, óõìðåñáßíïõìå üôé;

||Mg−nTMgn|| 6 1 ∀T ∈ A1:

ÅðïìÝíùò,

Mg−nTMg2nÔ
∗Ìg−n = (Mg−nTMgn)(Mg−nTMgn)

∗ 6 I;

êáé óõíåðþò ãéá êÜèå h ∈ L2(X;m) Ý÷ïõìå:

〈TMg2nÔ
∗h; h〉 = 〈MgnMg−nTMg2nT

∗Mg−nMgnh; h〉
= 〈(Mg−nTMg2nT

∗Mg−n)(Mgnh); Mgnh〉
6 〈Mgnh; Mgnh〉 = 〈Mg2nh; h〉;
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¢ñá, TMg2nÔ
∗ 6 Mg2n ; äçëáäÞ:

TM(f+")nT
∗ 6 M(f+")n ∀T ∈ A1; ∀n ∈ N:

Ãéá "↘ 0; åðåéäÞ (f + ")n → fn êáôÜ óçìåßï, áðü ôï Èåþñçìá Êõñéáñ÷çìÝíçò Óýãêëéóçò

Ýðåôáé üôé: M(f+")n
WOT−→ Mfn ; ∀n ∈ N

¢ñá, TMfnT
∗ 6 Mfn ∀T ∈ A1; ∀n ∈ N:

Ió÷õñéóìüò (II) : Ãéá êÜèå t > 0, ï õðü÷ùñïò

St = {g ∈ L2(X;m) : g = 0 m-ó÷åäüí ðáíôïý óôï óýíïëï [f 6 t]}

ôïõ L2(X;m) åßíáé A-áíáëëïßùôïò.
Èá äåßîïõìå éóïäýíáìá üôé ï õðü÷ùñïò

S
⊥

t = {g ∈ L2(X;m) : g = 0 m-ó÷åäüí ðáíôïý óôï [f > t]}

åßíáé A∗-áíáëëïßùôïò.

¸óôù g ∈ S⊥
t ; g 6= 0 êáé T ∈ A:

ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé T ∗g = 0 m-ó÷åäüí ðáíôïý óôï [f > t]:

¸÷ïõìå:
||MfnT

∗g||2 = 〈MfnT
∗g; MfnT

∗g〉
= 〈MfnT

∗g; (TMfn)
∗g〉

= 〈TMf2nT ∗g; g〉 ∀n ∈ N:

Áðü ôïí éó÷õñéóìü (I) éó÷ýåé:

〈TMf2nT ∗g; g〉 6 〈Mf2ng; g〉
= 〈Mfng; Mfng〉

= ||Mfng||
2

=

∫
X

|fn(x)g(x)|2dm(x)

êáé áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí g,∫
X

|fn(x)g(x)|2dm(x) =

∫
[f6t]

f 2n(x)|g(x)|2dm(x)

6 t2n ·
∫

[f6t]

|g(x)|2dm(x)

6 t2n · ||g||2 ;

äéüôé f 2n(x) 6 t2n ∀x ∈ [f 6 t]:

ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðñïçãïýìåíá, ðñïêýðôåé üôé:

||MfnT
∗g||2 6 t2n||g||2 ;

äçëáäÞ: ∫
X

f 2n(x)|(T ∗g)(x)|2dm(x) 6 t2n||g||2 ∀n ∈ N;

113



êáé Üñá: ( ∫
X

(
f(x)

t
)2n|(T ∗g)(x)|2dm(x)

) 1
n 6 ||g||

2
n ∀n ∈ N (4.8)

Èåùñïýìå ôéò ìç áñíçôéêÝò, Borel ìåôñÞóéìåò óõíáñôÞóåéò �(x) = (f(x)
t

)2 êáé

h(x) = |(T ∗g)(x)|2, êáèþò êáé ôï èåôéêü ìÝôñï:

�(A) =

∫
A

hdm; A ∈ B(X)

Ôüôå: ∫
X

(
f(x)

t
)2n|(T ∗g)(x)|2dm(x) =

∫
X

(�(x))nh(x)dm(x) =

∫
X

�n(x)d�(x)

êáé óõíåðþò ç 4.8 ãñÜöåôáé:

‖�‖n 6 ‖g‖
2
n ∀n ∈ N

Ðáßñíïíôáò üñéá óôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç êáèþò n → ∞, ðñïêýðôåé üôé3: ‖�‖∞ 6 1, áöïý

g 6= 0 êáé ôï ìÝôñï � åßíáé ðåðåñáóìÝíï ( �(X) = ‖T ∗g‖2
).

¸ðåôáé üôé � 6 1 �−ó÷åäüí ðáíôïý, äçëáäÞ õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå �(N) = 0, þóôå

f(x) 6 t ∀x =∈ N , êáé óõíåðþò:

[f > t] ⊆ N (4.9)

Ôþñá, áöïý �(N) =
∫
X

|(T ∗g)(x)|2�
N
(x)dm(x) = 0, Ý÷ïõìå üôé

|(T ∗g)(x)|2�
N
(x) = 0 m− ó÷. ∀x ∈ X;

ïðüôå õðÜñ÷åé M ∈ B(X) ìå m(M) = 0, þóôå:

|(T ∗g)(x)|2�
N
(x) = 0 ∀x =∈M (4.10)

¢ñá, áí x ∈ M c ∩ [f > t] ⊆ M c ∩ N , ôüôå áðü ôéò 4.9 êáé 4.10 óõìðåñáßíïõìå üôé

(T ∗g)(x) = 0.

Óõíåðþò T ∗g = 0 m−ó÷åäüí ðáíôïý óôï [f > t] êáé ï éó÷õñéóìüò (II) áðåäåß÷èç.

ÌÝíåé ðëÝïí íá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá.

¸óôù q ∈ Q+.

Áðü ôïí éó÷õñéóìü (II) Ý÷ïõìå üôé Sq ∈ latA, üðïõ áðü ôçí õðüèåóç, latA = L(X;6;m):

ÅðïìÝíùò ç ðñïâïëÞ P (Sq) ðÜíù óôïí Sq áíÞêåé óôïí L(X;6;m).

ÁëëÜ áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Sq Ý÷ïõìå üôé:

P (Sq) = M�[f>q]

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå q ∈ Q+ õðÜñ÷åé Eq ∈ L(X;6) þóôå: M�[f>q]
= PEq ,

áð' üðïõ:

m(Eq M [f > q]) = 0 ∀ q ∈ Q+

3áí (Z;B(Z); �) ÷þñïò ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ, ôüôå ãéá êÜèå Borel ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç ! : Z → C éó÷ýåé:

lim
p→∞

‖!‖p = ‖!‖∞
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Èåùñïýìå ôï m−ìçäåíéêü óýíïëï:

N =
⋃
q∈Q+

(Eq M [f > q])

Éó÷õñéæüìáóôå üôé áí x; y =∈ N êáé x 6 y, ôüôå f(x) 6 f(y).

ÐñÜãìáôé: õðïèÝôïõìå áíôßèåôá üôé f(y) < f(x), êáé Ýóôù q ∈ Q+ ìå f(y) < q < f(x).

Ôüôå, åö' üóïí x =∈ N êáé x ∈ [f > q], èá Ý÷ïõìå üôé x ∈ Eq, êáé Üñá y ∈ Eq äéüôé ôï Eq

åßíáé áýîïí. Áöïý ôþñá y =∈ N , óõìðåñáßíïõìå üôé y ∈ [f > q], Üôïðï.

¸ðåôáé üôé ç f åßíáé áýîïõóá óôï N c, êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

�

Èåþñçìá 4.13. ¸óôù A õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

1. Mm ⊆ A

2. latA = L(X;6;m)

Ôüôå:

lat(IK ⊗A) ⊆ {Lp | P : X → Proj(K) ó÷åäüí áýîïõóá }

Aðüäåéîç. Áðü ôçí 1ç éäéüôçôá ôçò A Ý÷ïõìå üôé IK⊗Mm ⊆ IK⊗A, êáé óõíåðþò lat(IK⊗A) ⊆
lat(IK ⊗Mm). Åðßóçò, áðü ôçí Ðñüôáóç 4.9 ãíùñßæïõìå üôé:

lat(IK ⊗Mm) = {Lp | P : X → Proj(K)}

ÅðïìÝíùò êÜèå óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ lat(IK ⊗ A) åßíáé ôçò ìïñöÞò Lp, ãéá êÜðïéá áóèåíþò

ìåôñÞóéìç óõíÜñôçóç P : X → Proj(K).

¸÷ïõìå ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé áí Lp ∈ lat(IK ⊗A), ôüôå ç P åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá.

Áðïäåéêíýïõìå ðñþôá ôïí åîÞò éó÷õñéóìü: ãéá êÜèå � ∈ K ìå ‖�‖
K

= 1, ç óõíÜñôçóç

f(x) = 〈P (x)�; �〉
K

= ‖P (x)�‖2

K
åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá.

Ðáñáôçñïýìå êáôáñ÷Þí üôé:

0 6 f(x) = ‖P (x)�‖2

K
6 ‖P (x)‖2‖�‖2

K
6 1 ∀x ∈ X

Åðßóçò MmAMm ⊆ A, äéüôé ç A åßíáé Üëãåâñá êáé ðåñéÝ÷åé ôçí Mm.

¢ñá éêáíïðïéïýíôáé ïé õðïèÝóåéò ôïõ ËÞììáôïò 4.12, êáé óýìöùíá ì'áõôü áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

TMfT
∗ 6 Mf ∀T ∈ A1

¸óôù g ∈ L2(X;m) êáé T ∈ A1.
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¸÷ïõìå:

〈TMfT
∗g; g〉 = 〈MfT

∗g; T ∗g〉

=

∫
X

f(x)(T ∗g)(x)(T ∗g)(x)dm(x)

=

∫
X

‖P (x)�‖2

K
|(T ∗g)(x)|2dm(x)

=

∫
X

‖(T ∗g)(x)P (x)�‖2

K
dm(x)

=

∫
X

‖P (x)((T ∗g)(x)�)‖2

K
dm(x)

=

∫
X

‖P (x)(� ⊗ T ∗g)(x))‖2

K
dm(x)

=

∫
X

‖P (x)((IK ⊗ T ∗)(� ⊗ g)(x))‖2

K
dm(x)

=

∫
X

‖(Lp(IK ⊗ T ∗)(� ⊗ g))(x)‖2

K
dm(x)

= ‖Lp(IK ⊗ T ∗)(� ⊗ g)‖2

(4.11)

Ôþñá, áöïý ï Lp åßíáé IK ⊗ T -áíáëëïßùôïò, èá éó÷ýåé: (IK ⊗ T )Lp = Lp(IK ⊗ T )Lp, éóïäýíáìá

Lp(IK ⊗ T ∗) = Lp(IK ⊗ T ∗)Lp.

ÅðïìÝíùò,

‖Lp(IK ⊗ T ∗)(� ⊗ g)‖2

= ‖Lp(IK ⊗ T ∗)Lp(� ⊗ g)‖2

6 ‖Lp(IK ⊗ T ∗)‖2‖Lp(� ⊗ g)‖2

6 ‖Lp‖
2‖‖T‖2‖Lp(� ⊗ g)‖2

6 ‖Lp(� ⊗ g)‖2

=

∫
X

‖P (x)((� ⊗ g)(x))‖2

K
dm(x)

=

∫
X

‖P (x)�‖2

K
|g(x)|2dm(x)

=

∫
X

f(x)g(x)g(x)dm(x)

= 〈Mfg; g)〉 (4.12)

Áðü ôéò 4.11 êáé 4.12 ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé:

〈TMfT
∗g; g〉 6 〈Mfg; g〉 ∀g ∈ L2(X;m);

êáé Üñá TMfT
∗ 6 Mf , ∀T ∈ A1.

Ôþñá, åðéëÝãïõìå ìßá áêïëïõèßá (�n)n∈N ‖·‖K -ðõêíÞ óôï óýíïëï {� ∈ K : ||�||
K

= 1}.
Áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå üôé ãéá êÜèå n ∈ N ç óõíÜñôçóç fn(x) = 〈P (x)�n; �n〉 åßíáé ó÷åäüí
áýîïõóá.

ÅðïìÝíùò, ∀n ∈ N ∃Nn ∈ B(X) ìå m(Nn) = 0, þóôå:

áí x; y =∈ Nn êáé x 6 y, ôüôå fn(x) 6 fn(y)
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Éó÷õñéæüìáóôå üôé ç P åßíáé áýîïõóá óôï óõìðëÞñùìá ôïõ m-ìçäåíéêïý óõíüëïõ N =
∞⋃
n=1

Nn,

äçëáäÞ üôé:

áí x; y =∈ N êáé x 6 y, ôüôå P (x) 6 P (y)

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

〈P (x)�; �〉
K

6 〈P (y)�; �〉
K

∀ � ∈ K ìå ‖�‖
K

= 1

ÐñÜãìáôé: áí ||�||
K

= 1, õðÜñ÷åé õðáêïëïõèßá (�kn)n∈N ôçò (�n)n∈N þóôå ||�kn − �||
K
→ 0:

Ôüôå, åö' üóïí fkn(x) 6 fkn(y) ∀n ∈ N; èá éó÷ýåé:

〈P (x)�; �〉
K

= lim
n
〈P (x)�kn ; �kn〉K

6 lim
n
〈P (y)�kn ; �kn〉K

= lim
n
〈P (y)�; �〉

K

ÅðïìÝíùò ç P åßíáé ó÷åäüí áýîïõóá. �

Èåþñçìá 4.14.

lat(IK ⊗Amin(X;6;m)) = {Lp | P : X → Proj(K) ó÷åäüí áýîïõóá }

Aðüäåéîç. Åö' üóïí Mm ⊆ Amin(X;6;m) êáé latAmin(X;6;m) = L(X;6;m), áðü ôï

ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá Ý÷ïõìå Üìåóá üôé:

lat(IK ⊗Amin(X;6;m)) ⊆ {Lp | P : X → Proj(K) ó÷åäüí áýîïõóá }

êáé ìÝíåé íá áðïäåßîïõìå ôïí áíôßóôñïöï åãêëåéóìü.

¸óôù P : X → Proj(K) ó÷åäüí áýîïõóá êáé T ∈ Amin(X;6;m):

Èá äåßîïõìå üôé (IK⊗T )(ImLp) ⊆ ImLp, éóïäýíáìá üôé ãéá êÜèå F ∈ ImLp êáé G ∈ (ImLp)
⊥

=

KerLp = Im(I − Lp) éó÷ýåé:

〈(IK ⊗ T )F;G〉 = 0

ÕðïèÝôïõìå áñ÷éêÜ üôé T = T� ãéá êÜðïéï ìÝôñï � ∈ A(G;m):

Áðü ôçí Ðñüôáóç 4.6 éó÷ýåé:

〈(IK ⊗ T�)F;G〉 =

∫
X×X

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y) ∀F; G ∈ L2(X;m;K);

êáé óõíåðþò ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé:∫
X×X

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y) = 0

ãéá êÜèå F; G ∈ L2(X;m;K) ìå F = LpF êáé G = (I − Lp)G:

Áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí P , õðÜñ÷åé N ∈ B(X) ìå m(N) = 0, þóôå ç P åßíáé áýîïõóá óôï N c:

Åö' üóïí ôï ìÝôñï � åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G, éó÷ýåé:∫
X×X

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y) =

∫
G

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y)
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=

∫
G∩(Nc×Nc)

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y) +

∫
G∩((N×X)∪(X×N))

〈F (y); G(x)〉
K
d�(x; y) (4.13)

ÅðåéäÞ |�|1 6 ‖�‖ ·m, Ý÷ïõìå üôé:

|�(N ×X)| 6 |�|(N ×X) = |�|1(N) 6 ‖�‖m(N) = 0;

áð' üðïõ �(N ×X) = 0.

¼ìïéá �(X ×N) = 0, ïðüôå �((N ×X) ∪ (X ×N)) = 0 êáé ôï 2ï ïëïêëÞñùìá óôçí 4.13 åßíáé

ìçäÝí.

¸óôù ôþñá (x; y) ∈ G ∩ (N c ×N c):

Ôüôå:

〈F (y); G(x)〉
K

= 〈(LpF )(y); (I − Lp)G(x)〉
K

= 〈P (y)F (y); (IK − P (x))G(x)〉
K

= 〈F (y); P (y)(IK − P (x))G(x)〉
K

= 〈F (y); (P (y)− P (y)P (x))G(x)〉
K

= 0

äéüôé P (y) 6 P (x) ⇐⇒ P (y)P (x) = P (y)

ÅðïìÝíùò êáé ôï 1ï ïëïêëÞñùìá óôçí 4.13 èá éóïýôáé ìå ìçäÝí.

¸ðåôáé üôé
∫

X×X
〈F (y); G(x)〉

K
d�(x; y) = 0:

Äåßîáìå ëïéðüí üôé ï Lp åßíáé IK ⊗ T�−áíáëëïßùôïò ∀� ∈ A(G;m):

Èåùñïýìå ôþñá ôõ÷áßï ôåëåóôÞ T ∈ Amin(X;6;m):

Ôüôå õðÜñ÷åé äßêôõï (�i)i∈I óôçí A(G;m) þóôå T�i
w∗→ T; áð' üðïõ IK ⊗ T�i

WOT→ IK ⊗ T .

Åðßóçò áðü ôá ðñïçãïýìåíá Ý÷ïõìå üôé:

(IK ⊗ T�i)Lp = Lp(IK ⊗ T�i)Lp ∀ i ∈ I

ÅðïìÝíùò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôï ãåãïíüò üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ÷ùñéóôÜWOT−óõíå÷Þò,
èá éó÷ýåé:

(IK ⊗ T )Lp = WOT − lim
i

(IK ⊗ T�i)Lp

= WOT − lim
i
Lp(IK ⊗ T�i)Lp

= Lp(IK ⊗ T )Lp

¸ðåôáé üôé ï Lp åßíáé IK ⊗ T−áíáëëïßùôïò êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.
�

Åßìáóôå ôþñá óå èÝóç íá áðïäåßîïõìå ôï êåíôñéêü áðïôÝëåóìá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ: ç

Amin(X;6;m) åßíáé ç ìéêñüôåñç w∗−êëåéóôÞ õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí

ðïëëáðëáóéáóôéêÞ Üëãåâñá Mm êáé Ý÷åé ôïí L(X;6;m) ùò áíáëëïßùôï óýíäåóìï õðï÷þñùí.

Èåþñçìá 4.15. ¸óôù A õðÜëãåâñá ôçò B
(
L2(X;m)

)
þóôå:

1. Mm ⊆ A
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2. latA = L(X;6;m)

3. ç A åßíáé w∗−êëåéóôÞ

Ôüôå Amin(X;6;m) ⊆ A:

Aðüäåéîç. ¸óôù T ∈ Amin(X;6;m):

Áðü ôá äýï ðñïçãïýìåíá ÈåùñÞìáôá, Ý÷ïõìå üôé:

lat(IK ⊗A) ⊆ lat(IK ⊗Amin(X;6;m))

ÅðïìÝíùò,

lat(IK ⊗A) ⊆ lat(IK ⊗ T );

êáé Üñá áðü ôï ËÞììá 4.5 Ýðåôáé üôé:

T ∈ Āw∗ = A

�

Ïñéóìüò 4.16. Áí A åßíáé ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí, ïñßæïõìå ùò äéáãþíéï ôçò A ôçí áõôïóõæõãÞ

Üëãåâñá: diagA = A ∩A∗.

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç äéáãþíéï ôçò Amin(X;6;m).

Êáôáñ÷Þí, áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç diagAmin(X;6;m) åßíáé Üëãåâñá von Neumann.

ÐñÜãìáôé: åðåéäÞ ç Amin(X;6;m) åßíáé w∗-êëåéóôÞ êáé ç åíÝëéîç åßíáé (w∗; w∗)-óõíå÷Þò, Ý÷ïõìå

üôé ç Amin(X;6;m)∗ åßíáé åðßóçò w∗-êëåéóôÞ.

¸ðåôáé üôé ç diagAmin(X;6;m) åßíáé w∗-êëåéóôÞ, Üñá Üëãåâñá von Neumann (áöïý åðéðëÝïí

åßíáé áõôïóõæõãÞò êáé ðåñéÝ÷åé ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ).

Ïñßæïõìå ìßá ó÷Ýóç ∼ óôïí X ùò åîÞò:

áí x; y ∈ X; ôüôå x ∼ y ⇐⇒ x 6 y êáé y 6 x

Åßíáé öáíåñü üôé ç ∼ åßíáé ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôïí X.

Åðßóçò, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ãéá êÜèå E ∈ B(X), áí ôï E åßíáé áýîïí ùò ðñïò 6, ôüôå ôá
E êáé Ec åßíáé áýîïíôá ùò ðñïò ∼.
ÉäéáéôÝñùò, áí E ∈ L(X;6) ôüôå E;Ec ∈ L(X;∼).

Éó÷õñéæüìáóôå åðéðëÝïí üôé ç ∼ åßíáé standard (ùò ðñïäéÜôáîç).

ÐñÜãìáôé: óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 2.4 êé åö' üóïí ç 6 åßíáé standard, õðÜñ÷åé áêïëïõèßá

{En}∞n=1 óôïí L(X;6) þóôå:

∀x; y ∈ X; x 6 y ⇐⇒ �
En

(x) 6 �
En

(y) ∀n ∈ N:

Ôüôå:

x ∼ y ⇐⇒ �
En

(x) 6 �
En

(y) êáé �
Enc

(x) 6 �
Enc

(y) ∀n ∈ N;

êáé óõíåðþò, áðü ôçí Ðñüôáóç 2.4 êáé ðÜëé, Ýðåôáé üôé ç ∼ åßíáé standard.

¸ðåôáé ëïéðüí üôé ï (X;∼;m) åßíáé Ýíáò standard ðñïäéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò ó-ðåðåñáóìÝíïõ

ìÝôñïõ, óõíåðþò ïñßæåôáé ç Üëãåâñá Amin(X;∼;m), ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ

Üëãåâñá Mm ôïõ (X;m) (áðü ôï Èåþñçìá 3.17).
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Ðñüôáóç 4.17.

1. Amin(X;∼;m) ⊆ Amin(X;6;m)

2. ç Amin(X;∼;m) åßíáé Üëãåâñá von Neumann.

Aðüäåéîç.

1. ¸óôù G ôï ãñÜöçìá ôçò 6 êáé G̃ = {(x; y) ∈ X ×X : x 6 y} (äçëáäÞ G̃ åßíáé ç åéêüíá

ôïõ G ìÝóù ôçò áíÜêëáóçò �(x; y) = (y; x) ôïõ X ×X)

Ôüôå ãéá êÜèå x; y ∈ X éó÷ýåé:

x ∼ y ⇐⇒ (x; y) ∈ G êáé (x; y) ∈ G̃

êáé óõíåðþò ç ∼ Ý÷åé ùò ãñÜöçìá ôï óýíïëï G ∩ G̃.
¸ðåôáé üôé:

Amin(X;∼;m) = {T� : � ∈ A(G ∩ G̃;m)}
w∗

⊆ {T� : � ∈ A(G;m)}
w∗

= Amin(X;6;m)

2. Éó÷õñéæüìáóôå êáôáñ÷Þí üôé ç õðÜëãåâñá A(G∩G̃;m) ôçò A(X×X;m) åßíáé áõôïóõæõãÞò.

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí Ýíá ìÝôñï � óôïí X×X åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G∩G̃, ôüôå êáé
ôï �∗ åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï ßäéï óýíïëï, üðïõ �∗(A×B) = �(B × A), ∀A;B ∈ B(X).

¸óôù S ∈ B(X ×X), S ⊆ (G ∩ G̃)c.

¸÷ïõìå:

�∗(S) =

∫
X×X

�
S
(x; y)d�∗(x; y) =

∫
X×X

�S(y; x)d�̄(x; y)

=

∫
X×X

(�
S
◦ �)(x; y)d�(x; y) =

∫
X×X

�
�−1(S)

(x; y)d�(x; y) = �(�−1(S))

ÁëëÜ �(�−1(S)) = 0 äéüôé �−1(S) ⊆ (�−1(G ∩ G̃))c = (G ∩ G̃)c êáé ôï ìÝôñï � åßíáé

óõãêåíôñùìÝíï óôï G ∩ G̃.
¢ñá �∗(S) = 0, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï �∗ åßíáé óõãêåíôñùìÝíï óôï G ∩ G̃.
Óõìðåñáßíïõìå üôé ç Üëãåâñá {T� : � ∈ A(G∩ G̃;m)} åßíáé áõôïóõæõãÞò (ëüãù ôçò ó÷Ýóçò

T ∗
� = T�∗).

ÅðåéäÞ ôþñá ç åíÝëéîç åßíáé (w∗; w∗)-óõíå÷Þò, ç Amin(X;∼;m) èá åßíáé áõôïóõæõãÞò.

¸÷ïõìå ëïéðüí üôé çAmin(X;∼;m) åßíáé ìßá w∗-êëåéóôÞ, áõôïóõæõãÞò Üëãåâñá ðïõ ðåñéÝ÷åé

ôïí ôáõôïôéêü ôåëåóôÞ. ¢ñá åßíáé Üëãåâñá von Neumann.

�

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá ôá ðñïçãïýìåíá óõìðåñÜóìáôá ãéá íá âñïýìå ôçí äéáãþíéï ôçò

Amin(X;6;m).

Èåþñçìá 4.18.

diagAmin(X;6;m) = L(X;6;m)
′
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Aðüäåéîç. ¸óôù T ∈ diagAmin(X;6;m).

Ôüôå T ∈ Amin(X;6;m) êáé õðÜñ÷åé A ∈ Amin(X;6;m) þóôå T = A∗.

Áöïý latAmin(X;6;m) = L(X;6;m), ïé ôåëåóôÝò T êáé A áöÞíïõí áíáëëïßùôç êÜèå ðñïâïëÞ

PE ∈ L(X;6;m), Üñá:

TPE = PETPE êáé APE = PEAPE

Ôüôå ãéá êÜèå PE ∈ L(X;6;m) Ý÷ïõìå üôé:

TPE = PETPE = PEA
∗PE = (PEAPE)∗ = (APE)∗ = PEA

∗ = PET

êáé åðïìÝíùò T ∈ L(X;6;m)
′
.

Äåßîáìå ëïéðüí üôé diagAmin(X;6;m) ⊆ L(X;6;m)
′
.

Ãéá ôïí áíôßóôñïöï åãêëåéóìü, èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôçí ó÷Ýóç:

L(X;6;m)
′ ⊆ Amin(X;∼;m)

Áöïý ç Amin(X;∼;m) åßíáé Üëãåâñá von Neumann, ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç åßíáé éóïäýíáìç ìå

ôçí

(Amin(X;∼;m))
′ ⊆ L(X;6;m)

′′

ÁëëÜ,

Proj
(
(Amin(X;∼;m))

′)
= latAmin(X;∼;m) = L(X;∼;m)

(ç 1ç éóüôçôá ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç Amin(X;∼;m) åßíáé áõôïóõæõãÞò êáé ç 2ç áðü ôï

Èåþñçìá 3.20).

ÅðïìÝíùò, åö' üóïí ï L(X;6;m)
′′
åßíáé Üëãåâñá von Neumann, áñêåß íá äåßîïõìå üôé:

L(X;∼;m) ⊆ L(X;6;m)
′′

Óýìöùíá ìå ôá ó÷üëéá ðïõ ðñïçãïýíôáé ôçò Ðñüôáóçò 4.17, õðÜñ÷åé ìßá áêïëïõèßá {En}n∈N

óôïí L(X;6) þóôå:

∀x; y ∈ X; x ∼ y ⇐⇒ �
En

(x) 6 �
En

(y) êáé �
Ecn

(x) 6 �
Ecn

(y) ∀n ∈ N

üðïõ En; E
c
n ∈ L(X;∼), ∀n ∈ N.

Ôüôå, ï L(X;∼;m) ðáñÜãåôáé ùò óýíäåóìïò õðï÷þñùí áðü ôçí áêïëïõèßá

{PEn : n ∈ N} ∪ {PEcn : n ∈ N} (âë. ÐáñáôÞñ. 2.21)
Áöïý ôþñá PEn ∈ L(X;6;m), ∀n ∈ N, Ý÷ïõìå üôé ïé ðñïâïëÝò PEn êáé PEnc = I−PEn áíÞêïõí
óôçí Üëãåâñá von Neumann ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïí L(X;6;m), äçëáäÞ óôçí L(X;6;m)

′′
.

¸ðåôáé üôé êáé ï óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôéò ðñïâïëÝò áõôÝò, äçëáäÞ ï

L(X;∼;m), ðåñéÝ÷åôáé óôçí L(X;6;m)
′′
.

Äåßîáìå óõíåðþò üôé L(X;6;m)
′ ⊆ Amin(X;∼;m).

ÁëëÜAmin(X;∼;m) ⊆ diagAmin(X;6;m), äéüôé çAmin(X;∼;m) åßíáé áõôïóõæõãÞò êáé ðåñéÝ÷åôáé

óôçí Amin(X;6;m).

¢ñá L(X;6;m)
′ ⊆ diagAmin(X;6;m) êáé ç áðüäåéîç åßíáé ðëÞñçò.

�
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Óçìåéþíïõìå üôé áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ÈåùñÞìáôïò ðñïêýðôåé ïõóéáóôéêÜ üôé ïé

ôñåéò Üëãåâñåò von Neumann Amin(X;∼;m), diagAmin(X;6;m), L(X;6;m)
′
ôáõôßæïíôáé.

Ïñéóìüò 4.19. Ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí A èá ëÝãåôáé pre-re
exive, áí Ý÷åé ôçí ßäéá äéáãþíéï ìå

ôçí Üëãåâñá alglatA.

ÐáñáôÞñçóç 4.20. Ãéá êÜèå Üëãåâñá ôåëåóôþí A éó÷ýåé: diag(alglatA) =
(
latA

)′
:

ÐñÜãìáôé:

áí T ∈
(
latA

)′
; ôüôå ãéá êÜèå ðñïâïëÞ P ∈ latA Ý÷ïõìå üôé TP = PT; áð' üðïõ PTP = P 2T =

PT = TP: ¢ñá T ∈ alglatA; äçëáäÞ
(
latA

)′
⊆ alglatA:

Áöïý ôþñá ç Üëãåâñá
(
latA

)′
åßíáé áõôïóõæõãÞò, áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ðñïêýðôåé üôé:(

latA
)′
⊆

(
alglatA

)∗
; êáé ôåëéêÜ(
latA

)′
⊆

(
alglatA

)
∩

(
alglatA

)∗
= diag(alglatA):

Áíôßóôñïöá, Ýóôù T ∈ diag(alglatA); äçëáäÞ T ∈ alglatA êáé õðÜñ÷åé S ∈ alglatA ìå T = S∗:

Ôüôå, ãéá êÜèå ðñïâïëÞ P ∈ latA Ý÷ïõìå üôé TP = PTP êáé SP = PSP; áð' üðïõ ðñïêýðôåé

üôé: PT = PS∗ = PS∗P = PTP = TP:

¢ñá T ∈
(
latA

)′
; äçëáäÞ diag(alglatA) ⊆

(
latA

)′
:

ÅðïìÝíùò, ìéá Üëãåâñá ôåëåóôþí A åßíáé pre-re
exive áí, êáé ìüíï áí,

diagA = diag(alglatA) =
(
latA

)′
:

Ðüñéóìá 4.21. Ç Üëãåâñá Amin(X;6;m) åßíáé pre-re
exive.

Aðüäåéîç. Áðü ôï Èåþñçìá 3.20 Ý÷ïõìå üôé latAmin(X;6;m) = L(X;6;m):

ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 4.18 èá éó÷ýåé:

diagAmin(X;6;m) = L(X;6;m)
′
=

(
latAmin(X;6;m)

)′
;

Üñá ç Amin(X;6;m) åßíáé pre-re
exive. �

Óôï åðüìåíï Èåþñçìá äßíïõìå Ýíáí ÷áñáêôçñéóìü ôùí pre-re
exive áëãåâñþí.

Èåþñçìá 4.22. ¸óôù H äéá÷ùñßóéìïò ÷þñïò Hilbert êáé A ìéá w∗-êëåéóôÞ õðÜëãåâñá ôïõ

B(H); ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann.

Ôüôå ç A åßíáé pre-re
exive.

122



Aðüäåéîç. ¸óôù M ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí A:
Ôüôå latA ⊆ ProjM:

ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå ðñïâïëÞ P ∈ latA Ý÷ïõìå üôé P ∈ latM êáé Üñá P ∈M′
:

ÁëëÜ M′
= M äéüôé ç M åßíáé ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá, ïðüôå ôåëéêÜ P ∈ ProjM:

Ôþñá, ìéìïýìåíïé ôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.30 (èåùñþíôáò ôïí latA áíôß ôïõ L êáé ôçíM
áíôß ôçò R), âñßóêïõìå Ýíáí standard ðñïäéáôåôáãìÝíï ÷þñï �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ (X;6;m)

êáé Ýíáí ïñèïìïíáäéáßï ôåëåóôÞ U : L2(X;m) → H; þóôå

latA = UL(X;6;m)U−1:

(áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï latA åßíáé óýíäåóìïò õðï÷þñùí, ãéáôß åßíáé SOT-êëåéóôüò, åö' üóïí ï

ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé áêïëïõèéáêÜ SOT-óõíå÷Þò.)

ÅðéðëÝïí, éó÷õñéæüìáóôå üôé ï U éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç:

M = UMmU
−1

¼ðùò óôï Èåþñçìá 2.30, èåùñïýìå ìéá áêïëïõèßá ðñïâïëþí (Qn)n∈N ðïõ åßíáé SOT-ðõêíÞ

óôéò ðñïâïëÝò ôçò M; êáé âñßóêïõìå ìéá áêïëïõèßá {Fn}n∈N Borel õðïóõíüëùí ôïõ X; þóôå

Qn = UP
Fn
U−1 ∀n ∈ N:

Ôüôå Qn ∈ UMmU
−1 ∀n ∈ N; êáé áöïý ç UMmU

−1 åßíáé Üëãåâñá von Neumann, èá Ý÷ïõìå

üôé:

ProjM = {Qn : n ∈ N}
SOT

⊆ UMmU
−1;

êáé Üñá:

M = [ProjM]
||·||

⊆ UMmU
−1:

ÁëëÜ ç UMmU
−1 åßíáé ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann, êáé åðïìÝíùò ôåëéêÜM = UMmU

−1;

ëüãù ôçò ìåãéóôéêüôçôáò ôçò M:

ÈÝôïõìå B = U−1AU:
Ç B åßíáé ìéá õðÜëãåâñá ôçò B

(
L2(X;m)

)
ìå ôéò åîÞò éäüôçôåò:

• åßíáé w∗-êëåéóôÞ, ãéáôß ç A åßíáé w∗-êëåéóôÞ

• Mm = U−1MU ⊆ U−1AU = B
• latB = lat(U−1AU) = U−1(latA)U = L(X;6;m)

¢ñá, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 4.15 èá éó÷ýåé: Amin(X;6;m) ⊆ B; áð' üðïõ

diagAmin(X;6;m) ⊆ diagB (4.14)

ÁëëÜ áöïý ç Üëãåâñá Amin(X;6;m) åßíáé pre-re
exive, Ý÷ïõìå üôé:

diagAmin(X;6;m) = diag
(
alglatAmin(X;6;m)

)
= diag

(
algL(X;6;m)

)
= diag

(
alglatB

)
Óõíåðþò áðü ôçí (4.14) èá éó÷ýåé diag

(
alglatB

)
⊆ diag

(
B

)
; êáé Üñá ïé äýï äéáãþíéïé ôáõôßæïíôáé

(åö' üóïí ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò).
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Äåßîáìå ëïéðüí üôé ç B åßíáé pre-re
exive.

¸ðåôáé üôé êáé ç A åßíáé pre-re
exive,äéüôé:

diagA = diag
(
UBU−1

)
= U(diagB)U−1

= Udiag
(
alglatB

)
U−1 = diag

(
U(alglatB)U−1

)
= diag

(
alglat(UBU−1)

)
= diag

(
alglatA

)
�

Èåþñçìá 4.23. ¸óôù L ìåôáèåôéêüò óýíäåóìïò õðï÷þñùí ðïõ äñá ó' Ýíáí äéá÷ùñßóéìï ÷þñï

Hilbert H, êáé C ç ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí w∗-êëåéóôþí, pre-re
exive áëãåâñþí A ⊆ B(H); þóôå

latA = L:
Ôüôå ç C Ý÷åé Ýíá åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï Amin; ùò ðñïò ôçí ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé.

Aðüäåéîç. ¸óôù M ìéá ìåãéóôéêÞ ìåôáèåôéêÞ Üëãåâñá von Neumann ðïõ ðåñéÝ÷åé ôïí L.
¼ðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ÈåùñÞìáôïò, âñßóêïõìå Ýíáí standard ðñïäéáôåôáãìÝíï

÷þñï �-ðåðåñáóìÝíïõ ìÝôñïõ (X;6;m); êáé Ýíáí ïñèïìïíáäéáßï ôåëåóôÞ U : L2(X;m) → H;

þóôå:

UL(X;6;m)U−1 = L êáé UMmU
−1 = M

Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá C ′ üëùí ôùí w∗-êëåéóôþí, pre-re
exive áëãåâñþí B ⊆ B
(
L2(X;m)

)
;

ìå latB = L(X;6;m):

Ôüôå ãéá êÜèå Üëãåâñá A ⊆ B(H) éó÷ýåé:

A ∈ C ⇔ U−1AU ∈ C ′

ÐñÜãìáôé, áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé:

• ç A åßíáé w∗-êëåéóôÞ áí, êáé ìüíï áí ç U−1AU åßíáé w∗-êëåéóôÞ

• ç A åßíáé pre-re
exive áí, êáé ìüíï áí ç U−1AU åßíáé pre-re
exive, äéüôé:

diagA = (latA)
′

⇔ diag(U−1AU) = U−1(diagA)U = U−1(latA)
′
U

=
(
U−1(latA)U

)′
= (lat(U−1AU))

′

• latA = L ⇔ lat(U−1AU) = U−1(latA)U = U−1LU = L(X;6;m)

ÅðïìÝíùò C ′ = {U−1AU : A ∈ C} êáé áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç C ′ Ý÷åé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ùò ðñïò
ôçí ó÷Ýóç ôïõ ðåñéÝ÷åóèáé.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç Üëãåâñá Amin(X;6;m) áíÞêåé óôçí C ′ , äéüôé åßíáé pre-re
exive (áðü ôï

Ðüñéóìá 4.21) êáé latAmin(X;6;m) = L(X;6;m) (áðü ôï Èåþñçìá 3.20).

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå B ∈ C ′ Ý÷ïõìå üôé:

Mm ⊆ L(X;6;m)
′
= (latB)

′
= diagB = B ∩ B∗ ⊆ B;

äéüôé ç B åßíáé pre-re
exive.

Áðü ôï Èåþñçìá 4.15 Ýðåôáé üôé Amin(X;6;m) ⊆ B:
Óõìðåñáßíïõìå üôé ç Amin(X;6;m) åßíáé ôï åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôçò C ′ , êáé Üñá ç C Ý÷åé ùò

åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï ôçí Üëãåâñá U−1Amin(X;6;m)U:

�
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ÐáñáôÞñçóç 4.24. Ç ïéêïãÝíåéá C óôï ðñïçãïýìåíï Èåþñçìá Ý÷åé êáé Ýíá ìÝãéóôï óôïé÷åßï,

ôçí Üëãåâñá algL.

¸óôù (Ti)i∈I äßêôõï óôçí algL êáé T ∈ B(H), ìå Ti
w∗−→ T; ïðüôå êáé Ti

WOT−→ T:

ÅðåéäÞ ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ÷ùñéóôÜ (WOT,WOT)-óõíå÷Þò êáé åö' üóïí Ti ∈ algL, ãéá
êÜèå ðñïâïëÞ P ∈ L Ý÷ïõìå üôé:

TP = WOT - lim
i

(TiP ) = WOT - lim
i

(PTiP ) = PTP

¢ñá T ∈ algL, äçëáäÞ ç algL åßíáé w∗-êëåéóôÞ.

Åðßóçò áðü ôï Èåþñçìá 3.22 Ý÷ïõìå üôé ï L åßíáé áíáêëáóôéêüò, äçëáäÞ latalgL = L:
ÔÝëïò ç algL åßíáé ðñïöáíþò áíáêëáóôéêÞ, êáé Üñá pre-re
exive.

Óõìðåñáßíïõìå üôé algL ∈ C; êé åö' üóïí ãéá êÜèå A ∈ C éó÷ýåé A ⊆ alglatA = algL; Ý÷ïõìå
üôé ðñÜãìáôé ç algL åßíáé ôï ìÝãéóôï óôïé÷åßï ôçò C:
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