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Να λυθο�υν τα τ�εσσερα απ�ο τα π�εντε θ�εµατα

Θ�εµα 1: Σχετικιστικ�ο Υλικ�ο Σηµε�ιο κινε�ιται στο αδρανειακ�ο σ�υστηµα Σ �ετσι £ωστε το τετρ�ανυσµα της
θ�εσης ��� να συνδ�εεται µε την τετραεπιτ�αχυνση � � µε τη σχ�εση : � �����	�
��� ,
(α) ∆ε�ιξατε �οτι το � κινε�ιται �ετσι £ωστε το τετρ�ανυσµα της θ�εσης να ε�ιναι διαρκ£ως κ�αθετο στην τετρα-
ταχ�υτητα. (β) Αποδε�ιξτε �οτι αν η κ�ινηση του σωµατιδ�ιου πραγµατοποιε�ιται µ�ονο στον � -�αξονα τ�οτε
οι ακ�ολουθες συναρτ�ησεις δ�ινουν τη χωροχρονικ�η θ�εση του σωµατιδ�ιου :���� �������
��� ������� � �
!#"$�%� ������&��'�(� �����
��� ������� ���
!#"$�%� �����
Ποια σχ�εση συνδ�εει τις παραµ�ετρους � &�� £ωστε �ενα στοιχει£ωδες χωροχρονικ�ο µ�ηκος της τροχι�ας του
σωµατιδ�ιου στο χωρ�οχρονο να ε�ιναι )	* �+�-,.�/� ) �$� , δηλαδ�η η παρ�αµετρος � να πα�ιζει το ρ�ολο του
ιδι�οχρονου κατ�α µ�ηκος της κοσµικ�ης γραµµ�ης ; (γ) Αν το � εκκινε�ι απ�ο την ηρεµ�ια, απ�ο το σηµε�ιο ��0
του �αξονα � , υπολογ�ιστε την εξ�ισωση κ�ινησης του � και σχεδι�αστε την σε δι�αγραµµα �1,2 .
Θ�εµα 2: Θεωρ�ηστε �ενα τυχα�ιο τετρ�ανυσµα. Εκτελ�εστε π�ανω του δ�υο αλλεπ�αλληλους τυποποιηµ�ε-
νους µετασχηµατισµο�υς Lorentz. Τη µια φορ�α πρ£ωτα κατ�α τον � και µετ�α κατ�α τον 3 και τη δε�υτερη
φορ�α πρ£ωτα κατ�α τον 3 και µετ�α κατ�α τον � . Θεωρ�ηστε κοιν�η ταχ�υτητα 4 για �ολους τους µετασχη-
µατισµο�υς. Στο �οριο της πολ�υ µικρ�ης ταχ�υτητας 4 τα δ�υο τελικ�α τετραν�υσµατα (µετ�α τους µετασχη-
µατισµο�υς) �εχουν τ�ιποτε κοιν�ο ; Οι χωρικ�ες τους συνιστ£ωσες διαφ�ερουν ; Σε τι ;
Θ�εµα 3: (α) Ισ�οπλευρο τρ�ιγωνο ΑΒΓ ηρεµε�ι στο αδρανειακ�ο σ�υστηµα 5 �ετσι £ωστε η πλευρ�α ΑΒ να
βρ�ισκεται στον �αξονα � . Υπολογ�ιστε την περ�ιµετρο του τριγ£ωνου σε �ενα �αλλο αδρανειακ�ο σ�υστηµα5�6 το οπο�ιο κινε�ιται ως προς το 5 κατ�α τον τυποποιηµ�ενο τρ�οπο µε ταχ�υτητα 7 .
(β) Π£ως πρ�επει να κινε�ιται (σε ποια κατε�υθυνση) �ενα αδρανειακ�ο σ�υστηµα ως προς το 5 �ετσι £ωστε η
περ�ιµετρος του τριγ£ωνου να ε�ιναι η ελ�αχιστη δυνατ�η ; [Υπ�οδειξη : Μπορε�ιται να βρε�ιτε ε�υκολα την
απ�αντηση στο �οριο που η σχετικ�η ταχ�υτητα του 5 6 πλησι�αζει την ταχ�υτητα του φωτ�ος � .]
Θ�εµα 4: Σωµατ�ιδιο συγκρο�υεται µε �αλλο ακ�ινητο σωµατ�ιδιο �ισης µ�αζας. Τα δ�υο σωµατ�ιδια εξα¶λ£ω-
νονται. Μετ�α τη σ�υγκρουση παρ�αγονται δ�υο φωτ�ονια �ισης συχν�οτητας 8 τα οπο�ια κινο�υνται στο επ�ι-
πεδο �9, 3 , εκατ�ερωθεν του �αξονα � , σχηµατ�ιζοντας µε αυτ�ον �ισες γων�ιες µ�ετρου : �<;�= 0 .
(α) Προσδιορ�ιστε την ταχ�υτητα του κ�εντρου ορµ�ης των φωτον�ιων (δι�ανυσµα).
(β) Προσδιορ�ιστε την ταχ�υτητα του κ�εντρου ορµ�ης των σωµατιδ�ιων (δι�ανυσµα).
(γ) Προσδιορ�ιστε την ταχ�υτητα του σωµατιδ�ιου βλ�ηµατος.
(δ) Υπολογ�ιστε τη συχν�οτητα εν�ος φωτον�ιου στο σ�υστηµα κ�εντρου ορµ�ης.
(ε)Μπορε�ιτε να εκτιµ�ησετε τη συχν�οτητα του �αλλου φωτον�ιου (στο �ιδιο σ�υστηµα) ;
Θ�εµα 5: �Εστω �ενα επ�ιπεδο ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα που στο αδρανειακ�ο σ�υστηµα Σ �εχει τη µορφ�η> �<?@��A� �����B�DC@� E,GFIHJ���
��&LKM�N?OA3P�����Q�DC@� �,GFIHJ���
�
Υπολογ�ιστε τη µορφ�η του πεδ�ιου σε �ενα σ�υστηµα Σ 6 που κινε�ιται σε σχ�εση µε το Σ κατ�α τον τυπο-
ποιηµ�ενο τρ�οπο µε ταχ�υτητα 4 κατ�α µ�ηκος του �αξονα F . Εκφρ�αστε τις συνιστ£ωσες του πεδ�ιου σε
συντεταγµ�ενες του ν�εου συστ�ηµατος  6 &
� 6 & 3 6 &�F 6 . Το ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο στο ν�εο σ�υστηµα περι-
γρ�αφει και π�αλι �ενα ηλεκτροµαγνητικ�ο κ�υµα ; (�εχει την �ιδια µορφ�η µε παραπ�ανω ;) Ποια η συχν�οτητα
του κ�υµατος αυτο�υ ; Συµφωνε�ι το αποτ�ελεσµ�α σας µε το αναµεν�οµενο για �ενα φωτ�ονιο µε µετατ�οπιση
Doppler ;Κλασικ�α η ρο�η εν�εργειας που µεταφ�ερει �ενα ηλ/κ�ο κ�υµα ε�ιναι αν�αλογη του

>SR K
. Υπολογ�ι-

στε τη µετα1ολ�η της ρο�ης εν�εργειας απ�ο το Σ στο Σ 6 και προσπαθ�ηστε να δικαιολογ�ησετε την αλλαγ�η
αυτ�η αναλογιζ�οµενοι π�οσα φωτ�ονια και µε τι εν�εργεια περνο�υν στη µον�αδα του χρ�ονου µια επιφ�ανειαFT� σταθ, F 6 � σταθ στα δ�υο συστ�ηµατα. ∆�ιδονται οι σχ�εσεις µετασχηµατισµο�υ των ηλεκτροµαγνητι-
κ£ων πεδ�ιων : > 6#U � > U & > 6WV �YX � > V � Z R K[�K 6#U �<K U & K 6WV �YX � K V ,-\� � Z R+> �
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Λ�υσεις

Θ�εµα 1: (α) Ως γνωστ�ο η τετραεπιτ�αχυνση και η τετραταχ�υτητα εν�ος σωµατιδ�ιου ε�ιναι ορθογ£ωνιες.
Αυτ�ο µπορε�ι κανε�ις να το δε�ιξει λαµ1�ανοντας το] � )^� ,.� � �) � � )) � �_7 � 7 � �`��a � � 7 �	b
Στη συγκεκριµ�ενη περ�ιπτωση η τετραεπιτ�αχυνση ε�ιναι αν�αλογη του τετραν�υσµατος της θ�εσης, οπ�οτε
η τετραταχ�υτητα και το τετρ�ανυσµα της θ�εσης ε�ιναι ορθογ£ωνια µεταξ�υ τους. (β) Αν παραγωγ�ισουµε
δ�υο φορ�ες τη χωροχρονικ�η θ�εση που δ�ινεται στην �ασκηση ως προς τον ιδι�οχρονο � θα �εχουµε� � � ) �
���) � � ��� � � �
(γ) � � ) � � �c, )	* � � )^� ��
� � , ) � � �d �e���
!#"$�%� �����%� � �����
��� �����
� � , �e�������
��� ������� � �
!#"$�%� �����
� �gf � � ) � � � � , � � � � � �
� � ) � �
Για να ε�ιναι λοιπ�ον η παρ�αµετρος � ο ιδι�οχρονος θα πρ�επει � , � �h�N���i�
�	�[�j�/� . (δ) Θ�ετοντας  � �G�] �k� ]

,
� � �l� ] �.�m��0 και ) �nH ) � � �o� ] �.� ] , βρ�ισκουµε � � ] &����c�^0 . �Ετσι �p�c��0 �����
��� �����/&���.���0 �
!#"$�%� ����� δηλαδ�η ����, � ��
�q�h�N��0�� . Πρ�οκειται για µια υπερ1ολ�η σε δι�αγραµµα �1,2 .

Θ�εµα 2: Αρκε�ι να εκτελ�εσουµε τους πολλαπλασιασµο�υς των πιν�ακων r�s�r�t ? � και r�tBr�s ? � , �οπου
r�t � uvvw X , 4 X ]x], 4 X X ]x]] ] \ ]] ] ] \

y�zz{ & r�s � uvvw X ] , 4 X ]] \ ] ], 4 X ] X ]] ] ] \
y�zz{ &L? � � uvvw ? 0?}|?.�?.~

y�zz{
Αν εκτελ�εσουµε τις πρ�αξεις βρ�ισκουµε στην πρ£ωτη περ�ιπτωση?}� |��W� � uvvw X � X^? 0 ,2X 4 ?}|L, 4 ?.�/�X � , 4 ? 0 �G?}|g�X � ,�X 4 ? 0 ��X 4 � ? | �G? � �? ~

y zz{
εν£ω στη δε�υτερη περ�ιπτωση ? � �q�W� � uvvw X � X^? 0 ,2X 4 ?.��, 4 ?}|
�X � ,�X 4 ? 0 ��X 4 � ? � �G? | �X � , 4 ? 0 �G?.�i�? ~

y�zz{
Στο �οριο που κρατ�α κανε�ις µ�εχρι �ορους τ�αξης 4 τα δ�υο µετασχηµατισµ�ενα τετραν�υσµατα ε�ιναι πανο-
µοι�οτυπα. Αν �οµως κρατ�ησουµε µ�εχρι �ορους τ�αξης 4 � τα δ�υο τετραν�υσµατα διαφ�ερουν?}� |��W� � uvvw � \ � 4 �/�q? 0 , 4 ?}|E, 4 ?.�, 4 ? 0 � � \ � 4 �/H�a��q?}|, 4 ? 0 � 4 �g?}|%� � \ � 4 �/H�a��q?.�/�? ~

y�zz{
?}� �q�W� � uvvw � \ � 4 �/�q? 0 , 4 ?}|E, 4 ?.�, 4 ? 0 � � \ � 4 �/H�a��q?}|�� 4 �g?.�, 4 ? 0 � � \ � 4 �/H�a��q?.�/�? ~

y zz{
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Με �αλλα λ�ογια τα δ�υο ν�εα τετραν�υσµατα �εχουν �ιδιες χρονικ�ες συνιστ£ωσες. Αν µ�αλιστα το αρχικ�ο τε-
τρ�ανυσµα ε�ιναι καθαρ�α χρονικ�ο ( ? 0 � ] ), τα χωρικ�α µ�ερη των τελικ£ων τετρανυσµ�ατων ε�ιναι �ισα κατ�α
µ�ετρο, εποµ�ενως διαφ�ερουν κατ�α µ�ια στροφ�η.

Θ�εµα 3: (α) Το µ�ηκος της πλευρ�ας του τριγ£ωνου που βρ�ισκεται στον �αξονα � συστ�ελλεται κατ�α X και
εποµ�ενως στο Σ� θα ε�ιναι � HQX , �οπου � ε�ιναι η πλευρ�α του ισοπλε�υρου τριγ£ωνου στο Σ. Οι �αλλες δ�υο
πλευρ�ες στο Σ� συστ�ελλονται κατ�α X κατ�α µ�ηκος του � , αλλ�α παραµ�ενουν αναλλο�ιωτες κατ�α µ�ηκος
του 3 . �Ετσι στο Σ� οι δ�υο αυτ�ες πλευρ�ες θα �εχουν µ�ηκος���� � �aQX�� � ����� � �a�� � ��� ;}, 4 � � a
(β) �Οταν η ταχ�υτητα προσεγγ�ιζει την ταχ�υτητα του φωτ�ος ( X���� ) κ�αθε ευθ�υγραµµο τµ�ηµα θα �εχει
στο Σ� µ�ηκος �οσο η προ1ολ�η του κ�αθετα στη διε�υθυνση της ταχ�υτητας, αφο�υ η προ1ολ�η του κατ�α µ�η-
κος της διε�υθυνσης της ταχ�υτητας θα συσταλλ�ει σε µηδενικ�ο µ�ηκος. Συνεπ£ως το ισ�οπλευρο τρ�ιγωνο
σε �ενα Σ� σ�υστηµα που κινε�ιται µε ταχ�υτητα �� θα π�αρει τη µορφ�η εν�ος ευθ�υγραµµου τµ�ηµατος µε µ�η-
κος �οσο η προ1ολ�η του τριγ£ωνου κ�αθετα στην �� . Ηπιο µικρ�η προ1ολ�η του τριγ£ωνου ε�ιναι το �υψος του
που �εχει µ�ηκος � � � H�a , εποµ�ενως τη µικρ�οτερη περιφ�ερεια θα �εχει το τρ�ιγωνο �οταν η ταχ�υτητα ε�ιναι
παρ�αλληλη µε τον �αξονα � (κ�αθετη στο �υψος), �η κ�αθετη σε καθ�ενα απ�ο τα �αλλα δ�υο �υψη. Αυτ�ο ισχ�υει
και �οταν η ταχ�υτητα ε�ιναι πολ�υ διαφορετικ�η απ�ο την ταχ�υτητα του φωτ�ος. Η µικρ�οτερη περιφ�ερεια
στο Σ� θα δ�ινεται λοιπ�ον απ�ο το ερ£ωτηµα (α).

Θ�εµα 4: Βλ. �ασκηση 5 στα θ�εµατα 6/2003

Θ�εµα 5: Αφο�υ η κ�ινηση του συστ�ηµατος γ�ινεται κατ�α τον �αξονα F οι παρ�αλληλες συνιστ£ωσες των
πεδ�ιων ε�ιναι και θα παραµε�ινουν µηδενικ�ες. �Οσο για τις κ�αθετες θα �εχουµε> 6WV �YX d ?@��A� �����Q�DC@� �,GFIHJ���
��� 7 AF R ?OA3������Q�DC@� E,�FIHJ���
� f �NX^? � �P, 7 �IA� �����Q�DC@� �,GFIHJ���
�K 6WV �NXo��?OA3P�����Q�DC@� �,GFIHJ���
�E, �_7 HJ� � �IAF R ?@��A� �����Q�DC@� �,GFIHJ���
���.�YX^? �P, 7� A3P�����Q�DC@� �,GFIHJ���
�
Προκειµ�ενου τ£ωρα να εκφρ�ασουµε και τις χωροχρονικ�ες συντεταγµ�ενες στο ν�εο σ�υστηµα θα πρ�επει
να αντικαταστ�ησουµε το  µε X �  6 � 4 F 6 HJ��� και F µε X � F 6 � 4 �� 6 � . �Ετσι το �ορισµα των συνηµιτ�ονων µε-
τατρ�επεται σε C X � \ , 4 � �  6 ,�F 6 HJ��� . Με αυτ�η την αντικατ�ασταση οι εκφρ�ασεις για το ηλεκτροµαγνητικ�ο
κ�υµα µετατρ�επονται π�αλι σε κυµατικ�ες εκφρ�ασεις στο ν�εο σ�υστηµα µε πλ�ατη του ηλεκτρικο�υ και του
µαγνητικο�υ πεδ�ιου αλλαγµ�ενα κατ�α X � \ , 4 � και συχν�οτητα αλλαγµ�ενη επ�ισης κατ�α X � \ , 4 � . Γνω-
ρ�ιζουµε εξ�αλλου �οτι �ενα φωτ�ονιο µε συχν�οτητα 8 παθα�ινει µετατ�οπιση Doppler και στο νε�ο σ�υστηµα
�εχει συχν�οτητα 8�6 � 8�� |����|�� � που ε�ιναι ακρι1£ως �οση αλλαγ�η υπολογ�ισαµεπαραπ�ανω για το Η/Μκ�υµα.
Η δε ρο�η εν�εργειας ε�ιναι αν�αλογη του γινοµ�ενου των πλατ£ων των δ�υο πεδ�ιων. Εποµ�ενως στο ν�εο σ�υ-
στηµα θα ε�ιναι X^� � \ , 4 �q�¡� |����|�� � φορ�ες �οση στο αρχικ�ο σ�υστηµα. Παρ�αλληλα αν θεωρ�ησουµε το �Η/Μ
κ�υµαως φωτ�ονια, αυτ�α στο ν�εο σ�υστηµα θα �εχουν εν�εργεια ¢�8 6 � ¢�8 � |����|�� � και θα προσπ�ιπτουν σε µια
επιφ�ανεια µε ρυθµ�ο � |����|�� � φορ�ες τον αρχικ�ο ρυθµ�ο αφο�υ η συχν�οτητα του κ�υµατος σχετ�ιζεται µε την
αρχικ�η συχν�οτητα µε αυτ�ον τον παρ�αγοντα. Εποµ�ενως, το αποτ�ελεσµ�α µας βρ�ισκεται σε συµφων�ια
µε τη φωτονικ�η θε£ωρηση.
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