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Να γραφούν και τα 4 θέµατα. Καλή σα̋ επιτυχία.

Θέµα 1: (25 µόρια) Σε αδρανειακό σύστηµα Σ η κοσµική γραµµή ενό̋ σωµατιδίου δίνεται από το τετράνυ-
σµα xi(τ) = (aτ, 0, bτ, 0) (i = 0, 1, 2, 3) όπου a, b σταθερέ̋ a 6= 0 και τ ο ιδιόχρονο̋ του σωµατιδίου.
α. Υπολογίστε την τετραταχύτητα και την τετραεπιτάχυνση του σωµατιδίου στο Σ. Μπορεί το σωµατίδιο
να είναι φωτόνιο ; Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν οι σταθερέ̋ a, b ;
β. Περιγράψτε την τροχιά του σωµατιδίου στο Σ καθώ̋ και σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα Σ′ το οποίο
κινείται ω̋ προ̋ το Σ µε ταχύτητα v = 0.6 c i.

Θέµα 2: (25 µόρια) Σωµατίδιο P µάζα̋m και ενέργεια̋ E συγκρούεται ελαστικά µε άλλο όµοιο σωµατίδιο
Q, το οποίο ηρεµεί στο εργαστήριο.
α. Υπολογίστε την ταχύτητα του κέντρου ορµή̋ (ΚΟ) των σωµατιδίων στο σύστηµα του εργαστηρίου.

β. Υπολογίστε την τετραορµή των σωµατιδίων στο σύστηµα ΚΟ.
γ. Τι αλλάζει στην τετραορµή των σωµατιδίων στο σύστηµα ΚΟ µετά την κρούση ;
δ. ∆είξτε ότι οι συνιστώσε̋ του χωρικού µέρου̋ τη̋ τετραορµή̋ µετά την κρούση στο εργαστήριο ικανο-

ποιούν την εξίσωση µια̋ έλλειψη̋. ∆είξτε ότι στο όριο των κλασικών ταχυτήτων η έλλειψη εκφυλίζεται σε
κύκλο.

Θέµα 3: (25 µόρια)Αξιωµατούχοι του αστρόπλοιουA έχουν υποκλέψει το ακόλουθο µήνυµα εχθρικού σκά-
φου̋ που πρόκειται να του̋ πλήξει : Στο κοσµικό µα̋ αστροσύστηµα A′ τη χρονική στιγµή 1000 θα εκτοξεύ-
σουµε βλήµα από τη θέση µα̋ (100,0,0). Αναµένεται ότι το βλήµα θα βρει το στόχο του τη χρονική στιγµή
1010 στη θέση (110,0,0). Αναφορικά µε το σύστηµα του στόχου A όταν πραγµατοποιηθεί η επίθεση (εκτό-
ξευση βλήµατο̋) η θέση µα̋ (του A′) θα είναι (200,0,0) και η χρονική στιγµή 500, ενώ αναµένεται ο στόχο̋
να πληγεί τη στιγµή t στη θέση (t/2, 0, 0).
α. ∆εδοµένου ότι το αστρόπλοιο A′ διαθέτει συµ1ατικά εκρηκτικά βλήµατα (µε µάζα), καθώ̋ και βλήµατα
ισχυρών LASER (φωτόνια), ποιο από τα δύο τύπων βληµάτων θα χρησιµοποιήσει το εχθρικό αστρόπλοιο ;

β. Πότε επίκειται να πληγεί ο στόχο̋ στο σύστηµα του στόχου A και πού ακρι1ώ̋ ;
γ. Υπολογίστε την ταχύτητα του εχθρικού αστρόπλοιου A′ στο σύστηµα του A και εξηγήστε αν το εχθρικό
αεροσκάφο̋ πλησιάζει ή αποµακρύνεται από το A.

δ. ∆εδοµένου ότι τα συµ1ατικά όπλα µε βλήµατα του εχθρικού αστρόπλοιου εκτοξεύονται µε σχετικιστικό
παράγοντα γ0, ενώ τα φωτονικά βλήµατα µε συχνότητα ν0, σε ποια συχνότητα πρέπει να ρυθµίσετε την

αντιαρµατική σα̋ ασπίδα και σε ποια τιµή τον αντιαρµατικό σχετικιστικό σα̋ παράγοντα, προκειµένου να
αποφύγετε τι̋ επιπτώσει̋ ενό̋ εχθρικού πλήγµατο̋ ανεξαρτήτω̋ είδου̋ βλήµατο̋ ;

Σηµείωση : ΄Ολοι οι χρόνοι δίδονται σε δευτερόλεπτα και τα µήκη σε δευτερόλεπτα φωτό̋.

Θέµα 4: (25 µόρια) Σε αδρανειακό σύστηµα Σ το ηλεκτρικό πεδίο εκατέρωθεν µια̋ άπειρη̋ φορτισµένη̋
πλάκα̋, η οποία ηρεµεί στο επίπεδο y − z, είναι τη̋ µορφή̋ E = σ

2ǫ0
(x/|x|, 0, 0). Παρατηρητέ̋ Σ1 και

Σ2 µε παράλληλου̋ άξονε̋ κινούνται ω̋ προ̋ το Σ µε ταχύτητα ίδιου µέτρου. Ο µεν Σ1 µετράει πεδία :
E

(1) = (E, 0, 0) , B
(1) = (0, 0, 0) ενώ ο Σ2 πεδία : E

(2) = (−5E/4, 0, 0) , cB(2) = (0,−3E/4, 0).
α. Είναι τα αποτελέσµατα των δύο παρατηρητών συµ1ατά µεταξύ του̋ ; [Υπόδειξη : Μπορείτε να χρησι-
µοποιήσετε τα αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου αφού εξηγήσετε τι σηµαίνει αυτό.]
β. Υπολογίστε την ταχύτητα κίνηση̋ των δύο παρατηρητών σε σχέση µε την πλάκα (µέτρο και διεύθυνση).

γ. Υπολογίστε την επιφανειακή πυκνότητα του φορτίου τη̋ πλάκα̋ σ στο Σ.
δ. Εάν σ > 0, E < 0 σε ποια µεριά τη̋ πλάκα̋ (x > 0 ή x < 0) κινούνται οι δύο παρατηρητέ̋ ;
∆ίδονται οι τύποι µετασχηµατισµού :

E
′
‖ = E‖, E

′
⊥ = γ(E⊥ + u× B) B

′
‖ = B‖, B

′
⊥ = γ(B⊥ − 1

c2
u× E)
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Λύσει̋

Θέµα 1:

1. ui = dxi/dτ = (a, 0, b, 0), ai = dui/dτ = (0, 0, 0, 0)

2. Αφού uiui = −c2, −a2 + b2 = −c2 (|a| > |b|). Αν το σωµατίδιο είναι φωτόνιο a = |b|.

3. Το σωµατίδιο κινείται στον y-άξονα µε ταχύτητα b/a εκτελώντα̋ οµαλή κίνηση. Για τη δοσµένη τα-

χύτητα : ~V = (0.6c, 0, 0), γ = 5/4. ΄Ετσι εκτελώντα̋ έναν µετασχηµατισµό Lorentz στην κατεύθυνση
x θα έχουµε :
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Εποµένω̋ η ταχύτητα του σωµατιδίου στο νέο σύστηµα (διαιρούµε µε τη χρονική συνιστώσα) θα είναι
(−12/25, 4b/a, 0) και η κίνηση θα είναι και πάλι εύθύγραµµα και οµαλή.

Θέµα 2:

1. ~VKO =
~Pολ
Eολ

= px̂
E+m

= x̂
√

E2−m2

E+m
= x̂

√

E−m
E+m

.

2. γ = (1−V 2
KO)−1/2 =

√

E+m
2m

. ∆ρώντα̋ µε ένα τυποποιηµένο µετασχηµατισµό Lorentz στην τετραορµή

του κινούµενου σωµατιδίου παίρνουµε

p
i (KO)
1 =

√

E + m

2m
(E − p

√

E − m

E + m
, p − E

√

E − m

E + m
, 0, 0) (1)

=

√

E + m

2m
(m, m

p

E + m
, 0, 0) =

√

m

2(E + m)
(E + m, p, 0, 0), (2)

όπου στο εξή̋ p =
√

E2 − m2.

3. Στο σύστηµα ΚΟ η συνολική ορµή είναι 0, άρα οι 2 ορµέ̋ είναι ίσε̋ και αντίθετε̋ και αφού τα σωµατί-
δια είναι ίδια θα έχουν και ίδιε̋ ενέργειε̋. Η τετραορµή του 2ου λοιπόν θα έιναι ίδια µε του 1ου αλλά

µε ανάποδο πρόσηµο στη x συνιστώσα.

4. Μετά την κρούση στο ΚΟ οι ορµέ̋ θα µείνουν ίσε̋ µεταξύ του̋ και ίσε̋ µε πριν αφού τα σωµατίδια
παραµένουν τα ίδια και η συνολική κινητική ενέργεια δεν αλλάζει. Εποµένω̋ οι τετραορµέ̋ των σω-

µατιδίων θα έχουν ίδια χρονική συνιστώσα και ίδια κατά µέτρο χωρική.

5.








γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









√

m

2(E + m)









E + m
p cosφ
p sin φ

0









= . . .
1

2











E(1 + cosφ) + m(1 − cos φ)
p(1 + cosφ)
√

2m
E+m

p sin φ

0











Θεωρήσαµε φ τη στροφή τη̋ ορµή̋ και στρίψαµε του̋ άξονε̋ του συστήµατο̋ ώστε η στροφή να είναι
στο x − y επίπεδο. Αν τώρα λύσουµε ω̋ προ̋ cos φ και sin φ τι̋ px, py συνιστώσε̋ τη̋ τετραορµή̋
βρίσκουµε

(
px

p
− 1)2 +

E + m

2m

p2
y

p2
= 1.

Αυτή είναι η εξίσωση µια̋ έλλειψη̋ µε µετατοπισµένο κέντρο και εποµένω̋ το διάνυσµα τη̋ ορµή̋
µετά βρίσκεται επί µια̋ έλλειψη̋ (το ίδιο και του άλλου σωµατιδίου αφού η συνολική ορµή ισούται µε
την αρχική). Για E ≃ m (κλασικά σωµατίδια) οι ηµιάξονε̋ τη̋ έλλειψη̋ γίνονται ίσοι.
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Θέµα 3:

1. Το τετράνυσµα που συνδέει τα δύο γεγονότα (εκτόξευση̋ -πλήγµατο̋) έχει συντεταγµένε̋ (10, 10, 0, 0)
στο σύστηµα του επιτιθέµενου και (t − 500, t/2 − 200, 0, 0) στο σύστηµα του αµυνόµενου. Εποµέ-
νω̋ αφού το τετράνυσµα αυτό είναι πάνω στην κοσµική γραµµή του βλήµατο̋ και είναι φωτοειδέ̋ το
βλήµα αποτελείται από φωτόνια.

2. Θα πρέπει να είναι φωτοειδέ̋ και στο άλλο σύστηµα. Εποµένω̋ t − 500 = t/2 − 200 ⇒ t = 600. Θα
πληγεί λοιπόν τη στιγµή 600 στο σηµείο 300 στο σύστηµα A.

3.
(

10
10

)

=

(

γ −γβ
−γβ γ

) (

100
100

)

.

Λύνοντα̋ βρίσκουµε β = 99/101. Αφού µεγαλώνουν στο A οι χωρικέ̋ και χρονικέ̋ συνιστώσε̋ και
ο στόχο̋ είναι σε µεγαλύτερη θέση από το σηµείο βολή̋, ο εχθρό̋ πλησιάζει.

4. Σύµφωνα µε ταπαραπάνω ο στόχο̋ θα αντιλαµ1άνεται 10πλάσια συχνότητα εποµένω̋ πρέπει να χρη-
σιµοποιήσει αντιαρµατικά φίλτρα συχνότητα̋ 10ν0 για τα δε συµ1ατικά βλήµατα η ταχύτητα προσέγ-

γιση̋ στο στόχο θα είναι (β +β0)/(1+ββ0), όπου β0 η αντίστοιχη ταχύτητα για τον παράγοντα γ0 και
β = 99/101 η ταχύτητα προσέγγιση̋ του A′ στο A.

Θέµα 4:

1. Πράγµατι και ~E(1) · ~B(1) = ~E(2) · ~B(2) και ~E(1) · ~E(1) − c2 ~B(1) · ~B(1) = ~E(2) · ~E(2) − c2 ~B(2) · ~B(2). Τα
ηλ/κά αναλλοίωτα είναι ποσότητε̋ που παραµένουν ίδιε̋ κάτω από µετασχηµατισµού̋ Lorentz.

2. Ο πρώτο̋ κινείται µε ux̂ αφού παρατηρεί ακρι1ώ̋ την ίδια µορφή πεδίου µε την πλάκα. Ανάλογα σε
ποια µεριά τη̋ πλάκα̋ βρίσκεται, E = ±σ/(2ǫ0). ΄Εστω ότι ο δεύτερο̋ κινείται µε un̂. Τότε το πεδίο
που βλέπει είναι

(−5E/4, 0, 0) = ( ~E · n̂)n̂ + γ( ~E − ( ~E · n̂)n̂)

και

(0, 0,−3E/4) = −γ(u/c)n̂ × ~E.

Από την πρώτη σχέση n̂ ⊥ x̂ αλλιώ̋ θα υπήρχε και συνιστώσα ηλεκτρικού πεδίου διαφορετική από
την E ′

x,
~E = −Ex̂ και γ = 5/4 ⇒ u/c = 3/5. Από τη δεύτερη σχέση −3ẑ/4 = (5/4)(u/c)n̂ × x̂.

Εποµένω̋ n̂ = ŷ.

3. |σ| = |E|ǫ0. ∆εν γνωρίζουµε το πρόσηµο γιατί δεν ξέρουµε από ποια µεριά τη̋ πλάκα̋ είναι ο κάθε
παρατηρητή̋.

4. Ο πρώτο̋ βρίσκεται στην πλευρά x < 0. Από την άλλη µεριά ο δεύτερο̋ αφού ~E = −Ex̂.
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