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Να λυθο�υν τα τ�εσσερα απ�ο τα π�εντε θ�εµατα. Σε �ολα τα θ�εµατα �εχει θεωρηθε�ι ����� .
Θ�εµα 1: �Ιδια σωµατ�ιδια µ�αζας � ηρεµο�υν παραταγµ�ενα κατ�α µ�ηκος µιας ευθε�ιας και σε απ�οσταση � το
καθ�ενα απ�ο το επ�οµεν�ο του. Κ�αποια χρονικ�η στιγµ�η το ακριαν�ο σωµατ�ιδιο (το 0) αρχ�ιζει να κινε�ιται προς
το διπλαν�ο του (το 1) κατ�α µ�ηκος της ευθε�ιας µε ταχ�υτητα � . Κατ�α την κρο�υση τα σωµατ�ιδια συσσωµατ£ω-
νονται και κινο�υνται ως �ενα καινο�υργιο σωµατ�ιδιο προς το επ�οµενο σωµατ�ιδιο (το 2). Η διαδικασ�ια αυτ�η
συνεχ�ιζεται διαρκ£ως και µετ�α απ�ο κ�αθε κρο�υση δηµιουργε�ιται και �ενα ν�εο συσσωµ�ατωµα.

(α) Βρε�ιτε την ταχ�υτητα του συσσωµατ£ωµατος µετ�α την � -οστ�η κρο�υση σ�υµφωνα µε τη Νευτ£ωνεια Μη-
χανικ�η.

(β) Βρε�ιτε την ταχ�υτητα του συσσωµατ£ωµατος µετ�α την � -οστ�η κρο�υση στην Ειδικ�η Σχετικ�οτητα. [Προ-
σ�εξτε, σχετικιστικ�α δεν διατηρε�ιται η συνολικ�η µ�αζα ηρεµ�ιας.]

(γ) Μετ�α απ�ο π�οσο χρ�ονο για τον παρατηρητ�η που παρατηρε�ι τη σειρ�α των αρχικ�α ακ�ινητων σωµατιδ�ιων
θα γ�ινει η � -οστ�η κρο�υση ; [∆�ιδεται η ταυτ�οτητα �
	��	�������	�� ��� ����� � � ��� ������� .]

(δ) Υπολογ�ιστε τη µ�αζα ηρεµ�ιας του συσσωµατ£ωµατος που δηµιουργε�ιται µετ�α τη � -οστ�η κρο�υση.
(ε) Ε�αν ο σχετικιστικ�ος παρ�αγοντας � του αρχικο�υ βλ�ηµατος ε�ιναι � ����� , µετ�α απ�ο π�οσες κρο�υσεις η
κινητικ�η εν�εργεια του συσσωµατ£ωµατος θα �εχει µειωθε�ι στο ������� της αρχικ�ης κινητικ�ης εν�εργειας του
πρ£ωτου βλ�ηµατος ;

Θ�εµα 2: Ακ�ινητο σωµατ�ιδιο µ�αζας  διασπ�αται αυθ�ορµητα σε δ�υο σωµατ�ιδια µε µ�αζες �"! και �$# αντ�ι-
στοιχα.

(α) Ελ�εγξτε ε�αν ε�ιναι δυνατ�ον το �αθροισµα των µαζ£ων ηρεµ�ιας των προ°�οντων �"! 	 �$# να ε�ιναι µεγαλ�υ-
τερο απ�ο τη µ�αζα  .

(β) Υπολογ�ιστε την κινητικ�η εν�εργεια του σωµατιδ�ιου �"! .
(γ) Ε�αν οι µ�αζες των σωµατιδ�ιων ε�ιναι �"! � �$# �  ��% , π�οσο χρ�ονο χρει�αζεται το σωµατ�ιδιο 2, σ�υµφωνα
µε το σωµατ�ιδιο 1, για να αποµακρυνθε�ι σε απ�οσταση � απ�ο το 1 ;

(δ) ∆ικαιολογ�ηστε το προηγο�υµενο αποτ�ελεσµ�α σας στις περιπτ£ωσεις %'&(� και %'&()
.

Θ�εµα 3: Το γεγον�ος Β βρ�ισκεται εντ�ος του µελλοντικο�υ κ£ωνου φωτ�ος του γεγον�οτος Α.

(α) Ισχ�υει η παραπ�ανω πρ�οταση για κ�αθε παρατηρητ�η ;

(β) Μπορε�ι σε κ�αποιο σ�υστηµα αναφορ�ας να ανατραπε�ι η χρονικ�η σειρ�α των δ�υο γεγον�οτων ; Εξηγ�ηστε.

(γ) Π£ως κινε�ιται ο αδρανειακ�ος παρατηρητ�ης ο οπο�ιος µετρ�αει τη µ�εγιστη δυνατ�η χρονικ�η απ�οσταση µε-
ταξ�υ των δ�υο γεγον�οτων ; [Αν σας διευκολ�υνει θεωρ�ηστε γνωστ�ες τις χωροχρονικ�ες συντεταγµ�ενες
των δ�υο γεγον�οτων σε κ�αποιο αρχικ�ο αδρανειακ�ο σ�υστηµα �+*-,/.�01,/.324,5.76�,8� και �+*:9;.�0<9=.32�9;.76�9/� .]

(δ) Υποθ�εστε �οτι το γεγον�ος Α αφορ�α κ�αποια �εκρηξη στο ∆ι�αστηµα (�οπου �ολες οι βαρυτικ�ες δυν�αµεις
θεωρο�υνται αµελητ�εες), κατ�α την οπο�ια δηµιουργε�ιται πληθ£ωρα θραυσµ�ατων που κινο�υνται προς
�ολες τις κατευθ�υνσεις και µε διαφορετικ�ες ταχ�υτητες. �Ολα τα θρα�υσµατα που δηµιουργο�υνται αυ-
τοεκρ�ηγνυνται µετ�α απ�ο συγκεκριµ�ενο χρ�ονο > (�ιδιο για �ολα τα θρα�υσµατα), �οπως αυτ�ος µετρι�εται
στο σ�υστηµα του εκ�αστοτε θρα�υσµατος. Μπορε�ι κ�αθε τ�ετοια αυτο�εκρηξη να θεωρηθε�ι ως κ�αποιο γε-
γον�ος Β εντ�ος του µελλοντικο�υ κ£ωνου φωτ�ος του Α ; ∆ικαιολογ�ηστε την απ�αντησ�η σας.
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(ε) Στο σ�υστηµα για το οπο�ιο ε�ιναι ακ�ινητο το σ£ωµα της πρ£ωτης �εκρηξης, θα αυτοεκραγο�υν πρ£ωτα τα
κοντιν�οτερα �η τα µακριν�οτερα θρα�υσµατα ;

(στ) Παρατηρ£ωντας τις εκλ�αµψεις των αυτοεκρ�ηξεων των θραυσµ�ατων απ�ο τη θ�εση της πρ£ωτης �εκρηξης
µπορε�ιτε να προσδιορ�ισετε π�οσο µακρι�α συν�ε1η καθεµ�ια απ�ο αυτ�ες ;

Θ�εµα 4: Σε κ�αποιο ΣΚΦ ? δυ�ο φωτ�ονια �ιδιας συχν�οτητας @ κινο�υνται κατ�α µ�ηκος των κατευθ�υνσεων ��A0
και �BA2 αντ�ιστοιχα. �Ενας παρατηρητ�ης ?DC κινε�ιται κατ�α τον τυποποιηµ�ενο τρ�οπο ως προς το ? κατ�α µ�ηκος
του κοινο�υ �αξονα 0 µε ταχ�υτητα � .
(α) Υπολογ�ιστε την εν�εργεια των δ�υο φωτον�ιων στο ?DC .
(β) Υπολογ�ιστε τη γων�ια που φα�ινονται να σχηµατ�ιζουν οι κατευθ�υνσεις των δ�υο φωτον�ιων µε τους �αξο-
νες στο ?DC .

(γ) Ποια η ταχ�υτητα του κ�εντρου ορµ�ης των δ�υο φωτον�ιων ως προς το ? ;
(δ) Ποια η εν�εργεια των δ�υο φωτον�ιων στο σ�υστηµα του κ�εντρου ορµ�ης ;

∆�ιδεται ο π�ινακας του γενικο�υ µετασχηµατισµο�υ LorentzE � ��1FHG��1FJI 	LK�M !N�O F8FHGQP
�οπου FHG �R� ��S . ��T . �VU � .
Θ�εµα 5: Σε �ενα ΣΚΦ ? µετρι�εται το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο τη χρονικ�η στιγµ�η *��W� στη θ�εση �+0��L��.32X��YZ.76[��\]�
και βρ�ισκεται να ε�ιναι ^_ �R�`�Z.�a
.7�b� , εν£ω το µαγνητικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι µηδενικ�ο. �Ενα δε�υτερο ΣΚΦ ? C , το οπο�ιο
κινε�ιται κατ�α τον τυποποιηµ�ενο τρ�οπο ως προς το πρ£ωτο κατ�α µ�ηκος του κοινο�υ �αξονα 0 , µετρ�αει τις ακ�ο-
λουθες συντεταγµ�ενες για το �ιδιο γεγον�ος καταµ�ετρησης των ηλεκτροµαγνητικ£ων πεδ�ιων : �+* C � � ���V\c.�0 C �d �V\c.32 C �eYZ.76 C ��\]� .
(α) Υπολογ�ιστε την ταχ�υτητα κ�ινησης του ?
C ως προς το ? .
(β) Υπολογ�ιστε το ηλεκτρικ�ο και το µαγνητικ�ο πεδ�ιο που µετρ�α ο ?DC στο εν λ�ογω γεγον�ος.
(γ) Επι1ε1αι£ωστε �οτι τα ηλεκτροµαγνητικ�α πεδ�ια που µετρ�α ο ?DC ε�ιναι συµ1ατ�α µε αυτ�α του ? , στηριζ�ο-
µενοι στις αναλλο�ιωτες ποσ�οτητες του ηλεκτροµαγνητικο�υ πεδ�ιου.

∆�ιδονται ο τανυστ�ης του ηλεκτροµαγνητικο�υ πεδ�ιουfhgji �lkmmn � _ S _ T _ U� _ S � o U � o T� _ Tp� o U � o S� _ U o T � o S �
qjrrs

και οι εξισ£ωσεις µετασχηµατισµο�υ των πεδ�ιωνt Cvu � t u . t Cxw � � � t w 	zy|{~}��} Cvu ��} u . } Cxw � � �`} w � y|{ t �7�
Καλ�η σας επιτυχ�ια.
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Λ�υσεις

Θ�εµα 1:

(α) Απ�ο διατ�ηρηση ορµ�ης �$� ��� �$�b! �eY �$�V# �������
Εποµ�ενως ��� � N���<! .

(β) Απ�ο διατ�ηρηση τετραορµ�ης E �<� 	 ����<�$�;A� P � E � �b ��� �b ��b�c�5A� P (1)

�οπου � �����b� � ��� # , ο δε�ικτης � ανεφ�ερεται στα µετ�α τη � -οστ�η κρο�υση και το µοναδια�ιο A� δηλ£ωνει
την κατε�υθυνση στην οπο�ια γ�ινονται �ολες οι κιν�ησεις. �Ετσι διαιρ£ωντας χωρικ�ο προς χρονικ�ο µ�ερος
της τετραορµ�ης βρ�ισκουµε �c� � �<�� 	 �

(γ) Ο χρ�ονος που µεσολα1ε�ι µεταξ�υ της ��� � και της � κρο�υσης θα ε�ιναι� *`��� � � � � M ! � � � �-�
	 ��� �� �
εν£ω ο πρ£ωτος χρ�ονος µ�εχρι την πρ£ωτη κρο�υση ε�ιναι

� * ! � � � � . Εποµ�ενως ο συνολικ�ος χρ�ονος για
να συµ1ο�υν � κρο�υσεις ε�ιναι* � � � * ! 	 � * # 	�������	 � * � � � �h� �H	��-�H	���� � ��	��-�H	���� � ��	������7	��-�H	�� ��� ����� � ����� � �h� � 	 � � �$� ���� � �

(δ) Υψ£ωνοντας τη συνολικ�η τετραορµ�η µετ�α απ�ο � κρο�υσεις στο τετρ�αγωνο �εχουµε #� � � # � � � 	 � � # �|� # � # ��� � # � � # 	��
	�� �<� �
(ε) Η αρχικ�η κινητικ�η εν�εργεια ε�ιναι ��� � � � ��� ��������� � . Μετ�α απ�ο � κρο�υσεις θα ε�ιναι �<� �  �� � � �;������ � � � 	 � � �z��� � # 	��D	�� �<� � � �-����	 �"� � � # 	��
	���� � � . Για να ε�ιναι η τελευτα�ια το 1/10
της πρ£ωτης θα πρ�επει ���
	 �$� � � # 	��D	���� � � ������ �W���������]� � ������
Εποµ�ενως µετ�α απ�ο 50 κρο�υσεις θα �εχει π�εσει η εν�εργεια κ�ατω απ�ο το 1/10 της αρχικ�ης.

Θ�εµα 2:

(α) �Οχι δεν ε�ιναι δυνατ�ο δι�οτι  � _ ! 	 _ #��Q�"! 	 �$# .
(β) Απ�ο αρχ�η διατ�ηρησης τετραορµ�ης E  �� _ !^� � ^� ! P � E _ #^� # P (2)

και υψ£ωνοντας στο τετρ�αγωνο �  �� _ ! � # � ^� # ! � � ## , οπ�οτε � ## �  # 	�� _ #! � ^� # ! � � �  _ ! � # 	 � # ! � �  _ ! . Λ�υνοντας βρ�ισκουµε�5! � _ !;���"! �  # 	 � # ! �|� ##�  ���"! � �  ��|�"! � # �|� ##�  �
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(γ) Πρ�επει να µετα1ο�υµε στο σ�υστηµα ηρεµ�ιας του �"! . Εποµ�ενως πρ�επει να εκτελ�εσουµε �ενα µετασχη-
µατισµ�ο Lorentz µε την ταχ�υτητα του 1. Απ�ο τα παραπ�ανω_ ! �  #�  �  � � ��! �  ��� ��% � % � � �b! �¡  � � \%�# �
Λ�ογω ισ�οτητας των δ�υο προ°�οντων

_ ! � _ # και ^� ! � � ^� # . Οπ�οτε η τετραορµ�η του 2 στο αρχικ�ο
σ�υστηµα ε�ιναι � g # � E  ����  #j�V\ �z #¢��%�#V� ��A0�� P
�οπου A0 ε�ιναι η κατε�υθυνση κ�ινησης του 1, την οπο�ια �εχουµε θεωρ�ησει �οτι συµπ�ιπτει µε τον 0 -�αξονα,
£ωστε ο µετασχηµατισµ�ος Lorentz να �εχει απλο�υστερη µορφ�η. �Ετσι εκτελ£ωντας τον µετασχηµατισµ�ο
�εχουµε � g #�£ ¤x¥�¦¨§ �E %c��� � �¨%c����� � � � \]��%�#� �¨%c����� � � � \]��%�# %c��� P E  ���� �  # �V\ �z # ��% # P � %\ © �
	 � � � \]��%�# #� � � � � \]��%�#«ª (3)

Εποµ�ενως η ταχ�υτητα του 2 σε αυτ�ο το σ�υστηµα ε�ιναι � � � � � \]��%�#¢�c�¨� � \]��% # � και ο χρ�ονος αποµ�α-
κρυνσης σε απ�οσταση � ε�ιναι *�� � � £ � £ � � �-� � ����% # ��� � � � \]��%�# .

(δ) Για %�&¬�
,
*B&) εν£ω για %�&¬)l*B& � . Τα αποτελ�εσµατα αυτ�α ε�ιναι αναµεν�οµενα αφο�υ αν�"! � �$# �  ��� τα προ°�οντα δηµιουργο�υνται ακ�ινητα οπ�οτε δεν αποµακρ�υνονται µεταξ�υ τους, εν£ω

αν �"! � �$#�®� � πρ�οκειται για σωµ�ατια που κινο�υνται περ�ιπου µε την ταχ�υτητα του φωτ�ος, οπ�οτε
για το καθ�ενα το �αλλο φα�ινεται περ�ιπου ως φωτ�ονιο και �αρα χρει�αζεται τ�οσο χρ�ονο να καλ�υψει µια
απ�οσταση �οσο η απ�οσταση αυτ�η.

Θ�εµα 3:

(α) Τα δ�υο γεγον�οτα συνδ�εονται χρονοειδ£ως και αυτ�ο δεν αλλ�αζει µε το σ�υστηµα αναφορ�ας.

(β) �Οχι. Αν υπ�ηρχε, θα υπ�ηρχε κ�αποια ταχ�υτητα �οπου η χρονικ�η διαφορ�α θα γιν�οταν µηδενικ�η αλλ�α για
χρονοειδ�η τετραν�υσµατα

� * # � � ^0 #°¯ � οπ�οτε �ατοπο.
(γ)

� * # � � ^0 # � � * C # � � ^0 C # . ΠΡΟΣΟΧΗ Ε∆ΩΥΠΑΡΧΕΙ ΛΑΘΟΣ ΣΤΗΝ ΕΚΦΩΝΗΣΗ. ΘΑΕΠΡΕΠΕΝΑ
ΖΗΤΕΙΤΑΙ Ο ΕΛΑΧΙΣΤΟΣ ΧΡΟΝΟΣ. Για να ε�ιναι

� * C �L±'²v³ θα πρ�επει � ^0 C �´� δηλαδ�η στο συγκε-
κριµ�ενο σ�υστηµα θα πρ�επει τα γεγον�οτα να συµ1ο�υν στην �ιδια θ�εση, εποµ�ενως το ζητο�υµενο σ�υστηµα
ε�ιναι το ιδιοσ�υστηµα του σωµατιδ�ιου στη ζω�η του οπο�ιου συµ1α�ινουν τα δ�υο γεγον�οτα. Εποµ�ενως ο
εν λ�ογω παρατηρητ�ης κινε�ιται στο αρχικ�ο σ�υστηµα µε ταχ�υτητα ^� � � ^0�� � * .
Αν το ερ£ωτηµα �ηταν για ποιο σ�υστηµα �η χρονικ�η απ�οσταση µεταξ�υ των δ�υο γεγον�οτων ε�ιναι µεγαλ�υ-
τερη η απ�αντηση ε�ιναι �οτι δεδοµ�ενου του αναλλοι£ωτου χωροχρονικο�υ µ�ηκους� * # � � ^0 # � � * C # � � ^0 C #
το
� * C µπορε�ι να γ�ινει οσοδ�ηποτε µεγ�αλο και επειδ�η� * C � � � � * � ^�[µ � ^08�

το
� * C τε�ινει στο �απειρο �οταν το � τε�ινει στο �απειρο δηλαδ�η για ταχ�υτητα κ�ινησης που προσεγγ�ιζει

την ταχ�υτητα του φωτ�ος (ανεξαρτ�ητως µ�αλιστα της διε�υθυνσης).
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(δ) Ναι µπορε�ι να θεωρηθε�ι αφο�υ η δηµιουργ�ια και η αυτο�εκρηξη του κ�αθε θρα�υσµατος αποτελο�υν δια-
δοχικ�α γεγον�οτα στη ζω�η του θρα�υσµατος.

(ε) Αφο�υ > # � � * # � � ^0 # �οσο µικρ�οτερο ε�ιναι το £ � ^0 £ τ�οσο µικρ�οτερο ε�ιναι και το � * , εποµ�ενως τα
κοντιν�οτερα θα εκραγο�υν πρ£ωτα.

(στ) Η καταγραφ�η της εκ�αστοτε �εκλαµψης θα συµ1ε�ι � � *D	 £ � ^0 £ αφο�υ χρει�αζεται χρ�ονο £ � ^0 £ για να
φτ�ασει το φως στην θ�εση της αρχικ�ης �εκρηξης. Εποµ�ενως για να βρει κανε�ις π�οσο µακρι�α ¶ � £ � ^0 £
�εγινε κ�αποια �εκρηξη πρ�επει να λ�υσει την εξ�ισωση � � ¶ 	 � > #;	 ¶ # δηλαδ�η¶ � � # ��> #� �
και π�αλι ισχ�υει �οτι �οσο πιο αργ�α φτ�ασει η λ�αµψη τ�οσο πιο µακρι�α συν�ε1η (η παραπ�ανω συν�αρτηση
ε�ιναι α�υξουσα συν�αρτηση του � .

Θ�εµα 4:

(α) Εκτελ£ωντας �ενα τυποποιηµ�ενο µετασχηµατισµ�ο Lorentz στις δ�υο τετραορµ�ες �εχουµεkmmn � ��<� �p���<� � �p�� � �l�� � �·�
qjrrsW¸ @ kmmn �� ���

qjrrs � ¸ @]� �-� �|� �¹kmmn �� ���
qjrrs

και kmmn � ��<� �p���<� � �p�� � �l�� � �·�
q rrsW¸ @ kmmn ��� ��

q rrs � ¸ @ kmmn ���<�� ��
q rrs

Εποµ�ενως οι δ�υο εν�εργειες θα ε�ιναι
_ M S � � �-� ��� � ¸ @ και _ M T � � ¸ @ .

(β) Απ�ο τα χωρικ�α µ�ερη των τετραορµ£ων στο ?DC µπορο�υµε να κατανο�ησουµε ποιες ε�ιναι οι διευθ�υνσεις
κ�ινησης. Το πρ£ωτο στην κατε�υθυνση του �αξονα � 0 C και το δε�υτερο σε γων�ια µε τον �αξονα 0 CVº7» ³�¼$����c� �<� � κινο�υµενο προς την αρχ�η των αξ�ονων.

(γ) �4½=¾ �R� ^� ! 	 ^� # ���c� _ ! 	 _ # �=� � � A0�	 A2Z����� .
(δ) Το � που αντιστοιχε�ι σε αυτ�η την ταχ�υτητα ε�ιναι � � οπ�οτε η τετραορµ�η του πρ£ωτου φωτον�ιου στο
σ�υστηµα ΚΟ θα ε�ιναιkmmn � � ���b� �¿���b� �À���� � � Á #:�<!# Á # M !# ����b� � Á # M !# Á #-�<!# �� � � �

q rrs ¸ @ kmmn �� ���
q rrs � ¸ @ kmmn � � � ���b� �� �����������

q rrs
εποµ�ενως η εν�εργεια του πρ£ωτου φωτον�ιου θα ε�ιναι ¸ @ � � � και εφ�οσον ε�ιµαστε στο σ�υστηµα του κ�ε-
ντρου µ�αζας η �ιδια θα ε�ιναι και του δε�υτερου.

Θ�εµα 5:

(α) Σ�υµφωνα µε τα δεδοµ�ενα το ?DC κινε�ιται ως προς το ? µε τον τυποποιηµ�ενο τρ�οπο µε ταχ�υτητα τ�ετοια
£ωστε � ���V\¹� � �-� � � � �d �V\[� � �¨� �|� � (4)

απ� �οπου βρ�ισκουµε � ��Yb��Â και � �LÂ��V\ .
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(β) Σ�υµφωνα µε τον καν�ονα µετασχηµατισµο�υ των πεδ�ιων_ CS � _ S ���Z. _ CT �Ã�¨Â��V\]�j� _ T 	��`Yb��Â��j� A0Ä{ ^�b� T �LÂ�a=�V\c. _ CU �Ã�¨Â��V\]�j� _ U 	��`Yb��Â��j� A0"{ ^�b� U ���Z.o CS �eo S ���Z.7o CT �R�¨Â��V\]�j�`o TÅ� �`Yb��Â��j� A0Ä{ ^_ � T �e�Z.7o CU �R�¨Â��V\]�j�`o U�� �`Yb��Â��j� A0"{ ^_ � U � � YVa=�V\c�
(γ) Πρ�αγµατι ^_ # �Æ^o # ��a # � ^_ C # �Ç^o C # και ^_ µÈ^oÃ����� ^_ C µÈ^o C .
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