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Θ�εµα 1: (α) Γρ�αψτε υπ�ο µορφ�η π�ινακα το µετασχηµατισµ�ο Lorentz που συνδ�εει τις χωροχρονικ�ες συντε-
ταγµ�ενες δ�υο συστηµ�ατων που κινο�υνται το �ενα ως προς το �αλλο µε ταχ�υτητα � κατ�α µ�ηκος του �αξονα � .
(β) Γρ�αψτε �ολα τα αναλλο�ιωτα µεγ�εθη που µπορε�ιτε να κατασκευ�ασετε απ�ο δ�υο τετραν�υσµατα �������	� . (γ)
�Ενα σ�υστηµα 
 σωµατιδ�ιων �εχουν εν�εργειες ���������������������� και ορµ�ες ����������������������� . Ποια η ταχ�υτητα του
κ�εντρου ορµ�ης τους και ποιο ε�ιναι το φυσικ�ο ν�οηµα αυτ�ης της ταχ�υτητας ; (δ) ∆εδοµ�ενου του π�ινακα � εν�ος
µετασχηµατισµο�υ Lorentz και εν�ος τανυστ�η δευτ�ερας τ�αξης (�οπως ε�ιναι ο τανυστ�ης του ηλεκτ/κο�υ πεδ�ιου)
που σε µορφ�η π�ινακα γρ�αφεται ως � , π£ως υπολογ�ιζει κανε�ις τις µετασχηµατισµ�ενες συνιστ£ωσες του τανυ-
στ�η αυτο�υ ; Αποδε�ιξτε �οτι αν ο � ε�ιναι συµµετρικ�ος τ�οτε και ο µετασχηµατισµ�ενος ��� θα ε�ιναι συµµετρικ�ος.
(ε) �Εστω �ενα οµογεν�ες ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο και µαγνητικ�ο πεδ�ιο �! #"$�%��&'��&)(���*+ #"$&'���,��&)( . Με τι ταχ�υτητα
πρ�επει να κινο�υµαστε για να µπορο�υµε να σ1�ησουµε �ενα απ�ο τα δ�υο πεδ�ια και ποιο ε�ιναι αυτ�ο το πεδ�ιο ;
Θ�εµα 2: Μεβ�αση το παρακ�ατω σκ�ιτσο µε τα δ�υο στιγµι�οτυπα καθορ�ιστε, (α) την ταχ�υτητα του αυτοκιν�ητου
(θεωρ�ηστε την σταθερ�η) και (β) την απ�οσταση µεταξ�υ των δ�υο σταθµ£ων. (γ) Αν το φαν�αρι στο δε�υτερο
σταυροδρ�οµι ε�ιναι κ�οκκινο την £ωρα που φτ�ανει σε αυτ�ο το αυτοκ�ινητο, θα κ�ανει παρ�α1αση ο οδηγ�ος ; [Η
συχν�οτητα του πρ�ασινου φωτ�ος ε�ιναι 
 πρασ  .-�/,0�& �21�354 , εν£ω του κ�οκκινου φωτ�ος ε�ιναι 
 κοκ  76�/,0�& �21�354 ]
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Θ�εµα 3: Μια οµ�αδα πειραµατικ£ων φυσικ£ων σχεδι�αζει �ενα ν�εο πε�ιραµα κατ�α το οπο�ιο δ�υο συγκεκριµ�ενα
σωµατ�ιδια πρ�οκειται να συγκρουστο�υν µε στ�οχο να δηµιουργ�ησουν �ενα τρ�ιτο σωµατ�ιδιο µε µ�αζα �ηρεµ�ιας8
πολ�υ µεγαλ�υτερη απ�ο τις µ�αζες 9:���;9<� των δ�υο αρχικ£ων σωµατιδ�ιων. Η µ�ια προειν�οµενη σκ�εψη ε�ιναι το

�ενα απ�ο τα δ�υο σωµατ�ιδια (το υπ� αριθµ�ον 1) να επιταχυνθε�ι και να π�εσει π�ανω στο ακ�ινητο σωµατ�ιδιο 2. Η
�αλλη λ�υση ε�ιναι και τα δ�υο σωµατ�ιδια να επιταχυνθο�υν µε αν�αποδες φορ�ες �ετσι £ωστε να συγκρουστο�υν εν£ω
κινο�υνται το �ενα προς το �αλλο µε �ισες και αντ�ιθετες ορµ�ες (η σ�υγκρουση θα συµ1ε�ι στο σ�υστηµα κ�εντρου
ορµ�ης). (α) Να συγκρ�ινετε τις συνολικ�ες κινητικ�ες εν�εργειες που θα πρ�επει να προσφ�ερουµε στη µ�ια και
την �αλλη λ�υση £ωστε να καταφ�ερουµε να δηµιουργ�ησουµε το ν�εο σωµατ�ιδιο. (β) Να βρε�ιτε το µετασχηµα-
τισµ�ο Lorentz που µετασχηµατ�ιζει την εν�εργεια και την ορµ�η του συστ�ηµατος απ�ο την πρ£ωτη στη δε�υτερη
λ�υση. (γ) ∆ε�ιξτε �οτι ο παραπ�ανω µετασχηµατισµ�ος, µεταξ�υ �ολων των αντ�ιστοιχων µετασχηµατισµ£ων στην
�ιδια διε�υθυνση αλλ�α µε διαφορετικ�ες ταχ�υτητες, οδηγε�ι στη µικρ�οτερη δυνατ�η εν�εργεια του συστ�ηµατος,
και εποµ�ενως στη µικρ�οτερη προσφερ�οµενη συνολικ�η κινητικ�η εν�εργεια των σωµατιδ�ιων. (δ) Αν δεν ακο-
λουθ�ησουµε αυτ�η τη β�ελτιστη λ�υση τι γ�ινεται µε την υπ�ολοιπη εν�εργεια που προσφ�ερουµε στα σωµατ�ιδια ;
Θ�εµα 4: �Ενα φωτ�ονιο εν�εργειας ��= κινε�ιται κατ�α µ�ηκος της θετικ�ης φορ�ας του �αξονα > . Το φωτ�ονιο βρι-
σκ�οταν αρχικ�α στο κ�εντρο εν�ος κλειστο�υ κουτιο�υ το οπο�ιο �εχει µ�ηκος � (κατ�α µ�ηκος του > �αξονα) και οι
πλευρ�ες του οπο�ιου ε�ιναι απ�ολυτα ανακλ£ωντα παρ�αλληλα κ�ατοπτρα. Η µ�αζα του κουτιο�υ ε�ιναι
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φορ�α που το φωτ�ονιο ανακλ�αται στο δεξ�ι κ�ατοπτρο και στη συν�εχεια κινε�ιται προς τα αριστερ�α �εχει ορµ�η
αρνητικ�η, εν£ω αφο�υ ανακλαστε�ι στο αριστερ�ο κ�ατοπτρο �εχει ορµ�η θετικ�η. (α) Απ�ο διατ�ηρηση της τετραορ-
µ�ης υπολογ�ιστε την ορµ�η του φωτον�ιου και την ορµ�η και την εν�εργεια του κουτιο�υ σε κ�αθε µια απ�ο τις δ�υο
περιπτ£ωσεις (�οταν το φωτ�ονιο κινε�ιται προς τα δεξι�α �η προς τα αριστερ�α). (β)Ποια η ταχ�υτητα του κουτιο�υ
στις δ�υο περιπτ£ωσεις ; Σχεδι�αστε την κ�ινηση του κουτιο�υ ως συν�αρτηση του χρ�ονου >?"A@B( . (γ) Ποια η µ�εση
ταχ�υτητα του κουτιο�υ ;
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Θ�εµα 5: Σε µια περιοχ�η του χ£ωρου υπ�αρχει οµογεν�ες ηλεκτρικ�ο και µαγνητικ�ο πεδ�ιο που σχηµατ�ιζουν γω-
ν�ια C (µε CED F&'�BGIHKJ��BG ). Θ�ελουµε να βρο�υµε �ενα µετασχηµατισµ�ο προ£ωθησης Lorentz τ�ετοιον £ωστε τα ν�εα
ηλεκτρικ�α και µαγνητικ�α πεδ�ια να �εχουν το µικρ�οτερο δυνατ�ον µ�εγεθος. Το ερ£ωτηµα ε�ιναι αν πρ�αγµατι και
τα δ�υο πεδ�ια ελαχιστοποιο�υνται ταυτ�οχρονα. (α) Απ�ο το αναλλο�ιωτο του ηλεκ/κο�υ πεδ�ιου � �ML5N�� * � , σχε-
δι�αστε την�ενταση �F +O �,O ως συν�αρτηση της �εντασης �P +O *:O . (β)Απ�ο το αναλλο�ιωτο του ηλεκ/κο�υ πεδ�ιου�7QK* επιχειρηµατολογ�ηστε γιατ�ι �οταν το ηλεκτρικ�ο και το µαγνητικ�ο πεδ�ιο γ�ινουν παρ�αλληλα το �ενα στο
�αλλο τα µεγ�εθη αυτ£ων θα ε�ιναι τα ελ�αχιστα δυνατ�α. (γ) Βρε�ιτε την ταχ�υτητα του µετασχηµατισµο�υ προ£ω-
θησης την κ�αθετη στο επ�ιπεδο των �R��* η οπο�ια καθιστ�α τα µεγ�εθη των δ�υο πεδ�ιων ελ�αχιστα. [Υπ�οδειξη :
�Οταν τα δ�υο πεδ�ια θα γ�ινουν παρ�αλληλα το εξωτερικ�ο τους γιν�οµενο θα πρ�επει να µηδενιστε�ι. ∆�ιδονται οι
διανυσµατικ�ες ταυτ�οτητες για SUT7� και SUTV* : "$SW/R*X(Y/R*P L � � S και "$SW/R*X(Y/<"$SW/Z�[(\ � � "$*./Z�[( .]

� �^]  .� ] � � �`_  ba\"2� _%c Sd/e*X(* �^]  7* ] � * �`_  ba\"$* _ L 0N � Sf/:�[(
Να γραφο�υν τα 4 απ�ο τα 5 θ�εµατα. Καλ�η σας επιτυχ�ια.
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Λ�υσεις

Θ�εµα 1: (α) �f ghhi a & L�j ak&& 0 & &L�j ak& a && & & 0
l�mmn

(β) ���o� � , �	�K� � , ���o� � . Τα µ�ετρα των δ�υο τετρανυσµ�ατων και το µεταξ�υ τους εσωτερικ�ο γιν�οµενο.
(γ) �qpsr  N ��t �vut �wu
Ε�ιναι η ταχ�υτητα του συστ�ηµατος αναφορ�ας στο οπο�ιο το σ�υστηµα των σωµατιδ�ιων �εχει συνολικ�η ορµ�η
µηδ�εν.
(δ) ���x V�y�.�?z . �Ενας π�ινακας ε�ιναι συµµετρικ�ος αν �z: V� . �Ετσι ��� z: +"$�U�.�?zM({z: |"$�?zM({z,�z,�?z5 �U�.�?z} .� , και εποµ�ενως ε�ιναι συµµετρικ�ος.
(ε)Απ�ο τις σχ�εσεις µετασχηµατισµο�υ των συντεταγµ�ενων βλ�επει κανε�ις πως η ταχ�υτητα της προ£ωθησης πρ�ε-
πει να ε�ιναι στον �αξονα

4
£ωστε η µετα1ολ�η του εκ�αστοτε διαν�υσµατος εξαιτ�ιας της �υπαρξης του �αλλου να

ε�ιναι παρ�αλληλη µε το πρ£ωτο δι�ανυσµα και εποµ�ενως να µπορε�ι να σ1�ησει κ�αποιο απ�ο τα πεδ�ια. �Ετσι�~�R �"Aa\"$� L � ��(���&'��&)( , και �� �"$&'�Ba\"$� L � �RH N � (���&)( . �Ετσι για να σ1�ησει το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο θα πρ�ε-
πει η ταχ�υτητα να ε�ιναι S� ��RHo�y�4 , εν£ω για να σ1�ησει το µαγνητικ�ο πεδ�ιο θα πρ�επει η ταχ�υτητα να ε�ιναιSV N � Ho�U�4 . Η ποσ�οτητα �οµως �RHo� N µπορε�ι να ε�ιναι ε�ιτε µεγαλ�υτερη ε�ιτε µικρ�οτερη της µον�αδας. �Ετσι
στην πρ£ωτη περ�ιπτωση µπορε�ι να σ1�ησει το µαγνητικ�ο πεδ�ιο, εν£ω στη δε�υτερη µ�ονο το ηλεκτρικ�ο.
Θ�εµα 2: (α,β) Στο σ�υστηµα του αυτοκιν�ητου µεσολα1ο�υν 3 λεπτ�α µεταξ�υ των δ�υο γεγον�οτων (στιγµιοτ�υ-
πων), εν£ωστο σ�υστηµα της Γης 5 λεπτ�α. Απ�ο την αναλλοι�οτητα λοιπ�ον του χωροχρονικο�υ µ�ηκους θα�εχουµεN���� @�� �YL:� >�� �  N���� @ �ML:� > � , �οπου ο τ�ονος αντιπροσωπε�υει το σ�υστηµα του αυτοκιν�ητου. Θα ε�ιναι λοιπ�ονN � "���9<���M( � L > �  N � "$69<���M( � L & � . Συνεπ£ως >: N /5�9<���e �6X/d0�&o�~/yJ��)&�9� �����JX/d0�& � &~9 . Το µ�ηκος
αυτ�ο διαγρ�αφεται σε 5 λεπτ�α εποµ�ενως �  V����J�/�0�& � &)Ho6K&K&�9}HK� 7J�� �%/d0�&o�\9}HK�~ 7&'� � N .
(γ) Ο οδηγ�ος του αυτοκιν�ητου βλ�επει το φως του φαναριο�υ µετατοπισµ�ενο κατ�α Doppler. �Ετσι αν η τε-
τραορµ�η των φωτον�ιων του φαναριο�υ ε�ιναι � 
N ghhi 0L 0&&

l�mmn
�οπου το αυτοκ�ινητο θεωρ�ησαµε �οτι κινε�ιται κατ�α τη θετικ�η φορ�α του �αξονα > , µετ�α το µετασχηµατισµ�ο
Lorentz στο σ�υστηµα του αυτοκιν�ητου θα ε�ιναιghhi �KHo6 L ��Ho6�&�&L ��Ho6 �KHo6 &�&& & 0�&& & &�0

l mmn � 
N ghhi 0L 0&&
l mmn  � 
N�� �6 c � 6Y�

ghhi 0L 0&&
l mmn

αφο�υ a: F�KHo6 και j a: V��Ho6 για την ταχ�υτητα που βρ�ηκαµε παραπ�ανω. Η συχν�οτητα λοιπ�ον που βλ�επει ο
οδηγ�ος ε�ιναι 
��s #6)
 , δηλαδ�η το κ�οκκινο το βλ�επει πρ�ασινο. Εποµ�ενως πολ�υ πιθαν�ο να κ�ανει παρ�α1αση
αν δεν σκεφθε�ι �ολα αυτ�α. Στο δικαστ�ηριο β�ε1αια µπορε�ι να επικαλεστε�ι την αθω�οτητ�α του εξαιτ�ιας του
φαινοµ�ενου Doppler.
Θ�εµα 3: Θεωρο�υµε

N  #0 . (α) ∆ιατ�ηρηση εν�εργειας στην 1η λ�υση : ��� c 9:� c 9<�[ !� , ∆ιατ�ηρηση ορµ�ης
στην 1η λ�υση : ���� 7� . Απ�ο διαφορ�α τετραγ£ωνων"A��� c 9:� c 9<��( � L � � �  8 �w  9 � � c 9 �� c Jv"A��� c 9:�B(¡9<�w 8 �w  (1)��¢ ��£  b���¤ 8 �¤L 9 � � L 9 ��J�9<� L 9:�¤ 8 �¤L "29:� c 9<��( �J�9<�  !" 8 L 9:� L 9<��( 8 c 9:� c 9<�J�9<� (2)
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∆ιατ�ηρηση εν�εργειας στην 2η λ�υση : ��� c 9:� c 9<� c ���¥ 8 , ∆ιατ�ηρηση ορµ�ης στην 2η λ�υση : ��� c ���¥ .& .
�Ετσι � ¢ �¡£  ���� c ���¥ 8 L 9:� L 9<� , η οπο�ια ε�ιναι µικρ�οτερη απ�ο την προηγο�υµενη � ¢ ��£ αφο�υ 8§¦ 9:� c 9<� .
(β) Ο µετασχηµατισµ�ος Lorentz ε�ιναι αυτ�ος που µας πηγα�ινει στο σ�υστηµα κ�εντρου ορµ�ης, δηλαδ�η �εχει τα-
χ�υτητα ��Ho� . Η ταχ�υτητα αυτ�η �εχει a¨ 7�RH 8 και j a} .��H 8 . Πρ�αγµατι� �RH 8 L ��H 8L ��H 8 �RH 8 � � � � �  � 8 & � (3)

(γ) �Εστω ο µετασχηµατισµ�ος µε ταχ�υτητα
j D .��Ho� .� � c 9:� c 9<���� c ��� �  � a L�j aL�j a a � � � ¢ ��£ c 9:� c 9<���� � (4)

�Ετσι η γενικ�η κινητικ�η εν�εργεια που θα προσφ�ερουµε θα ε�ιναι � c 9:� c 9<�w ba\"A� ¢ ��£ c 9:� c 9<� Lej ���B(� a\"A� ¢ ��£ c 9:� c 9<� L}j �Z( . Αν παραγωγ�ισουµε τη σχ�εση αυτ�η ως προς j και θ�εσουµε �ισο µε µηδ�εν θα βρο�υµε
την ταχ�υτητα εκε�ινη που καθιστ�α τη συνολικ�η κινητικ�η εν�εργεια ελ�αχιστη. Ισχ�υει �οτι ©KaYHo© j  j aqª . �Ετσι&	 j a ª "A��¢ ��£ c 9:� c 9<� L,j �Z( L a��   &	 j a � "A��¢ ��£ c 9:� c 9<��( L �,"¡0 c j � a � (� �a � " j "A��¢ ��£ c 9:� c 9<��( L �Z(
απ� �οπου συµπερα�ινουµε �οτι η επιθυµητ�η ταχ�υτητα ε�ιναι

j  «��Hv"A� ¢ ��£ c 9:� c 9<��(U «��Ho� , την οπο�ια
χρησιµοποι�ησαµε στο (β) για να καταλ�ηξουµε στην εν�εργεια της λ�υσης 2.
(δ)Αν δεν ακολουθ�ησουµε αυτ�η τη λ�υση απλ£ως προσφ�ερουµε εν�εργεια που χρησιµοποιε�ιται �ασκοπα για να
κινηθε�ι το

8
.

Θ�εµα 4: (α) ∆ιατ�ηρηση εν�εργειας : ��= c 8  V¬; c ��� �¬;® c ��® . ∆ιατ�ηρηση ορµ�ης : ��=� V¬; c �?� L ¬;® c �?® . (Τα β�ελη σχετ�ιζονται µε την κατε�υθυνση κ�ινησης του φωτον�ιου.) Λ�υνοντας τα αριστερ�α σκ�ελη
των εξισ£ωσεων και αφαιρ£ωντας τα τετρ�αγωνα βρ�ισκουµε"$��= c 8 L ¬;[( � L "$��= L ¬;[( �  8 �   ��= L ¬;V .&   ¬;V .��=
Αντ�ιστοιχα απ�ο τα δεξι�α µ�ελη των εξισ£ωσεων"$��= c 8 L ¬;®[( � L "$��= c ¬;®[( �  8 �   L �)��=�¬;® c J 8 "$��= L ¬;®[(� .&   ¬;®V 8 ��=Jo��= c 8
Λ�υνοντας ως προς �~Z���? και ��®R���?® , βρ�ισκουµε ��7 8 �\�?7 7& (5)��®7 Jo� �= c Jo��= 8 c 8 �Jo��= c 8 �\�?®V 7Jo��= ��= c 8Jo��= c 8 (6)

(β) �Οταν το φωτ�ονιο κινε�ιται προς τα δεξι�α το κουτ�ι µ�ενει ακ�ινητο (
j ¯ «�?�Ho��¯ «& ), εν£ω �οταν το

φωτ�ονιο κινε�ιται προς τα αριστερ�α το κουτ�ι κινε�ιται µε
j ®7 7�?®[Ho��®7 ��°q±²;³ ��° ²�´��° ±² ³ ��° ²�´ ³ ´ ± . Συνεπ£ως για χρ�ονο V�¤H N το κουτ�ι κινε�ιται µε j  και για το επ�οµενο � µε j ® . Οι χρ�ονοι ε�ιναι �ιδιοι γιατ�ι και στο σ�υστηµα του

κουτιο�υ το φως κινε�ιται µε
N
. Το δι�αγραµµα >?"A@B( �εχει τη µορφ�η σκ�αλας τρα1ηγµ�ενη οριζ�οντια.
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(γ) H µ�εση ταχ�υτητα ε�ιναι λοιπ�ον µ j ¦  j ®[HKJ .
Θ�εµα 5: (

N  �0 ) (α) Ας υποθ�εσουµε για ευκολ�ια �οτι � ¦ � (το πεδ�ιο ε�ιναι ηλεκτρικο�υ τ�υπου). Η σχ�εση� � L � �  θετικ�ο παριστ�α µια υπερ1ολ�η στο χ£ωρο � L � (βλ. παραπ�ανω δι�αγραµµα).
Η αρχικ�η τιµ�η των �%��� σηµει£ωνεται στο δι�αγραµµα µε µια βο�υλα. (β) Το αναλλο�ιωτο �UQ¡*¶ .�Z�f·�¸K¹qC ,

σηµα�ινει �οτι αν αλλ�αξουν οι εντ�ασεις των πεδ�ιων κινο�υµενες στην υπερ1ολ�η προς τα αριστερ�α και κ�ατω,
δηλαδ�η µειο�υµενες, η µεταξ�υ τους γων�ια πρ�επει να µικρ�υνει. Την ελ�αχιστη τιµ�η τους θα π�αρουν τα πεδ�ια
�οταν γ�ινουν παρ�αλληλα ( ·�¸K¹qC� º0e �»,¼¾½ ). (γ) Ζητ�αµε την κ�αθετη ταχ�υτητα που καθιστ�α τα πεδ�ια πα-
ρ�αλληλα. � � /d* �  ¿&   "2� c SÀ/�*X(~/E"$* L SÀ/y�[(� ¿& αφο�υ τα πεδ�ια ε�ιναι κ�αθετα στην ταχ�υτητα).
Χρησιµοποι£ωντας τις ταυτ�οτητες&	 ¶"¡0 c � � (¡�F/e* L SÁ"$� � c � � (   �0 c �x�  �Z�f¹BÂ^Ã�C� � c � �  0JKÄ
Συνεπ£ως �  VÄ LÀÅ Ä � L 0 . Η �αλλη ρ�ιζα �οπως αποδεικν�υεται ε�ιναι µεγαλ�υτερη της µον�αδας και εποµ�ενως
απορρ�ιπτεται.
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