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Ευκλείδια Αιτήµατα 
 

♦ Ἠιτήσθω ἀπό παντός σηµείου ἐπί πᾶν σηµεῖον εὐθεῖαν γραµµήν ἀγαγεῖν. 

♦ Καί πεπερασµένην εὐθεῖαν κατά τό συνεχές ἐν εὐθείας ἐκβαλεῖν. 

♦ Καί παντί κέντρῳ καί διαστήµατι κύκλον γράφεται. 

♦ Καί πάσας τάς ὀρθάς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι. 

♦ Καί ἐάν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐµπίπτουσα τά ἐντός καί ἐπί τά αὐτά µέρη 
γωνίας δύο ορθῶν ἐλλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλοµένας τάς δύο εὐθείας ἐπ’ 
ἂπειρον συµπίπτειν ἐφ’ ἃ µέρη εἰσίν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλλάσσονες. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. 
ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

 
1.1. Υπενθυµίσεις από την θεωρία πινάκων 
 
Έστω Α=(Aij) ένας  µxν  πίνακας. Ο πρώτος δείκτης (i) παίρνει τιµές από 1… µ και δηλώνει την γραµµή 
στην οποία βρίσκεται το στοιχείο Aij και ο δεύτερος (j)  παίρνει τιµές  από 1….ν και δηλώνει την στήλη. 
Έτσι A23 είναι το στοιχείο που βρίσκεται στην  2η γραµµή και την 3η στήλη. 
Ο ανάστροφος ΑΤ (transpose) ενός µxν πίνακα Α είναι  ένας νxµ πίνακας , ο οποίος προκύπτει από τον Α αν  
µετατρέψουµε τις γραµµές του Α σε στήλες και τις στήλες σε γραµµές. 
Για παράδειγµα το στοιχείο που βρίσκεται στην 2η γραµµή και 3η στήλη του ΑΤ  είναι το στοιχείο του Α που 
βρίσκεται στην 3η γραµµή και 2η στήλη. Εποµένως έχουµε: 

T
ij ji(A ) A=  

 

Σχόλια 

i. Ένας νx1 πίνακας Α έχει ν γραµµές και µία στήλη (πίνακας στήλη).  
Τα στοιχεία του για λόγους απλότητας δεν τα συµβολίζουµε µε Α11 , Α21 ,, …. , Αν1 , αλλά µε Α1 , Α2  …. , Αν.  
Το τυχαίο στοιχείο της i γραµµής το συµβολίζουµε µε Αi  i=1,2.. ν. 
ii. Ένας 1xν πίνακας Α έχει 1 γραµµή και ν στήλες (πίνακας γραµµή ).  
Τα στοιχεία του για λόγους απλότητας δεν τα συµβολίζουµε µε Α11 , Α12 …. , Α1ν , αλλά µε Α1 , Α2… . , Αν.  
Το τυχαίο στοιχείο της i στήλης συµβολίζεται επίσης µε Αi  i=1,2.. ν. 
iii. Ο ανάστροφος ενός πίνακα στήλη είναι ένας πίνακας γραµµή και αντιστρόφως 
 
Μεταξύ των πινάκων ορίζονται διάφορες πράξεις,  
 
1) Άθροισµα δύο (οµοειδών υποχρεωτικά ) πινάκων 
Έστω Α=(Aij) και Β=(Aij) δύο µxν πίνακες και λ∈ℜ 
Ονοµάζουµε άθροισµα των δύο πινάκων ένα  µxν πίνακα C που προκύπτει µε πρόσθεση των στοιχείων του 
Α µε τα αντίστοιχα στοιχεία του Β. Εποµένως έχουµε  
C=A+B ⇔ Cij = Aij + Bij  ή εν συντοµία (Α+Β)ij= Aij + Bij 
 
2) Πολλαπλασιασµός αριθµού µε πίνακα  
Ονοµάζουµε γινόµενο του αριθµού λ µε τον πίνακα Α έναν µxν πίνακα  που προκύπτει µε πολλαπλασιασµό 
κάθε στοιχείου του Α µε λ. ∆ηλαδή έχουµε: 
(λΑ)ij=λΑij. 
 
3) Πολλαπλασιασµός πινάκων  
Έστω Α ένας µxν πίνακας και Β ένας νxρ πίνακας. Ονοµάζουµε γινόµενο του Α µε τον Β έναν µxρ πίνακα C 
τα στοιχεία του οποίου προκύπτουν από την σχέση: 

ij ik kj
k 1

C A B
ν

=

= ∑  µε i=1…ν  και j=1….ρ ή εν συντοµία ij ik kj
k 1

(AB) A B
ν

=

= ∑  

Έτσι για παράδειγµα αν ο Α είναι ένας 2x3 πίνακας και ο Β ένας 3x4 πίνακας το γινόµενο του Α µε τον Β 
είναι ένας 2x4 πίνακας C . 
Το στοιχείο που βρίσκεται στη 2η γραµµή και 4η  στήλη του C έχει τιµή 

3

24 2k k4 21 14 22 24 23 34
k 1

C A B A B A B A B
=

= = + +∑ κλπ 

 
 
 
 



 4

Ειδικές περιπτώσεις: 

 
Έστω Α ένας µxν πίνακας,  Χ ένας 1xµ πίνακας γραµµή και Υ ένας νx1 πίνακας στήλη. Ορίζονται τότε τα 
γινόµενα ΧΑ (πίνακας γραµµή  , ΑΥ (πίνακας στήλη) , YX (νxµ πίνακας) από τις σχέσεις 

i k ki
k 1

(XA) A
ν

=

= Χ∑  

i ik k
k 1

(AY) A Y
ν

=

= ∑  

ij i j(YX) Y X=  
Έστω τώρα Α=(Αij ) ένας νxν τετραγωνικός πίνακας και Χ=(Xi) πίνακας στήλη νx1. 
Μπορούµε να ορίσουµε τα γινόµενα ΑΧ (πίνακας στήλη)  , ΧΤΑ (πίνακας γραµµή) , ΧΧΤ (νxν πίνακας ) , 
ΧΤΧ ( 1x1 πίνακας δηλαδή αριθµός) 

T T
i k ki k ki

k 1 k 1
(X A) A A

ν ν

= =

= Χ = Χ∑ ∑  

i ik k
k 1

(AX) A X
ν

=

= ∑  

T
k k

k 1
X X X X

ν

=

= ∑  

T
ij i j(XX ) X X=  

 
 
1.2.  Μεταθέσεις – Στροφές συστήµατος αναφοράς – Ορθογώνιοι πίνακες  
 
1.2.1.  Μεταθέσεις  
 
Θεωρούµε δύο τρισορθογώνια συστήµατα συντεταγµένων 
Ox1x2x3 και 1 2 3O x x x′ ′ ′ ′  µε παράλληλους άξονες. Έστω 

1 2 3b , b , b οι συντεταγµένες της αρχής Ο΄ ως προς Ο. 
Ένα τυχαίο σηµείο Μ του χώρου θα έχει συντεταγµένες 

1 2 3(x , x , x )ως προς το Ο και συντεταγµένες 
1 2 3(x , x , x )′ ′ ′ ως προς το Ο΄.  

Είναι γνωστή η σχέση που συνδέει της συντεταγµένες x΄ µε 
τις x.  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x x b
x x b
x x b

′ = +
′ = +
′ = +

 

Ορίζουµε τον πίνακα συντεταγµένων (πίνακας στήλη ) 

1

2

3

x
x x

x

 
 =  
  

 

Εποµένως η σχέση µετασχηµατισµού συντεταγµένων γίνεται x΄=x+b µε 

1

2

3

b
b b

b

 
 =  
  

   

Σε γλώσσα συνιστωσών οι παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί: i i ix x b′ = +    i=1,2,3 

Ο

x3

x2

Ο΄
x΄1

x΄3

x΄2

x1
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1.2.2.   Στροφές 
 
Θεωρούµε δύο ορθοκανονικά συστήµατα συντεταγµένων µε κοινή αρχή 
Ο≡Ο΄   
Ένα τυχαίο σηµείο Μ του χώρου θα έχει συντεταγµένες 1 2 3(x , x , x )ως 
προς το Ο και συντεταγµένες 1 2 3(x , x , x )′ ′ ′ ως προς το Ο΄.  
Ζητάµε την σχέση που έχουν οι συντεταγµένες x µε τις x΄. 
Έστω 1 2 3(e , e , e ) και 1 2 3(e , e , e )′ ′ ′ τα µοναδιαία διανύσµατα στους τρεις 
άξονες των Ο και Ο΄ αντιστοίχως.  
Έστω δε r  το διάνυσµα θέσης του Μ ως προς την κοινή αρχή. 

Ισχύει ότι 
3

1 2 3 i i
1 2 3 i i

i 1
r x e x e x e x e x e

=

= + + = =∑   

Για την τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε την συνθήκη άθροισης του Einstein σύµφωνα µε την οποία :  
Αν σε µια παράσταση εµφανίζεται ο ίδιος δείκτης σε άνω και κάτω θέση τότε υπονοείται άθροιση σε αυτόν 
το δείκτη και το σύµβολο της άθροισης παραλείπεται. 
Παράδείγµα: ij i1 i2 i3

j 1 2 3a u a u a u a u= + +  

Οµοίως για τις συντεταγµένες του διανύσµατος  r  στο άλλο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε  j
jr x e′ ′= . 

Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη έχουµε: 
j i

j ix e x e′ ′ =             (1.2.1) 

Επειδή τα ie′  είναι 3 γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα, κάθε άλλο διάνυσµα θα γράφεται σαν γραµµικός 
συνδυασµός αυτών.  
Εποµένως και τα ie  γράφονται σαν γραµµικός συνδυασµός των ie′ .  

Υπάρχει λοιπόν πίνακας i
mR (R )= έτσι ώστε    j

i i je R e′=        (1.2.2) 
Αντικαθιστώντας στην (1.2.1) έχουµε: 

j i j i j j j i
j i j i j i jx e x e x e x R e (x R x )e 0′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇔ = ⇔ − =  

Και επειδή τα ie′ γραµµικώς ανεξάρτητα    j j i
ix R x′ =        (1.2.3) 

Εκτός από τις 9 ποσότητες  i
jR  ορίζουµε τις ποσότητες ijR  και j

iR  µέσω της σχέσης j i
ij i jR R R= =   

( πχ 2 1
12 1 2R R R= = ).  

Όπως θα φανεί παρακάτω η ανάγκη ενός τέτοιου παράδοξου ορισµού είναι απαραίτητη, για να τηρήσουµε 
την συνθήκη άθροισης του Einstein ( και όχι µόνο) 
 
Για τον πίνακα R µπορούµε να αποδείξουµε το επόµενο 
 

Θεώρηµα 1.2.2.1. 

Ο πίνακας R όπως ορίζεται από την σχέση (1.2.2) ικανοποιεί την σχέση:   T TR R RR I= =  (1.2.4) 
 

Απόδειξη 

Επειδή το Ο είναι ορθοκανονικό για τα 9 εσωτερικά γινόµενα i je .e (συνηµίτονα κατευθύνσεως) θα ισχύει 

ότι : αν i=j τότε i je .e 1=  και αν i≠j τότε i je .e 0=  

Εποµένως m n mne .e = ε  (H Ευκλείδια µετρική, οποία σαν πίνακας συµπίπτει µε τον µοναδιαίο 3x3 πίνακα Ι) 
Αντικαθιστώντας τα e από την (1.2.2) έχουµε ότι: 

i j i j i j
m n mn i m j m mn m m i j mn m m ij mne .e (e R ).(e R ) R R (e .e ) R R′ ′ ′ ′= ε ⇔ = ε ⇔ = ε ⇔ ε = ε ⇔  

Ο
Ο΄

x3

x΄1

x2

x΄3

x΄2

x1

r

M
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i j T T
m ij n mn mn mnR R (R IR) R R Iε = ε ⇒ = Ι ⇒ =  

Από την τελευταία σχέση συµπεραίνουµε ότι οι R και RT είναι ο ένας αντίστροφος του άλλου και εποµένως  
TRR I= ▄ 

 
Αναζητούµε τώρα τις αντίστροφες σχέσεις των (1.2.2) και (1.2.3) . Συγκεκριµένα έχουµε το εξής  
 

Θεώρηµα 1.2.2.2. 

Ισχύουν οι σχέσεις: 
Α)   j

i i je R e′ =             (1.2.5) 

Β)   j j i
ix R x′=           (1.2.6) 

 

Απόδειξη 

Α)Έχουµε διαδοχικά: 
3 3 3 3 3 3

j
i i j i ji j mi i mi ji j j mi ji

j 1 i 1 i 1 j 1 j 1 i 1

e R e e R e R e R R e e R R
= = = = = =

′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = = ⇒∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  

3 3 3 3 3 3
T T

mi i j mi ij j mj j mj j j mi i
i 1 j 1 i 1 j 1 j 1 i 1

R e e R R e (RR ) e e e R e
= = = = = =

′ ′ ′ ′ ′= = = δ = ⇒ = ⇒∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

i
m m ie R e′ =  

 
Β) Για το Β µπορούµε αν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε την ίδια µέθοδο. Για λόγους ποικιλίας εναλλακτικά 
µπορούµε να κάνουµε την εξής απόδειξη: 
Έχουµε ότι T T 1RR I R R−= ⇒ =  

Επίσης 
3

j j i 1 1 T i T j
i ij

j 1

x R x x R x R x R R x x R x x R x− −

=

′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒∑  

3
i j i i j

ji j
j 1

x R x x R x
=

′ ′= ⇒ =∑   ▄ 

Για το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µπορούµε να αποδείξουµε το εξής  
 

Θεώρηµα 1.2.2.3. 

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι αναλλοίωτο κάτω από µετασχηµατισµούς ορθοκανονικών 
συστηµάτων συντεταγµένων (στροφές) . 

 
Απόδειξη 

Έστω u και υ  δύο διανύσµατα του χώρου µε συντεταγµένες ui και υi  .  

Έστω δε 

1

2

3

u
u u

u

 
 =  
  

 και 

1

2

3

 υ
 υ = υ 
 υ 

 οι αντίστοιχοι πίνακες συντεταγµένων.  

Το εσωτερικό  γινόµενο τον δύο διανυσµάτων στο πρώτο σύστηµα συντεταγµένων είναι: 
u . υ=u1υ1+ u2υ2+u3υ3=uTυ=υΤu 
Στο δεύτερο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε: T T T T T Tu (Ru) (R ) u R R u I u′ ′υ = υ = υ = υ = υ . ▄ 
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Έστω τώρα ένα διάνυσµα u του χώρου µε πίνακα συντεταγµένων u. Το τετράγωνο του µέτρου του είναι το 
εσωτερικό γινόµενο 2 1 2 2 2 3 2| u | u.u (u ) (u ) (u )= = + +  
Σε γλώσσα πινάκων έχουµε ότι 2 T| u | u u=  
Για να γράψουµε το µέτρο του διανύσµατος σε γλώσσα συντεταγµένων µε συµπαγή τρόπο ορίζουµε τους 
εξής περίεργους (ταυτοτικούς) πίνακες και κάνουµε τις εξής συµφωνίες: 
Ορίζουµε τον Ευκλείδιο  µετρικό τανυστή µε δύο δείκτες κάτω:  11 22 33 1ε = ε = ε =    

Ορίζουµε τον Ευκλείδιο  µετρικό τανυστή µε δύο δείκτες άνω: 11 22 33 1ε = ε = ε =   
Ορίζουµε τον δέλτα του Kronecker µε ένα δείκτη άνω και ένα δείκτη κάτω: 1 2 3

1 2 3 1δ = δ = δ =  
Τα στοιχεία και των τριών πινάκων είναι µηδέν όταν οι δείκτες είναι άνισοι 
Θεωρούµε τώρα µια ποσότητα µε καθορισµένη διάταξη δεικτών.  
Αν κάποιος δείκτης είναι κάτω (συναλλοίωτος δείκτης) µπορεί να ανυψωθεί µε τον πίνακα εij  
Αν κάποιος δείκτης είναι πάνω (ανταλλοίωτος) δείκτης µπορεί να υποβιβαστεί µε τον πίνακα εij  
 

Παράδειγµα 1:  

Έστω ότι έχουµε το ανταλλοίωτο διάνυσµα ai . Μπορούµε να ορίσουµε το συναλλοίωτο διάνυσµα ai από την 
σχέση j

i ija a= ε  (εννοείται  η άθροιση στο j) 
 
Παράδειγµα 2: Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα ανταλλοίωτο τανυστή (πίνακας Αij) µπορούµε να ορίσουµε 
τον αντίστοιχο µικτό και τον αντίστοιχο συναλλοίωτο µέσω των σχέσεων: 

i im
j mjA A= ε  και mn

ij im njA A= ε ε  
 

Σχόλια 

Προφανώς επειδή ο εij είναι ο ταυτοτικός πίνακας οι τιµές των συντεταγµένων του ανταλλοίωτου και του 
συναλλοίωτου διανύσµατος συµπίπτουν και εποµένως ίσως να αναρωτηθεί κανείς τον λόγο ύπαρξης αυτών 
των περίεργων ορισµών. Η ανάγκη τους προκύπτει φυσιολογικά σε γενικευµένα συστήµατα συντεταγµένων, 
στα οποία ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα και το συζυγές συναλλοίωτο διάνυσµα έχουν και διαφορετικές τιµές 
συνιστωσών και κυρίως διαφορετικό νόµο µετασχηµατισµού. Σε αυτό το στάδιο ας θεωρήσουµε ότι τα 
παραπάνω είναι αποτέλεσµα µιας ιδιοτροπίας µε στόχο τη σωστή διαχείριση της θέσης των δεικτών. 
O πίνακας j

iR  προκύπτει από τον πίνακα i
jR  µε την παραπάνω διαδικασία 

 
Υιοθετώντας τις παραπάνω συµφωνίες το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µπορεί να γραφεί:  

i j i i
ij i iu. u u uυ = ε υ = υ = υ          (1.2.7) 

Το τετράγωνο του µέτρου ενός  διανύσµατος γράφεται ως: 

2 i j i
ij i| u | u.u u u u u= = ε =          (1.2.8) 

Η βασική ιδιότητα του πίνακα στροφής RRT=I µπορεί να γραφεί : 
3 3 3 3

T mn T mn
ij ij im nj ij im jn ij

m 1 n 1 m 1 n 1
RIR (RIR ) R R R RΤ

= = = =

= Ι ⇒ = ε ⇒ ε = δ ⇒ ε =ε ⇒∑∑ ∑∑  

i mn j ij
m nR Rε = ε           (1.2.9) 

Οµοίως η σχέση RTR=Ι γίνεται: 
3 3 3 3

T T T mn mn
ij ij im nj ij mi nj ij

m 1 n 1 m 1 n 1
R IR (R IR) R R R R

= = = =

= Ι ⇒ = ε ⇒ ε =ε ⇒ ε =ε ⇒∑∑ ∑∑  
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m n
i mn j ijR Rε = ε           (1.2.10) 

 
Θεωρούµε τώρα τον µετασχηµατισµό x Rx b′ = +  µε R  πίνακα στροφής,.  
Ο µετασχηµατισµός αυτός αντιστοιχεί προφανώς σε στροφή και µετάθεση του συστήµατος συντεταγµένων 
και εν γένει δεν διατηρεί ούτε το εσωτερικό γινόµενο ούτε το µέτρο ενός διανύσµατος. ∆ιατηρεί όµως την 
απόσταση δύο σηµείων.  Η ιδιότητα αυτή φαίνεται ως εξής:  
 
Έστω Μ1 και Μ2 δύο σηµεία του χώρου  
Τα διανύσµατα θέσης των δύο σηµείων ως προς τα δύο συστήµατα συντεταγµένων έχουν πίνακες 
συντεταγµένων (1)x  , (2)x  , (1)x′  , (2)x′  (ο δείκτης  µέσα στην παρένθεση απαριθµεί σηµεία και όχι 
συντεταγµένες).  
Το διάνυσµα που συνδέει τα δύο σηµεία έχει πίνακα συντεταγµένων  (2) (1)x x x∆ = − στο ένα σύστηµα 

συντεταγµένων και  (2) (1)x x x′ ′ ′∆ = −  στο άλλο. 

Από τον µετασχηµατισµό έχουµε: (1) (1)x Rx b′ = + και (2) (2)x Rx b′ = + .  
Αφαιρώντας κατά µέλη προκύπτει ότι x R x′∆ = ∆ .  
Από τα εκτεθέντα παραπάνω έχουµε ότι 

2 i j 2
ij| x | x x | x |′∆ = ε ∆ ∆ = ∆          (1.2.11) 

Αν τα σηµεία είναι απειροστά κοντά τότε το τετράγωνο της απειροστής απόστασής τους γράφεται:  

2 i j 2
ijdl dx dx dl′= ε =           (1.2.12) 

 
1.2.3.  Ορθογώνιοι πίνακες 
Ένας πίνακας R 3x3 καλείται ορθογώνιος όταν ικανοποιεί την σχέση    T TR R RR I= =   (1.2.13) 
 

Ιδιότητες  

i) Το σύνολο των ορθογωνίων πινάκων αποτελεί οµάδα µε πράξη των πολλαπλασιασµό πινάκων.  
ii) Επειδή το πρώτο µέλος της σχέσης (1.2.13) είναι ένας συµµετρικός 3x3 πίνακας, η σχέση αυτή 

επιβάλλει 6 περιορισµούς στα 9 στοιχεία του πίνακα R αφήνοντας τα υπόλοιπα 3 απροσδιόριστα. 
Εποµένως ένας ορθογώνιος πίνακας µπορεί να περιέχει εν γένει 3 ελεύθερες παραµέτρους.  

iii) Παίρνοντας ορίζουσες και των δύο µελών της (1.2.13) και λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι |R|=|RT| 
καταλήγουµε στην σχέση |R|2=1⇒|R|=±1.  

iv) Το υποσύνολο των ορθογωνίων πινάκων µε ορίζουσα +1 περιέχει τις πραγµατικές στροφές (κινή-
σεις) του συστήµατος συντεταγµένων και αποτελεί υποοµάδα του συνόλου των ορθογωνίων 
πινάκων, ενώ το υποσύνολο µε ορίζουσα –1 περιέχει τις κατοπτρικές συµµετρίες ή συνδυασµούς 
στροφών και κατοπτρικών συµµετριών και δεν αποτελεί υποοµάδα (δεν περιέχει το µοναδιαίο 
πίνακα) .  
Για παράδειγµα ας θεωρήσουµε τον µετασχηµατισµό x΄=y και y΄=x (αλλαγή στα ονόµατα των 

αξόνων ). Ο µετασχηµατισµός αυτός περιγράφεται από τον πίνακα 
0 1

R
1 0

 
=  

 
 ο οποίος είναι 

ορθογώνιος µε |R|=-1.  
To σύστηµα συντεταγµένων που ορίζει δεν µπορεί να προκύψει µε κίνηση του αρχικού.  
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1.3.  Παραµετρική µορφή καµπύλης –Επαναπαραµετροποίηση καµπύλης 
 
1.3.1.   Παραµετρική µορφή καµπύλης  
 
Ας θεωρήσουµε µια γραµµή στο επίπεδο. Ένας συνήθης τρόπος για να περιγράψουµε την γραµµή µε 
συντεταγµένες είναι µια συνάρτηση f(x). Η γραµµή είναι το σύνολο των σηµείων Μ(x,y) του επιπέδου µε 
y=f(x).  
Ένας «πρωτόγονος» τρόπος για να σχεδιάσουµε την γραµµή σε ένα χιλιοστοµετρικό χαρτί είναι να βάλουµε 
αυθαίρετες τιµές στο x να βρούµε από τον τύπο της συνάρτησης τις αντίστοιχες τιµές του y , να 
σηµειώσουµε στο επίπεδο τα σηµεία (x,y) και να χαράξουµε την γραµµή. 
Αναφέρουµε ενδεικτικά µερικά µειονεκτήµατα αυτού του τρόπου έκφρασης της εξίσωσης µιας γραµµής. 
Αν η γραµµή έχει ευθύγραµµο τµήµα παράλληλο στον άξονα y δεν περιγράφεται µε τον παραπάνω τρόπο. 
Μπορεί  η γραµµή να µην περιγράφεται µόνο από µια συνάρτηση, αλλά από δύο η περισσότερους κλάδους. 
Για παράδειγµα ο κύκλος µε κέντρο την αρχή και ακτίνα R περιγράφεται από τους κλάδους 

2 2y R x= − και 2 2y R x= − −  

Στα σηµεία που η γραµµή έχει εφαπτοµένη παράλληλη στον άξονα y η αντίστοιχη συνάρτηση δεν είναι 
παραγωγίσιµη. Πχ η εφαπτοµένη του παραπάνω κύκλου στο σηµείο (R,0). 
Ένας εναλλακτικός τρόπος να εκφράσουµε την εξίσωση  µιας γραµµής είναι η λεγόµενη παραµετρική 
µορφή.  
Οι δύο συντεταγµένες x και y δίνονται συναρτήσει µιας παραµέτρου λ: έχουµε δηλαδή δύο συναρτήσεις  
f 1(λ) και f 2(λ) και η γραµµή είναι το σύνολο των σηµείων Μ(x,y) του επιπέδου µε x= f1(λ) και y= f2(λ). 
Προφανώς αν θέλουµε να σχεδιάσουµε την γραµµή πρέπει να βάλουµε αυθαίρετες τιµές στο λ, να βρούµε 
από τους τύπους των συντεταγµένων της γραµµής τις αντίστοιχες τιµές των x και y, να σηµειώσουµε στο 
επίπεδο τα σηµεία (x,y) και να χαράξουµε την γραµµή.  
Αν τέλος θέλουµε να γράψουµε την εξίσωση της γραµµής στην µορφή y=f(x) θα πρέπει να κάνουµε 
απαλοιφή της παραµέτρου λ. 

 
Παραδείγµατα 

1)Η γραµµή µε εξισώσεις συντεταγµένων x=λ2 και y=7λ2 είναι η ευθεία µε εξίσωση y=7x 
2)Η γραµµή µε εξισώσεις συντεταγµένων x=ρcosλ και y=ρsinλ είναι ο κύκλος µε εξίσωση x2+y2=ρ2 . 
3) Η ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα y και διέρχεται από το σηµείο (3,0) έχει παραµετρική εξίσωση 
την x=3 , y=λ 
4) Αν έχουµε µια καµπύλη στην µορφή y=f(x) µπορούµε να θεωρήσουµε το x σαν παράµετρο λ και να 
γράψουµε την εξίσωση της καµπύλης σε παραµετρική µορφή (x=λ , y=f(λ) ) 
 
 
Αν µια γραµµή δίνεται σε παραµετρική µορφή x=x(λ) και y=y(λ) τότε το διάνυσµα θέσης των σηµείων της 
καµπύλης είναι το r( ) x( ) i y( ) jλ = λ + λ  

Η ταχύτητα της καµπύλης ορίζεται να είναι το διάνυσµα 
dr( )( ) x ( ) i y ( ) j

d
λ ′ ′υ λ = = λ + λ
λ

 

Η επιτάχυνση a  της καµπύλης ορίζεται να είναι το διάνυσµα 
d ( )a( ) x ( ) i y ( ) j

d
υ λ ′′ ′′λ = = λ + λ

λ
 

Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα τον  κύκλο µε διάνυσµα θέσης r R(Cos i Sin j)= λ + λ  

Η ταχύτητα της καµπύλης είναι το διάνυσµα R( Sin i Cos j)υ = − λ + λ . 

Με λ=0 (σηµείο (R,0) ) είναι Rjυ =  που είναι παράλληλη στον άξονα y. 
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1.3.2.  Επαναπαραµετροποίηση Καµπύλης 
 
Η εξίσωση µιας γραµµής σε παραµετρική µορφή δεν είναι µοναδική. Για παράδειγµα οι παραµετρικές 
εξισώσεις (x=λ , y=7λ) και (x=3Sinλ , y=21Sin λ) απεικονίζονται στην ίδια γραµµή (την ευθεία y=7x) 
Εποµένως για την έκφραση µιας γραµµής σε παραµετρική µορφή υπάρχει ελευθερία επιλογής παραµέτρου. 
Για να αλλάξουµε παράµετρο θεωρούµε την παράµετρο λ σαν συνάρτηση µιας άλλης παραµέτρου µ και 
εκφράζουµε τα x και y συναρτήσει του µ. 

Παράδειγµα 

Θεωρούµε την γραµµή µε παραµετρική εξίσωση x=λ και y = λ  µε λ>0. Θέτουµε λ=µ2 και εποµένως x=µ2  
και y=µ µε µ>0. 
Μια παράµετρος µε ιδιαίτερη σηµασία στην θεωρία των καµπυλών είναι το µήκος s της καµπύλης .  
Η επαναπαραµετροποίηση συναρτήσει του µήκους s της καµπύλης µπορεί να γίνει ως εξής:.  
Έστω η καµπύλη µε εξίσωση r( ) x( ) i y( ) jλ = λ + λ  
Θεωρούµε δύο σηµεία της καµπύλης απειροστά κοντά: Η απόσταση των δύο σηµείων είναι  

2 2 2 2ds dx dy x΄ ( ) y ( ) d′= + = λ + λ λ  

Η παραπάνω σχέση είναι µια διαφορική εξίσωση από την οποία εκφράζουµε το λ συναρτήσει του s. 
 

Παράδειγµα 

Θεωρούµε τον κύκλο µε παραµετρική εξίσωση r R(Cos i Sin j)= λ + λ  
Προφανώς ισχύει ότι dx=-Rsinλ dλ και dy=RCosλ dλ. 

Ενεργώντας όπως παραπάνω έχουµε 2 2ds dx dy R d s R C= + = λ ⇒ = λ +  
Για να «βγάλουµε το dλ εκτός ρίζας» υποθέσαµε ότι µετράµε το µήκος κατά την κατεύθυνση αύξησης του λ 
(δηλαδή αν dλ>0 τότε και ds>0) 
Θεωρούµε σαν αρχή µετρήσεως των µηκών, το σηµείο (R,0) . Εποµένως µε λ=0 είναι και s=0.  
Έτσι έχουµε C=0.  
Λύνοντας ως προς λ αντικαθιστώντας στην παραµετρική εξίσωση της καµπύλης έχουµε 

s sr R(Cos i Sin j)
R R

= +  

Σχόλια 

Σ1) Αν θεωρήσουµε σαν παράµετρο της καµπύλης το µήκος της τότε η παραµετρική εξίσωσή της είναι 
µοναδική (µε µοναδική ελευθερία την επιλογή της αρχής µετρήσεως των µηκών και την κατεύθυνση 
κίνησης κατά µήκος της καµπύλης) 

Σ2) Αν χρησιµοποιήσουµε σαν παράµετρο το µήκος της καµπύλης τότε η ταχύτητα της καµπύλης είναι 
µοναδιαίο διάνυσµα. Αυτό µπορεί να φανεί ως εξής:  
Έστω r x(s) i y(s) j= + το διάνυσµα θέσης των σηµείων της καµπύλης.  

Η ταχύτητα της καµπύλης είναι 
dr(s) x (s) i y (s) j

ds
′ ′υ = = +  

Με µέτρο
2 2 2 2

2 2 2
2

dx dy (dx) (dy)| | x (s) y (s) 1
ds ds (ds)

+   ′ ′υ = + = + = =   
   
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1.4.  Συναρτησοειδή –Συναρτησοειδές του Dirac 
 
 
1.4.1.  Τα µαθηµατικά  
 
Ας θεωρήσουµε µια πραγµατική συνάρτηση f : →R R .  
Όπως γνωρίζουµε η συνάρτηση αυτή απεικονίζει σε κάθε πραγµατικό αριθµό x άλλο πραγµατικό αριθµό 
f(x).  
Οι πραγµατικές συναρτήσεις δεν είναι οι µόνες απεικονίσεις που χρησιµοποιούµε στα µαθηµατικά και στην 
Φυσική. Όταν µετράµε τα βιβλία σε µια βιβλιοθήκη στην πραγµατικότητα χρησιµοποιούµε µια απεικόνιση 
που σε κάθε βιβλίο αντιστοιχεί έναν φυσικό αριθµό. Η ένταση ενός ηλεκτρικού πεδίου είναι µια απεικόνιση 
που σε κάθε σηµείο του χώρου (διάνυσµα θέσης) απεικονίζει ένα άλλο διάνυσµα (διάνυσµα της έντασης).  
Υπάρχουν απεικονίσεις που σε κάθε συνάρτηση απεικονίζουν έναν αριθµό.  
Τέτοιες απεικονίσεις ονοµάζονται συναρτησοειδή. 
Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων στο [0,1] το οποίο 
συµβολίζουµε µε C[0,1].  
Ορίζουµε ένα συναρτησοειδές T : C[0,1] → R µέσω της σχέσης: 

1

0

T(f ) f (x)dx= −∫  

Μέσω της παραπάνω σχέσης  αντιστοιχούµε σε κάθε συνεχή συνάρτηση έναν αριθµό.  

Θεωρούµε για παράδειγµα την συνάρτηση f µε f(x)=x2. Τότε 
1 1

2

0 0

1T(f ) f (x)dx x dx
3

= − = − = −∫ ∫  

Θεωρούµε τώρα το σύνολο ℑ των συναρτήσεων f που είναι παραγωγίσιµες στο [0,1] µε f(1)=0. 

Ορίζουµε ένα δεύτερο συναρτησοειδές S : ℑ → R  έτσι ώστε 
1

0

S(f ) x f (x)dx′= ∫  

Για την συνάρτηση φ µε φ(x)=x2 -1∈ ℑ  έχουµε 
1 1

2

0 0

2S( ) x (x)dx 2x dx
3

′φ = φ = =∫ ∫  

και  
1 1 1

2

0 0 0

2T( ) (x)dx x dx dx
3

φ = − φ = − + =∫ ∫ ∫  

∆ιαπιστώνουµε ότι Τ(φ)=S(φ) 
 
Θεωρούµε τώρα µια τυχαία συνάρτηση g∈ ℑ . Θα δείξουµε ότι T(g)=S(g) 

1 1 1 1 1
1
0

0 0 0 0 0

S(g) xg (x)dx xdg(x) xg(x) | g(x)dx g(1) (x)dx 0 g(x)dx T(g)′= = = − = − φ = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Βλέπουµε δηλαδή ότι Τ(g)=S(g) για κάθε g∈ ℑ . Εποµένως Τ=S στο ℑ  
 
Έχουµε λοιπόν τον εξής ορισµό: ∆ηλαδή δύο συναρτησοειδή λέγονται  ίσα αν η τιµή τους για κάθε 
συνάρτηση του προκαθορισµένου συνόλου συναρτήσεων είναι η ίδια.  
Στο παράδειγµα που εξετάσαµε ο περιορισµός του Τ στο ℑ και το S είναι ίσα συναρτησοειδή. 
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1.4.2.  To φυσικό πρόβληµα 
 
Θεωρούµε µια τυχαία κατανοµή ηλεκτρικού φορτίου στο χώρο µε 
συνολικό φορτίο Q. Σε κάθε σηµείο Μ του χώρου µε διάνυσµα θέσης x  

µπορούµε να ορίσουµε την πυκνότητα φορτίου 
dq(x)
dV

ρ =  (1.4.1) 

όπου dq το φορτίο που περιέχεται σε ένα στοιχειώδες ορθογώνιο όγκου 
dV µε κέντρο το σηµείο Μ. 
Από την σχέση (1.4.1) έχουµε dq (x)dV= ρ  
Το συνολικό φορτίο Q µπορούµε να το βρούµε αθροίζοντας τα 
στοιχειώδη φορτία και εποµένως  

Q dq (x)dV (x)dxdydz= = ρ = ρ∫ ∫ ∫∫∫    (1.4.2) 

 
Θεωρούµε τώρα ένα ακίνητο σηµειακό φορτίο q στην αρχή ενός συστήµατος συντεταγµένων.  
Πόση είναι η πυκνότητα φορτίου (x)ρ ; 
Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό ας βρούµε τις ιδιότητες που πρέπει να έχει 
Ι1) Για x 0≠  πρέπει (x) 0ρ =  (δεν υπάρχει φορτίο παρά µόνο στη θέση x 0= )   (1.4.3) 

Ι2) q (x)dV= ρ∫           (1.4.4) 

Θέτουµε (x) q (x)ρ = δ  και οι  (1.4.3) και (1.4.4) είναι ισοδύναµες µε 

(x) 0δ = για x 0≠  και (x)dV 1δ =∫  

Όπως εύκολα καταλαβαίνει κανείς συνάρτηση (µε την συνήθη έννοια του όρου) που να ικανοποιεί τις δύο 
παραπάνω απαιτήσεις δεν υπάρχει.  
 
 
1.4.3.  Η µαθηµατική επίλυση του προβλήµατος 
 
Η παράσταση (x)δ µπορεί να ορισθεί αυστηρά χρησιµοποιώντας την έννοια του συναρτησοειδούς (για την 
ακρίβεια είναι συναρτησοειδές)  
Στην µια διάσταση µπορούµε να ορίσουµε το συναρτησοειδές : C[0,1] → RM µε (f ) f (0)=M .  

Την τιµή του συναρτησοειδούς M για µια συνάρτηση f  την συµβολίζουµε (όχι τυχαία) µε (x)f (x)dxδ∫ . 

Εποµένως έχουµε εξ ορισµού: (f ) : (x)f (x)dx f (0)= δ =∫M  

 

Σχόλια 

1) Ο συµβολισµός της τιµής (f )M του συναρτησοειδούς M για µια συνάρτηση f µε ολοκλήρωµα δεν 
είναι τυχαίος: Το συναρτησοειδές αυτό έχει αρκετές ιδιότητες που θυµίζουν ολοκλήρωµα (θυµηθείτε το 
σύµβολο του Leibnitz για την παράγωγο , η οποία ενώ δεν είναι πηλίκο έχει ιδιότητες που τις επιτρέπουν 
να συµπεριφέρεται σαν πηλίκο) 

2) Το ολοκλήρωµα στον παραπάνω συµβολισµό επεκτείνεται σε όλο το R ( από - ∞ έως + ∞) 
3) Κατά την απόδειξη ιδιοτήτων του συναρτησοειδούς M χρησιµοποιούµε τις ιδιότητες του 

ολοκληρωτικού λογισµού σαν να υπήρχε πραγµατικά η συνάρτηση δ(x). 
 
Για την “συνάρτηση” δ µπορούµε να αποδείξουµε τις επόµενες ιδιότητες: 

1) 0 0f (x) (x x )dx f (x )δ − =∫         (1.4.5) 

x

z

y

x

M
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2) 0(x x )dx 1δ − =∫           (1.4.6) 

3) (x y) (y x)δ − = δ −          (1.4.7) 

Απόδειξη 

1) Θέτουµε 0 0z x x x x z dx dz= − ⇒ = + ⇒ = και 0(z) f (x z)φ = + .  

Έχουµε διαδοχικά:   0 0 0f (x) (x x )dx f (x z) (z)dz (z) (z)dz (0) f (x )δ − = + δ = φ δ = φ =∫ ∫ ∫  

2) Θεωρώντας την συνάρτηση f µε f(x)=1 η ιδιότητα 1) µετατρέπεται στην 2) 

3) Θεωρούµε µια τυχαία συνεχή συνάρτηση f(x). Θα δείξουµε ότι f (x) (x y)dx f (x) (y x)dx
+∞ +∞

−∞ −∞

δ − = δ −∫ ∫  

Για το πρώτο µέλος από την ιδιότητα (1) έχουµε: f (x) (x y)dx f (y)
+∞

−∞

δ − =∫  

Για τον υπολογισµό του δεύτερου µέλους κάνουµε την αλλαγή µεταβλητής: z y x dz dx= − ⇒ = −  

Εποµένως: f (x) (y x)dx f (z y) (z)dz f (z y) (z)dz f (0 y) f (y)
+∞ −∞ +∞

−∞ +∞ −∞

δ − = − + δ = + δ = + =∫ ∫ ∫ ▄ 

 
Οµοίως µπορούµε να ορίσουµε το συναρτησοειδές του Dirac σε δύο διαστάσεις:  
Έστω 2f : →R R συνεχής συνάρτηση (παργµατική συνάρτηση δυο πραγµατικών µεταβλητών) 
Ισχύει ότι  

1 2 1 2 1 2f (x , x ) (x , x )dx dx f (0,0)δ =∫∫  

η σε ποιο συµπαγή µορφή θέτουµε: 
1 2x (x , x )=   ,  1 2f (x , x ) f (x)=  ,  1 2 2(x , x ) (x)δ = δ και 1 2 2dx dx d x=  

και η παραπάνω σχέση γίνεται: 
2 2f (x) (x)d x f (0)δ =∫          (1.4.8) 

Για το συναρτησοειδές 2 (x)δ µπορούµε να αποδείξουµε τις εξής ιδιότητες 

1) 2 2
0 0f (x) (x x )d x f (x )δ − =∫         (1.4.9) 

2) 2 1 2(x) (x ) (x )δ = δ δ          (1.4.10) 
3) 2 1 1 2 2

0 0 0(x x ) (x x ) (x x )δ − = δ − δ −         (1.4.11) 

4) 2 2(x y) (y x)δ − = δ −          (1.4.12) 

Απόδειξη 

1) Θέτουµε 0y x x= −  ( 1 1 1
0y x x= −  και 2 2 2

0y x x= −  )  

Εποµένως 2 1 2 1 2 2d y dy dy dx dx d x= = =  
Το πρώτο µέλος της αποδεικτέας γίνεται:  

2 2 2 2
0 0 0f (x) (x x )d x f (y x ) (y)d y f (x )δ − = + δ =∫ ∫  

2) Θεωρούµε µια τυχαία συνάρτηση f.  
Η τιµή του συναρτησοειδούς του πρώτου µέλους για την συνάρτηση f  είναι: 2 2f (x) (x)d x f (0)δ =∫  

Οµοίως για το συναρτησοειδές του δεύτερου µέλους έχουµε: 

{ }1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1f (x) (x ) (x )d x f (x , x ) (x ) (x )dx dx (x ) f (x , x ) (x )dx dxδ δ = δ δ = δ δ∫ ∫∫ ∫ ∫  

Το ολοκλήρωµα µέσα στην παρένθεση ισούται µε f(x1,0) . Εποµένως έχουµε: 
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1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1f (x) (x ) (x )d x f (x , x ) (x ) (x )dx dx (x )f (x ,0)dx f (0,0) f (0)δ δ = δ δ = δ = =∫ ∫∫ ∫  

Αφού η τιµές των δύο συναρτησοειδών σε τυχαία συνάρτηση είναι ίσες και τα συναρτησοειδή είναι ίσα. 
3) Αποδεικνύεται όπως η 2) 
4) Αποδεικνύεται όπως και στην µία διάσταση 
 

Σχόλιο 

Οι  παραπάνω ορισµοί µπορούν να επεκταθούν και σε περισσότερες από δύο διαστάσεις 
Ενδεικτικά αναφέρουµε ορισµούς και ιδιότητες στις 3 και 4 διαστάσεις . 
Στις 3 διαστάσεις ορίζεται η 3 (x)δ  η οποία σε τυχαία συνάρτηση  3 µεταβλητών f , δρα ως εξής: 

3 3f (x) (x)d x f (0)δ =∫  

Οµοίως µπορούµε να αποδείξουµε ότι 3 1 1 2 2 3 3
0 0 0 0(x x ) (x x ) (x x ) (x x )δ − = δ − δ − δ −  κλπ 

Άσκηση 

Έστω 2f : →R R συνεχής συνάρτηση. Έστω δε τυχαία ευθεία (ε) 
του επιπέδου , σηµείο Α(x1,y1)  που δεν ανήκει  στην ευθεία , 
Β(x2,y2) σηµείο της ευθείας και Μ(x,y)  «κινητό» σηµείο της 
ευθείας..  

Να δειχθεί η σχέση 2f (AM) (x x )dx f (AB)
+∞

−∞

δ − =∫  

Απόδειξη 

Έστω y=ax+b η εξίσωση της ευθείας.  Ισχύει ότι  

1 1 1 1f (AM) f (x x , y y ) f (x x ,ax b y )= − − = − + −  

2 1 2 1 2 1 2 1f (AB) f (x x , y y ) f (x x ,ax b y )= − − = − + −  
Για το πρώτο µέλος της αποδεικτέας έχουµε: 

2 1 1 2 2 1 2 1f (AM) (x x )dx f (x x ,ax b y ) (x x )dx f (x x ,ax b y ) f (AB)
+∞ +∞

−∞ −∞

δ − = − + − δ − = − + − =∫ ∫  

 

1.4.4. Παραδείγµατα από τη φυσική 
1) Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο ηλεκτρικού φορτίου q ακίνητο (ως προς κάποιο σύστηµα συντεταγµένων ) 

στην θέση 0x . Η πυκνότητα φορτίου στο χώρο είναι 3
0(x) q (x x )ρ = δ −  

2) Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο ηλεκτρικού φορτίου q που κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ  και την στιγµή 
t=0 διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Το διάνυσµα θέσης του qx σε κάθε χρονική στιγµή δίνεται από 

την σχέση qx t= υ . Στην περίπτωση αυτή, η πυκνότητα φορτίου σε κάθε σηµείο του χώρου εξαρτάται 
και από τη θέση του σηµείου και από την χρονική στιγµή. Είναι δηλαδή χωροχρονική συνάρτηση 

(t, x)ρ . Η σχέση που την προσδιορίζει είναι προφανώς η εξής: 
3 3

q(t, x) q (x x ) (t, x) q (x t)ρ = δ − ⇒ ρ = δ − υ  
3) Η πυκνότητα ρεύµατος που αντιστοιχεί στην κίνηση του φορτίου είναι: 

3 3
qJ(t, x) q (x x ) J(t, x) q (x t)= υδ − ⇒ = υδ − υ  

 

Α(x1,y1)

Β(x2,y2)
Μ(x,y x

y

(ε)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. 
Α∆ΡΑΝΕΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΝΑΦΟΡΑΣ  

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΑΛΙΛΑΙΟΥ 
 
2.1. Αδρανειακά Συστήµατα αναφοράς 
Τα διάφορα γεγονότα συµβαίνουν στο χώρο και στο χρόνο. Για να προσδιορίσουµε την θέση ενός γεγονότος 
στο χώρο χρειαζόµαστε ένα (συνήθως ) ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων. Για να προσδιορίσουµε την 
θέση του στο χρόνο χρειαζόµαστε ένα χρονόµετρο.  
Με την έννοια χωροχρονικό σύστηµα αναφοράς εννοούµε ένα χωρικό σύστηµα συντεταγµένων 
εφοδιασµένο µε πανοµοιότυπα συγχρονισµένα χρονόµετρα. 
Η χωροχρονική θέση ενός γεγονότος καθορίζεται από την τετράδα (πίνακας στήλη) 

Χ=(xµ )=(t,xi)= 
1

2

3

t
x t
x x
x

 
     =     
 
 

         (2.1.1) 

 
Στα επόµενα θεωρούµε ότι οι ελληνικοί δείκτες είναι χωροχρονικοί δείκτες και παίρνουν τιµές από 0 έως 3 
ενώ οι λατινικοί δείκτες είναι χωρικοί και παίρνουν τιµές από 1 έως 3. 
Σχετικά µε τα συστήµατα αναφοράς τίθεται το εξής ερώτηµα: 
Είναι όλα τα συστήµατα αναφοράς κατάλληλα για την περιγραφή των νόµων της φυσικής; 
Όπως γνωρίζουµε, η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα είναι αρνητική  
Τα συστήµατα αναφοράς που είναι κατάλληλα για την περιγραφή των νόµων της Φυσικής ονοµάζονται 
αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. Συγκεκριµένα έχουµε τον εξής ορισµό: 
Αδρανειακό (ΑΣΑ) λέγεται ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο ισχύει ο πρώτος νόµος του Newton δηλαδή ένα 
σύστηµα αναφοράς στο οποίο το ελεύθερο σωµάτιο εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση. 
Ο πρώτος νόµος του Newton είναι ο νόµος εκείνος , ο οποίος αξιώνει την ύπαρξη τέτοιων συστηµάτων 
Για τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς έχουµε τις εξής ιδιότητες: 
Ένα σύστηµα αναφοράς το οποίο εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς είναι επίσης αδρανειακό σύστηµα αναφοράς 
Ένα σύστηµα αναφοράς το οποίο εκτελεί επιταχυνόµενη κίνηση ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς δεν είναι αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. 
 
  
2.2. Μετασχηµατισµός Γαλιλαίου 
 
Θεωρούµε δύο ορθοκανονικά αδρανειακά συστήµατα αναφοράς Οx1x2x3 και 1 2 3O x x x′ ′ ′ ′ .  
Υποθέτουµε ότι η µονάδα µέτρησης του µήκους καθώς και η µονάδα µέτρησης του χρόνου είναι ίδια και 
στα δύο συστήµατα συντεταγµένων. 
Θεωρούµε ένα συγκεκριµένο χωροχρονικό σηµείο και αναζητούµε την σχέση που έχουν οι συντεταγµένες 
του σηµείου αυτού στο ένα σύστηµα συντεταγµένων µε τις συντεταγµένες του στο άλλο. 
Για να επιλύσουµε το παραπάνω πρόβληµα θεωρούµε τις εξής ειδικές περιπτώσεις όσον αφορά την σχετική 
θέση και κίνηση των δύο ΑΣΑ. 
 
 
2.2.1.  Χρονικές µεταθέσεις  
Τα δύο ΑΣΑ είναι ακίνητα το ένα σε σχέση µε το άλλο και οι άξονες τους ταυτίζονται. Εποµένως i ix x′ =  
i=1,2,3 
Υποθέτουµε ότι την στιγµή που το ρολόι του Ο΄   δείχνει t΄=0 το ρολόι του Ο δείχνει t=τ. Εποµένως όταν το 
ρολόι του Ο δείχνει t το ρολόι του Ο΄ θα δείχνει   t΄=t-τ. 
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Ο παραπάνω µετασχηµατισµός γράφεται σε µορφή πινάκων: 

0
X X

0
0

τ 
 
 ′ = −
 
 
 

  

 
2.2.2.  Χωρικές µεταθέσεις 
Τα δύο ΑΣΑ είναι ακίνητα το ένα σε σχέση µε το άλλο και οι άξονες τους είναι παράλληλοι.  
Υποθέτουµε επίσης ότι τα ρολόγια τους είναι συγχρονισµένα έτσι ώστε όταν τα ρολόγια του πρώτου 
δείχνουν µηδέν το ίδιο να δείχνουν και τα ρολόγια του του δεύτερου. Και επειδή έχουν την ίδια µονάδα 
µέτρησης t΄=t.  
Έστω ότι οι συντεταγµένες της αρχής Ο΄ ως προς το Ο είναι (b1, b2, b3) .  
Στην περίπτωση αυτή σύµφωνα µε όσα εκτέθηκαν στην παράγραφο 1.2 έχουµε: 

 
1

2

3

0
b

X X
b
b

 
 
 ′ = −
 
 
 

  

Συνοψίζοντας τις δύο παραπάνω περιπτώσεις έχουµε για τις χωροχρονικές µεταθέσεις. 
 

Χ΄=Χ-b µε 
1

2

3

b
b

b
b

τ 
 
 =
 
 
 

 και µε συµβολισµό δεικτών x x bµ µ µ′ = −   µ=0,1,2,3 

 
2.2.3.  Χωρικές στροφές  
Τα δύο ΑΣΑ είναι ακίνητα το ένα σε σχέση µε το άλλο , κοινή αρχή , συγχρονισµένα ρολόγια (t = t΄) και οι 
άξονες τους έχουν τυχαίο προσανατολισµό. 
Θεωρούµε ένα σηµείο Μ του χώρου µε συντεταγµένες (x1 ,x2, x3) ως προς το ένα ΑΣΑ και συντεταγµένες 
(x΄1 , x΄2 x΄3) ως προς το άλλο.  
 Ο χωροχρονικός  µετασχηµατισµός συντεταγµένων µπορεί να γραφεί ως εξής: 
x xµ µ ν

ν′ = Γ  µ=0,1,2,3           (2.2.1) 
Για να βρούµε τις τιµές των στοιχείων του πίνακα Γ έχουµε να παρατηρήσουµε τα εξής: 
Η (2.2.1) για µ=0 γίνεται: 

0 0 0 0 0 1 0 2 0 3
0 1 2 3x x x x x xν

ν′ = Γ = Γ + Γ + Γ + Γ  

Γνωρίζουµε όµως ότι t΄=t⇔ 0 0x x′ = Εποµένως 0
0 1Γ =  και 0

i 0Γ =  
Όταν το µ  πάρει την τιµή ενός χωρικού δείκτη (µ=j)  η (2.2.1) γίνεται: 

i i i 0 i j i i j
0 j 0 jx x x x t xν

ν′ = Γ = Γ + Γ = Γ + Γ  
Όµως από τα εκτεθέντα στην §1.2.2  για τις στροφές θα έχουµε: 

i i j
jx R x′ =  

Συγκρίνοντας τις παραπάνω προκύπτει ότι: i
0 0Γ = και i i

j jRΓ =  

Τελικά ο 4x4 πίνακας Γ έχει την µορφή 
1 0
0 R

 
Γ =  

 
 µe R πίνακα στροφής.. 
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2.2.4.  Προωθήσεις Γαλιλαίου 
Θεωρούµε δύο ΑΣΑ µε παράλληλους άξονες και συγχρονισµένα ρολόγια. Υποθέτουµε επίσης ότι την 
στιγµή t=t΄=0 οι αρχές τους συµπίπτουν. Έστω u  η ταχύτητα του Ο΄ ως προς Ο.  
Επειδή η αρχή Ο΄ εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση , οι συντεταγµένες της ως προς Ο την στιγµή t θα είναι 

1 2 3 1 0 2 0 3 0(u t, u t, u t) (u x ,u x ,u x )=  
Εποµένως στην περίπτωση αυτή οι µετασχηµατισµοί Γαλιλαίου είναι: 

0 0

1 1 1 0

2 2 2 0

3 3 3 0

x x
x x u x
x x u x
x x u x

′ =
′ = −
′ = −
′ = −

  ή σε µορφή πίνακα

0 0

11 1

22 2

33 3

1 0 0 0x x
u 1 0 0x x

X X
u 0 1 0x x
u 0 0 1x x

′    
    −′     ′= ⇔ = Γ
    −′
    −′       

 

µε 
1
u I

Ο 
Γ =  − 

 4x4 πίνακα 

 
2.2.5.  Γενικός µετασχηµατισµός Γαλιλαίου 
 
Θεωρούµε τώρα την γενική περίπτωση που τα ρολόγια των δύο ΑΣΑ δεν είναι συγχρονισµένα , οι άξονες 
τους δεν είναι παράλληλοι και το Ο΄ κινείται ως προς το Ο µε ταχύτητα u . Ο γενικός µετασχηµατισµός 
Γαλιλαίου είναι: 

X b′ = ΓΧ +  µε 
1 0
u R

 
Γ =  − 

  όπου b 4x1 αυθαίρετος πίνακας στήλη, u αυθαίρετος 3x1 πίνακας στήλη 

και R 3x3 πίνακας στροφής. 
 
Σχόλια: 
1) Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι ένας µετασχηµατισµός Γαλιλαίου είναι ένα διατεταγµένο ζεύγος g=(Γ,b) 
µε τους πίνακες Γ και b ως ανωτέρω. 
2) Έστω Ο1, Ο2, Ο3 τρία ΑΣΑ. Έστω δε g1=(Γ1 , b1) και g2=(Γ2 , b2) οι µετασχηµατισµοί Γαλιλαίου από το Ο1 
στο Ο2 και από το Ο2 στο Ο3 αντιστοίχως.. Εποµένως έχουµε: 

2 1 1 1

3 2 2 2

X b
X b

= Γ Χ +
= Γ Χ +

 Αντικαθιστώντας την 2η στην πρώτη έχουµε: 3 2 1 1 2 1 2X b b= Γ Γ Χ + Γ +  

Μπορούµε να δείξουµε ότι ο σύνθετος µετασχηµατισµός είναι µετασχηµατισµός Γαλιλαίου. Συγκεκριµένα 
έχουµε το εξής : 
 
Θεώρηµα 2.2.5.1.: Θεωρούµε το σύνολο Ç των µετασχηµατισµών Γαλιλαίου. Στο σύνολο αυτό ορίζουµε 
µια πράξη * ως έξής:  
Αν  g1=(Γ1 , b1) ∈ Ç και g2=(Γ2 , b2) ∈ Ç θέτουµε g1*g2=(Γ2Γ1  , Γ2b1+b2).  

Τότε το σύνολο Ç µε την παραπάνω ορισθείσα πράξη αποτελεί οµάδα. 

Απόδειξη 

• Κλειστότητα  
Αν g1=(Γ1 , b1) ∈ Ç και g2=(Γ2 , b2) ∈ Ç θα δείξουµε ότι g=g1*g2 ∈ Ç . 
Θέτουµε Γ=Γ2Γ1 και b=Γ2b1+b2 

Έστω 1
1 1

1 0
u R

 
Γ =  − 

 και 2
2 2

1 0
u R

 
Γ =  − 

.  

Ισχύει ότι: 2 1
2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 0 1 0 1 0
u R u R (R u u ) R R

     
Γ Γ = =     − − − +     

 

Θέτουµε   u=R2u1+u2 και R=R2R1.  
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Επειδή R1 , R2   πίνακες στροφής ισχύει ότι  R1
TR1=I  και R2

TR2=I. 
Εποµένως T T T T T T

2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1RR (R R ) (R R ) R R R R R IR R R I= = = = =  

Άρα g∈Ç. 

• Η απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της πράξης 
• Ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου 

Θεωρούµε το στοιχείο e=(I,0) µε Ι τον µοναδιαίο 4x4 πίνακα και 0 τον µηδενικό 4x1. 
Αν g=(Γ,b) ∈ Ç έχουµε: 
g*e=(Γ,b)*(I,0)=(IΓ,Ιb+0)=(Γ,b)=g  και e*g=(I,0)*(Γ,b)=(ΓΙ,Γ0+b)=(Γ,b)=g 

• Ύπαρξη αντιστρόφου 

Έστω g=(Γ,b) ∈ Ç µε 
1 0
u R

 
Γ =  − 

 και R 3x3 πίνακα στροφής. 

Θέτουµε R΄=R-1 , u΄=-R-1u , 
1 0
u R

 ′Γ =  ′ ′− 
 και b΄=-Γ΄ b. 

Έχουµε ότι 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
I

u R u R u R R u R 0 I− −

         ′ΓΓ = = = =         ′ ′− − −         
 και 

1 1

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
I

u R u R R u R u R 0 I− −

         ′Γ Γ = = = =         ′ ′− − −         
 

Θέτουµε g΄=(Γ΄ , b΄) και εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι g*g΄=g΄*g=e  ▄ 
•  
 
2.3. Νόµος µετασχηµατισµού των φυσικών µεγεθών 

Θεωρούµε δύο ΑΣΑ που συνδέονται µε ένα µετασχηµατισµό Γαλιλαίου (Γ,b) µε 
1 0
u R

 
Γ =  − 

. 

Οι χωροχρονικές συντεταγµένες (ενός κινούµενου υλικού σηµείου) στο ένα συνδέονται µε τις 
συντεταγµένες του στο άλλο µε τις σχέσεις 

0

i i j i i
j

d dt t b dt dt
dt dt

x R x u t b

′ ′= + ⇒ = ⇒ =
′

′ = − +
 

 
Μετασχηµατισµός της ταχύτητας 
Παραγωγίζοντας τις συντεταγµένες ως προς το χρόνο βρίσκουµε τον νόµο µετασχηµατισµού της ταχύτητας: 

i i j i
jR u′υ = υ −           (2.3.1) 

Σε διανυσµατική µορφή η παραπάνω σχέση γίνεται: 
i i j i j i j i j

i j i i j i j i je R e u e e u R e u R e′ ′ ′ ′ ′υ = υ = υ − = υ − = υ −       
 
Μετασχηµατισµός της επιτάχυνσης 
Παραγωγίζοντας τις συντεταγµένες της ταχύτητας  βρίσκουµε τον νόµο µετασχηµατισµού της επιτάχυνσης: 

i i j
ja R a=  .  

Σε διανυσµατική µορφή  έχουµε: 
i i j j

i j ii ja a e R a e a e a′ ′ ′ ′= = = = ⇒ a a′ =        (2.3.2) 
 
Μετασχηµατισµός της ορµής 
Επειδή p m= υ ο νόµος  µετασχηµατισµού της ορµής είναι παρόµοιος µε την νόµο µετασχηµατισµού της 
ταχύτητας. Εποµένως  
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i i j i
jp R p mu′ = −  

και σε διανυσµατική µορφή 
p p mu′ = −            (2.3.3) 
 
 
2.4. Η εµβέλεια και τα όρια του Μετασχηµατισµού του Γαλιλαίου 
 
2.4.1.  Η εµβέλεια 
Τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς τα ορίσαµε (για λόγους οικονοµίας στις βασικές αρχές) να είναι εκείνα 
τα συστήµατα αναφοράς στα οποία ισχύει ο νόµος της αδράνειας του Newton. Θα έφτανε όµως αυτή η 
ιδιότητά τους για να τα αναγάγουµε σε ιδιαίτερη κλάση;  
Στην πραγµατικότητα τα ΑΣΑ έχουν πολύ πιο ισχυρή ιδιότητα: 
Όλοι οι νόµοι της κλασσικής µηχανικής ισχύουν οι ίδιοι ανεξαρτήτως αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. 
Ας πάρουµε για παράδειγµα την αρχή διατήρηση της ορµής .  
Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα σύστηµα Ν σωµατιδίων µε συντεταγµένες i

( )x α µε i=1,2,3 και α=1,2,3,…Ν  
(ο δείκτης µέσα στην παρένθεση χαρακτηρίζει το σωµατίδιο). 
∆εχόµαστε ότι η ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή στο ένα σύστηµα ( 1 2p(t ) p(t )= ) και θα 
αποδείξουµε ότι παραµένει σταθερή και στο άλλο. 

i i i i
1 2 1 1 ( ) 1 ( ) 2

1 1
p(t ) p(t ) p (t ) p (t ) p (t ) p (t )

Ν Ν

α α
α= α=

= ⇔ = ⇔ =∑ ∑  

Στο άλλο σύστηµα συντεταγµένων (µε χρήση της (2.3.3) )έχουµε: 
i i j i i j i

1 j ( ) 1 ( ) j ( ) 1 ( )
1 1 1

p (t ) (R p (t ) m u ) R p (t ) u m
Ν Ν Ν

α α α α
α= α= α=

′ = − = − ⇒∑ ∑ ∑
i i j i i j i i

1 j ( ) 2 ( ) j ( ) 2 ( ) 2
1 1 1

p (t ) R p (t ) u m (R p (t ) m u ) p (t )
Ν Ν Ν

α α α α
α= α= α=

′ ′= − = − =∑ ∑ ∑  

 
 
2.4.2.  Τα όρια 
Ας θεωρήσουµε την περίπτωση ενός κύµατος το οποίο διαδίδεται µε ταχύτητα υ σε ένα γραµµικό ελαστικό 
µέσο (πχ ένα σχοινί). Η εξίσωση που περιγράφει την διάδοση του κύµατος στο σχοινί είναι η κυµατική 
εξίσωση: 

2 2

2 2 2

(t, x) 1 (t, x) 0
x t

∂ Ψ ∂ Ψ
− =

∂ υ ∂
         (2.4.1) 

Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων που επάγεται από µια προώθηση κατά µήκος του άξονα x.  

∆ηλαδή 

1 0 0 0
u 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 
 − Γ =
 
 
 

και 

0
0

b
0
0

 
 
 =
 
 
 

και εποµένως ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων είναι: 

t t
x x u t

′ =
′ = −

 

Ποια µορφή θα πάρει η κυµατική εξίσωση στο άλλο σύστηµα συντεταγµένων ; 
Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό θα ξεκινήσουµε από την (2.4.1) και χρησιµοποιώντας την αλλαγή 
µεταβλητών που ορίζει ο µετασχηµατισµός θα βρούµε την µορφή που παίρνει στο άλλο ΑΣΑ 
Επειδή το Ψ είναι βαθµωτό µέγεθος ισχύει ότι Ψ(t , x)=Ψ΄(t΄, x΄) 
Για τους τελεστές παραγώγισης έχουµε διαδοχικά: 
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x t
x x x x t x

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + =

′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

x t u
t t x t t x t

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − +

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 
Για τις δεύτερες παραγώγους του Ψ έχουµε: 

2 2

2 2x x
′∂ Ψ ∂ Ψ

=
∂ ∂

 και 
2 2 2 2

2
2 2 2( u )( u ) u 2u

t t t x t x t x t x t
′ ′ ′∂ Ψ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ′ ′= Ψ = − + − + Ψ = + −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Εποµένως η κυµατική εξίσωση γίνεται: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

u 1 u(1 ) 2 0
x t x t

′ ′∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
− − − =

′ ′ ′ ′υ ∂ υ ∂ υ ∂ ∂
 

 
Παρατηρούµε ότι  η κυµατική εξίσωση δεν παραµένει αναλλοίωτη (αλλάζει µορφή) κάτω από 
µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου. 
Βρισκόµαστε λοιπόν ενώπιον του εξής γεγονότος:  
Ένα παρατηρητής που κινείται µε σταθερή ταχύτητα u ως προς το σχοινί πρέπει να γράψει διαφορετική 
εξίσωση και εποµένως διαφορετικό φυσικό νόµο. 
Για το φαινόµενο που περιγράψαµε υπάρχει αντίλογος. Επειδή  το κύµα που µελετάµε είναι ένα µηχανικό 
κύµα που διαδίδεται σε ένα σχοινί υπάρχει προνοµιακό σύστηµα αναφοράς. Το σύστηµα ηρεµίας του 
σχοινιού. Εποµένως µπορούµε να υποχωρήσουµε στην απαίτηση µας, για την ισοδυναµία όλων των 
αδρανειακών συστηµάτων όσον αφορά την περιγραφή της διάδοσης του κύµατος και να δεχθούµε ότι η 
κυµατική εξίσωση ισχύει µόνο στο σύστηµα αναφοράς ως προς το οποίο το µέσο διάδοσης ηρεµεί. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3.  
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ 

 
3.1. Εισαγωγή 
∆ιαπιστώσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο την αδυναµία των µετασχηµατισµών του Γαλιλαίου να 
διατηρούν αναλλοίωτη την κυµατική εξίσωση.  
Όµως η ύπαρξη προνοµιακού συστήµατος αναφοράς µετριάζει την αρνητικότητα του αποτελέσµατος. 
Τι γίνεται όµως αν το κύµα που διαδίδεται είναι Ηλεκτροµαγνητικό;  
Επειδή τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα διαδίδονται και στο κενό, δεν υπάρχει προνοµιακό σύστηµα αναφοράς 
και εποµένως η απαίτηση για την ισοδυναµία όλων των αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς εµφανίζεται 
και πάλι. 
Επιπλέον υπάρχει το πρόβληµα της ταχύτητας διάδοσης του φωτός. Ας θεωρήσουµε µια πηγή φωτός 
ακίνητη ως προς  ένα αδρανειακό παρατηρητή. Τότε στο σύστηµα αυτό το φως που εκπέµπει διαδίδεται µε 
ταχύτητα c. Αν θεωρήσουµε ένα δεύτερο αδρανειακό παρατηρητή που αποµακρύνεται µε ταχύτητα u από 
την πηγή τότε εφαρµόζοντας τους µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου βρίσκουµε ότι στο σύστηµα αναφοράς του 
παρατηρητή το φως διαδίδεται µε ταχύτητα c-u. Τα πειραµατικά δεδοµένα όµως οδηγούν στο αντίθετο 
συµπέρασµα: 
Η ταχύτητα του φωτός είναι ίδια σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς. 
 
Χρειαζόµαστε λοιπόν µια νέα Φυσική. Οι αρχές που πρέπει να υπακούει η Φυσική αυτή πρέπει να είναι οι 
παρακάτω. 
Α1) Υπάρχουν χωροχρονικά συστήµατα αναφοράς στα οποία το ελεύθερο σωµάτιο κινείται µε σταθερή 

ταχύτητα (Ύπαρξη ΑΣΑ) 
Α2) Αν ένα σύστηµα αναφοράς κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι 

επίσης αδρανειακό σύστηµα αναφοράς 
Α3)  Οι νόµοι της Φυσικής ίδιοι σε όλα τα ΑΣΑ 
Α4) Η ταχύτητα του φωτός είναι ίδια σε όλα τα ΑΣΑ 
Α5) Για ταχύτητες πολύ µικρότερες της ταχύτητας του φωτός θα πρέπει η Φυσική να δίνει προσεγγιστικά 

την Φυσική του Newton. 
 
Τι παρεµβάσεις πρέπει να κάνουµε στην θεωρία µας ώστε να ικανοποιεί τις παραπάνω αρχές; Η πρώτη 
προφανής παρέµβαση είναι η αλλαγή στον µετασχηµατισµό  συντεταγµένων. Μια δεύτερη που δεν είναι 
ακόµη προφανής είναι η αλλαγή των ορισµών των φυσικών µεγεθών, η εισαγωγή νέων µεγεθών ή ακόµη και 
η τροποποίηση των φυσικών νόµων ώστε τα νέα φυσικά µεγέθη και οι νέοι φυσικοί νόµοι να είναι σύµφωνοι 
µε τις παραπάνω αρχές. 
 
3.2. Προώθηση Lorentz 
 
3.2.1. Προώθηση κατά µήκος ενός άξονα 
 
Θεωρούµε δύο ΑΣΑ Οxyz και Ο΄x΄y΄z΄ µε παράλληλους 
άξονες .Θεωρούµε επίσης ότι το Ο΄ κινείται ως προς το Ο 
µε σταθερή ταχύτητα υ κατά την κατεύθυνση του άξονα x. 
Για λόγους απλότητας θεωρούµε τέλος ότι την στιγµή t=0 
το Ο΄ συµπίπτει µε το Ο και είναι t΄=0. 
Αναζητούµε γραµµικό µετασχηµατισµό συντεταγµένων 
της µορφής: 
t b t a x′ = +      (3.2.1) 
x g t f x′ = +      (3.2.2) 
y y′ =  z z′ =      (3.2.3) 
 
Τα a,b,d,f είναι εν γένει συναρτήσεις του υ. Εποµένως για δοθέν υ είναι σταθερές.  

Ο Ο΄

z

x΄υ

y

z΄

y΄



 22

Ζητάµε να προσδιορίσουµε τις τιµές των a,b,d,f ώστε ο µετασχηµατισµός να είναι σύµφωνος µε τις αρχές τις 
ειδικής σχετικότητας. 
 
Απαίτηση 1: Το σηµείο Ο΄ κινείται ως προς το Ο µε ταχύτητα υ 
Πρέπει µε x΄=0 να ισχύει ότι x=υt. Εποµένως η (3.2.2) γίνεται: 
0=g t+f υ t g  f υ⇒ = −          (3.2.3) 

Απαίτηση 2: Το σηµείο Ο κινείται ως προς το Ο΄ µε ταχύτητα -υ 
Πρέπει µε x=0 να ισχύει ότι x΄=-υt΄. Εποµένως οι (3.2.1) και (3.2.2) γίνονται: 
t b t′ =  

t g t b t g t g b′−υ = ⇒ −υ = ⇒ = − υ         (3.2.1.4) 
Από τις (3.2.3) και (3.2.4) έχουµε ότι : f=b 
Εποµένως ο µετασχηµατισµός γίνεται: 
t b t a x′ = +            (3.2.5) 
x b ( t x)′ = −υ +           (3.2.6) 
y y′ =  
z z′ =  
Απαίτηση 3: Η ταχύτητα διάδοσης του φωτός είναι ίδια σε όλα τα ΑΣΑ 
Θεωρούµε ότι την στιγµή t=0 που οι αρχές των δύο συστηµάτων συµπίπτουν το Ο εκπέµπει ένα φωτεινό 
σήµα. Μετά από χρόνο t το σήµα έχει διαδοθεί σε απόσταση x=ct. Για να είναι η ταχύτητα διάδοσης του 
φωτός ίδια στα δύο ΑΣΑ θα πρέπει και x΄=ct΄. 
Αντικαθιστώντας τις παραπάνω στις (3.2.5) και (3.2.6) έχουµε: 
t b t a c t′ = +            (3.2.7) 
c t b t bc t′ = − υ +           (3.2.8) 

Αντικαθιστώντας την (3.2.7) στην (3.2.8) έχουµε τελικά : 2

ba
c
υ

= −  

Με τα παραπάνω ο µετασχηµατισµός παίρνει την µορφή: 

2t b(t x)
c
υ′ = −           (3.2.9) 

x b ( t x)′ = −υ +           (3.2.10) 
 
Απαίτηση 4: Η κυµατική εξίσωση παραµένει αναλλοίωτη 

Αυτό σηµαίνει ότι η παράσταση 
2 2

2 2 2

1
x c t

∂ Ψ ∂ Ψ
−

∂ ∂
µε την αλλαγή των µεταβλητών που περιγράφουν οι (3.2.9) 

 και (3.2.10) µετατρέπεται στην 
2 2

2 2 2

1
x c t

′ ′∂ Ψ ∂ Ψ
−

′ ′∂ ∂
. 

Για τους τελεστές παραγώγισης έχουµε: 
 

2

x t b( )
x x x x t x c t

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ υ ∂
= + = −

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

x t b( )
t t x t t x t

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −υ +

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

2 2

2 2 2

1
x c t

∂ Ψ ∂ Ψ
− =

∂ ∂ x x
∂ ∂

Ψ −
∂ ∂ 2

1
c t t

∂ ∂
Ψ =

∂ ∂
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2 2
2 2 2

1b ( )( ) b ( )( )
x c t x c t c x t x t
∂ υ ∂ ∂ υ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − Ψ − −υ + −υ + Ψ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2

1b (1 ) b (1 )
c x c c t
υ ∂ Ψ υ ∂ Ψ

− − −
′ ′∂ ∂

 

Εποµένως για να παραµείνει αναλλοίωτη η κυµατική εξίσωση θα πρέπει  
2

2 2
22 2

2 2

1 1b (1 ) 1 b b
c 1 1c c

υ
− = ⇒ = ⇒ = ±

υ υ− −

 και |υ|<c 

Μια επιπλέον υπόθεση που θα πρέπει να επιβάλλουµε είναι η εξής:  
Όταν το υ=0 τότε τα δύο ΑΣΑ ταυτίζονται και εποµένως ο µετασχηµατισµός θα είναι  
x΄=x και t΄=t .  
Αυτό σηµαίνει ότι για υ=0 πρέπει b=1. Εποµένως πρέπει να διαλέξουµε την λύση για το b µε το +. 

Άρα τελικά 
2

2

1b
1

c

=
υ

−

 

Θέτουµε γ=b⇒
2

2

1

1
c

γ =
υ

−

          (3.2.11) 

και ο τελικός µετασχηµατισµός Lorentz είναι: 

2t (t x)
c
υ′ = γ −           (3.2.12) 

x ( t x)′ = γ −υ +           (3.2.13) 
y΄=y και z΄=z 
 

Σχόλια 

Σ1) Το εννοιολογικό περιεχόµενο της (3.2.13) είναι οικείο και από τους µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου. Η 
απάντηση στο ερώτηµα “που έγινε ένα γεγονός κατά τον παρατηρητή Ο΄;” εξαρτάται τόσο από το που 
έγινε το γεγονός κατά τον Ο όσο και από το πότε έγινε κατά τον Ο. Το µόνο “περίεργο είναι ο 
παράγοντας γ στο δεύτερο µέλος της (3.2.13) 

Σ2) Με την (3.2.12) τα πράγµατα είναι τελείως διαφορετικά. Βρισκόµαστε σε µια τελείως νέα κατάσταση: Η 
απάντηση στο ερώτηµα “πότε έγινε ένα γεγονός κατά τον Ο΄ ;” εξαρτάται τόσο από το πότε έγινε κατά 
τον Ο όσο και από το πού έγινε. Η έννοια του απόλυτου χρόνου του Νεύτωνα είναι πια παρελθόν. 

Σ3) Οι σχέσεις (3.2.9) και (3.2.10) µπορούν να γραφούν σε µορφή πινάκων ως εξής:  

Θέτουµε 

t
x

X
y
z

 
 
 =
 
 
 

 

t
x

X
y
z

′ 
 ′ ′ =

′ 
 ′ 

 και  X′ = ΛΧ    µε      

2 0 0
c

0 0( )
0 0 1 0
0 0 0 1

υ γ −γ 
 
−γυ γΛ υ =  

 
 
  

 

Σ4) Αν θεωρήσουµε τις (3.2.9) και (3.2.10) σαν ένα σύστηµα µε αγνώστους τα t και x βρίσκουµε ότι 

2t (t x )
c
υ′ ′= γ +  και x ( t x )′ ′= γ υ +        (3.2.14)  

Το παραπάνω συµπέρασµα ήταν αναµενόµενο αφού το Ο κινείται µε ταχύτητα –υ ως προς το Ο΄. 
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Σ5) Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο σχόλιο ή υπολογίζοντας απ’ ευθείας τον αντίστροφο του Λ 
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι 1( ) ( )−Λ υ = Λ −υ  

 
Εφαρµογή 1 (∆ιαστολή του χρόνου) 
Θεωρούµε ένα τραίνο που κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ=0,6c ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς Ο . 
Ένας επιβάτης του τραίνου ακίνητος ως προς το τραίνο κοιτάζει το ρολόι του –κλείνει τα µάτια του και τα 
ανοίγει πάλι. ∆ιαπιστώνει ότι ο χρόνος που πέρασε είναι 2sec. Να βρεθεί η χρονική διάρκεια κατά την οποία 
είχε τα µάτια του κλειστά όπως την µετρά ο Ο.  
 

Λύση 

Θεωρούµε ένα σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στο τραίνο µε αρχή τον επιβάτη. 
Θεωρούµε επίσης τα εξής  δύο γεγονότα. 
Γεγονός 1: Ο επιβάτης κλείνει τα µάτια του.  
Οι συντεταγµένες του γεγονότος ως προς Ο΄ είναι t΄1 , x1΄=0 ενώ ως προς το Ο είναι t1 , x1 
Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό έχουµε ότι: 

1 1 1 1 12t (t x ) t t
c
υ′ ′ ′= γ + ⇒ = γ  

Γεγονός 2: Ο επιβάτης ανοίγει τα µάτια του.  
Οι συντεταγµένες του γεγονότος ως προς Ο΄ είναι t΄2 , x2΄=0 ενώ ως προς το Ο είναι t2 , x2 

2 2 2 2 22t (t x ) t t
c
υ′ ′ ′= γ + ⇒ = γ  

Από την εκφώνηση έχουµε ότι ∆t΄=2sec 
Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε ότι 2 1 2 1t t t (t t ) t′ ′ ′∆ = − = γ − = γ∆  

Επιπλέον 
2 2

2

1 1 1 1.25
0,81 0,61

c

γ = = = =
υ −

−

 

Εποµένως ∆t=2.5 sec 
 
 

Εφαρµογή 2 (Συστολή του µήκους) 

Ο επιβάτης του προηγούµενου προβλήµατος τεντώνει το χέρι του κατά την διεύθυνση κίνησης του τραίνου 
και χρησιµοποιώντας την µετροταινία που βρίσκεται στο χαρτοφύλακά του βρίσκει ότι το χέρι του έχει 
µήκος 70cm. Να βρεθεί το µήκος του χεριού του επιβάτη όπως το µετρά ο Ο. 
 

Λύση 

Οι συντεταγµένες των άκρων του χεριού του επιβάτη στο Ο΄ είναι x΄1=0 και x΄2=0,7m.  
Για να βρει ο Ο το µήκος του χεριού του επιβάτη πρέπει να µετρήσει ταυτόχρονα (στο σύστηµά του) τις 
συντεταγµένες των άκρων του χεριού του επιβάτη. 
Πρέπει εποµένως t1=t2⇔∆t=0 
Για να µπορέσουµε να επιβάλουµε την παραπάνω συνθήκη , θα πρέπει παρ’ όλο που ζητάµε το ∆x να 
χρησιµοποιήσουµε τον  «ορθό» µετασχηµατισµό: 

1 1 1x ( t x )′ = γ −υ +  και 2 2 2x ( t x )′ = γ −υ +  
Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε 

x ( t x)′∆ = γ −υ∆ + ∆  

και επειδή ∆t=0 έχουµε:  
x 0.7x x x 56cm

1.25
′∆′∆ = γ ∆ ⇒ ∆ = = =

γ
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Εφαρµογή 3: 

Θεωρούµε τον µύθο της εφαρµογής 1. Να σχεδιαστεί η κοσµική γραµµή που διαγράφει η άκρη του χεριού 
του επιβάτη στο Ο και στο Ο΄. 
 

Λύση  

Η κοσµική γραµµή είναι εξ ορισµού το σύνολο των σηµείων του χωροχρόνου από τα οποία «διέρχεται» η 
άκρη του χεριού του επιβάτη 
 
α) Στο Ο΄ 
Επειδή η άκρη Α του χεριού του επιβάτη έχει σταθερή χωρική 
συντεταγµένη x΄=0.7 , τα χωροχρονικά σηµεία από τα οποία διέρχεται 
είναι όλα τα σηµεία (t΄,x΄) µε x΄=0.7 . 
Εποµένως θα διαγράφει µια γραµµή παράλληλη στον άξονα t΄  που 
διέρχεται από το σηµείο 0.7 του άξονα x΄. 
 
 
β) Στο Ο. 

α τρόπος: Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό 2t (t x )
c
υ′ ′= γ + και x ( t x )′ ′= γ υ + . 

Αντικαθιστούµε x΄=0.7 και κάνουµε απαλοιφή του t΄ για να βρούµε 
την σχέση t και x. Με λίγη άλγεβρα καταλήγουµε στην σχέση: 

xx t x 0,56 0.6c t
′

= + υ ⇒ = +
γ

 

β τρόπος : Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό x ( t x)′ = γ −υ + . Λύνουµε 
ως προς x και έχουµε: 

xx t x 0,56 0.6c t
′

= + υ ⇒ = +
γ

 

 

Εφαρµογή 4 

Υποθέτουµε ότι ο γνωστός µας πια επιβάτης µετρά µε την µετροταινία του το µήκος του τραίνου και το 
βρίσκει L. Την στιγµή t΄=0 ευρισκόµενος στο πίσω µέρος του τραίνου µε έναν δείκτη Laser εκτοξεύει ένα 
φωτεινό σήµα προς τα εµπρός. Να βρείτε στο σύστηµα Ο και Ο΄: 
α)Την χρονική στιγµή που η ακτίνα φτάνει στο µπροστινό µέρος του τραίνου 
β) Την κοσµική γραµµή που γράφει η ακτίνα. 
 

Λύση 

α) 
Α τρόπος 

Επειδή το µήκος του τραίνου στο σύστηµα Ο΄ είναι L θα ισχύει ότι 
LL ct t
c

′ ′= ⇒ = . 

Εποµένως για το γεγονός: «Άφιξη του φωτεινού σήµατος στο µπροστινό µέρος του τραίνου» έχουµε 
Lt
c

x L

 ′   =   ′    

. Αντικαθιστούµε στον µετασχηµατισµό (3.2.14)  και έχουµε: 

2

L(c )t
c

γ + υ
=  και 

L(c )x
c

γ + υ
=  

 

0.7

x΄

t΄

0.56

x

t
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Β τρόπος 
Το φωτεινό σήµα εκπέµπεται στην θέση x΄=0 την στιγµή t΄=0. Εποµένως στο σύστηµα Ο εκπέµπεται την 
στιγµή t=0 στη θέση x=0. Η εξίσωση κίνησης του φωτεινού σήµατος στο σύστηµα Ο είναι x1=ct . 
Το µπροστινό µέρος του τραίνου (x΄=L) κινείται ως προς το Ο. Για να βρούµε την εξίσωση κίνησης του στο 
Ο αντικαθιστούµε στην σχέση  
x ( t x)′ = γ −υ +  όπου x΄=L και λύνουµε ως προς x. 

Εποµένως η εξίσωση κίνησης του µπροστινού µέρους του τραίνου είναι 2
Lx t= + υ
γ

 

Το φωτεινό σήµα συναντά το µπροστινό µέρος του τραίνου όταν 1 2
L Lx x c t t t

(c )
= ⇒ = + υ ⇒ =

γ γ − υ
 

Ενδιαφέρον από πλευράς πράξεων παρουσιάζει η απόδειξη της ισοδυναµίας των δύο αποτελεσµάτων. 
Έχουµε διαδοχικά: 

2 2

2

2

L L L L(c )t 1(c ) (c ) c(c )
1

c

γ γ γ + υ
= = = =

γ − υ γ − υ − υ
υ

−

 

β) Στο σύστηµα του τραίνου η εξίσωση κίνησης της φωτεινής ακτίνας είναι x΄=ct΄ 
Εποµένως η κοσµική γραµµή είναι τα σηµεία του επιπέδου (t΄,x΄) µε x΄=ct΄ (ευθεία) 
 
Επειδή στο σύστηµα Ο είναι x=ct η κοσµική γραµµή και στο (t,x) είναι η ίδια 
 
 
 

Εφαρµογή 5 

Θεωρούµε τώρα ότι ο επιβάτης εκτοξεύει µια µικρή σφαίρα η οποία κινείται κατά µήκος του τραίνου µε 
σταθερή ταχύτητα u ως προς το τραίνο . Να βρεθεί η ταχύτητα της ως προς το Ο. 
 

Λύση 

Για την κίνηση της σφαίρας ως προς το Ο΄ ισχύει ότι x΄=u t΄. 
Αντικαθιστούµε στις (3.2.14)  και έχουµε: 

2

ut t (1 )
c
υ′= γ +  και x t ( u)′= γ υ+ . Απαλείφοντας τον χρόνο t΄ έχουµε :

2

ux tu1
c

+ υ
=

υ
+

 

Εποµένως η ταχύτητα της σφαίρας ως προς το Ο είναι 

2

u
u1
c

+ υ
υ

+
 

Σχόλιο 

Από τον τρόπο µε τον οποίο βρήκαµε την σχετική ταχύτητα της σφαίρας ως προς το Ο θα µπορούσε να βγει 
το συµπέρασµα ότι η σχέση που καταλήξαµε ισχύει µόνο αν η κίνηση της σφαίρας είναι οµαλή. Αυτό όµως 
δεν είναι αλήθεια όπως φαίνεται από τα παρακάτω.  
Έστω u η στιγµιαία ταχύτητα της σφαίρας ως προς το τραίνο. 

Είναι 
dxu dx u dt
dt

′
′ ′= ⇒ =

′
 

∆ιαφορίζοντας τις (3.2.14)  έχουµε : 

2 2

udt (dt d x ) dt (1 )
c c
υ υ′ ′ ′= γ + = γ +  και dx ( dt dx ) dt ( u)′ ′ ′= γ υ + = γ υ +  

x΄

t΄

x

t
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και εποµένως 

2

dx u
udt 1
c

+ υ
=

υ
+

 

 
3.2.2. Χωροχρονικές συντεταγµένες – Γενική  προώθηση Lorentz 
 
Στην µέχρι τώρα µελέτη µας θεωρούσαµε σαν χωροχρονικές συντεταγµένες τον χρόνο t και τις τρεις 
χωρικές συντεταγµένες x1, x2, x3. Για λόγους διαστάσεων και οµοιοµορφίας στις σχέσεις ορίζουµε την 
χρονική συντεταγµένη x0=ct. Έτσι όλες οι συντεταγµένες µας έχουν διαστάσεις µήκους. Θέτουµε επίσης 

c
υ

β =             (3.2.15)  

Με αυτούς  τους ορισµούς οι σχέσεις (3.2.9) , (3.2.10) και (3.2.11) γίνονται 
0 0x (x x)′ = γ −β  και  0x ( x x)′ = γ −β +  

2

1
1

γ =
−β

 

Η σε µορφή πίνακα θέτοντας: 
0

1

2

3

x
x

X
x
x

 
 
 =
 
 
  

  

0

1

2

3

x
x

X
x
x

′ 
 ′ ′ =
 ′
 

′  

και (x)

0 0
0 0

( )
0 0 1 0
0 0 0 1

γ −γβ 
 −γβ γ Λ β =
 
 
 

µε 
2

1( )
1

γ β =
− β

,
c
υ

β = , |β|<1 (3.2.16) 

 
Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων σε µορφή πίνακα γράφεται:  

X′Χ = Λ             (3.2.17) 
και σε συνιστώσες  

x xµ µ ν
ν′ = Λ            (3.2.18) 

µε µ=0,1,2,3 και υπονοείται άθροιση στον δείκτη ν από 0 έως 3 
 

Ιδιότητες του Λ 

1) Λ(0)=Ι όπου Ι ο µοναδιαίος 4x4 πίνακας. Η σχέση αυτή σε συνιστώσες µπορεί να γραφεί 
(0)µ µ

ν νΛ = δ  όπου δ το δέλτα του Kronecker (δηλ 0 1 2 3
0 1 2 3 1δ = δ = δ = δ = και 0 όταν µ≠ν) 

2) Λ(β).Λ(-β)=Ι 
Η σχέση αυτή σηµαίνει ότι 1( ) ( )−Λ β = Λ −β  όπου 1( )−Λ β  ο αντίστροφος πίνακας του Λ(β). 

3) 1 2
1 2

1 2

( ). ( )
1

 β + β
Λ β Λ β = Λ  + β β 

 

Η απόδειξη της παραπάνω σχέσης είναι 
θέµα στοιχειώδους άλγεβρας και αφήνεται 
στον αναγνώστη.  
Ποιο είναι όµως το περιεχόµενο της 
σχέσης αυτής ;  
Θεωρούµε τρία ΑΣΑ Ο,Ο΄,Ο΄΄.  
Έστω υ1 η ταχύτητα του Ο΄ ως προς Ο και 
υ2 η ταχύτητα του Ο΄΄ ως προς το Ο΄.  
Τότε η ταχύτητα του Ο΄΄ ως προς το Ο 

Ο΄
x΄υ1

Ο

z

y

z΄

y΄

Ο΄΄

z΄΄

y΄΄

υ2x

x΄΄
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είναι 1 2

1 2
21

c

υ + υ
υ =

υ υ
+

 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονίσουµε ότι η παραπάνω σχέση ισχύει µόνο όταν οι δύο προωθήσεις είναι 
κατά την ίδια διεύθυνση (πχ και οι δύο κατά την διεύθυνση x) 
 
Αν έχουµε µία προώθηση κατά την διεύθυνση y τότε οι σχέσεις µετασχηµατισµού θα είναι προφανώς : 

0 0x (x y)′ = γ − β  ,  x΄=x 0y ( x y)′ = γ −β +  , z΄=z.  Ο πίνακας  
για µια προώθηση κατά τον άξονα y είναι  

(y)

0 0
0 1 0 0

( )
0 0

0 0 0 1

γ −γβ 
 
 Λ β =
 −γβ γ
 
 

         (3.2.19) 

για µια προώθηση κατά τον άξονα z είναι  

(z)

0 0
0 1 0 0

( )
0 0 1 0

0 0

γ −γβ 
 
 Λ β =
 
 −γβ γ 

         (3.2.20) 

 
 
Η γενικευµένη προώθηση µπορεί να βρεθεί ως εξής: 
 
Θεωρούµε ότι το Ο΄ κινείται ως προς το Ο µε 
ταχύτητα υτυχαίας διεύθυνσης όπως στο σχήµα. 
Αναλύουµε τα διανύσµατα θέσης ενός τυχαίου 
σηµείου σε δύο συνιστώσες. Μια κατά την 
διεύθυνση της ταχύτητας υ και µια κάθετη σε αυτή.  
Για να εκφράσουµε τις συνιστώσες συναρτήσει 
των r  και υέχουµε να παρατηρήσουµε τα εξής: 

// //r r r r r r⊥ ⊥= + ⇒ = −  
Επειδή // //r // rυ ⇒ = λυ  

// 2

r.r r . 0 (r r ). 0 (r ). 0⊥ ⊥
υ

⊥ υ ⇒ υ = ⇒ − υ = ⇒ − λυ υ = ⇒ λ =
υ

 

Εποµένως: // 2

r.r υ
= υ

υ
 και 2

r.r r⊥
υ

= − υ
υ

 

Ο µετασχηµατισµός Lorentz δεν επηρεάζει την κάθετη στην ταχύτητα συνιστώσα και µεταβάλει κατά τα 
γνωστά την παράλληλη σε αυτήν.  
 
Εποµένως έχουµε: 
 
r r⊥ ⊥′ =  

// //r ( t r )′ = γ −υ +  

//
2

rt (t )
c
υ′ = γ −  

Ο΄
x΄υ

Ο

z

y

z΄

y΄

r

//r

r⊥
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Η τελευταία σχέση γίνεται 
i3

0 0 i

i 1
x x x

c=

υ′ = γ − γ∑  

Πρέπει όµως 
3

0 0 0 0 0 i
0 i

i 1
x x x xν

ν
=

′ = Λ = Λ + Λ∑  

Εποµένως 0
0Λ = γ  και 

i
0

i c
υ

Λ = −γ  

Για να βρούµε τις χωρικές συντεταγµένες στο Ο΄ πρέπει να βρούµε το εσωτερικό γινόµενο του r′  µε τα ie . 
Εποµένως έχουµε: 

i
i // i i // i i // i // ix r.e r .e r .e (r t).e r .e (r t).e (r r ).e⊥ ⊥′ ′ ′= = + = γ − υ + = γ − υ + − ⇒  

i i i i
i // i i i i ix r.e ( 1)r .e .e t r.e ( 1) .e .e t x ( 1) t′ = + γ − − γυ = + λ γ − υ − γυ = + λ γ − υ − γυ ⇒  

i 3 3
i i i i 0 i j i j j

j2 2
j 1 j 1

r. 1x x ( 1) t x x x
c = =

υ υ γ −′ = + γ − υ − γυ = −γ + δ + υ υ ⇒
υ υ∑ ∑  

i 3
i 0 i i j j

j 2
j 1

1x x ( )x
c =

υ γ −′ = −γ + δ + υ υ
υ∑  

Πρέπει όµως 
3

i i i 0 i j
0 j

j 1

x x x xν
ν

=

′ = Λ = Λ + Λ∑  

Εποµένως 
i

i
0 c

υ
Λ = −  και i i i j

j j 2

1γ −
Λ = δ + υ υ

υ
 

 
 
Συνοψίζοντας έχουµε για την γενική προώθηση Lorentz 

0 0 i
0 i

i i i i i j
0 j j 2

( 1)
| |

Λ = γ Λ = −γβ
γ −

Λ = −γβ Λ = δ + β β
β

    και σε µορφή πίνακα  

2

( ) 1
| |

Τ

Τ

 γ −γβ
 Λ β = γ − −γβ Ι + ββ
 β 

         (3.2.21) 

µε β τον 3x1 πίνακα στήλη 

1

1
2

2

3
3

c

c

c

 υ
 
  β

υ  β = β =   
  β  υ 
 
 

 , 2 1 2 1 2 2 2 3 2| | ( ) ( ) ( ) ( )Τβ = β β = β + β + β + β  , 

2

1( )
1 | |

γ β =
− β

  και | | 1β <  

 

Σχόλια 

1) Μια χρήσιµη εξάσκηση στις πράξεις µεταξύ πινάκων είναι η απόδειξη της σχέσης 
1( ) ( ) ( ) ( )−Λ β Λ −β = Ι ⇔ Λ β = Λ −β  η οποία αφήνεται στον αναγνώστη. 
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2) Στα παραπάνω βρήκαµε την γενική προώθηση Lorentz η οποία έχει τρεις παραµέτρους β1,β2,β3.  
Εξακολουθούν να παραµένουν σαν επιτρεπτοί µετασχηµατισµοί οι 3 χωρικές στροφές οι 3 χωρικές 
µεταθέσεις και 1 χρονική µετάθεση. Εποµένως ο γενικός µετασχηµατισµός Lorentz µπορεί να γραφεί 
στην µορφή  

R X b′Χ = Λ + όπου 
1 0

R
0 R

 
=  

 
 ,  R 3x3 πίνακας στροφής και Λ προώθηση Lorentz 

 
 
3.3. Χωροχρονική απόσταση και ο χώρος Minkowski 
 
Θεωρούµε δύο χωροχρονικά σηµεία 1 και 2 µε πίνακες συντεταγµένων  Χ(1) και Χ(2) (εποµένως µε 
συντεταγµένες (1)xµ  και (2)xµ ) στο Ο και αντίστοιχες στο Ο΄.  

Θέτουµε 2 0 2 1 2 2 2 3 2 0 2 2S ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x)∆ = − ∆ + ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆  
Μπορούµε να αποδείξουµε το εξής  

Θεώρηµα  3.3.1. 
2 2S S′∆ = ∆            (3.3.1) 

Απόδειξη  

α) Αν περιοριστούµε σε χωροχρονικές µεταθέσεις (Χ’ =Χ +b) τότε ∆Χ΄=∆Χ και η σχέση γίνεται 
τετριµµένη. 
β) Θεωρούµε την περίπτωση χωρικών στροφών  
Στην περίπτωση αυτή (t΄=t) ∆x΄0=∆x0 και από την βασική ιδιότητα των στροφών έχουµε ότι: 

2 2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3 2x x ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x )′ ′ ′ ′∆ = ∆ ⇒ ∆ + ∆ + ∆ = ∆ + ∆ + ∆  εποµένως η (3.3.1) είναι προφανής 

γ) Θεωρούµε τώρα την περίπτωση προώθησης Lorentz κατά την διεύθυνση x.  
Όπως γνωρίζουµε ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων είναι: 

0 0 1

1 1 0

2 2

3 3

x ( x x )
x ( x x )

x x
x x

′ ′∆ = γ ∆ + β∆
′ ′∆ = γ ∆ + β∆

′∆ = ∆
′∆ = ∆

 

Αντικαθιστώντας στο πρώτο µέλος της (3.3.1) προκύπτει (µε στοιχειώδεις πράξεις) το δεύτερο 
δ) Θεωρούµε την γενική προώθηση Lorentz 
Αναλύουµε και πάλι το χωρικό διάνυσµα θέσης σε δύο συνιστώσες: µια παράλληλη στην ταχύτητα υ και µια 
κάθετη σε αυτήν. Ο µετασχηµατισµός Lorentz είναι κατά τα γνωστά ο: 

r r⊥ ⊥′∆ =  
0

// //r ( x r )′ ′∆ = γ β ∆ + ∆  
0 0

//x ( x r )′ ′∆ = γ ∆ + β∆  

Από το γ) θα έχουµε ότι:  0 2 2 0 2 2
// //( x ) ( r ) ( x ) ( r )′ ′− ∆ + ∆ = − ∆ + ∆  

 Αντικαθιστώντας  στο πρώτο µέλος της (3.3.1) έχουµε: 
0 2 1 2 2 2 3 2 0 2 2 0 2 2

//( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( r) ( x ) ( r r )⊥− ∆ + ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆ =  

0 2 2 2 0 2 2 2
// //( x ) ( r ) ( r ) ( x ) ( r ) ( r )⊥ ⊥′ ′ ′− ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆ =  

0 2 1 2 2 2 3 2( x ) ( x ) ( x ) ( x )′ ′ ′ ′− ∆ + ∆ + ∆ + ∆  
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ε) Θεωρούµε τον γενικό µετασχηµατισµό Lorentz 

R X b′Χ = Λ + όπου 
1 0

R
0 R

 
=  

 
 ,  R 3x3 πίνακας στροφής και Λ προώθηση Lorentz 

Τον µετασχηµατισµό αυτό µπορούµε να τον δούµε σαν διαδοχή των εξής µετασχηµατισµών: 
X X′′→ = ΛΧ   R′′ ′′′ ′′Χ → Χ = Χ   b′′′ ′ ′′′Χ → Χ = Χ +  
Από τα εκτεθέντα παραπάνω έχουµε: 

2 2 2 2S S S S′′ ′′′ ′∆ = ∆ = ∆ = ∆   ▄ 
 
Το γεγονός ότι οι µετασχηµατισµοί Lorentz αφήνουν αµετάβλητη την ποσότητα ∆S2 αναδεικνύει την 
ποσότητα αυτή σε κυρίαρχο µέγεθος στην ειδική σχετικότητα.  
Συγκεκριµένα η ποσότητα ∆S2 ορίζει την χωροχρονική απόσταση δύο γεγονότων. 
Για να µπορέσουµε να γράψουµε την χωροχρονική απόσταση µε µορφή πινάκων πρέπει να ορίσουµε τους 
αντίστοιχους των πινάκων εij και εij που ορίσαµε για την χωρική απόσταση δύο σηµείων: 
Ορίζουµε λοιπόν τον συναλλοίωτο µετρικό τανυστή ηµν  ως εξής: 

00 1η = − , 11 22 33 1η = η = η = και µηδέν σε κάθε άλλη περίπτωση. Εποµένως σε µορφή πίνακα  

1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1

− 
  −  η = =    Ι 
 
 

        (3.3.2) 

Οµοίως ορίζεται και ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής ηµν ο οποίος είναι ο αντίστροφος του ηµν.  
Σε µορφή πινάκων έχουµε την σχέση η.η=Ι και σε  συντεταγµένες µρ µ

ρν νη η = δ  όπου δ ο ταυτοτικός 4x4 

πίνακας ( 0 1 2 3
0 1 2 3 1δ = δ = δ = δ =  κλπ) 

Ο ανταλλοίωτος µετρικός ηµν µπορεί να χρησιµοποιηθεί  για την ανύψωση ενός δείκτη (µετατροπή ενός 
συναλλοίωτου δείκτη σε ανταλλοίωτο): 
Πχ Αν Αµ συναλλοίωτο διάνυσµα τότε το αντίστοιχο ανταλλοίωτο ορίζεται από την σχέση: 

µ µν
νΑ = η Α            (3.3.3) 

Οµοίως ο συναλλοίωτος µετρικός τανυστής µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υποβιβασµό ενός δείκτη: 
ν

µ µνΑ = η Α            (3.3.4) 
 

Σχόλια 

1) Προς το παρόν ένα ανταλλοίωτο και ένα συναλλοίωτο διάνυσµα ξεχωρίζουν µόνο από την θέση των 
δεικτών τους. ∆ηλαδή ένα συναλλοίωτο διάνυσµα έχει τον δείκτη κάτω και ένα ανταλλοίωτο έχει τον 
δείκτη πάνω. 

2) Οι τιµές των συντεταγµένων ενός συναλλοίωτου και του αντίστοιχου ανταλλοίωτου διανύσµατος δεν 
είναι ίδιες: 

Θεωρούµε ένα συναλλοίωτο διάνυσµα Αµ µε πίνακα συντεταγµένων 

α 
 β 
 γ
 δ 

.  

Είναι στοιχειώδες (µε χρήση της (3.3.3)) να δείξουµε ότι ο πίνακας συντεταγµένων του αντίστοιχου 

ανταλλοίωτου διανύσµατος είναι ο 

−α 
 β 
 γ
 δ 
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3) Aν υποβιβάσουµε ένα δείκτη και στην συνέχεια τον ανυψώσουµε το τελικό διάνυσµα είναι ίδιο µε το 
αρχικό. 
Πράγµατι ας θεωρήσουµε ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα Αµ. Θέτουµε Αµ το αντίστοιχο συναλλοίωτο 
( ρ

µ µρΑ = η Α ) .  
Ας συµβολίσουµε προς το παρόν µε Βµ το ανταλλοίωτο διάνυσµα που προκύπτει από το Αµ. Έτσι 
έχουµε µ µν µν ρ µ ρ µ

ν νρ ρΒ = η Α = η η Α = δ Α = Α  
4) Με χρήση των παραπάνω η παράσταση ∆S2 µπορεί να γραφτεί ως 

2S ( x) ( x)µ ν
µν∆ = η ∆ ∆           (3.3.5) 

ή σε µορφή πινάκων  
2S ( ) ( )Τ∆ = ∆Χ η ∆Χ          (3.3.6) 

 
∆είξαµε παραπάνω ότι ο γενικός µετασχηµατισµός Lorentz LX b′Χ = + µε L R= Λ όπου Λ προώθηση 
Lorentz και R χωρική στροφή αφήνει αναλλοίωτη την χωροχρονική απόσταση. Τι σηµαίνει αυτό για τον 
πίνακα L:  
Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι  το εξής  
 
Θεώρηµα  3.3.2. 
Ο πίνακας L του γενικού µετασχηµατισµού Lorentz LX b′Χ = + ικανοποιεί την σχέση  

TL Lη = η            (3.3.5) 
 

Απόδειξη 

Α τρόπος 
Είναι TL X ( ) ( ) LΤ Τ′ ′∆Χ = ∆ ⇒ ∆Χ = ∆Χ  
Ο µετασχηµατισµός Lorentz αφήνει την ποσότητα ∆S2 αµετάβλητη. Εποµένως έχουµε: 

2 2 TS S ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L L( ) ( ) ( )Τ Τ Τ Τ′ ′ ′∆ = ∆ ⇒ ∆Χ η ∆Χ = ∆Χ η ∆Χ ⇒ ∆Χ η ∆Χ = ∆Χ η ∆Χ  

και επειδή το ∆Χ είναι αυθαίρετο πρέπει TL Lη = η▄ 
Β τρόπος  
Αν κάποιος δεν πείθεται από το επιχείρηµα µε το οποίο «απλοποιήθηκε» το ∆Χ και θέλει να κάνει απ’  
ευθείας υπολογισµό θα πρέπει  να κάνει το εξής:  

Υποθέτουµε κατ αρχάς ότι 
1 0

L R
0 R

 
= =  

 
 R χωρική στροφή µε RTR=I 

Έχουµε διαδοχικά 
T

T
T

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
L L

0 R 0 I 0 R 0 R 0 I 0 R
− −           

η = = =           
           

 

 

T T T

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 R 0 I 0 R 0 R 0 R 0 R R 0 I

− − −             
= = = = η             

             
 

 
 
 
Έστω τώρα L=Λ προώθηση Lorentz 

Τ

Τ

 γ −γβ
Λ =  −γβ Ι + λββ 

 µε 2

1
| |
γ −

λ =
β

 

 
Εποµένως ΛΤ=Λ και 
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1 0
0

Τ Τ
Τ

Τ Τ

−   γ −γβ −γ −γβ 
Λ η = =    Ι−γβ Ι + λββ γβ Ι + λββ    

 

Υπολογίζουµε το γινόµενο 
Τ Τ

Τ
Τ Τ

   −γ −γβ γ −γβ
Λ ηΛ ==    γβ Ι + λββ −γβ Ι + λββ   

 

Το στοιχείο πρώτης γραµµής και «πρώτης στήλης» θα είναι: 
2 2 2 2(1 | | ) 1Τ−γ + γ β β = −γ − β = −  

Το στοιχείο πρώτης γραµµής και «δεύτερης στήλης» θα είναι: 

2 2 2 2 2
2

1 | | ( ) 0
| |

Τ Τ Τ Τ Τ Τ Τ Τγ −
γ β − γβ − λγβ ββ = γ β − γβ − γ β β = γ − γ − γ + γ β =

β
 

Το στοιχείο «δεύτερης γραµµής» και πρώτης στήλης θα είναι: 

2 2 2 2 2
2

1 | | ( ) 0
| |

Τ γ −
γ β − γβ − λγββ β = γ β − γβ − γβ β = γ − γ − γ + γ β =

β
 

Το στοιχείο «δεύτερης γραµµής» και «δεύτερης στήλης» θα είναι: 
2 2 2 2 2| |Τ Τ Τ Τ Τ Τ Τ−γ ββ + Ι + λββ + λ ββ ββ = −γ ββ + Ι + λββ + λ β β β  

Ο συντελεστής του ββΤ είναι:  
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 ( 1) 12 | | 2 0
| | | | | |
γ − γ − γ −

−γ + λ + λ β = −γ + + = −γ + = −γ + γ =
β β β

 

Άρα το στοιχείο «δεύτερης γραµµής» και «δεύτερης στήλης» θα είναι Ι  
Εποµένως ΤΛ ηΛ = η  
Στην γενική περίπτωση που L R= Λ θα έχουµε  

T T TL L (R ) (R ) R R (R R)Τ Τ Τ Τη = Λ η Λ = Λ η Λ = Λ η Λ = Λ ηΛ = η▄ 
 
Αποδείξαµε µέχρι τώρα ότι ο γενικός γραµµικός µετασχηµατισµός Lorentz Χ΄=LΧ+b διατηρεί την 
χωροχρονική απόσταση και εποµένως ικανοποιεί την σχέση TL Lη = η . 
Ισχύει και το αντίστροφο του θεωρήµατος. Αν δηλαδή ένας µετασχηµατισµός διατηρεί την χωροχρονική 
απόσταση τότε είναι µετασχηµατισµός Lorentz. Συγκεκριµένα έχουµε το εξής  
 
Θεώρηµα  3.3.3. 
Έστω 4x4  πίνακας L για τον οποίο ισχύει η σχέση TL Lη = η . Τότε υπάρχει 3x1 πίνακας στήλη β και 3x3 
ορθογώνιος πίνακας R έτσι ώστε L R ( )= Λ β  όπου Λ(β) η προώθηση Lorentz που ορίζει το β. 
 

Απόδειξη 

Αν πολλαπλασιάσουµε την δοθείσα σχέση από αριστερά µε η έχουµε: 
T T TL L L L ( L )Lη = η ⇒ η η = ηη ⇒ η η = Ι  

Εποµένως οι πίνακες L και ηLTη  είναι ο ένας ο αντίστροφος του άλλου άρα και το αντίστροφο γινόµενο 
ισούται µε Ι (ΑΒ=Ι⇔ΒΑ=Ι). Εποµένως 

T T TL( L ) L( L ) L Lη η = Ι ⇒ η η η = η ⇒ η = η  
Ο πίνακας L είναι ένας 4x4 πίνακας  
Έστω ότι το στοιχείο 0 γραµµής και 0 στήλης είναι  L0

0=α 
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Τα υπόλοιπα 3 στοιχεία της µηδενικής στήλης ορίζουν ένα 3x1 πίνακα στήλη v (Li
0=vi). 

Τα υπόλοιπα 3 στοιχεία της µηδενικής γραµµής ορίζουν ένα 1x3 πίνακα γραµµή. Θέτω u τον ανάστροφό του 
3x1 πίνακα στήλη  
Το αποµένον τµήµα του L είναι ένας 3x3 πίνακας ∆. 

Εποµένως ο L έχει την µορφή 
Tu

L
v

 α
=  ∆ 

 

Επειδή ο πίνακας L ικανοποιεί την σχέση TL Lη = ηέχουµε 
T T T T

T

1 0 1 0 1 0 1 0u u v u
0 0 0 0v v u v

Τ
− − − −       α α α α       

= ⇒ = ⇒              Ι Ι Ι Ι∆ ∆ ∆ ∆              
 

2 T T T

T

1 0v v u v
0u v uuΤ Τ

− −α + −α + ∆  
= ⇒   Ι−α + ∆ − + ∆ ∆   

 

2 Tv v 1−α + = −         (1) 
v uΤ∆ = α          (2) 

TuuΤ∆ ∆ − = Ι          (3) 
Από την σχέση TL Lη = η µε παρόµοιο τρόπο προκύπτει ότι 

2 Tu u 1−α + = −         (4) 
u v∆ = α          (5) 

TvvΤ∆∆ − = Ι          (6) 
Από την (1) έχουµε ότι 2 21 v v 1Τα = + ⇒ α ≥  
Υποθέτουµε  ότι α>0. (Η περίπτωση α<0 θα εξεταστεί στο τέλος) 

Θέτουµε 
u

β = −
α
και R = LΛ(-β) 

Θα δείξουµε ότι 
1 0

R
0 R

 
=  

 
 µε RTR=I 

Για το µέτρο του διανύσµατος β έχουµε ότι: 
T 2

(4)2 2 2
2 2 2

u u 1 1| | | | ( ) :
1 | |

Τ α −
β = β β = → β = ⇒ α = ⇒ α = γ β = γ

α α − β
 

 
Υπολογίζουµε την  ποσότητα λββT που εµφανίζεται στην προώθηση Lorentz 

T T

2 22

2

1 1 uu uu
1 1| |

Τ Τγ − γ −
λββ = ββ = =

γ − α α +β
γ

 

Για τον πίνακα R έχουµε: 
 

T T uu u
R L ( ) 1v v u uu

1

Τ
Τ

Τ Τ

 α −     α γ γβ α  = Λ −β = = ⇒       ∆ γβ Ι + λββ ∆ − Ι +       α + 

 

 
2 T T T T T

T T

1u u u u u uu
1R

1v u vu uu
1

 α − −α + + α +=  
 α − ∆ − + ∆ + ∆ α + 

 

Από την (4) έχουµε ότι: 2 Tu u 1α − =  
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Από την (5) έχουµε ότι: v u 0α − ∆ =  

Επίσης έχουµε: 
2

T T T T T T T T1 1u u u uu u u u ( 1 1)u 0
1 1

α −
−α + + = −α + + = −α + + α − =

α + α +
 

Θέτουµε T TR vu vu
1

α
= − + ∆ + ∆

α +
  

Με χρήση της (5) ∆u=αv   έχουµε ότι: T1R vu
1

= ∆ −
α +

 

Εποµένως T1R uv
1

Τ Τ= ∆ −
α +

 

Υπολογίζουµε το γινόµενο RRT 
T T T T

T T T T
2

1 1 uv vu vu uvRR ( vu )( uv )
1 1 1 1 ( 1)

Τ
Τ ∆ ∆

= ∆ − ∆ − = ∆∆ − − +
α + α + α + α + α +

 

Όµως 
(6) TvvΤ⇒ ∆∆ = Ι +  
(5) T T Tu v u v⇒ ∆ = α ⇒ ∆ = α  
(4) T 2u u 1⇒ = α −  
Εποµένως έχουµε: 

T T 2 T 2
T T

2 2

vv v v v( 1)v 2 ( 1)RR vv vv 1
1 1 ( 1) 1 ( 1)

Τ  α α α − α α −
= Ι + − − + = Ι + − + = Ι α + α + α + α + α + 

 

Εποµένως ο R 3x3 ορθογώνιος πίνακας. 
Επειδή R L ( ) R ( ) L ( ) ( ) R ( ) L L R ( )= Λ −β ⇒ Λ β = Λ −β Λ β ⇒ Λ β = Ι ⇒ = Λ β  
Αποµένει να εξετάσουµε την περίπτωση κατά την οποία α<0.  
Θεωρούµε τον πίνακα 1L L= − . Εύκολα φαίνεται ότι και ο πίνακας L1 ικανοποιεί την σχέση T

1 1L Lη = η . 
Επειδή α<0 το 00 στοιχείο του L1 θα είναι το –α>0 . Εποµένως κάνοντας χρήση όσων αποδείξαµε υπάρχει Λ 
προώθηση Lorentz και ορθογώνιος πίνακας R1  ώστε 

1
1 1

1 0 1 0
L L

0 R 0 R
−   

= Λ ⇒ =   −   
 

Θέτουµε R=-R1 και εύκολα βλέπουµε ότι R ορθογώνιος πίνακας. ▄ 

 

Σχόλια 

Αποδείξαµε ότι ο τυχαίος πίνακας που ικανοποιεί την σχέση TL Lη = η  γράφεται σαν γινόµενο µιας 
χωρικής στροφής και µιας προώθησης Lorentz. Ακολουθώντας τα ίδια βήµατα µπορούµε να αποδείξουµε ότι 
γράφεται το γινόµενο µιας (διαφορετικής) προώθησης Lorentz και µιας (διαφορετικής) χωρικής στροφής: 
L=Λ.R 
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το γινόµενο δυο προωθήσεων Lorentz δεν είναι προώθηση Lorentz αλλά ένας 
γενικός πίνακας Lorentz. 
 
 
3.4. Οµάδα Lorentz 
 

Όπως είδαµε παραπάνω ένας µετασχηµατισµός Lorentz είναι ένα ζεύγος g=(L,b) όπου L 4x4 πίνακας µε την 
ιδιότητα TL Lη = ηκαι b τυχαίος 4x1 πίνακας. Η «δράση» ενός µετασχηµατισµού Lorentz στα στοιχεία του 
χωροχρόνου ορίζεται από την σχέση Χ΄=LΧ+b. 
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Θεωρούµε δυο διαδοχικούς µετασχηµατισµούς Χ΄=L1X + b1 και X΄΄=L2X΄+b2. Αντικαθιστώντας το X΄ στο 
Χ΄΄ έχουµε ότι:Χ΄΄=L2L1X+L2b1+b2. 
Μπορούµε να αποδείξουµε ότι ο σύνθετος µετασχηµατισµός είναι µετασχηµατισµός Lorentz δηλαδή έχουµε 
το εξής:  

 

Θεώρηµα 3.4.1. 

Θεωρούµε το σύνολο £ των µετασχηµατισµών Lorentz.  
Στο σύνολο αυτό ορίζουµε µια πράξη * ως έξής:  
Αν  g1=(L1 , b1) ∈ £ και g2=(L2 , b2) ∈ £ θέτουµε g1*g2=(L2L1  , L2b1+b2).  

Τότε το σύνολο £ µε την παραπάνω ορισθείσα πράξη αποτελεί οµάδα. 

 

Απόδειξη 

♦ Κλειστότητα  
Αν g1=(L1 , b1) ∈ £ και g2=(L2 , b2) ∈ £ θα δείξουµε ότι g=g1*g2 ∈ £ . 
Θέτουµε L=L2L1 και b=L2b1+b2 
Επειδή g1 , g2 ∈ £ έχουµε ότι: T

1 1L Lη = η  και T
2 2L Lη = η . Εποµένως 

T T T T
2 1 2 1 1 2 2 1 1 1L L (L L ) (L L ) L (L L )L L LΤη = η = η = η = η  

Άρα g∈£ 
♦ Η απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας είναι άµεση συνέπεια του ορισµού της πράξης.  
♦ Ύπαρξη ουδετέρου στοιχείου 

Θεωρούµε το στοιχείο e=(I,0) µε Ι τον µοναδιαίο 4x4 πίνακα και 0 τον µηδενικό 4x1. 
Αν g=(L,b) ∈ £ έχουµε: 
g*e=(L,b)*(I,0)=(IL,Ιb+0)=(L,b)=g  και e*g=(I,0)*(L,b)=(LΙ,L0+b)=(L,b)=g  

♦ Ύπαρξη αντιστρόφου 
Έστω g=(L,b) ∈ £  
Θέτουµε L΄=L-1 , και b΄=-L΄ b  
Έχουµε ότι : 

T T T 1 1 T 1 1 1 1L L L L (L L ) (L ) L− − − − − −η = η ⇒ η = η ⇒ η = η ⇒ η = η ⇒ 1 1 T(L ) L L L− Τ − ′ ′η = η ⇒ η = η  
Θέτουµε g΄=(L΄ , b΄) και εύκολα επιβεβαιώνουµε ότι g*g΄=g΄*g=e  ▄ 

 

Σχόλιo 

Στην πορεία της απόδειξης βρήκαµε σαν ενδιάµεση σχέση ότι 
0 2 T 0 2 0 0

0 0 0 0(L ) 1 v v (L ) 1 L 1 L 1= + ⇒ ≥ ⇒ ≥ η ≤ −  
Επίσης παίρνοντας  ορίζουσες και των δύο µελών της βασικής σχέσης έχουµε ότι: 

T 2L L | L | 1 | L | 1η = η ⇒ = ⇒ = ±  
Εποµένως το σύνολο των µετασχηµατισµών Lorentz χωρίζεται σε τέσσερα υποσύνολα : 0

0(L 1,| L | 1)≥ = , 
0

0(L 1,| L | 1)≥ = − , 0
0(L 1,| L | 1)≤ − = , 0

0(L 1,| L | 1)≤ − = − . Από αυτά µόνο το πρώτο περιέχει τον 
µοναδιαίο πίνακα και ονοµάζεται ορθόχρονη κανονική οµάδα Lorentz (proper Lorentz group).  
Συγκεκριµένα έχουµε το εξής: 
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Θεώρηµα  3.4.2. 

Θεωρούµε το υποσύνολο N£  της οµάδας Lorentz που αποτελείται από στοιχεία g=(L,b) µε |L|=1  και L0
0≥1 . 

Το σύνολο αυτό αποτελεί υποοµάδα της οµάδας Lorentz 

Απόδειξη 

♦ Κλειστότητα 
Έστω g1=(L1,b1)  και g2=(L2,b2) ∈ N£ . Θα δείξουµε ότι  το g=g1*g2==(L2L1  , L2b1+b2) ∈ N£  
Επειδή τα g1 και g2 στοιχεία της οµάδας Lorentz θα έχουµε κατά τα γνωστά  ότι 

T
1 1

1
1 1

u
L

v
 α

=  ∆ 
 και 

T
2 2

2
2 2

u
L

v
 α

=  ∆ 
 µε 2 2

1 1| u | 1= α −  και 2 2
2 2| v | 1= α −  

Επιπλέον επειδή g1, g2 ∈ N£  θα είναι  α1≥1 , α2≥1  , |L1|=1, |L2|=1 
Για το γινόµενο L=L1L2 έχουµε: 

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

....u u
L L L

... ....v v

Τ Τ α   α α  
= = =     ∆ ∆     

 

Με 1 2 1 2u vΤα = α α +  
Από την ανισότητα του Shwartz έχουµε  ότι: 

T 2 2 T
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2| u v | | u .v | | u || v | 1 1 | || | | u v |= ≤ = α − α − ≤ α α = α α ⇒ ≤ α α ⇒

T T
1 2 2 1 2 1 1 2u v u v 0 0−α α ≤ ⇒ + α α ≥ ⇒ α ≥  

♦ Ουδέτερο στοιχείο  
Επειδή Ι00=1 και |Ι|=1 έχουµε ότι e∈ N£  

♦ Αντίστροφο στοιχείο  
Έστω g=(L,b)∈ N£  Θα δείξουµε ότι το αντίστροφο στοιχείο g΄=(L-1, -L-1b) ∈ N£  
Κατά τα γνωστά  

1 1

1 1

u
L

v

Τ α
=  ∆ 

 και 1 2 2

2 2

u
L

v

Τ
−  α

=  ∆ 
  µε 2 2

1 1| u | 1= α −  και 2 2
2 2| v | 1= α −  

Επειδή g∈ N£  α1≥0. Επειδή δε g΄∈£ αρκεί να δείξουµε ότι α2≥0. 
Επειδή L και L-1 αντίστροφοι πίνακες έχουµε ότι: 

1 T1 1 2 2
1 2 2 1

1 1 2 2

1 0u u
LL u v 1

0v v

Τ Τ
−    α α  

= Ι ⇒ = ⇒ α α + =     Ι∆ ∆     
 

Από την ανισότητα του Shwartz έχουµε  ότι: 
T 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2| u v | | u .v | | u || v | 1 1 | || | | |= ≤ = α − α − ≤ α α = α α ⇒

T T
2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2u v | | u v | | 1 (| | )≤ α α ⇒ + α α ≤ α α +α α ⇒ ≤ α α +α  

Αν α2<0 τότε |α2|=-α2 και η τελευταία σχέση γίνεται 1≤0 που είναι άτοπο. Εποµένως α2≥0 ▄ 
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3.5.  Σύνοψη και τυπολόγιο 
 

♦ Στον χωροχρόνο ορίζεται χωροχρονική απόσταση δύο χωροχρονικών σηµείων µέσω της ποσότητας  
2 0 2 1 2 2 2 3 2 0 2 2S ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x ) ( x)∆ = − ∆ + ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆  

Η παράσταση αυτή µπορεί να γραφτεί συναρτήσει των συντεταγµένων των σηµείων ως 
2S ( x) ( x)µ ν

µν∆ = η ∆ ∆   
και σε συµβολισµό πινάκων συντεταγµένων 

2S ( ) ( )Τ∆ = ∆Χ η ∆Χ  
♦ Ο συναλλοίωτος και ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής είναι αντίστοιχα  

 
1 0 0 0

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1

µν

− 
  −  η = =    Ι 
 
 

 και 

1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1

µν

− 
  −  η = =    Ι 
 
 

 

Οι δύο πίνακες είναι ο ένας αντίστροφος του άλλου και εποµένως ικανοποιούν τη σχέση µρ µ
ρν νη η = δ  

♦ Μετασχηµατισµός Lorentz κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός LX b L bµ µ ν µ
ν′ ′Χ = + ⇔ Χ = Χ +   

που αφήνει την ποσότητα ∆S2 αµετάβλητη. 
Η απαίτηση αυτή σε συµβολισµό πινάκων γράφεται ως  

T TL L L Lη = η ⇔ η = η  
και σε συµβολισµό συντεταγµένων L L L Lµ ρσ ν µν µ ν

ρ σ ρ µν σ ρση = η ⇔ η = η  
♦ Ειδική περίπτωση µετασχηµατισµού Lorentz αποτελούν οι προωθήσεις.  

Ο αντίστοιχος πίνακας είναι : 
 

2

( ) 1
| |

Τ

Τ

 γ −γβ
 Λ β = γ − −γβ Ι + ββ
 β 

µε 
2

1( )
1 | |

γ = γ β =
− β

, 
c
υ

β = ,   | | 1β <   

µε στοιχεία 
0 0 i

0 i

i i i i i j
0 j j 2

( 1)
| |

Λ = γ Λ = −γβ
γ −

Λ = −γβ Λ = δ + β β
β

 

♦ Αν θεωρήσουµε δύο διαδοχικές προωθήσεις µε ταχύτητες υ1 και υ2 κατά την ίδια διεύθυνση τότε η 
σύνθετη προώθηση αντιστοιχεί σε ταχύτητα  

1 2

1 2
21

c

υ + υ
υ =

υ υ
+
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. 
ΤΑ ΜΕΓΕΘΗ ΤΗΣ ΕΙ∆ΙΚΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

 
4.1.Εισαγωγή  
 
Θεωρούµε την µετωπική ελαστική κρούση δύο σφαιρών µαζών m1=m 
και m2=3m που κινούνται αρχικά µε ταχύτητες υ1Α=υ0=0.6c και υ2Α=-
υ0 αντιστοίχως ως προς ένα ΑΑΣ Ο. Μελετώντας το πρόβληµα µε τις 
έννοιες και τις αρχές της κλασσικής µηχανικής (διατήρηση της ορµής 
και της ενέργειας) µπορούµε να υπολογίσουµε τις ταχύτητες των 
σφαιρών µετά την κρούση: υ1Τ=-2υ0 και υ2Τ=0. 
Ας προσπαθήσουµε να επιβεβαιώσουµε την αρχή διατήρησης της 
ορµής σε ένα άλλο ΑΑΣ Ο΄ που κινείται κατά την διεύθυνση του 
άξονα x ,µε ταχύτητα u=0.6c ως προς το πρώτο χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς Lorentz. 
Γνωρίζουµε ότι η ταχύτητα υ ενός σωµατιδίου που κινείται κατά την διεύθυνση x στο Ο µε την ταχύτητα 
του υ΄ στο Ο΄ συνδέονται µε την σχέση: 

2

u
u1

c

υ −′υ =
υ

−
 

Μπορούµε εποµένως να υπολογίσουµε τις ορµές των σωµατιδίων πριν και µετά την κρούση στο σύστηµα Ο΄ 
και να εξετάσουµε αν είναι ίσες. Έχουµε λοιπόν ότι 

0 01 2
A 1 2

1 2 0 0
2 2 2 2

u uu up m 3m m 3m m 3m 3.6mcu u u u1 1 1 1
c c c c

Α Α
Α Α

Α Α

υ − −υ −υ − υ −′ ′ ′= υ + υ = + = + = −
υ υ υ υ

− − − +
 

01T 2T
T 1T 2T

1T 2T 0
2 2 2

2 uu u 0 up m 3m m 3m m 3m 5.8mcu u 2 u 11 1 1
c c c

− υ −υ − υ − −′ ′ ′= υ + υ = + = + = −
υ υ υ

− − +
 

Αναδεικνύεται λοιπόν το εξής πρόβληµα: Αν διατηρήσουµε τον κλασσικό ορισµό της ορµής και 
προσπαθήσουµε να τον συνδυάσουµε µε τους µετασχηµατισµούς Lorentz , τότε παραβιάζεται η αρχή 
διατήρησης της ορµής. Όµως η αρχή διατήρησης της ορµής είναι µια αρχή την οποία δεν αποχωρίζεται 
εύκολα ένας φυσικός. Η µόνη λογική λύση στο πρόβληµα που εµφανίστηκε είναι η αλλαγή του ορισµού 
της έννοιας ορµή. 
Στο κεφάλαιο αυτό θα επαναορίσουµε τις γνωστές έννοιες (ορµή , ενέργεια, κλπ) έτσι ώστε και οι νόµοι 
διατήρησης να ισχύουν και οι ορισµοί αυτοί να είναι συµβατοί µε τους µετασχηµατισµούς Lorentz. 
 
4.2.Χωροχρονική απόσταση και ιδιόχρονος  
 
Θεωρούµε δύο χωροχρονικά σηµεία P και Q . Έχουµε ορίσει την ποσότητα  

2 0 2 2 2 2 2S ( x ) ( x) c ( t) ( x) x xµ ν
µν∆ = − ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ = η ∆ ∆  

Ας σηµειώσουµε ότι η ποσότητα αυτή µπορεί να πάρει και θετικές και αρνητικές τιµές 
Για παράδειγµα αν το σηµείο P είναι το (0,0,0,0) και το σηµείο Q είναι το (α,0,0,0) τότε εύκολα φαίνεται ότι 
∆S2=-α2. Αν το δεύτερο είναι το (0,α,0,0) τότε ∆S2=α2 και αν το δεύτερο είναι το (α,α,0,0) τότε ∆S2=0. 
Χαρακτηρίζουµε το διάνυσµα της χωροχρονικής µετατόπισης PQ αναλόγως του προσήµου της παράστασης 
∆S2 για τα σηµεία αυτά ως: 
 

Χωροειδές  ∆S2 > 0 
Χρονοειδές ∆S2 < 0 
Φωτοειδές ∆S2 = 0 

 
 
 

υ1 υ2

u

x

y

O
x΄

O΄

y΄
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Σχόλια  

1) Αν θεωρήσουµε δύο ΑΑΣ τότε όπως γνωρίζουµε ισχύει ότι ∆S2=∆S΄2 . Εποµένως οι παραπάνω 
χαρακτηρισµοί είναι ανεξάρτητοι συστήµατος συντεταγµένων. 

2) Αν θεωρήσουµε την διάδοση ενός φωτεινού σήµατος  τότε ισχύει ότι: 
2 2 2 2x c x c t S 0

t
∆

= ⇒ ∆ = ∆ ⇒ ∆ =
∆

 

3) Αν θεωρήσουµε την κίνηση  ενός υλικού  σηµείου  τότε ισχύει ότι: 
2 2 2 2x c x c t S 0

t
∆

< ⇒ ∆ < ∆ ⇒ ∆ <
∆

 

4) Οι ορισµοί που δώσαµε δικαιολογούνται από το εξής: Αν θεωρήσουµε ένα χωροχρονικό διάνυσµα 
παράλληλο στον άξονα των χρόνων τότε εύκολα φαίνεται ότι ∆S2<0 . Αντιθέτως αν θεωρήσουµε ένα 
χωροχρονικό διάνυσµα παράλληλο στον άξονα x τότε 
∆S2>0.  

5) Ας περιοριστούµε προς το παρόν σε δυο χωροχρονικές 
διαστάσεις (x0, x). Θεωρούµε ένα τυχαίο σηµείο P του 
χωροχρόνου. Χαράσσουµε τις ευθείες που διέρχονται από το 
P και είναι παράλληλες προς τις διχοτόµους των γωνιών των 
αξόνων. Αν θεωρήσουµε ένα σηµείο Q1 στις ευθείες αυτές 
τότε εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι το PQ1 είναι 
Φωτοειδές. Αν θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε σηµείο Q2 
στην περιοχή των δυο γωνιών που περιέχουν την παράλληλη 
στον άξονα των θέσεων τότε το PQ2 είναι χωροειδές και για 
ένα σηµείο Q3 στην περιοχή των δυο γωνιών που περιέχουν 
την παράλληλη στον άξονα των χρόνων το PQ3 είναι 
χρονοειδές. 

6) Αν επεκτείνουµε τα παραπάνω στον πλήρη 
χωροχρόνο οι φωτοειδείς ευθείες αντιστοιχούν σε 
κωνική επιφάνεια (κώνος φωτός ) µε κορυφή το P , 
το σύνολο των σηµείων Q3 για τα οποία το PQ3 είναι 
χρονοειδές είναι το εσωτερικό του κώνου και το 
σύνολο των σηµείων Q2 για τα οποία το PQ2 είναι 
χωροειδές είναι το εξωτερικό του κώνου. 
 
 
 

Ας θεωρήσουµε τώρα την κίνηση ενός σωµατιδίου. Το σηµείο αυτό διαγράφει µια γραµµή στον χωροχρόνο. 
Για δύο γειτονικά σηµεία στην γραµµή αυτή ισχύει dS2<0 και εποµένως το εφαπτόµενο διάνυσµα στην 
καµπύλη που διαγράφει είναι χρονοειδές.  

Η ποσότητα 
2dSd

c
−

τ =  είναι καλώς ορισµένη ,έχει µονάδες χρόνου , είναι ανεξάρτητη από ΑΑΣ και 

ονοµάζεται (απειροστός) ιδιόχρονος του σωµατιδίου. 
Ο παραπάνω ορισµός δικαιολογείται από τα εξής :  
Ας υποθέσουµε ότι το σωµατίδιο είναι ακίνητο ( dx 0= ) τότε 2 0 2 2 2dS (dx ) c dt d dt= − = − ⇒ τ = .  
Αν δε το  σωµατίδιο εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση τότε στο σύστηµα ηρεµίας του είναι dτ=dt.  
Εποµένως ο ιδιόχρονος ισούται µε την χρονική διάρκεια σε ένα ΑΑΣ ως προς το οποίο το σωµατίδιο ηρεµεί. 
Σε κάθε περίπτωση κίνησης, οµαλής  η όχι ,η ποσότητα dτ είναι µια καλώς ορισµένη µαθηµατική ποσότητα 
και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επαναπαραµετροποίηση της καµπύλης που διαγράφει το σωµατίδιο 
στον χωροχρόνο. 
 
 

x1

x0

P

Q1

Q2

Q3

x0

x2

x1

P

Q2 Q1

Q3
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Παράδειγµα  

Θεωρούµε ένα σωµατίδιο που κινείται µε σταθερή επιτάχυνση κατά την διεύθυνση του άξονα  
x µε εξίσωση κίνησης x=t2. Η καµπύλη που διαγράφει στο επίπεδο (t,x) είναι η καµπύλη µε εξίσωση x=t2. 
Θεωρούµε σαν παράµετρο λ τον χρόνο και έχουµε την καµπύλη σε παραµετρική µορφή (t=λ ,x=λ2 ). 
Υπολογίζουµε το διαφορικό του ιδιόχρονου  

2 2 2 2 2 2dS c dt dx c 4d d
c c c

− − − λ
τ = = = λ  

Ολοκληρώνοντας µπορούµε να εκφράσουµε το λ συναρτήσει του τ και εποµένως και τα t και x συναρτήσει 
του τ. 
 
 
4.3. Τετραταχύτητα  
 
Θεωρούµε ένα σωµατίδιο το οποίο διαγράφει στον χωροχρόνο µια γραµµή µε παραµετρική µορφή 
x x ( )µ µ= τ . Ονοµάζουµε τετραταχύτητα του σωµατιδίου ως προς ένα ΑΣΑ την παράγωγο της 
χωροχρονικής θέσης ως προς τον ιδιόχρονο τ. ∆ηλαδή έχουµε 

dx ( )u
d

µ
µ τ

=
τ

 µ=0,1,2,3          (4.3.1) 

Συµβολίζουµε µε U την τετραταχύτητα ( πίνακας στήλη) και µε uµ τις συνιστώσες της  
Οι ιδιότητες της τετραταχύτητας περιγράφονται από το επόµενο  
 

Θεώρηµα 4.3.1. 

Η τετραταχύτητα έχει τις εξής ιδιότητες 
1) Ισχύει ότι : 2u u cµ

µ = −          (4.3.2) 
2) Σχέση ταχύτητας και τετραταχύτητας: 

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο το οποίο ως προς κάποιο ΑΑΣ την χρονική στιγµή t βρίσκεται στην θέση 

x έχοντας ταχύτητα (συνήθη χωρική ταχύτητα 
dx
dt

υ = ).  

Ισχύει ότι:  
c

U  
= γ  υ 

            (4.3.3) 

µε 
2

2

1( )
1

c

γ = γ υ =
υ

−

  

3) Αν u  είναι το χωρικό µέρος του διανύσµατος της τετραταχύτητας  τότε 0

u
c u
υ

=   (4.3.4) 

4)  Το συναλλοίωτο τετράνυσµα της τετραταχύτητας είναι  
c

Uσυν

− 
= γ  υ 

          (4.3.5) 

5) Νόµος µετασχηµατισµού της τετραταχύτητας.  
Θεωρούµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz  x L x bµ µ ν ν

ν′ = + .  
Για τις τετραταχύτητες u και  u΄ ισχύει ότι:  
U LU u L uµ µ ν

ν′ ′= ⇔ =          (4.3.6) 
6) Νόµος µετασχηµατισµού του συναλλοίωτου διανύσµατος της τετραταχύτητας.  

Για τα συναλλοίωτα διανύσµατα uµ και u΄µ ισχύει ότι 
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u L uκ
µ µ κ′ =            (4.3.7) 

όπου  L Lτ ρ στ
µ µρ σ= η η           (4.3.8) 

7) Μετασχηµατισµός τετρανύσµατος και µετασχηµατισµός συντεταγµένων 
Ισχύουν οι σχέσεις: 

α)  
xu u
x

µ
µ ν

ν

′∂′ =
∂

           (4.3.9) 

β)  
xu u
x

κ

µ κµ

∂′ =
′∂

          (4.3.10) 

 
Απόδειξη 

1) 
2

2
2

dx dx dSu u u u c
d d d

µ ν
µ µ ν

µ µν µν= η = η = = −
τ τ τ

 

2) 
2

2 0 2 2 2 2 2 2 2 dxdS (dx ) dx c dt dx dt c
dt

  = − + = − + = − − ⇒  
   

 

2
2 2 2 2 2 2

2

dt dtc d dt (c ) d
d

− τ = − − υ ⇒ τ = ⇒ = γ
γ τ

 

Επίσης 
i i

i idx dx dtu
d dt d

= = = γυ
τ τ

 

3) Από την προηγούµενη σχέση έχουµε: 0

u
u c c

γυ υ
= =

γ
 

4) Το αντίστοιχο συναλλοίωτο τετράνυσµα είναι u uν
µ µν= η .Εποµένως σαν πίνακας στήλη είναι το 

γινόµενο του η µε το ανταλλοίωτο διάνυσµα της τετραταχύτητας. 
0

0
1 11

1
2 22

2
3 33

3

u 1 0 0 0 1 0 0 0 c cu
u 0 1 0 0 0 1 0 0 cu

U
u 0 0 0 0 0 0 0 0u
u 0 0 0 1 0 0 0 1u

συν

− − −          
          υ υ −           = = = γ = γ = γ            υ υ υ 
          υ υ             

 

 
5) Θεωρούµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz : 

dx dxx L x b dx L dx L u L u
d d

µ ν
µ µ ν µ µ µ ν µ µ µ ν

ν ν ν ν

′
′ ′ ′= + ⇒ = ⇒ = ⇒ =

τ τ
 

 
6) u u L u L uν ν σ ρ σκ

µ µν µν σ µρ σ κ′ ′= η = η = η η  

Θέτουµε L Lτ ρ στ
µ µρ σ= η η  και έχουµε ότι u L uκ

µ µ κ′ =  
Παρατηρούµε ότι το ανταταλλοίωτο και το συναλλοίωτο διάνυσµα εκτός από διαφορετικές τιµές έχουν 
και διαφορετικό νόµο µετασχηµατισµού. 
 

7) α) Πρέπει να παραγωγίσουµε τα x΄ συναρτήσει των  x .  

Υπενθυµίζουµε 
x
x

ν
ν
ρρ

∂
= δ

∂
.  

Εποµένως έχουµε:
(L x )x xL L L

x x x

µ νµ ν
µ µ ν µν

ν ν ρ ρρ ρ ρ

′ ∂∂ ∂
= = = δ =

∂ ∂ ∂
  

Αντικαθιστώντας στον νόµο µετασχηµατισµού του ανταλλοίωτου διανύσµατος της ταχύτητας έχουµε 
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:
xu L u u
x

µ
µ µ ν ν

ν ν

′∂′ = =
∂

 

β) Για να αποδείξουµε την δεύτερη σχέση θα πρέπει πρώτα να αντιστρέψουµε τον µετασχηµατισµό (να 
εκφράσουµε τα x συναρτήσει των x΄ ).  
Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων είναι: x L x bµ µ ν µ

ν′ = +  

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε  Lκ
µκ ρη έχουµε 

x L L L x b Lµ κ µ κ ν µ κ
µκ ρ ν µκ ρ µκ ρ′ η = η + η       (1) 

Όµως από την βασική ιδιότητα του L έχουµε ότι : L Lµ κ
ν µκ ρ νρη = η  

Εποµένως η (1) γίνεται: x L x b Lµ κ ν ν κ
µκ ρ νρ µκ ρ′ η = η + η    (2) 

«Πολλαπλασιάζουµε» και τα δύο µέλη της παραπάνω µε ηρσ :  
x L x b L x L x L bµ κ ρσ ρσ ν µ κ ρσ µ σ σ ν σ µ

µκ ρ νρ µκ ρ µ ν µ′ ′η η = η η + η η ⇒ = δ + ⇒  

x L x L b x x L L bµ σ σ σ µ σ µ σ σ µ
µ µ µ µ′ ′= + ⇒ = −  

Παραγωγίζοντας τα x ως προς τα x΄ έχουµε:
x L
x

σ
σ

µµ

∂
=

′∂
 

Αντικαθιστώντας στο νόµο µετασχηµατισµού για το συναλλοίωτο διάνυσµα της τετραταχύτητας έχουµε: 

u L uκ
µ µ κ′ = ⇒

xu u
x

κ

µ κµ

∂′ =
′∂

▄ 

Με την βοήθεια της τετραταχύτητας µπορούµε να βρούµε σχετικά εύκολα το νόµο µετασχηµατισµού της 
ταχύτητας, όπως φαίνεται από το παρακάτω  
 
Θεώρηµα 4.3.2. Νόµος µετασχηµατισµού της ταχύτητας. 
Θεωρούµε δύο ΑΑΣ Ο και Ο΄. Έστω ότι το Ο΄ κινείται µε ταχύτητα v  ως προς το Ο. Έστω δε  ένα 
σωµατίδιο, το οποίο έχει ταχύτητα  υ  ως προς το Ο και ταχύτητα ′υ ως προς το Ο΄.  Οι ταχύτητες  υ  και 

′υ  συνδέονται µε την σχέση: 

2

2

1 ( 1)(v )[ v v]v v(1 )
c

γ − υ′υ = υ − γ +
υ

γ −
        (4.3.11) 

Απόδειξη 

Η τετραταχύτητα του σωµατιδίου στα Ο και Ο΄ είναι 
0u

U
u

 
=  

 
 και

0u
U

u
′ 

′ =  ′ 
  

Ο µετασχηµατισµός Lorentz που συνδέει το Ο µε το Ο΄ είναι ο 
Τ

Τ

 γ −γβ
Λ =  −γβ Ι + λββ 

  

µε 
v
c

β =  , 2

1γ −
λ =

β
  και ( )γ = γ β  

Ο νόµος µετασχηµατισµού της τετραταχύτητας είναι : U΄=ΛU⇒ 

00 0 0

0 0

u ( u)u u u u
u u u u u u u ( u)

Τ Τ

Τ Τ

 γ − γ β′       γ −γβ γ − γβ
= = =         ′ −γβ Ι + λββ −γβ + + λββ −γβ + + λβ β          

  (1) 

Όµως 0 1
0

uc u u c
u

−υ = ⇒ = υ  και 0

uc
u

′
′υ =

′
 .  

Αντικαθιστώντας τις συνιστώσες του U΄ από την (1) έχουµε: 
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0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1

u u u ( u) u u c ( )u cc c c
u u ( u) u ( )u c

− −

−

′ −γβ + + λβ β −γβ + υ + λβ βυ′υ = = = ⇒
′ γ − γ β γ − γ βυ

2

2

v v(v )c
(v )c

−

−

−γ + υ + λ υ′υ = ⇒
γ − γ υ

 

2

2

1 ( 1)(v )[ v v]v v(1 )
c

γ − υ′υ = υ − γ +
υ

γ −
 µε γ=γ(v) 

 

Σχόλιο 

Ας συµβολίσουµε µε ( )Α Ου  την ταχύτητα ενός σωµατιδίου ως προς Ο. 

Με τον παραπάνω συµβολισµό είναι ( )Α Ου = υ  , ( )′Α Ο′υ = υ  και O ( )v ′ Ο= υ  
Η σχέση (4.3.12) γίνεται: 

( ) ( )
A(O) O(O ) ( )2

( )
A(O )

A(O) ( )
2

( 1)( )

(1 )
c

′Α Ο Ο Ο
′ ′Ο Ο

′Ο Ο
′

′Ο Ο

γ − υ υ
υ + γυ + υ

υ
υ =

υ υ
γ +

 µε ( )( )′Ο Ογ = γ υ    (4.3.12) 

 

Ειδικές περιπτώσεις 

1)Αν η κίνηση του Ο΄ γίνεται µόνο κατά τον x άξονα τότε: 1
( ) ( ) ( ) ( ')′Α Ο Ο Ο Α Ο Ο Ου υ = υ υ  και οι συνιστώσες της 

ταχύτητας εύκολα φαίνεται ότι είναι: 
1

( ) ( )1
A(O) O(O ) ( )2

( )1
A(O ) 1

( ) ( )
2

( 1)( )
( )

(1 )
c

′Α Ο Ο Ο
′ ′Ο Ο

′Ο Ο
′

′Α Ο Ο Ο

γ − υ υ
υ + γυ + υ

υ
υ =

υ υ
γ +

 

1 1 1
A(O) O(O ) ( ) ( ) O(O )1

A(O ) 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( 1)

(1 ) 1
c c

′ ′Α Ο Α Ο
′

′ ′Α Ο Ο Ο Α Ο Ο Ο

υ + γυ + γ − υ υ + υ
υ = = ⇒

υ υ υ υ
γ + +

 

1
( ) O(O )1

A(O ) 1
( ) ( )

21
c

′Α Ο
′

′Α Ο Ο Ο

υ + υ
υ =

υ υ
+

 

2
( )2

A(O ) 1
( ) ( )

21
c

Α Ο
′

′Α Ο Ο Ο

υ
υ =

υ υ
+

 και  
3

( )3
A(O ) 1

( ) ( )
21

c

Α Ο
′

′Α Ο Ο Ο

υ
υ =

υ υ
+

 

 
2) Αν η διεύθυνση κίνησης του Ο΄ ως προς Ο συµπίπτει µε την διεύθυνση κίνησης του Α ως προς Ο τότε 

( ) ( ) eΑ Ο Α Ου = υ   ,   ( ) ( ) e′ ′Α Ο Α Ου = υ   , O( ) O( ) e′ ′Ο Ου = υ  ( e  το µοναδιαίο διάνυσµα στην κοινή διεύθυνση 
κίνησης). Στην περίπτωση αυτή ο γενικός νόµος µετασχηµατισµού της ταχύτητας γίνεται: 

( ) ( )
A(O) O(O ) ( )2

( ) A(O) O(O ) ( )
A(O )

A(O) ( ) A(O) ( )
2 2

( 1)( )
( 1)

(1 ) (1 )
c c

′Α Ο Ο Ο
′ ′Ο Ο

′ ′Ο Ο Α Ο
′

′ ′Ο Ο Ο Ο

γ − υ υ
υ + γυ + υ

υ υ + γυ + γ − υ
υ = = ⇒

υ υ υ υ
γ + γ +
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A(O) O(O )
A(O )

A(O) ( )
21

c

′
′

′Ο Ο

υ + υ
υ ==

υ υ
+

 

 

Παρατήρηση  

Επειδή ο νόµος µετασχηµατισµού της ταχύτητας είναι δύσκολος στην αποµνηµόνευση, είναι  προτιµότερο 
αντί να τον αποµνηµονεύσουµε µάθουµε την διαδικασία εξαγωγής του: 
Έστω ότι ξέρουµε την ταχύτητα ( )vΣ Ο  ενός υλικού σηµείου Σ ως προς Ο, την ταχύτητα ( )′Ο Ου  του Ο΄ ως 

προς Ο και ζητάµε την ταχύτητα ( )v ′Σ Ο′ του Σ ως προς O΄ . 

i)Υπολογίζουµε την τετραταχύτητα v
( )

v

c
u

vΣ Ο

γ 
=  γ 

 του Σ ως προς Ο 

ii)Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραταχύτητας µπορούµε να βρούµε την τετραταχύτητα (O )u ′Σ′ του Σ 

ως προς Ο΄. (O ) ( ) (O)u ( )u′ ′Σ Ο Ο Σ′ = Λ υ  

iii) Η ταχύτητα του Σ ως προς Ο΄ είναι : ( ) 0

uv
u′Σ Ο

′
′ =

′
 

 

Παράδειγµα 

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο που κινείται µε ταχύτητα v στο επίπεδο yz ενός ΑΣΑ Ο . Ένα δεύτερο ΑΣΑ Ο΄ 
κινείται µε ταχύτητα υ ως προς το πρώτο κατά την διεύθυνση του άξονα y. Να βρεθεί η ταχύτητα του Σ ως 
προς Ο΄ 

Λύση 

Η τετραταχύτητα του Σ ως προς Ο είναι ( ) v
2

3

c
0

u
v
v

Σ Ο

 
 
 = γ
 
 
  

 

 

Ο πίνακας µετασχηµατισµού από το Ο στο Ο΄ είναι: 

0 0
0 1 0 0

( )
0 0

0 0 0 1

υ υ

υ υ

γ −βγ 
 
 Λ υ =
 −βγ γ
 
 

 

Εποµένως η τετραταχύτητα του Σ ως προς Ο΄ θα είναι: 

2

( ) v v
2 2

3 3

c (c v )0 0
0 00 1 0 0

u
v ( c v )0 0
v v0 0 0 1

υυ υ

′Σ Ο
υυ υ

γ − βγ −βγ     
    
    ′ = γ = γ
     γ − β +−βγ γ
    
        

 

Εποµένως η ταχύτητα του Σ ως προς Ο΄ είναι: 
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4.4. Τετραεπιτάχυνση  
 
Ως τετραεπιτάχυνση ορίζουµε την παράγωγο της τετραταχύτητας ως προς τον ιδιόχρονο 

2

2

du d u
d d

µ µ
µα = =

τ τ
          (4.4.1) 

Ιδιότητες  

1) Η τετραταχύτητα είναι κάθετη στην τετραεπιτάχυνση (a.u=0)     (4.4.2) 
2) Σχέση τετραεπιτάχυνσης και επιτάχυνσης 

4

4
2

2

.a
cA

a ( .a)
c

 γ
υ 

 =
γ 

γ + υ υ  

         (4.4.3) 

3) Ο νόµος µετασχηµατισµού της τετραεπιτάχυνσης 
α)  Lµ µ ν

ν′α = α           (4.4.4) 

β)  L ν
µ µ ν′α = α           (4.4.5) 

 
Απόδειξη 

1) Γνωρίζουµε ότι: 2 2u u c u u cµ µ ν
µ µν= − ⇒ η = −  

Παραγωγίζοντας ως προς τον ιδιόχρονο έχουµε: 
du duu u 0 u u 0 2 u 0
d d

µ ν
ν µ µ ν µ ν µ ν

µν µν µν µν µνη + η = ⇒ η α + η α = ⇒ η α = ⇒
τ τ

u 0µ
µα =  

2) Η σχέση της τετραεπιτάχυνσης µε την επιτάχυνση µπορεί να βρεθεί ως εξής: 
Θα χρειαστούµε κατ’ αρχήν την παράγωγο του γ ως προς τον χρόνο. 

2 2 3
1/ 2 1/ 2

2 2 2 2

d 1 2 d d(1 ) (1 ) .a
c dt 2 c c dt dt c

− −υ γ υ − υ υ γ γ
γ = − ⇒ = − − ⇒ = υ  

Η µηδενική συνιστώσα της τετραεπιτάχυνσης είναι: 
0 0 4

0 du du dt dc .a
d dt d dt c

γ γ
α = = = γ = υ

τ τ
 

Για το «χωρικό» της µέρος 
4

2 2
2

du dt du d( ) d d a ( .a)
d d dt dt dt dt c

γυ υ γ γ
α = = = γ = γ + γυ = γ + υ υ

τ τ
 

 
 

 Η σε γλώσσα συνιστωσών 
4

i 2 i i j
j2a a

c
γ

α = γ + υ υ   

και σε  µορφή πίνακα 

4

4
2

2

.a
cA

a ( .a)
c

 γ
υ 

 =
γ 

γ + υ υ  

 

 
3) Ο νόµος µετασχηµατισµού της τετραεπιτάχυνσης είναι ίδιος µε τον νόµο της τετραταχύτητας (επειδή Lµ

ν 
σταθερά). 
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d u d uu L u L L
d d

µ µ
µ µ ν µ µ µ ν

ν ν ν

′
′ ′= ⇒ = ⇒ α = α

τ τ
  

d( u ) d u d ud u L L L
d d d d

µν
µν µν ν ν νν

µ µν µν µ µ ν µ µ ν

′ ′η′
′ ′ ′α = η α = η = = = = α ⇒ α = α

τ τ τ τ
 

 
4.5. Τετραορµή   
 
Η τετραορµή είναι εξ’ ορισµού το γινόµενο της µάζας επί την τετραταχύτητα: 

dxp mu m
d

µ
µ µ= =

τ
          (4.5.1) 

Με µορφή πίνακα η τετραορµή γράφεται  

m c
P

m
γ 

=  γυ 
            (4.5.2) 

και 
m c

P
mσυν

− γ 
=  γυ 

          (4.5.3) 

  
Το χωρικό µέρος της τετραορµής είναι η σχετικιστική ορµή του σωµατιδίου και το χρονικό της µέρος είναι η 
ενέργεια του.  
Οι σχετικιστικοί ορισµοί της ορµής και της ενέργειας είναι οι παρακάτω: 
Η σχετικιστική ορµή είναι εξ ορισµού  
p m= γυ            (4.5.4) 
Η σχετικιστική ενέργεια του σωµατιδίου ορίζεται να είναι  

0 2p c m cΕ = = γ           (4.5.5) 
 

Ιδιότητες 

1) Αν θεωρήσουµε το σωµατίδιο ακίνητο τότε η ορµή του είναι µηδέν και η ενέργειά του είναι Ε=mc2. 
Ονοµάζουµε την ποσότητα Ε=mc2 ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου. 

2) Οι παραπάνω ορισµοί στο όριο των µικρών ταχυτήτων συµφωνούν µε τις έννοιες της κλασσικής 
µηχανικής.  
Πράγµατι ας θεωρήσουµε τη περίπτωση όπου υ << c.  
Αναπτύσσοντας κατά Taylor το γ και κρατώντας όρους µέχρι δευτέρας τάξης ως προς υ/c έχουµε:  

2

22

2

1 1
2c

1
c

υ
γ = ≅ +

υ
−

 

Αντικαθιστώντας στον ορισµό της ορµής και ενέργειας και κρατώντας όρους το πολύ δευτέρας τάξης 

έχουµε ότι p m≅ υ  και 2 21mc m
2

Ε ≅ + υ .  

Στην παραπάνω σχέση αναγνωρίζουµε στον όρο mc2 την ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου και στον 
δεύτερο την κλασσική κινητική του ενέργεια . ∆ηλαδή η συνολική ενέργεια που έχει ένα σωµατίδιο που 
κινείται µε ταχύτητα υ είναι το άθροισµα της ενέργειας ηρεµίας και της κινητικής του ενέργειας.  

3) Ο σχετικιστικός ορισµός της κινητικής ενέργειας ενός σωµατιδίου είναι αποτέλεσµα αυτής της λογικής.  
Ορίζουµε ως σχετικιστική κινητική ενέργεια ενός σωµατιδίου µάζας m που κινείται µε ταχύτητα υ την 
ποσότητα 2 2m c mcΚ = γ −  

4) Γνωρίζουµε ότι το τετράγωνο της τετραταχύτητας ισούται µε –c2.  
Εποµένως για το τετράγωνο της τετραορµής έχουµε : 
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2 2 2 2 2 0 0 i j 2 2
00 ijp p m u u m c p p m c p p p p m cµ µ µ ν

µ µ µν= = − ⇒ η = − ⇒ η + η = − ⇒  
2

2 2 2
2

E p m c
c

− + = − ⇒ 2 2 2 2 4E p c m c= +        (4.5.6) 

5) Ας θεωρήσουµε ένα φωτόνιο (m=0, E=hf) τότε η παραπάνω σχέση ενέργειας ορµής γίνεται: 
EE pc p
c

= ⇒ = .  

Εποµένως η τετραορµή του φωτονίου είναι: 
E

P c
p

 
 =
 
  

 µε 
E| p |
c

=     (4.5.7) 

6) Το τετράγωνο της τετραορµής ενός φωτονίου είναι µηδέν 

Πράγµατι έχουµε 
2 2

0 2 2
2 2

E Ep p (p ) | p | 0
c c

µ
µ = − + = − + =  

7) Είναι προφανές από τον ορισµό της ότι η τετραορµή µετασχηµατίζεται όπως η τετραταχύτητα : 
p L pµ µ ν

ν′ =  
8) Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο από Ν σωµατίδια .  

Υποθέτουµε ότι η ενέργεια και η ορµή του συστήµατος είναι σταθερή σε ένα ΑΑΣ . Θα δείξουµε ότι η 
ενέργεια και η ορµή είναι σταθερές σε κάθε άλλο ΑΑΣ. 
 
Απόδειξη 
Αφού διατηρείται η ενέργεια και η ορµή του συστήµατος η τετραορµή του συστήµατος παραµένει 

σταθερή. Εποµένως για το σύστηµα έχουµε 
N

(i)
i 1

p p 0 p 0µ µ µ

=

= σταθ ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =∑ ( Ο δείκτης i  

απαριθµεί σωµατίδια και όχι συντεταγµένες) .  
Σε ένα άλλο ΑΑΣ θα έχουµε:  

N N N

(i) (i) (i) (i) (i) (i) (i)
i 1 i 1 i 1

p L p p L p p p L p L p 0µ µ ν µ µ ν µ µ µ ν µ ν
ν ν ν ν

= = =

′ ′ ′ ′= ⇒ ∆ = ∆ ⇒ ∆ = ∆ = ∆ = ∆ =∑ ∑ ∑  

Εποµένως η µεταβολή της τετραορµής του συστήµατος και στο άλλο ΑΑΣ θα είναι µηδέν και εποµένως 
η τετραορµή σταθερή . Άρα και η ενέργεια και η ορµή διατηρούνται. 
 

9) Σύστηµα Κέντρου ορµής. 
Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα σύνολο από σωµατίδια συνολικής ενέργειας Ε και συνολικής ορµής p ως 
προς κάποιο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς . Υπάρχει πάντα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ως προς 
το οποίο η χωρική ορµή του συστήµατος να είναι µηδεν. 
 
Απόδειξη 

Η τετραορµή του συστήµατος είναι: 
E

P c
p

 
 =
 
  

.  

Αναζητούµε προώθηση Lorentz 
2

1

Τ

Τ

 γ −γβ
 Λ = γ − −γβ Ι + ββ
 β 

 ώστε η τετραορµή του συστήµατος να γίνει: 

E
P c

0

′ 
 ′ =
 
  

. 
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Α Τρόπος 

2
2

E c p
E E E

cP P c c c1
10 p 0 p ( p)

c

Τ

Τ

 γ − γ β ′ ′γ −γβ       
        ′ = Λ ⇒ = ⇒ = ⇒γ −        −γβ Ι + ββ −γΕβ γ −       + + β ββ         β 

 

2

1p ( p) 0
c

−γΕβ γ −
+ + β β =

β
       (1) 

Πολλαπλασιάζοντας την (1) µε  β έχουµε:.  
 

2 2 2
2

2

1p ( p) 0 p 0 p
c c c

−γΕβ γ − −γΕβ Εβ
+ β + β β = ⇒ + γβ = ⇒ β =

β
   (2) 

Αντικαθιστώντας την (2) στην (1) έχουµε: 
2

2

1p 0
c c

−γΕβ γ − Εβ
+ + β = ⇒

β
cp
E

β =  

 
 
Β Τρόπος 
Επειδή το τετράγωνο της τετραορµής είναι αναλλοίωτο µέγεθος έχουµε: 

2 2
2 2 2 2

2 2

E EP .P P.P p E E p c
c c
′

′ ′ ′= ⇒ − = − + ⇒ = −  

 Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραορµής έχουµε: 

1

2

E E E
E cpcP P pc c c1 c Ep 0 p

c

Τ

−
Τ

′γΕ   ′γ γβ             ′= Λ ⇒ = ⇒ = ⇒ = β ⇒ β = γ −       ′γΕγβ Ι + ββ  β      β         
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4.6. Σύνοψη και Τυπολόγιο  
 
♦ Σε αντιστοιχία µε την κλασσική µηχανική , στην σχετικότητα ορίζονται οι έννοιες τετραταχύτητα , 

τετραεπιτάχυνση , τετραορµή. 
Η ουσιαστική διαφορά µε τους αντίστοιχους ορισµούς της κλασσικής µηχανικής είναι ότι οι 
παραγωγίσεις δεν είναι ως προς τον χρόνο (ο οποίος εξαρτάται από το σύστηµα αναφοράς ), αλλά ως 
προς τον ιδιόχρονο του σωµατιδίου ο οποίος είναι ανεξάρτητος του συστήµατος αναφοράς. 

♦ Ο ιδιόχρονος ορίζεται µέσω της σχέσης : 
2d dS dx dxµ ν

µντ = − = −η  

♦ Η τετραταχύτητα είναι η πρώτη παράγωγος της (χωροχρονικής) θέσης ως προς τον ιδιόχρονο: 
dxu
d

µ
µ =

τ
 

♦ Η τετραεπιτάχυνση  είναι η πρώτη παράγωγος της τετραταχύτητας   ως προς τον ιδιόχρονο: 
2

2

du d xa
d d

µ µ
µ = =

τ τ
 

♦ Η τετραορµή είναι το γινόµενο της µάζας επί την τετραταχύτητα 
dxp mu m
d

µ
µ µ= =

τ
 

♦ Ο νόµος µετασχηµατισµού (αλλαγή συστήµατος συντεταγµένων) των παραπάνω µεγεθών είναι κοινός 
(νόµος µετασχηµατισµού ανταλλοίωτου διανύσµατος): 
Αν   x L xµ µ ν

ν′ =    τότε 

u L uµ µ ν
ν′ =  

a L aµ µ ν
ν′ =  

p L pµ µ ν
ν′ =  

♦ Η σχέση ταχύτητας και τετραταχύτητας ενός υλικού σηµείου είναι: 
c

u
v

γ 
=  γ 

 

♦ Η σχέση τετραορµής και ταχύτητας είναι: 
mc

p
mv

γ 
=  γ 

 

♦ Η «χρονική» συνιστώσα της τετραορµής αποτελεί την σχετικιστική ενέργεια Ε του σωµατιδίου 
0 2E c p m c= = γ  

♦ Η «χωρική» συνιστώσα της τετραορµής αποτελεί την σχετικιστική ορµή του σωµατιδίου. 
p m v= γ  

♦ Η σχέση ενέργειας ορµής είναι  
2 2 2 2 4E p c m c= +  

♦ Ειδικά για το φωτόνιο η σχέση ενέργειας ορµής γράφεται: 
E | p | c=  

♦ Για ένα σύστηµα σωµατιδίων συνολικής ενέργειας Ε και  συνολικής ορµής p υπάρχει ΑΣΑ ως προς το 
οποίο η χωρική συνιστώσα της ορµής να είναι µηδέν (σύστηµα κέντρου ορµής) .  
Η ταχύτητα του συστήµατος αυτού ως προς το δοθέν υπολογίζεται από την σχέση: 

2

cp
c pv
E

=  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. 
ΤΑΝΥΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 
5.1.  Εισαγωγή  
Ο συναλλοίωτος µετρικός τανυστής είναι ο πίνακας  

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

µν

− 
 
 η =
 
 
 

          (5.1.1) 

Ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής είναι ο πίνακας  
1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

µν

− 
 
 η =
 
 
 

          (5.1.2) 

Οι δύο παραπάνω πίνακες είναι ο ένας αντίστροφος του άλλου δηλ.  
µρ µ

ρν νη η = δ             (5.1.3) 

Θεωρούµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz x L xµ µ ν
ν′ =  

Ο πίνακας L ικανοποιεί τις σχέσεις    

L Lα β
µ ν αβ µνη = η  και   L Lα β µν αβ

µ νη = η         (5.1.4) 
 
Ορίζουµε τον πίνακα L β

α µέσω της εξίσωσης  

L Lβ βν µ
α αµ ν= η η           (5.1.5) 

Οι ιδιότητες του πίνακα L β
α  συνοψίζονται στην επόµενη  

Πρόταση  

α)  Ο L β
α είναι (κατά κάποιο τρόπο ) ο αντίστροφος του Lα

β δηλ έχουµε:  

L Lα ν ν
µ α µ= δ  και L Lµ α ν

α ν µ= δ         (5.1.6) 

β) Ο πίνακας L β
α  είναι επίσης πίνακας Lorentz δηλαδή ικανοποιεί τις ίδιες σχέσεις µε τον Lα

β  

L Lα β
µ ν αβ µνη = η  και  L Lα β µν αβ

µ ν η = η       (5.1.7) 

γ) Ο αντίστροφος του µετασχηµατισµού x L xµ µ ν
ν′ =  είναι ο x L xµ µ ν

ν ′=  
 

Απόδειξη 

α) L L L L L Lα ν α νσ ρ α ρ νσ νσ ν
µ α µ αρ σ µ σ αρ µσ µ= η η = η η = η η = δ  .  

β) L L L L L L L Lα β ασ ρ βξ π ασ ρ π βξ σ ρ π βξ
µ ν αβ µρ σ νπ ξ αβ αβ σ ξ µρ νπ β σ ξ µρ νπη = η η η η η = η η η η η = δ η η η =  

L Lρ π βξ ρπ π
β ξ µρ νπ µρ νπ µ νπ µνη η η = η η η = δ η = η  

γ) x L x L x L L x L x x L x xµ µ ν α µ α µ ν α µ α ν α µ α
ν µ µ ν µ ν µ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = δ ⇒ =  
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5.2. Τανυστές - Τανυστικά Πεδία 
 
Τα διάφορα φυσικά µεγέθη – πεδία τα κατατάσσουµε  στις εξής  κατηγορίες: 
 
Α) Αναλλοίωτα (βαθµωτά) µεγέθη  (scalars) -  Αναλλοίωτα (βαθµωτά) Πεδία 
 
Ένα αριθµητικό µέγεθος Ψ λέµε ότι είναι αναλλοίωτο ως προς τους µετασχηµατισµούς Lorentz αν 
παραµένει αµετάβλητο κάτω από οποιοδήποτε µετασχηµατισµό Lorentz. 
∆ηλαδή αν Ψ και Ψ΄ οι τιµές του µεγέθους σε δύο ΑΣΑ Ο και Ο΄ τότε  
Ψ΄=Ψ             (5.2.1α) 
Παραδείγµατα αναλλοίωτων µεγεθών είναι η µάζα, το φορτίο κ.α 
 

Σχόλιο: 

Τα αναλλοίωτα µεγέθη δεν είναι κατ’ ανάγκη σταθερά. Απλώς η τιµή τους σε όλα τα αδρανειακά 
συστήµατα συντεταγµένων ( η οποία µπορεί να µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο) είναι η ίδια 
Ένα παράδειγµα αναλλοίωτου µεγέθους που δεν είναι κατ ανάγκη σταθερό είναι το εσωτερικό γινόµενο των 
τετραταχυτήτων δύο σωµατιδίων.  
Θεωρούµε δύο σωµατίδια µε τετραταχύτητες uµ  και vµ . Ορίζουµε το εσωτερικό τους γινόµενο µέσω της 
σχέσης: 
u.v u vα β

αβ= η              

Έστω ο µετασχηµατισµός Lorentz  x L xµ µ ν
ν′ =  

Στο νέο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε 
u .v u v L u L v L L u v u v u.vα β α µ β ν α β µ ν µ ν

αβ αβ µ ν µ ν αβ µν′ ′ ′ ′= η = η = η = η =  
 
Μια συνάρτηση ( ) (ct, x)Ψ Χ = Ψ είναι ένα αναλλοίωτο πεδίο αν για κάθε χωροχρονικό σηµείο αποτελεί 
αναλλοίωτο µέγεθος. ∆ηλαδή 

( ) ( ) (ct , x ) (ct, x)′ ′ ′ ′ ′Ψ Χ = Ψ Χ ⇔ Ψ = Ψ        (5.2.1β) 

 

Παράδειγµα 1 

Θεωρούµε την συνάρτηση 0 2 1 2 2 2 3 2( ) x x (x ) (x ) (x ) (x )µ ν
µνΨ Χ = η = − + + +  

Έστω ο µετασχηµατισµός Lorentz  x L xµ µ ν
ν′ =  

Είναι (X ) x x L x L x L L x x x x ( )µ ν µ α ν β µ ν α β α β
µν µν α β α β µν αβ′ ′ ′ ′Ψ = η = η = η = η = Ψ Χ  

 
Β) Ανταλλοίωτα διανύσµατα – ανταλλοίωτα διανυσµατικά πεδία 
 
Μια τετράδα αριθµών µΨ  αποτελεί ένα  ανταλλοίωτο διάνυσµα αν κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz  
µετασχηµατίζεται όπως η τετραταχύτητα δηλ 

Lµ µ α
α′Ψ = Ψ            (5.2.2α) 

Παραδείγµατα ανταλλοίωτων µεγεθών είναι η τετραταχύτητα, η τετραεπιτάχυνση, η τετραορµή κ.α 
 
Μια τετράδα συναρτήσεων ( )µΨ Χ  αποτελεί ένα  ανταλλοίωτο διάνυσµατικό πεδίο  αν ορίζει ένα 
ανταλλοίωτο διάνυσµα. σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου.  
Εποµένως κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου έχουµε: 

( ) L ( )µ µ α
α′ ′Ψ Χ = Ψ Χ           (5.2.2β) 
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Γ) Συναλλοίωτα διανύσµατα – Συναλλοίωτα διανυσµατικά πεδία 
 
Μια τετράδα αριθµών µΨ  αποτελεί ένα  συναλλοίωτο διάνυσµα αν κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz  
µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε την σχέση 

L α
µ µ α′Ψ = Ψ            (5.2.3α) 

 

Παράδειγµα 2 

Έστω µΨ  ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα. Ορίζουµε τις ποσότητες µΨ  µέσω της σχέσης  
ν

µ µνΨ = η Ψ             

Οι τέσσερις ποσότητες µΨ  αποτελούν τις συνιστώσες ενός συναλλοίωτου διανύσµατος. 
Πράγµατι έχουµε: 

L L L L Lν ν α νρ σ α ρ σ α σ α σ
µ µν µν α µν ασ ρ ν ρ ασ ν ασ ν σ′ ′Ψ = η Ψ = η Ψ = η η η Ψ = δ η Ψ = η Ψ = Ψ  

Μια τετράδα συναρτήσεων ( )µΨ Χ  αποτελεί ένα  συναλλοίωτο διάνυσµατικό πεδίο αν ορίζει ένα 
συναλλοίωτο διάνυσµα. σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου.  
Εποµένως κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου έχουµε: 

( ) L ( )α
µ µ α′ ′Ψ Χ = Ψ Χ           (5.2.3β) 

 

Παράδειγµα 3 

Θεωρούµε τις συναρτήσεις ( ) xν
µ µνΨ Χ = η  

(X ) x L x L x L x L x L (X)ν ν α νρ σ α ρ σ α σ α σ
µ µν µν α µν ασ ρ ν ρ ασ ν ασ ν σ′ ′ ′Ψ = η = η = η η η = δ η = η = Ψ  

 

Παράδειγµα 4 

Έστω ένα βαθµωτό πεδίο Ψ(Χ) . Ορίζουµε την βαθµίδα (gradient) του πεδίου µέσω των παραγώγων του 

βαθµωτού πεδίου ως προς τις συντεταγµένες δηλ 
xµ

∂Ψ
∂

.  

Τότε οι συναρτήσεις 
( )V ( )
xµ µ

∂Ψ Χ
Χ =

∂
 αποτελούν τις συνιστώσες ενός συναλλοίωτου διανυσµατικού 

πεδίου. 

Απόδειξη 

( ) ( )V ( )
x xµ µ µ

′ ′∂Ψ Χ ∂Ψ Χ′Χ = =
′ ′∂ ∂

 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα για την παράγωγο σύνθετης συνάρτησης έχουµε:  
( ) ( ) x xV ( )

x x x x

ν ν

νµ ν µ µ

∂Ψ Χ ∂Ψ Χ ∂ ∂
= = Χ

′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂
 

Επειδή 
x xx L x L L L
x x

ν α
ν ν α ν ν α ν

α α α µ µµ µ

′∂ ∂′= ⇒ = = δ =
′ ′∂ ∂

 

Εποµένως: V ( ) L V ( )ν
µ µ ν′Χ = Χ  

 
 
 
 



 54

Σχόλιο:  
Χρησιµοποιώντας τις πρώτες παραγώγους ενός βαθµωτού πεδίου κατασκευάσαµε ένα συναλλοίωτο 
διανυσµατικό πεδίο. Ανυψώνοντας τον δείκτη µπορούµε να ορίσουµε και ένα ανταλλοίωτο διανυσµατικό 

πεδίο ως εξής: 
( )V ( ) V ( )
x

µ µν µν
ν ν

∂Ψ Χ
Χ = η Χ = η

∂
 

 

Παράδειγµα 5  

Θεωρούµε τον διαφορικό τελεστή 
2 2

2 2 2

1
x x c t x

µν
µ ν

∂ ∂ ∂ ∂
= η ⇒ = − +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Ο τελεστής αυτός είναι βαθµωτός τελεστής: 

Απόδειξη 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα για την παράγωγο σύνθετης συνάρτησης έχουµε:  
x L

x x x x

α
α

µµ µ α α

∂ ∂ ∂ ∂
= =

′ ′∂ ∂ ∂ ∂
 

Για τον τελεστή στο νέο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε: 

L L L L
x x x x x x x x

µν µν α β µν α β αβ
µ ν µ νµ ν α β α β α β

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= η = η = η = η =

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
′  

 
Β) Ανταλλοίωτοι τανυστές   – ανταλλοίωτα τανυστικά πεδία  
 
Θεωρούµε ένα πίνακα (16 αριθµούς) µνΨ . Τα στοιχεία του πίνακα αποτελούν τις συνιστώσες ένός 
ανταλλοίωτου τανυστή δευτέρας τάξης (2 είναι οι δείκτες) αν κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz  
µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε την σχέση 

L Lµν µ ν αβ
α β′Ψ = Ψ           (5.2.4α) 

Παράδειγµα 6 

Θεωρούµε δύο σωµατίδια µε τετραταχύτητες uµ  και vµ . Ορίζουµε τον  πίνακα Ψ µέσω της σχέσης: 
u vµν µ νΨ =  . Τα στοιχεία του πίνακα αποτελούν συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου τανυστή δευτέρας τάξης. 

 

Απόδειξη 

u v L u L v L Lµν µ ν µ α ν β µ ν αβ
α β α β′ ′ ′Ψ = = = Ψ ▄ 

 
Ένας πίνακας µε στοιχεία συναρτήσεις ( )µνΨ Χ αποτελεί ένα  ανταλλοίωτο τανυστικό πεδίο  δευτέρας 
τάξης αν ορίζει ένα ανταλλοίωτο τανυστή δευτέρας τάξης σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου.  
Εποµένως κάτω από µετασχηµατισµό Lorentz σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου έχουµε: 

( ) L L ( )µν µ ν αβ
α β′ ′Ψ Χ = Ψ Χ          (5.2.4β) 

Παράδειγµα 7 

Έστω ( )µΑ Χ  και ( )µΒ Χ  δύο ανταλοίωτα διανυσµατικά πεδία.  
Μπορούµε να ορίσουµε ένα ανταλλοίωτο τανυστή δευτέρας τάξης Τ µέσω της σχέσης: 
 

( ) ( ) ( )µν µ νΤ Χ = Α Χ Β Χ  
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Σχόλια 

Σ1) Κατ’ αναλογία µπορούµε να ορίσουµε ανταλλοίωτους τανυστές τρίτης τάξης. 
Ένα σύνολο από 4x4x4=64 ποσότητες αβγΨ  αποτελεί τις συνιστώσες ενός τανυστή τρίτης τάξης αν 
µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε την σχέση L L Lαβγ α β γ µνρ

µ ν ρ′Ψ = Ψ  
Σ2) Μπορούµε επίσης να ορίσουµε µικτούς τανυστές οποιασδήποτε τάξης. Ενδεικτικά αναφέρουµε τους 

µικτούς τανυστές δευτέρας τάξης.. 
Οι 16 ποσότητες α

βΨ αποτελούν τις συνιστώσες ενός µικτού τανυστή δευτέρας τάξης αν 

µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε την σχέση: L Lα α ν µ
β µ β ν′Ψ = Ψ   

Σ3) Παράδειγµα 8 
Έστω ( )µΑ Χ  ένα ανταλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο. Οι παράγωγοι του ως προς τα συντεταγµένες 
αποτελούν τις συνιστώσες ενός µικτού τανυστικού πεδίου. 
Απόδειξη 

Θέτουµε 
( )( )

x

µ
µ

ν ν

∂Α Χ
Τ Χ =

∂
  

Στο άλλο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε: 
(L ( ))( ) ( ) ( ) x( ) L L L L ( )

x x x x x

µ αµ α α β
µ µ µ µ β αα

ν α α α ν βν ν ν β ν

′ ′ ∂ Α Χ∂Α Χ ∂Α Χ ∂Α Χ ∂′ ′Τ Χ = = = = = Τ Χ
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Σ4) Ένα βαθµωτό είναι ένας τανυστής µηδενικής τάξης και  ένα διάνυσµα είναι ένας τανυστής πρώτης 
τάξης.  

 
 
5.3. Σταθεροί Τανυστές  
 
Α) Ο µετρικός τανυστής είναι ένας τανυστής που έχει την ίδια τιµή σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων.  
 

Απόδειξη  

Ο συναλλοίωτος µετρικός τανυστής ορίζεται από την σχέση: 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1

µν

− 
 
 η =
 
 
 

 

Σε κάθε άλλο σύστηµα συντεταγµένων ορίζουµε µν µν′η = η  

Όµως από την βασική ιδιότητα του έχουµε L Lα β
µ ν αβ µνη = η ⇒  

L Lα β
µν µ ν αβ′η = η           (5.3.1) 

Εποµένως ο συναλλοίωτος µετρικός τανυστής είναι ένας συναλλοίωτος τανυστής δευτέρας τάξης. 
Παρόµοια απόδειξη µπορούµε να κάνουµε και για τον ανταλλοίωτο µετρικό τανυστή. 

L Lµν µ ν αβ
α β′η = η           (5.3.2) 

Β) Θεωρούµε τους  44 αριθµούς αβγδε  , οι οποίοι ορίζονται µε τις εξής συµβάσεις: 
Σ1) Αν δύο δείκτες είναι ίσοι τότε 0αβγδε =  (πχ 0102 1123 1122 0ε = ε = ε = ) 
Σ2) 0123 1ε =  
Σ3) Σε οποιαδήποτε αντιµετάθεση δεικτών το σύµβολο ε αλλάζει πρόσηµο βαγδ αβγδε = −ε   
( πχ 3201 0231 0132 0123 1ε = −ε = ε = −ε = − ) 
 
Για το σύµβολο ε ισχύει η εξής πρόταση: 
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Έστω Τ τυχαίος πίνακας και |Τ| η ορίζουσα του. Τότε ισχύει η σχέση  
 

| |αβγδ µ ν ρ σ µνρσ
α β γ δε Τ Τ Τ Τ = Τ ε          (5.3.3) 

Απόδειξη 

Θεωρούµε την παράσταση µνρσ αβγδ µ ν ρ σ
α β γ δσ = ε Τ Τ Τ Τ .  

Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι η παράσταση αυτή αλλάζει πρόσηµο όταν δύο δείκτες αντιµετατεθούν: 
λκχψ αβγδ λ κ χ ψ βαγδ κ λ χ ψ κλχψ

α β γ δ β α γ δσ = ε Τ Τ Τ Τ = −ε Τ Τ Τ Τ = −σ  

Εποµένως είναι ανάλογη µε το αβγδε . ∆ηλαδή έχουµε xαβγδ αβγδσ = ε . Για να προσδιορίσουµε την τιµή του x 
θέτουµε στην παραπάνω σχέση µνρσ=0123 και έχουµε: 

0123 0123 0 1 2 3x xαβγδ
α β γ δσ = ε ⇒ ε Τ Τ Τ Τ =  

Με απευθείας υπολογισµό µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι 0 1 2 3 | T |αβγδ
α β γ δε Τ Τ Τ Τ = . Εποµένως x=|T|  

Αν περιοριστούµε σε ορθόχρονους κανονικούς µετασχηµατισµούς Lorentz (|L|=1) τότε η σχέση (5.3.3) 
γίνεται: L L L Lαβγδ µ ν ρ σ µνρσ

α β γ δε = ε ⇒  

L L L Lµνρσ αβγδ µ ν ρ σ
α β γ δ′ε = ε          (5.3.4) 

Σύµφωνα µε την τελευταία σχέση το σύµβολο ε είναι ένας ανταλλοίωτος τανυστής τετάρτης τάξης 
 
Οµοίως µπορούµε να ορίσουµε το συναλλοίωτο πλήρες αντισυµµετρικό τανυστή µέσω της σχέσης: 

µνρσ
αβγδ αµ βν γρ δσε = η η η η ε          (5.3.5) 

 
Είναι προφανές ότι η (5.3.5) ορίζει έναν τανυστή τετάρτης τάξης.  
 

Σχόλιο 

Επειδή ο εαβγδ είναι πλήρως αντισυµµετρικός αρκεί να γνωρίζουµε την 0123 συνιστώσα του: 
0123

0123 0 1 2 3 00 11 22 33 1µνρσ
µ ν ρ σε = η η η η ε = η η η η ε = − ⇒  

0123 1ε = −            (5.3.6) 
 
 
5.4. Πράξεις µεταξύ Τανυστών  
 
1) Πρόσθεση 
Έστω Τ=(Ταβ) και S=(Sαβ) δύο οµοειδείς τανυστές. Ορίζουµε το άθροισµα τους Ψ=Τ+S µέσω της σχέσης: 

Sαβ αβ αβΨ = Τ +  
Είναι προφανές ότι το άθροισµα δύο οµοειδών τανυστών είναι τανυστής οµοειδής µε τους τανυστές από 
τους οποίους συντίθεται. 
 
2) Πολλαπλασιασµός βαθµωτού µε τανυστή 
Έστω λ βαθµωτό και T=(Tαβ) τανυστής.  
Ορίζουµε το γινόµενο S=λΤ του βαθµωτού µε τον τανυστή µέσω της σχέσης: 
Sαβ αβ= λΤ  
 
3) Ευθύ γινόµενο τανυστών 
Έστω Τ=(Ταβ) και S=(Sα

β) δύο τανυστές δευτέρας τάξης.  
Μπορούµε να ορίσουµε το ευθύ γινόµενο SΨ = Τ ⊗ των δύο τανυστών µέσω της σχέσης: 

Sαβγ αβ γ
δ δΨ = Τ  
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Το ευθύ γινόµενο των δύο τανυστών είναι τανυστής µε τάξη ίση µε το άθροισµα των τάξεων των δύο 
τανυστών και τανυστικό χαρακτήρα αυτόν που δηλώνει η θέση των δεικτών. 
 

Απόδειξη 

Είναι L Lαβ α β µν
µ ν′Τ = Τ  και  S L L Sγ γ σ ρ

δ ρ δ σ′ =  
Εποµένως 

S L L L L S L L L Lαβγ αβ γ α β γ σ µν ρ α β γ σ µνρ
δ δ µ ν ρ δ σ µ ν ρ δ σ′ ′Ψ = Τ = Τ = Ψ  

 
4) Συναίρεση τανυστή 
Έστω ένας µικτός τανυστής.. Ονοµάζουµε συναίρεση του τανυστή έναν νέο τανυστή που προκύπτει 
αθροίζοντας έναν συναλλοίωτο και έναν ανταλλοίωτο δείκτη. 
Για παράδειγµα θεωρούµε τον µικτό τανυστή 5ης τάξης Ταβ

γδε .  
Το αποτέλεσµα της συναίρεσης των δεικτών α και ε είναι ο τανυστής Sβ ρβ

γδ γδρ= Τ  
Το αποτέλεσµα της συναίρεσης, είναι τανυστής µε τάξη κατά 2 µικρότερη από την τάξη του αρχικού 
τανυστή και τανυστικό χαρακτήρα αυτόν που δηλώνει η θέση των δεικτών. 

Απόδειξη 

S L L L L Lβγ ρβγ ρ β γ σ τ κλµ
δ δρ κ λ µ δ ρ στ′ ′= Τ = Τ  

Όµως   L Lρ τ τ
κ ρ κ= δ  . Εποµένως ~ 

S L L L L L L S L L L Sβγ τ β γ σ κλµ β γ σ κλµ βγ β γ σ λµ
δ κ λ µ δ στ λ µ δ σκ δ λ µ δ σ′ ′= δ Τ = Τ ⇒ =  

 
5) Εσωτερικό γινόµενο τανυστών 
Το εσωτερικό γινόµενο δύο τανυστών προκύπτει από τους δύο αρχικούς τανυστές ως εξής: . 
Κατασκευάζουµε το ευθύ γινόµενο των δύο τανυστών , υποβιβάζουµε η ανυψώνουµε (αν χρειάζεται) τον 
δείκτη που θέλουµε και εκτελούµε συναίρεση στον τανυστή που έχει προκύψει. 
 

Παραδείγµατα 

1)Έστω Ταβ και Sαβ δύο τανυστές δευτέρας τάξης.  
Ορίζουµε το εσωτερικό τους γινόµενο Ψ=ΤS µέσω της σχέσης: 

Sα αµ
β µβΨ = Τ  

 
2) Έστω Ταβ και Sαβ δύο τανυστές.  
Μπορούµε να ορίσουµε το εσωτερικό τους γινόµενο Ψ ως εξής: 

S Sαβ αµ β αµ νβ
µ µνΨ = Τ = η Τ  

Σχόλια 

1) Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ένα αναλλοίωτο 

Έστω 
0 Α

Α =  Α 
 και 

0 Β
Β =  Β 

 δύο ανταλλοίωτα διανύσµατα. 

Το εσωτερικό τους γινόµενο Α.Β είναι το αναλλοίωτο 
0 0. A B ABµ µ µ ν

µ µ µνΑ Β = Α Β = Α Β = η Α Β = − +  
2) Το εσωτερικό γινόµενο δύο τανυστών δεν είναι εν γένει µοναδικό αλλά εξαρτάται από τους δείκτες 

στους οποίους κάνουµε συναίρεση: Ενδεικτικά αναφέρουµε τους τανυστές του παραδείγµατος 1 για 
τους οποίους µπορούµε να ορίσουµε τα εξής 4 εσωτερικά γινόµενα: 
T Sρβ

ρδ  , T Sαρ
γρ  , T Sρβ

γρ  , T Sαρ
ρδ  
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Για τους τανυστές οποιασδήποτε τάξης µπορούµε να αποδείξουµε το εξής  
 
Θεώρηµα 5.4.1. 
Αν µία εξίσωση τανυστών είναι αληθής σε ένα αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων είναι αληθής και σε κάθε 
άλλο. 
 

Απόδειξη 

Έστω σαν παράδειγµα η εξίσωση F Sαβ α
β = Τ  στην οποία τα F,S,T είναι τανυστές µε χαρακτήρα αυτόν που 

δηλώνουν οι δείκτες τους.  
Θεωρούµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz. Θα δείξουµε ότι η ίδια εξίσωση ισχύει και στο νέο σύστηµα 
συντεταγµένων. 
Πράγµατι έχουµε διαδοχικά 
F S L L L F S L L F S Lαβ α α β ρ µν α µ α ρ µν α µ

β µ ν β ρ µ µ ν ρ µ′ ′ ′− Τ = − Τ = δ − Τ =  

L F S L L (F S )α µν α µ α µν µ
µ ν µ µ ν− Τ = − Τ  

Όµως από την ισχύ της εξίσωσης στο αρχικό σύστηµα συντεταγµένων η παράσταση µέσα στην παρένθεση 
είναι µηδέν. Εποµένως F S 0 F Sαβ α αβ α

β β′ ′ ′ ′ ′ ′− Τ = ⇒ = Τ  
 

Σχόλιο 

Είναι λογικό να αναρωτηθεί κανείς για την χρησιµότητα του παραπάνω φορµαλισµού. 
Η απάντηση βρίσκεται στην απαίτηση οι νόµοι της Φυσικής να είναι ίδιοι σε όλα τα ΑΣΑ.  
Η παραπάνω απαίτηση σε συνδυασµό µε το Θεώρηµα (5.4.1) σηµαίνει ότι οι νόµοι της φυσικής θα πρέπει να 
είναι τανυστικές εξισώσεις. 
Παρόµοια ήταν και η κατάσταση στην κλασσική µηχανική. Τα διάφορα µεγέθη της είναι τανυστές ως προς 
µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου και εποµένως οι νόµοι της κλασσικής µηχανικής είναι εξισώσεις τανυστών.  

Για παράδειγµα αναφέρουµε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα 
dpF
dt

=  

Στην εξίσωση αυτή η ορµή και η δύναµη είναι διανύσµατα (ως προς µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου ), και ο 
χρόνος αναλλοίωτο µέγεθος. Εποµένως η ισχύς του νόµου σε ένα ΑΣΑ συνεπάγεται αυτόµατα την ισχύ του 
σε οποιοδήποτε άλλο που συνδέεται µε αυτό µε Γαλιλαϊκό µετασχηµατισµό. 
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5.5. Σύνοψη και τυπολόγιο 
 
 
♦ Οι τανυστές ως προς µια οµάδα µετασχηµατισµών είναι µαθηµατικά αντικείµενα  τα οποία έχουν 

προκαθορισµένο νόµο µετασχηµατισµού.  
Αν θεωρήσουµε έναν µετασχηµατισµό Lorentz 
x L x x L xµ µ ν µ µ α

ν α′ ′= ⇔ =  
♦ Ο νόµος µετασχηµατισµού των τανυστών διαφόρων τάξεων είναι: 

Τανυστές µηδενικής τάξης (αναλλοίωτα) : 
′Ψ = Ψ  

Οι ανταλλοίωτοι τανυστές πρώτης τάξης (ανταλλοίωτα διανύσµατα)  
Lµ µ α

α′Ψ = Ψ  
Οι συναλλοίωτοι τανυστές πρώτης τάξης (συναλλοίωτα διανύσµατα) 

L α
µ µ α′Ψ = Ψ  

Οι ανταλλοίωτοι τανυστές δευτέρας τάξης  
L Lµν µ ν αβ

α β′Ψ = Ψ  
♦ Υπάρχουν τανυστές που έχουν την ίδια τιµή σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων (σταθεροί τανυστές) 

Παραδείγµατα τέτοιων τανυστών είναι: 
Ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής 

L Lµν µ ν αβ µν
α β′η = η = η  

Ο συναλλοίωτος µετρικός τανυστής  
L Lα β

µν µ ν αβ µν′η = η = η  
Ο πλήρως αντισυµµετρικός τανυστής  

L L L Lµνρσ αβγδ µ ν ρ σ µνρσ
α β γ δ′ε = ε = ε  

♦ Μεταξύ τανυστών ορίζονται διάφορες πράξεις όπως πρόσθεση , πολλαπλασιασµός τανυστή µε 
αναλλοίωτο, ευθύ γινόµενο , συναίρεση, παράγωγος. Σε κάθε µια από τις παραπάνω πράξεις το 
αποτέλεσµα που προκύπτει είναι τανυστής τάξης και χαρακτήρα αυτό που δηλώνει το πλήθος και η θέση 
των ελεύθερων δεικτών του. 
Ειδικά για την παραγώγιση ενός τανυστή, ο δείκτης που αντιστοιχεί στην παράγωγο είναι συναλλοίωτος  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. 
ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ 

 
 
6.1.Εισαγωγή  
Όπως γνωρίζουµε το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο περιγράφεται από τις 4 εξισώσεις του Maxwell. 
Με τις εξισώσεις αυτές συσχετίζονται η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και η ένταση του µαγνητικού πεδίου 
(αποτέλεσµα) µε την πυκνότητα φορτίου και ρεύµατος (αίτιο). 
Τα ερωτήµατα που συνδέονται µε την σχετικιστική µελέτη του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι: 
Ερ 1) Οι εξισώσεις του Maxwell είναι ίδιες σε όλα τα ΑΣΑ; 
Ερ 2) Αν ναι ποιες εξισώσεις τανυστών είναι ισοδύναµες µε αυτές; 
Ερ 3) Αν θεωρήσουµε ένα µετασχηµατισµό Lorentz πως µετασχηµατίζονται το ηλεκτρικό και το 

µαγνητικό πεδίο; 
Ερ 4) Υπάρχουν µεγέθη (συναρτήσεις των πεδίων)  τα οποία να είναι αναλλοίωτα κάτω από 

µετασχηµατισµούς Lorentz; 
Ειδικά για το τρίτο ερώτηµα µπορούµε να κάνουµε την εξής παρατήρηση: Ας θεωρήσουµε ένα σηµειακό 
ηλεκτρικό φορτίο που κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς το σύστηµα εργαστηρίου. Στο σύστηµα 
εργαστηρίου το φορτίο αυτό είναι κινούµενο και εποµένως δηµιουργεί και ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο. 
Στο σύστηµα ηρεµίας του σωµατιδίου όµως είναι ακίνητο και εποµένως δηµιουργεί µόνο ηλεκτρικό. 
Η παραπάνω παρατήρηση µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι συνιστώσες του ηλεκτρικού και του 
µαγνητικού πεδίου δεν µπορεί να είναι συνιστώσες δυο διαφορετικών τανυστών.  
Επειδή δε οι συνιστώσες είναι έξι δεν µπορούν να είναι συνιστώσες ενός τετρανύσµατος.  
Αναζητούµε λοιπόν έναν τανυστή δευτέρας τάξης (πίνακας 4x4 ) που να έχει σαν στοιχεία τις συνιστώσες 
της έντασης του Ηλεκτρικού και του Μαγνητικού πεδίου . Όµως ένας 4x4 πίνακας έχει εν γένει 16 στοιχεία. 
Ένας καλός υποψήφιος 4x4 πίνακας που έχει µόνο 6 ανεξάρτητα µη µηδενικά στοιχεία είναι ένας 
αντισυµµετρικός πίνακας.. 
Αναζητούµε λοιπόν έναν αντισυµµετρικό τανυστή δευτέρας τάξης που να έχει σαν στοιχεία τις έξι εντάσεις 
και το πρώτο µέλος των εξισώσεων Maxewll να είναι τανυστές που παράγονται από αυτόν. 
Με το δεύτερο µέλος των εξισώσεων (πυκνότητα ρεύµατος και πυκνότητα φορτίου ) τα πράγµατα είναι πιο 
απλά. Οι τέσσερις  αυτές ποσότητες µπορούν να αποτελέσουν τις συνιστώσες ενός τετρανύσµατος 
 
 
6.2.Οι πηγές 
Θεωρούµε µια τυχαία κατανοµή κινουµένων φορτίων.  

Σε ένα τυχαίο χωροχρονικό σηµείο 
0x

x
x

 
=  

 
, η  πυκνότητα φορτίου και ρεύµατος αντίστοιχα είναι ι  

(x)ρ και J(x)  

Ονοµάζουµε τετραπυκνότητα την τετράδα 
c (x)

J (x)
J(x)

α ρ 
=  

 
 

 
Θα δείξουµε ότι η τετραπυκνότητα είναι ανταλλοίωτο τετράνυσµα. 
 

Απόδειξη 

Για λόγους απλότητας ας θεωρήσουµε κατ αρχήν ένα µόνο υλικό σηµείο φορτίου e το οποίο κινείται στο 
χώρο διαγράφοντας µια κοσµική γραµµή στον χωρόχρονο.  
Αν χρησιµοποιήσουµε σαν παράµετρο της κοσµικής γραµµής την χρονική συντεταγµένη ξ τότε οι 
χωροχρονικές συντεταγµένες της θέσης του είναι: 

0

( )

ξ ξ  
=   

ξ ξξ    
 (την χρονική στιγµή ξ βρίσκεται στην θέση ( )ξ ξ  
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Την  στιγµή x0 το φορτίο βρίσκεται στη θέση 0(x )ξ και έχει ταχύτητα 0(x )υ .  
Εποµένως η πυκνότητα φορτίου και η πυκνότητα ρεύµατος την χρονική στιγµή x0 στην θέση x είναι  

( )3 0(x) e x (x )ρ = δ − ξ  

( )0 3 0J(x) e (x ) x (x )= υ δ − ξ  

 
Επειδή f ( ) f ( ) ( )dα = β δ α − β β∫  και ( ) ( )δ α − β = δ β − α έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )3 0 3 0 3 0(x) e x (x ) e x ( ) ( x )d e x ( ) (x )dρ = δ − ξ = δ − ξ ξ δ ξ − ξ = δ − ξ ξ δ − ξ ξ∫ ∫  

Θεωρούµε µια επαναπαραµετροποίηση της κοσµικής γραµµής του σωµατιδίου µε νέα παράµετρο τον 
ιδιόχρονο τ του σωµατιδίου. 
Έστω ξ=φ(τ) η σχέση χρονικής συντεταγµένης και ιδιόχρονου.  
Εποµένως το χωροχρονικό διάνυσµα θέσης του φορτίου γίνεται  

0 0

(e)

( ) q ( )
q

q( )( ( ))( )

φ τ ξ    τ
= = =     τξ φ τξ ξ     

 

(οι συναρτήσεις qα(τ)  προκύπτουν από τις ξα(ξ) αντικαθιστώντας την σχέση ξ και τ.) 
Για το διαφορικό dξ έχουµε: 

0
0d d( ) d d d d u ( )d

d d
φ ξ

ξ = φ τ ⇒ ξ = τ = τ ⇒ ξ = τ τ
τ τ

 

µε u0(τ) την 0 συνιστώσα της τετραταχύτητας του υλικού σηµείου. 
Αντικαθιστούµε στην πυκνότητα φορτίου: 

( ) ( )3 0 0 0(x) e x q( ) x q ( ) u ( )dρ = δ − τ δ − τ τ τ∫  

Όµως ( ) ( ) ( )3 0 0 4x q( ) x q ( ) x q( )δ − τ δ − τ = δ − τ  

Τελικά για την πυκνότητα φορτίου έχουµε: 

( )4 0(x) e x q( ) u ( )dρ = δ − τ τ τ∫         (6.2.1) 

 
Οµοίως για την i συνιστώσα της πυκνότητας ρεύµατος ισχύουν τα εξής: 

( ) ( ) ( )i i 0 3 0 i 3 0 i 3 0J (x) e (x ) x (x ) e ( ) x ( ) ( x )d e ( ) x ( ) (x )d= υ δ − ξ = υ ξ δ − ξ ξ δ ξ − ξ = υ ξ δ − ξ ξ δ − ξ ξ∫ ∫  

Όµως 
i i

i id d d d( ) c c cu ( )
d d d d
ξ ξ τ τ

υ ξ = = = τ
ξ τ ξ ξ

 και 
dd d
d
ξ

ξ = τ
τ

 

Αντικαθιστούµε στην πυκνότητα ρεύµατος και έχουµε ότι: 

( )i i 4J (x) ce u ( ) x q( ) d= τ δ − τ τ∫         (6.2.2) 

Χρησιµοποιώντας τις (6.2.1) και (6.2.2) και τον ορισµό της τετραπυκνότητας έχουµε: 

( )4J (x) ce u ( ) x q( ) dα α= τ δ − τ τ∫         (6.2.3) 

Θεωρούµε τώρα ένα  ορθόχρονο κανονικό µετασχηµατισµό Lorentz Lα
β  .  

Επειδή |L| =1 η συνάρτηση  του Dirac είναι αναλλοίωτο. Η τετραταχύτητα uα είναι τετράνυσµα και 
εποµένως η τετραπυκνότητα είναι τετράνυσµα. 
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Τέλος θεωρούµε µια τυχαία κατανοµή Ν φορτισµένων υλικών σηµείων. 
Επειδή η  πυκνότητα φορτίου και ρεύµατος σε κάθε σηµείο του χώρου είναι το άθροισµα των πυκνοτήτων 
που δηµιουργεί κάθε φορτίο χωριστά θα έχουµε: 

N

(n)
n 1

J (x) J (x)α α

=

= ∑  και εποµένως είναι τετράνυσµα ( πιο σωστά ανταλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο) σαν 

άθροισµα τετρανυσµάτων. 
 
 
6.3.Οι εξισώσεις του Maxwell 
 
Γνωρίζουµε ότι οι 4 εξισώσεις του Maxwell (στο κενό) γράφονται σε διαφορική µορφή: 

0

E ρ
∇ =

ε
           (6.3.1) 

Bx E 0
t

∂
∇ + =

∂
          (6.3.2) 

B 0∇ =            (6.3.3) 

0 0 0x B J
t

∂Ε
∇ − µ ε = µ

∂
          (6.3.4) 

Μεταξύ σταθερών ε0 , µ0 και c ισχύει η σχέση 0 0 2
0 0

1 1c
c

µ ε = ⇒ =
µ ε

    (6.3.5) 

Θεωρούµε τον αντισυµµετρικό πίνακα  

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0
0 c c

F
c 0 c

c c 0

µν

Ε Ε Ε 
 −Ε Β − Β =
 −Ε − Β Β
 −Ε Β − Β  

        (6.3.6) 

 
Θα δείξουµε ότι η 4 εξισώσεις του Maxwell µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των παραγώγων του Fµν. 
Συγκεκριµένα θα αποδείξουµε ότι:  
Α) οι µη οµογενείς εξισώσεις (6.3.1) και (6.3.4) µπορούν να γραφούν µε την τανυστική µορφή: 

0

0

F J
x

µν
µ

ν

µ∂
=

∂ ε
          (6.3.7) 

Β) οι οµογενείς εξισώσεις (6.3.2) και (6.3.3) µπορούν να γραφούν µε την µορφή: 
F

0
x

βγαβγδ
δ

∂
ε =

∂
           (6.3.8) 

Απόδειξη  

Α) Θεωρούµε την µηδενική συνιστώσα του πρώτου µέλους της  (6.3.7): 
0 01 02 03

03 01 2
1 2 3 1 2 3

0 0

F F F F J
x x x x x x x

ν

ν

∂Ε µ∂Ε ∂Ε∂ ∂ ∂ ∂ ρ
= + + = + + = ∇Ε = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ε ε
 

 
Θεωρούµε την 1 συνιστώσα του πρώτου µέλους της  (6.3.7): 

1 10 12 13
3 31 2 1 2

0 2 3 2 3 2 2 3

B BB BF F F F 1 1c c c( )
x x x x c t x x c t x x

ν

ν

∂ ∂∂Ε ∂ ∂Ε ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + = − + − = − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

όµως η 1 συνιστώσα της (6.3.4) είναι: 
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1 13 32 1 2 1
0 0 0 02 3 2 3 2

B BB B 1J J
x x t x x c t

∂ ∂∂ ∂Ε ∂ ∂Ε
− − µ ε = µ ⇒ − − = µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω έχουµε  
1

10

0

F J
x

ν

ν

µ∂
=

∂ ε
.  

 
Οµοίως για τις 2 και 3 συνιστώσες της (6.3.7) 
 
 
Β) Θα υπολογίσουµε κατ αρχήν την συναλλοίωτη µορφή του Fµν.. 
Ας συµβολίσουµε την συναλλοίωτη µορφή του πίνακα µε τον πίνακα F  
Είναι F F F Fαβ

µν µα νβ= η η ⇒ = η η  

Γράφουµε τον πίνακα F στην µορφή 
T

B

0 E
F

E F
 

=  − 
 

Όπου Ε ο 3x1 πίνακας στήλη µε στοιχεία τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου και FB το 3x3 µέρος του F 
που περιέχει τις συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου. 
 
Έτσι έχουµε: 

T T T

B B B

1 0 1 0 1 00 E 0 E 0 E
F F

0 I 0 I 0 IE F E F E F
− − −     − −     

= η η = = = ⇒          − −          
 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0
0 c c

F
c 0 c

c c 0

µν

−Ε −Ε −Ε 
 Ε Β − Β =
 Ε − Β Β
 Ε Β − Β  

        (6.3.9) 

Υπολογίζουµε τώρα το πρώτο µέλος της  0 συνιστώσας της (6.3.8) : 0 F
x

βγβγδ
δ

∂
ε

∂
 

Τυπικά η παράσταση αποτελείται από 43=64 όρους. Όµως αν κάποιος από τους δείκτες β,γ,δ πάρει την τιµή 
0 το αντίστοιχο ε0βγδ µηδενίζεται. Επίσης αν δύο τιµές των δεικτών είναι ίσες τότε πάλι το ε0βγδ µηδενίζεται. 
Εποµένως οι µη µηδενικοί όροι είναι οι όροι εκείνοι στους οποίους οι δείκτες παίρνουν διαφορετικές µεταξύ 
τους τιµές και διάφορες από το 0 (π.χ βγδ=123 ή 132 ή 213 ή 231 ή 312 ή 321 ). Εποµένως οι µη µηδενικοί  
όροι είναι 3!=6 . Τέλος επειδή και οι εαβγδ και Fαβ είναι αντισυµµετρικοί θα εµφανιστούν 3 ζεύγη όµοίων 

όρων ( πχ 0123 021312 21
3 3

F F
x x

∂ ∂
ε = ε

∂ ∂
) .  

Έχουµε λοιπόν: 0 0123 0231 013223 13 312 1 2
3 1 2 3 1 2

F F F BF B B2( ) 2c( ) 2c B 0
x x x x x x x

βγβγδ
δ

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
ε = ε + ε + ε = + + = ∇ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Οµοίως για την 1 συνιστώσα της (6.3.8): 

1 1023 1032 132002 03 32 32 1
3 2 0 3 2

F F F F EE B2( ) 2( ) 0
x x x x x x t

βγβγδ
δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
ε = ε + ε + ε = − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Η τελευταία ισότητα είναι αποτέλεσµα της 1 συνιστώσας της (6.3.2) 
Οµοίως αποδεικνύονται και οι 2 και 3 συνιστώσες της (6.3.8) 
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6.4. Ο νόµος  µετασχηµατισµού των πεδίων 
Όπως είδαµε οι εξισώσεις του Maxwell µπορούν να πάρουν την µορφή  

0

0

F J
x

µν
µ

ν

µ∂
=

∂ ε
 και  

F
0

x
βγαβγδ
δ

∂
ε =

∂
  

Γνωρίζουµε ότι ο εαβγδ είναι τανυστής , η τετραπυκνότητα Jµ  είναι ανταλλοίωτο διάνυσµα και ο διαφορικός 

τελεστής 
xµ

∂
∂

είναι συναλλοίωτος διαφορικός τελεστής.  

Εποµένως για να ικανοποιεί ο  Fµν τις εξισώσεις Maxwell θα πρέπει να είναι τανυστής δευτέρας τάξης.  
Αποδείξαµε λοιπόν ότι:  
 
Τα στοιχεία του πίνακα Fµν αποτελούν τις συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου τανυστή δευτέρας τάξης 
(Ηλεκτροµαγνητικός Τανυστής). 
 
 
Ας θεωρήσουµε τώρα ένα µετασχηµατισµό Lorentz. Ο νόµος µετασχηµατισµού του Fµν είναι: 
F L L Fµν µ ν αβ

α β′ = .  
Από την εξάρτηση του F από τα Ε και Β θα προκύψει ο νόµος µετασχηµατισµού των Ε και Β.  
 

Παράδειγµα 1 

Θεωρούµε µια ακίνητη (στο σύστηµα εργαστηρίου) άπειρη µονωτική πλάκα οµοιόµορφα θετικά φορτισµένη 
µε επιφανειακή πυκνότητα φορτίου σ0, η οποία εκτείνεται στο επίπεδο xy. Υποθέτουµε ότι η πλάκα αρχίζει 
να κινείται σταθερή ταχύτητα v. Ζητάµε να υπολογίσουµε το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο (στο 
σύστηµα εργαστηρίου ) που δηµιουργεί η πλάκα αν η κίνησή της γίνεται  
α) Κατά την διεύθυνση του άξονα x (παράλληλα στην πλάκα)  
β) Κατά την διεύθυνση του άξονα z  (κάθετα στην πλάκα) 
 

Λύση 

α) 
Στο σύστηµα ηρεµίας της πλάκας Ο΄ η επιφανειακή 
πυκνότητα φορτίου είναι σ΄=σ0 και το πεδίο που 
δηµιουργεί είναι µόνο ηλεκτρικό. Γνωρίζουµε ότι το 
ηλεκτρικό πεδίο σε κάθε ηµίχωρο είναι οµογενές και το 

µέτρο της έντασης δίνεται από την σχέση 0

0

E
2
σ′ =
ε

. 

Στο σύστηµα ηρεµίας της πλάκας διάφορη του µηδενός 
είναι µόνο η z συνιστώσα της έντασης του ηλεκτρικού 
πεδίου. Εποµένως  ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής είναι: 

0 0 0
0 0 0 0

F
0 0 0 0

0 0 0

µν

′Ε 
 
 ′ =
 
 ′−Ε 

 

Ο πίνακας του µετασχηµατισµού Lorentz που συνδέει τα δύο συστήµατα συντεταγµένων είναι  

E

v

z

y

x

B

E

B

+ ++++ + ++++ + ++++
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0 0
0 0

( v) ( )
0 0 1 0
0 0 0 1

µ
ν

γ γβ 
 γβ γ Λ − = Λ =
 
 
 

 

Επειδή ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής είναι τανυστής τα στοιχεία του στο σύστηµα εργαστηρίου θα 
δίνονται από την σχέση: 

TF F F Fµν µ ν µν
α β ′ ′= Λ Λ ⇒ = Λ Λ ⇒  

 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0
0 c c 0 0 0 0 0 0 0 0
c 0 c 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

c c 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

′Ε Ε Ε γ γβ Ε γ γβ       
       −Ε Β − Β γβ γ γβ γ       = ⇒
       −Ε − Β Β
       ′−Ε Β − Β −Ε        

 

 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0 0
0 c c 0 0 0
c 0 c 0 0 0 0

c c 0 0 0

′Ε Ε Ε γΕ   
   ′−Ε Β − Β γβΕ   =
   −Ε − Β Β
   ′ ′−Ε Β − Β −γΕ −γβΕ    

 

Εποµένως Ε1=Ε2=0  και 0
3 3

02
σ′Ε = γΕ ⇒ Ε = γ
ε

 

Β1=Β3=0 και 0 0
2 2 2 0

0

vc
2c 2
γβσ σ′Β = −γβΕ ⇒ Β = − ⇒ Β = −µ γ

ε
 

Παρατήρηση: 

Η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου είναι σ0 στο σύστηµα ηρεµίας της πλάκας δηλαδή στο Ο΄.  
Για να υπολογίσουµε την επιφανειακή πυκνότητα στο σύστηµα εργαστηρίου, θεωρούµε ένα µικρό 
ορθογώνιο της πλάκας µε διαστάσεις ∆x΄ και ∆y΄ (στο σύστηµα ηρεµίας της πλάκας) ,στο οποίο περιέχεται 
φορτίο ∆q. Για να υπολογίσουµε τις διαστάσεις του στο σύστηµα εργαστηρίου θα πρέπει να κάνουµε 
ταυτόχρονη µέτρηση των συντεταγµένων των κορυφών του ορθογωνίου (∆t=0). 

Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε: 
xx ( x v t) x x x

′∆′ ′∆ = γ ∆ − ∆ ⇒ ∆ = γ∆ ⇒ ∆ =
γ

 (συστολή 

µήκους) και ∆y΄=∆y. 
Εποµένως η επιφανειακή πυκνότητα στο σύστηµα εργαστηρίου είναι: 

0
q q

x y x y
∆ γ∆ ′σ = = ⇒ σ = γσ ⇒ σ = γσ

′ ′∆ ∆ ∆ ∆
. Άρα 

02
σ

Ε =
ε

 

 
 
β) Στο σύστηµα ηρεµίας της πλάκας το πεδίο είναι όπως και στο ερώτηµα α. Ο πίνακας µετασχηµατισµού 
είναι διαφορετικός:  

0 0
0 1 0 0

( v) ( )
0 0 1 0

0 0

µ
ν

γ γβ 
 
 Λ − = Λ =
 
 γβ γ 

 

TF F F Fµν µ ν µν
α β ′ ′= Λ Λ ⇒ = Λ Λ ⇒  



 66

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0
0 c c 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
c 0 c 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

c c 0 0 0 0 0 0 0 0

′Ε Ε Ε γ γβ Ε γ γβ       
       −Ε Β − Β       = ⇒
       −Ε − Β Β
       ′−Ε Β − Β γβ γ −Ε γβ γ        

 

 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0 0
0 c c 0 0 0 0
c 0 c 0 0 0 0

c c 0 0 0 0

′Ε Ε Ε Ε   
   −Ε Β − Β   =
   −Ε − Β Β
   ′−Ε Β − Β −Ε    

 

 
Εποµένως η πλάκα δεν δηµιουργεί µαγνητικό πεδίο και το ηλεκτρικό πεδίο είναι ίδιο µε εκείνο του 
συστήµατος ηρεµίας της πλάκας. 
 

Παράδειγµα 2 

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο φορτίου q που κινείται (στο σύστηµα εργαστηρίου) µε σταθερή ταχύτητα v. 
Ζητάµε την ένταση του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου που δηµιουργεί. 
 

Λύση 

∆ίχως βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το φορτίο κινείται κατά την θετική κατεύθυνση 
του άξονα x. 
Στο σύστηµα ηρεµίας του φορτίου Ο΄ υπάρχει µόνο ηλεκτρικό πεδίο (πεδίο Coulomb). 
Στο Ο΄ η  ένταση του πεδίου δίνεται από την σχέση: 

2 3 3
0 0 0

x
q 1 q r qE E E y

4 r 4 r 4 r
z

′ 
′  ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ =  ′ ′ ′πε πε πε

′  

 

Εποµένως ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής  στο Ο΄ είναι: 

3
0

0 x y z
x 0 0 0qF
y 0 0 04 r
z 0 0 0

µν

′ ′ ′ 
 ′− ′ =

′ ′ −πε
 ′− 

 

ο πίνακας µετασχηµατισµού είναι :  

0 0
0 0

( v) ( )
0 0 1 0
0 0 0 1

µ
ν

γ γβ 
 γβ γ Λ − = Λ =
 
 
 

 

TF F′= Λ Λ ⇒  
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1 2 3

1 3 2
3

2 3 1 0

3 2 1

0 0 x y z
0 c c x 0 y zq
c 0 c y y 0 04 r

c c 0 z z 0 0

′ ′ ′Ε Ε Ε γ γ   
   ′ ′ ′−Ε Β − Β − γβ γβ   =
  ′ ′ ′−Ε − Β Β −γ −γβπε
   ′ ′−Ε Β − Β −γ −γβ    

 

Για να βρούµε πλήρως τον ηλεκτροµαγνητικό τανυστή στο Ο θα πρέπει να αντικαταστήσουµε και τα x΄,y΄,z΄ 

x (x vt)
y y
z z

′ = γ −
′ =
′ =

 

2 2 2 2 2 2 2 2r x y z (x vt) y z′ ′ ′ ′= + + = γ − + +  
Αντικαθιστώντας στον ηλεκτροµαγνητικό τανυστή έχουµε: 

( )

1 2 3

1 3 2
3/ 22 2 2 2

2 3 1 0

3 2 1

0 0 (x vt) y z
0 c c (x vt) 0 y zq
c 0 c y y 0 04 (x vt) y z

c c 0 z z 0 0

Ε Ε Ε γ − γ γ   
   −Ε Β − Β −γ − γβ γβ   =
   −Ε − Β Β −γ −γβπε γ − + +
   −Ε Β − Β −γ −γβ    

 

Από την παραπάνω εξίσωση υπολογίζουµε τις συνιστώσες των πεδίων. 
 

Παρατήρηση 

Θέτουµε r το διάνυσµα θέσης του σηµείου Σ στο οποίο υπολογίζουµε τις εντάσεις 
των δύο πεδίων, qr  το διάνυσµα θέσης του φορτίου την χρονική στιγµή t και R το 
διάνυσµα µε αρχή το σηµείο που βρίσκεται το φορτίο την στιγµή t και πέρας το 
σηµείο Σ. 
Προφανώς είναι : 1 2 3ˆ ˆ ˆr xe ye ze= + +  , q 1ˆr vte=  και 

q 1 2 3ˆ ˆ ˆR r r (x vt)e ye ze= − = − + +  

Θέτουµε 
( )3/ 22 2 2 2

0

qw
4 (x vt) y z

=
πε γ − + +

  

Το διάνυσµα της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου είναι: 
( )1 1 2 2 3 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE E e E e E e w (x vt)e ye ze E wR= + + = γ − + + ⇒ = γ  

Για το µαγνητικό πεδίο έχουµε ότι 
 

1 1 2 2 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcB cB e cB e cB e w ( ze ye )= + + = γβ − +  

Για το εξωτερικό γινόµενο xRβ έχουµε: 
1 2 3

2 3

ˆ ˆ ˆe e e
ˆ ˆxR 0 0 ( ze ye )

x vt y z
β = β = β − +

−
 

Εποµένως: cB w xR= γ β  

Για τον παρονοµαστή του w έχουµε: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(x vt) y z (x vt) (x vt) (x vt) y z ( 1)(x vt) Rγ − + + = γ − − − + − + + = γ − − + ⇒  

x

y

z

qrq

Σ
r

R
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2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2

v (x vt)(x vt) y z R (R.v) R
c c

γ − γ
γ − + + = + = +  

 
Εποµένως  

3/ 22
2 2

0 2

qw

4 (R.v) R
c

=
 γπε + 
 

 

Τέλικά έχουµε για τα πεδία  

3/ 22
2 2

0 2

qRE

4 (R.v) R
c

γ
=

 γ
πε + 

 

 

 

3/ 22 2
2 2 2

0 2

qB wvxR B vxR
c

4 c (R.v) R
c

γ γ
= ⇒ = ⇒

 γπε + 
 

0
3/ 22

2 2
2

q vxRB
4

(R.v) R
c

µ γ
=

π  γ
+ 

 

 

 

Στο όριο των µικρών ταχυτήτων (
v 1
c

<< ) είναι 1γ  και 
2

2 2 2
2 (R.v) R R

c
γ

+  

Εποµένως 3
0

qRE
4 Rπε

 και 0
3

q vxRB
4 R
µ

π
 

 
 
Ο γενικός νόµος µετασχηµατισµού των πεδίων είναι το αντικείµενο της επόµενης:  

 

Πρόταση 

Θεωρούµε ένα χωροχρονικό σηµείο στο οποίο υπάρχει ένα ηλεκτροµαγνητικού πεδίου.  
Θεωρούµε επίσης ένα τυχαίο ΑΣΑ Ο.  
Έστω ότι την στιγµή x0 στην θέση x  οι εντάσεις του Ηλεκτρικού και του Μαγνητικού πεδίου είναι E , B . 
Θεωρούµε έναν παρατηρητή Ο΄ που κινείται µε ταχύτητα vως προς τον Ο. Θα δείξουµε ότι το ηλεκτρικό 
και το µαγνητικό πεδίο που µετρά ο Ο΄ δίνονται από τις σχέσεις: 
 

// //E E′ =  // //B B′ =  

( v x B )⊥ ⊥ ⊥′Ε = γ Ε +  
2

1B (B v xE )
c⊥ ⊥ ⊥′ = γ −  

Όπου  //E  , //B  οι συνιστώσες των δύο πεδίων που είναι παράλληλες στην ταχύτητα του µετασχηµατισµού 

και E⊥ , B⊥  οι συνιστώσες των δύο πεδίων που είναι κάθετες στην ταχύτητα του µετασχηµατισµού. 
 

Απόδειξη 

∆ίχως βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η κίνηση του παρατηρητή γίνεται κατά τον 
άξονα x.  
Έτσι η αντίστοιχη προώθηση Lorentz είναι  
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0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

γ −γβ 
 −γβ γ Λ =
 
 
 

 

Επειδή ο Fµν είναι τανυστής έχουµε: 

F L L F F Fµν µ ν αβ Τ
α β′ ′= ⇒ = Λ Λ ⇒  

 

1 2 3 3 2

1 2 3 3 2

2 3 2 3 1

3 2 3 2 1

0 ( c ) ( c )
0 ( c ) ( c )

F
( c ) ( c ) 0 cB
( c ) ( c ) cB 0

Ε γ Ε −β Β γ Ε + β Β 
 −Ε −γ βΕ − Β −γ βΕ + Β ′ = ⇒
 −γ Ε −β Β γ βΕ − Β
 −γ Ε + β Β γ βΕ + Β −  

 

1 1E E′ =           (ΜΠ 1) 

2 2 3E ( c )′ = γ Ε −β Β          (ΜΠ 2) 

3 3 2E ( c )′ = γ Ε + β Β          (ΜΠ 3) 

1 1cB cB′ =           (ΜΠ 4) 

2 3 2cB ( c )′ = γ βΕ + Β          (ΜΠ 5) 

3 3 2cB (c )′ = γ Β −βΕ          (ΜΠ 6) 
Οι παραπάνω νόµοι µετασχηµατισµού των πεδίων µπορούν να πάρουν πιο γενική µορφή αν παρατηρήσουµε 
τα εξής : 
Α) Οι 1 συνιστώσες των πεδίων είναι οι συνιστώσες των πεδίων που είναι παράλληλες στην ταχύτητα του 
µετασχηµατισµού. Εποµένως οι σχέσεις (ΜΠ 1) και (ΜΠ 4) µπορούν να γραφούν ως: 

// //E E′ =  και // //B B′ =  

Β) Αν 1ê , 2ê , 3ê  είναι τα µοναδιαία διανύσµατα στους τρεις άξονες τότε: 

1 2 3

3 2 2 3

1 2 3

e e e
x B 0 0 e eβ = β = −βΒ + βΒ

Β Β Β
 και  

1 2 3

3 2 2 3

1 2 3

e e e
x 0 0 e eβ Ε = β = −βΕ + βΕ

Ε Ε Ε
 

Για τις κάθετες στην ταχύτητα του µετασχηµατισµού συνιστώσες των δύο πεδίων έχουµε: 

2 2 3 3 2 2 3 2 3 3 2 3e e ( e cB e E e cB e ) ( c x B)⊥ ⊥′ ′ ′Ε = Ε + Ε = γ Ε −β + + β = γ Ε + β ⇒ ( v x B)⊥ ⊥′Ε = γ Ε +  

2 2 3 3 2 2 2 2 3 3 3cB cB e cB e ( e cB e E e cB e ) (c x )⊥ ⊥′ ′ ′= + = γ βΕ + −β + = γ Β −β Ε ⇒ 2

1B (B v xE)
c⊥ ⊥′ = γ −  

Επειδή //E E E⊥= + και //v x E 0= θα είναι v x E v x E⊥= .  
Εποµένως µπορούµε να γράψουµε για τον νόµο µετασχηµατισµού των πεδίων: 

// //E E′ =    // //B B′ =  

( v x B )⊥ ⊥ ⊥′Ε = γ Ε +   2

1B (B v xE )
c⊥ ⊥ ⊥′ = γ −  
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Εφαρµογή  

Θεωρούµε ένα χωροχρονικό σηµείο στο οποίο υπάρχει ένα Ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Θα δείξουµε ότι 
υπάρχει πάντα µετασχηµατισµός Lorentz έτσι ώστε στο σύστηµα συντεταγµένων που ορίζει, η ένταση του 
ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου στο σηµείο αυτό να είναι παράλληλες.. 
(Υποθέτουµε ότι δεν µελετάµε την περίπτωση που Ε=0 (πχ µαγνητοστατική) ή Β=0 (πχ ηλεκτροστατική ) ή 
B E⊥  και ταυτόχρονα Ε=cB (πχ επίπεδα κύµατα) 

Απόδειξη  

Έστω v η ταχύτητα του µετασχηµατισµού. Θα δείξουµε ότι υπάρχει διάνυσµα v  κάθετο και στην ένταση 
του ηλεκτρικού πεδίου και στην ένταση του µαγνητικού πεδίου µε την ιδιότητα που θέλουµε. 
Για να είναι η ταχύτητα κάθετη και στα δύο πεδία θα πρέπει να είναι ανάλογη µε το εξωτερικό τους 
γινόµενο. Αναζητούµε λοιπόν αριθµό λ έτσι ώστε v x B= λ Ε   

Επειδή //v E E 0 E E⊥⊥ ⇒ = ⇒ = . Οµοίως //B 0=  και B B⊥ =  
Για τις εντάσεις στο νέο σύστηµα συντεταγµένων έχουµε: 

// //E E ( v x B ) E ( v x B)⊥ ⊥ ⊥′ ′ ′ ′= Ε + Ε = + γ Ε + ⇒ = γ Ε +  

οµοίως 2

1B (B v xE)
c

′ = γ −  

Για να είναι τα πεδία στο νέο σύστηµα συντεταγµένων παράλληλα µεταξύ τους θα πρέπει: 
2E x B 0 ( v x B) x (c B v xE) 0′ ′ = ⇒ Ε + − =       (1) 

Κάνοντας χρήση της ταυτότητας (a x b) x c (a.c)b (b.c)a= −  µπορούµε να υπολογίσουµε τα γινόµενα 

v x E και v x B  

2v x E (E x B) x E ( . )= λ = λΕ Β − λ Ε Β Ε  

2v x (E x B) x ( . )Β = λ Β = λ Ε Β Β − λΒ Ε  

Αντικαθιστούµε στην (1) : 
2 2 2( ( . ) ) x (c B ( . ) ) 0Ε + λ Ε Β Β − λΒ Ε − λΕ Β + λ Ε Β Ε = ⇒  

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2c ( . ) c x B 0− λΕ − λ Ε Β − λ Β + λ Ε Β Ε = ⇒  

( )2 2 2 2 2 2 2 2( . ) ( c ) c 0Ε Β − Ε Β λ − Ε + Β λ + =       (2) 

Έστω φ η γωνία των E καιB . Τότε 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2E B (E.B) E B E B cos E B sin− = − φ = φ  

Η (2) γίνεται: 2 2 2 2 2 2 2 2sin ( c ) c 0Ε Β φλ − Ε + Β λ + =      (3) 

Η διακρίνουσα της (3) είναι: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( c ) 4c sin ( c ) 4c ( c ) 0∆ = Ε + Β − Ε Β φ ≥ Ε + Β − Ε Β = Ε − Β ≥  

Το γινόµενο των ριζών είναι  
2

2 2 2

cP 0
sin

= >
Ε Β φ

 

Και το άθροισµά τους 
2 2 2

2 2 2

( c )S 0
sin

Ε + Β
= >

Ε Β φ
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Εποµένως εκτός από την περίπτωση που E B (sin 1)⊥ φ =  και c BΕ = η εξίσωση (3) έχει δύο ρίζες 
θετικές διάφορες µεταξύ τους. 

Επειδή v E x B | v | | || E x B | sin= λ ⇒ = λ = λΕΒ φ  

Για να δείξουµε ότι 
c| v | c
sin

< ⇒ λ <
ΕΒ φ

 

Θέτουµε 2 2 2 2 2 2 2 2(z) sin z ( c )z cφ = Ε Β φ − Ε + Β +  και έχουµε: 

2 2 2
2 2 2 2c c( c ) c2c (2cBEsin c B ) 0

sin sin sin
  Ε + Β

φ = − = φ − Ε − < ΕΒ φ ΕΒ φ ΕΒ φ 
 

Εποµένως η ποσότητα 
c
sinΕΒ φ

είναι µεταξύ των ριζών άρα µόνο για την µία ρίζα ισχύει: 

c | v | c
sin

λ < ⇒ <
ΕΒ φ

 

 
 
6.5. Τα αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου 
 
Για να είναι µια παράσταση αναλλοίωτο του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου θα πρέπει να είναι τανυστής 
µηδενικής τάξης. Εποµένως θα πρέπει να είναι µια παράσταση του Fµν και των σταθερών τανυστών  ηµν  και 
εµνρσ «χωρίς δείκτες». 
Εποµένως αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι οι ποσότητες  

F Fµν
µν , F Fαβγδ

αβ γδε , F F Fαβ γ
βγ α , F F F Fαβ γδ

βγ δα  κλπ 

Θα υπολογίσουµε τα δύο πρώτα από αυτά. 
Για το πρώτο έχουµε: 

0i i0 ij 01 02 03 12 13 23 2 2 2
0i i0 ij 01 02 03 12 13 23F F F F F F F F 2(F F F F F F F F F F F F ) 2(c B E )µν

µν = + + = + + + + + = −  

Για τον υπολογισµό του δεύτερου έχουµε να παρατηρήσουµε το εξής: Αν κάποιος από τους δείκτες α,β,γ,δ 
πάρει την τιµή 0 τότε οι υπόλοιποι πρέπει να πάρουν τιµές διάφορες του µηδέν. Εποµένως 

0ijk i0 jk ij0k ijk0
0i jk i0 jk ij 0k ij k0F F F F F F F F F Fαβγδ

αβ γδε = ε + ε + ε + ε  

Όµως χρησιµοποιώντας την αντισυµµτρική ιδιότητα των ε και F και αλλάζοντας τα ονόµατα των δεικτών 
έχουµε: 

i0 jk 0ijk
i0 jk 0i jkF F F Fε = ε  

ij0k kj0i jk0i 0ijk
ij 0k kj 0i jk 0i 0i jkF F F F F F F Fε = ε = ε = ε  

ijk0 kji0 jki0 0ijk
ij k0 kj i0 jk i0 0i jkF F F F F F F Fε = ε = ε = ε  

Εποµένως 
0ijk 0123 0213 0312

0i jk 01 23 02 13 03 12 1 1 2 2 3 3F F 4 F F 4( F F F F F F ) 4c(E B E B E B ) 4cE.Bαβγδ
αβ γδε = ε = ε + ε + ε = + + =  

Προφανώς τα δύο παραπάνω αναλλοίωτα είναι (εν γένει) συναρτησιακώς ανεξάρτητα. 
Τίθεται όµως το εξής ερώτηµα: Ποιο είναι το µέγιστο πλήθος των (συναρτησιακώς) ανεξαρτήτων 
αναλλοιώτων; 
Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι: 
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Τα συναρτησιακώς ανεξάρτητα αναλλοίωτα του ηλεκτροµανητικού πεδίου είναι το πολύ δύο. 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό Lorentz  της προηγούµενης εφαρµογής. Στο σύστηµα συντεταγµένων που 
ορίζει τα Ε και Β είναι παράλληλα. Με κατάλληλη στροφή του συστήµατος συντεταγµένων το 
προσαρµόζουµε έτσι ώστε τα Ε και Β να έχουν την διεύθυνση του άξονα x. 
Στο νέο σύστηµα συντεταγµένων είναι: 

0 0 0
0 0 0

F
0 0 0 c
0 0 c 0

µν

Ε 
 −Ε =
 Β
 − Β 

 

Τα δύο αναλλοίωτα ας τα ονοµάσουµε ξ και θ θα είναι : 
2 2 2F F 2(c B E )µν

µνξ = = −  

F F 4cEBαβγδ
αβ γδθ = ε =  

Λύνοντας το σύστηµα των 2 παραπάνω εξισώσεων µπορούµε (στο σύστηµα συντεταγµένων που 
εργαζόµαστε) να εκφράσουµε τα Ε και Β συναρτήσει των ξ και θ. 
Αν υπολογίσουµε οποιοδήποτε άλλο αναλλοίωτο θα είναι συνάρτηση των Ε και Β και εποµένως και των ξ 
και θ.  
Σαν παράδειγµα αναφέρουµε το αναλλοίωτο  

F F F Fαβ γδ
βγ δαρ =  

Στο ειδικό σύστηµα που εργαζόµαστε µπορεί εύκολα να υπολογιστεί: 

( )
2 2

4 4 4 2 2 2 2 2 22( c ) 2 (E c B ) 2(cEB)
4

ξ + θ
ρ = Ε + Β = − + =  

Όµως τα αναλλοίωτα είναι αµετάβλητα κάτω από µετασχηµατισµούς Lorentz.  

Εποµένως η σχέση 
2 22
4

ξ + θ
ρ = αφού ισχύει σε ένα σύστηµα συντεταγµένων ισχύει σε όλα. 
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6.6. Σύνοψη και τυπολόγιο 
 
♦ Οι εξισώσεις του ηλεκτροµαγνητισµού (εξισώσεις του Maxwell) είναι εξισώσεις τανυστών ως προς 

µετασχηµατισµούς Lorentz. Οι εξισώσεις του Maxwell µπορούν να γραφούν στην ισοδύναµη µορφή 

0

0

F J
x

µν
µ

ν

µ∂
=

∂ ε
 

και  
F

0
x

βγαβγδ
δ

∂
ε =

∂
 

♦ Το πρώτο µέλος των εξισώσεων είναι ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής , ο οποίος είναι ένας 
αντισυµµετρικός τανυστής δευτέρας τάξης που κατασκευάζεται από τα πεδία (ηλεκτρικό και 
µαγνητικό): 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0
0 c c

F
c 0 c

c c 0

µν

Ε Ε Ε 
 −Ε Β − Β =
 −Ε − Β Β
 −Ε Β − Β  

 

♦ Το δεύτερο µέλος των εξισώσεων είναι ένα ανταλλοίωτο τετράνυσµα που κατασκευάζεται από την 
πυκνότητα φορτίου και ρεύµατος: 

c (x)
J (x)

J(x)
α ρ 

=  
 

 

♦ Χρησιµοποιώντας τον νόµο µετασχηµατισµού του τανυστή F µπορούµε να βρούµε τον νόµο 
µετασχηµατισµού των πεδίων κάτω από προώθηση Lorentz.  
 

// //E E′ =  // //B B′ =  

( v x B )⊥ ⊥ ⊥′Ε = γ Ε +  
2

1B (B v xE )
c⊥ ⊥ ⊥′ = γ −  

Όπου  //E  , //B  οι συνιστώσες των δύο πεδίων που είναι παράλληλες στην ταχύτητα του 

µετασχηµατισµού και E⊥ , B⊥  οι συνιστώσες των δύο πεδίων που είναι κάθετες στην ταχύτητα του 
µετασχηµατισµού. 

♦ Τα ανεξάρτητα αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι το πολύ 2. Σαν ανεξάρτητα 
αναλλοίωτα µπορούν να ληφθούν τα 

2 2 2F F 2(c B E )µν
µν = −  

F F 4cEBαβγδ
αβ γδε =  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. 
ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ 

 
7.1. Γενικά 
 
Μέχρι τώρα µελετήσαµε την κίνηση ενός σώµατος µόνο «κινηµατικά».  
Λείπει η εξίσωση που θα προσδιορίζει την κίνηση ενός σώµατος αν είναι γνωστό το αίτιο που την 
προκάλεσε. Ποια είναι η  εξίσωση που θα αντικαταστήσει τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα; 
Στην κλασσική µηχανική ο ρυθµός µεταβολής της ορµής ενός σώµατος και η δύναµη που δέχονται 

συνδέονται µε την σχέση 
i

idp dpF F
dt dt

= ⇒ =  

Στην ειδική θεωρία της σχετικότητας ορίζουµε την έννοια της τετραδύναµης f µ µέσω της σχέσης  

dpf
d

µ
µ =

τ
           (7.1.1.) 

Η σχέση (7.1.1) µπορεί να πάρει ισοδύναµη µορφή στην οποία να υπεισέρχονται χρονικές παραγωγίσεις ως 
εξής: 

0 d d ddp mc c c
dp dp dt dp dt dt dtdt m m

d( v) d( v) d dvd dt d dt dp m v
dt dt dt dtdt

µ µ µ
γ γ γ       

       
= = γ = γ = γ = γ = γ       

γ γ γτ τ        + γ             

  

Η χρονική παράγωγος του γ έχει υπολογιστεί στην παράγραφο 4.4 για την τετραεπιτάχυνση: 
3

2

d .a
dt c
γ γ

= υ  

Εποµένως η σχετικιστική εξίσωση κίνησης  γίνεται: 
3

3

2

(v.a)
cf m

(v.a)v a
c

µ

 γ
 
 = γ

γ 
+ γ  

         (7.1.2.) 

Πως όµως µπορούµε να υπολογίσουµε την τετραδύναµη που δέχεται ένα σωµατίδιο; 
Ας υποθέσουµε ότι σε ένα ΑΣΑ Ο, κάποια χρονική στιγµή t0 το σωµατίδιο έχει ταχύτητα 0υ . 
Θεωρούµε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων Ο΄, το οποίο ορίζεται µέσω της σχέσης  

0x ( )xµ µ ν
ν′ = Λ υ           (7.1.3.) 

Στο σύστηµα αυτό (στιγµιαίο σύστηµα ηρεµίας) θεωρούµε την τετράδα  

0
f

F
µ  ′ =  

 
            (7.1.4.) 

όπου F  η µη σχετικιστική δύναµη που δέχεται το σωµατίδιο. Ανακηρύσσουµε την τετράδα f µ′  σε 
τετράνυσµα και εποµένως στο σύστηµα Ο έχουµε: 

f ( )fµ µ ν
ν ′= Λ −υ           (7.1.5.) 

Μπορούµε να εκφράσουµε την τετραδύναµη f συνατήσει της δύναµης F που δέχεται στο τοπικό σύστηµα 
ηρεµίας και της στιγµιαίας ταχύτητας υ ως εξής: 
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Είναι 
2

( ) 1
| |

Τ

Τ

 γ γβ
 Λ −υ = γ − γβ Ι + ββ
 β 

 

Εποµένως: 

2 2
2

( F)F0 cf f1 1 1F FF F ( F)| | | | | |

Τ Τ

Τ Τ

 γ υ   γ γβ γβ        = = ⇒ =γ − γ −     γ −γβ Ι + ββ + ββ    + υ υ   β β     υ 

   (7.1.6.) 

 
Ο συνδυασµός των  (7.1.2) και (7.1.6) είναι η διαφορική εξίσωση που θα προσδιορίσει την κίνηση του 
σωµατιδίου. 
 
 

Παράδειγµα :  

Θεωρούµε ένα οµογενές πεδίο βαρύτητας έντασης g κατά την θετική κατεύθυνση του άξονα x . Ένα υλικό 
σηµείο µάζας m αφήνεται την χρονική στιγµή t=0 να κινηθεί χωρίς αρχική ταχύτητα. Να βρείτε την 
ταχύτητά του συναρτήσει του χρόνου. 

Λύση 

Έστω τυχαία χρονική στιγµή στην οποία το σωµατίδιο έχει ταχύτητα υ. Στο τοπικό σύτηµα ηρεµίας Ο΄ του 
σωµατιδίου η µη σχετικιστική δύναµη που δέχεται είναι F=mg.  
Εποµένως στο Ο΄ η τετραδύναµη που δέχεται είναι: 

0
f

mg
µ  ′ =  

 
 

Στο σύστηµα εργαστηρίου έχουµε:  

0 gcf ( )f f ( )f f m c
mg g

c

µ µ ν
ν

υ  υγ γ       ′ ′= Λ −υ ⇒ = Λ −υ ⇒ = = γ     υ   γ γ     

 

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης γίνεται: 
3

3

3
3 2

2
2

g a( .a)g cm mc
g a ag ( .a) a cc

 γυ = γυ   
   γ = γ ⇒ γ  γ  = υ + γ  υ υ + γ    

 

Εύκολα φαίνεται ότι η δεύτερη εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την πρώτη και εποµένως µοναδική εξίσωση 
κίνησης είναι η: 

t2 2 2
3 3/ 2 3/ 2 3/ 2

2 2 2
0 0

dg a g (1 ) (1 ) d gdt (1 ) d gdt
c dt c c

υ
− − −υ υ υ υ

= γ ⇔ = − ⇔ − υ = ⇔ − υ = ⇒∫ ∫
2

1/ 2
2 2 2 2

cgt(1 ) gt (t)
c c g t

−υ
− υ = ⇒ υ =

+
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Παρατήρηση 

Παρατηρούµε ότι
t
lim (t) c
→∞

υ = . Εποµένως η κίνηση είναι (όχι οµαλά ) επιταχυνόµενη µε οριακή τιµή την 

ταχύτητα του φωτός. Η αντίστοιχη κλασσική εξίσωση της ταχύτητας θα ήταν υ=gt και εποµένως σε 
πεπερασµένο χρόνο η ταχύτητα του σωµατιδίου θα µπορούσε να ξεπεράσει την ταχύτητα του φωτός. 
 
 
 
7.2.  Εφαρµογή (τετραδύναµη Lorentz) 
 
Θεωρούµε ένα φορτισµένο σωµατίδιο που κινείται (ως προς κάποιο σύστηµα αναφοράς Ο) σε κάποιο 
ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Ζητάµε να υπολογίσουµε την τετραδύναµη Lorentz που δέχεται. 
Αν θυµηθούµε την κλασσική σχέση που δίνει την δύναµη Lorentz F q(E vxB)= + , η τετραδύναµη θα 
πρέπει να είναι ανάλογη µε τις εντάσεις των πεδίων και εποµένως ανάλογη µε τον ηλεκτροµαγνητικό 
τανυστή. Επίσης θα πρέπει να είναι ανάλογη µε την ταχύτητα του σωµατιδίου. Τέλος θα πρέπει να είναι 
τετράνυσµα.. Το µόνο τετράνυσµα που µπορούµε να γράψουµε µε τις παραπάνω ιδιότητες είναι ο 
συνδυασµός F uαβ

β .  
Θα αποδείξουµε την εξής  
 

Πρόταση  

Η τετραδύναµη Lorentz που δέχεται ένα φορτισµένο σωµατίδιο δίνεται από την σχέση: 
qf F u
c

α αβ
β=            (7.2.1.) 

Απόδειξη 

Θεωρούµε το τοπικό σύστηµα ηρεµίας Ο΄ του σωµατιδίου. Στο σύστηµα αυτό η µη σχετικιστική δύναµη που 
δέχεται το σωµατίδιο είναι η δύναµη του ηλεκτρικού πεδίου F Eq=  
Εποµένως η τετραδύναµη στο Ο΄ είναι: 

0
f

E q
 ′ =  ′ 

 

Το ανταλλοίωτο τετράνυσµα της τετραταχύτητας είναι 
c c

U
v 0
′γ   ′ = =   ′ ′γ   

 

Το αντίστοιχο συναλλοίωτο Uσυν′ δίνεται   από την σχέση 

1 0 c c
u u U U U

0 I 0 0
ν

µ µν συν συν

− −     ′ ′ ′ ′ ′= η ⇒ = η ⇒ = =     
     

 

Εποµένως ο συνδυασµός 
q F u
c

αβ
β  είναι το (ανταλλοίωτο ) τετράνυσµα: 

T

B

c 00 Eq f
0 qEc E F

′ −      ′= =     ′′−     
 

Εποµένως 
qf F u
c

µ αβ
β′ ′ ′= . Και επειδή η εξίσωση αυτή είναι εξίσωση τανυστών που ισχύσει σε ένα σύστηµα 

συντεταγµένων, ισχύει σε κάθε σύστηµα συντεταγµένων. ▄ 
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Γνωρίζοντας την τετραδύναµη Lorentz που δέχεται το σωµατίδιο µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση 
κίνησής του: 

dp dp qf F u
d d c

µ µ
µ µν

ν= ⇒ =
τ τ

         (7.2.2.) 

Η (7.2.2) µπορεί να πάρει µια πιο εύχρηστη µορφή στην οποία να υπεισέρχονται  χρονικές παράγωγοι 
 
Συγκεκριµένα θα αποδείξουµε την εξής  
 

Πρόταση 

Η εξίσωση κίνησης ενός φορτισµένου σωµατιδίου σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο είναι: 
dp q(E vxB)
dt

= +           (7.2.3.) 

 

Απόδειξη 

dp dp d 1 f
dt d dt

τ
= =

τ γ
 όπου γ=γ(v) και f η χωρική συνιστώσα της τετραδύναµης. 

Υπολογίζουµε την τετραδύναµη f 
0

1 2 3 1 1 2 2 3 3
1

1 3 2 1 1 3 2 2 3
2

2 3 1 2 2 1 3 3 1
3

3 2 1 3 1 2 1 1 2

0 c v v vf
0 c c v c(E B v B v )fq q qf F u
c 0 c v c(E B v B v )c c cf

c c 0 v c(E B v B v )f

µ µν
ν

Ε Ε Ε −γ Ε + Ε + Ε       
       −Ε Β − Β γ + −γ       = ⇒ = = ⇒
       −Ε − Β Β γ + −
       −Ε Β − Β γ + −           

 

 
Εποµένως η χωρική συνιστώσα της τετραδύναµης είναι 
 
f q(E vxB)= +  

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση κίνησης 
dp 1 f
dt

=
γ

 έχουµε   
dp q(E vxB)
dt

= + ▄ 
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7.3. Σύνοψη και τυπολόγιο 
 
♦ Η δυναµική εξίσωση που περιγράφει σχετικιστικά την κίνηση ενός υλικού σηµείου είναι η σχέση  

2

2

d xm f
d

µ
µ=

τ
  

όπου 
2

2

d x
d

µ

τ
η τετραεπιτάχυνση του υλικού σηµείου και f µ  η τετραδύναµη που δέχεται. 

♦ Η τετραεπιτάχυνση  συνδέεται µε την επιτάχυνση και την ταχύτητα και την επιτάχυνση του υλικού 
σηµείου µέσω της σχέσης  

4

4
2

2

.a
ca

a ( .a)
c

µ

 γ
υ 

 =
γ 

γ + υ υ  

 

♦ Η τετραδύναµη συµπίπτει µε την µη σχετικιστική δύναµη Fπου δέχεται στο τοπικό σύστηµα ηρεµίας 
του. Κάνοντας χρήση του µετασχηµατισµού Lorentz που συνδέει το τοπικό σύστηµα ηρεµίας µε το 
δοθέν µπορούµε να υπολογίσουµε την τετραδύναµη f. 

2

( F)
cf
1F ( F)

| |

 γ υ
 
 =

γ − + υ υ υ 

 

♦ Ειδικά για την ηλεκτροµαγνητική τετραδύναµη που δέχεται ένα φορτισµένο υλικό σηµείο έχουµε την 
σχέση: 

qf F u
c

µ µν
ν=  

όπου F ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής και u η τετραταχύτητα του υλικού σηµείου. 
Το χωρικό µέρος της τετραδύναµης Lorentz δίνεται από την κλασσική σχέση: 
f q(E vxB)= +  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
Εφαρµογή 8.1.   ∆ιαστολή του χρόνου 
Θεωρούµε δύο ΑΣΑ Ο και Ο΄, τα οποία κινούνται κατά τον τυποποιηµένο τρόπο.  
Θεωρούµε δύο γεγονότα Α και Β τα οποία συµβαίνουν στην ίδια θέση του Ο΄ και διαφέρουν χρονικά κατά 
∆t΄ κατά τον Ο΄. Να βρεθεί η χρονική τους διαφορά κατά το Ο.  

Λύση 

Έστω ότι η ταχύτητα του Ο΄ ως προς Ο είναι υ. Σύµφωνα µε τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε 

A A A2t (t x )
c
υ′ ′= γ +  και B B B2t (t x )

c
υ′ ′= γ +  

Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε: 

2t ( t x )
c
υ′ ′∆ = γ ∆ + ∆  

Όµως ∆x΄=0 . Εποµένως ∆t=γ∆t΄ 
 
 
 
Εφαρµογή 8.2.   Συστολή του µήκους 
Θεωρούµε δύο ΑΣΑ Ο και Ο΄, τα οποία κινούνται κατά τον τυποποιηµένο τρόπο.  
Μια ράβδος έχει την διεύθυνση του άξονα x και ηρεµεί ως προς το Ο΄. Αν το µήκος της στο Ο΄ είναι L0 ( 
µήκος ηρεµίας), να βρεθεί το µήκος της στο Ο. 

Λύση 

Έστω ότι η ταχύτητα του Ο΄ ως προς Ο είναι υ.  
Για να µπορέσει ένας παρατηρητής στο Ο  να µετρήσει το µήκος της ράβδου θα πρέπει να κάνει δυο 
ταυτόχρονες (στο σύστηµά του) µετρήσεις των τετµηµένων των άκρων της ράβδου. Το µήκος της ράβδου θα 
είναι προφανώς η διαφορά των δύο τετµηµένων. 
 Σύµφωνα µε τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε 
Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε: 

x ( x t)′∆ = γ ∆ − υ∆  

Όµως ∆t=0 . Εποµένως 0Lxx x x x
′∆′∆ = γ∆ ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =

γ γ
 

 
 
Εφαρµογή 8.3.   Φαινόµενο Doppler (ειδική περίπτωση) 
Θεωρούµε µια φωτεινή πηγή ακίνητη  ως προς ένα ΑΣΑ Ο. Έστω ότι η συχνότητα του φωτός που εκπέµπει 
στο Ο είναι f. Θεωρούµε ένα δεύτερο σύστηµα αναφοράς Ο΄ που κινείται κατά τον άξονα των x του πρώτου 
µε ταχύτητα υ ως προς αυτό. Να βρεθεί η συχνότητα του φωτός που αντιλαµβάνεται ένας παρατηρητής που 
βρίσκεται στην αρχή  Ο΄. 

Λύση 

Α Τρόπος: 
Έστω Τ η περίοδος του φωτεινού σήµατος κατά τον Ο και Τ΄ η περίοδος του κατά τον Ο΄. 
Για να βρούµε την περίοδο Τ΄ θα πρέπει να βρούµε την χρονική διαφορά µε την οποία ο παρατηρητής 
λαµβάνει δύο διαδοχικά φωτόνια που εκπέµπει η πηγή. 
Υποθέτουµε ότι την στιγµή t=0 που οι αρχές των δύο συστηµάτων συµπίπτουν η πηγή που βρίσκεται στο Ο 
εκπέµπει ένα φωτόνιο. Επειδή εκείνη την στιγµή το Ο συµπίπτει µε το Ο΄ το φωτόνιο αυτό λαµβάνεται 
αµέσως από τον παρατηρητή που βρίσκεται στο Ο΄. 
Το δεύτερο φωτόνιο εκπέµπεται από την πηγή την στιγµή t2=T στην θέση x2=0. Εποµένως η εξίσωση 
κίνησης του 2ου φωτονίου είναι xφ=c(t-Τ). 
Η εξίσωση κίνησης του παρατηρητή είναι xπ=υt.  
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Το φωτόνιο θα φτάσει στον παρατηρητή όταν xφ=xπ. 
cTx x c(t T) t t

cφ π= ⇒ − = υ ⇒ =
− υ

 

H θέση του παρατηρητή εκείνη την στιγµή ( κατά τον Ο ) είναι 
cTx t x

c
υ

= υ ⇒ =
− υ

 

Η χρονική στιγµή (ως προς Ο΄ ) κατά την οποία το δεύτερο φωτόνιο έφτασε στον παρατηρητή δίνεται από 
τον µετασχηµατισµό Lorentz. 

2t (t x)
c
υ′ = γ −  

Αντικαθιστώντας τα x και t έχουµε τελικά. 
2

2 2

cT cT 1 cT ct (1 )
c c c (c ) c
γ υ γ + υ′ = − = = = Τ
− υ − υ γ γ − υ − υ

 

Όµως  η χρονική στιγµή t΄ είναι η περίοδος του φωτεινού σήµατος κατά τον Ο΄. Εποµένως  
 

c cf f
c c

+ υ − υ′ ′Τ = Τ ⇒ =
− υ + υ

  

µε υ την αλγεβρική τιµή της ταχύτητας του παρατηρητή ως προς την πηγή. 
 
Β τρόπος: Το ανταλλοίωτο διάνυσµα της  τετραορµής του φωτονίου στα Ο και Ο΄ είναι: 

E h f
E h f1 1P
0 0c c
0 0

   
   
   = =
   
   
   

 και  

E h f
E h f1 1P
0 0c c
0 0

′ ′   
   ′ ′   ′ = =
   
   
   

 

Ο πίνακας του µετασχηµατισµού Lorentz ως γνωστόν είναι ο 

0 0
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

γ −γβ 
 −γβ γ Λ =
 
 
 

 

Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραορµής έχουµε: 

2

h f 0 0 h f
h f 1 0 0 h f 1P P f (1 )f f f
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0

′ γ −γβ     
     ′ −γβ − β     ′ ′ ′= Λ ⇒ = ⇒ = γ −β ⇒ = ⇒
      −β
     
     

 

1f f
1

−β′ =
+ β

 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι η παραπάνω σχέση ισχύει µε την προϋπόθεση ότι η διεύθυνση παρατηρητής- 
πηγή συµπίπτει µε την διεύθυνση της σχετικής ταχύτητας του παρατηρητή ως προς την πηγή. 
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Εφαρµογή 8.4.   Φαινόµενο Doppler (γενική περίπτωση) 
 
Θεωρούµε µια φωτεινή πηγή ακίνητη  ως προς ένα ΑΣΑ Ο. Έστω ότι 
η συχνότητα του φωτός που εκπέµπει στο Ο είναι f. Θεωρούµε ένα 
δεύτερο σύστηµα αναφοράς Ο΄ που κινείται κατά τον άξονα των x 
του πρώτου µε ταχύτητα υ ως προς αυτό. Να βρεθεί η συχνότητα του 
φωτός που αντιλαµβάνεται ένας παρατηρητής που βρίσκεται σε µια 
θέση Α έτσι ώστε η ΟΑ να σχηµατίζει γωνία φ µε την διεύθυνση της 
ταχύτητας υ. 

Λύση 

Στον παρατηρητή φτάνουν φωτόνια που εξέπεµψε  η πηγή υπό γωνία φ. 
Έστω Ε η ενέργεια των φωτονίων και p η ορµή τους .  

Από την σχέση ενέργειας ορµής έχουµε ότι 
Ep
c

=  

Η τετραορµή των φωτονίων στα συστήµατα  Ο και Ο΄ είναι:  

E
Ec 1P pcos E cos

c
psin Esin

 
   
   = φ = φ   
   φ φ  
 

 και  
E

1P E cos
c

E sin

′ 
 ′ ′ ′= φ 

′ ′ φ 

 

Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραορµής είναι 

E 0 E
P P E cos 0 E cos

E sin 0 0 1 Esin

′ γ −γβ     
     ′ ′ ′= Λ ⇒ φ = −γβ γ φ ⇒     

′ ′     φ φ     

 

2

1 cos(1 cos ) f f
1

−β φ′ ′Ε = γΕ −β φ ⇒ =
− β

 

 
Εφαρµογή 8.5.   Μη κεντρική ελαστική κρούση 
Ένα σωµατίδιο µε ενέργεια ηρεµίας Ε και κινητική ενέργεια Κ ως προς ένα ΑΣΑ συγκρούεται µη κεντρικά 
και ελαστικά µε δεύτερο όµοιο σωµατίδιο το οποίο είναι ακίνητο. 
 
1) Να βρεθεί η γωνία που σχηµατίζουν οι διευθύνσεις κίνησης των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση 

συναρτήσει των ενεργειών των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση και της ενέργειας ηρεµίας τους. 
2) Να αποδείξετε ότι µετά την κρούση η γωνία που σχηµατίζουν οι διευθύνσεις κίνησης των δύο 

σωµατιδίων είναι οξεία 
3) Στην ειδική περίπτωση που οι ορµές των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση έχουν το ίδιο µέτρο, να 

βρεθεί η γωνία που σχηµατίζουν οι διευθύνσεις κίνησης των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση 
συναρτήσει των Ε και Κ. 

4) Να συγκρίνετε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος 2) µε το αντίστοιχο της κλασσικής µηχανικής. 

Λύση  

1) 
Α Τρόπος (Χωρίς ανάλυση σε συνιστώσες) 
Πριν την κρούση 

p
p1

p2

ΜετάΠρίν

φ

υ

x

y

O
x΄

O΄

y΄

φ

Α
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Η ενέργεια του κινούµενου σωµατιδίου πριν την κρούση είναι το άθροισµα της ενέργειας ηρεµίας και της 
κινητικής του ενέργειας. Εποµένως η αρχική ενέργεια του πρώτου σωµατιδίου είναι Ε+Κ.  
Επειδή το δεύτερο σωµατίδιο είναι ακίνητο η ενέργεια του είναι Ε. Εποµένως η τετραορµή του συστήµατος 
είναι: 

E 2
p c c c

p 0 p
πριν

Κ + Ε Κ + Ε     
     = + =
     
          

 

 
Μετά την κρούση 
Οι ορµές των δύο σωµατίων είναι p1 και p2 σχηµατίζοντας γωνία φ µεταξύ τους.  
Αν Ε1 και Ε2 οι ενέργειές τους τότε η τετραορµή του συστήµατος µετά την κρούση θα είναι: 

1 1 1 2

1 1 1 2

E
P c c c

p p p p
µετα

Ε Ε Ε +     
     = + =
     

+          

 

Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε: 
1 2K 2E E E+ = +          (1) 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2p p p p p p 2p .p p p p 2p p cos= + ⇒ = + + ⇒ = + + φ    (2) 

Από την σχέση ενέργειας ορµής έχουµε για το αρχικό σωµατίδιο: 
2 2 2 2( ) p c EΚ + Ε = +  

Με χρήση της (1) η παραπάνω σχέση γίνεται: 
2 2 2 2

1 2(E E) p c E+ Ε − = +         (3) 

Οµοίως για τις ενέργειες και ορµές µετά την κρούση έχουµε: 
2 2 2 2

1 1E p c E= +          (4) 

2 2 2 2
2 2E p c E= +          (5) 

Λύνοντας τις (3) , (4) , (5) ως προς τις ορµές και αντικαθιστώντας στην (2) έχουµε: 

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2E E E E E E E E E E E cos− − + = − − φ ⇒  

1 2 1 1 2 2(E E)(E E) (E E)(E E) (E E)(E E) cos− − = − + − + φ ⇒  

1 2

1 2

( )( )cos
( )( )
Ε − Ε Ε − Ε

φ =
Ε + Ε Ε + Ε

        (6)  

    
Β Τρόπος (Με ανάλυση σε συνιστώσες) 
Πριν την κρούση 

E K 2E
c c c

p p 0 p
0 0 0

πριν

Κ + Ε +     
     
     

= + =     
     
     
     

 
p

p1

p2

ΜετάΠρίν

θ1

θ2
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Μετά την κρούση 
Οι ορµές των δύο σωµατίων είναι p1 και p2 σχηµατίζοντας γωνίες θ1 και θ2 µε την αρχική διεύθυνση 
κίνησης. Αν Ε1 και Ε2 οι ενέργειές τους τότε η τετραορµή του συστήµατος µετά την κρούση θα είναι: 
 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

E
c c c

P p cos p cos p cos p cos
p sin p sin p sin p sin

µετα

Ε Ε Ε +     
     
     

= θ + θ = θ + θ     
     θ − θ θ − θ
     
     

 

Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε: 
1 2K 2E E E+ = +          (1΄) 

1 1 2 2p p cos p cos= θ + θ         (2΄) 

1 1 2 20 p sin p sin= θ − θ         (3΄) 

1 1 2 20 p sin p sin= θ − θ  
Υψώνουµε στο τετράγωνο τις (2΄) και (3΄) και προσθέτουµε κατά µέλη: 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2p p p 2p p (cos cos sin sin ) p p p 2p p cos= + + θ θ − θ θ ⇒ = + + φ  (4΄) 

όπου φ=θ1+θ2 η γωνία των p1 και p2. 
Η συνέχεια είναι ίδια όπως και στον α τρόπο 
 
2) Από την (6) είναι cosφ>0⇒φ<π/2   
3) Αν 1 2| p | | p |= τότε από τις (4) και (5) θα είναι και Ε1=Ε2.  

Τότε  η (6) γίνεται 1

1

cos Ε − Ε
φ =

Ε + Ε
 

Από την (1) 1 cos
2 4
Κ Κ

Ε = Ε + ⇒ φ =
Κ + Ε

 

4) Στην κλασσική µηχανική η σχέση κινητικής ενέργειας και ορµής είναι 
2p

2m
Κ =  

Από την διατήρηση της ενέργειας έχουµε 2 2 2
1 2 1 2K K K p p p= + ⇒ = +  

Από την διατήρηση της ορµής έχουµε : 2 2 2
1 2 1 2p p p 2p p cos= + + φ  

Συνδυάζοντας  τις παραπάνω προκύπτει ότι cosφ=π/2 
 
Εφαρµογή 8.6.   Απορρόφηση φωτονίου από ακίνητο σωµατίδιο 
Θεωρούµε ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας Μ ακίνητο ως προς ένα ΑΣΑ.  
Ένα φωτόνιο µε ενέργεια Ε ως προς το Ο απορροφάται από το σωµατίδιο.  
Να βρεθούν µετά την κρούση: 

α) Η µάζα ηρεµίας του σωµατιδίου 
β) Η ορµή του σωµατιδίου 
γ) Η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου 

 

Λύση 

α) Τα τετρανύσµατα του φωτονίου και του σωµατιδίου πριν 
την κρούση είναι:  

( )

E1P
Ecφ Α

 
=  

 
  και ( )

c
P

0Σ Α

Μ 
=  

 
 

(Για λόγους απλότητας στην γραφή γράφουµε µόνο τις δύο 
πρώτες συνιστώσες των τετρανυσµάτων) 

Ε Μ
Πρίν

Μ΄
Μετά

υ
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Το διάνυσµα της τετραορµής του σωµατιδίου µετά την κρούση θα είναι: 

( )

c
PΣ Τ

′Μ γ 
=  ′Μ γυ 

 

Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε : 
 

2 2

( ) ( ) ( )

E c c E c c1P P P
E 0c E cΦ Α Σ Α Σ Τ

′Μ Μ γ ′   + Μ Μ γ     
+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒        ′Μ γυ ′Μ γυ         

 

2 2E Mc M c′+ = γ  (1)   
E M c′= γ υ   (2) 

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε 
2

2 2 2

c c
c Mc (Mc 2E)

Ε Ε + Μ
υ = ⇒ γ =

Ε + Μ +
 

2 2

2

Mc (Mc 2E)
M

c
+

′ =   

β) Η ορµή του σωµατιδίου µετά την κρούση θα είναι 1 Ep M
c

′= γυ =  

γ) Η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου µετά την κρούση θα είναι: 
2 2 2c M c M ( 1)c′ ′ ′Κ = Μ γ − = γ −  

 
Εφαρµογή 8.7.   Εκποµπή φωτονίου από ακίνητο σωµατίδιο 
Θεωρούµε ένα σωµατίδιο µε ενέργεια ηρεµίας Ε0 ακίνητο ως προς ένα ΑΣΑ. 
Το σωµατίδιο εκπέµπει ένα φωτόνιο ενέργειας Εφ. Να υπολογίσετε την ενέργεια Εφ του φωτονίου 
συναρτήσει της µείωσης στην ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου. 
 

Λύση 

Έστω 0E′  η νέα ενέργεια ηρεµίας  και 0 0 0E ′∆ = Ε − Ε  η µείωση 
στην ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου. Έστω δε pφ  η ορµή 
φωτονίου που παράγεται και Ε η ενέργεια του σωµατιδίου µετά 
την κρούση . 
Οι τετραορµές του συστήµατος  σωµάτιο-φωτόνιο πριν και µετά 
την εκποµπή είναι 

0

P c
0

πριν

Ε 
 =
 
  

 και  P c cc
p p pp

φ φ

µετα

φ φ

Ε Ε + Ε   Ε 
    = + =    
− − +        

 

Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε: 
0 0E E E E Eφ φ= + Ε ⇒ = −         (1) 

p pφ=            (2) 
Από την σχέση ενέργειας –ορµής για το φωτόνιο και το σωµατίδιο προκύπτει ότι: 

p
c

φ
φ

Ε
=           (3) 

2 2 2 2
0E p c E′= +          (4) 

Αντικαθιστώντας τις (1) , (2) , (3) στην (4) έχουµε: 
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0( ) 2φ φ φ′ ′Ε − Ε = Ε + Ε ⇒ Ε − Ε Ε = Ε ⇒  

Μ
Πρίν

Μ΄
Μετά

ppφ
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0 0 0 0 0 0 0 0
0

0 0 0

( )( ) (2 ) (1 )
2 2 2φ φ

′ ′Ε − Ε Ε + Ε ∆Ε Ε − ∆Ε ∆Ε
Ε = = ⇒ Ε = ∆Ε −

Ε Ε Ε
 

 
Εφαρµογή 8.8.   Εκποµπή φωτονίου από κινούµενο σωµατίδιο 
Ένα σωµατίδιο µε ενέργεια ηρεµίας Ε0 και ταχύτητα υ (στο σύστηµα εργαστηρίου) εκπέµπει  ένα φωτόνιο, 
του οποίου η διεύθυνση κίνησης σχηµατίζει γωνία θ µε την αρχική διεύθυνση κίνησης του σωµατιδίου. , 
Α) Να βρεθεί η ενέργεια του εκπεµπόµενου φωτονίου συναρτήσει της ταχύτητας υ , της γωνίας θ, της 
αρχικής ενέργειας ηρεµίας και της ελάττωσης της ενέργειας ηρεµίας του σωµατιδίου. 
Β) Να συγκριθεί η ενέργεια αυτή µε την ενέργεια που θα είχε το φωτόνιο αν το σωµατίδιο ήταν αρχικά 
ακίνητο. 

Λύση 

Α) 
Έστω Ε0 και Ε΄0 η αρχική και τελική ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου  
∆Ε0=Ε0-Ε΄0 η ελάττωση στην ενέργεια ηρεµίας του σωµατιδίου, Ε και Ε΄ η 
ενέργεια του σωµατιδίου πριν και µετά την εκποµπή και Εφ η ενέργεια του 
εκπεµπόµενου σωµατιδίου.  
Έστω δε  p , p′ η αρχική και η τελική ορµή του σωµατιδίου και pφ η ορµή του εκπεµπόµενου φωτονίου (στο 
σύστηµα εργαστηρίου). 
Οι τετραορµές του συστήµατος σωµατίδιο - φωτόνιο στο σύστηµα εργαστηρίου πριν και µετά την εκποµπή 
είναι: 

P c
p

πριν

Ε 
 =
 
  

 και  
E

P c cc
p p pp

φ φ

µετα

φ φ

′Ε Ε + Ε′    
    = + =    

′′ +        

 

Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε: 
E E E Eφ φ′ ′= + Ε ⇒ Ε = −         (1) 

2 2 2p p p p p p p p p 2pp cosφ φ φ φ′ ′ ′= + ⇒ = − ⇒ = + − θ     (2) 
Από την σχέση ενέργειας –ορµής για το φωτόνιο και το σωµατίδιο προκύπτει ότι: 

2 2 2 2
0E E p c= +          (3) 

2 2 2 2
0E E p c′ ′ ′= +          (4) 

p
c

φ
φ

Ε
=           (5) 

Αντικαθιστούµε στην (2) την pφ από την (5) και τα τετράγωνα των ορµών από τις (3) και (4) και έχουµε ότι: 
2 2 2 2 2

0 0E E E E E 2pcE cosφ φ′ ′− = − + − θ       (6) 
Αντικαθιστώντας την Ε΄ από την (1) στην (6) προκύπτει ότι: 

2 2
0 02 ( pc cos )φ ′Ε Ε − θ = Ε − Ε         (7) 

Όµως  2
0c EΕ = Μγ = γ  και 2

0pc M c M c E= γυ = γβ = γβ  
Αντικαθιστώντας στην (7) έχουµε: 

2 2
0 0 0 0 0 0 0 02 (1 cos ) 2 (1 cos ) ( )( )φ φ′ ′ ′Ε γΕ − β θ = Ε − Ε ⇒ Ε γΕ −β θ = Ε − Ε Ε + Ε ⇒  

2 1/ 2
0 0 0

0 0 0 0
0

(2 )(1 )2 (1 cos ) (2 )
2 (1 cos )φ φ

∆Ε Ε − ∆Ε −β
Ε γΕ − β θ = ∆Ε Ε − ∆Ε ⇒ Ε =

Ε − β θ
  (8) 

Β) Αν το σωµατίδιο ήταν αρχικά ακίνητο τότε β=0 και εποµένως η ενέργεια του εκπεµπόµενου φωτονίου θα 
ήταν  

0 0 0
0

0

(2 )
2φ

∆Ε Ε − ∆Ε
Ε =

Ε
        (9) 

Μ
Πρίν

Μ΄
Μετά

p pφ

p΄
θ
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∆ιαιρώντας τις (8) και (9) κατά µέλη έχουµε: 
2 1/ 2

0
(1 )

(1 cos )φ φ

−β
Ε = Ε

− β θ
 

 
Εφαρµογή 8.9.   Ενέργεια κατωφλίου  
Θεωρούµε την πυρηνική αντίδραση: 2 0 1

1 1 0H p n+ γ → + στην οποία ο πυρήνας του δευτερίου είναι αρχικά 
ακίνητος (στο σύστηµα εργαστηρίου).  
i) Να βρεθεί η ελάχιστη ενέργεια που πρέπει να έχει το φωτόνιο ώστε να προκαλέσει την διάσπαση 

του πυρήνα 
ii) Να δείξετε ότι στην περίπτωση της ελάχιστης ενέργειας του φωτονίου το πρωτόνιο και το νετρόνιο 

έχουν ορµές συγγραµµικές και οµόρροπες µε την ορµή του φωτονίου οι οποίες είναι ανάλογες µε 
την µάζα ηρεµίας τους . 

∆ίνονται οι ενέργειες ηρεµίας του πυρήνα του δευτερίου Ε10=1875,12 Mev ,του πρωτονίου E20=938,72 Mev 
και του νετρονίου αντίστοιχα ίσες µε  E30=939 Mev. 
 

Λύση 

∆ίχως βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η κίνηση του φωτονίου γίνεται κατά την θετική 
κατεύθυνση του άξονα x. 
Η ενέργεια του συστήµατος φωτόνιο – δευτέριο στο σύστηµα εργαστηρίου είναι Ε=Εφ+Ε10 και η αρχίκή 
ορµή είναι ίση µε την ορµή του φωτονίου. 
Θα επιλύσουµε το πρόβληµα στο σύστηµα κέντρου µάζας (ΣΚΜ) και στην συνέχεια θα µεταφέρουµε την 
λύση στο σύστηµα εργαστηρίου.  

Η ταχύτητα του συστήµατος κέντρου µάζας είναι ως γνωστόν 
10

Ecp
E

φ

φ

β = =
Ε + Ε

 

Από την ταχύτητα του ΣΚΜ µπορούµε να υπολογίσουµε το αντίστοιχο γ: 

2 2 2
10 10

2

1 1
1 2

1 φ φ

Ε
γ = = =

−β Ε Ε + Ε Ε
−

Ε

 

 
Η αρχική τετραορµή του συστήµατος δευτέριο – φωτόνιο στο ΣΚΜ είναι: 

cc
p

c
φ

Ε ′Ε   γ −γβ   = ⇒    Ε−γβ γ   ′     

 

2
2
10 102 2

1( ) (1 ) 2φ φ
φ φ

Ε Ε Ε′ ′ ′Ε = γ Ε − Ε = γΕ − = γΕ ⇒ Ε = ⇒ Ε = Ε + Ε Ε
Ε Ε γ γ

    (1) 

και όπως είναι αναµενόµενο p΄=0. 
Παρατηρούµε ότι η ελάχιστη τιµή της Εφ αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της Ε΄. 
Μετά την διάσπαση οι τετραορµές του πρωτονίου και του νετρονίου στο ΣΚΜ είναι: 

2

2

2

E
P c

p

′ 
 ′ =
 

′  

 και 
3

3

3

E
P c

p

′ 
 ′ =
 

′  

 

 
Από την διατήρηση της τετραορµής στο ΣΚΜ έχουµε 
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32
2 3

3 2
2 3

EEE E E E
c cc

p pp p0

′′′     ′ ′ ′= +    = + ⇒
    ′ ′= −′ ′          

 

Χρησιµοποιώντας την σχέση ενέργειας ορµής  η αρχή διατήρησης της ενέργειας γίνεται: 
2 2 2 2
20 2 30 2E E p E p′ ′ ′= + + +  

Από την τελευταία σχέση παρατηρούµε ότι η ελάχιστη τιµή της Ε΄ αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της 2p′  
και εποµένως 3 2 20 30p p 0 E E E′ ′ ′= = ⇒ = +  

Επιλύοντας την (1) ως προς Εφ βρίσκουµε ότι: 20 30 10 20 30 10

10

( )( )E
2φ

Ε + Ε − Ε Ε + Ε + Ε
=

Ε
 

Η τετραορµή του πρωτονίου στο σύστηµα εργαστηρίου είναι 

2 2 20
20

2

2 2

pc c c
cp p 0

′Ε Ε Ε     γ γβ γ γβ    γβΕ     = = ⇒ =        γβ γ γβ γ   ′          

 

Οµοίως για το νετρόνιο έχουµε 

32 30
30

3

3 3

pc c c
cp p 0

′ΕΕ Ε    γ γβ γ γβ    γβΕ    = = ⇒ =       γβ γ γβ γ   ′          

 

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις συµπεραίνουµε ότι οι ορµές του πρωτονίου και του νετρονίου είναι 

οµόρροπες. ∆ιαιρώντας τις δύο σχέσεις κατά µέλη έχουµε ότι : 202

3 30

Ep
p E

=  

 
Εφαρµογή 8.10.   Ελαστική σκέδαση 
 
Σωµάτιο ενέργειας Ε1 και µάζας m1 σκεδάζεται ελαστικά µε ακίνητο σωµάτιο µάζας m2  µε (m2<m1 ) .  
α)   Να υπολογισθεί το συνηµίτονο της γωνίας σκέδασης θ ,του σωµατίου 1 ως προς την αρχική  του  
διεύθυνση συναρτήσει της ενέργειας του 1E′  µετά από τη σκέδαση  

β)   Να αποδειχθεί  ότι ισχύει η σχέση  2
max

1

msin
m

θ =  

(όπως και σε µη σχετικιστικές ελαστικές σκεδάσεις). 

p1
p΄1

p΄2

ΜετάΠρίν

θ

 
Λύση 

Α) Θα µελετήσουµε πρώτα την σκέδαση µη σχετικιστικά 
Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε: 

2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2p p p p p p p p 2p p cos p′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ − = ⇒ + − θ =  

Επειδή η κρούση είναι ελαστική η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει σταθερή: 
2 2 2
1 1 2

1 1 2
1 1 2

p p pK K K
2m 2m 2m

′ ′
′ ′= + ⇒ = +  

Λύνοντας την δεύτερη ως προς p΄2 και αντικαθιστώντας στην πρώτη έχουµε για το cosθ 
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2 2
1 2 1 1 2 1

1 1 1

(m m )p (m m )pcos
2m p p

′− + +
θ =

′
 

Η παραπάνω παράσταση µπορεί να θεωρηθεί σαν συνάρτηση της p΄1. Εποµένως λαµβάνει ακρότατη τιµή 
όταν η παράγωγος ως προς p΄1 γίνει µηδέν. Εποµένως όταν 

2 2
1 2 1 1 2 1 1 2

1 12
1 1 1 1 1 2

(m m )p (m m )p m md cos 0 p p
dp 2m p p m m

′+ − − −θ ′= = ⇒ =
′ ′ +

 

Αντικαθιστώντας το p΄1 στο  cosθ έχουµε: 
2 2
1 2 2

1 1

m m mcos sin
m m

−
θ = ⇒ θ =  

Αν θέσουµε p0 την τιµή που µηδενίζει την 
1

d cos
dp

θ
′

 µπορούµε εύκολα να δούµε ότι:  

όταν 1 0
1

d cosp p 0
dp

θ′ > ⇒ >
′

 και όταν 1 0
1

d cosp p 0
dp

θ′ < ⇒ <
′

. Εποµένως για 1 0p p′ = έχουµε ελάχιστη τιµή 

του cosθ και εποµένως µέγιστη τιµή της γωνίας θ. Άρα 2
max

1

msin
m

θ = . 

 
Β) Θα µελετήσουµε τώρα το ίδιο φαινόµενο σχετικιστικά 
Έστω Ε10 και Ε20 οι ενέργειες ηρεµίας των δύο σωµατιδίων.  
Η τετραορµή του συστήµατος πριν και µετά την κρούση είναι.(θεωρούµε ότι c=1): 

1 1 2020
1 2

1 1

E E EE
P P P

p p0πριν

+    
= + = + =    

    
 

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

E E E E
P P P

p p p pµετα

′ ′ ′ ′+     ′ ′= + = + =     ′ ′ ′ ′+     
 

 
Επειδή η τετραορµή παραµένει σταθερή έχουµε: 

2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2p p p p p p p p 2p p cos p′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ − = ⇒ + − θ =     (1) 

1 20 1 2 1 20 1 2′ ′ ′ ′Ε + Ε = Ε + Ε ⇒ Ε + Ε − Ε = Ε       (2) 
Από την σχέση ενέργειας ορµής για κάθε σωµάτιο: 

2 2 2
1 1 10p E E= −           (3) 
2 2 2

1 1 10p E E′ ′= −           (4) 
2 2 2

2 2 20p E E′ ′= −           (5) 
Από την (1) έχουµε: 

2 2 2
1 1 2

1 1

p p pcos
2p p

′ ′+ −
θ =

′
         (6) 

Αντικαθιστώντας τις ορµές από τις (3) , (4), (5) και την 2E′  από την (2) έχουµε τελικά: 
2

1 1 20 1 20 10
2 2 2 2
1 10 1 10

( ) ( )cos
′Ε Ε + Ε − Ε Ε + Ε

θ =
′Ε − Ε Ε − Ε

 

Η γωνία θ παίρνει ακρότατη τιµή όταν 
1

d cos 0
d

θ
=

′Ε
 

Παραγωγίζοντας την (6) ως προς 1E′ έχουµε: 
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2 2
1 1 20 10 10 1 20

1

( ) ( )d cos
d 0

′Ε Ε Ε + Ε − Ε Ε + Εθ
=

′Ε Π >
 

Θέτουµε 
2
10 1 20

2
1 20 10

( )Ε Ε + Ε
ε =

Ε Ε + Ε
 την τιµή της 1E′  που µηδενίζει την παράγωγο και παρατηρούµε ότι  

για 1
1

d cos 0
d

θ′Ε > ε ⇒ >
′Ε

και για 1
1

d cos 0
d

θ′Ε < ε ⇒ <
′Ε

.  

Εποµένως για 1′Ε = ε έχουµε ελάχιστη τιµή του cosθ συνεπώς µέγιστη τιµή της γωνίας θ. 
Αντικαθιστώντας 1′Ε = ε  υπολογίζουµε το cosθmax. 

2
1 20 1 20 10

max 2 2 2 2
1 10 10

( ) ( )cos ε Ε + Ε − Ε Ε + Ε
θ =

Ε − Ε ε − Ε
       (7) 

Ο αριθµητής της (7) γίνεται  
2 2 2 2

2 10 20 1 10
1 20 1 20 10 2

1 20 10

( )( )( ) ( ) Ε − Ε Ε − Ε
ε Ε + Ε − Ε Ε + Ε =

Ε Ε + Ε
 

Οµοίως η ποσότητα 2 2
10ε − Ε γίνεται 

2 2 2 2 2
2 2 10 10 20 1 10

10 2 2
1 20 10

( )( )
( )

Ε Ε − Ε Ε − Ε
ε − Ε =

Ε Ε + Ε
 

Αντικαθιστώνντας τα παραπάνω στην (7) έχουµε τελικά 
2 2
10 20 20 2

max max
10 10 1

E E E mcos sin
E E m

−
θ = ⇒ θ = =  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
Οµάδα  9.1. Μετασχηµατισµός Lorentz 
 
 

Άσκηση 9.1.1.   

Ένα σωµάτιο µε χρόνο ζωής 10x10-6 sec κινείται µε σταθερή ταχύτητα v  και διασπάται σε απόσταση 20km 
από το σηµείο δηµιουργίας του. Να βρεθεί το v.  
 

Λύση 

Στο σύστηµα ηρεµίας Σ΄ του σωµατιδίου για τα γεγονότα δηµιουργία και διάσπαση του σωµατιδίου ισχύει 
ότι: ∆t΄=10x10-6 sec και ∆x΄=0. Στο σύστηµα εργαστηρίου ∆x=2x104 m. 
Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε: 

2
2

x cx tx ( x v t ) x v t v v 0.98889c
t x c

t

∆
∆ ′∆′ ′ ′∆ = γ ∆ + ∆ ⇒ ∆ = γ ∆ ⇒ γ = ⇒ = =

′∆ ∆  + ′∆ 

 

Άσκηση 9.1.2.   

Στο σύστηµα Σ δύο ταυτόχρονα  γεγονότα απέχουν 4km κατά µήκος του άξονα x . Ποιά χρονική διαφορά 
µετρά παρατηρητής που κινείται µε σχετική ταχύτητα ως προς την διεύθυνση x , όταν η απόσταση γι’ αυτόν 
είναι 5km ; 
 

Λύση 

Για τα γεγονότα αυτά στο σύστηµα Σ ισχύει ότι: ∆x=4Κm και ∆t=0. Σύστηµα ηρεµίας του παρατηρητή 
ισχύει ότι ∆x΄=5Km. 
Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε:  

x 5x ( x v t) x x v 0.6c
x 4
′∆′ ′∆ = γ ∆ − ∆ ⇒ ∆ = γ∆ ⇒ γ = = ⇒ =

∆
 

5
2 2

v x v xt ( t ) t 10 sec
c c

−∆ ∆′ ′∆ = γ ∆ − ⇒ ∆ = −γ = −  

 

Άσκηση 9.1.3.   

Ένας κύκλος ακίνητος πάνω στο επίπεδο xy ενός συστήµατος αναφοράς Σ έχει εµβαδόν  212cm  . Για 
κινούµενο ως προς τον άξονα x σύστηµα αναφοράς Σ΄ ο κύκλος φαίνεται µε εµβαδό 27.2cm .  
α) Να δείξετε ότι ο κύκλος στο σύστηµα Σ΄ φαίνεται σαν έλλειψη  
β) Να βρείτε τη σχετική ταχύτητα των συστηµάτων ; 
∆ίνεται το εµβαδόν της έλλειψης Ε=πab όπου a και b τα µήκη των ηµιαξόνων της. 
 

Λύση 

α) ∆ίχως βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο κύκλος έχει σαν κέντρο την αρχή των 
αξόνων του Σ. 
Για να µπορέσει ο παρατηρητής που βρίσκεται στο Σ΄ να βρεί το σχήµα της γραµµής που αντιστοιχεί στον 
κύκλο θα πρέπει να κάνει ταυτόχρονη (στο σύστηµά του ) µέτρηση των συντεταγµένων των σηµείων της 
γραµµής και στη συνέχεια να βρει την εξίσωση που ικανοποιούν. 
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Έστω ότι ο παρατηρητής αυτός µετρά τις όλες τις συντεταγµένες των σηµείων της γραµµής την στιγµή 0t′ . 
Ένα τυχαίο σηµείο που την στιγµή 0t′ έχει συντεταγµένες (x΄,y΄) στο Σ΄, θα έχει συντεταγµένες (x,y) στο Σ.  

Επειδή το σχήµα που βλέπει ο Σ είναι κύκλος ισχύει ότι: 2 2 2x y R+ =    (1) 
Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε: 

0x (x vt )′ ′= γ +          (2) 
y y′=            (3) 
Αντικαθιστώντας τις (2) και (3) στην (1) έχουµε: 
 

2 2
2 2 2 2 0

0 2
2

(x vt ) y(x vt ) y R 1R R( )

′ ′ ′+′ ′ ′γ + + = ⇒ + =

γ

 

Εποµένως η γραµµή που βλέπει ο Σ΄ είναι (κινούµενη) έλλειψη µε ηµιάξονες a=R και 
Rb =
γ

 

Συνεπώς το εµβαδόν του σχήµατος που βλέπει είναι  
R 5R v 0.8c

E 3
Ε Ε′ ′Ε = π ⇒ Ε = ⇒ γ = = ⇒ =

′γ γ
 

 

Άσκηση 9.1.4.   

 
Στο σηµείο Α ενός συστήµατος αναφοράς Σ συµβαίνουν δύο γεγονότα µε διαφορά χρόνου 3 sec. Αν ως προς 
κινούµενο σύστηµα Σ’ διαφέρουν κατά 5 sec , πόσο διαφέρουν χωρικά ; 

Λύση 

Επειδή τα δύο γεγονότα συµβαίνουν στο ίδιο σηµείο Α είναι ∆x=0 και ∆t=4sec. 
Από τα δεδοµένα του προβλήµατος  ∆t΄=6 sec 
Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε: 

2

v 5t ( t x) t t v 0.8c
c 3

′ ′∆ = γ ∆ − ∆ ⇒ ∆ = γ∆ ⇒ γ = ⇒ =  

9x ( x v t) x v t 1.2 x10 m′ ′∆ = γ ∆ − ∆ ⇒ ∆ = −γ ∆ = −  
 
 

Άσκηση 9.1.5.   

 
Ένα διαστηµόπλοιο σε ηρεµία, στη Γη, έχει µήκος L=800 m. Ένας 
παρατηρητής στη Γη µετράει ότι όταν το διαστηµόπλοιο κινείται 
χρειάζεται 2 µs για να περάσει από µπροστά του. Ποια η ταχύτητα του 
διαστηµόπλοιου ως προς τη Γη; 
 

Λύση  

Θεωρούµε ότι η αρχή του συστήµατος ηρεµίας του παρατηρητή Π ταυτίζεται µε τον παρατηρητή και η αρχή 
του συστήµατος ηρεµίας του διαστηµοπλοίου ταυτίζεται µε την άκρη Α αυτού. 
Θεωρούµε επίσης ότι τα ρολόγια και των δύο συστηµάτων αναφοράς είναι συγχρονισµένα να δείχνουν 
µηδέν την στιγµή που η άκρη Α φτάνει στον παρατηρητή. 
Θεωρούµε τα εξής δύο γεγονότα 
Γεγονός 1: Η άκρη Α φτάνει στον παρατηρητή. Οι χωροχρονικές συντεταγµένες του γεγονότος αυτού είναι: 
x1=0 , t1=0, x΄1=0 , t΄1=0 
Γεγονός 2: Η άκρη Β φτάνει στον παρατηρητή. Για το γεγονός αυτό ισχύει ότι x2=0 , x΄2=-L 

AB v Π
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Από τον µετασχηµατισµό Lorentz έχουµε: 

2 2 2 2 2
Lx (x vt ) 0 ( L vt ) t
v

′ ′ ′ ′= γ + ⇒ = γ − + ⇒ =  

2
2

2 2 2 2 2

vx L vL L v Lt (t ) ( ) (1 )
c v c v c v

′ γ′= γ + = γ − = − =
γ

     (1) 

Από τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι t2=2x10-6 sec. Αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε: 
4v c v 0.8c
3

γ = ⇒ =  

 

Άσκηση 9.1.6.   

Αδρανειακός παρατηρητής Ο΄ κινείται µε ταχύτητα υ σχετικά µε τον 
Ο. Μια ράβδος ακίνητη ως προς τον Ο΄ σχηµατίζει γωνία θ΄ µε την 
διεύθυνση της κίνησης. ∆είξτε ότι για την  γωνία θ που µετρά ο Ο 
ισχύει: tan tan ′θ = γ θ  
 

Λύση 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε  ότι οι άξονες των δύο συστηµάτων αναφοράς είναι 
παράλληλοι, η κίνηση του Ο΄ σε σχέση µε τον Ο γίνεται κατά την θετική διεύθυνση του άξονα x και η 
ράβδος βρίσκεται στο επίπεδο xOy. 
Από τον µετασχηµατισµό Lorentz για την συγκεκριµένη διάταξη έχουµε: 

t ( t x )
c
β′ ′∆ = γ ∆ + ∆          (1) 

x ( x c t )′ ′∆ = γ ∆ + β ∆          (2) 
y y′∆ = ∆           (3) 

Για να µπορέσει να βρει ο Ο την γωνία θ θα πρέπει να κάνει ταυτόχρονη µέτρηση των συντεταγµένων των 

άκρων της (∆t=0) .Η γωνία θ δίνεται από την σχέση 
ytan
x

∆
θ =

∆
 

Με ∆t=0 έχουµε από την (1) : t x
c
β′ ′∆ = − ∆  

Αντικαθιστώντας στην (2) 2 xx ( x x ) x
′∆′ ′∆ = γ ∆ − β ∆ ⇒ ∆ =

γ
 

y ytan tan
x x

′∆ ∆ ′θ = = γ = γ θ
′∆ ∆

 

 
 
Οµάδα  9.2.  Σχετική Ταχύτητα 
 
 

Άσκηση 9.2.1.   

 
Θεωρούµε δύο αδρανειακούς παρατηρητές Ο1 και 
Ο2 ο πρώτος ακίνητος στο σύστηµα εργαστηρίου και 
ο δεύτερος κινούµενος µε ταχύτητα υ. Να βρεθεί η 
ταχύτητα v που πρέπει να έχει ένας τρίτος 
παρατηρητής Ο για να βλέπει και τους δύο 
παρατηρητές να αποµακρύνονται από αυτόν µε 
αντίθετες ταχύτητες. 

Ο1

v

Ο2Ο

v

υ

-v

∆y΄
∆x΄

O΄O

θ΄

v
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Λύση 

Η ταχύτητα του Ο ως προς Ο1 είναι v. 
Η ταχύτητα του Ο1 ως προς Ο είναι -v. 
Η ταχύτητα του Ο2 ως προς Ο είναι v. 
Η ταχύτητα του Ο2 ως προς Ο1 είναι υ. 
Από το νόµο µετασχηµατισµού της ταχύτητας έχουµε: 

2 1

2 1
2 1

22

v v
vv11 cc

Ο Ο ΟΟ
Ο Ο

Ο Ο ΟΟ

υ + υ +
υ = ⇒ υ =

υ υ
++

 

την τελευταία σχέση επιλύουµε ως προς v. 
 
 
 
Οµάδα  9.3.  Τετραταχύτητα - Τετραορµή 
 

Άσκηση 9.3.1.   

Ένα σωµατίδιο έχει ως προς κάποιο σύστηµα συντεταγµένων τετραταχύτητα u και ταχύτητα v . Να 
εκφράσετε: 

i) Το u0 συναρτήσει του 
| v |
c

β =  

ii) Τα ui συναρτήσει των 
i

i v
c

β =  

iii) To u0 συναρτήσει των ui. 

iv) Τον διαφορικό τελεστή 
d
dτ

 συναρτήσει του 
d
dt

και του v  

v) To vi συναρτήσει των ui   
vi) Το v συναρτήσει του u0 
 

Λύση 

i) και ii) 
Α Τρόπος 

Ισχύει ότι 
0

0 dxu
d

=
τ

 

2
2 0 2 2 2 2 0 2 2 2 2 2 0 2 0 2

2

vdS (dx ) dx c d (dx ) v dt c d (dx ) (dx )
c

= − + ⇒ − τ = − + ⇒ − τ = − + ⇒  

0
0

2

dx c u c
d 1

= ⇒ = γ
τ −β

 

i i 0
i i i 0 i i idx dx dt 1 dxu v u c u c

d dt d c d
= = = = β = γ β ⇒ = γ β

τ τ τ
 

 
Β Τρόπος 
Στο σύστηµα ηρεµίας Ο΄ του σωµατιδίου είναι: 

0
2 0 2 2 2 2 0 2 0dxdS (dx ) dx c d (dx ) 0 c u c

d
′

′ ′ ′ ′= − + ⇒ − τ = − + ⇒ = ⇒ =
τ

 

Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραταχύτητας έχουµε 
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c c
U U U

0 c

Τ γ γ γβ    ′= Λ ⇒ = = ⇒     γβγβ ∆     
0u c= γ και i iu c= γ β  

 

iii) 2 0 i 2 0 2 i 2 0 2 i
0 i i iu u c u u u u c (u ) u u c u c u uα

α = − ⇒ + = − ⇒ − + = − ⇒ = +  

iv) 
0 0d dt d 1 dx d u d d d d

d d dt c d dt c dt dt d dt
= = = = γ ⇒ = γ

τ τ τ τ
 

 

v) 
i i

i i i 0 i i i
0 2 i

i

u uu c u u v v v
u c u u

= γ β ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

 

 

vi) 
0 2 2 0 2 22

0 0 2 2 2 0 2
2 0 0

(u ) c (u ) ccu c (u ) c (u ) v c
1 u u

− −
= γ ⇒ = γ ⇒ = ⇒ β = ⇒ =

− β
 

Άσκηση 9.3.2.   

Αν δύο ΑΣΑ Σ1 και Σ2 κινούνται µε ταχύτητες 1v  και 2v  ως προς ένα ΑΣΑ Σ ,δείξτε ότι η σχετική τους 
ταχύτητα v ικανοποιεί την σχέση: 

2 2
2 1 2 1 2

2
1 2

( ) ( x )
(1 . )

β − β − β β
β =

−β β
 

Λύση 

Στο Σ1  η τετραταχύτητα της αρχής Ο1 είναι 1

c
u

0
 

=  
 

 και της αρχής Ο2 είναι 2

c
u

c

γ 
=  

γ β 
 

Εποµένως το εσωτερικό τους γινόµενο είναι 2
1 2u u c= −γ  

Στο Σ  η τετραταχύτητα της αρχής Ο1 είναι  
11

1
1 1 1 1

cc
u

v c

γ γ ′ = =   γ γ β   
και της αρχής Ο2 είναι 

2
2

2 2

c
u

c

γ 
′ =  

γ β 
 

Εποµένως το εσωτερικό τους γινόµενο είναι 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2u u c c′ ′ = −γ γ + γ γ β β  

Όµως το εσωτερικό γινόµενο είναι βαθµωτό µέγεθος και εποµένως 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2u u u u (1 )′ ′ = ⇒ −γ γ + γ γ β β = −γ ⇒ γ = γ γ −β β  
Όµως  

2 2 2 2 2 22
2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 22
1 2 1 2 1 2

(1 ) 1 (1 )1 1
(1 ) (1 )1

− −γ γ − β β − −β β − γ γγ −
γ = ⇒ β = = = ⇒

γ γ γ −β β −β β−β
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

(1 ) (1 )(1 ) 2 ( )
(1 ) (1 )

−β β − −β −β β + β − β β + β β −β β
β = = ⇒

−β β −β β
 

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
1 2

( ) ( )
(1 )

β − β + β β − β β
β =

−β β
 

Ισχύει η ταυτότητα 
2 2 2 2(a x b).(c x d) (a.c)(b.d) (a.d)(b.c) (a x b) (a.a)(b.b) (a.b)(b.a) a b (a.b)= − ⇒ = − = −  
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2 2
2 1 2 1 2

2
1 2

( ) ( x )
(1 )

β − β + β β
β =

−β β
 

 
 

Άσκηση 9.3.3.   

Αδρανειακός παρατηρητής Ο΄ κινείται µε ταχύτητα υ σχετικά µε τον Ο. 
Ένα φωτόνιο κινείται έτσι ώστε η ορµή του ως προς Ο να σχηµατίζει 
γωνία θ µε την διεύθυνση της κίνησης. Να βρεθεί η γωνία θ΄ στο Ο΄. 
Η τετραορµή του φωτονίου στα Ο και Ο΄ αντίστοιχα είναι 

E
1P E cos
c

Esin

 
 = θ 
 θ 

 και 
E

1P E cos
c

E sin

′ 
 ′ ′ ′= θ 

′ ′ θ 

 

Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραορµής έχουµε: 

E 0 E
P P E cos 0 E cos

E sin 0 0 1 Esin

′ γ −γβ     
     ′ ′ ′= Λ ⇒ θ = −γβ γ θ ⇒     

′ ′     θ θ     

 

sin sin′ ′Ε θ = Ε θ  
cos ( cos )′ ′Ε θ = γΕ −β + θ  

∆ιαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη έχουµε: 
sintan

(cos )
θ′θ =

γ θ −β
 

 
 

Άσκηση 9.3.4.   

Αδρανειακός παρατηρητής Ο΄ κινείται µε ταχύτητα υ σχετικά µε τον Ο. 
Ένα σωµατίδιο A µε µη µηδενική µάζα ηρεµίας κινείται έτσι ώστε η 
ταχύτητα του ως προς Ο να σχηµατίζει γωνία θ µε την διεύθυνση της 
κίνησης.  
i) Να βρεθεί η γωνία θ΄ στο Ο΄. 
ii) Να συγκρίνετε το αποτέλεσµα µε το αντίστοιχο αποτέλεσµα στην 
περίπτωση που το σωµατίδιο ήταν φωτόνιο 
 

Λύση 

i) 
Έστω v  η ταχύτητα του σωµατιδίου ως προς Ο και v′ η ταχύτητα του ως προς Ο΄. Από τον νόµο 
µετασχηµατισµού της ταχύτητας έχουµε: 

( ) ( )
A(O) O(O ) ( )2 2( )

A(O )
A(O) ( )

22

( 1)( ) ( 1)(v )v
v v(1 )(1 ) cc

′Α Ο Ο Ο
′ ′Ο Ο

′Ο Ο
′

′Ο Ο

γ − υ υ γ − υυ + γυ + υ − γυ + υυ υ′υ = ⇒ =
υ υ υ

γ −γ +
 

Το εσωτερικό γινόµενο v v cosυ = υ θ  

O΄O

θ

p

v

O΄O

θ

v

υ
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Παίρνοντας την x συνιστώσα της v′ έχουµε: 
2

2 2

( 1)(v cos )vcos (vcos )v cos v v(1 ) (1 )
c c

γ − υ θ
θ − γυ + υ γ θ − υυ′ ′θ = =

υ υ
γ − γ −

 

Παίρνοντας την y συνιστώσα της v′ έχουµε: 

2

vsinv sin v(1 )
c

θ′ ′θ =
υ

γ −
 

∆ιαιρώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις κατά µέλη  
v sintan

(vcos )
θ′θ =

γ θ − υ
 

 
ii) 
Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση v=c έχουµε: 

c sin sintan
(c cos ) (cos )

θ θ′θ = =
γ θ − υ γ θ − β

  

Η παραπάνω σχέση είναι ίδια µε την τελική σχέση της προηγούµενης άσκησης. 
 

Άσκηση 9.3.5.   

Θεωρούµε δύο φωτόνια συχνοτήτων f1  και  f2 που κινούνται στο σύστηµα εργαστηρίου σε διευθύνσεις 
κάθετες µεταξύ τους. 
Να βρεθεί η ταχύτητα που πρέπει να έχει ένας παρατηρητής Ο΄ για να βλέπει τα φωτόνια  «ίδιου χρώµατος» 
και µε αντίθετες κατευθύνσεις κίνησης. 
Στην συνέχεια να βρείτε τις συχνότητες των φωτονίων στο Ο΄. 
Λύση 
∆ίχως βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι στο σ΄συτηµα εργαστηρίου τα φωτόνια 1 και 2 
κινούνται κατά την θετική κατεύθυνση των αξόνων x και y αντιστοίχως. 
Επειδή στο σύστηµα του Ο΄ τα φωτόνια θα έχουν το ίδιο χρώµα θα έχουν και την ίδια συχνότητα f΄, την ίδια 
ενέργεια Ε΄ και εποµένως το ίδιο µέτρο ορµής. Επειδή δε κινούνται αντίθετα η χωρική ορµή του συστήµατος 
στο Ο΄ θα είναι µηδέν. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το σύστηµα του Ο΄ θα είναι το σύστηµα κέντρου ορµής 
των δύο φωτονίων. 
Η τετραορµή του συστήµατος των δύο φωτονίων στο σύστηµα εργαστηρίου είναι: 

1 2

1
1 2

2

E E
E1P P P
Ec
0

+ 
 
 = + =
 
 
 

 

Γνωρίζουµε ότι η ταχύτητα του κέντρου ορµής δίνεται από την σχέση: 
2cv p

E
=  όπου Ε η ενέργεια του συστήµατος και p η χωρική ορµή του συστήµατος. Εποµένως στην 

περίπτωσή µας  

1

2
1 2

E
cv E

E E
0

 
 =  +
  
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Το µέτρο της ταχύτητας του Ο΄ είναι 
2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

E E f f
v | v | c v c c

E E f f
+ +

= = ⇒ = <
+ +

 

Από τον νόµο µετασχηµατισµού της τετραορµής του πρώτου φωτονίου έχουµε: 

1 2 1

1
1 1 1 1 1 1

E .. E
.. .. .. .. ..

P (v)P (1 ) f (1 )f
.. .. .. .. .. 0
.. .. .. .. .. 0

′ γ −γβ −γβ     
     Ε     ′ ′ ′= Λ ⇒ = ⇒ Ε = γ −β Ε ⇒ = γ −β
     
     
     

 

Επειδή  
2 2

1 2 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2 1 2

f f 2f f f f1
f f (f f ) 2f f

+ +
β = ⇒ −β = ⇒ γ =

+ +
 

1 2
1 1

1 2 1 2

f f1
f f f f

β = ⇒ −β =
+ +

 

Εποµένως 1 2f ff
2

′ =  

 
 
 
Οµάδα  9.4.  ∆ιατήρηση ορµής - ενέργειας 
 

Άσκηση 9.4.1.   

 
Ένας καθρέπτης κινείται µε ταχύτητα v (στο σύστηµα εργαστηρίου) 
κάθετη στο επίπεδό του. Μια µονοχρωµατική δέσµη φωτονίων 
προσπίπτει στον καθρέπτη µε γωνία πρόσπτωσης θ (στο σύστηµα 
εργαστηρίου). Να βρεθούν 
Α) Η γωνία ανάκλασης φ 
Β) Η ενέργεια Ε΄ του φωτονίου µετά την ανάκλαση 
 

Λύση 

Η τετραορµή του φωτονίου στο σύστηµα εργαστηρίου πριν την ανάκλαση είναι: 
E

1P E cos
c

Esin
πριν

 
 = θ 
 θ 

 

Η τετραορµή του φωτονίου στο σύστηµα ηρεµίας του καθρέπτη πριν την ανάκλαση είναι: 
 

0 E E(1 cos )
1 1P ( )P 0 E cos E(cos )
c c

0 0 1 Esin Esin
πριν πριν

γ −γβ γ − β θ     
     ′ = Λ υ = −γβ γ θ = γ θ −β     
     θ θ     

 

Κατά την ανάκλαση η ενέργεια του φωτονίου στο σύστηµα ηρεµίας του καθρέπτη δεν µεταβάλλεται , η 
παράλληλη στον καθρέπτη συνιστώσα της ορµής δεν µεταβάλλεται και η κάθετη σε αυτόν συνιστώσα 
αντιστρέφεται.  

O΄O

θ

v

φ
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Εποµένως η τετραορµή του φωτονίου στο σύστηµα ηρεµίας του καθρέπτη µετά την ανάκλαση είναι: 

E(1 cos )
1P E(cos )
c

Esin
µετα

γ −β θ 
 ′ = −γ θ − β 
 θ 

 

Επιστρέφοντας στο σύστηµα εργαστηρίου 
2 2

2 2

0 E(1 cos ) E(1 2 cos )
1 1P ( )P 0 E(cos ) E(2 cos cos )
c c

0 0 1 Esin Esin
µετα µετα

 γ γβ γ −β θ γ + β − β θ   
    ′= Λ −υ = γβ γ −γ θ −β = γ β −β θ − θ ⇒    
    θ θ     

 

2 2

2 2
2 2

E(1 2 cos )
1 1 sincos E(2 cos cos ) tan
c c (2 cos cos )

sin Esin

′  Ε γ + β − β θ 
θ  ′Ε φ = γ β − β θ − θ ⇒ φ =   γ β − β θ − θ ′ Ε φ θ   

 

 

και 
2

2

E(1 2 cos )
1

+ β − β θ′Ε =
−β

 

 
 

Άσκηση 9.4.2. 

Ένα φωτόνιο µε ενέργεια hf συγκρούεται µε ένα διεγερµένο άτοµο ακίνητο στο σύστηµα εργαστηρίου . 
Μετά την κρούση το φωτόνιο έχει πάλι ενέργεια hf αλλά διεύθυνση αντίθετη προς την αρχική και το άτοµο 
βρίσκεται στην βασική του κατάσταση. Να βρεθεί η ενέργεια διέγερσης του ατόµου στη διεγερµένη 
κατάσταση. ∆ίνεται η ενέργεια ηρεµίας στην βασική κατάσταση Ε0 και η συχνότητα f. 

Λύση 

 
Έστω  Ε0∆ η ενέργεια ηρεµίας της διεγερµένης κατάστασης , Ε* η 
ενέργεια διέγερσης , p και Ε η ενέργεια και η ορµή του ατόµου 
µετά την κρούση 
Προφανώς η ενέργεια διέγερσης είναι: Ε*=Ε0∆-Ε0 
Η αρχική και τελική τετραορµή του συστήµατος φωτόνιο- άτοµο είναι: 

*
0 0hf E hf

c cP
hf hf
c c

∆

αρχ

Ε +  Ε + + 
  

= =   
  
     

    

hf
cP

hf p
c

τελ

Ε + 
 

=  
− +  

 

Από την αρχή διατήρησης της τετραορµής έχουµε: 
*

0Ε + Ε = Ε    (1) 
2hf pc=    (2) 
Από την σχέση ενέργειας ορµής για το άτοµο µετά την κρούση προκύπτει ότι: 

2 2 2 2
0E p c E= +   (3) 

Αντικαθιστώντας τις (1) και (2) στην (3) βρίσκουµε την Ε*. 
* 2 2

0 0E (2hf ) E E= + −  
 

 

Ε

ΜετάΠρίν

E0∆
hf hf

p
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Άσκηση 9.4.3. 

Ποζιτρόνιο µε ταχύτητα v = 0.8c συγκρούεται και εξαϋλώνεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο και παράγονται δύο 
φωτόνια που κινούνται σε αντίθετες διευθύνσεις πάνω στην ευθεία του αρχικού ποζιτρονίου. Να βρεθούν οι 
ενέργειες των φωτονίων. ∆ίνεται η ενέργεια ηρεµίας του ηλεκτρονίου Ε0. 
 

Λύση 

Το ποζιτρόνιο και το ηλεκτρόνιο έχουν την ίδια ενέργεια ηρεµίας Ε0. 
Έστω Ε1 και Ε2 οι ενέργειες των δύο φωτονίων που παράγονται. 

Υπολογίζουµε τον παράγοντα γ για το ποζιτρόνιο. 
2

1 5
31 0.8

γ = =
−

 

Η αρχική και τελική τετραορµή του συστήµατος είναι: 

0

0

8 8mc Emc mc 13 3P
mv 4 4cmc E

3 3

αρχ

   
   γ + 

= = =    γ     
      

   1 2

1 2

E E1P
E Ecτελ

+ 
=  − 

 

Επειδή η τετραορµή διατηρείται έχουµε 

1 2 0

1 2 0

8E E E
3
4E E E
3

+ =

− =
 

Λύνοντας το σύστηµα προκύπτει ότι: 1 0E 2E=   , 2 0
2E E
3

=  

 

Άσκηση 9.4.4. 

Ένας «φωτονικός» πύραυλος χρησιµοποιεί  ακτινοβολία σαν προωθητικό µέσο. Εάν η αρχική και η τελική 
µάζα ηρεµίας είναι i fm , m  να δειχθεί ότι η τελική ταχύτητα  v του πυραύλου ως προς το αρχικό 

αδρανειακό σύστηµα δίδεται από την σχέση : 
2/1







−
+

=
vc
vc

m
m

f

i . ∆ίνεται αρχική ταχύτητα ίση  µε µηδέν 

Λύση 

Η αρχική και τελική τετραορµή του συστήµατος είναι αντίστοιχα: 

im c
P

0αρχ

 
=  

 
  f f

f f

m c p m c p
P

m v p m c p
φ φ

τελ
φ φ

γ + γ +   
= =   γ − γ β −   

 

Επειδή η τετραορµή µένει σταθερή: 
i f

f

m c m c p
0 m c p

φ

φ

= γ +
= γ β −

 

Προσθέτοντας τις δύο εξισώσεις κατά µέλη έχουµε: 

i i
i f 2

f f

m m1 1 1 c vm (1 )m
m 1 m c v(1 )(1 )1

β + β + + β +
= γ + β ⇒ = = = ⇒ =

−β −−β + β− β
 

 

 

 

Ε2

ΜετάΠρίν

E1
v

Εφ

ΤελικήΑρχική

v
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Άσκηση 9.4.5. 

Ένα πρωτόνιο µε κινητική ενέργεια Κ=437 MeV κρούεται ελαστικά µε ακίνητο πρωτόνιο. Αν οι ενέργειες 
των δύο πρωτονίων µετά την κρούση είναι ίσες να βρεθεί η σχετική τους γωνία. ∆ίνεται η ενέργεια ηρεµίας 
του πρωτονίου  p 938 eVΕ = Μ . 

Λύση  

Έστω p και Ε η αρχική ορµή και ενέργεια του κινούµενου 
πρωτονίου, p1 ,p2 , E1 , E2 οι ορµές και οι ενέργειες των δύο 
πρωτονίων µετά την κροούση 
Είναι Ε=Εp+Κ 
Οι τετραορµή  του συστήµατος πριν και µετά την κρούση 
είναι αντίστοιχα: 

p pK 2
P

p pπριν

Ε + Ε + Ε   
= =   

   
 1 2

1 2

P
p pµετα

Ε + Ε 
=  + 

 

Από την σχέση ενέργειας ορµής για το αρχικά κινούµενο πρωτόνιο έχουµε: 
2 2 2 2 2 2

p p p pp c E E (K E ) E K(K 2E )= − = + − = +     (1) 

Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας προκύπτει ότι: 

1 2 p
KE E E
2

= = +  

Από την σχέση ενέργειας ορµής για τα πρωτόνια µετά την κρούση έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 p p p p

K Kp c p c E E (E ) E K( E )
2 2

= = − = + − = +    (2) 

Από την αρχή διατήρησης της ορµής: 
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1p p p p p p 2p p cos p c 2p c (1 cos )= + ⇒ = + + φ ⇒ = + φ   (3) 

Αντικαθιστώντας τις (1) και (2) στην (3) έχουµε τελικά ότι: 

p

cos 0.104
4

Κ
φ = =

Κ + Ε
 

 

Άσκηση 9.4.6. 

Ένα φωτόνιο ενέργειας 100KeV σκεδάζεται από ακίνητο ελεύθερο ηλεκτρόνιο µε γωνία 0180 . Να βρεθεί η 
ταχύτητα του ανακρούοντος ηλεκτρονίου. ∆ίνεται η ενέργεια ηρεµίας του ηλεκτρονίου 0E 511KeV= . 

Λύση 

Έστω p και E η ορµή και η ενέργεια του ηλεκτρονίου µετά την 
κρούση , Εφ και Ε΄φ η ενέργεια του φωτονίου πριν και µετά την 
κρούση αντίστοιχα. 
Η τετραορµή του συστήµατος πριν και µετά την κρούση είναι 
αντίστοιχα: 

0

cP
E
c

φ

αρχ
φ

Ε + Ε 
 
 =
 
  

  cP
p

c

φ

τελ
φ

′Ε + Ε 
 
 =

′Ε −  

 

P1

ΤελικήΑρχική

p φ

P2

E Ep

E1

E2

Εφ

ΤελικήΑρχική

vΕφ Ε0
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Από την διατήρηση της τετραορµής έχουµε: 

0

pc
φ φ

φ φ

′Ε + Ε = Ε + Ε
′Ε = − Ε

 

Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω εξισώσεων έχουµε: 

02 pcφΕ + Ε = Ε +       (1) 

Θέτουµε Ε1=2Eφ+Ε0=711ΚeV 
 
Α τρόπος 

Εποµένως έχουµε το σύστηµα:  1
2 2 2

0

pc
E (pc) E

Ε = Ε +
= +

 

Η λύση του παραπάνω συστήµατος είναι: 

2 2
1 0

1
2 2
1 0

1

E EE
2E

E Epc
2E

+
=

−
=

 

Όµως 
2 2 2

1 0
2 2
1 0

E mc pc 0.319
Epc mcv

= γ Ε − Ε
⇒ = β ⇒ β = =

Ε + Ε= γ
 

 
Β Τρόπος 
 
Εποµένως η εξίσωση (1) γίνεται: 

2 2 2
1 1 0 0 1 02

1 1E mc mcv E mc mc (1 ) 0.319
11

+ β + β
= γ + γ ⇒ = γ + γ β = γΕ + β = Ε ⇒ Ε = Ε ⇒ β =

− β−β
 

 
 


