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Θέµα 1: ∆ιαστηµικό όχηµα εκκινεί από διαστηµική πλατφόρµα και ακολουθεί την κοσµική γραµµή που
περιγράφεται από την παραµετρική εξίσωση (σε µονάδε̋ όπου c = 1) :

t = a sinh(τ/a), x = a [cosh(τ/a) − 1] , για 0 ≤ τ < aκ
t = a [sinh(τ/a − 2κ) + 2 sinh(κ)] , x = a [−1 − cosh(τ/a − 2κ) + 2 cosh(k)] , για aκ ≤ τ < 3aκ
t = a [sinh(τ/a − 4κ) + 4 sinh(κ)] , x = a [cosh(τ/a − 4κ) − 1] , για 3aκ ≤ τ ≤ 4aκ

όπου τ είναι κάποια µετα1λητή και a, κ κάποιε̋ σταθερέ̋ παράµετροι. ∆είξτε ότι :
(α) Οι 3 κλάδοι τη̋ παραπάνω παραµετρική̋ εξίσωση̋ αποτελούν µια συνεχή κοσµική γραµµή ελέγχοντα̋

τη συνέχεια των συναρτήσεων t(τ) και x(τ) στα σηµεία τ = aκ και τ = 3aκ.
(β) Αποδείξτε ότι η παράµετρο̋ τ είναι ο ιδιόχρονο̋ του οχήµατο̋.
(γ) Υπολογίστε την τετραταχύτητα και την τετραεπιτάχυνση του οχήµατο̋ σε κάθε χρονική στιγµή.

(δ) Περιγράψτε την κίνηση του οχήµατο̋ και υπολογίστε το απώτερο σηµείο στο οποίο θα φθάσει το όχηµα
(ω̋ προ̋ την πλατφόρµα) κατά τη διάρκεια του ταξιδιού του.
(ε) Υπολογίστε τη διάρκεια του ταξιδιού για τον παρατηρητή στην πλατφόρµα και συγκρίνετέ την µε τη

διάρκεια στο διαστηµόπλοιο.

Θέµα 2: ∆ύο φωτόνια, το ένα µε ενέργεια E1 και το άλλο µε ενέργεια E2 κινούνται επί του επιπέδου x − y
ενό̋ αδρανειακού συστήµατο̋ Σ σχηµατίζοντα̋ ίσε̋ γωνίε̋ φ εκατέρωθεν του άξονα x. (α)Υπολογίστε την
ταχύτητα του κέντρου ορµή̋ του συστήµατο̋. (β)Υπολογίστε την ενέργεια του κάθε φωτονίου στο σύστηµα

του κέντρου ορµή̋ του συστήµατο̋ των φωτονίων. Υπάρχει τιµή τη̋ γωνία̋ φ για την οποία η ενέργεια των
φωτονίων στο σύστηµα αυτό να γίνεται µέγιστη ;

Θέµα 3: (α) Σε ένα αδρανειακό σύστηµα Σ µε συντεταγµένε̋ (l, x, y, z) ο τελεστή̋ τουD′
Alembert ορίζεται

ω̋ : 2
2 = − ∂2

∂l2
+ ∇2, όπου ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 . Θεωρήστε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα Σ′ το οποίο

συνδέεται µε το Σ µε ένα µετασχηµατισµό προώθηση̋ κατά µήκο̋ του κοινού άξονα x, x′ µε παράγοντα β
και αποδείξτε ότι ο τελεστή̋ του D′

Alembert είναι συναλοίωτο̋, δηλαδή ισχύει : 2
′2 = 2

2. (β) Θεωρήστε

το µετασχηµατισµό συντεταγµένων στο Σ :(l, x, y, z) → (u, v, y, z) όπου u = 1√
2
(l + x), v = 1√

2
(l − x). (i)

Εκφράστε τη µετρική του Lorentz ds2 = −dl2+dx2+dy2+dz2 στι̋ νέε̋ συντεταγµένε̋ (u, v, y, z). (ii)Γράψτε
τον τελεστή τουD′

Alembert στι̋ νέε̋ συντεταγµένε̋. (iii)∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµό̋ των συντεταγµένων
(l, x, y, z) → (u, v, y, z) δεν είναι µετασχηµατισµό̋ Lorentz. Πού οφείλεται αυτό ;

Θέµα 4: Φορτίο q κινείται κατά µήκο̋ του άξονα x µε ταχύτητα v σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα Σ. Στο
ιδιοσύστηµα Σ′ του φορτίου το ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο είναι ~E = q~r ′/(4πǫ0r

′3), όπου r′ = (x′2 + y′2 +
z′2)1/2. (α)Υπολογίστε το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο στο σύστηµα Σ. (β) Ελέγξτε αν διατηρούνται τα
αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. (γ)Μετράµε την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου στο σύστηµα

Σ στη θέση ~r = (x, y, z) τη χρονική στιγµή t = 0. ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι ακτινικό µε κέντρο την
αρχή των αξόνων. (δ) ΄Εστω ότι µετράµε το ηλεκτρικό πεδίο τη χρονική στιγµή t = 0 στι̋ θέσει̋ (x = 1, y =
z = 0) και x = z = 0, y = 1. Πού είναι το πεδίο πιο ισχυρό ; Με βάση τι̋ απαντήσει̋ σα̋ στα 2 τελευταία
ερωτήµατα σχεδιάστε ποιοτικά τι̋ δυναµικέ̋ γραµµέ̋ του ηλεκτρικού πεδίου στο Σ τη στιγµή t = 0.
∆ίδονται οι τύποι µετασχηµατισµού των πεδίων.

~E ′‖ = ~E‖, ~E ′⊥ = γ( ~E⊥ + ~u × ~B)

~B′‖ = ~B‖, ~B′⊥ = γ( ~B⊥ − 1

c2
~u × ~E)

Καλή σα̋ επιτυχία

1



Λύσει̋

Θέµα 1: (α) Πράγµατι για τ = aκ οι 2 πρώτοι κλάδοι δίνουν t = a sinh(κ), x = a(cosh(κ) − 1), ενώ για
τ = 3aκ οι 2 τελευταίοι κλάδοι δίνουν t = 3a sinh(κ), x = a(cosh(κ) − 1).

(β) Για κάθε κλάδο εύκολα διαπιστώνεται ότι

dt2 − dx2 = dτ 2

εποµένω̋ η παράµετρο̋ τ είναι ο ιδιόχρονοσ του οχήµατο̋.
(γ)

uµ =
dxµ

dτ
=









cosh(τ/a)
sinh(τ/a)

0
0









για 0 ≤ τ < aκ

και αντίστοιχα

uµ =









cosh(τ/a − 2κ)
− sinh(τ/a − 2κ)

0
0









για aκ ≤ τ < 3aκ

και

uµ =









cosh(τ/a − 4κ)
sinh(τ/a − 4κ)

0
0









για 3aκ ≤ τ ≤ 4aκ

Εύκολαπαρατηρεί κανεί̋ ότι και η τετραταχύτητα είναι συνεχή̋ στου̋ 3 κλάδου̋. Τέλο̋ η τετραεπιτάχυνση

είναι

aµ =
duµ

dτ
=









(1/a) sinh(τ/a)
(1/a) cosh(τ/a)

0
0









για 0 ≤ τ < aκ

και

aµ =









(1/a) sinh(τ/a − 2κ)
−(1/a) cosh(τ/a − 2κ)

0
0









για aκ ≤ τ < 3aκ

aµ =









(1/a) sinh(τ/a − 4κ)
(1/a) cosh(τ/a − 4κ)

0
0









για 3aκ ≤ τ ≤ 4aκ

(δ) Το µέτρο τη̋ τετραεπιτάχυνση̋
√−aµaµ είναι 1/a και αλλάζει πρόσηµο παιρνώντα̋ από τον ένα

κλάδο στον άλλο. Αρχικά έχουµε επιτάχυνση προ̋ τα εµπρό̋, µετά προ̋ τα πίσω και τέλο̋ πάλι προ̋ τα

εµπρό̋. Το απώτερο σηµείο θα βρίσκεται όταν ενδιάµεσα η ταχύτητα µηδενίζεται και αρχίζει η επιστροφή,
δηλαδή για τ = 2aκ.

xmax = 2a(cosh(κ) − 1)
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(ε)
tολ
τολ

=
4a sinh(κ)

4aκ
=

sinh(κ)

κ

Ο αριθµό̋ αυτό̋ είναι µεγαλύτερο̋ από τη µονάδα και αυξάνεται εκθετικά όσο µεγαλώνει ο αριθµό̋ κ.
Εποµένω̋ για ένα ταξίδι που θα διαρκέσει πολλέ̋ µονάδε̋ χρόνου (1/επιτάχυνση) ο χρόνο̋ του ταξιδιού
για τον ταξιδιώτη θα είναι πολύ µικρότερο̋ από το χρόνο για την πλατφόρµα.

Θέµα 2: (α) Σε µονάδε̋ c = 1,

~VKO =

∑

~pi
∑

Ei
=

E1(cos φx̂ + sin φŷ) + E1(cos φx̂ − sin φŷ)

E1 ∗ E2

= cos φx̂ ∗ sin φŷ
E1 − E2

E1 + E2

(β)Η συνολική τετραορµή του συστήµατο̋ έχει µέτρο ανεξάρτητο του συστήµατο̋ αναφορά̋. Στο σύστηµα

ΚΟ όµω̋ η τετραορµή έχει τη µορφή

P µ
ολ =

(

2E′
0

)

αφού η ολική ορµή είναι 0 και εποµένω̋ τα 2 φωτόνια έχουν ίσε̋ και αντίθετε̋ ορµέ̋ άρα και ενέργειε̋.
Συνεπώ̋

(

E1 + E2

E1n̂1 + E2n̂2

)2

= −4E′2

Εκτελώντα̋ τι̋ πράξει̋

E =

√

E1E2

2

√

1 − n̂1 · n̂2 =
√

E1E2 sin φ

Το µέγιστο εµφανίζεται για φ = 0 αφού τότε τα φωτόνια κινούνται αντίθετα στο αρχικό σύστηµα και επο-
µένω̋ δεν παρουσιάζεται καµία µείωση τη̋ ενέργεια̋ των φωτονίων εξαιτία̋ τη̋ x κοινή̋ κίνηση̋ των φω-
τονίων την οποία ακολουθεί το σύστηµα κέντρου ορµή̋.

Θέµα 3: (α)
∂

∂x′ =
∂x

∂x′
∂

∂x
+

∂l

∂x′
∂

∂l
= γ(

∂

∂x
+ β

∂

∂l
)

∂

∂l′
=

∂l

∂l′
∂

∂l
+

∂x

∂l′
∂

∂x
= γ(

∂

∂l
+ β

∂

∂x
)

΄Ετσι

2
′2 = −γ2(

∂

∂l
+ β

∂

∂x
)2 + γ2(

∂

∂x
+ β

∂

∂l
)2 + (

∂

∂y
)2 + (

∂

∂z
)2 = 2

2

(β)

dl =
√

1/2(du + dv), dx =
√

1/2(du − dv)

΄Ετσι (i) ds2 = −2du dv + dy2 + dz2.

(ii)
∂

∂l
=

∂u

∂l

∂

∂u
+

∂v

∂l

∂

∂v
=

√

1/2(
∂

∂u
+

∂

∂v
)

Αντίστοιχα
∂

∂x
=

∂u

∂x

∂

∂u
+

∂v

∂x

∂

∂v
=

√

1/2(
∂

∂u
− ∂

∂v
)

΄Ετσι

2
2 = (1/2)[−(

∂

∂u
+

∂

∂v
)2 + (

∂

∂u
− ∂

∂v
)2] + (

∂

∂y
)2 + (

∂

∂z
)2 = −2

∂2

∂u∂v
+ (

∂

∂y
)2 + (

∂

∂z
)2

(iii) Προφανώ̋ δεν είναι µετασχηµατισµό̋ Lorentz γιατί η D′
Alembertian δεν κρατά τη µορφή τη̋ ω̋

όφειλε σε ένα µετασχηµατισµό Lorentz (ερώτηµα α). Οι νέε̋ συντεταγµένε̋ δεν µπορούν να είναι ταυτό-
χρονα συντεταγµένε̋ χρόνου και χώρου σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων. Προσέξτε ότι η µετρική έχει

αλλάξει µορφή στι̋ νέε̋ συντεταγµένε̋.
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Θέµα 4: Φορτίο q κινείται κατά µήκο̋ του άξονα x µε ταχύτητα v σε κάποιο αδρανειακό σύστηµα Σ. Στο
ιδιοσύστηµα Σ′ του φορτίου το ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο είναι ~E = q/(4πǫ0r

′), όπου r′ = (x′2 + y′2 +
z′2)1/2. (α)Υπολογίστε το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο στο σύστηµα Σ. (β) Ελέγξτε αν διατηρούνται τα

αναλλοίωτα του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. (γ)Μετράµε την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου στο σύστηµα
Σ στη θέση ~r = (x, y, z) τη χρονική στιγµή t = 0. ∆είξτε ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι ακτινικό µε κέντρο την
αρχή των αξόνων. (δ) ΄Εστω ότι µετράµε το ηλεκτρικό πεδίο τη χρονική στιγµή t = 0 στι̋ θέσει̋ (x = 1, y =
z = 0) και x = z = 0, y = 1. Πού είναι το πεδίο πιο ισχυρό ; Με βάση τι̋ απαντήσει̋ σα̋ στα 2 τελευταία
ερωτήµατα σχεδιάστε ποιοτικά τι̋ δυναµικέ̋ γραµµέ̋ του ηλεκτρικού πεδίου στο Σ τη στιγµή t = 0.
∆ίδονται οι τύποι µετασχηµατισµού των πεδίων.

~E ′‖ = ~E‖, ~E ′⊥ = γ( ~E⊥ + ~u × ~B)

~B′‖ = ~B‖, ~B′⊥ = γ( ~B⊥ − 1

c2
~u × ~E)

(α)

Ex = E ′
x =

q

4πǫ0

x′

(x′2 + y′2 + z′2)3/2
=

q

4πǫ0

γ(x − ut)

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)3/2

Eyŷ + Ez ẑ = γ
q

4πǫ0

yŷ + zẑ

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)3/2

Bx = B′
x = 0

Byŷ+Bz ẑ = γ(~u/c2)× q

4πǫ0

y′ŷ + z′ẑ

(x′2 + y′2 + z′2)3/2
=

γuq

4πǫ0c2

y′ẑ − z′ŷ

(x′2 + y′2 + z′2)3/2
=

γuq

4πǫ0c2

yẑ − zŷ

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)3/2

(β) Βλέπουµε ότι ~E · ~B = 0 όπω̋ συνέ1αινε και στο Σ´ που δεν υπήρχε µαγνητικό πεδίο. Επίση̋ εκτε-
λώντα̋ τι̋ πράξει̋ βλέπουµε ότι

~E2 − c2 ~B2 =

(

q

4πǫ0

)2
γ2(x − ut)2 + γ2(1 − β2)(y2 + z2)

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)3
=

(

q

4πǫ0

)2
γ2(x − ut)2 + y2 + z2

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)3
=

(

q

4πǫ0

)2
1

(γ2(x − ut)2 + y2 + z2)2
= ~E ′2 = ~E ′2 − c2 ~B′2

(γ) Για t = 0 βλέπουµε ότι ~E ∝ (x, y, z) = ~r, δηλαδή ακτινικό πεδίο. Εφαρµόζοντα̋ βρίσκουµε

~E(t = 0, x = 1, y = z = 0) = x̂
q

4πǫ0

γ

(γ2)3/2
= x̂

q

4πǫ0

1

γ2

~E(t = 0, y = 1, x = z = 0) = ŷ
q

4πǫ0

γ

13/2
= ŷ

q

4πǫ0

γ

Κάθετα στη διεύθυνση κίνηση̋ το πεδίο είναι γ3 µεγαλύτερο. Οι δυναµικέ̋ γραµµέ̋ είναι ακτινικέ̋, ξεκι-

νούν από τη θέση (0, 0, 0) και είναι πιο αραιέ̋ γύρω από τον άξονα x και πιο πυκνέ̋ κοντά στο επίπεδο
y − z.
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