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Περίληψη: Παρουσιάζεται η έννοια του συντελεστή μεγέθυνσης και ο ρόλος του για την ευστάθεια της απαλοιφής Gauss. Ορίζονται ορθογώνιοι πίνακες με στοιχεία 0,1,-1 και εξηγείται η σημασία τους στη μελέτη του συντελεστή μεγέθυνσης. Τονίζεται η χρησιμότητα του υπολογισμού οριζουσών για αυτό το πρόβλημα. Σχολιάζεται η ερευνητική πρόοδος σχετικά με συντελεστές μεγέθυνσης τέτοιων πινάκων και περιγράφονται σχετικά ανοιχτά προβλήματα.

Abstract: The notion of the growth factor and its role for the stability of Gaussian elimination are presented. Orthogonal matrices with entries 0,1,-1 are defined and their importance for the study of the growth factor is explained. The usefulness of determinant calculations for this problem is highlighted. The research progress concerning growth factors of such matrices is discussed and relative open problems are presented.
1. Εισαγωγή
Έστω το γραμμικό σύστημα 
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 αντιστρέψιμος. Η απαλοιφή Gauss (Gaussian Elimination, GE) [2,9] είναι η πιο διαδεδομένη μέθοδος για επίλυση του συστήματος με το χέρι, αλλά και με τον υπολογιστή. Ο σκοπός της GE είναι να ανάγει με κατάλληλους μετασχηματισμούς τον πίνακα Α σε άνω τριγωνικό και στη συνέχεια να επιλύσει με αντικατάσταση προς τα πίσω το άνω τριγωνικό σύστημα που προκύπτει, το οποίο είναι οικονομικό από πλευράς πολυπλοκότητας. Επειδή η GE μπορεί να είναι ιδιαίτερα ασταθής σε ορισμένες περιπτώσεις, συνήθως γίνεται αναζήτηση του μεγαλύτερου στοιχείου κατ’ απόλυτη τιμή, το οποίο καλείται οδηγό στοιχείο. Όταν η αναζήτηση του οδηγού στοιχείου  γίνεται ανά στήλη έχουμε την τεχνική της μερικής οδήγησης, ενώ όταν γίνεται σε ολόκληρο τον πίνακα έχουμε την  τεχνική της ολικής οδήγησης. Έστω 
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 ο πίνακας που προκύπτει μετά από τους πρώτους k μετασχηματισμούς οδήγησης, οπότε ο 
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 είναι ο τελικός άνω τριγωνικός πίνακας, στη διαγώνιο του οποίου βρίσκονται τα οδηγά στοιχεία.
Η backward ανάλυση σφάλματος της GE [2,9] με κάποια τεχνική οδήγησης εκφράζεται μέσω του συντελεστή μεγέθυνσης
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ο οποίος περιέχει όλα τα στοιχεία 
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που εμφανίζονται κατά τη διάρκεια της απαλοιφής, k=1,2,…n. Ο συντελεστής μεγέθυνσης εμφανίζεται στο άνω φράγμα της νόρμας του πίνακας σφάλματος  της GE, επομένως είναι σαφές ότι οι τιμές του καθορίζουν την ευστάθεια της απαλοιφής για τον εκάστοτε πίνακα Α. Αν ο g(n,A) είναι τάξης 1, τότε δεν υπάρχει σημαντική μεγέθυνση, και η απαλοιφή θεωρείται ευσταθής. Για τιμές πολύ μεγαλύτερες αναμένεται αστάθεια. Γεννάται επομένως αυτονόητα το ερώτημα: αφού η GE μπορεί να είναι ασταθής, γιατί είναι τόσο διαδεδομένη; Η απάντηση είναι ότι οι πίνακες που προκαλούν αστάθεια αντιπροσωπεύουν ένα εξαιρετικά μικρό ποσοστό των πινάκων που δεν εμφανίζονται καθόλου στην πράξη απλούστατα για στατιστικούς λόγους. Έτσι, στην πράξη η GE θεωρείται ευσταθής.
Η ακρίβεια της υπολογιζόμενης λύσης με την GE συνοψίζεται στο ακόλουθο γνωστό θεώρημα του Wilkinson.

Θεώρημα 1 (Wilkinson)  Έστω 
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 και υποθέτουμε ότι εφαρμόζεται απαλοιφή GE με κάποια τεχνική οδήγησης που παράγει μια προσεγγιστική λύση 
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 του συστήματος 
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. Τότε υπάρχει πίνακας ΔΑ και σταθερά 
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Πίνακες με την ιδιότητα ότι δεν απαιτούνται εναλλαγές γραμμών και στηλών κατά τη διάρκεια των μετασχηματισμών της GE καλούνται ολικά οδηγημένοι (Completely Pivoted, CP). Με άλλα λόγια, σε κάθε βήμα της απαλοιφής το οδηγό στοιχείο βρίσκεται πάντα στην άνω αριστερά θέση του εκάστοτε υποπίνακα. Για CP πίνακες ισχύει
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 είναι τα οδηγά στοιχεία του Α. 

Σε αυτή την ερευνητική εργασία ενδιαφερόμαστε για τους συντελεστές μεγέθυνσης ορθογωνίων πινάκων με στοιχεία 0,1,-1 που ικανοποιούν σχέσεις της μορφής 
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, όπου 
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 είναι ο μοναδιαίος πίνακας τάξης n. Ειδικές περιπτώσεις τέτοιων πινάκων είναι οι πίνακες Hadamard (συμβ. 
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 και ικανοποιούν 
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. Οι πίνακες Hadamard ορίζονται μόνο για 
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 και αποτελούν ειδική περίπτωση των πινάκων στάθμισης (συμβ. 
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), οι οποίοι έχουν στοιχεία 0, 
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. Για k=0 και 
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 προκύπτουν οι πίνακες Hadamard.

Από τον ορισμό των πινάκων στάθμισης προκύπτουν δύο βασικές ιδιότητες για αυτούς τους πίνακες:

1. Κάθε γραμμή και κάθε στήλη ενός W(n,n-k) έχει ακριβώς k μηδενικά.

2. Οι γραμμές και οι στήλες ενός πίνακα στάθμισης είναι ανά δύο ορθογώνιες.

Για την εν λόγω έρευνα είναι σημαντικό να δοθεί ο ορισμός της H-ισοδυναμίας πινάκων. Δύο πίνακες καλούνται H-ισοδύναμοι αν ο ένας προκύπτει από τον άλλο από μια ακολουθία μετασχηματισμών οι οποίοι μπορεί να περιλαμβάνουν εναλλαγές γραμμών και στηλών και πολλαπλασιασμούς γραμμών και στηλών με -1.
Το κυρίως κίνητρο για τη μελέτη του συντελεστή μεγέθυνσης για τους ορθογώνιους πίνακες που ορίστηκαν παραπάνω διαφαίνεται στην ιστορική αναδρομή της επόμενης παραγράφου. Ωστόσο αξίζει να αναφερθεί ότι οι πίνακες στάθμισης παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον λόγω των εφαρμογών τους σε ποικίλες περιοχές των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών, όπως Πειραματικοί Σχεδιασμοί, Συνδυαστική, Θεωρία Κωδίκων, Κρυπτογραφία, Ανάλυση Σήματος, Ανάλυση Εικόνας κ.ά. Περισσότερες πληροφορίες για πίνακες στάθμισης και για τις εφαρμογές τους μπορούν να βρεθούν στα [6,10,19].
2. Ιστορική αναδρομή του προβλήματος

Το 1964 ο Tornheim [17] απέδειξε ότι 
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 για CP πίνακες Hadamard H τάξης n. Το 1968 ο Cryer διατύπωσε την εικασία ότι
«
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, με ισότητα αν και μόνο αν ο πίνακας Α είναι Hadamard».
Οι Day και Peterson το 1988 [3] παρουσίασαν δομές οδηγών στοιχείων πινάκων Hadamard τάξης 16 και διατύπωσαν την εικασία ότι το τέταρτο οδηγό στοιχείο από το τέλος είναι πάντα n/4. Η εικασία αυτή αποδείχθηκε αναληθής το 1998 όταν οι Edelman και Friedman [5] ανακάλυψαν τον πρώτο πίνακα Hadamard τάξης 16 με τέταρτο οδηγό στοιχείο από το τέλος n/2. To 1991 o Gould [7] ανακάλυψε έναν πίνακα τάξης 13 με συντελεστή μεγέθυνσης 13.0205 και έτσι αποδείχθηκε ότι δεν ισχύει το πρώτο μέρος της εικασίας του Cryer. Το δεύτερο μέρος της εικασίας, το οποίο υποστηρίζεται και από εκτενή πειράματα που έχουν γίνει σε υπολογιστές μέχρι σήμερα, παραμένει ένα ανοιχτό ερευνητικό πρόβλημα.
Όλα αυτά τα χρόνια από τη διατύπωση της εικασίας από τον Cryer έχει σημειωθεί πολύ μικρή πρόοδος στην κατεύθυνση του προβλήματος. Το 1992 οι Edelman και Mascarenhas [4] αποδεικνύοντας τη μοναδικότητα της δομής των οδηγών στοιχείων ενός πίνακα Hadamard τάξης 12 οδηγήθηκαν στο συμπέρασμα ότι ο συντελεστής μεγέθυνσης τους είναι πάντα 12. Δηλαδή, κάθε πίνακας 
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 που προκύπτει με μετασχηματισμούς H-ισοδυναμίας έχει συντελεστή μεγέθυνσης ίσο με 12. Σε εκείνη την εργασία διατυπώθηκαν για πρώτη φορά οι δυσκολίες που υπάρχουν κατά την αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων, και συγκεκριμένα ότι «φαίνεται πολύ δύσκολο να δειχθεί ότι g(n,
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Μια βασική δυσκολία είναι το γεγονός ότι οι H-ισοδύναμοι μετασχηματισμοί δε διατηρούν κατ’ ανάγκη τα οδηγά στοιχεία, δηλ. η δομή των οδηγών στοιχείων δεν είναι αναλλοίωτη κάτω από την H-ισοδυναμία. Επομένως είναι δυνατό δύο H-ισοδύναμοι πίνακες να έχουν διαφορετική δομή οδηγών στοιχείων, και έτσι δεν αρκεί να βρεθεί η δομή οδηγών στοιχείων μόνο ενός αντιπροσώπου της κλάσης ισοδυναμίας, αλλά θα πρέπει με κάποιο τρόπο να ληφθούν πληροφορίες από όλους τους πίνακες. Αυτή η ιδιότητα στέκεται εμπόδιο στη μελέτη των οδηγών στοιχείων πινάκων Hadamard τάξης 16, οι οποίοι κατατάσσονται σε πέντε κλάσεις ισοδυναμίας και έχουν εμφανίσει σε πειράματα περισσότερες από 30 δομές οδηγών στοιχείων. Έτσι, μια τυπική διαδικασία αναζήτησης με τον υπολογιστή που θα εκτελούσε όλους του δυνατούς H-ισοδύναμους μετασχηματισμούς θα απαιτούσε 
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 δοκιμές. Αν λάβει κανείς υπόψη και ότι θα έπρεπε να εφαρμοσθεί GE σε καθέναν από αυτούς τους πίνακες για να βρεθούν τα οδηγά στοιχεία, τότε γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το σύνολο των δοκιμών και πράξεων δεν μπορεί σε καμία περίπτωση να εκτελεσθεί σε ένα λογικό, ρεαλιστικό χρονικό πλαίσιο, ακόμα και από τους πιο σύγχρονους υπολογιστές. Στις παραπάνω δυσκολίες προστίθεται και η ύπαρξη του στοιχείου 0 όταν πρόκειται για πίνακες στάθμισης, κάτι που περιπλέκει περαιτέρω τη δομή των πινάκων, και κατ’ επέκταση αυξάνει την ποσότητα των απαιτούμενων πράξεων.
Τελικά, το 2007 βρέθηκαν όλες οι 34 δυνατές δομές οδηγών για πίνακες Hadamard τάξης 16 και αποδείχθηκε ότι ο συντελεστής μεγέθυνσής τους ισούται με 16 [13].
Παράλληλα, έχει πραγματοποιηθεί συστηματική έρευνα και για τις ιδιότητες των πινάκων στάθμισης ως προς το συντελεστή μεγέθυνσης, μιας και αποτελούν γενίκευση των πινάκων Hadamard. Τα εκτενή πειράματα σε υπολογιστές σε συνδυασμό με θεωρητικά αποτελέσματα, οδήγησαν το 2007 [12] στη διατύπωση της γενικότερης εικασίας για το συντελεστή μεγέθυνσης πινάκων στάθμισης:
«
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 αν και μόνο αν ο πίνακας Α είναι πίνακας στάθμισης».
Τα τελευταία σχετικά αποτελέσματα που έχουν προκύψει αφορούν τις δομές των πινάκων στάθμισης W(12,11) και W(12,10) (2007) [15,12].

3. Η χρησιμότητα του υπολογισμού οριζουσών


Στη συνέχεια θα περιγραφεί ο βασικός τρόπος υπολογισμού οδηγών στοιχείων που χρησιμοποιήθηκε στις παραπάνω εργασίες. Το ακόλουθο Λήμμα συνιστά ένα ισχυρό εργαλείο για το σκοπό αυτό, καθώς συνδέει τα οδηγά στοιχεία με πηλίκα κυρίων  υποοριζουσών πινάκων. 
Λήμμα 1.  [1,15] Έστω Α CP πίνακας. Αν εφαρμοσθεί GE στον Α, τότε τα οδηγά στοιχεία του δίνονται κατ’ απόλυτη τιμή από 
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όπου με A(j) συμβολίζεται η απόλυτη τιμή της άνω αριστερά 
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 κύριας υποορίζουσας του Α.
Επομένως είναι σαφές ότι ο υπολογισμός κυρίων υποοριζουσών πινάκων στάθμισης είναι σημαντικός για τον προσδιορισμό των οδηγών στοιχείων και κατ’ επέκταση για τη μελέτη του συντελεστή μεγέθυνσης για CP πίνακες στάθμισης. Πρέπει να τονισθεί ότι η υπόθεση CP για τον πίνακα A δεν περιορίζει την εφαρμογή του Λήμματος 1. Πράγματι, αφού ενδιαφερόμαστε για GE με ολική οδήγηση, αν ο πίνακας αρχικά δεν είναι CP, τότε οι μετασχηματισμοί της GE τον μετατρέπουν σε CP μορφή, και έτσι μπορούμε να ασχοληθούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας μόνο με CP πίνακες.

Γενικά είναι δύσκολο να βρεθούν αναλυτικοί τύποι για την ορίζουσα ή τις υποορίζουσες ενός τυχαίου πίνακα. Αυτό είναι κάτι ιδιαίτερα επιθυμητό, γιατί αν και υπάρχουν μέθοδοι για τον υπολογισμό κάθε ορίζουσας (π.χ. ανάπτυγμα Laplace), ο υπολογισμός ορίζουσας είναι εν γένει μη αποτελεσματικός αλγόριθμος και καθίσταται ανέφικτος σε ρεαλιστικό χρόνο όταν πρόκειται για μεγάλους πίνακες. Για το λόγο αυτό αναζητούνται τύποι για ορίζουσες πινάκων, όταν αυτό είναι εφικτό εξαιτίας της ειδικής δομής ορισμένων πινάκων, όπως Vandermonde, Hankel και Cauchy. 
Η πρώτη προσπάθεια υπολογισμού υποοριζουσών πινάκων Hadamard καταγράφεται το 1907 από τον Sharpe [16], ο οποίος απέδειξε τις τιμές για τις υποορίζουσες τάξεων n-1,n-2 και n-3 πινάκων Hadamard. Η ιδέα του Sharpe, η οποία βασίζεται σε μια πολύ έξυπνη παρατήρηση που οδηγεί σε σύντομες αποδείξεις, δυστυχώς δεν μπορεί να εφαρμοσθεί για υποορίζουσες τάξης 
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. Έτσι, αναπτύχθηκαν νέες θεωρητικές τεχνικές για το σκοπό αυτό (Κουκουβίνος κ.ά., 2001), οι οποίες ήταν δυνατό να γενικευτούν και υπό τη μορφή αλγορίθμων [11]. Αυτές οι νέες ιδέες έδωσαν αποτελέσματα για υποορίζουσες πινάκων Hadamard τάξης 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]1,...,7
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. Ωστόσο τα αποτελέσματα που προκύπτουν για j=5,6,7 δεν είναι γενικά (δηλ. για κάθε n), αλλά μόνο για n=12 και 16. Επειδή αυτές οι τεχνικές οδηγούν σε υψηλές πολυπλοκότητες, δεν είναι δυνατό τουλάχιστον για την ώρα να παράγουν περισσότερα αποτελέσματα. Τα έως τώρα αποτελέσματα, που συνοψίζονται στο Θεώρημα 2, οδηγούν στην ακόλουθη εικασία. Όπου αναφέρεται υποορίζουσα στο εξής εννοείται η απόλυτη τιμή της.
Θεώρημα 2. Έστω ένας πίνακας Hadamard τάξης n. Τότε όλες οι δυνατές 
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 υποορίζουσες, j=1,2,3,4, δίνονται στον ακόλουθο Πίνακα 1.
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Πίνακας 1
Για n=12,16 και j=5,6,7 προκύπτουν τα αποτελέσματα του Πίνακα 2.

	υποορίζουσα
	Τιμές υποοριζουσών
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Πίνακας 2
Eικασία για υποορίζουσες πινάκων Hadamard. Όλες οι δυνατές υποορίζουσες τάξης 
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,
 και η τιμή 0 εξαιρείται από την περίπτωση j=1.
Το 2005 και 2007 [14,15] πραγματοποιήθηκε η αντίστοιχη έρευνα για υποορίζουσες πινάκων στάθμισης. Τα αντίστοιχα αποτελέσματα είναι πιο περιορισμένα, γιατί, όπως αναφέρθηκε, το στοιχείο 0 οδηγεί σε πιο πολύπλοκες πράξεις. Εξάλλου, οι πίνακες στάθμισης είναι γενικότερη περίπτωση των πινάκων Hadamard, και είναι διαισθητικά αναμενόμενο να προκύπτουν γι’ αυτούς λιγότερα αποτελέσματα. Τα αποτελέσματα που συνοψίζονται στο Θεώρημα 3 οδηγούν στην ανάλογη εικασία.
Θεώρημα 3. Έστω ένας πίνακας στάθμισης W(n,n-k), 
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4. Υπολογισμός οδηγών στοιχείων

Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν εν συντομία οι βασικές ιδέες που οδήγησαν στην εύρεση των οδηγών στοιχείων του Hadamard 16 και στον υπολογισμό του συντελεστή μεγέθυνσής του. Τα προκαταρκτικά αποτελέσματα που χρησιμοποιήθηκαν εκτός από το Λήμμα 1 παρουσιάζονται στα ακόλουθα τρία Λήμματα.

Λήμμα 2. Έστω 
[image: image82.wmf]()

vv

AIJ

kll

=-+

, όπου κ,λ ακέραιοι και 
[image: image83.wmf]v

J

 ο πίνακας διάστασης ν με στοιχεία 1. Τότε
 [image: image84.wmf]1

det[(1)]()

v

Av

klkl

-

=+--

    (2) 

και για 
[image: image85.wmf],(1)

v

kll

¹--

,  ο A είναι αντιστρέψιμος με
 [image: image86.wmf]1

22

1

{[(1)]}.

(2)(1)

vv

AvIJ

vv

kll

kkll

-

=+--

+---

     (3)

Λήμμα 3. Έστω 
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Λήμμα 4. Η μέγιστη υποορίζουσα τάξης j ενός CP πίνακα Α είναι η A(j).
Το Λήμμα 4 ουσιαστικά δηλώνει ότι η μέγιστη υποορίζουσα ενός CP πίνακα βρίσκεται πάντα στην άνω αριστερή γωνία του.

Μία βασική αρχική σκέψη ήταν ο καταμερισμός της συνολικής εργασίας σε δύο μικρότερες επιμέρους εργασίες: υπολογισμός οδηγών στοιχείων από την αρχή της δομής και με διαφορετικές τεχνικές υπολογισμός οδηγών στοιχείων από το τέλος της δομής, σύμφωνα με το ακόλουθο μοντέλο. 
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Δηλαδή θα υπολογιστούν τα πρώτα 8 οδηγά στοιχεία, με κάποια άλλη τεχνική θα βρεθούν τα τελευταία 7 οδηγά στοιχεία (προφανώς δεν παίζει ρόλο αν θα υπολογιστούν αρχικά τα πρώτα ή τα τελευταία οδηγά στοιχεία) και το 9ο οδηγό στοιχείο μπορεί να υπολογιστεί «οικονομικά» από τη γνωστή ιδιότητα ότι το γινόμενο των στοιχείων ισούται με την ορίζουσα του πίνακα, δηλ. 
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Κατ’ αυτόν τον τρόπο το σημαντικό όφελος είναι ότι οι δύο διαφορετικές τεχνικές θα αντιμετωπίζουν πίνακες σχετικά μικρών διαστάσεων. Ενώ αν είχε χρησιμοποιηθεί μόνο μία τεχνική, για παράδειγμα αυτή που υπολογίζει οδηγά στοιχεία από την αρχή, θα έπρεπε αυτή να εφαρμόζεται για j=1,2,…,16, δηλ. θα έπρεπε να είναι αποτελεσματική και για μεγάλες τιμές του j. Σύμφωνα με την προτεινόμενη ιδέα, η μία τεχνική εφαρμόζεται για j=1,2,…,8 και η άλλη για j=10,…,16 (δηλ.. j=n-k, k=6,5,…,1,0, οπότε πάλι ουσιαστικά διαχειριζόμαστε μικρές τάξεις), με αποτέλεσμα να είναι δυνατό να υλοποιηθούν όλες οι απαιτούμενες πράξεις.

Η τεχνική που υπολογίζει το j-οδηγό στοιχείο από την αρχή βασίζεται στη διαμόρφωση και επίλυση του γραμμικού συστήματος, το οποίο προκύπτει από τις ιδιότητες του 
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H

 (διάσταση και ορθογωνιότητα) και έχει ως αγνώστους όλες τις δυνατές στήλες-διανύσματα μήκους j, που μπορεί να εμφανίζονται στις j πρώτες γραμμές. Στη συνέχεια εξετάζονται οι λύσεις του συστήματος και προσδιορίζονται οι 
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 πίνακες που είναι δυνατό να υπάρχουν πάντα εμφωλευμένοι στον 
[image: image98.wmf]16
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, με τη βοήθεια του Λήμματος 4. Τέλος εφαρμόζεται κατάλληλα ο τύπος (1) για τον υπολογισμό των οδηγών στοιχείων.

Ο υπολογισμός οδηγών στοιχείων από το τέλος στηρίζεται στον υπολογισμό όλων των υποοριζουσών τάξης n-j, προκειμένου να αντικατασταθούν κατάλληλα στην (1). Η αρχική σκέψη είναι να αξιοποιηθεί η ειδική μορφή του πίνακα 
[image: image99.wmf]T
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, όπου D υποπίνακας του 
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, η οποία προκύπτει από την ορθογωνιότητα του 
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. Ο επιθυμητός υπολογισμός, που ισοδυναμεί με τον υπολογισμό όλων των δυνατών υποοριζουσών 
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, πραγματοποιείται με διαδοχική εφαρμογή του Λήμματος 3 στον κατάλληλα διαμερισμένο σε μπλοκ 
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, με τη βοήθεια των (2) και (3). Είναι σημαντικό να τονισθεί ότι για την αποτελεσματική εφαρμογή του αλγορίθμου όλοι οι ενδιάμεσοι υπολογισμοί (πολλαπλασιασμοί πινάκων, αντίστροφοι πίνακες κλπ.) δεν εκτελούνται αναλυτικά, αλλά με οικονομικό τρόπο που αξιοποιεί τις ειδικές δομές των εμφανιζόμενων πινάκων.
Οι αλγόριθμοι που εκτελούν τις παραπάνω διαδικασίες έχουν υλοποιηθεί συμβολικά στο υπολογιστικό πακέτο Maple. Κατ’ αυτόν τον τρόπο είναι εφικτή η εξαγωγή αναλυτικών τύπων μετά τη διεκπεραίωση των υπολογισμών, αλλά και η αποφυγή αριθμητικών σφαλμάτων λόγω στρογγυλεύσεων.
5. Ανοιχτά ερευνητικά προβλήματα

Είναι γνωστό [8] ότι οι πίνακες Hadamard τάξης 16 κατατάσσονται σύμφωνα με την H-ισοδυναμία σε πέντε κλάσεις ισοδυναμίας I,…,V. Ένα ανοιχτό πρόβλημα είναι η θεωρητική κατάταξη των 34 εμφανιζόμενων δομών οδηγών στοιχείων σε αυτές τις κλάσεις. Μία πιθανή προσέγγιση είναι η αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος σε σχέση με την ύπαρξη D-βέλτιστων σχεδιασμών που υπάρχουν εμφωλευμένοι σε πίνακες 
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. D-βέλτιστος σχεδιασμός τάξης j καλείται ο πίνακας τάξης j με στοιχεία 1,-1 που λαμβάνει τη μέγιστη δυνατή τιμή ορίζουσας. Για παράδειγμα, προκειμένου να δειχθεί η μη εμφάνιση του οδηγού στοιχείου 
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 στην Ι-κλάση (ή αλλιώς Sylvester-κλάση), αρκεί να δειχθεί ότι ο D-βέλτιστος σχεδιασμός τάξης 6 δεν μπορεί να υπάρχει μέσα σε ένα πίνακα αυτής της κλάσης. Επίσης, η εμφάνιση του πέμπτου οδηγού στοιχείου 
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 ισοδυναμεί με το ότι ο D-βέλτιστος σχεδιασμός τάξης 5 υπάρχει μέσα στον 
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.
Οι μέθοδοι που έχουν χρησιμοποιηθεί ως τώρα μπορούν ενδεχομένως να αποτελέσουν τη βάση για περαιτέρω υπολογισμούς οδηγών στοιχείων σε πίνακες Hadamard και στάθμισης μεγαλύτερης τάξης, όπως 
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,
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,W(14,13) κλπ. Ωστόσο, η υψηλή πολυπλοκότητα τέτοιων προβλημάτων καθιστά επιτακτική την αποτελεσματική υλοποίηση των ιδεών που παρουσιάστηκαν εδώ, ή άλλων, περισσότερο αναπτυγμένων μεθόδων. Μία ιδέα προς αυτή την κατεύθυνση είναι η παράλληλη υλοποίηση των αλγορίθμων προκειμένου να επιτυγχάνεται η μέγιστη δυνατή εξοικονόμηση χρόνου.
Επιπλέον είναι άγνωστο γιατί η τιμή 8 ως τέταρτο οδηγό στοιχείο από το τέλος εμφανίζεται μόνο σε πίνακες της κλάσης Sylvester, και για την ακρίβεια μόνο σε μία δομή οδηγών στοιχείων. Είναι ενδιαφέρον να ερευνηθεί αυτή η εξαίρεση, και σε συνδυασμό με τις δομικές ιδιότητες της κλάσης Sylvester.
Ακόμα ένα ενδιαφέρον ανοιχτό πρόβλημα είναι η μελέτη του συντελεστή μεγέθυνσης για πίνακες Hadamard, στάθμισης και γενικότερα ορθογώνιους πίνακες από μία στατιστική οπτική γωνία, αναλύοντας ένα στατιστικό μοντέλο για το συντελεστή μεγέθυνσης, όπως είχε προταθεί από τους Trefethen και Schreiber [18]. Αν ήταν εφικτό κάτι τέτοιο, δηλ. αν μπορούσε να βρεθεί η κατανομή των οδηγών στοιχείων, τότε θα μπορούσε να εντοπιστεί η κορυφή της κατανομής και να προκύψουν χρήσιμα συμπεράσματα για το συντελεστής μεγέθυνσης.
Ολοκληρώνοντας παρατηρούμε ότι αν και το προβλήματα με πίνακες στάθμισης και Hadamard φαντάζουν απλά, δεν είναι τετριμμένα. Για παράδειγμα, η ύπαρξη σχετικά μικρών πινάκων Hadamard (n=668) δεν έχει αποδειχθεί.
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