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Περίληψη: Οι έννοιες της κυρτότητας- κοιλότητας συναρτήσεων και των ακροτάτων  περιέχονται στο πρόγραμμα σπουδών της τρίτης Λυκείου χωρίς δυστυχώς να γίνεται η σύνδεση των δύο εννοιών. Η έννοια όμως της κυρτότητας είναι θεμελιώδης στη θεωρία αριστοποίησης, αφού οι περισσότεροι αλγόριθμοι υπολογισμού ακροτάτων δίνουν αναγκαίες συνθήκες ύπαρξης μέγιστου ή ελάχιστου, που γίνονται και ικανές στην περίπτωση που εφαρμόζονται σε κυρτές ή κοίλες συναρτήσεις. Στόχος του παρόντος άρθρου είναι να παρουσιάσει τη σύνδεση αυτή των δύο εννοιών στην περίπτωση των συναρτήσεων μιας μεταβλητής, με την ελπίδα να υπάρξει και η αντίστοιχη συμπλήρωση του προγράμματος σπουδών. 

Εισαγωγή
 
Αρχικά θα ήθελα να αναφέρω ότι ο στόχος του άρθρου δεν είναι να παρουσιάσει την θεωρία των κυρτών - κοίλων συναρτήσεων με πληρότητα. Αφορμή για τη συγγραφή του ήταν  συζητήσεις με υποψήφιους μεταπτυχιακούς φοιτητές, αποφοίτους Θετικών και Πολυτεχνικών σχολών, οι οποίοι δεν γνώριζαν το ρόλο της κυρτότητας στον υπολογισμό ακροτάτων, γεγονός που οφείλετε  ίσως  στον τρόπο παρουσίασης αυτών των εννοιών σε διδακτικά μας συγγράμματα.
Πιο συγκεκριμένα, στο βιβλίο της Γ’ Λυκείου [1] δίνεται η αναγκαία συνθήκη 1ης τάξης ύπαρξης ακρότατου (Θεώρημα Fermat), οι ικανές συνθήκες που αφορούν τη μονοτονία της συνάρτησης σε περιοχή του στάσιμου σημείου και το κριτήριο της παραγώγου δεύτερης τάξης. Ακολουθεί ο ορισμός των κυρτών – κοίλων συναρτήσεων, όπου υιοθετείται η αυστηρή μονοτονία της παραγώγου 1ης τάξης, που είναι αρκετά περιοριστική (αποκλείει για παράδειγμα τις γραμμικές συναρτήσεις) και ο ορισμός των σημείων καμπής με κύριο στόχο την χάραξη της γραφικής παράστασης της υπό μελέτη συνάρτησης. Γίνεται επίσης αναφορά (υπό μορφή σχολίου) στη σχετική θέση της εφαπτομένης και της γραφικής παράστασης στην περίπτωση των κυρτών- κοίλων συναρτήσεων (παρουσιάζεται μόνο ως αναγκαία συνθήκη). Θα μπορούσε στο σημείο αυτό να τονισθεί το γεγονός ότι στην περίπτωση των κυρτών ( αντ. κοίλων) συναρτήσεων η αναγκαία συνθήκη του Θεωρήματος Fermat είναι και ικανή για ελάχιστο (αντ. μέγιστο). 

Είναι γνωστό ότι οι διάφορες μέθοδοι βελτιστοποίησης οδηγούν σε αναγκαίες συνθήκες ύπαρξης τοπικών ακροτάτων. Νομίζουμε ότι είναι απαραίτητο να τονίσουμε, από την πρώτη επαφή  με τις έννοιες αυτές, το γεγονός ότι οι αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης, στην περίπτωση που εφαρμόζονται σε κυρτές ή κοίλες συναρτήσεις, γίνονται και ικανές συνθήκες ύπαρξης ολικού ακρότατου. Η απόδειξη είναι πολύ απλή και την παρουσιάζουμε παρακάτω προτείνοντας -με την υπόθεση της παραγωγισιμότητας της συνάρτησης- τον ορισμό της κυρτότητας που δίνεται από τη μονοτονία (όχι γνήσια) της πρώτης παραγώγου και τον χαρακτηρισμό της από τη σχετική θέση μεταξύ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης και της εφαπτομένης της σε κάθε εσωτερικό σημείο του διαστήματος ορισμού της. Γεγονός που έχει το πλεονέκτημα να επεκτείνεται και σε πολυμεταβλητές συναρτήσεις. 
Κυρτότητα και σχετική θέση γραφικής παράστασης και εφαπτομένης.
Ορισμός: Θα λέμε ότι η συνάρτηση 
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η προηγούμενη ανισότητα είναι γνήσια λέμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως κυρτή (αντ. γνησίως κοίλη).
Στην περίπτωση που η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη τα ανωτέρω ισοδυναμούν με την πρόταση:
 Έστω συνάρτηση 
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είναι κυρτή (αντ. κοίλη) στο 
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[image: image17.wmf]f

¢

είναι αύξουσα (αντ. φθίνουσα) στο 
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Στην περίπτωση που η συνάρτηση 
[image: image19.wmf]f

¢

είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image20.wmf](a,b)

 (αντ. γνησίως φθίνουσα) θα λέμε ότι η συνάρτηση 
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είναι αυστηρά κυρτή (αντ. αυστηρά κοίλη) στο 
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. (Σχετικά με τις ισοδυναμίες των ορισμών βλ.[2] ).
Προφανώς, στην περίπτωση που η συνάρτηση 
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είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα 
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είναι αυστηρά κυρτή ( αντ. αυστηρά κοίλη) στο 
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Θεώρημα: Μια συνάρτηση 
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βρίσκεται πάνω (αντ. κάτω) από την εφαπτομένη του σε οποιοδήποτε σημείο του. Δηλαδή αν, και μόνο αν, για για κάθε 
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Απόδειξη: Θα το αποδείξουμε για κυρτές συναρτήσεις. Έστω ότι η 
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είναι κυρτή στο 
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Παρατήρηση: Προφανώς η συνάρτηση 
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 είναι αυστηρά κυρτή ( αντ. αυστηρά κοίλη) αν, και μόνο αν, για κάθε 
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Πόρισμα: Έστω συνάρτηση
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Απόδειξη: Από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ότι για κάθε 
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. Προφανώς, αν η συνάρτηση είναι αυστηρά κυρτή (αντ. αυστηρά κοίλη) το 
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Συμπέρασμα

Είδαμε ότι ο χαρακτηρισμός της κυρτότητας μέσω της σχετικής θέσης της γραφικής παράστασης με την εφαπτομένη, σε κάθε εσωτερικό σημείο του διαστήματος ορισμού της, οδηγεί στον υπολογισμό ολικών ακρότατων με απλή εφαρμογή της αναγκαίας συνθήκης Fermat μηδενισμού της 1ης παραγώγου. Θεωρούμε ότι η προσέγγιση αυτή είναι παιδαγωγικά  σημαντική αφού γενικεύεται σε  προβλήματα αριστοποίησης συναρτήσεων πολλών μεταβλητών( με ή χωρίς περιορισμούς) και στη θεωρία άριστου ελέγχου, με την προϋπόθεση να αντικατασταθεί η αναγκαία συνθήκη μηδενισμού της παραγώγου με ανάλογες αναγκαίες συνθήκες, όπως είναι ο μηδενισμός των μερικών παραγώγων (αριστοποίηση χωρίς περιορισμούς), οι συνθήκες Lagrange και Kuhn- Tucker (αριστοποίηση με περιορισμούς) και η συνθήκη Pontryagin της θεωρίας άριστου ελέγχου. [2,3,4,5,6].
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CONVEXITE ET EXTREMUM DES FONCTIONS

Résumé: Les notions de convexité- concavité et d’extremum sont au programme de Terminale sans malheureusement que soit soulignée la relation entre les deux. Cependant, la notion de convexité est fondamentale dans la théorie d’optimisation, puisque la plupart des algorithmes intervenant dans le calcul d’extremum donnent des conditions nécessaires d’existence de maximum ou de minimum qui deviennent suffisantes une fois appliquées aux fonctions convexes ou concaves. L’objectif du présent article est de présenter cette relation entre les deux notions dans  le cas des fonctions d’une variable, avec l’espoir de la mise au point correspondante du programme d’études.







� Γενικά, μια συνάρτηση � EMBED Equation.DSMT4  ���, ορισμένη σε κυρτό σύνολο� EMBED Equation.DSMT4  ���, είναι κυρτή (αντ. κοίλη) στο � EMBED Equation.DSMT4  ��� αν, και μόνο αν, το επιγράφημά της είναι κυρτό σύνολο του � EMBED Equation.DSMT4  ���  (αντ.  η � EMBED Equation.DSMT4  ���είναι κυρτή). 
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