H  διδακτική αξία των ασκήσεων «Σωστού - Λάθους»

( Με παραδείγματα από τα μαθηματικά της Γ΄Λυκείου)

Κωνσταντόπουλος Ηλίας

Λεοντίου-37, Ντράφι 204, Τ.Κ.19009

4ο Λύκειο Αμαρουσίου

Περίληψη

Η εργασία αυτή αφορά τον «χειρισμό» των προτάσεων Σωστού – Λάθους, όχι σε σχέση με τις πανελλαδικές εξετάσεις, αλλά σε σχέση με την «υποστήριξη» που παρέχουν στο διδακτικό έργο στην τάξη. Περιλαμβάνει πολλά παραδείγματα από διάφορες ενότητες της ύλης. 

    Οι ασκήσεις (προτάσεις) του είδους αυτού είναι μια κατηγορία ασκήσεων «αντικειμενικού τύπου», όπως λέγονται, αφού δεν χωράει καμιά υποκειμενικότητα στην αξιολόγηση τέτοιων ασκήσεων. Αυτό εξάλλου είναι και ένα από τα πλεονεκτήματά τους.

    Εμάς εδώ δε θα μας απασχολήσει το θέμα των ερωτήσεων αυτών, σε σχέση με τις πανελλαδικές εξετάσεις, αλλά η διδακτική τους αξία, η βοήθεια που προσφέρουν αυτές οι ασκήσεις στο διδακτικό έργο των παιδαγωγών μέσα στην τάξη.

    Θα μπορούσαμε, σύντομα, να αναφέρουμε μερικά πλεονεκτήματα των ασκήσεων αυτών, από προσωπική και μόνο εμπειρία.

*   Επειδή είναι σχετικά «εύκολο» και «προκλητικό» είδος προτάσεων, αναζωπυρώνει το ενδιαφέρον των μαθητών. Όλοι σχεδόν οι μαθητές μπαίνουν στον πειρασμό να απαντήσουν, ειδικά στις απλές προτάσεις, με άμεσο αντίκτυπο στη σχέση τους με το μάθημα.

*   Συμβάλλουν στην καλύτερη κατανόηση της θεωρίας, το οποίο είναι πολύ βασικό, για την εξοικείωση με νέες έννοιες. Επικεντρώνοντας συχνά, μέσω αυτών των ασκήσεων, σε μια λεπτομέρεια (π.χ. σε μία από τις υποθέσεις ενός θεωρήματος), αναγκάζουμε τους μαθητές να προσέξουν πολύ περισσότερο τη σημασία αυτής της υπόθεσης. Ίσως αυτό συμβάλλει στο να θυμούνται αυτήν τη υπόθεση.

*   Έχουν πολύ συγκεκριμένο διδακτικό στόχο. Για παράδειγμα την κατανόηση ενός ορισμού, των υποθέσεων ενός θεωρήματος, τη σχέση δύο εννοιών, την αποσαφήνιση των κανόνων της μαθηματικής λογικής κ.τ.λ.

*   Δεν χρειάζονται  πράξεις, αλλά μόνο σκέψη και ανάκληση στη μνήμη κάποιων προηγούμενων εννοιών. Οι κατάλληλα διατυπωμένες προτάσεις αυτού του είδους  πρέπει να μπορούν να απαντηθούν χωρίς καθόλου ή με  πολύ λίγες πράξεις.

Δεν είναι παιδαγωγικά σωστό να μετατρέπουμε μια άσκηση ανάπτυξης, σε άσκηση Σωστού – Λάθους.

*   Μπορούν να θεωρηθούν ως η συνέχεια της θεωρίας. Έτσι μπορούν να συζητιούνται μέσα στην τάξη αμέσως μετά την θεωρία ή στο τέλος μιας διδακτικής ενότητας, συμβάλλοντας στην καλύτερη κατανόησή της.

*   Δεν ελέγχουν μόνο τη γνώση, αλλά και την κριτική σκέψη, όπως επίσης και την συνθετική ικανότητα των μαθητών, το οποίο είναι το ζητούμενο στην σημερινή .παιδαγωγική πραγματικότητα. Δεν είναι ερωτήσεις «χαμηλού προφίλ», όπως πολλές φορές υποστηρίζεται. Αρκεί να είναι καλά επιλεγμένες και διατυπωμένες.

*   Αν σε κάποιες από αυτές δεν μπορούμε ή δεν κρίνουμε σκόπιμο να κάνουμε πλήρη απόδειξη, μπορούμε να τις δικαιολογήσουμε με ένα σχήμα ή με ένα αντιπαράδειγμα,  ώστε να φανεί η αλήθεια ή το ψέμα.

    Οι ασκήσεις που θα σας παρουσιάσουμε εδώ έχουν επανειλημμένα δοκιμαστεί στην πράξη, μερικές ή όλες, ανάλογα με την τάξη. Τις παρουσιάζουμε κατά ενότητα, σε σχέση με την έννοια ή τις έννοιες που θέλουμε να αποσαφηνίσουμε.

1η  ενότητα

   Θέλουμε να αποσαφηνίσουμε τη σχέση των γραφικών παραστάσεων των  
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Προτάσεις:

1.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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2.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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3.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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4.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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  είναι γνησίως αύξουσα.

5.- Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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6.- Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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  είναι γνησίως αύξουσα.(Δηλαδή οι εξισώσεις  
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7.- Αν τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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  είναι γνησίως αύξουσα.

8.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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9.- Οι γραφικές παραστάσεις των  
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  έχουν μοναδικό άξονα συμμετρίας την ευθεία  
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10.- Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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11.- Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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  βρίσκονται πάνω στην  
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  είναι γνησίως φθίνουσα.

12.- Αν τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  
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  είναι γνησίως φθίνουσα.

2η  ενότητα

Εξετάζουμε την έννοια της συνέχειας. Κυρίως θέλουμε να δώσουμε έμφαση στο γεγονός ότι μια συνεχής συνάρτηση «μεταφέρει διάστημα σε διάστημα».

Προτάσεις:

1.- Αν οι συναρτήσεις  
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  και  
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  είναι συνεχείς στο  
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 , τότε και η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής στο  
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2.- Είναι δυνατόν μια συνάρτηση να είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και να μην είναι συνεχής σε κάποιο σημείο του  Δ.

3.- Είναι δυνατόν μια συνάρτηση να είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα  Δ  και να μην είναι συνεχής σε κάποιο σημείο του  Δ.

4.- Η εικόνα ενός διαστήματος, μέσω μιας συνεχούς συνάρτησης, είναι διάστημα.

5.- Η εικόνα ενός κλειστού διαστήματος, μέσω μιας συνεχούς συνάρτησης, είναι κλειστό διάστημα.

6.- Η εικόνα ενός ανοιχτού διαστήματος, μέσω μιας συνεχούς συνάρτησης, είναι ανοιχτό διάστημα.

7.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής και έχει αντίστροφη  
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8.- Αν η συνάρτηση  
[image: image54.wmf]f

  είναι συνεχής σε διάστημα  Δ  και έχει αντίστροφη  
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9.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής σε σύνολο  Α  και έχει αντίστροφη  
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10.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής στο  
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  είναι συνεχής στο  
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11.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής στο  
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  είναι συνεχής στο  
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12.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι συνεχής στο  
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13.- Αν η συνάρτηση  
[image: image73.wmf]ff

o

  είναι συνεχής, τότε και η συνάρτηση  
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  είναι επίσης συνεχής.

14.- Το άθροισμα και το γινόμενο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχείς συναρτήσεις, (εκεί που ορίζονται).

15.- Αν το άθροισμα ή το γινόμενο δύο συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση στο  
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16.- Αν το άθροισμα και το γινόμενο δύο συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση στο  
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3η  ενότητα
Σχέση παραγωγισιμότητας, συνέχειας και εφαπτομένης. Στόχος να γίνει κατανοητό ότι η ύπαρξη εφαπτομένης συνεπάγεται την συνέχεια της συνάρτησης, αλλά όχι την ύπαρξη παραγώγου. Επίσης ότι η παράγωγος μιας συνάρτησης δεν είναι κατανάγκη συνεχής συνάρτηση.

Προτάσεις:

1.- Αν μια συνάρτηση  
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  είναι παραγωγίσιμη στο  
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2.- Αν μια συνάρτηση  
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3.- Αν μια συνάρτηση  
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  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  
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4.- Αν μια συνάρτηση  
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5.- Αν η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  
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  δέχεται εφαπτομένη στο σημείο 
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  είναι συνεχής στο  
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6.- Αν η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  
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  δέχεται εφαπτομένη στο σημείο 
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  είναι παραγωγίσιμη στο  
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7.- Αν μια συνάρτηση  
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  είναι συνεχής  στο  
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8.- Αν μια συνάρτηση  
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  είναι παραγωγίσιμη στο  
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9.- Αν μια συνάρτηση  
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 είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  
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10.- Οι συναρτήσεις  
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  έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού.

11.- Αν μια συνάρτηση  
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  είναι μία φορά παραγωγίσιμη στο  
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12.- Η εφαπτομένη της  
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13.- Κάθε γραφική παράσταση ευθείας ,η οποία είναι συνάρτηση, έχει ως εφαπτομένη σε κάθε σημείο της τον εαυτό της.

14.- Αν η συνάρτηση  
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15.- Αν η συνάρτηση  
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16.- Αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της  
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  στο σημείο  
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17.- Αν για μια συνάρτηση 
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 ισχύει 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image131.wmf](

)

,

ab

, τότε θα ισχύει είτε 
[image: image132.wmf](

)

0

f

x

¢

>

, για κάθε  
[image: image133.wmf]x

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image134.wmf](

)

,

ab

, είτε  
[image: image135.wmf](

)

0

f

x

¢

<

, για κάθε  
[image: image136.wmf]x

Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image137.wmf](

)

,

ab

.

4η  ενότητα
Θέλουμε να διευκρινίσουμε τα θεωρήματα Μέσης Τιμής και Rolle, καθώς και τη σχέση τους με το θεώρημα του Bolzano.
Προτάσεις:

1.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  
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2.- Αν ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle, τότε υπάρχει  
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3.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  
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4.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι γνησίως μονότονη στο διάστημα  
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5.- Δεν μπορούν να εφαρμοστούν τα θεωρήματα Rolle και Bolzano για την ίδια συνάρτηση στο ίδιο διάστημα.

6.- Το σημείο  
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  του θεωρήματος μέσης τιμής για τη συνάρτηση  
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7.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο  
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8.- Αν η συνάρτηση  
[image: image165.wmf]f

  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  
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9.- Αν υπάρχει  
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, τότε η συνάρτηση  
[image: image172.wmf]f

  είναι συνεχής στο διάστημα 
[image: image173.wmf][
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  και παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image174.wmf](
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10.- Η παράγωγος μιας συνάρτησης δεν μπορεί να έχει περισσότερες ρίζες από τη ίδια τη συνάρτηση.

11.- Ο αριθμός  
[image: image175.wmf]x

  του θεωρήματος του Rolle για μια συνάρτηση  
[image: image176.wmf]f

, μπορεί να είναι διπλή ρίζα της παραγώγου της  
[image: image177.wmf]f
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12.- Αν για δύο συναρτήσεις  
[image: image178.wmf]f

  και  
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  ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής στο διάστημα  
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5η  ενότητα

Στόχος είναι η κατανόηση των εννοιών τοπικού και ολικού ακρότατου, οι σχέσεις τους με τις ρίζες της 
[image: image181.wmf]f
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 καθώς και την εφαπτομένη της  
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.

Προτάσεις:

1.- Αν το ελάχιστο μιας συνάρτησης είναι θετικό, τότε όλες οι τιμές της  είναι θετικές.

2.- Αν μια συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο στο  
[image: image183.wmf]0
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 το μηδέν, τότε θα είναι  
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3.- Αν ισχύει  
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, τότε η 
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 παρουσιάζει μέγιστο στο 
[image: image189.wmf]0
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4.- Τα σημεία ασυνέχειας μιας συνάρτησης 
[image: image190.wmf]f

 είναι πιθανές θέσεις ακρότατων της συνάρτησης αυτής.
5.- Μια συνάρτηση παραγωγίσιμη σε ανοιχτό διάστημα, παρουσιάζει πιθανά ακρότατα μόνο στις ρίζες της παραγώγου της.

6.- Αν για μια συνάρτηση  
[image: image191.wmf]f

  ισχύει  
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, τότε η συνάρτηση δεν παρουσιάζει ακρότατο στο  
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7.- Αν μια παραγωγίσιμη συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατο στο  
[image: image194.wmf]0
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, τότε κοντά στο  
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, ο ρυθμός μεταβολής της  συνάρτησης είναι πολύ μικρός.

8.- Αν μια συνάρτηση  
[image: image196.wmf]f

  παρουσιάζει μέγιστο στο  
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, τότε η συνάρτηση  
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c

+

, παρουσιάζει μέγιστο το  
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9.- Αν η συνάρτηση  
[image: image200.wmf]f

  είναι συνεχής στο διάστημα  
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, τότε η συνάρτηση  
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  δεν παρουσιάζει ακρότατο στο  
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.
10.- Αν η συνάρτηση  
[image: image205.wmf]f

  είναι παραγωγίσιμη στο  
[image: image206.wmf]0
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 , τότε η συνάρτηση  
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  δεν παρουσιάζει ακρότατο στο  
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11.- Αν η συνάρτηση  
[image: image211.wmf]f

  παρουσιάζει ακρότατο στο  
[image: image212.wmf]0
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, τότε αλλάζει μονοτονία στο  
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.

12.- Μια συνάρτηση συνεχής στο διάστημα  
[image: image214.wmf][
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, παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σημεία  
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  και  
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13.- Αν η συνάρτηση  
[image: image217.wmf]f

  παρουσιάζει ένα τουλάχιστον ακρότατο, τότε η  
[image: image218.wmf]f
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 έχει μία τουλάχιστον οριζόντια εφαπτομένη.

14.- Αν μια συνάρτηση  
[image: image219.wmf]f

  είναι συνεχής  στο διάστημα  
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  και έχει ελάχιστο -3 και μέγιστο -2, τότε η συνάρτηση  
[image: image221.wmf]f

  έχει ελάχιστο  -3  και  μέγιστο 3.

15.- Αν μια συνάρτηση  
[image: image222.wmf]f

  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο  
[image: image223.wmf]0
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, τότε η 
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 είναι γνησίως αύξουσα δεξιά του  
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16.- Υπάρχει συνάρτηση  
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  για άπειρα  
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, αλλά η  
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  να είναι γνησίως μονότονη (σε κάποιο διάστημα).

17.- Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  
[image: image230.wmf](
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 είναι διάστημα.

18.- Αν μια παραγωγίσιμη συνάρτηση  
[image: image232.wmf]f

  παρουσιάζει ακρότατο στο  
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, τότε υπάρχει περιοχή  του  
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, στην οποία η 
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 είναι σταθερή.

6η  ενότητα

Κοίλα κυρτά και σημεία καμπής. Η σχέση τους με την  
[image: image236.wmf]f

  και την  
[image: image237.wmf]f
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  καθώς και με την ύπαρξη εφαπτομένης στα σημεία αυτά,

Προτάσεις:

1.- Αν η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της  
[image: image238.wmf]f
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  αφήνει την  
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  από κάτω, τότε η  
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  είναι κοίλη συνάρτηση.

2.- Αν η συνάρτηση  
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  είναι κυρτή στο διάστημα  Δ, τότε θα ισχύει  
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3.- Αν η συνάρτηση  
[image: image244.wmf]f

  είναι κυρτή σε ένα διάστημα  Δ, τότε είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό.

4.- Η συνάρτηση  
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  στρέφει τα κοίλα και πάνω και κάτω στο σύνολο  
[image: image246.wmf]¡

.

5.- Η συνάρτηση  
[image: image247.wmf]f

  στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστημα  Δ , αν και μόνο αν, η 
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  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Δ.

6.- Αν η συνάρτηση 
[image: image249.wmf]f

 είναι κοίλη στο διάστημα  Δ, τότε η συνάρτηση  
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¢

 είναι κυρτή στο Δ.

7.- Αν η συνάρτηση 
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 είναι κυρτή ή κοίλη σε ένα διάστημα  Δ, τότε η  
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  δεν έχει άλλο κοινό σημείο με την εφαπτομένη της, σε κάθε σημείο του  Δ.

8.- Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image253.wmf]f

 δέχεται εφαπτομένη στο σημείο  
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  έχει σημείο καμπής το  Α.

9.- Αν η  
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  έχει σημείο καμπής το  
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 είναι παραγωγίσιμη στο  
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10.- Μπορεί η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης, η  οποία ορίζεται σε κλειστό διάστημα, να έχει σημείο καμπής σε άκρο του διαστήματος αυτού.

11.- Αν το σημείο  
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  είναι σημείο καμπής της  
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12.- Αν ισχύει  
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  είναι σημείο καμπής της  
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13.- Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image266.wmf]f

 δέχεται εφαπτομένη στο σημείο  
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14.- Αν η  
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 δεν δέχεται εφαπτομένη στο σημείο  
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15.- Αν μια συνάρτηση στρέφει τα κοίλα κάτω σε ένα διάστημα  Δ, τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη τουλάχιστον στα εσωτερικά σημεία του  Δ.

16.- Αν μια συνάρτηση 
[image: image272.wmf]f

 είναι παραγωγίσιμη σε διάστημα  Δ  και παρουσιάζει δύο ακρότατα στο  Δ, τότε θα παρουσιάζει τουλάχιστον ένα σημείο καμπής, το οποίο θα βρίσκεται μεταξύ αυτών των ακρότατων.

17.- Αν μια συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη στο  
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  δεν μπορεί να παρουσιάζει σημείο καμπής το  
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18.- Αν η  συνάρτηση 
[image: image276.wmf]f

 δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο σημείο  
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  έχει σημείο καμπής το  Α, είτε η 
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 έχει ακρότατο στο  
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