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Η  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ  ΤΟΥ  ΧΩΡΟΥ 

 

1. Συστήµατα συντεταγµένων. Λέµε ότι το σηµείο x
v
 του χώρου µας, έχει την έκφραση 

ntn21 ),,,(x R∈= ξξξ K
r

, και εννοούµε ότι έχουµε επιλέξει ένα σύστηµα αναφοράς, 

}e,  ,e  ,O{ n1

r
K

r
 ως προς το οποίο, το σηµείο OXx =

v
 έχει τις ni1  ,i ≤≤ξ  για συντε-

ταγµένες. Το σύνολο όλων των σηµείων x
v
, θα αποτελεί τον n-διάστατο χώρο µας S. Στον 

διανυσµατικό χώρο S ορίζεται και η συνηθισµένη µετρική 
ji

ijg)y ,x(Byx ζξ==⋅
vvvv

µε πίνακα 

)ee()g(G jiij

rr
⋅== , όπου ijjiji ee)e ,e(Bee

rrrrrr
⋅==⋅  (Βλέπε ενότητα “Η µετρική του 

χώρου”). Συνήθως, στην περίπτωση αυτή, την θετικά ορισµένη συµµετρική διγραµµική 

µορφή )y ,x(B
vv

 παριστάνουν µε y ,x
vv

 ενώ µε yx
vv
⋅  (εσωτερικό γινόµενο) παριστάνουµε την 

τιµή της. Η βάση }e,  ,e{ n1

r
K

r
λαβαίνετε πάντοτε ορθοκανονική ως προς το οριζόµενο 

εσωτερικό γινόµενο (βλέπε ενότητα “Γεωµετρικές εφαρµογές”, αλγόριθµος των Gram – 

Schmidt). Η i συντεταγµένη του σηµείου OXx =
v

, είναι δυνατόν να υπολογισθεί από την 

εξίσωση i

i ex
rr
⋅=ξ . 

Στην περίπτωση, που η βάση του χώρου είναι η καθιερωµένη, )()ee()g(G ijjiij δ=⋅==
rr

 δ, 

το δ του Kronecker, το σύστηµα αναφοράς καλείται καρτεσιανό σύστηµα. Σε ένα 

καρτεσιανό σύστηµα, η τετραγωνική µορφή που προκύπτει από την  διγραµµική µορφή Β 

έχει την έκφραση ∑
=

+=
n

1i

2i )()x ,x(Q ξ
vv

και την συµβολίζουµε µε x
v

 (norm του x
r
). Η 

απόσταση ανάµεσα στα σηµεία OXx =
v

 και OYy =
r

σε ένα καρτεσιανό σύστηµα, ισούται 

µε ∑
=

−=
n

1i

2ii )()y ,x(d ξζ
vv

.  (Βλέπε σχετικά, την ενότητα “Η µετρική του χώρου”). 

Συµβολισµοί. Με Ε θα συµβολίζουµε τον συνηθισµένο χώρο 
3
R . Η καρτεσιανή βάση του 

χώρου αυτού είναι η συνηθισµένη }k,j,i{
rrr

, και το τυχόν σηµείο Ρ του Ε είναι το 

),,()z,y,x(x 321 ξξξ==
r

. 

Το στοιχειώδες µήκος του χώρου έχει την έκφραση 
ji

ij

2 ddg)ds( ξξ= , και, στον Ε µε την 

συνηθισµένη µετρική, 
2222 dzdydxds ++= . 

Σε υποσύνολα του χώρου αυτού, θα ορίζουµε συναρτήσεις Sf n →R: . Στην περίπτωση, 

που R=S , η f είναι µία πραγµατική συνάρτηση, n, µεταβλητών. Η εξίσωση 

.),,(f n1 σταθξξ =K  παριστάνει, εν γένει, µία επιφάνεια, (n-1)-διαστάσεων συνεχές, εµβυ-

θισµένη µέσα στον χώρο (βλέπε και ενότητα Γεωµετρικές εφαρµογές, υπερεπίπεδα). 

Τα χωρία D του 
n

R  είναι τα ανοικτά υποσύνολά του. Το σύνορο του D αποτελείται από τα 

συνοριακά του σηµεία. Ένα σηµείο του 
n

R  καλείται συνοριακό σηµείο του D, ανν κάθε ε-

περιοχή του, ),x(V 0 ε
v

, όπου })x,xd( :Ex{),x(V 00 εε <∈=
vvvv

, περιέχει και ένα 

τουλάχιστον σηµείο του D. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Έστω Ε ο 
2

R  (το Ευκλείδειο επίπεδο) και }ry x:)y,x{(D 222 <+= . Το 

σύνορο του D είναι η περιφέρεια 
222 ryx =+ . 

 

2. Καµπύλες - επιφάνειες στον χώρο. (Βλέπε και ενότητα “Γεωµετρικές Εφαρµογές”) Μία 

καµπύλη στον χώρο αποτελείται από το σύνολο των σηµείων Ex∈
v

, τα οποία 

προσδιορίζονται από την σχέση R⊂≤≤= βα t  ),t(xx
vv

  (1).  
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 Υποθέτουµε ότι στο πεδίο ορισµού της η απεικόνιση )t(x
v

είναι συνεχής και παραγωγίσιµη 

(λεία καµπύλη). Η (1) καλείται παραµετρική εξίσωση της καµπύλης, και η έκφρασή της 

εξαρτάται κάθε φορά από την επιλογή της  παραµέτρου (µία παράµετρος, µονοδιάστατο 

συνεχές). 

 

                                                        ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ. Η απλούστερη περίπτωση καµπύλης 

                                                        στον 
n

R δίδεται από την σχέση ABtAX =  ή 

                                                                  )OAOB(tOAOX −=−  ή  

                                                          bta)t1()t(x
rrr

+−= ,   1t0 ≤≤    και παριστά το    

                                                        ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ (βλέπε ενότητα “Γεωµετρικές  

                                                       εφαρµογές”). 

                                                       Η παραµετρική εξίσωση της περιφερείας του κύκλου 

                                                        κέντρου Ο και ακτίνας r στο Oxy επίπεδο, είναι η   

                                  21 esinrecosr)(x
rrr

θθθ +=    πθ 20 <≤ .  

 

 

Τέλος, η εξίσωση 321 ebesinrecosr)(x
rrrr

θθθθ ++=   

παριστά στον 
3
R  µια κυκλική έλικα, µε βήµα b.  

 

Το στοιχειώδες µήκος τόξου της καµπύλης (1) 

είναι 
2

ji

ij

ji

ij

2 )dt(
dt

dx

dt

dx
gdxdxg)ds( ==  συνεπώς, το µήκος 

τόξου της καµπύλης από το σηµείο a
r
 στο σηµείο b

r
 δίδεται από  

την σχέση dt
dt

dx

dt

dx
gs

2

1

ji

ij 







= ∫

β

α

.  

Μία επιφάνεια εµβυθισµένη στον 
3
R , προσδιορίζεται από δύο παραµέτρους 21 u ,u  

(διδιάστατο συνεχές). Τα σηµεία )z,y,x( που αποτελούν την επιφάνεια, πληρούν το 

σύστηµα )u,u(zz),u,u(yy ),u,u(xx 212121 ===  (µορφή Gauss). Η απαλοιφή των 

παραµέτρων 21 u ,u  δίδει την εξίσωση 0)z,y,x(F =  (Καρτεσιανή έκφραση). Τέλος, αν την 

εξίσωση αυτή, συµφέρει να την λύσουµε ως προς µία µεταβλητή, την z π.χ., παίρνουµε την 

έκφραση )y,x(fz =  (µορφή του Monge) . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Μία σφαίρα ),(S φθ  µε ακτίνα ρ, έχει παραµετρικό σύστηµα  

θρφθρφθρ cosz ,sinsiny ,cossinx === . 

Για θ (αζιµούθιο) σταθερά, λαβαίνουµε τις παραλλήλους της σφαίρας.. Για φ σταθερά, λαβαί-

νουµε τους µεσηµβρινούς της σφαίρας. Η απαλοιφή των παραµέτρων θ, φ, µας δίδει την µο-

ρφή 
2222 zyx ρ=++ . 

 

Μία καµπύλη πάνω σε µία επιφάνεια λαβαίνουµε, αν θέσουµε )t(uu 11 =  και )t(uu 22 = . 

 

3. Εφαπτοµένη καµπύλης - επιφάνειας. Ξεκινάµε από την απλούστερη περίπτωση της 

καµπύλης του επιπέδου που δίδεται από την εξίσωση )x(fy =  σε ένα καρτεσιανό σύστηµα 

αναφοράς. Αν )y ,x(M 000 =  και )y ,x(M =  δύο σηµεία της καµπύλης µου, η εφαπτοµένη 

στο σηµείο 0M  ορίζεται ως η οριακή θέση της ευθείας MM0  όταν 0MM → . Σε µία 

O 

A 

X 
B 
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περιοχή )h,x(V 0  η κλήση της ευθείας MM0  δίδεται από τον λόγο 
h

)x(f)hx(f 00 −+
, ο 

οποίος ισούται µε την παράγωγο )x(f 0
′ , όταν 0h → . Στην περίπτωση αυτή, λοιπόν, η 

εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο 0M  είναι η )x(f
xx

yy
0

0

0 ′=
−
−

 (όπου, βέβαια, y) ,x(  το 

τυχόν σηµείο της εφαπτοµένης). 

Ερχόµαστε, τώρα, στον 
3
R  και υποθέτουµε ότι η καµπύλη µου )t(x

v
 δίδεται µε τις 

παραµετρικές εξισώσεις z(t)z  y(t),y  ),t(xx === , bta ≤≤ . Θεωρούµε την χορδή 

MM0  της καµπύλης, και ορίζουµε την εφαπτοµένη στο σηµείο 0M , την θέση που παίρνει η 

χορδή αυτή, όταν 0MM → . Σε µία περιοχή )h ),t(x(V 0

v
 η εξίσωση της ευθείας MM0  

είναι η  
)t(z)ht(z

)t(zz

)t(y)ht(y

)t(yy

)t(x)ht(x

)t(xx

00

0

00

0

00

0

−+
−

=
−+

−
=

−+
−

, που για 0h →  παίρνει 

την µορφή 
)t(z

)t(zz

)t(y

)t(yy

)t(x

)t(xx

0

0

0

0

0

0

′
−

=
′
−

=
′
−

  (2).  

Στην γενική περίπτωση του 
n
R , και σε καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς, η (2) παίρνει την 

µορφή R∈′+= λλλ     ),t(x)t(x)(x 00

vvv
. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Να βρεθεί η εφαπτοµένη στο τυχόν σηµείο της κυκλικής έλικας: 

                                                321 ebtetsinaetcosa)t(x
vvvv

++=  

Είναι, tcosa)t(x = , tsina)t(y =  και bt)t(z =   

οπότε, και, 00 tsina)t(x −=′ , tcosa)t(y 0 =′  και b)t(z 0 =′ .  

Άρα, λλ )tsint(cosa)(x 00 −= , λλ )tcost(sina)(y 00 += , )t(b)(z 0 λλ += . Για 0=λ  

και 1=λ  παίρνουµε επί της εφαπτόµενης τα σηµεία )tb ,0 ,0()z ,y ,x(M 00000 =  και 

))1b(t ),tsint(cosa ),tsint(cosa()z ,y ,x(M 000001111 ++−= .  

Το µοναδιαίο διάνυσµα 

10

10

MM

MM
e =
v

 επί της εφαπτοµένης της κυκλικής έλικας είναι το 

( ) ( ) ( )
k

a/12

1
j

a/12

tsintcos
i

a/12

tsintcos
e

22

00

2

00
rvrv

+
+

+

+
+

+

−
= . Παρατηρούµε ότι το e

v
 σχηµατίζει 

σε κάθε σηµείο της καµπύλης γωνία σταθερά µε τον άξονα Οz. 

 

Στον 
n

R , µε µετρική )g(G ij= , θεωρούµε την καµπύλη C µε  

                                                        εξίσωση )s(xx
rr

=  όπου s το µήκος τόξου της καµπύλης. 

                                                        Έστωσαν τα σηµεία ))s(x(POP i=  και 

                                                                                        ))ss(x(QOQ i ∆+= . 

                                                         Θεωρούµε το 

                                                                                 v
ds

dx

s

PQ
lim

i

0s

r
=








=

→ ∆∆
. 

                                                         Το διάνυσµα v
r

 καλείται εφαπτοµενικό διάνυσµα της 

καµπύλης C στο σηµείο P. Παρατηρούµε, ότι, 1
dxdxg

dxdxg

ds

xdxd
v

ji

ij

ji

ij

2

2
==

⋅
=

rr
r

. Άρα, 

O 

P 

Q 

C 
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ΠΡΟΤΑΣΗ. Όταν η καµπύλη C έχει παραµετρική έκφραση ως προς το µήκος τόξου s, το 

εφαπτοµενικό της διάνυσµα σε κάθε σηµείο της, έχει µέτρο (norm) ίσο µε την µονάδα. 

 

Στην περίπτωση που η παραµετρική έκφραση της καµπύλης C είναι η )t(xx
rr

= , εφ’ όσον η 

σύνδεση των παραµέτρων t και s γίνεται µέσω της )s(tt = , για το εφαπτοµενικό διάνυσµα 

της C, έχουµε την σχέση 
dt

ds
v

dt

ds

ds

xd

dt

xd r
rr

r
===τ . Άρα το µέτρο τ

r
 είναι,  

22

dt

ds

dt

xd







=







r

 

Θεωρούµε, τώρα, και το 
ds

vd
w

r
r
= . Παρατηρούµε, ότι, 0

dt

vd
v

ds

)vv(d
=⋅=

⋅
r

r
rr

. Άρα τα διανύ-

σµατα v
r
 και w

r
 είναι µεταξύ τους κάθετα. 

 

Το µέτρο w
r

 καλείται καµπυλώτης κ της καµπύλης C (εκφρασµένη πάντοτε µε παράµετρο 

το µήκος τόξου s). 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 1. Η καµπυλότης του ευθυγράµµου τµήµατος bsa)s1()s(x
rrr

+−=  είναι 

µηδέν. Πράγµατι, είναι ab
ds

)s(xd
)s(v

rrr
r

−== . Άρα και 0
ds

vd
w

rr
r

== , οπότε και 0w ==
r

κ . 

2. Στον χώρο Ε θεωρούµε την καµπύλη j
R

s
sinRyi

R

s
cosRx)s(r oo

rrr















+














+=  

Σηµείωση. Η C είναι περιφέρεια κύκλου στο Oxy επίπεδο κέντρου )y,x(K oo και ακτίνος R. 

Η παράµετρος γωνία θ, ισούται ως γνωστόν µε 
R

s
=θ , όπου s το µήκος τόξου που ορίζει η θ 

σε ένα κύκλο µε ακτίνα R. 

Είναι 






−






=














−














==
R

s
cos

R

s
sinj

R

1

R

s
cosRi

R

1

R

s
sinR

ds

rd
v

rrr
r

 

 και 














+






−== j
R

s
sini

R

s
cos

R

1

ds

rd
w

2

2 rrr
r

. Άρα, 
R

1
w ==
r

κ . 

 

Το µήκος τόξου µιας καµπύλης που δίδεται παραµετρικά µε τυχούσα παράµετρο βα ≤≤ t , 

βρίσκεται αν ολοκληρώσουµε την σχέση dx
dt

dx

dt

dx
gs

2

1

ji

ij 







= ∫

β

α

. Στον χώρο Ε η σχέση 

αυτή είναι η dt)t(z)t(y)t(xs 222∫ ++=
β

α

 . Στην περίπτωση που έχουµε επίπεδο καµπύλη 

)x(fy = , το 
222 dydxds += ,  λαβαίνει την µορφή 

2

dx

dy
1ds 







+= , και το ∫
β

α

ds  δίδει 

το µήκος τόξου της καµπύλης, που εκτείνεται από το σηµείο ))(y,(A αα  στο σηµείο 

))(y,(B ββ . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Η καµπύλη 2

2

1 e)3t(e)1t(x
vrv

−++=  σε ένα Καρτεσιανό σύστηµα 

αναφοράς του επιπέδου, έχει τις παραµετρικές εξισώσεις 1t)t(x +=  και 3t)t(y 2 −= . Η 

απαλοιφή της παραµέτρου t οδηγεί στην καρτεσιανή εξίσωση 3)1x(y 2 −−= . Ο 
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µετασχηµατισµός 3yy  ,1xx +=′−=′  δίδει την υπερβολή 
2xy ′=′  στο σύστηµα αναφοράς 

yxO ′′ .  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Στο επίπεδο, και σε πολικές συντεταγµένες (ρ, θ), δίδεται η καµπύλη 

)(f θρ = . Ο µετασχηµατισµός Καρτεσιανών σε πολικές συντεταγµένες είναι ο θρcosx = , 

θρsiny = (βλέπε ενότητα Γεωµετρικές Εφαρµογές). Για να βρούµε το στοιχειώδες µήκος 

µιάς καµπύλης, όταν αυτή δίδεται σε πολικές συντεταγµένες, εργαζόµαστε ως εξής: Η σχέση  
222 dydxds +=  δίδει την 

222 )dcosd(sin)dsind(cosds ρθρρθρθρρθ ++−=  ή ακόµα 

και 
2222 ddds θρρ += . 

Στην περίπτωση, που έχουµε ως )(f θρ =  π.χ. την θρ cosRR +=  (καρδιοειδής καµπύλη) 

ο προηγούµενος τύπος δίδει, 
22222222 d

2
cosR4])cos1([sindRds θ

θ
θθθ =++=  απ’ 

όπου και θ
θ
d

2
cosR2ds = , πθ ≤≤0 . Άρα και, θ

θ
π

d
2

cosR2s
0

∫= . 

Εφαπτόµενα επίπεδα. Όπως είδαµε παραπάνω, µία επιφάνεια παρίσταται είτε στην µορφή 

Gauss, είτε στην µορφή Monge, είτε στην Καρτεσιανή της έκφραση. Σε κάθε περίπτωση οι 

επιφάνειες υποτίθενται λείες, δηλαδή, ότι οι συναρτήσεις που τις παριστάνουν, είναι συνεχείς 

µη µηδενικές, και σε κάθε σηµείο τους έχουν παραγώγους k-τάξης. 

1) (Μορφή Monge). Έστω η επιφάνεια S: y) ,x(z φ= , και )t(zz y(t),y x(t),x ===  µία 

καµπύλη του χώρου. Αν η καµπύλη αυτή βρίσκεται πάνω στην S, τότε, y(t)) ,)t(x()t(z φ= . 

Η εφαπτοµένη της καµπύλης αυτής στο σηµείο )z ,y ,x(M , όπου )z,y,x(rOM ==
r

, είναι 

και εφαπτοµένη στην επιφάνεια S, οπότε και  
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX

′
−

=
′
−

=
′
−

   (1), µε 

))t(z ,(t)y,)t(x()t( ′′′=τ
r

, το εφαπτοµενικό διάνυσµα, και Z)Y, ,X(R =
r

 το τυχόν σηµείο 

της εφαπτοµένης, τλ
rrr

+= rR  της επιφάνειας στο σηµείο Μ κατά µήκος της καµπύλης. 

Όµως, )t(y
y

)t(x
x

)t(z ′
∂
∂

+′
∂
∂

=′
φφ

    (2). Ανάµεσα στις σχέσεις (1) και (2) κάνουµε απαλοιφή 

των (t)z  (t),y  ),t(x ′′′ . Είναι, )t(z)xX()t(x)zZ( ′−=′−  και )t(z)yY()t(y)zZ( ′−=′− . 

Τις τιµές των )t(x′  και )t(y′  που λαβαίνουµε απ’ εδώ θέτουµε στην (2) και έχουµε, 

)t(z
zZ

yY

y
)t(z

zZ

xX

x
)t(z ′

−
−

∂
∂

+′
−
−

∂
∂

=′
φφ

, ή και )yY(
y

)xX(
x

zZ −
∂
∂

+−
∂
∂

=−
φφ

   (3)  Η (3) 

δεν εξαρτάται από την συγκεκριµένη καµπύλη y(y)) ,)t(x()t(z φ= . Άρα το επίπεδο (3) 

περιέχει την εφαπτοµένη που άγεται προς κάθε καµπύλη της S, που διέρχεται από το P. Είναι, 

συνεπώς, το εφαπτοµενικό επίπεδο της S στο σηµείο P. 

2) (Καρτεσιανή µορφή) 0z) y, x,(F =  και από το σηµείο z) y, x,(M  της S διέρχεται η 

καµπύλη )t(zz y(t),y x(t),x === , η οποία κείται επί της S, η εφαπτοµένη της καµπύλης 

στο σηµείο Μ, λ=
′
−

=
′
−

=
′
−

)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX
 µαζί µε  την 0

dt

dz

z

F

dt

dy

y

F

dt

dx

x

F
dF =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  

ή 0)t(z
z

F
)t(y

y

F
)t(x

x

F
=′

∂
∂

+′
∂
∂

+′
∂
∂

, δίδει την 0)zZ(
z

F
)yY(

y

F
)xX(

x

F
=−

∂
∂

+−
∂
∂

+−
∂
∂

, ή 

0n =⋅ τ
rr

όπου F
z

F
,

y

F
,

x

F
n ∇=









∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
r

. Η εξίσωση του εφαπτοµενικού επιπέδου στην 



 6 

µορφή αυτή, δείχνει ότι το διάνυσµα 








∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z

F
 ,

y

F
 ,

x

F
n
r

 είναι κάθετο στο εφαπτοµενικό 

επίπεδο της S στο σηµείο P. Λέµε ότι το Fn ∇=
v

 είναι κάθετο στην επιφάνεια S. 

 

3) (Mορφή Gauss) S:  v)x(u,x = , )v,u(yy =  )v,u(zz = . Πάνω στην επιφάνεια S, 

θεωρούµε της καµπύλες :c1  )v(t vσταθ,u 2==  και :c2 σταθv ),t(uu 1 == . Έχουµε, 

τότε, u
t

x

u

x

1

′
∂
∂

=
∂
∂

, u
t

y

u

y

1

′
∂
∂

=
∂
∂

, u
t

z

u

z

1

′
∂
∂

=
∂
∂

 ως επίσης και v
t

x

v

x

2

′
∂
∂

=
∂
∂

, v
t

y

v

y

2

′
∂
∂

=
∂
∂

, 

v
t

z

v

z

2

′
∂
∂

=
∂
∂

, όπου 
1dt

du
u =′  και 

2dt

dv
v =′ . Η εξίσωση της εφαπτοµένης στην καµπύλη 1c  

είναι η 
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX

111
′
−

=
′
−

=
′
−

 και η εξίσωση της εφαπτοµένης στην καµπύλη 2c  είναι η 

)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX

222
′
−

=
′
−

=
′
−

. Όµως, 
u

x

u

1
)t(x 1 ∂

∂
′

=′ , 
u

y

u

1
)t(y 1 ∂

∂
′

=′ , 
u

z

u

1
)t(z 1 ∂

∂
′

=′  και 

v

x

v

1
)t(x 2 ∂

∂
′

=′ , 
v

y

v

1
)t(y 2 ∂

∂
′

=′ , 
v

z

v

1
)t(z 2 ∂

∂
′

=′ . Τα διανύσµατα ))(tz ),(ty ),t(x(u 111
′′′=

r
 

και ))(tz ),(ty ),t(x(v 222
′′′=

r
 είναι δύο διανύσµατα κατά µήκος των διευθύνσεων των 

εφαπτοµένων που άγονται από το σηµείο )z ,y ,x(M  της S. Η εξίσωση, συνεπώς, του 

επιπέδου που τα δύο αυτά µη συγγραµµικά διανύσµατα παράγουν, είναι η 

0

v

z

v

y

v

x
u

z

u

y

u

x

zZyYxX

det =























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−−−

 (βλέπε και ενότητα “Γεωµετρικές εφαρµογές” §7). 

 

Το στοιχειώδες µήκος. Η επιφάνεια S δίδεται στην µορφή Gauss. Μ το τυχόν σηµείο της. 

))v,u(z),v,u(y),v,u(x(OM)v,u(r ==
r

 το διάνυσµα θέσης του Μ ως προς ένα καρτεσι-

ανό σύστηµα αναφοράς. Σε µία περιοχή του Μ θεωρούµε το σηµείο rdr
rr

+ . Είναι,  

dv
v

r
du

u

r
rd

∂
∂

+
∂
∂

=
rr

r
, οπότε και 

22

2

22 GdvFdudv2Edudv
v

r
du

u

r
rdds ++=








∂
∂

+
∂
∂

==
rr

r
 

όπου uu
u

r
E

2
rr

r

⋅=







∂
∂

= , vu
v

r

u

r
F

rr
rr

⋅=







∂
∂

⋅







∂
∂

= , vv
v

r
G

2
rr

r

⋅=







∂
∂

= . 

Το στοιχειώδες µήκος µιας καµπύλης της S που έχει το u
r
 σαν εφαπτοµενικό διάνυσµα στο 

σηµείο Μ είναι, E , οπότε το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος αυτής της εφαπτοµένης είναι 

το uEa 2

1
rr −

= . Ανάλογα έχουµε και το µοναδιαίο  εφαπτοµενικό διάνυσµα vGb 2

1
rr −

= , 

εκείνης της καµπύλης που έχει στο σηµείο Μ εφαπτοµένη κατά µήκος του v
r
 . Η γωνία των 

a
r
 και b

r
 δίδεται από την σχέση 

EG

F
bacos =⋅=
rr

ω . 

Το στοιχειώδες εµβαδόν υπολογίζεται από την σχέση ωsinabba =×
rr

ως εξής: 

Είναι, k
u

z
j

u

y
i

u

x
u

rrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ,    k
v

z
j

v

y
i

v

x
v

rrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  άρα και 
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k
v

x

u

y

v

y

u

x
j

v

x

u

z

v

z

u

x
i

v

y

u

z

v

z

u

y

v

z

v

y

v

x
u

z

u

y

u

x

kji

vu
rrr

rr

rr








∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×  

 

Παρατηρούµε ότι ( ) 2222
vu)vu(vu
rrrrrr

=⋅+×  απ’ όπου έπεται ότι 
2FEGvu −=×

rr
 

Και, συνεπώς,  
EG

FEG

EG

vu
basin

2−
=

×
=×=

rr
rr

ω . 

 
4. Μετασχηµατισµοί των συντεταγµένων. Όταν λέµε ότι αλλάζουµε τις συντεταγµένες, 

στην πραγµατικότητα εννοούµε ότι αλλάζουµε το σύστηµα αναφοράς του χώρου. Συνήθως, 

ως αρχικό σύστηµα αναφοράς του χώρου λαµβάνεται το }e,  ,e  ,O{ n1

r
K

r
, όπου τα ie

r
 

αποτελούν την καθιερωµένη βάση του 
n

R . Ένας µετασχηµατισµός των συντεταγµένων 

υλοποιείται, εν γένει, από το σύστηµα των εξισώσεων ),( n1ii ξξηη K= , ni1 ≤≤   (1), 

όπου 
iη  είναι οι συντεταγµένες του x

r
στο νέο σύστηµα αναφοράς }e,  ,e  ,O{ n1

′′
r

K
r

. Οι 

συναρτήσεις 
iη  θεωρούνται συνεχείς, παραγωγίσιµες και τοπικά αντιστρέψιµες, µέσα σε ένα 

χωρίο D του 
n

R . Για τον λόγο αυτό, σε µία ε-περιοχή του EDx ⊆∈
r

  ισχύει ότι  

n

n

i
1

1

i
i ddd ξ

ξ

η
ξ

ξ

η
η

∂
∂

++
∂
∂

= K , ni1 ≤≤    (2). Παρατηρούµε ότι, το (2) είναι ένα οµογενές 

γραµµικό σύστηµα µε πίνακα 








∂
∂

=
j

i

J
ξ

η
 (Ιακωβιανός Πίναξ, Jacobian matrix, του 

συστήµατος).  

Συνοπτικά, γράφουµε και 
j

j

i
i dd ξ

ξ

η
η

∂
∂

= , όπου ο δείκτης j νοείται ότι αθροίζεται. 

Ο µετασχηµατισµός (1) είναι, συνεπώς ένα προς ένα, ανν 0Jdet ≠ . Στην περίπτωση αυτή, ο 

(1) αντιστρέφεται, και έχουµε ),  ,( n1jj ηηξξ K=  µε  








∂
∂

=−
k

j
1J

η

ξ
. Ισχύει, βέβαια, 

JJIJJ 11 −− == , ή 
i

kk

j

j

i

δ
η

ξ

ξ

η
=









∂
∂










∂
∂

. Μετασχηµατισµοί αυτού του τύπου, καλούνται 

τοπικά συσχετισµένοι (locally affine) µετασχηµατισµοί. 

Υποθέτουµε ότι έχουµε και την καµπύλη C στον χώρο µας. Στο σύστηµα αναφοράς e , 

δίδεται από το παραµετρικό σύστηµα )t(xx ii = . Χρησιµοποιώντας την ίδια παράµετρο t, 

στο σύστηµα αναφοράς z  η C δίδεται από το σύστηµα )t(zz jj = . Για το εφαπτοµενικό 

διάνυσµα 







=

dt

)x(d iτ
r

 σε κάποιο σηµείο ott =  της καµπύλης C έχουµε ότι, 

dt

dz

z

x

dt

dx j

j

ii

∂

∂
= . Τις σχέσεις αυτές, τις γράφουµε και 

j

i
ji

z

x

∂

∂
= ηξ  (1), (το j αθροίζεται) και 

παρατηρούµε, ότι, 
iξ  είναι οι συντεταγµένες του τ

r
 στο x  σύστηµα αναφοράς, ενώ 

jη  είναι 
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οι συντεταγµένες του τ
r

 στο z  σύστηµα αναφοράς και 








∂
∂

=
j

i

z

x
J είναι ο Ιακωβιανός 

πίνακας του µετασχηµατισµού. Η (1) γράφεται και JXX tt ′= , όπου X ο πίνακας κολώνα 

των συντεταγµένων 
iξ  του τ

r
 στο x  σύστηµα αναφοράς και X′  ο πίνακας κολώνα των 

συντεταγµένων 
jη  του τ

r
 στο z  σύστηµα αναφοράς. Ο πίνακας J είναι συνεπώς, ο πίνακας 

αλλαγής βάσης των συντεταγµένων των εφαπτοµενικών διανυσµάτων. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

 

Α. Συσχετισµένοι µετασχηµατισµοί (Affine transformations). Είναι η πιο γενικοί γραµµικοί 

µετασχηµατισµοί. Υλοποιούνται από το οµογενές γραµµικό σύστηµα 
ji

j

i ηλξ =  (1) µε πίνακα 

( )i

jA λ= . Το διάνυσµα x
r
 εκφράζεται µέσω των συντεταγµένων 

















=
















n

1

n

1

A

ξ

ξ

η

η

MM , δηλαδή, 

είναι n

n

1

1 e  e x ′+′=
r

K
rr

ηη . Ο (1) πρέπει, βέβαια, να είναι ένα προς ένα, θα πρέπει, λοιπόν, 

0Adet ≠ .Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός του (1) δίδεται, τότε, από το σύστηµα 
ji

j

i ξµη = , όπου ( )( ) ( )ijk

j

i

k δµλ = . 

 

Β. Αλλαγή κλίµακας Η απλούστερη περίπτωση είναι να έχουµε το 2

2

1

1 eeOXx
rrr

ξξ +==  

στο καρτεσιανό επίπεδο }e,e ,O{ 21

rr
µε την συνηθισµένη µετρική IG = , και µετασχηµατισµό 

τον 
211

1

1 0ξξλη += , 
22

2

12 0 ξλξη +=   (1), όπου 
21  , ηη οι συντεταγµένες του ιδίου x

r
 στο νέο 

σύστηµα αναφοράς }e,e ,O{ 21
′′
rr

. Πρόκειται για έναν γραµµικό µετασχηµατισµό µε πίνακα 









=

2

2

1

1

0

0
A

λ

λ
 και 0Adet 2

2

1

1 ≠= λλ . Το (1) γράφεται και στη µορφή 







=








2

1

2

1

A
ξ

ξ

η

η
. Οι 

συντεταγµένες του 1e
r

στο σύστηµα }e,e ,O{ 21

rr
είναι, 









0

1
. Στο νέο σύστηµα }e,e ,O{ 21

′′
rr

είναι  









=
















=









00

1

0

0 1

1

2

2

1

1

2

1 λ

λ

λ

η

η
, ή 

1

1

1 λη =  και 02 =η . Οι συντεταγµένες του 2e
r

στο σύστηµα 

}e,e ,O{ 21

rr
είναι, 









1

0
. Στο νέο σύστηµα }e,e ,O{ 21

′′
rr

είναι 







=
















=








2

2
2

2

1

1

2

1 0

1

0

0

0

λλ

λ

η

η
, ή  

01 =η  και 
2

2

2 λη =  Έχουµε, συνεπώς, την έκφραση, 21

1

11 e0ee ′+′=
rrr

λ  και 2

2

212 ee0e ′+′=
rrr

λ . 

Παρατηρούµε ότι, µε την συγκεκριµέµη µετρική, το }e,e ,O{ 21
′′
rr

εξακολουθεί να είναι 

ορθογώνιο, το δε σηµείο 2

2

1

1

2

2

1

1 eeeeOXx ′+′=+==
rrrrr

ηηξξ  παραµένει αναλλοίωτο. 

 

Γ. Στροφή των αξόνων. Πάντα στο καρτεσιανό επίπεδο, µε την συνηθισµένη µετρική, ο 

µετασχηµατισµός µου δίδεται από το γραµµικό σύστηµα,  

                                   
φξφξη

φξφξη

cossin

sincos

212

211

+=

−=
       R∈<≤ 21 ,  ,20 ξξπφ          (1) 
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µε πίνακα 






 −
=

φφ

φφ

cossin

sincos
A  και 1Adet = . Το (1) γράφεται και στη µορφή 









=








2

1

2

1

A
ξ

ξ

η

η
. Οι συντεταγµένες του 1e

r
στο σύστηµα }e,e ,O{ 21

rr
είναι, 









0

1
. Στο νέο 

σύστηµα }e,e ,O{ 21
′′
rr

είναι 







=















 −
=









φ

φ

φφ

φφ

η

η

sin

cos

0

1

cossin

sincos
2

1

 ή φη cos1 = , φη sin2 =  

Οι συντεταγµένες του 2e
r

στο σύστηµα }e,e ,O{ 21

rr
είναι, 









1

0
. Στο νέο σύστηµα 

}e,e ,O{ 21
′′
rr

είναι 






−
=















 −
=









φ

φ

φφ

φφ

η

η

cos

sin

1

0

cossin

sincos
2

1

 ή φη sin1 −= , φη cos2 = . 

Έχουµε, συνεπώς, την έκφραση, 211 esinecose ′+′=
rrr

φφ  και 212 ecosesine ′+′−=
rrr

φφ , και, 

αντιστρέφοντας τον πίνακα Α, την  211 esinecose
rrr

φφ −=′  και 212 ecosesine
rrr

φφ +−=′ . 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 1. Με την συγκεκριµέµη µετρική, το }e,e ,O{ 21
′′
rr

εξακολουθεί να είναι 

ορθογώνιο, το δε σηµείο x
r
 παραµένει αναλλοίωτο, µια και  

                           

2

2

1

1

2

21

1

21

21

2

21

1

2

2

1

1

eee)cossin(e)sincos(   

)ecosesin()esine(coseex

′+′=′++′−=

′+′−+′+′=+=
rrrr

rrrrrrr

ηηφξφξφξφξ

φφξφφξξξ
 

2. Το µοναδιαίο διάνυσµα 1r ee
rr
′=  έχει κλήση φκ tanr = , ως προς το }e,e ,O{ 21

rr
. Κείται, 

συνεπώς, κατά µήκος της διανυσµατικής ακτίνος OX  

3. Το µοναδιαίο διάνυσµα 2ee
rr
′=φ  έχει κλήση φκφ cot−= . Η καθετότης αυτών των δύο 

διανυσµάτων προκύπτει και από το γεγονός ότι 1r −=φκκ  ως προς το }e,e ,O{ 21

rr
. 

 

∆. Πολικές συντεταγµένες. Στο καρτεσιανό επίπεδο, µε την συνηθισµένη µετρική, ο 

µετασχηµατισµός µου δίδεται από το µη γραµµικό σύστηµα,  

                                         
φη

φη

sinr

cosr

2

1

=

=
     +∈<≤ Rr  ,20 πφ      (1) 

Τοπικά, ο µετασχηµατισµός που επάγει ο (1) είναι γραµµικός, και δίδεται από το οµογενές 

γραµµικό σύστηµα  

ή   
φφφη

φφφη

dcosrdrsind

dsinrdrcosd

2

1

+=

−=
,    ή   και  















 −
=









φφφ

φφ

η

η

d

dr

cosrsin

sinrcos

d

d
2

1

. 

Η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού είναι η 0rJ >= . 

Από το τυχόν σηµείο Χ του χώρου µας, διέρχονται οι συντεταγµένες καµπύλες στθφ = και 

στθ=r , µε παραµετρικές εκφράσεις (1). Η πρώτη είναι ευθεία µε κλήση φκ tanr =  και η 

δεύτερη περιφέρεια κύκλου κέντρου Χ και ακτίνας r. 

Εισάγουµε ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς }e,e ,X{ 21
′′
rr

που αποτελείται από το σηµείο X και 

τα µοναδιαία διανύσµατα }e,e ,X{ 21
′′
rr

, 211 esinecose
rrr

φφ +=′  και 212 ecosesine
rrr

φφ +−=′ . 

Για στθφ = , ο (1) δίδει, drcosd 1 φη = , drsind 2 φη =  µε κλήση φκ tanr =  

Για στθ=r , ο (1) δίδει, φφη dsinrd 1 −= , φφη dcosrd 2 =  µε κλήση φκφ cot−= . 

Συνεπώς, ο τοπικός µετασχηµατισµός (1) συµπίπτει µε τον µετασχηµατισµό στροφή των 

αξόνων }e,e ,X{}e,e ,X{ 2121

rrrr
→′′ δίδεται από το σύστηµα 
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φφφη

φφφη

dcosdrsind

dsindrcosd

2

1

+=

−=
,    ή   και  















 −
=









φφφ

φφ

η

η

d

dr

cossin

sincos

d

d
2

1

. 

Συνοπτικά, γράφουµε και 
i

i

j
j dd ξ

ξ

η
η

∂
∂

= , όπου φξξ dd  ,drd 21 == (2) 

Ο αντίστροφος τοπικός µετασχηµατισµός δίδεται από το σύστηµα 

    
21

21

dcosdsind

dsindcosdr 

ηφηφφ

ηφηφ

+−=

+=
,    ή   και  

















−
=








2

1

d

d

cossin

sincos

d

dr

η

η

φφ

φφ

φ
 

Συνοπτικά, γράφουµε και 
j

j

i
i dd η

η

ξ
ξ

∂
∂

= , όπου φξξ dd  ,drd 21 ==  (3). 

Από τις (2) και (3) έχουµε και την 
k

k

i

i

j
j dd η

η

ξ

ξ

η
η

∂
∂

∂
∂

= .  

Εξ’ άλλου, είναι και, 
j

ii

k

k

j

δ
η

ξ

ξ

η
=

∂
∂

∂
∂

.  

 

 

Ε. Κυλινδρικές συντεταγµένες. Στο χωρίο
3D R⊆ , θεωρούµε τον µη γραµµικό µετασχηµα-

τισµό 
3321   ,sinr  ,cosr ξηφηφη === , µε 0r ≠  και πφ 20 << .  

Έχουµε τον Ιακωβιανό πίνακα  















 −

=

























∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

=

100

0cosrsin

0sinrcos

r

r

r

J

3

333

3

222

3

111

φφ

φφ

ξ

η

φ

ηη

ξ

η

φ

ηη

ξ

η

φ

ηη

  

µε 0rJdet >= . 

 

Στ. Σφαιρικές συντεταγµένες. Στο χωρίο
3D R⊆ , θεωρούµε τον µη γραµµικό µετασχηµα-

τισµό, ) , ,r(  ), , ,r(  ), , ,r( 332211 θφηηθφηηθφηη === ,   (1) όπου, 

φηθφηθφη cosr  ,sinsinr  ,cossinr 321 === , µε 0r ≠  και πφπθ 20  ,0 ≤≤<≤ .  

Έχουµε τον Ιακωβιανό πίνακα   

              

















−

−

=

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=








∂

∂
=

0sinrcos

cossinrsincosrsinsin

sinsinrcoscosrcossin

r

r

r

J

333

222

111

j

i

φφ

θφθφθφ

θφθφθφ

θ

η

φ

ηη

θ

η

φ

ηη

θ

η

φ

ηη

ξ

η
  

µε θsinrJdet 2−= . Τοπικά, ο µετασχηµατισµός (1) είναι γραµµικός, και δίδεται από το 

οµογενές γραµµικό σύστηµα  

                             

































−

−

=
















θ

φ

φφ

θφθφθφ

θφθφθφ

η

η

η

d

d

dr

0sinrcos

cossinrsincosrsinsin

sinsinrcoscosrsinsin

d

d

d

3

2

1
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ή     

φφφη

θθφφθφθφη

θθφφθφθφη

dsinrdrcosd

dcossinrdsincosrdrsinsind

dsinsinrdcoscosrdrcossind

3

2

1

−=

++=

−+=

 

Από το τυχόν σηµείο Χ του χώρου µας, διέρχονται οι συντεταγµένες καµπύλες  rc  µε 

στθθ =  στθφ = , φc µε στθθ =  στθ=r  και θc µε στθφ =  στθ=r , µε παραµετρικές 

εκφράσεις (1).  

Για στθ=r  (1) παριστά επιφάνεια σφαίρας.. Η rc είναι, τότε, ευθεία που ορίζεται από το 

κέντρο Χ αυτής της σφαίρας και του σηµείου ),x(Vrd ε
rr

∈ . Το διάνυσµα r1 ee
vr

=′ µε 

συντεταγµένες drcosd ,drsinsind ,drcossind 3

1

2

1

1

1 φηθφηθφη ===  κείται επί της rc . 

Για στθθ = , στθ=r  η φc παριστάνει τους  “παράλληλους κύκλους” της προηγούµενης 

σφαίρας. Το διάνυσµα φee2

vr
=′  µε φφηφθφηφθφη dsind ,dsincosd ,dcoscosd 3

2

2

2

1

2 ===  

είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα της  φc . 

Για στθφ =  στθ=r  η θc  παριστάνει τους  “µεσηµβρινούς κύκλους” της προηγούµενης 

σφαίρας. Το διάνυσµα θee3

vr
=′  µε 0d ,dcossind ,dsinsind 3

3

2

3

1

3 === ηθθφηθθφη  είναι το 

εφαπτόµενο διάνυσµα της  θc . 

Τοπικά, έχουµε, λοιπόν, τον γραµµικό µετασχηµατισµό }e,e,e ,X{}e,e,e ,X{ 321321

rrrrrr
→′′′ . 

 

5. Συντελεστές κλίµακας. Έστω ότι οι συντεταγµένες x, y, z του σηµείου  kzjyixx
rrrr

++=  

του Ε εκφράζονται ως )u,u,u(zz  ),u,u,u(yy  ),u,u,u(xx 321321321 === , σε κάποιο 

άλλο σύστηµα αναφοράς. Υποθέτουµε, ότι ο µετασχηµατισµός ( ) ( )321 u,u,uz,y,x a  έχει 

όλες τις καλές ιδιότητες (είναι αντιστρέψιµος, συνεχής, παραγωγίσιµος). Μπορούµε, τότε, το 

σηµείο x
r
 να το εκφράσουµε ως i

i

3

3

2

2

1

1 eueueueux
rvvvr

=++= ,  όπου τα ie
r

 κατάλληλα 

επιλεγµένα διανύσµατα. 

∆ιαδοχικά, για .σταθu j = λαβαίνουµε τις συντεταγµένες επιφάνειες µε κοινό σηµείο το x
r
, 

(
ki u,u µεταβλητές) των οποίων ανά δύο οι τοµές είναι οι συντεταγµένες καµπύλες ic  (

iu  

µεταβλητή). Ένα τοπικό σύστηµα αναφοράς, αποτελείται από το σηµείο x
r
 και την βάση 

3i1  ,ei ≤≤
r

, όπου 
i

i

i
u

x

h

1
e

∂
∂

=
r

r
, µε 

ii
u

x
h

∂
∂

=
r

 τον συντελεστή κλίµακας του ie
r

 (µετατρέ-

πει το ie
r

 σε µοναδιαίο διάνυσµα). Το ie
r

 είναι εφαπτοµενικό της καµπύλης ic . Το σύστηµα 

αναφοράς }e,e,e ,x{ 321

rrrr
 καλείται καµπυλόγραµµο σύστηµα αναφοράς. 

Για την Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού, όταν 321 u  ,u  ,u  ορθογώνιες καµπυλόγραµµες 

συντεταγµένες, έχουµε 
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( )
                                     

hhheeehhheheheh
u

x

u

x

u

x
                      

k
u

z
j

u

y
i

u

x
k

u

z
j

u

y
i

u

x
k

u

z
j

u

y
i

u

x
                      

u

z

u

y

u

x
u

z

u

y

u

x
u

z

u

y

u

x

Jdet

32113213211321

333222111

333

222

111

3232
=×⋅=×⋅=








∂
∂

×
∂
∂

⋅
∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

×







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⋅







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

rrrrrr
rrr

rrrrrrrrr

Ο στοιχειώδεις όγκος  είναι, λοιπόν, 321321 dududuhhhdv =  

Το στοιχειώδες µήκος τόξου 

             ( )2i

i

2

i

i

2222 duhdu
u

x
xdxddzdydxds =








∂
∂

=⋅=++=
r

rr
 

 

6. Το gradient Α. Θεωρούµε τον χώρο 
3E R= µε την συνηθισµένη µετρική, και έστω 

EkzjyixOXx ∈++==
rrrr

. Θεωρούµε την απεικόνιση R→E:f . Θέτουµε Exo ∈∀
r

, 

k
z

f
j

y

f
i

x

f
)f(

ooo

o

zyx

x

rrr
r 








∂
∂

+








∂
∂

+







∂
∂

=∇ . Παρατηρούµε ότι 

                               xdf
h

)x(f)hx(f
lim

o

0h

r
r

rrr

rr ⋅∇=
−+

→
 

Είναι, λοιπόν, ρ<−−⋅∇=− ooxo xx  ),xx()f()x(f)x(f
o

rrrrrr
.  

Σε κάθε σηµείο Ex∈
r

, ορίζεται πάνω στο σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων f, η 

διανυσµατική συνάρτηση f∇ , η οποία είναι και γραµµική: gf)gf( ∇+∇=+∇ βαβα . Η 

συνάρτηση αυτή καλείται gradient της f, είναι ένα γραµµικό συναρτησιοειδές και 

συµβολίζεται επίσης µε 








∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
z

 ,
y

 ,
x

f grad . Επιπλέον, για την σύνθεση των 

συναρτήσεων ισχύει ο κανόνας του Leibnitz: fggf)fg( ∇+∇=∇ . Το ∇  είναι συνεπώς, 

ένας διαφορικός τελεστής. 

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι στον Ε έχουµε και µία άλλη ορθογώνια βάση }e,e,e ,O{ 321

rrr
. 

Θέλουµε να βρούµε τον τρόπο µεταβολής του ∇ , όταν από το αρχικό σύστηµα αναφοράς, 

περνάµε στο τονούµενο σύστηµα αναφοράς. Ένας µετασχηµατισµός του 
33
RR →  δίδεται 

από το σύστηµα )u,u,u(xz  ),u,u,u(xy  ),u,u,u(xx 321332123211 === . Η  R→E:f , 

από )z,y,x(f , γίνεται )u,u,u(f 321
. Θέλουµε να βρούµε την έκφραση του f∇  ως προς τις  

321 u,u,u . Είναι 
j

i

ij u

x

x

f

u

f

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 (1). Αν, λοιπόν, τις συντεταγµένες του ∇  στο νέο σύστηµα 

της καλέσουµε 
jj

u∂
∂

=η , ενώ τις συντεταγµένες του ∇  στο αρχικό σύστηµα τις έχουµε 

καλέσει 
ii

x∂

∂
=ξ , αυτές µεταβάλλονται σύµφωνα µε τον νόµο (1), 

j

i

ij
z

x

∂

∂
= ξη  (ο άνω 
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δείκτης i αθροίζεται. Covariant µεταβολή). Αν θέσουµε 








∂

∂
=

j

i

u

x
J , η προηγούµενη σχέση, 

σε γραφή πινάκων γίνεται, ξ=η tJ . Στην περίπτωση που ο πίνακας J έχει αντίστροφο, 

η=ξ −1t )J( , ή και 
i

j

ji
x

z

∂
∂

= ηξ . 

Τέλος, αν θέσουµε 
i

i

i
u

x

h

1
e

∂
∂

=
r

r
, η (1) δίδει και την έκφραση  

                                  33

3

22

2

11

1

e
x

f

h

1
e

x

f

h

1
e

x

f

h

1
f

vvv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇    (2) 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ  

 

1 Κυλινδρικές συντεταγµένες. Στον χώρο Ε από καρτεσιανές )z,y,x(  συντεταγµένες, σε 

κυλινδρικές )z,,r( φ  συντεταγµένες. Ο µετασχηµατισµός είναι  ο 

                             zz  ,sinry  ,cosrx === φφ , µε 0r ≠  και πφ 20 <≤ . 

Ζητάµε να υπολογίσουµε πως µεταβάλλεται το k
z

f
j

y

f
i

x

f
f

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  όταν εκτελέσουµε 

τον παραπάνω µετασχηµατισµό. 

Είναι 

               φφ sin
y

f
cos

x

f

r

z

z

f

r

y

y

f

r

x

x

f

r

f

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

        φφ
φφφφ

cos
y

f
sin

x

fz

z

fy

y

fx

x

ff

r

1

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

               
z

f

z

z

z

f

z

y

y

f

z

x

x

f

z

f

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

και αν λάβουµε jsinicose r

rrr
φφ +=  ,  jcosisine

rrr
φφφ +−= , kez

rr
= , 

zr e
z

f
e

f

r

1
e

r

f
f

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ φ
φ

 

Παρατηρούµε ότι, το f∇  σε οιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων και αν εκφραστεί, 

παραµένει αναλλοίωτο. Πράγµατι, 

k
z

f
j

y

f
i

x

f
       

k
z

f
jcos

y

f
icossin

y

f
jsincos

x

f
isin

x

f
             

jsin
y

f
icossin

y

f
jsincos

x

f
icos

x

f
      

k
z

f
)jcosisin(cos

y

f
sin

x

f
            

)jsini(cossin
y

f
cos

x

f
e

z

f
e

f

r

1
e

r

f
f

22

22

zr

rrr

rrrrr

rrrr

rrr

rrrrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

++−








∂
∂

+
∂
∂

−+

+








∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

φφφφφφ

φφφφφφ

φφφφ

φφφφ
φ

φ

 

 

Άλλος τρόπος. Από την Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού  
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−=

100

0cosrsinr

0sincos

J φφ

φφ

 

υπολογίζουµε τους συντελεστές κλίµακας 

                  1h  ,rcosrsinrh  ,1sincosh 2

3

222222

2

222

1 ==φ+φ==φ+φ= . 

Άρα, η (2) δίδει την  

                                         zr e
z

f
e

f

r

1
e

r

f
f

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ φ
φ

     όπως υπολογίσαµε. 

 

2 Σφαιρικές συντεταγµένες. Στον χώρο Ε από καρτεσιανές )z,y,x(  συντεταγµένες, σε 

σφαιρικές ),,r( θφ  συντεταγµένες. Ο µετασχηµατισµός είναι  ο 

     φθφθφ cosrz  ,sinsinry  ,cossinrx === , µε 0r ≠  και πφπθ 20  ,0 ≤≤<≤ . 

Ζητάµε να υπολογίσουµε πως µεταβάλλεται το k
z

f
j

y

f
i

x

f
f

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  όταν εκτελέσουµε 

τον παραπάνω µετασχηµατισµό.  

 

Είναι 

               φθφθφ cos
z

f
sinsin

y

f
cossin

x

f

r

z

z

f

r

y

y

f

r

x

x

f

r

f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
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∂
∂

∂
∂
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∂
∂
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∂

+
∂
∂
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∂
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            φθφθφ
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sin
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fx

x

ff

r
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∂
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∂
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∂
∂

∂
∂
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∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

    θθ
θθθθφ

cos
y

f
sin

x
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fy

y

fx

x
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sinr
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∂
∂
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∂
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∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
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∂
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0cossinrsinsinr

sinrsincosrcoscosr

cossinsincossin

f
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θφθφ

φθφθφ

φθφθφ

θ
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ή 

                          )z,y,x(f

0cossinrsinsinr

sinrsincosrcoscosr

cossinsincossin

),,r(f ∇
















−

−=∇

θφθφ

φθφθφ

φθφθφ

θφ  

 

ή και 

                       ),,r(f

0sinrcos

cossinrsincosrsinsin

sinsinrcoscosrcossin

)z,y,x(f θφ

φφ

θφθφθφ

θφθφθφ

∇
















−

−

=∇  

 

και αν λάβουµε 
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jcosrisine

ksinjsincosicoscose

kcosjsinsinicossine r

rrr

rrrr

rrrr

θθ

φθφθφ

φθφθφ

θ

φ

+−=

−+=

++=

 

τότε, 

                            θφ
θφφ
e

f

sinr

1
e

f

r

1
e

r

f
f r

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  

Παρατηρούµε ότι, το f∇  σε οιοδήποτε σύστηµα συντεταγµένων και αν εκφραστεί, 

παραµένει αναλλοίωτο. Πράγµατι, 
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θθφθφ
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θθθθ
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Άλλος τρόπος. Από την Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού  

                           

















−

−=

0cossinrsinsinr

sinrsincosrcoscosr

cossinsincossin

J

θφθφ

φθφθφ

φθφθφ

 

υπολογίζουµε τους συντελεστές κλίµακας 

                                

φ=θφ+θφ=

=φ+θφ+θφ=

=φ+θφ+θφ=

222222222

3

2222222222

2

222222

1

sinrcossinrsinsinrh

  ,rsinrsincosrcoscosrh

  ,1cossinsincossinh

οπότε, και 

 Άρα και                 θφ
θφφ
e

f

sinr

1
e

f

r

1
e

r

f
f r

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ , όπως υπολογίσαµε. 

 

Β. Στον χώρο 
3E R= µε την συνηθισµένη µετρική, θεωρούµε συναρτήσεις της µορφής 

)x(fx
r

a
r

. Η έννοια της µερικής παραγώγου γενικεύεται στην έννοια της παραγώγου ως 

προς κάποια διεύθυνση k
r
: 

t

)x(f)ktx(f
lim)x(

k

f

0t

rrr
r

r
−+

=
∂

∂
→

. Είναι, λοιπόν, fk
k

f
∇⋅=

∂

∂ r
r . Η 
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µεγίστη τιµή 







∂

∂

k

f
max r  λαβαίνετε για 1)cos( =θ , όπου θ η γωνία των k

r
  και f∇ , δηλαδή, 

κατά την διεύθυνση f∇ . Στην §17 της ενότητας “Γεωµετρικές εφαρµογές”, είδαµε ότι το 

κάθετο διάνυσµα n
v
 της επιφάνειας 0)z,y,x(f = , είναι το f∇ . 

 

7. Το divergence. Στον χώρο 
3E R= µε την συνηθισµένη µετρική, θεωρούµε την περιοχή 

του σηµείου Ρ, στην µορφή ενός κύβου µε πλευρές ∆x, ∆y, ∆z. Το Ρ βρίσκεται στο κέντρο 

της περιοχής. Υποθέτουµε, ακόµα, ότι στον χώρο Ε έχουµε ροή κάποιου ρευστού. Σε κάθε 

σηµείο του χώρου, η ροή απεικονίζεται από την ταχύτητα )z,y,x(vv
rr

=  του ρευστού. Αν οι 

συντεταγµένες του v
r
 είναι )z,y,x(uu = , )z,y,x(υ=υ , )z,y,x(ww = , έχουµε, τότε, ότι                                                                                                      

 (ανάπτυγµα Taylor) K−







∂
∂

+
∂
∂

−=






 −
2

2

2

2

dx

x

u

!2

1

2

dx

x

u
)x(uz,y,

2

x
xu

∆
 

και,                          K−







∂
∂

+
∂
∂

+=






 +
2

2

2

2

dx

x

u

!2

1

2

dx

x

u
)x(uz,y,

2

x
xu

∆
  . 

 

 

 

                                                                                              ∆y 

                                                                                               

                                                                                           ∆z 

                                                                           ∆x 

                                                                          

 

 

 

 

 

 

 

Ο όγκος του ρευστού, που ρέει µε ταχύτητα )z,y,x(υ=υ  κάθετα στην πλευρά ∆y∆z του 

κύβου είναι οριακά, dxdydz
x

)u(

∂
∂ ρ

όπου )z,y,x(ρρ =  η πυκνότητα του ρευστού. Όµοια 

και για τις άλλες πλευρές του κύβου. Μπορούµε, συνεπώς, να γράφουµε, ότι η ολική ροή του 

ρευστού είναι dxdydz
z

)w(

y

)(

x

)u(









∂
∂

+
∂
υ∂

+
∂

∂ ρρρ
. Αν υποθέσουµε, ακόµα, ότι δεν έχουµε 

απώλειες ρευστού κατά την ροή του µέσα από τον κύβο ∆x∆y∆z, τότε αν, dxdydz
t∂

∂ρ
η µάζα 

του ρευστού που διέρχεται δια του κύβου ανά µονάδα χρόνου, έχουµε, ότι, (εξίσωση 

συνεχείας) 
tz

)w(

y

)(

x

)u(

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
υ∂

+
∂

∂ ρρρρ
. Στην περίπτωση, που το ρευστό θεωρείται 

ασυµπίεστο και οµογενές, έχουµε 0
z

w

yx

u
=

∂
∂

+
∂
υ∂

+
∂
∂

. 

Την παράσταση ( ) z))y, w(x,z),y,(x, ,z,y,x(u
z

 ,
y

 ,
x

v υ⋅








∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⋅∇
r

καλούµε divergence 

της v
v
.Γράφουµε και, vv div

rr
⋅∇= .  

 

Ένας µετασχηµατισµός του 
33
RR →  δίδεται από το σύστηµα  
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                          )u,u,u(xz  ),u,u,u(xy  ),u,u,u(xx 321332123211 === .  

Η  
3E:v R→

r
, από k)z,y,x(wi)z,y,x(i)z,y,x(uv

rrrr
+υ+= , εκφραζόµενη σε καµπυλό-

γραµµες συντεταγµένες }e,e,e{ 321

rrr
, θα λάβει την µορφή,  

           

( )3

321

212

321

131

321

32

321

3

321

3

2

321

2

1

321

1

e)u,u,u(whhe)u,u,u(hhe)u,u,u(uhh
hhh

1
   

e)u,u,u(w
h

1
e)u,u,u(

h

1
e)u,u,u(u

h

1
v

rrr

rrrr

+υ+=

+υ+=

 

 

όπου          )u,u,u(hh  ),u,u,u(hh  ),u,u,u(hh 321

33

321

22

321

11 === . 

Η έκφραση, συνεπώς, του divergence ως προς της 
321 u,u,u  θα είναι, 

                







∂

∂
+

∂

υ)∂
+

∂

∂
=⋅∇

3

12

2

13

1

32

321 u

)whh(

u

hh(
 

u

)uhh(

hhh

1
v
r

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ. Για να περάσουµε στις κυλινδρικές συντεταγµένες r, φ, z, εκτελούµε τον 

µετασχηµατισµό zz  ,sinry  ,cosrx === φφ , µε 0r ≠  και πφ 20 << . Πιο πάνω 

υπολογίσαµε τους συντελεστές κλίµακας για τις κυλινδρικές συντεταγµένες από την 

ιακωβιανή του µετασχηµατισµού,  

                            1h  ,rcosrsinrh  ,1sincosh 2

3

222222

2

222

1 ==φ+φ==φ+φ=  

οπότε και, rhhh 321 = , ως επίσης και rhh 32 = , 1hh 13 = , rhh 21 = . 

Είναι, 

r

ur
u

r

)ru(

u

)uhh(
1

32

∂
∂

+=
∂

∂
=

∂

∂
,    

ϕ∂
υ∂

=
ϕ∂
υ∂ )hh( 13 ,   

z

wr

z

)rw(

z

)whh( 21

∂
∂

=
∂

∂
=

∂

∂
 

Άρα και, 
 

                                     








∂
∂

+
ϕ∂
υ∂

+
∂
∂

+=⋅∇
z

wr
 

r

)u(r
u

r

1
v
r

 

Για να περάσουµε από καρτεσιανές )z,y,x(  συντεταγµένες, σε σφαιρικές ),,r( θφ  συντε-

ταγµένες εκτελούµε τον µετασχηµατισµό 

     φθφθφ cosrz  ,sinsinry  ,cossinrx === , µε 0r ≠  και πφπθ 20  ,0 ≤≤<≤  

Οι συντελεστές κλίµακας είναι οι (τους υπολογίσαµε παραπάνω) 

                                 

φ=θφ+θφ=

=φ+θφ+θφ=

=φ+θφ+θφ=

222222222

3

2222222222

2

222222

1

sinrcossinrsinsinrh

  ,rsinrsincosrcoscosrh

  ,1cossinsincossinh

 

Υπολογίζουµε τα γινόµενα  φ= sinrhh 2

32 , φ= sinrhh 13 , rhh 21 = , φ= sinrhhh 2

321  . 

Άρα και  
r

u
sinrusinr2

r

)usinr( 2
2

∂
∂

φ+φ=
∂

φ∂
,     

φ∂
υ∂

φ+υφ=
φ∂

υφ∂
sinrcosr

)sinr(
  και 

θ∂
∂

=
θ∂

∂ w
r

)rw(
. 

Συνεπώς,         

θ∂φ
∂

+
φ∂
υ∂

+
φ
υφ

+
∂
∂

+=










θ∂
∂

+
φ∂
υ∂

φ+υφ+
∂
∂

φ+φ
φ

=⋅∇

sin

w

rsinr

cos

r

u

r

u2
        

w
rsinrrcos 

r

u
sinrusinr2

sinr

1
v 2

2

r
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8. Το curl. Ο διαφορικός τελεστής curl (περιστροφή) προκύπτει από την περιγραφή της 

τυρβώδους ροής ενός ρευστού. 

 
 

Ας υποθέσουµε ότι, η ταχύτης kvjvivv 321

rrrr
++=  ενός ρευστού που πληροί τον χώρο Ε 

είναι διαφορετική κατά στρώµατα. Το µέγεθος 
3

2

x

v

∂
∂

µετρά αυτήν την µεταβολή της 

συντεταγµένης 2v  της ταχύτητας κατά µήκος του Oz άξονα. Η µεταβολή της συντεταγµένης 

3v  κατά µήκος του Oy άξονα είναι 
2

3

x

v

∂
∂

. Άρα η µεταβολή κατά τον Ox άξονα, που 

οφείλεται στις δύο προηγούµενες µεταβολές, και προκαλεί µία καµπύλωση της ροής του 

ρευστού  κατά τον Oxx1 =  είναι, 








∂

∂
−

∂

∂

3

2

2

3

x

v

x

v
. Συνεπώς, και ως προς τους τρείς άξονες 

έχουµε στρέβλωση της ταχύτητας της ροής κατά  

                              k
x

v

x

v
j

x

v

x

v
i

x

v

x

v
v

2

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3
rrrr










∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
=×∇      (1) 

Την (1) την γράφουµε και  

                                                



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇

321

321

vvv

xxx

kji

v

rrr

r
       (2). 

Εύκολα, τώρα, µπορούµε να εκφράσουµε την (2) σε καµπυλόγραµµο σύστηµα 

συντεταγµένων: 

                                       



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇

332211

321

332211

321

vhvhvh

uuu

eheheh

hhh

1
v

rrr

r
 

 

9. Χαρακτηρισµός εµπλεκοµένων µεγεθών. Ένα “µέγεθος” για µας εδώ, αντιπροσωπεύει 

την τιµή κάποιας συναρτήσεως, που έχει ορισθεί µε την βοήθεια ενός συστήµατος αναφοράς. 

Παράδειγµα: Το µέγεθος “θερµοκρασία” Τ. Αν η µέτρηση γινεται στο σύστηµα ° C (βαθµοί 

Celsius), το αποτέλεσµα αυτής, είναι ο αριθµός Tc. Ο Tc, είναι, λοιπόν, η συντεταγµένη του  

µεγέθους T στο σύστηµα αναφοράς βαθµοί Celsius. Το ίδιο µέγεθος, το εκφράζουµε και σε 

ένα άλλο σύστηµα αναφοράς, π.χ. ° F  µε “συντεταγµένη” Tf (βαθµοί Farenheit). Τα δύο 

αυτά µεγέθη συνδέονται µε την σχέση Tf = (9/5)*Tc+32.  
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Ένα µέγεθος θα το καλούµε µονόµετρο ανν µία αλλαγή του συστήµατος αναφοράς αφίνει το 

µέγεθος αναλλοίωτο.  

Θα εξετάσουµε το µέγεθος 
i

ia ξφ =∋R , όταν αλλάζουµε το σύστηµα αναφοράς µε έναν ένα 

προς ένα γραµµικό µετασχηµατισµό 
ji

j

i q ξη =  µε αντίστροφο τον 
ij

i

j p ηξ = . Το µέγεθος φ 

µετασχηµατίζεται στο 
i

i

ij

ij

ki

ki a)pa()p(a ηηηφ ′===′ . Εάν θέλουµε το φ να παραµαίνει 

αναλλοίωτο, να είναι, δηλαδή, ένα µονόµετρο µέγεθος, θα πρέπει και οι συντελεστές ia  να 

µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τον κανόνα i

i

jj apa =′ , ή j

j

ii aqa ′=  (ο πίνακας ( )jiq  είναι ο 

ανάστροφος του αντιστρόφου του πίνακα ( )ijp ). 

 Για έναν µετασχηµατισµό )( ijj ξηη =  (1) (βλέπε §4), υποθέτουµε ότι, σε µία περιοχή του 

χώρου µας ),x(V ε
r

 ισχύει ότι, 
j

j

i
i dd ξ

ξ

η
η

∂
∂

= (ή ισοδύναµα, 
i

i

j
j dd η

η

ξ
ξ

∂
∂

= ). Καλούµε, το 

διάνυσµα ( )jdξ  contravariant διάνυσµα. Γενικεύοντας την προηγούµενη σχέση, καλούµε 

contravariant διάνυσµα κάθε µέγεθος, που στο σύστηµα αναφοράς µου ορίζεται ως 

)v,,v(v n1
K

r
= , όπου )(vv jii ξ= , και το οποίο, µέσω του (1), µετασχηµατίζεται στο 

( )),,(v,  ),,,(vv n1nn11 ηηηη KKK
r

′′=′ , µε τέτοιο τρόπο, ώστε σε κάθε ),x(V ε
r

 να ισχύει 

ότι 
j

j

i
i vv

ξ

η

∂
∂

=′  (ή ισοδύναµα, 
i

i

j
j vv ′

∂
∂

=
η

ξ
). Σηµείωση Και στις δύο περιπτώσεις αθροίζε-

ται ο δείκτης που είναι “κάτω” και δηλώνει την κολώνα του ιακωβιανού πίνακα 








∂
∂

=
i

j

J
η

ξ
 ή 

του αντιστρόφου του 








∂
∂

j

i

ξ

η
. Η σχέση, λοιπόν, 

i

i

j
j vv ′

∂
∂

=
η

ξ
 σε µορφή πινάκων γράφεται και 

VJV ′= , όπου V ο πίνακας κολώνα των συντεταγµένων του διανύσµατος v
r
. 

 

Καλούµε covariant διάνυσµα κάθε µέγεθος, που στο σύστηµα αναφοράς µου ορίζεται ως 

)u,,u(u n1 K
r
= , όπου )(uu j

ii ξ= , και το οποίο, µέσω του (1), µετασχηµατίζεται στο 

( )),,(u,  ),,,(uu n1

n

n1

1 ηηηη KKK
r

′′=′ , µε τέτοιο τρόπο, ώστε σε κάθε ),x(V ε
r

 να ισχύει ότι 

j

i

j

i uu
η

ξ

∂
∂

=′  (ή ισοδύναµα, 
i

j

i
j uu ′

∂
∂

=
ξ

η
). Σηµείωση Και στις δύο περιπτώσεις αθροίζεται ο 

δείκτης που είναι “άνω” και δηλώνει την γραµµή του ιακωβιανού πίνακα 








∂

∂
i

j

η

ξ
 ή του 

αντιστρόφου του 








∂
∂

j

i

ξ

η
. Η σχέση, λοιπόν, 

i

j

i
j uu ′

∂
∂

=
ξ

η
 σε µορφή πινάκων γράφεται και 

U)J(U 1t ′= −
, όπου V ο πίνακας κολώνα των συντεταγµένων του διανύσµατος u

r
. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το εφαπτοµενικό διάνυσµα τ
r
 της καµπύλης )t(x x:c ii = , είναι (βλέπε 

§3) το ( )iξτ =
r

, όπου 
dt

dx i
i =ξ . Αλλάζουµε το σύστηµα αναφοράς, και τα σηµεία της c 

έχουν πλέον την έκφραση )t(zz ii = , µε ))t(z(xx iii = , και το ( )iητ =
r

. Ισχύει ότι 

dt

dz

z

x

dt

dx j

j

ii

∂
∂

= , ή 
j

j

i
i

z

x
ηξ

∂
∂

= , ή σε µορφή πίνακα, η=ξ J . 
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Ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί. 

∆ύο γραµµικοί µετασχηµατισµοί 
ki

k

i a ξ=ξ
)

 µε 0)adet( i

k ≠  και  k

k

ii a η=η
))

 µε 0)adet( k

i ≠
)

 

(1)  λέγονται contra-gradient αν και µόνον αν αφήνουν αναλλοίωτο την διγραµµική µορφή 
i

i

i

i ),(B ξη=ξη  (ο δείκτης i αθροίζεται). Ισχύει, δηλαδή, ότι 
i

i

i

i ξη=ξη
))

. Η σχέσης contra-

gradient είναι µία σχέσης ισοδυναµίας. Για τους συντελεστές 
i

ka  και 
i

ka
)

 ισχύει ότι 

k

i

k

r

r

iaa δ=
)

. Οι αντίστροφοι των γραµµικών µετασχηµατισµών (1) είναι οι k

k

ii a η=η
)

 και 

ki

k

i a ξ=ξ
))

  και έχουµε επίσης, 
i

k

r

k

i

raa δ=
)

. Ένας αντιστρέψιµος γραµµικός µετασχηµατισµός 

θα καλείται ορθογώνιος ανν αυτός και ο αντίστροφός του είναι σε σχέση contra-gradient. 

Τούτο έχει ως συνέπεια, να ισχύει ο πίνακας του αντιστρόφου µετασχηµατισµού, να είναι ο 

ανάστροφος πίνακας του αντιστρέψιµου µετασχηµατισµού. 

Αν µία οιαδήποτε γραµµική µορφή 
i

i

n1 a),(f ξ=ξξ K  την µετασχηµατίσουµε µέσω του 

ki

k

i a ξ=ξ
)

, (contravarient µετασχηµατισµός) η f  για να παραµείνει αναλλοίωτη, θα πρέπει οι 

συντελεστές της να µετασχηµατιστούν k

k

ii aba =  (covariant µετασχηµατισµός) µε 
i

k

r

k

i

rba δ=  

 

Σηµείωση. Το σύνολο των ένα προς ένα αντιστρέψιµων γραµµικών µορφών F(F): →Vφ  

όπου )x()x()xx( 22112211

rrrr
φκφκκκφ +=+  (ισοµορφισµών) αποτελεί τον δυϊκό χώρο V′  

του V. Λεπτοµέρειες γι αυτούς, ο αναγνώστης θα βρει στις ενότητες “Γραµµικές µορφές” και 

“Άλγεβρα τανυστών”. 

 

10. Εξίσωση Euler-Lagrange. Ένα συναρτησιωειδές (functional) είναι µία απεικόνιση, που 

ορίζεται σε ένα σύνολο συναρτήσεων. Στην περίπτωση, που η εικόνα του συναρτησιωειδούς 

είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τούτο καλείται και µορφή. Ιδιαίτερα, µελετάµε τις 

γραµµικές και τις διγραµµικές µορφές (βλέπε ενότητα Γραµµικές µορφές). 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Έστω }y{M =  το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων 

R→]1,0[:y . Το ∫=
1

0
dx)x(y)]x(y[J  είναι, τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό µας, ένα 

συναρτησιωειδές. Για 1)x(y = , 1)]x(y[J = , για 
xe)x(y = , 1e)]x(y[J −= . 

 

Το πεδίο ορισµού Μ του συναρτησιωειδούς, είναι δυνατόν να αποτελείται από µια οικογένεια 

συναρτήσεων )x(y , που εξαρτώνται από κάποια παράµετρο t.  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Θεωρούµε την οικογένεια )],x(y,t[φ , όπου 
2y1

t
)y,t(

+
=φ  µε 1t1- ≤≤  

και 1x0  ,x1)x(y ≤≤+= . 

 θέτουµε 
2

122
uarctantdu

u1

1
t)x1(d

)x1(1

1
t)y,t(J

1

1

1

1

=
+

=+
++

= ∫∫ −−
. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το µήκος τόξου ∫=
β

α

ds))x(y(J  (βλέπε Γεωµετρία του χώρου) όπου 

2

dx

dy
1ds 







+= , µε, 
2)}y(,()),y(,{ ,x  ),x(y R∈≤≤ ββααβα , τόξο καµπύλης του 

Ευκλείδειου χώρου. 

 



 21 

Ορισµοί Για δύο απεικονίσεις  βα ≤≤∈ x  ,M)x(y ),x(y 21 , ορίζουµε την απόσταση d 

αυτών, ως εξής, ] ,[  x|,yymax{|)y,y(d 1221 βα∈−= . Εφ’ όσον οι απεικονίσεις y έχουν 

µέχρι και k παράγωγο, ορίζεται η k τάξεως απόσταση αυτών, από την σχέση 

]} ,[  x|,yy{max{|max)y,y(d k

1

k

2k21

k βα∈−=  

Η µεταβολή yδ  του ορίσµατος M)x(y ∈  του συναρτησιωειδούς ))x(y(J , ορίζεται από την 

σχέση )y,y(dy 21=δ  

Ένα συναρτησιωειδές ))x(y(J  θα λέµε ότι είναι k-συνεχές στο σηµείο )x(yo , αν και µόνον 

αν, 0>∀ε , υπάρχει 0>δ , τέτοιο ώστε εδ <−⇒< |)y(J)y(J|)y,y(d oo

k
. 

Ένα συναρτησιωειδές ))x(y(J  θα λέµε ότι είναι k-οµαλά συνεχές στο πεδίο ορισµού  της Μ, 

αν και µόνον αν, 0>∀ε , υπάρχει 0>δ , τέτοιο ώστε,  M)x(y),x(y( 21 ∈∀  

εδ <−⇒< |)y(J)y(J|)y,y(d 1221

k
. 

Έστω Μ ο γραµµικός χώρος των απεικονίσεων R∈ x),x(y , εφοδιασµένος µε µία 

απόσταση. Το συναρτησιωειδές My(x)  )),x(y(L ∈  καλείται γραµµικό, αν και µόνον αν 

ισχύει ότι 1) ))x(y(cL))x(cy(L  ,c =∈∀ R  και  

                     2) ))x(y(L))x(y(L)x(y)x(y(L 2121 +=+ . 

Αν η µεταβολή ))x(y(J)x()x(y(JJ −+= δ∆  είναι δυνατόν να παρασταθεί ως 

|y|))y(),x(y(t))y),x(y(LJ δδδ∆ += , µε 0t →  όταν 0|y| →δ  

( ))x(y(δ  υποθέτουµε, λοιπόν, ότι τίθεται στην µορφή 0(x)  ),x(t))x(y( ≠= φφδ ), 

λέµε ότι το συναρτησιωειδές είναι διαφορήσιµο. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Το συναρτησιωειδές ∫=
1

0
dx)x(y)]x(y[J  είναι διαφορήσιµο. 

Πράγµατι, 

∫∫∫ =−+=−+=
1

0

1

0

1

0

dx))x(y(dx))x(y(dx)))x(y()x(y())x(y(J))x(y()x(y(JJ δδδδ∆ , και, 

συνεπώς, το ∫=
1

0

dx))x(y(J δ∆  είναι γραµµικό ως προς ))x(y(δ .  

Ως γνωστόν, το µέγιστο ή το ελάχιστο µιάς πραγµατικής συναρτήσεως λαµβάνεται σε εκείνο 

το σηµείο του πεδίου ορισµού της, όπου το διαφορικό της µηδενίζεται. 

Θεωρούµε, τώρα, την )y,y,x(f ′ , η οποία υποτίθεται ότι αναλύεται κατά Taylor, και ζητάµε 

να βρούµε το µέγιστο ή το ελάχιστο του συναρτησιωειδούς ))y,y,x(f(J ′ .  

Είναι, RIt
2

1
tIdx})y,y,x(f)ty,ty,x(f{J 2

2

1 ++=′−′+′+= ∫
β

α

φφ∆ , όπου 

dx
y

f

y

f
I1 








′∂

∂′+
∂
∂

= ∫ φφ

β

α

,  dx
y

f

yy

f
2

y

f
I

2

2
2

2

2

2
2

2 







′∂

∂′+
′∂∂

∂
+

∂
∂

= ∫ φφ

β

α

, R το υπόλοιπο του 

αναπτύγµατος κατά Taylor. Περιοριζόµαστε στον πρώτο όρο του αναπτύγµατος. 

 Ολοκληρώνουµε κατά µέρη τον όρο 
y

f

′∂
∂
′φ  και έχουµε,  

dx
y

f

dx

d

y

f
dx

y

f











′∂
∂

−







′∂

∂
=








′∂

∂′ ∫∫
β

α

β

α

β

α

φφφ , οπότε και, 
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dx
y

f

dx

d

y

f
dx

y

f
I1 











′∂
∂

−







′∂

∂
+

∂
∂

= ∫∫
β

α

β

α

β

α

φφφ  

β

α

β

α

φφ 







′∂

∂
+

















′∂

∂
−

∂
∂

= ∫ y

f
dx

y

f

dx

d

y

f
I1  

Υποθέτουµε ότι το συναρτησιωειδές ))y,y,x(f(J ′  είναι διαφορήσιµο. Οπότε και το  

β

α

β

α

φφ∆ 







′∂

∂
+

















′∂

∂
−

∂
∂

== ∫ y

f
tdx

y

f

dx

d

y

f
ttIJ 1   µηδενίζεται τότε και µόνον αν 

0
y

f

dx

d

y

f
=








′∂

∂
−

∂
∂

,                       (1) 

µια και ο όρος 

β

α

φ 







′∂

∂
y

f
t από την υπόθεση ότι το ∆J είναι διαφορήσιµο, µηδενίζεται. 

Η συνθήκη (1) καλείται εξίσωση των Euler-Lagrange. 

 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ. 1) Η συνάρτηση )y,y,x(f ′  δεν περιέχει την µεταβλητή y. Τότε, είναι, 

0
y

f
=

∂
∂

 και η (1) γίνεται, 0
y

f

dx

d
=








′∂

∂
, οπότε και c

y

f
=
′∂

∂
, c σταθρά. 

                            2) Η συνάρτηση )y,y,x(f ′  δεν περιέχει την µεταβλητή x. Τότε, 

y
y

f
y

y

f

dx

df
′′

′∂
∂

+′
∂
∂

=  και, λόγω της (1), y
y

f

y

f

dx

d
y

dx

df ′′
′∂

∂
+







′∂

∂′= . Άρα και, 

c
y

f
ydx

y

f
y

dx

d
dxy

y

f

y

f

dx

d
yf +

′∂
∂′=













′∂
∂′=









′′
′∂

∂
+








′∂

∂′= ∫∫ . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Ζητάµε να βρούµε την ελαχίστη απόσταση κατά µήκος µιας καµπύλης, που 

συνδέει δύο σηµεία του ευκλειδείου χώρου 
3

R . 

Έχουµε, 

2

dx

dy
1ds 







+= , και, χωρίς τα όρια ολοκλήρωσης, dxy1I 2∫ ′+= . Η 

συνάρτηση 
2y1f ′+= είναι ανεξάρτητη και από την µεταβλητή x και την y. Σύµφωνα µε 

την περίπτωση 1), έχουµε, 1
2

c
y1

y

y

f
=

′+

′
=
′∂

∂
. Σύµφωνα µε την περίπτωση 2) 

2
2

c
y1

1
=

′+
. Είτε από την µία είτε από την άλλη, έχουµε, my =′ , και, συνεπώς, 

cmxy += . Συνεπώς, µέσα στον 
3

R , µε µετρική )()ee()g(G ijjiij δ=⋅==
rr

, (βλέπε §1), η 

ευθεία cmxy +=  είναι η ελαχίστου µήκους καµπύλη, που συνδέει δύο σηµεία του χώρου. 

 

11. Το στοιχειώδες µήκος 1. (βλέπε και ενότητα “Η µετρική του Χώρου”). Ορίσαµε το 

στοιχειώδες µήκος στον 
3
R  µε σύστηµα αναφοράς )z,y,x ,O( , µε µετρική 
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)()ee()g(G ijjiij δ=⋅==
rr

, ως το 
2222 dzdydxds ++=  ή στον ∑

=

=
n

1i

2i2n )dx(ds  ,R  . 

Θεωρούµε, τώρα, τον “καλό” µετασχηµατισµό των συντεταγµένων )x(xx jii ′′ = . Το ds, 

τότε, θα µετασχηµατιστεί στο ( ) ( ) ( ) ( )2322212
dxdxdxsd

′′′ ++=′  (1)  όπου 
j

j

i
i dx

x

x
dx

∂
∂

=
′

′
, 

ή αναλυτικά, (βλέπε και §4) 

                        
3

3

1
2

2

1
1

1

1
1 dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
′′′

′
 

                        
3

3

2
2

2

2
1

1

2
2 dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
′′′

′
      (2) 

                        
3

3

3
2

2

3
1

1

3
3 dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
′′′

′
 

και, θέλουµε, βέβαια, να έχουµε την ισότητα sdds ′= . 

Αντικαθιστούµε τις (2) στην (1), και µετά από µερικές πράξεις και τακτοποιήσεις έχουµε την 

13

1

3

1

3

1

2

3

2

1

1

3

1

32

3

3

2

3

3

2

2

2

3

1

2

1

21

2

3

1

3

2

2

1

2

2

1

1

1

23

2

3

3
2

3

2
2

3

1

22

2

2

3
2

2

2
2

2

1
21

2

1

3
2

1

2
2

1

1
2

dxdx
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
2                 

dxdx
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
2                 

dxdx
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
2                 

)dx(
x

x

x

x

x

x
                                 

)dx(
x

x

x

x

x

x
)dx(

x

x

x

x

x

x
)ds(
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Η παραπάνω ισότητα είναι µία συµµετρική διγραµµική διαφορική µορφή της µορφής 

)xd,xd(B
rr

, όπου 
















=
3

2

1

dx

dx

dx

xd
r

, και πίνακα 

















=

333231

232221

131211

ggg

ggg

ggg

G , όπου  

i

3

i

3

i

2

i

2

i

1

i

1

ii
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
g

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
′′′′′′

 και  jij

3

i

3

j

2

i

2

j

1

i

1

ij g
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
g =

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
′′′′′′

. 

Γράφουµε, συνεπώς και ( )
































=
3

2

1

333231

232221

131211

3212

dx

dx

dx

ggg

ggg

ggg

dx,dx,dx)ds( ή συνοπτικά, 

ji

ij

2 dxdxg)ds( =  (οι δείκτες i και j αθροίζονται). 

Σε κυλινδρικές συντεταγµένες. Οι κυλινδρικές συντεταγµένες r, φ, z, συνδέονται µε τις 

καρτεσιανές συντεταγµένες µε τις σχέσεις zz  ,sinry  ,cosrx === φφ , µε 0r ≠  και 

πφ 20 <≤ . Ο Ιακωβιανός πίνακας του µετασχηµατισµού είναι ο  
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 −

=

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

100

0cosrsin

0sinrcos

z

zz

r

z

z

yy

r

y

z

xx

r

x

J φφ

φφ

φ

φ

φ

. Άρα και 1sincosg 22

11 =+= φφ  

2

22 rg = , 1g33 = , 2112 g0g == , 3113 g0g == , 3223 g0g == , και, συνεπώς το 

στοιχειώδες µήκος έχει την έκφραση 
22222 dzdrdrds ++= φ  

Σε σφαιρικές συντεταγµένες. Οι σφαιρικές συντεταγµένες r, φ, θ, συνδέονται µε τις 

καρτεσιανές συντεταγµένες µε τις σχέσεις  

φθφθφ cosrz  ,sinsinry  ,cossinrx === , µε 0r ≠  και πφπθ 20  ,0 ≤≤<≤ .  

Έχουµε τον Ιακωβιανό πίνακα   

              

















−

−

=
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∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
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∂
∂

=








∂
∂

=

0sinrcos

cossinrsincosrsinsin

sinsinrcoscosrcossin

zz

r

z

yy

r

y

xx

r

x

J
j

i

φφ

θφθφθφ

θφθφθφ

θφ

θφ

θφ

ξ

η
  

 Άρα και 1cossinsincossing 22222

11 =++= φθφθφ  

222222222

22 rsinrsincosrcoscosrg =++= φθφθφ ,  

φθφθφ 22222222

33 sinrcossinrsinsinrg =+= ,  

21

22

12 g0cossinrsincossinrcoscossinrg ==−+= φφθφφθφφ ,  

31

22

13 g0cossinrsinsincossinrg ==+−= θθφθθφ ,  

32

22

23 g0cossinsincosrsinsincoscosrg ==+−= θφθφθφθφ ,  

και, συνεπώς το στοιχειώδες µήκος έχει την έκφραση  

)dsind(rdrdsinrdrdrds 222222222222 θφφθφφ ++=++=  

 

11. Το στοιχειώδες µήκος 2. Επανερχόµεθα σε µία περιοχή του χώρου 
n

R  µε συµµετρική 

διγραµµική διαφορική µορφή )x,x(gg  ,gg  ,dxdxgds ki

ikikkiik

ki

ik

2 ===  η οποία ορίζει 

το στοιχειώδες µήκος του 
n

R µε 0Gdet > (βλέπε και ενότητα “Η Μετρική του Χώρου”. Ο 

πίνακας )g(G ij= καλείται µετρικός τανυστής του χώρου. Θα προσδιορίσουµε την µορφή 

των συντελεστών ikg , κατά τέτοιο τρόπο, ώστε η έκφραση του στοιχειώδους µήκους να 

παραµένει αναλλοίωτη ως προς ορισµένες οµάδες µετασχηµατισµών των σηµείων του χώρου 

(όταν, δηλαδή, αλλάζουµε διαδοχικά θέση µέσα στον χώρο). Θέλουµε, δηλαδή, να ισχύει  
2ji

ij

ji

ij

2 )sd(xdxdgdxdxg)ds( ′=′′′==  

όπου )x(P i′=′  βρίσκεται σε µία περιοχή του αρχικού σηµείου )x(P k= , )x(xx kii ′=′ . 

Έχουµε, 
i

i

i
i dx

x

x
xd

∂

′∂
=′ , και, συνεπώς, 

j

j

i

i

ij

ji

ij
x

x

x

x
gdxdxg

∂

′∂
∂

′∂′= , οπότε και, 

ijj

j

i

i

ij g
x

x

x

x
g ′

∂

′∂
∂

′∂
=   ή και   ijj

j

i

i

ij g
x

x

x

x
g

′∂
∂

′∂
∂

=′  

Για την Gdet ′ , έχουµε, Gdet
x

x
det

x

x
detGdet

j

j

i

i










′∂
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′∂

∂
=′  
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Αν )g(G jk1 =−
 είναι ο αντίστροφος πίνακας του G, είναι, 

k

i

jk

ijgg δ=  (δ του Kronecker). 

 

Έστω )x( i′  και )x( k
 οι συντεταγµένες του τελικού P′ και του αρχικού σηµείου Ρ του χώ-

ρου, σηµεία, που συνδέονται µε τον γραµµικό µετασχηµατισµό )a(A i

k=  (βλέπε ενότητα 

“Γραµµικά συστήµατα §9”). Είναι, λοιπόν, 
ki

k

i xax =′ , µε αντίστροφο τον 
ik

i

k xax ′=  και 

πίνακα )a(A k

i

1 =−
. Ο µετασχηµατισµός Α, όταν δρα πάνω σε µία βάση }e{ i

r
 δίδει την βάση 

}e{ i
′ , όπου k

k

ii eae
rr

=′  και i

i

kk eae ′=
rr

. Στην περίπτωση, που το τελικό σηµείο )x(P i′=′  

βρίσκεται σε µία περιοχή του αρχικού σηµείου )x(P k= , )x(xx kii ′=′ , 
ki

k

i dxaxd =′ , ο 

Α έχει την µορφή του Ιακωβιανού πίνακα ( ) 








∂

′∂
==

k

i
i

k
x

x
aJ  και, µε αντίστροφο 

µετασχηµατισµό, 
ik

i

k xdadx ′= , µε ( ) 







′∂

∂
==−

i

k
k

i

1

x

x
aJ .  

Προσοχή ! Οι συντεταγµένες διανύσµατος, έχουν τους δείκτες κάτω. Οι συντεταγµένες 

σηµείου, έχουν τους δείκτες άνω. Τον συσχετισµένο (βλέπε ενότητα “Γεωµετρικές εφαρµο-

γές”) χώρο, µπορούµε να τον νοούµε ως αποτελούµενο από σηµεία (συντεταγµένες άνω), ή 

από διανύσµατα (συντεταγµένες κάτω). Σε κάθε σηµείο του χώρου, αντιστοιχεί ένα και µόνο 

διάνυσµα µέσω της σχέσης 
j

iji gu υ= , και, αντίστροφα, j

iji ug=υ . 

Στην ενότητα “Γεωµετρικές εφαρµογές”, παρατηρήσαµε ότι, µία παράλληλη µεταφορά 

iii p΄ξξ += , διατηρεί τα διανύσµατα RS  αναλλοίωτα (§1, 6), β). Τούτο συνέβαινε, γιατί, 

είχαµε, ουσιαστικά, ταυτίσει τις συντεταγµένες του διανύσµατος RS , µε την διαφορά των 

συντεταγµένων των σηµείων R και S. Προϋπόθεση γι’ αυτό, ήταν η παραδοχή ότι οι 

συντεταγµένες τόσο των σηµείων όσο και των διανυσµάτων, λαµβάνονταν σε ένα ορθογώνιο 

(Καρτεσιανό) σύστηµα αναφοράς, στο οποίο ο µετρικός τανυστής G είναι ο µοναδιαίος 

πίνακας, οπότε και δεν χρειάζεται να γίνεται διαφοροποίηση στους δείκτες άνω ή κάτω. 

Στην γενική περίπτωση, που έχουµε δύο σηµεία, ακόµα και αν αυτά είναι “κοντά”, κανένας 

δεν εξασφαλίζει ότι η διαφορά τους idξ  θα µας δώσει τις συντεταγµένες ενός διανύσµατος. 

 

12. Το στοιχειώδες µήκος 3. Συνεχίζουµε την προηγούµενη παράγραφο (βλέπε και Space 

Time Matter του Hermann Weyl, Riemannian Geometry του L.P. Eisenhart). 

Θεωρούµε, λοιπόν, τον 
n

R , και δύο σηµεία του )x(P ),x(P ii
′=′= , το P′  εικόνα του P 

µέσω ενός “καλού” µετασχηµατισµού. Είναι )x , ,x(fx n1ii
′′= K . Υποθέτουµε ότι τα σηµεία 

αυτά, βρίσκονται µέσα σε µία περιοχή του 
n

R , )dxx(P iii +=′ οπότε θα έχουµε και 

k

k

i
i xd

x

f
dx ′

′∂

∂
= . Υποθέτουµε ακόµα, ότι στο σηµείο P εφαρµόζεται ένα τυχόν σύστηµα 

αναφοράς, και ότι ο προηγούµενος µετασχηµατισµός, είναι ένας µετασχηµατισµός των 

συντεταγµένων. Επιπλέον υποθέτουµε, ότι υπάρχει “καλή” απεικόνιση RR →n:f , έτσι 

ώστε 
i

i
x

f
f

∂
∂

= . Είναι, τότε, 
ki

k

i dxaxd =′ , µε αντίστροφο 
ik

i

k xdadx ′= , όπου 

( ) 







∂
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=
k

i

k
x

f
a . Από το τυχόν σηµείο Ρ του χώρου, θεωρούµε και το σύνολο των καµπύλων 

)t(xx kk = , ως επίσης και τα εφαπτοµενικά διανύσµατα µε συντεταγµένες 
ds

dx
u

i
i =  ως 

προς το σύστηµα αναφοράς µας, µε αρχή το Ρ. 
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Θεωρούµε, τώρα, το 








dt

dx
),x(fJ

i
r

όπου )t(xx ii =  τα σηµεία µιας καµπύλης του χώρου 

µας, που περνά από το P. Παρατηρούµε, ότι από την υπόθεσή µας ότι οι  συναρτήσεις if  

είναι συναρτήσεις αλλαγής συντεταγµένων, έπεται ότι για να ταυτίζεται το σηµείο P  µε το 

σηµείο P′ , που και αυτό είναι πάνω στην καµπύλη, πρέπει και αρκεί να ισχύει η εξίσωση του 

Euler (βλέπε §10). Πρέπει, δηλαδή, να είναι 0
x

f

dt

d

x

f

i

i
=
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  (1). 

 

9. Γεωδαιτικές καµπύλες. Το µήκος s µιάς καµπύλης, )t(xx, ),t(xx 1n1n11 −− == K , που 

κείται πάνω σε µία υπερεπιφάνεια, δίδεται από το ολοκλήρωµα dt
dt

dx

dt

dx
gs

2

1

ji
ij 








= ∫
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α

.  

Η καµπύλη που συνδέει τα σηµεία P και )dxx(P iii +=′  και για την οποία ισχύει η (1), 

καλείται γεωδαιτική καµπύλη.  Το σύστηµα αναφοράς, ) x,P( i
 για το οποίο ισχύει η 

προηγούµενη ιδιότητα, ισχύει, καλείται γεωδαιτικό σύστηµα αναφοράς.  

Θεωρούµε το PP ′ , και θέλουµε να υπολογίσουµε το στοιχειώδες µήκος του, που είναι το 

ji

ij

2 dxdxg)ds( = . Λαβαίνουµε ως )x(f
r

, την 
dt

dx

dt

dx
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1
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ik=
r

 .  Έχουµε, τότε, την  

εξίσωση Euler-Lagrange, 0
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και, επειδή, 
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 (1), που είναι και οι εξισώσεις των γεωδαιτικών  καµπύλων. 

Η εξίσωση (1) λαβαίνει την µορφή 
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