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ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΣ  ∆ΑΚΤΥΛΙΟΣ

1. Πολυωνυµικός ∆ακτύλιος. Θα κατασκευάσουµε και θα µελετήσουµε τις βασικές ιδιότητες του
πολυωνυµικού δακτυλίου D[u] πάνω σε µία ακέραια περιοχή D. Την ίδια κατασκευή κάνουµε και
για τον F[u], F σώµα, ∆[u], ∆ δακτύλιος .
     Η κατασκευή του ∆[u] γίνεται ως εξής:
           (1) Θεωρούµε το τυχόν στοιχείο u, και υποθέτουµε ότι, ορίζονται τα γινόµενα 1u 0 = ,

uu1 = , uuuuu 1n1nn −− == , για κάθε φυσικό αριθµό n. Το D[u] περιέχει όλα αυτά τα στοιχεία.
           (2) Το D[u] περιέχει ακόµα και όλα τα γινόµενα λun, όπου λ∈ D. Ιδιαίτερα, περιέχει τα
στοιχεία nn uu1 =  και 0u0 k = .
           (3) Εν ∆[u] ορίζονται εκφράσεις της µορφής
      (λ(u))      01

k
k

1n
1n

n
n uuuu λλλλλ ++++++ −

− LL   µε kλ ∈ ∆, και είναι (λ) = 0
ανν kλ  = 0 για όλα τα k = 0 , 1, . . . , n.

Ορολογία των D[u], ∆[u], F[u]. Το (λ) καλείται πολυώνυµο. Τα kλ  καλούνται συντελεστές του
πολυωνύµου. Ο nu  ( nλ ≠ 0) είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου, n είναι ο βαθµός
(degree) του πολυωνύµου. Γράφουµε n = deg(λ). Σταθερές καλούµε τα πολυώνυµα µηδενικού
βαθµού. Μονικό (monic) καλείται το πολυώνυµο, που έχει συντελεστή του µεγιστοβαθµίου όρου
την µονάδα του ∆.
Από τον ορισµό του ∆[u]  είναι φανερό ότι το x δεν είναι απαραιτήτως στοιχείο του  ∆[u]. Αν όµως
το ∆ έχει µοναδιαίο στοιχείο e, µπορούµε να ταυτίσουµε το u µε το eu. Γι� αυτόν τον λόγο, όταν
θεωρούµε δακτύλιο ∆, θα τον λαµβάνουµε αντιµεταθετικό και µε µονάδα.

Το σύνολο ∆[u], D[u], F[u], καθίσταται αντιµεταθετικός δακτύλιος, αν ορίσουµε τις πράξεις
πρόσθεση �+� και πολλαπλασιασµό �⋅� ως εξής: Άθροισµα α(u)+β(u) των πολυωνύµων α και β µε
degα = m και degβ = n, m ≤ n, είναι ένα πολυώνυµο r βαθµού, του οποίου ο συντελεστής του ku ,
0 ≤ k ≤ r, είναι ο kk βα + . (Για k >  m, οι kα  είναι ίσοι µε µηδέν). Γινόµενο α(u)β(u) των
πολυωνύµων α και β, είναι ένα πολυώνυµο γ(u), µε συντελεστή  ∑

=+

=
kji

jik βαγ , όπου  0 ≤ k ≤ m+n,

Παρατηρήσεις. 1) Ο βαθµός του γινοµένου πολυωνύµου γ(u) δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος
του αθροίσµατος deg(α)+deg(β), και αν 0βα nm ≠  (δεν έχουµε, δηλαδή, διαιρέτες του µηδενός)

βdegαdegαβdeg +=  2) Το ∆(u) είναι ακεραία περιοχή, ανν ∆ = D.

Στο εξής θα υποθέτουµε ότι οι συντελεστές παίρνονται από ένα σώµα F.

Ανάγωγο καλείται ένα πολυώνυµο, αν δεν αναλύεται σε γινόµενο άλλων πολυωνύµων, βαθµού
1≥ . Λέµε ότι το β(u) διαιρεί το α(u), ανν ∃  γ(u)∈ ∆[u], D[u], F[u] µε α = γβ. Γράφουµε και β | α.

Το γινόµενο δύο πολυωνύµων το βρίσκουµε εύκολα, αν εφαρµόσουµε την µέθοδο, που γίνεται
φανερή στο παράδειγµά µας:
Να βρεθεί το γινόµενο των πολυωνύµων 1xx3xx2)x(α 234 ++−+=
                                                       και ,     )1x2()x(β 2 −= .
Χρησιµοποιούµε το σχήµα:
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x2x4)x(β)x(α 6 −−=
     Το σχήµα αυτό του 
πολλαπλασιασµού µεγά
θέτουν αρκετά ψηφία γ
σιάσουµε τους ακεραίου
διαθέτη περισσότερα απ
Γράφουµε 123)t(α =
συνέχεια εκτελούµε του
τουµε, έτσι ώστε να βρο
Μια άλλη εφαρµογή το
γινόµενο )(t1)(t1( 2++

                                         

δηλαδή, ttt 567 +++
παράγοντες, οπότε έχου

Ο ∆[u]  είναι κάτι περισ
νον αν ο ∆ είναι ακεραί
νόµος της διαγραφής.

     Μέσα στον δακτύλιο
υπάρχουν τα q και r∈ F[
                              α(u) =
Οι απόδειξη της παραπά
r(u) υπολογίζεται αφαιρ
ως εξής: Έστω ότι degα
Έστω m = degβ, m < k.

πολυωνύµων α και β 

συντελεστή του µεγιστο
α, και λαβαίνουµε ένα 

γράφεται α΄ = q΄β+r΄. 
  +
1151824
22624

−−−−−
−−−

1xx5xx8 2345 −−++− .
πολλαπλασιασµού δύο πολυωνύµων, είναι χρήσιµο και στην περίπτωση
λων ακεραίων αριθµών, περιπτώσεις, που τα µικρά compuτεράκια δεν δια-
ια να δείξουν ακέραιο αποτέλεσµα. Έστω π.χ. ότι έχουµε να πολλαπλα-
ς 21233897765α =  και 08799665421β = . Αν το compuτεράκι µας δεν
ό δώδεκα ψηφία για να εκφράσει έναν ακέραιο, εργαζόµαστε ως εξής:

025 t52t776t89 ++ , t5421t87996)t(β 5 += , όπου 10t = . Στην
ς επιµέρους πολλαπλασιασµούς κατά το προηγούµενο σχήµα και προσθέ-
ύµε το γινόµενο )t(β)t(α  και απ� αυτό το γινόµενο αβ.
υ προηγούµενου σχήµατος, έχουµε στο εξής πρόβληµα: Να βρεθεί το

)t1 4+ . Έχουµε, συνοπτικά,
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1tttt 234 ++++ . Εύκολα, τώρα, το παραπάνω σχήµα γενικεύεται σε n
µε ότι,  1n22222 ttt1)t1()t1)(t1)(t1(

n2 −++++=++++ KL .

σότερο από αντιµεταθετικός δακτύλιος. Είναι ακέραια περιοχή αν και µό-
α περιοχή. Πόρισµα του γεγονότος αυτού, είναι ότι, εν D[u], F[u] ισχύει ο

 F[u] ισχύει ο αλγόριθµος της διαιρέσεως: ∆οθέντων των α και β εν F[u],
u] µε degr(u) < degβ(u), τέτοια ώστε,
 q(u)β(u)+r(u).
νω σχέσεως, βασίζεται στην γνωστή διαίρεση των πολυωνύµων, όπου, το
ώντας από το α(u) διαδοχικά πολλαπλάσια του β(u), και γίνεται επαγωγικά,
(u) = k και ότι ο αλγόριθµος ισχύει για όλα τα πολυώνυµα βαθµού < k.
 Έστω ακόµα, kα  και mβ  οι συντελεστές των µεγιστοβαθµίων όρων των

αντίστοιχα. Το πολυώνυµο )(uβu
β
α mk

m

k







 −  είναι k βαθµού, και έχει

βαθµίου όρου, τον kα . Το πολλαπλάσιο αυτό του β, το αφαιρούµε από το
πολυώνυµο α΄ βαθµού < α, το οποίο λόγω της υπόθεσης της επαγωγής,

Είναι, τότε, α = ′+





′+− ruββu

β
α mk

m

k )( , όπως ακριβώς απαιτείται. Τα
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πολυώνυµα q και r ορίζονται µονοσήµαντα. Πράγµατι, αν είχαµε την σχέση qβ+r = q΄β+r΄, τότε,
και (q΄−q)β = r−r΄, µε deg(r−r΄) < degβ, β ≠ 0, άρα, αναγκαστικά, q΄−q = 0. Ο βαθµός του r είναι
λοιπόν µηδέν ανν το β | α.

Εν F[u] µεταφέρονται όλα όσα είπαµε για την διαιρετότητα εν Z. (Βλέπε «Ακέραιοι Αριθµοί»).
Έχουµε όµως µια µικρή µεταβολή στην ορολογία. Λέµε ανάγωγο εν F[u], και όχι πρώτο
πολυώνυµο. Τα πολυώνυµα α(u) και β(u) είναι µεταξύ τους πρώτα, ανν (α, β) = 1. Ο µ.κ.δ (α, β)
των πολυωνύµων α και β, είναι το monic πολυώνυµο d, που έχει την ιδιότητα να διαιρεί και το α
και το β, και να διαιρείται από κάθε άλλο κοινό διαιρέτη των α και β. Ισχύει και εδώ η σχέση
(ταυτότης του Bezout):
                                                 d(u) = s(u)α(u)+t(u)β(u).
Αν το p(u) είναι ανάγωγο εν F[u] και p(u) | α(u)β(u), τότε ή p(u) | α(u) ή p(u) | β(u). Τέλος, κάθε
πολυώνυµο µη µηδενικού βαθµού, εκφράζεται ως το γινόµενο µιάς σταθεράς c επί ανάγωγα monic
πολυώνυµα, κατά ένα και µόνο τρόπο.

Παρατήρηση. Αν είχαµε ακόµα και ))u(),u(()u(e βα= , τότε, επειδή ισχύουν αµφότερες οι
σχέσεις )u(d|)u(e  και )u(e|)u(d  εν F[u], έπεται ότι )u(d)u(e λ= , ]u[F∈λ , ή αντίστροφα. Για
τον λόγο αυτό, ο d(u) ορίζεται ως το monic πολυώνυµο d όταν 1)u(ddeg ≥  o 1, αν 0)u(ddeg = .

Παράδειγµα. Να ευρεθεί ο µ.κ.δ. των πολυωνύµων f(u) = −2−3u+ 2u +3 3u + 4u
και g(u) = −8−4u+2 2u + 3u .
Λύση. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη (σελ. 76). Είναι,
                f(u) = g(u) )(uq1  + 1r         όπου    )(uq1  = 1+u,                )(ur1  = 6+9u+3 2u

                g(u) = )(ur1 )(uq2 + 2r      όπου    )(uq2  = u
3
1

3
1 +− ,       )(ur2  = −6−3u

               )(ur1 = )(ur2 )(uq3            όπου    )(uq3  = −1−u                )(ur3  = 0.
Ο µ.κ.δ. των πολυωνύµων f και g είναι το monic πολυώνυµο d = u+2, που αντιστοιχεί στο )(ur2

Ισχύει ότι, d = g)qq1(fq 122 ++− .

Η διαίρεση δύο πολυωνύµων, και, τελικά, η εύρεση της ταυτότητας του Bezout γι� αυτά, διευκο-
λίνεται, αν ακολουθήσουµε το σχήµα, που περιγράφεται στο παρακάτω παράδειγµα.

Παράδειγµα. Έστω, ότι θέλουµε να βρούµε τον µ.κ.δ. των 128x64x96x80x16)x(f 234 −++−=

και 4x12x15x4)x(g 23 ++−= . Υπολογίζουµε τα )x(q1  και )x(r1  σύµφωνα µε το σχήµα:

g 4 -5 (x)q1

4 -15 12 4 16 -80 96 64 -128   f(x)
4×4 = 16 4×(-15) = -60 4×12 = 48 4×4 = 16

-20 48 48 -128
-5×4 = -20 -5×(-15) = 75 -5×12 = -60 -5×4 = -20

-27 108 -108 (x)r1

Είναι, 5x4)x(q1 −=  και 108x108x27)x(r 2
1 −+−= , )x(r)x(q)x(g)x(f 11 +=  (πρώτο βήµα).

Παρατηρούµε ότι )4x4x(27)x(r 2
1 −+−= . Συνεχίζουµε τις διαιρέσεις: (δεύτερο βήµα)

1r -4 -1 (x)q2

-1 4 -4 4 -15 12 4         g(x)
-4×(-1) = 4 -4×4 = 16 -4×(-4) = 16

1 -4 4
-1×(-1) = 1 -1×4 = -4 -1×(-4) = 4

                                                                0                    0                0        r(x)
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Είναι, 1x4)x(q2 −−=  , 0)x(r2 = , οπότε και )4x4x)(1x4(27)x(g 2 −+−+−= . Άρα, ο µ.κ.δ. των
f(x) και g(x) είναι το 4x4x)x(r 2

1 −+−= . Εδώ, έχουµε ότι, )x(g|)x(r1  µιά και )x(r)x(q)x(g 12= ,
ως επίσης 1121112 r)27qq())x(r27)x(q)x(r)x(q()x(f +=+= , δηλαδή, και )x(f|)x(r1 .

Παράδειγµα. Να βρεθεί ο µ.κ.δ. των 1x)x(f 4 +=  και 1x)x(g 2 −= . Έχουµε,

1 0 1
1 0 -1 1 0 0 0 1

1×1 = 1 1×0 = 0 1×(-1) = -1
0 0 1 0 1

1×1 = 1 1×0 = 0 1×(-1) = -1
0 0 2

Άρα, 1)g,f( = . Έχουµε, ακόµα, )x(g
2
1)x(f

2
11 −=

Θεώρηµα. Αν F αντιµεταθετικό σώµα, τότε ο πολυωνυµικός δακτύλιος F[u] είναι περιοχή κυρίων
ιδεωδών. (Βλέπε ενότητα �Ακέραιοι Αριθµοί� παράγραφος 10.)
Απόδειξη. Έστω J τυχόν ιδεώδες του F[u]. Αν J = (0), τότε δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. Έστω
λοιπόν, J ≠ (0). Υποθέτουµε ότι, β είναι το ελαχίστου βαθµού πολυώνυµο, που ανήκει στον J. Για
κάθε άλλο πολυώνυµο α του J, ο αλγόριθµος της διαιρέσεως δίδει ένα πηλίκο q και ένα υπόλοιπο r
βαθµού < degβ, µε r = α−qβ. Άτοπον.
Άρα r = 0, α = qβ, και συνεπώς, J = (β).

Λήµµα του Gauss. Αν ένα πολυώνυµο µε ακεραίους συντελεστές είναι δυνατόν να γραφεί ως
γινόµενο δύο πολυωνύµων, µικρότερου βαθµού, µε ρητούς συντελεστές, τότε, γράφεται και ως
γινόµενο δύο πολυωνύµων, µικρότερου βαθµού, µε ακεραίους συντελεστές.
Απόδειξη. Έστω ghf = , όπου το f έχει ακεραίους συντελεστές, ενώ τα g και h ρητούς. Υπο-
θέτουµε ότι, έχουµε διαιρέσει µε τον µ.κ.δ. των συντελεστών των g και h αντίστοιχα, τους
συντελεστές των g και h. Γράφουµε, λοιπόν,

0

01n

1n

1nn

n

n

β
α

x
β
αx

β
α)x(g +++= −

−

− K   και  
0

01m

1m

1mm

m

m

δ
γx

δ
γx

δ
γ)x(h +++= −

−

− K ,

όπου όλοι οι συντελεστές είναι ανάγωγα κλάσµατα. Αν Β και ∆ είναι το γινόµενο όλων των
παρονοµαστών β και δ αντίστοιχα, τότε το )x(Bg  και το )x(h∆  έχουν ακεραίους συντελεστές. Αν
Α ο µ.κ.δ. των β και Γ ο µ.κ.δ. των δ, λαβαίνουµε, τελικά, τα πολυώνυµα

0
1n

1n
n

n AxAxΑ)x(g)Α/Β( +++= −
− K   και  0

1m
1m

m
m ΓxΓxΓ)x(h)Γ/∆( +++= −

− K .

Η ghf =  γίνεται, τώρα, 













= h

Γ
∆g

Α
ΒΑΓfΒ∆ . Παρατηρούµε, ότι, Β∆|ΑΓ . Θέτουµε, λοιπόν,

Z∈=
ΑΓ
Β∆Ε , και γράφουµε,

                )ΓxΓxΓ)(AxAxΑ()x(Ef 0
1m

1m
m

m0
1n

1n
n

n ++++++= −
−

−
− KK .    (1)

Το Λήµµα θα έχει αποδειχθεί, αν δείξουµε ότι, 1E ±= . Αν 1E ±≠ , τότε το Ε θα έχει κάποιον
πρώτο παράγοντα p. Ο p δεν διαιρεί όµως όλους τους συντελεστές Α, ούτε όλους τους συντελεστές
Γ. Έστω, λοιπόν, iA  και jΓ  οι µικρότεροι συντελεστές από τους Α και Γ αντίστοιχα, που ο p δεν

διαιρεί. Ας δούµε, τώρα, τον συντελεστή του jix + . Στο πολυώνυµο )x(f , στην (1), ο συντελεστής
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του όρου αυτού, διαιρείται από τον Ε, και, συνεπώς, από τον p. Αν κάνουµε τον πολλαπλασιασµό
που σηµειώνεται στην (1), θα βρούµε για συντελεστή του όρου jix +  τον

∑∑
+

+=
−+

−

=
−+ ++

ji

1ik
jikjik

1i

0k
kjik ΓAΓAΓA . Ο p διαιρεί όλους τους ik,Ak ≠∀  και όλους τους jλ,Γλ ≠∀ . Ο

p συνεπώς, διαιρεί τους δύο πρώτους όρους του προηγούµενου αθροίσµατος, δεν διαιρεί όµως, τον
όρο jiΓΑ . Άτοπον.

Πόρισµα. Ένα πολυώνυµο, που είναι ανάγωγο εν Z[x], είναι ανάγωγο και εν Q[x].

Θεώρηµα. (Κριτήριο αναγωγιµότητας του Eisenstein). Έστω το πολυώνυµο ]x[f Z∈ ,

0
1n

1n
n

n αxαxα)x(f +++= −
− K . Αν υπάρχει πρώτος p τέτοιος ώστε: α) Ο p διαιρεί όλους τους

συντελεστές α, εκτός από τον nα . β) Ο 2p  δεν διαιρεί τον 0α . Το f είναι, τότε, ανάγωγο εν Q[x].
Απόδειξη. Έστω ότι το f δεν είναι ανάγωγο εν Q[x]. Γράφεται, τότε, ως γινόµενο δύο πολυ-
ωνήµων 0

1k
1k

k
k βxβxβ)x(g +++= −

− K  και 0
1m

1m
m

m γxγxγ)x(h +++= −
− K , όπου εί-ναι

1m,k ≥ , και mkn γβα =   και 000 γβα = . Αφού ο p δεν διαιρεί τον nα , δεν διαιρεί ούτε τον kβ ,
ούτε τον mγ . Επίσης, επειδή ο 2p  δεν διαιρεί τον 0α , ο p δεν διαιρεί έναν από τους 0β , 0γ , και
διαιρεί τον άλλο. Έστω, λοιπόν, ότι 0β|p , αλλά ο p δεν διαιρεί τον 0γ . Έστω, τώρα, 1j,β j ≥ ,
εκείνος ο συντελεστής β, µε τον µικρότερο δείκτη j, τον οποίο ο p δεν διαιρεί. Ο συντελεστής jα

του jx  στο πολυώνυµο f διαιρείται από τον p. Στο γινόµενο gh ο συντελεστής του όρου jx  είναι ο

∑
=

−

j

0k
kjkγβ , ο οποίος δεν διαιρείται από τον p. Άτοπον.

Παράδειγµα. Το πολυώνυµο 2x5 −  είναι ανάγωγο εν Q[x], µιά και εφαρµόζεται το κριτήριο µε
p = 2. Όµοια και για το 56x7x14x7x3 245 ++−+ , αν λάβουµε p = 7. Το κριτήριο δεν
εφαρµόζεται στην περίπτωση των 1x3x3 −− , ή 1xxxx 234 ++++ , τα οποία, όµως, είναι
ανάγωγα εν Q[x]. Ένας απλός όµως µετασχηµατισµός, όπως είναι ο 1ux += , είναι δυνατόν να
οδηγήσει σε πολυώνυµο, στο οποίο εφαρµόζεται το κριτήριο του Eisenstein. Έτσι, π.χ., το

1x3x3 −−  µετατρέπεται στο 3u3u 23 −+ , όπου µε p = 3, εφαρµόζεται το κριτήριο. Ο προη-
γούµενος, λοιπόν, µετασχηµατισµός, δεν επηρεάζει την αναγωγιµότητα  του πολυωνύµου.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο µετασχηµατισµός του Tschirnhaus, 
n
αux 1n−−= , ο οποίος, µε-

τασχηµατίζει ένα monic πολυώνυµο, σε ένα άλλο, του οποίου λείπει ο όρος 1nx − . Π.χ. το
γxβx2 ++ , µετασχηµατίζεται στο γ2/βuγ)2/βu(β)2/βu( 222 ++=+−+− .

Λήµµα. Το πολυώνυµο )x(f  είναι ανάγωγο, ανν το )1x(f +  είναι ανάγωγο.
Πράγµατι, )x(h)x(g)1x(f =+ , ανν )1x(h)1x(g)x(f −−= .

Παράδειγµα. Τα κυκλοτοµικάπολυώνυµα  1...xx
1x
1x 2p1p

p

+++=
−
− −− . Αρκεί να θέσουµε

1xx += , οπότε λαβαίνουµε  p...pxx
1)1x(
1)1x( 2p1p

p

+++=
−+
−+ −− , και το πολυώνυµο αυτό,

σύµφωνα µε το κριτίριο του Eisenstein είναι ανάγωγο εν Q[x]..
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Με την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται ότι και το 1x...xx
1x
1x p)2p(p)1p(p

p

p2

++++=
−
− −−  είναι

ανάγωγο εν Q[x]..

2. Πολυώνυµα ανάγωγα εν F[x]. Έστω πολυώνυµο ]x[∆f ∈ . Το στοιχείο ρ του δακτυλίου ∆
καλείταιι ρίζα του f πολλαπλότητος k, αν και µόνον αν, το f|)ρx( k− , αλλά το 1k)ρx( +−  δεν
διαιρεί το f. Από τον αλγόριθµου του Ευκλείδη, είναι, )x(r)x(q)ρx(f k +−= , µε 0)x(rdeg = ,
(βλέπε §25), Άρα, Fr ∈ και επειδή f|)ρx( k− , F0r ∈= . Άρα, 0)ρ(f =  .
Ο µ.κ.δ. των πολυωνύµων ρx −  και )x(q  είναι ο 1x0 = . Έχουµε, επίσης, qdegkfdeg += .
Επαγωγικά, έχουµε το θεώρηµα.

Θεώρηµα. Έστω το ]x[∆f ∈ , µε 0fdeg ≠ , και ki1,ρ i ≤≤ , k ρίζες αυτού, µε πολλαπλότητα
αντίστοιχα, ki1 kkk ≤≤ . Τότε, )x(q)ρx()ρx(f k1 k

k
k

1 −−= L , όπου ]x[∆)x(q ∈ , και
ki1,0)ρ(q i ≤≤≠ , και µε fdegkkk k21 ≤+++ K . Άρα, το f έχει το πολύ fdeg  ρίζες.

Παρατήρηση. Στην περίπτωση, που έχουµε ακεραία περιοχή D, η ανάλυση του f σε γινόµενο
πρώτων παραγόντων, είναι µοναδική. Αν όµως έχουµε απλά δακτύλιο ∆, τότε η ανάλυση του f σε
γινόµενο πρώτων παραγόντων δεν είναι µοναδική. Γιά παράδειγµα, έστω ότι έχουµε τον δακτύλιο

8Z  και το πολυώνυµο ]x[x)x(f 8
3 Z∈= . Είναι, τότε, 0)k2(f)2(f)0(f === . Το )x(f  δεν έχει

µοναδική ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων. Π.χ. 223 )4x)(2x()4x(xxf −−=−== .
Ένα πολυώνυµο εν ]x[F είναι δυνατόν να αναλύεται σε γινόµενο παραγόντων, και όµως να µη έχει
ρίζες εν F. Για παράδειγµα, το ]x[)1xx( 22 Q∈++ .

Μία πολυωνυµική συνάρτηση  p(x) λαβαίνεται, αν υποθέσουµε ότι το στοιχείο u, που
χρησιµοποιήσαµε παραπάνω για να ορίσουµε ένα πολυώνυµο, είναι στοιχείο της D, F. Αυτόµατα
τότε, οι προηγούµενες σχέσεις που ορίζουν το άθροισµα και το γινόµενο δύο πολυωνύµων,
γίνονται οι ταυτότητες (σχέσεις δηλαδή, που ισχύουν για κάθε x∈ D, F)
                                  (f+g)(x) = f(x)+g(x) και fg(x) = f(x)g(x).

Πρόταση. Η πολυωνυµική συνάρτηση f(x) διαιρείται από την x−ρ, αν και µόνον αν f(ρ) = 0.

Απόδειξη. Εστω ∑
=

=
n

0k

k
kxαxf )( . Είναι,

        ∑∑
==

−
n

0k

k
k

n

0k

k
k ραxα =∑

=

−
n

0k

kk
k ρxα )(  = ∑

=

−−− +++−
n

1k

1k2k1k
k ρρxxρxα ))(( K

ή f(x) = f(ρ)+(x−ρ)s(x), όπου s(x) πολυωνυµική συνάρτηση βαθνού n−1.

Πόρισµα. Το υπόλοιπο ενός πολυωνύµου p(x), όταν διαιρεθεί µε το (x−γ), είναι το p(γ).
Απόδειξη. Εχουµε ότι, p(x) = (x−γ)q(x)+r(x).

Πόρισµα. Έστω f∈ F[x]. α) Αν 1)x(fdeg = , το f είναι ανάγωγο εν F[x]. β) Αν 2)x(fdeg ≥  και το
f είναι ανάγωγο εν F[x], το f δεν έχει ρίζα εν F. γ) Αν 2)x(fdeg =  ή 3 και το f δεν έχει ρίζες εν F,
τότε, το f είναι ανάγωγο εν F[x].
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Πόρισµα. Αν δύο πολυωνυµικές συναρτήσεις ]x[∆g,f ∈ , βαθµού ngdeg,fdeg ≤ , ταυτίζονται
σε 1n +  σηµεία τους, είναι ίσες.
Απόδειξη. Έστω ότι, gfh −= , nhdeg ≤ . Τότε το h, έχει 1n +  ρίζες, αντίθετα µε το γεγονός ότι,
το h είναι δυνατόν να έχει το πολύ n ρίζες. Άρα, 0h = .

Πρόταση. Εστω το 01
1n

1n
n

n αxαxαxαxp ++++= −
− L)(  µε συντελεστές α, ακεραίους. Κάθε

ρητή ρίζα της εξισώσεως p(x) = 0, έχει τότε την µορφή 
s
r , όπου r | 0α  και s | nα .

Απόδειξη. Θεωρούµε ότι, (r, s) = 1. Είναι τότε,

                     n
0

1n
1n

n
n

n sαsrαrα
s
rps0 +++=





= −

− K

Αρα και, )( 1n
0

1n
1n

n
n sαrαsrα −−

− ++=− L  οπότε, s | n
n rα ,  και συνεπώς, s | nα .

Επίσης,   )( 1n
1

1n
n

n
0 sαrαrsα −− ++=− L  οπότε, r | n

0sα , και συνεπώς, r | 0α .

Πόρισµα. Κάθε ρητή ρίζα ενός monic πολυωνύµου µε ακεραίους συντελεστές, είναι ακέραιος.

Παράδειγµα. Να βρεθούν οι ρητές ρίζες του p(x) = 6 3x −2 2x +3x+4.
Λύση. Αν r/s µία ρητή ρίζα του p(x), πρέπει r | 4 και s | 6. Οι δυνατοί διαιρέτες είναι οι ±1, ±2, ±4
για τον r, και ±1, ±2, ±3, ±6 για τον s. Οι δυνατές ρητές ρίζες είναι λοιπόν, r/s = ±1, ±1/2, ±1/3,
±1/6, ±2, ±2/3, ±4, ±4/3. Οµως για τις τιµές αυτές, το p(x) δεν µηδενίζεται. Αρα το p(x) δεν έχει
ρητή ρίζα.

Ορισµός. Ένα σώµα F λέγεται αλγεβρικά κλειστό, αν και µόνον αν πληροί µία από τις παρακάτω
ισοδύναµες συνθήκες.
1) Κάθε πολυώνυµο f∈ F[x]  µε βαθµό 0)x(fdeg > , έχει µία τουλάχιστον ρίζα εν F.
2) Κάθε πολυώνυµο f∈ F[x]  µε βαθµό 0)x(fdeg > , διασπάτε εν F[x] σε γινόµενο παραγόντων
πρώτου βαθµού.
3) Τα ανάγωγα πολυώνυµα του F[x] είναι τα πολυώνυµα του πρώτου βαθµού.

Οι ρίζες του ]x[)x(f R∈  είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. Πράγµατι, αν r µιγαδική ρίζα του
)x(f , 0)r(f = , οπότε και, 0)r(f)r(f == .

3. Πολυωνυµικές διαφορές. Στην παράγραφο αυτή, θα µεταφέρουµε την µεθοδολογία, που
αναπτύξαµε στην § 16 σχετικά µε τον τελεστή ∆, όταν ο χώρος που µελετάµε, είναι ο F[x].
Έστω, λοιπόν, πολυωνυµική συνάρτηση ]x[Ff ∈ , και ix , ni0 ≤≤ , 1n +  σηµεία του πεδίου
ορισµού της, σε γεωµετρική πρόοδο. Υποθέτουµε, δηλαδή, ότι ihxx 0i += , όπου h σταθερά.
Χρησιµοποιούν συνήθως και το σύµβολο ∆x, για να δηλώσουν την σταθερά h.

Ορισµός. )x(f)hx(ff −+=∆ . Η ∆f καλείται πεπερασµένη διαφορά του f. Είναι,
]x[F]x[F: →∆ . Επαγωγικά, ορίζουµε και )y(y 1nn −= ∆∆∆ , όπου )x(fy = , n2 ≤ , N∈n , ∆∆ =1

και, τέλος, 10 =∆ , η ταυτοτική απεικόνιση ff0 =∆ .

Παρατήρηση.  Αν nfdeg = , 1nfdeg −=∆  οπότε και, 0fk =∆ , για nk > , ενώ για nk = , η
εικόνα fk∆ του πολυωνύµου f, είναι πολυώνυµο µηδενικού βαθµού (δηλαδή, µία σταθερά).

Παράδειγµα. Αν 2x)x(f =  και 1h = , 1x2x)1x(f 22 +=−+=∆
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και 2}1x2{}1)1x(2{f2 =+−++=∆ . Για 3n ≥ , 0)x( 2n =∆ .
Στην γενική περίπτωση, που n

1n
1

n
0 axaxa)x(f +++= − K , n

0ha!nf =∆ .

Ο τελεστής ∆ είναι γραµµικός: gf)gf( ∆µ∆λµλ∆ +=+ , και έχει την ιδιότητα, f)f( nmnm +=∆∆∆ .
Από τον ορισµό του ∆f έπεται ότι, )x(f)x(f)hx(f ∆+=+ . Από τις προηγούµενες ιδιότητες
έχουµε ότι, )x(f)1()hx(f ∆+=+ , και, εφαρµόζοντας αυτή την σχέση n φορές διαδοχικά,

)x(f)1()nhx(f n∆+=+ . Τέλος, όπως και στην απόδειξη του τύπου του αθροίσµατος του Newton
(§16), λαβαίνουµε την σχέση,

                                   ∑
=

=+
n

0k

k )x(f)k,n(C)nhx(f ∆ .

Ο τύπος αυτός, σε συνδιασµό µε την ταυτότητα  1)1( −+= ∆∆   και το ανάπτυγµα του διωνύµου

δίδουν την σχέση ∑
=

−+−=−+=
n

0k

knknn )1)(k,n(C)1(f]1)1[(f ∆∆∆ , ή τέλος,

∑
=

−+−=
n

0k

kn )h)kn(x(f)k,n(C)1()x(f∆ .

Ορισµός. Η γενικευµένη δύναµη ]n[x  του x, ορίζεται ως ∏
=

−−=
n

1k

]n[ )h)kn(x(x .

Η γενικευµένη δύναµη του x συµπίπτει µε την δύναµη του x, όταν h = 0.
Εφαρµόζουµε τον τελεστή ∆ επί του ]n[x . Έχουµε,

{ } ]1n[
n

2k

n

2k

n

1k

n

2k

]n[]n[]n[

nhxnh)h)kn(x(]h)1n(x[)hx()h)kn(x(

)h)kn(x()h)kn(hx()hx(x)hx(x

−

==

==

=−−=−−−+−−

=−−−−−++=−+=

∏∏

∏∏∆

Είναι, δηλαδή, ]1n[]n[ nhxx −=∆       (1). Επαγωγικά, βρίσκουµε ότι,
                        ]kn[k]n[k xh)1kn()1n(nx −+−−= L∆ .
Φανερά, για nk > , 0x ]n[k =∆ .

Εφαρµογή. Ο τύπος (1) δίδει τον εξής τύποι αθροίσεως: Έστω τα 1n + σηµεία ix , ni0 ≤≤ , µε

ihxx 0i += . Θεωρούµε το άθροισµα ∑
−

=

=
1n

0i

]k[
in xs . Από την (1) έχουµε, 

)1k(h
xx

]1k[
]k[

+
=

+∆ . Άρα και,

)1k(h
xxxs

]1k[
0

]1k[
n

1n

0i

]k[
in +

−==
++−

=
∑ .

Εφαρµογή. Ο τύπος παρεµβολής του Newton. Ζητάµε να βρούµε ένα πολυώνυµο f(x), το οποίο
σε n σηµεία ix , 1ni0 −≤≤ , να λαβαίνει τις τιµές iy . ∆οκιµάζουµε το πολυώνυµο

)xx()xx()xx)(xx(a)xx(aa)x(f 1n0102010 −−−++−−+−+= LK

και θα πρέπει να προσδιορίσουµε τους συντελεστές a, έτσι ώστε ii y)x(f = .
Παρατηρούµε ότι, το f γράφεται
                          ]n[

0n
]2[

02
]1[

010 )xx(a)xx(a)xx(aa)x(f −++−+−+= K .
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Θέτουµε 0xx =  και λαβαίνουµε 000 y)x(fa == . Στη συνέχεια, σχηµατίζουµε το ∆f:
         h)xx(nah)xx(a3h)xx(a2haf 1n

0n
2

03
]1[

021
−−++−+−+= K∆ .

Θέτουµε 0xx =  και λαβαίνουµε 
h
y

h
)x(fa 00

1 == ∆ . Σχηµατίζουµε το f2∆ , και για 0xx = ,

λαβαίνουµε, 2
0

2

2
0

2

2 h!2
y

h!2
)x(fa ∆∆ == , κ.ο.κ., k

0
k

k
0

k

k h!k
y

h!k
)x(fa ∆∆ == , nk0 ≤≤ .

Το ζητούµενο πολυώνυµο είναι, λοιπόν, το ]k[
0

n

0k
k
0

k

)xx(
h!k
y)x(f −=∑

=

∆       (2).

Εκτελούµε, τέλος, τον µετασχηµατισµό 
h

xx
q 0−

= , οπότε και,

∏
−

= 





 −−

=
− 1k

0i

0
]k[

0

h
)ihxx(

h
)xx(

, και ο τύπος (2) λαβαίνει την τελική του µορφή, που είναι η

           0
n

0
2

00 y
!n

)1nq()1q(qy
!2

)1q(qyqy)x(f ∆∆∆ +−−
++−++=

L
K .    (3)

4. Παραγώγιση πολυωνύµου. Έστω το n-βαθµού πολυώνυµο ]x[Ff ∈ , F αντιµε-ταθετικό σώµα,

01
1n

1n
n

n αxαxαxα)x(f ++++= −
− L . Το 1n − βαθµού πολυώνυµο ]x[Ff΄ ∈ , όπου

1
2n

1n
1n

n αxα)1n(xαn)x(f΄ ++−+= −
−

− L , καλείται παράγωγος του f.
Η απεικόνιση ]x[F]x[F:D → , που ορίζεται από την σχέση f΄f a  καλείται παραγώγιση του f.
Γράφουµε και .Dff΄ = Η απεικόνιση αυτή D, είναι µία injection, που έχει τις ιδιότητες:
              α) Fβ,α,DgβDfα)gβfα(D ∈+=+ , (γραµµική ιδιότης),  και,
              β) gDffDg)fg(D +=  (κανόνας του Leibniz).
Η ιδιότης του Leibniz γιά το γινόµενο δύο πολυωνύµων f και g, γενικεύεται και για το γινόµενο n

πολυωνύµων if : ∑
=

=
n

1i
ni1ni1 fDff)fff(D LLLL . Ιδιαίτερα, έχουµε ότι,

Dfkf)f(D 1kk −= .
Επαγωγικά, ορίζεται η n-παράγωγος της f, )n(f , από την σχέση, ΄)1n()n( ff −= . Γράφουµε και,

ffD,ffD 0)n(n == . Ο κανόνας του Leibniz σε συνδυασµό µε την γραµµική ιδιότητα δίδουν γιά
την k παράγωγο του γινοµένου δύο συναρτήσεων f και g έναν τύπο ανάλογο µε τον τύπο του

δυωνύµου του Newton (βλέπε §13): )gD)(fD)(r,n(C)fg(D rn
n

0r

rn −

=
∑= .

Στην περίπτωση, που ζητάµε την n παράγωγο ενός n-βαθµού πολυωνύµου ]x[Ff ∈  βρίσκουµε,
ότι, n

n α!nfD = . Είναι, λοιπόν, 0fD 1n =+ .

Θεώρηµα. Έστω ]x[Ff ∈ , F αντιµεταθετικό σώµα, χαρακτηριστικής p≠ , p πρώτος. Το
πολυώνυµο f έχει µία πολλαπλή ρίζα Fρ ∈ , ανν, 0f)ρ(f΄)ρ(f )1k( ==== −K , k η πολλαπλότης
της ρίζας.
Απόδειξη. Γράφουµε, )x(q)ρx(f k−= .
Τότε, και )x(q΄)ρx()x(q)ρx(kf΄ k1k −+−= − . Επαγωγικά, ολοκληρώνεται η από-δειξη του
θεωρήµατος.
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Πόρισµα. α) Αν το f(x) έχει ρίζα ρ πολλαπλότητας k, το f΄(x) έχει ρίζα ρ πολλαπλότητας k-1. Αν
το f(x) έχει την ρ ως απλή ρίζα, (k = 1), το f΄(x) δεν έχει ρίζα το ρ. β) Αν το f΄(x) έχει ρίζα ρ
πολλαπλότητας k-1 και f(ρ) = 0, τότε η ρ είναι ρίζα του f πολλαπλότητας k.

Παρατήρηση. Στην περίπτωση, που το σώµα F έχει χαρακτηριστική p (p πρώτος) και 1)n,p( = ,
fdegn = , 1xf n −= , το f έχει µόνον απλές ρίζες, µιά και 1nnxf΄ −= , pmod0n ≠ , και συνεπώς,

αν 0)ρ(f΄ = , τότε και pτουσιοάπολλαπλρ = , άρα )p(mod01ρn ≠− .

Τύπος του Taylor. Έστω το πολυώνυµο 01
1n

1n
n

n λxλxλxλ)x(f ++++= −
− L , ]x[f R∈ .

Θέτουµε, ξyx += , οπότε
               01

1n
1n

n
n Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)x(f +−++−+−= −

− L .
Είναι, )ξ(fΛ0 = . Επίσης, 1

2n
1n

1n
n Λ)ξx(Λ)1n()ξx(Λn)x(f΄ ++−−+−= −

−
− L  απ� όπου

έχουµε ότι, )ξ(f΄Λ1 = . Με τον ίδιο τρόπο, !2/)ξ(f΄Λ2 = , κ.λ.π., !n/)ξ(fΛ )n(
n = . Είναι, λοιπόν,

                )ξ(f)ξx)(ξ(f΄)ξx(
)!1n(
)ξ(f)ξx(

!n
)ξ(f)x(f 1n

)1n(
n

)n(

+−++−
−

+−= −
−

L .

5. Ρίζες πολυωνύµων βαθµού 4≤ εν CCCC[x].  α) Εν  C[x] το πρωτοβάθµιο πολυώνυµο 0ρx =−
έχει πάντα την ρίζα ρx = .
β) Γιά να βρούµε τις ρίζες του δευτεροβαθµίου πολυωνύµου γxβx2 ++  (2), εφαρµόζουµε, πρώτα
τον µετασχηµατισµό του Tschirnhaus, 2/βux −=  (1), οπότε λαβαίνουµε το

γ4/βuγ)2/βu(β)2/βu( 222 +−=+−+− , απ� όπου είναι,

4
γ4βu

2 −±= , και από την (1) υπολογίζουµε την ρίζα του (2), που είναι η 
2

γ4ββ
ρ

2 −±−
= . Οι

ρίζες είναι πραγµατικοί αριθµοί, όταν είναι 0γ4β∆ 2 ≥−= . Αν 0∆ < , οι ρίζες είναι συζυγείς
µιγάδικοί αριθµοί.
Η ποσότης ∆ καλείται διακρίνουσα του )x(f .
Στην περίπτωση, που ο συντελεστής α του 2x  είναι 1α0 ≠< , αγ4β∆ 2 −= . Γιά 0∆ > , είναι

)ρx)(ρx(αγxβxα 21
2 −−=++ .

Γιά 0∆ = , είναι 22 )ρx(αγxβxα −=++ , 2/βρ −= .
Γιά 0∆ < , )ρx)(ρx(αγxβxα 2 −−=++ .
Οι ρίζες 1ρ και 2ρ  του (2) έχουν άθροισµα βρρ 21 −=+  και γινόµενο γρρ 21 = . Άρα και,

γ2βρρ 22
2

2
1 −=+ , οπότε και 222

21 ∆γ4β)ρρ( =−=− .

Γραφική λύση της 0v,u,0vuxx 2 >=+−  (1΄). Θεωρούµε το καρτεσιανό επίπεδο Oxy και
λαβαίνουµε σ� αυτό τα σηµεία )1,0(A =  και )v,u(B = . Με διάµετρο την ΑΒ γράφουµε
περιφέρεια κύκλου. Η τοµή αυτής µε τον άξονα Ox δίδει τις ρίζες της (1΄).

Πράγµατι, αν Κ το κέντρο του κύκλου, 
2

)v1,u(
2

)v,u()1,0(
2

OBOAOK +=+=+=  και η ακτίνα του

4
)v1(u

4
)AB(R

222
2 −+== . Η εξίσωση, λοιπόν, της περιφέρειας του κύκλου αυτού είναι,
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4
)v1(u

2
v1Y

2
uX

2222 −+=




 +−+





 − . Για 0Y =  λαβαίνουµε

4
)v1(u

4
)v1(

4
uuXX

2222
2 −+=+++− , ή 0vuXX2 =+− , σχέση που αποδεικνύει ότι τα σηµεία

)0,X(P =  είναι ρίζες της (1΄).

γ) Γιά να βρούµε τις ρίζες του τριτοβαθµίου πολυωνύµου δxγxβx 23 +++  (3), εφαρµόζουµε,
πρώτα τον µετασχηµατισµό του Tschirnhaus, 3/βtx −=  (1), οπότε λαβαίνουµε το

3
δ3βγt

3
γ3β2βt

2
3 −−







 +−+ , ή το qptt3 ++  (2). Στην συνέχεια θέτουµε vut +=  (µέθοδος του

Cardan 1545)
και έχουµε το q)vu)(puv3(vu)v,u(f 33 +++++=  (2΄).
Το f µηδενίζεται, αν λάβουµε τιµές 00 v,u  γιά τα u, v, τέτοιες ώστε, qvu 3

0
3
0 −=+  και

27/pvu 33
0

3
0 −= . Τα 3

0u  και 3
0v  είναι, λοιπόν, ρίζες της δευτεροβαθµίου εξισώσεως

027/pqww 32 =++     (3΄). Άρα, 
2

27/p4qq
v,u

32
3
0

3
0

−±−
= , µε 27/p4q∆ 32 −= .

Έστω, τώρα, g
2

27/p4qq
u

32
3
0 =

−+−
=  και h

2
27/p4qq

v
32

3
0 =

−−−
= . Αν 0u  είναι µιά

κάποια κυβική ρίζα του g, τότε, οι άλλες δύο ρίζες θα είναι οι 0uω  και 0
2uω  (ω, µία κυβική ρίζα

της µονάδος, βλέπε §20). Εξ� άλλου, από την στιγµή που η 0u  επελέγει, η 0v  αναγκαστικά,
προσδιορίζεται από την ισότητα 3/pvu 00 −= . Από την στιγµή που προσδιορίσαµε την 0v , και οι

0
2

0 vω,vω  είναι κυβικές ρίζες του h. Από τις δύο τριάδες 0
2

00 uω,uω,u  και 0
2

00 vω,vω,v  που
λάβαµε, τα ζεύγη )v,u( 00 , )ωv,ωu( 2

00  και )ωv,ωu( 0
2

0 , δίδουν τις ρίζες )v,u( 3
0

3
0  της (3΄). Το

(2΄), µηδενίζεται, λοιπόν, από τις τιµές 00 vu + , 2
00 ωvωu +  και ωvωu 0

2
0 + . Άρα οι ρίζες της (3)

είναι οι

        
3
βvuρ 001 −+= ,   

3
βωvωuρ 2

002 −+=   και  
3
βωvωuρ 0

2
03 −+= .

Παρατηρούµε ότι, βρρρ 321 −=++ , γρρρρρρ 323121 =++ , δρρρ 321 −= . Άρα και,
γ2βρρρ 22

3
2
2

2
1 −=++ . Την ποσότητα

23223

ji

2
ji

2
32

2
31

2
21 δ27γ4γβδβ4βγδ18)ρρ()ρρ()ρρ()ρρ( −−+−=−=−−− ∏

<

,

i, j = 1, 2, 3, την καλούν διακρίνουσα ∆ της κυβικής (3).
Η διακρίνουσα ∆ της κυβικής (2) είναι η 23 q27p4D −−= . Χρησιµοποιόντας την D αντί της ∆,
έχουµε το συµπέρασµα ότι, µία κυβική εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές, έχει ρίζες
πραγµατικές, αν 0D ≥ . Αν 0D < , τότε έχει µία ρίζα πραγµατική, και δύο συζυγείς µιγαδικές

ρίζες. Γιά την περίπτωση D = 0, οπότε 
2
qv,u 3

0
3
0

−= , έχουµε µοναδική ρίζα της (2) την

000 u2vuρ −=+= .
Είναι, 0qpu2u2 0

3
0

3 =+−−  ή 0u3pu 3
00 =+ , απ� όπου, 3/pu2

0 −= .
Άρα, η  3

0
2
0

2
0

2
00

233
0

2
0

33 u2tu4tu2tuut2tu2tu3tqptt −−−++=−−=++

                                                       )u2t()ut()u2t)(utu2t( 0
2

00
2
00

2 −+=−++= .
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δ) Γιά να βρούµε τις ρίζες του τετερτοβαθµίου πολυωνύµου εδγβ ++++ xxxx 234  (4),
εφαρµόζουµε, πρώτα τον µετασχηµατισµό του Tschirnhaus, 4/βtx −=  (1), οπότε λαβαίνουµε το,

rqtptt 24 +++  (4΄). Την rqtpt2 ++  την µετασχηµατίζουµε έτσι ώστε, η (4΄) να γίνει γινόµενο
δύο δευτεροβαθµίων πολυωνύµων (µέθοδος Descartes 1637):
                                )wutt)(vutt(rqtptt 2224 +−++=+++

όπου                        rvw,q)vw(u,puwv 2 ==−=−+ .
Την ποσότητα

∏
<

−=−−−−−−
ji

2
ji

2
43

4
42

2
32

2
41

2
31

2
21 )ρρ()ρρ()ρρ()ρρ()ρρ()ρρ()ρρ( , i, j = 1, 2, 3, 4 την

καλούν διακρίνουσα ∆ της (4).

6. Μέθοδος Horner. Την µέθοδο αυτή, την χρησιµοποιούµε γιά τον υπολογισµό της τιµής y της
πολυωνυµικής συναρτήσεως ]x[)x(fy C∈= . Η µέθοδος αυτή, συνίσταται στο να γράψουµε το
πολυώνυµο
                 01

k
k

1n
1n

n
n λxλxλxλxλy ++++++= −

− LL                    στην µορφή
)λx)λx)λx)λxλ(((( 012n1nn +++++ −− KK . Στην συνέχεια, υπολογίζουµε τις τιµές των

παρενθέσεων που προέκυψαν, γιά την δοσµένη τιµή του x. Οι πράξεις διευκολείνονται, αν
χρησιµοποιήσουµε το σχήµα:

Γιά παράδειγµα, έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την τιµή του 7x5x2x3 23 +−+ , γιά την τιµή
x = 3. Σύµφωνα µε το παραποάνω σχήµα του Horner έχουµε,

    Η τιµή )3(f  είναι 91

Έστω, τώρα, ότι θέλουµε στο δοθέν πολυώνυµο
                                   01

1n
1n

n
n λxλxλxλ)x(f ++++= −

− L  να εκτελέσουµε τον
µετασχηµατισµό ξyx +=  όπου ξ κάποια σταθερά. Το νέο πολυώνυµο που θα προκύψει, είναι το

01
1n

1n
n

n ΛyΛyΛyΛ)ξy(f ++++=+ −
− L  (1).

Γιά 0y = , έχουµε τον σταθερό όρο )ξ(fΛ0 = . Στη συνέχεια, γράφουµε )ξ(f)x(f)ξx()x(f 1 +−= ,
όπου το )x(f1  είναι πολυώνυµο βαθµού 1n − . Η (1) γιά ξxy −=  δίδει

)ξ(f)x(f)ξx()ξ(f]Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)[ξx(

Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)x(f

11
2n

1n
1n

n

01
1n

1n
n

n

+−=+++−+−−

=+−++−+−=
−

−
−

−
−

L

L

οπότε είναι και, 1
2n

1n
1n

n1 Λ)ξx(Λ)ξx(Λ)x(f ++−+−= −
−

− L , και συνεπώς, )ξ(fΛ 11 = .
Με τον ίδιο τρόπο, υπολογίζουµε ότι, )ξ(fΛ 22 = , κ.ο.κ., )ξ(fΛ nn = , όπου έχουµε ότι,

)ξ(f)x(f)ξx()x(f k1kk +−= + , k = 0, 1, . . . , n. Τις τιµές )ξ(fk  τις υπολογίζουµε µε την µέθοδο του
Horner, χρησιµοποιόντας το σχήµα, που περιγράφεται στο επόµενο παράδειγµα.

)ξ(fβββ

βξβξ
λλλ

01nn

1n

01nn

=

××+

−

−

K

K

K ξ

9128113

8428333113933
7523

=×=×=×+
− 3



13

Παράδειγµα. Έστω ότι, θέλουµε να εφαρµόσουµε τον µετασχηµατισµό του Tschirnhaus στο
πολυώνυµο 7x2x5x8x 234 −++− . Θέτουµε, λοιπόν, 2yx += . Το σχήµα του Hornet δίδει:

Είναι, λοιπόν,
31y42y19y)2y(f 24 −−−=+

7. Εύρεσις φραγµάτων γιά τις ρίζες του πολυωνύµου ]x[f C∈ . Θεωρούµε το n-βαθµού
πολυώνυµο 01

1n
1n

n
n λxλxλxλ)x(f ++++= −

− L ,  και υποθέτουµε ότι αυτό έχει m
διαφορετικές ρίζες C∈iz , nmi1 ≤≤≤ .

Θεώρηµα. Έστω }ni1|,λmax{|Λ i ≤≤= . Είναι, τότε, 
|λ|

Λ1|z|
n

i +< . Όλες, δηλαδή, οι ρίζες του

)x(f , βρίσκονται µέσα σε έναν κύκλο του µιγαδικού επιπέδου C µε κέντρο το σηµείο Ο και

ακτίνα 
|λ|

Λ1R
n

+= .

Απόδειξη. Λαβαίνουµε 1|x| > , οπότε
 |)λ||xλ||xλ(||xλ||)x(f| 01

1n
1n

n
n +++−≥ −

− L

                                                                   )1|x||x(|Λ|x||λ| 1nn
n +++−≥ − L

                                                                   |x|
1|x|

Λ|λ|
1|x|
1xΛ|x||λ| n

n

n
n

n 





−

−>
−
−−= .

Αν, λοιπόν, 0
1|x|

Λ|λ| n ≥
−

− , δηλαδή, αν 
||

1x
nλ
Λ+≥ , τότε, 0|)x(f| > .

Ο µετασχηµατισµός y/1x =  παρέχει άλλο ένα φράγµα γιά τις ρίζες του )x(f .

5

4

3

2

1

f1

f01

12
f1921

)2(212
f421541

)15(2)4(212
f3112761

)12(2)7(2)6(212
72581

=

=

×+
=−−

−××+
=−−−

−×−××+
=−−−−

−×−×−××+
−−
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Πόρισµα. Έστω 0λ 0 ≠  και }1ni0|,λmax{|K i −≤≤= . Τότε, όλες οι ρίζες του )x(f  πληρούν

την ανισότητα r

||
K1

1z

0

i =
+

>

λ

. Οι ρίζες τελικά του )x(f  βρίσκονται στο εσωτερικό ενός

δακτυλίου του µιγαδικού επιπέδου µε κέντρο το Ο και ακτίνες R|z|r0 i <<≤ .

Απόδειξη. Ο µετασχηµατισµός y/1x =  δίδει )y(f΄
y
1)x(f n= , όπου )y(f΄ n-βαθµού πολυώνυµο, το

οποίο έχει ως συντελεστή του όρου nk0,yk ≤≤ , τον συντελεστή του όρου knx − . Η εφαρµογή
του προηγούµενου κριτηρίου στο )y(f΄ , δίδει την ανισότητα rzi > .

Φράγµατα γιά τις πραγµατικές ρίζες του )x(f . Έστω ότι, το )x(f  έχει τις m πραγµατικές ρίζες
mi1,ρ i ≤≤ . Θεωρούµε τις εξισώσεις:

             0)x(f = , 0)x/1(fx)x(f n
1 == , 0)x(f)x(f2 =−=  και 0)x/1(fx)x(f n

3 =−= .
Με R και κατάλληλο δείκτη, συµβολίζουµε ένα άνω φράγµα αντιστοίχως, των ριζών των
προηγουµένων εξισώσεων. Το R/1  θα είναι, τότε, ένα κάτω φράγµα. Αν +ρ  θετική ρίζα του

)x(f , εφ� όσον υπάρχει, και −ρ  αρνητική, τότε είναι, RρR/1 1 ≤≤ +  και 32 R/1ρR ≤≤− − .

Θεώρηµα του Lagrange. Έστω 0λ n >  και knλ −  ο πρώτος από τους αρνητικούς συντελεστές του

)x(f . Τότε ο kn

nλ
B1R −+= ,

όπου }ςήσυντελεστςόαρνητικ,λ|,λmax{|B ii= , είναι ένα άνω φράγµα των θετικών
πραγµατικών ριζών του )x(f . Το 1R/1  είναι ένα κάτω φράγµα των θετικών πραγµατικών ριζών
του )x(f .
Απόδειξη. Έστω 1x > . Αν αντικαταστήσουµε κάθε µη αρνητικό συντελεστή του πολυωνύµου

)x(f  µε το µηδέν και κάθε αρνητικό συντελεστή µε το Β, θα έχουµε, τότε, την ανισό-τητα

1x
1xBxλ)1x(Bxλ)x(f

1kn
n

n
knn

n −
−−=++−≥

+−
− K . Άρα, γιά 1x >  έχουµε,

( ) ( )Β)1x(λ
1x

1xΒ)1x(xλ
1x

1x
1x

1xBxλ)x(f k
0

1kn
1κ

0

1kn1kn
n

n −−
−

−>−−
−

−=
−

−−>
+−

−
+−+−

.

Συνεπώς και γιά R
λ
B1x kn

n
=+≥ − , είναι 0)x(f > . Όλες, λοιπόν, οι θετικές ρίζες του )x(f

πληρούν την ανισότητα, Rx <+ .

Παράδειγµα. Έστω το 01x2x100x2 25 =−+− . Είναι 100}1,100max{B == . Άρα ένα άνω
φράγµα των θετικών πραγµατικών ριζών του πολυωνύµου αυτού, είναι το

                                   33 501
2

1001R +=+=

Στην συνέχεια, εκτελούµε τον µετασχηµατισµό x/1y = , οπότε γιά 1x > λαµβάνουµε, το
0yy2y1002 543 =+−+− . Είναι, Β = 2, οπότε και

                            211R 3
1 =+= , και 5.02/1r == .

Γιά να βρούµε φράγµατα γιά τις αρνητικές ρίζες, θέτουµε, yx −= , οπότε η εξίσωσή µες γίνεται
01x2x100x2 25 =+++ , η οποία δεν έχει αρνητικές ρίζες.
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Θεώρηµα (Newton). Αν γιά γx = , 0)γ(f ≥ , και επίσης, 0)γ(f )k( ≥ , nk1 ≤≤ . Η τιµή, τότε
γR = , είναι ένα άνω φράγµα των θετικών ριζών της εξισώσεως 0)x(f = .

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια του τύπου του Taylor, µιά και γιά γx ≥ , 0)x(f ≥ , και συνεπώς
γιά τις θετικές ρίζες του )x(f , ισχύει ότι, γx ≤+ .

8. Πραγµατικές ρίζες του ]x[f R∈ . Στην παράγραφο αυτή, θα δούµε µε ποιό τρόπο
υπολογίζουµε το πλήθος των ριζών του )x(f , που βρίσκονται µέσα σε ένα διάστηµα της
πραγµατικής ευθείας (θεώρηµατα των Sturm (1803-1855) και Budan-Fourier). Στην συνέχεια, θα
εκθέσουµε τον κανόνα των προσήµων του Descartes.

Παρατήρηση. Αν γιά ένα κλειστό διάστηµα R⊂]β,α[ , ισχύει ότι 0)β(f)α(f < , τότε στο
εσωτερικό του διαστήµατος ]β,α[ , υπάρχει ένας περιττός αριθµός ριζών του f . Αν έχουµε

0)β(f)α(f > , τότε είτε δεν υπάρχει ρίζα στο ]β,α[ , είτε έχουµε άρτιο αριθµό ριζών στο εσωτερικό
του. (Η κάθε ρίζα µετράται µε την πολλαπλότητά της).

Ορισµός. Έστω ένα διατεταγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών ni2,1,0γi ≤≤≠ . Θα λέµε ότι
έχουµε µεταβολή προσήµου στο διαδοχικό ζεύγος )γ,γ( 1ii + , αν και µόνον αν 0γγ 1ii <+ . Το
πλήθος των µεταβολών προσήµου συµβολίζεται µε )γ,γ(N n1 . Γράφουµε )γ(Ν , αν γνωρίζουµε τα
όρια n1 γ,γ  της µεταβολής του γ. Στην περίπτωση, που επιτρέπουµε να έχουµε και µηδενικά
ανάµεσα στους αριθµούς γ, έστω m το πλήθος, τούτα τα λαβαίνουµε ως στοιχεία γ, µε πρόσηµο

km)1( −− , όπου mk1 ≤≤ . Λαβαίνουµε έτσι, τον αριθµό )γ,γ(N n1 . Αντίστοιχα, έχουµε, τον )γ(N .
Είναι, )γ(N)γ(Ν ≤ .

Παράδειγµα. Έστω το σύνολο των πραγµατικών αριθµών 5i2,1,0γi ≤≤≠ , (1, 0, 0,−3, 1). Εδώ,
έχουµε, 2,1k,2m == . Άρα, 2)γ(Ν = , και 4)γ(N = .

Η ακολουθία του Sturm )x(f,),x(f),x(f m1 K  γιά ένα πολυώνυµο )x(f  σχηµατίζεται ως εξής:
)x(f΄)x(f1 = , )x(f2  είναι το −1 υπόλοιπο της διαιρέσεως του )x(f  από το )x(f1 , )x(f3  είναι το

−1 υπόλοιπο της διαιρέσεως του )x(f1  από το )x(f2 , κ.ο.κ. Με )γ(N  συµβολίζουµε το πλήθος
των µεταβολών του προσήµου της ακολουθίας )γ(f,),γ(f),γ(f m1 K . Αν κάποιος από τους
αριθµούς αυτούς είναι το µηδέν, τον διαγράφουµε από την ακολουθία )γ(fi .

Θεώρηµα του Sturm. Αν το )x(f  δεν έχει πολλαπλές ρίζες και 0)α(f ≠ , 0)β(f ≠ , τότε, το
πλήθος των πραγµατικών ριζών που έχει το )x(f , όταν βxα ≤≤ , ισούται µε )β(N)α(N − .

Πόρισµα. Αν 0)0(f ≠ , τότε ο αριθµός +N  των θετικών, και ο αριθµός −N  των αρνητικών ριζών
του )x(f  είναι, )(N)0(NN +∞−=+  και )0(N)(NN −−∞=− .

Πόρισµα. Όλες οι ρίζες του n-βαθµού πολυωνύµου )x(f  είναι πραγµατικές, αν και µόνον αν
n)(N)(N =+∞−−∞ .
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Παράδειγµα. Γιά να βρούµε το πλήθος των θετικών και αρνητικών ριζών του πολυωνύµου
1x4x)x(f 4 +−= , υπολογίζουµε τα

)1x(44x4)x(f 33
1 −=−= , και, επειδή )x(f1x3x)1x( 3 =+−− , 1x3)x(f2 −= , και, τέλος,

1)x(f3 = . Είναι, 1)0(f,1)0(f,4)0(f,1)0(f 321 =−=−== , συνεπώς, 2)0(N = , επίσης,
υπολογίζουµε ότι, 0)(N,2)(N =+∞=−∞ .
Είναι, λοιπόν, 2)(N)0(NN =+∞−=+ , και 0)0(N)(NN =−−∞=− .
Το )x(f  έχει, λοιπόν, δύο θετικές ρίζες. Άρα, έχει ακόµα δύο µιγαδικές ρίζες.

Θεώρηµα Butan-Fourier. Έστω το πολυώνυµο R⊂]β,α[|)x(f , µε 0)β(f),α(f ≠ . Το πλήθος,
τότε, )β,α(N  των πραγµατικών ριζών του )x(f , που βρίσκονται µέσα στο ]β,α[ , είναι

k2∆Ν)β,α(N −= , όπου )β(Ν)α(Ν∆Ν −= , )β(Ν),α(N  ο αριθµός µεταβολής προσήµου γιά τις
ακολουθίες, αντίστοιχα, )x(f,),x(f΄),x(f )n(K     (1),   όπου αx = , και βx = .

Ο υπολογισµός του )x(N , γίνεται εύκολα, αν αναπτύξουµε κατά Taylor το )x(f , και στην
συνέχεια εφαρµόσουµε τον κανόνα του Horner. Πράγµατι είναι, γιά hαx += ,

                 )α(fh)α(f΄h
)!1n(

)α(fh
!n

)α(f)hα(f 1n
)1n(

n
)n(

+++
−

+=+ −
−

L     (2)

και γιά hβx += ,

                 )β(fh)β(f΄h
)!1n(

)β(fh
!n

)β(f)hβ(f 1n
)1n(

n
)n(

+++
−

+=+ −
−

L       (3).

Το πλήθος, λοιπόν, των µεταβολών του προσήµου της ακολουθίας (1), συµπίπτει µε αυτό των
συντελεστών των παραστάσεων (2) και (3).

Παράδειγµα. Θα προσδιορίσουµε το πλήθος των πραγµατικών ριζών του
                                 3x2xx)x(f 23 −+−=
στο διάστηµα ]2,0[ .
Προφανώς, το 3)0(N = , όπως έπεται από την ακολουθία (−3, 2, −1, 1), που προκύπτει από τις
παραγώγους του )x(f  στο µηδέν. Γιά να βρούµε το )2(N , υπολογίζουµε τους συντελεστές του το

)h2(f +  µε την µέθοδο του Horner:
Έχουµε, λοιπόν, την ακολουθία, (5, 10, 5, 1) απ� όπου
είναι, 0)2(N = .
Άρα, 3)2(N)0(NN∆ =−= .
Έχουµε συνεπώς τρείς πραγµατικές ρίζες στο διάστηµα

]2,0[ .

Κανόνας του Descartes. Προκύπτει από την εφαρµογή
του προηγούµενου θεωρήµατος στο διάστηµα ],0[ +∞ .
Είναι ο εξής: Ο αριθµός των θετικών ριζών του )x(f , κάθε
ρίζα µετρά µε την πολλαπλότητά της, ισούται µε τον
αριθµό των µεταβολών του προσήµου στην ακολουθία των
συντελεστών του πολυωνύµου, όπου µηδενικός
συντελεστής δεν προσµετράται, ή είναι µικρότερος απ�
αυτόν, κατά ένα άρτιο πολλαπλάσιο.
Γιά τις αρνητικές ρίζες, εφαρµόζουµε τον προηγούµενο

κανόνα στο )x(f − .

]1[
]5[1

2
]10[31

62
]5[411

822
3211

+

+

+
− 2
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9. Συµµετρικές συναρτήσεις. Μία πολυωνυµική συνάρτηση n µεταβλητών επί ενός σώµατος F,
έχει την µορφή n2

n21

1 i
n

i
2

i,,i,i

i
1n21 xxxα)x,,x,x(f LK

K
∑=  όπου οι συντελεστές Fα ∈ .

Οµογενές είναι το )x,,x,x(f n21 K  βαθµού k, αν και µόνον αν, όταν ni1,tyx ii ≤≤=  τότε
)y,,y,y(ft)ty,,ty,ty(f n21

k
n21 KK = . Παράδειγµα οµογενούς πολυωνύµου τριών µεταβληυών

x, y, z δευτέρου βαθµού, αποτελεί το yzx)z,y,x(f 2 += .
Συµµετρικό λέγεται το )x,,x,x(f n21 K , αν και µόνον αν, γιά µία οιαδήποτε µετάθεση, βλέπε
§11, pSp ∈  ισχύει ότι, )x,,x,x(f)x,,x,x(f )n(p)2(p)1(pn21 KK = . Παράδειγµα  οµογενούς και
συµµετρικού πολυωνύµου τριών µεταβλητών x, y, z και πρώτου βαθµού, αποτελεί το

zyx)z,y,x(f ++= . Το yzx)z,y,x(f 2 +=  δεν είναι συµµετρικό πολυώνυµο.
Τα οµογενή και συµµετρικά πολυώνυµα τριών µεταβλητών, πρώτου, δευτέρου και τρίτου βαθµού
αντίστοιχα, είναι τα xyzσ,zxyzxyσ,zyxσ 321 =++=++= .
Τα οµογενή και συµµετρικά πολυώνυµα, καλούνται στοιχειώδεις συµµετρικές συναρτήσεις.
Οι στοιχειώδεις συµµετρικές συναρτήσεις ni1,σ i ≤≤ , βαθµού i, εµφανίζονται ως συντελεστές

στο ανάπτυγµα του γινοµένου ∏
=

−
n

1i
i )xx(  (1). Είναι,

                             n
n2n

2
1n

1
n

n

1i
i σ)1(xσxσx)xx( −+−+−=− −−

=
∏ K

όπου                                     n211 xxxσ +++= K

                                            n1n3231212 xxxxxxxxσ −+++++= KK

                                             . . .                 . . .
                                             n21n xxxσ L= .
Στην περίπτωση, που, ix  είναι οι n ρίζες ενός monic πολυωνύµου n βαθµού, τότε, επειδή αυτό
λαβαίνει την µορφή (1), έχουµε το συµπέρασµα ότι, το άθροισµα των ριζών του ισούται µε τον
συντελεστή του όρου n-1 βαθµού, κ.λ.π. το γινόµενο των ριζών ισούται µε τον σταθερό όρο του
πολυωνύµου.

Θεώρηµα. Μία ρητή έκφραση στοιχειωδών συµµετρικών πολυωνύµων, είναι συµµετρικό
πολυώνυµο. Αντίστροφα, κάθε συµµετρικό πολυώνυµο, είναι δυνατόν να γραφεί ως ρητή έκφραση
στοιχειωδών συµµετρικών συναρτήσεων.

Πόρισµα. Έστω το n βαθµού πολυώνυµο ]x[F)x(f ∈ , και n21 ρ,,ρ,ρ K  οι ρίζες του. Αν
)x,,x,x(p n21 K  οιοδήποτε συµµετρικό πολυώνυµο n µεταβλητών επί του F, τότε ο αριθµός

F)ρ,,ρ,ρ(p n21 ∈K .

Παράδειγµα. Έστω το ]x[)x(f Q∈ , 1x2x)x(f 2 −+= , το οποίο έχει ρίζες 21ρ1 +−=  και
21ρ2 −−= . Ας λάβουµε, τώρα, ένα οιαδήποτε συµµετρικό πολυώνυµο δύο µεταβλητών, π.χ. το

3
2

3
121 xx)x,x(p += .

Είναι, τότε, Q∈−=−−++−=+= 14)21()21(ρρ)ρ,ρ(p 333
2

3
121 .

10. Ορισµός. (Bλέπε και ενότητα �Ακέραιοι Αριθµοί�, §10). Αλγεβρικός επί ενός σώµατος F
καλείται ένας αριθµός a, ανν, αυτός είναι ρίζα κάποιου πολυωνύµου ]x[F)x(f ∈ . Ο a µπορεί και
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να µη ανήκει στο F. Για παράδειγµα, ο 2a =  είναι ρίζα του 02x]x[ 2 =−∋Q , αλλά

Q∉2 .

Ελάχιστο πολυώνυµο του a, είναι εκείνο ελαχίστου βαθµού monik πολυώνυµο του ]x[F , που έχει
το a ρίζα. Το ελάχιστο πολυώνυµο m(x) του a είναι και µοναδικό. Πράγµατι, κάθε άλλο
πολυώνυµο )x(f  που έχει ρίζα το a, διαιρύµενο από το m(x) δίδει την )x(r)x(q)x(m)x(f +=  η
οποία, γιά ax =  δίδει 0)a(r = . Έχουµε, λοιπόν, πολυώνυµο ]x[F)x(r ∈  που έχει ρίζα το a, και
είναι βαθµού < )x(mdeg . Το )x(r  είναι συνεπώς το µηδενικό πολυώνυµο, και άρα, )x(f|)x(m
και επειδή =)x(mdeg  ελάχιστος, έπεται ότι το m(x) είναι µοναδικό, και µάλιστα, αυτό διαιρεί
κάθε άλλο πολυώνυµο, που έχει το a ρίζα.

Πόρισµα. ∆ύο πολυώνυµα )x(f και )x(g  χωρίς κοινή ρίζα, είναι πρώτα µεταξύ τους.
Μιά και στην περίπτωση που είχαν κοινή ρίζα a, το ελάχιστο πολυώνυµο του a θα διαιρούσε
αµφότερα τα πολυώνυµα )x(f και )x(g .

Πρόταση. Ένα ανάγωγο πολυώνυµο n βαθµού έχει µόνον απλές ρίζες.
Απόδειξη. Έστω ότι το ]x[F)x(f ∈  είχε µία δυπλή ρίζα ρ. Είναι, τότε )x(g)x(a)x(f 2

n ρ−= .
Άρα, και )x(g)x(a2)x(g)x(a)x(f n

2
n ρρ −+′−=′ . Η ρ είναι ρίζα και του )x(f ′ . Τώρα, επειδή

το f είναι ανάγωγο, αναγκαστηκά έχει την µορφή )x(cm)x(f = , όπου m(x) το ελάχιστο
πολυώνυµο της ρίζας ρ επί του ]x[F . Όµως, fdegfdeg <′ . Άτοπον.

Πρόταση. Ένα ιδεώδες }0{))x(p( ≠  του ]x[F  είναι µέγιστο, ανν το )x(p  είναι ανάγωγο εν F.
Απόδειξη. Έστω ότι το }0{))x(p( ≠  είναι ένα µέγιστο ιδεώδες του ]x[F . Τότε, ]x[F))x(p( ⊂
και συνεπώς, F)x(p ≠  Στην περίπτωση που είχαµε ότι  )x(p , )x(g)x(f)x(p =  το )x(p  σαν
µέγιστο, θα ήταν και πρώτο, άρα είτε ))x(p()x(f ∈  είτε ))x(p()x(g ∈ . Σε κάθε περίπτωση
όµως, ο βαθµός του πολυωνύµου θα ήταν )x(pdeg< , άτοπον. Το )x(p  είναι, λοιπόν, ανάγωγον.
Αντίστροφα. Έστω το )x(p  ανάγωγον επί το F, και έστω Ν ιδεώδες, µε ]x[FN))x(p( ⊆⊆ .
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα της §1, το Ν είναι κύριο ιδεώδες, συνεπώς, ))x(g(N =  για κάποιο

N)x(g ∈ . Όµως, N)x(p ∈ , άρα )x(q)x(g)x(p = . Το )x(p  ανάγωγον, άρα είτε το )x(g  είτε
το )x(q  είναι µηδενικού βαθµού. Αν 0)x(gdeg = , τότε ]x[FN))x(g( == . Αν 0)x(qdeg = ,
τότε Fc)x(q ∈=  και ))x(p()x(pc)x(g 1 ∈= − . Άρα, ))x(p(N = . Αποκλείεται, λοιπόν η σχέση

]x[FN))x(p( ⊂⊂ . Το ))x(p(  συνεπώς µέγιστο.

Όπως είδαµε στην ενότητα �Ακέραιοι Αριθµοί� §10, η )x(b)x(a ≡  ανν ))x(p()x(a)x(b ∈−
είναι µία σχέση ισοδυναµίας επί του ]x[F . Το ))x(p/(]x[F  είναι σώµα, µια και το ))x(p(
µέγιστο ιδεώδες του ]x[F . Το µηδενικό στοιχείο του ))x(p/(]x[F  είναι βέβαια το ))x(p( .

Ορισµός. Έστω F υπόσωµα του σώµατος Ε και Ea ∈ . Ορίζουµε την απεικόνιση:
                                                 E]x[F:a →φ ,

από την σχέση 0
1n

1n
n

na0
1n

1n
n

na aaaaa)axaxa()x(a +++=+++= −
−

−
− KK φφ .

Πρόταση. Η απεικόνιση aφ είναι ένας οµοµορφισµός του ]x[F  επί του Ε. Επίσης, η ταυτότης
ax a =φ  δεν είναι τίποτε άλλο, από τον ταυτοτικό ισοµορφισµό aa a =φ .
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Απόδειξη. Θα πρέπει να δείξουµε τις σχέσεις : aaa )x(b)x(a))x(b)x(a( φφφ +=+  (1) για την
πρόσθεση, και aaa )x(b)x(a))x(b)x(a( φφφ =  (2) για τον πολλαπλασιασµό, όπου

0
1n

1n
n

n axaxa)x(a +++= −
− K  , 0

1m
1m

m
m bxbxb)x(b +++= −

− K ]x[F∈ , nm ≥ .

Είναι: ∑
=

+=+
m

0

x)ba()x(b)x(a
λ

λ
λλ ,  µε 0a j = , mjn ≤< .

Η σχέση ∑∑∑
===

+=+
m

0

m

0

m

0

x)b(x)a(x)ba(
λ

λ
λ

λ

λ
λ

λ

λ
λλ  παρέχει την (1).

Είναι: ∑
+

=

=
nm

0s

s
sxc)x(b)x(a , όπου ∑

=+

=
sji

jis bac . Άρα ∑
+

=

=
nm

0s

s
sa ac))x(b)x(a( φ , που ισούται µε

το )babab)(aaaaa( 0
1n

1n
n

n0
1n

1n
n

n ++++++ −
−

−
− KK , που είναι το ba )x(b)x(a φφ , οπότε

έχουµα και την (2).

Παρατήρηση. Ο πυρήνας aKerφ  του οµοµορφισµού aφ  αποτελείται από το σύνολο των στοι-
χείων (= πολυωνύµων) του ]x[F , που µηδενίζονται αν θέσουµε ax = .
Είναι, λοιπόν, ))x(p(Ker a =φ  όπου το )x(p  ανάγωγο, µε ρίζα το Ea ∈ .

Θεώρηµα (Kronecker). Έστω F σώµα και ]x[F)x(f ∈ . Υπάρχει τότε µία επέκταση Ε του F και
ένα στοιχείο Ea ∈ , το οποίο είναι ρίζα του πολυωνύµου )x(f .
Απόδειξη. Έστω ότι το )x(f  έχει γίνει γινόµενο αναγώγων εν F πολυωνύµων, και έστω )x(p  ένα
τέτοιο πολυώνυµο. Ζητάµε να βρούµε µία επέκταση Ε του F που να περιέχει ένα στοιχείο a τέτοιο
ώστε 0)a(p = . Το ))x(p(  µέγιστο ιδεώδες του ]x[F , και συνεπώς το ))x(p/(]x[F  είναι σώµα,
σύµφωνα µε ότι είπαµε παραπάνω. Μπορούµε να ταυτίσουµε το σώµα F µε κάποιο υπόσωµα του

))x(p/(]x[F  µέσω του µορφισµού ))x(p/(]x[FF: →ψ  που δίδεται από την, ))x(p(+= ααψ ,
F∈α . Η ψ είναι ισοµορφισµός. Πράγµατι, η σχέση ))x(p())x(p( +=+ βψαψ  δίδει την

F0 ∈=−βα . Μέσω του ισοµορφισµού αυτού, το F ταυτίζεται µε το F}  )),x(p({ ∈+ αα . Μπο-
ρούµε, συνεπώς, να θεωρούµε το ))x(p/(]x[FE =  σαν µια επέκταση το ]x[F . Θα δείξουµε ότι το
Ε περιέχει µία ρίζα a του )x(p . Θέτουµε ))x(p(xa += , Ea ∈ , και θεωρούµε τον οµοµορφισµό

E]x[F:a →φ . Αν  ]x[Faxaxa)x(a 0
1n

1n
n

n ∈+++= −
− K , τότε για ))x(p(xa +=  είναι και

))x(p/(]x[Fa)))x(p(x(a)))x(p(x(a)))x(p(x(a)a(a 01
1n

1n
n

na ∈+++++++= −
− Kφ .

))x(p())x(p()x(pa)))x(p(x(a)))x(p(x(a)))x(p(x(a)x(a 01
1n

1n
n

na ∈+=+++++++= −
− Kφ

που είναι το µηδενικό στοιχείο του Ε. Άρα, το ))x(p(xa +=  είναι ρίζα του  ))x(p/(]x[F)x(p ∈
Άρα και, 0)a(f = .

Παράδειγµα. Έστω R=F  και 1x)x(f 2 += , πολυώνυµο ανάγωγο εν R. Το )1x( 2 +  είναι

µέγιστο ιδεώδες του R, και άρα το E)1/(x2 =+R  σώµα. Έστω )1x(xa 2 ++= . Υπολογίζουµε

µέσα στο Ε το ]0[)1x()1x(1x1))1x(x()1x(1a 2222222 =+=+++=+++=+++ . Το a είναι
λοιπόν, ρίζα του )x(f  εν Ε. Το σώµα Ε ταυτίζεται, βέβαια, µε το σώµα C των µιγαδικών αριθµών.

Πόρισµα. Το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών επί του F αποτελεί σώµα.


