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ΓΔΩΜΔΣΡΗΚΔ  ΚΑΣΑΚΔΤΔ 

 

1. Όηαλ ιέκε “γεσκεηξηθή θαηαζθεπή” ελλννύκε ηελ θαηαζθεπή κε θαλόλα θαη δηαβήηε ελόο 

γεσκεηξηθνύ ζρήκαηνο ηεο Δπθιείδεηνπ Γεσκεηξίαο. Κάζε ηέηνηα θαηαζθεπή, αλάγεηαη 

ηειηθά ζηελ θαηαζθεπή επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κε δνζκέλν κήθνο. Πξνϋπνζέηνπκε, βέβαηα, 

όηη όια ηα κήθε κεηξώληαη από ηελ ίδηα κνλάδα κήθνπο. 

     Ηζνδύλακα, κηα γεσκεηξηθή θαηαζθεπή αλάγεηαη ζηελ εύξεζε ζπγθεθξηκέλσλ ζεκείσλ 

πάλσ ζε κηα επζεία. Σέινο, απηό είλαη ηζνδύλακν κε ηελ αληηζηνίρεζε, (ρξεζηκνπνηώληαο 

πάληα θαλόλα θαη δηαβήηε), ζεκείσλ ζε “αξηζκνύο”. Λέκε, ηόηε, όηη θαηαζθεπάδνπκε ηνπο 

αξηζκνύο. Ση είλαη απηνί νη αξηζκνί, ζα γίλεη θαλεξό απ’ όηη ζα πνύκε παξαθάησ.  

 

2. Καηαζκεσάζιμα ζτήμαηα. Πρόηαζη 1. Γνζέλησλ ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ a θαη b, 

κε κήθε αληίζηνηρα α θαη β, κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε επζύγξακκα ηκήκαηα κε κήθε 

βα , βα , (όπνπ 0α ), αβ θαη 
β

α
. 

     Ζ θαηαζθεπή ησλ δύν πξώησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ βαζίδεηαη ζηελ ηθαλόηεηα πνπ 

έρνπκε λα κεηαθέξνπκε κε ηνλ δηαβήηε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα, θαη λα ηα ηνπνζεηνύκε ζε 

επηιεγείζα ζέζε. 

     Ζ θαηαζθεπή ησλ δύν άιισλ ηκεκάησλ, γίλεηαη ρξεζηκνπνηώληαο ην Θεώξεκα ηνπ Θαιή  

 σο εμήο:  

α) Καηαζθεπή επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο   κήθνπο αβ. 

 Καηαζθεπάδνπκε ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη  

  ΑΒ΄Γ΄, έηζη ώζηε, 1΄ΑΓ , a΄ΑΒ , bΑΓ ,  

  θαη ηκήκα Β΄Γ΄ παξάιιειν ηνπ ΒΓ.    Δίλαη, ηόηε, 

β

1

)ΑΒ(

α
, δειαδή, αβ)ΑΒ(  

 

    β) Καηαζθεπή επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο    κήθνπο  
β

α
.  

Καηαζθεπάδνπκε ην πξνεγνύκελν ζρήκα, κε, aΑΒ , 1΄ΑΓ , bΑΓ . Δίλαη, ηόηε, 

β

α
΄ΑΒ . 

 

Πόριζμα. Κάζε ξεηόο αξηζκόο είλαη θαηαζθεπάζηκνο. 

 

 Πρόηαζη 2. Γνζέληνο ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο a κε κήθνο αληίζηνηρα α, κπνξνύκε λα  

θαηαζθεπάζνπκε επζύγξακκν ηκήκα κε κήθνο a  

Ζ θαηαζθεπή απηή βαζίδεηαη ζην εμήο ζεώξεκα ηεο  

Δπθιείδεηνπ γεσκεηξίαο: Σν ηεηξάγσλν ηνπ κήθνπο 

(ΑΓ) ηνπ ύςνπο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ, πνπ άγεηαη  

από ηελ θνξπθή Α ηεο νξζήο γσλίαο, ηζνύηαη κε ην  

 γηλόκελν ησλ κεθώλ ησλ ηκεκάησλ, ζηα νπνία απηό  

ρσξίδεη ηελ ππνηείλνπζα. Έηζη, είλαη, γηα ην  

νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ, )ΓΓ)(ΒΓ()ΓA( 2
. 

Αξθεί, ινηπόλ, λα ιάβνπκε ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ ηνπ θύθινπ κε κήθνο  

α1)ΓΓ()ΒΓ()ΒΓ(  

πλνςίδνληαο, κέρξηο εδώ, είδακε ηα εμήο: Αλ F είλαη θάπνην ζώκα, ηα ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ 

είλαη θαηαζθεπάζηκα, ηόηε θαη θάζε άιιν ζηνηρείν ηεο κνξθήο kba , όπνπ Fk,b,a  

θαη 0k  είλαη θαηαζθεπάζηκν. Δπηπιένλ, όια ηα ζηνηρεία ηεο κνξθήο kba  απνηεινύλ 

ζώκα, όπσο εύθνια απνδεηθλύεηαη. Σν ζώκα απηό ην ζπκβνιίδνπλ κε )k(F , θαη ην θαινύλ 

Γ 

Α 

Β΄ Γ΄ 

Β 

Β Γ 

Α 

Γ 
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ηεηραγωνική επέκηαζη ηνπ ζώκαηνο F. Βέβαηα, αλ ζπκβαίλεη λα είλαη Fk , είλαη θαη, 

)k(FF . ε θάζε άιιε πεξίπησζε, πνπ είλαη Fk , είλαη θαη )k(FF . Γηα ηνλ 

ιόγν απηόλ, νλνκάδνπκε ην )k(F  επέκηαζη ηνπ F. 

Σν ζύλνιν L ησλ θαηαζθεπάζηκσλ αξηζκώλ, είλαη, ινηπόλ, έλα ππόζσκα ηνπ ζώκαηνο 

R ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ζηαζεξό σο πξνο ηελ πξάμε «εμαγσγή ηεηξαγσληθήο 

ξίδαο» (δειαδή, κε La  θαη La ). 

 

Φαλεξά, ηώξα, θαη ε ηεηξαγσληθή επέθηαζε κηαο ηεηξαγσληθήο επέθηαζεο, πεξηέρεη ζηνηρεία 

θαηαζθεπάζηκα. Έρνπκε, ζπλεπώο, ηελ πξόηαζε: 

 

Πρόηαζη. Έλα ζηνηρείν a θάπνηνπ ζώκαηνο nF  είλαη θαηαζθεπάζηκν, αλ ππάξρεη κία 

αθνινπζία ηεηξαγσληθώλ επεθηάζεσλ πνπ λα εθηείλεηαη από ην F ζην nF : nFF  , κε 

F ζώκα πνπ πεξηέρεη θαηαζθεπάζηκα ζηνηρεία. 

 

Σν ζώκα F ινηπόλ, κπνξεί λα είλαη ην ζώκα Q ησλ ξεηώλ αξηζκώλ, κηα θαη απηό είλαη ην πην 

“κηθξό” ζώκα, όια ηα ζηνηρεία ηνπ νπνίνπ, όπσο είδακε, είλαη θαηαζθεπάζηκα. 

Γηα παξάδεηγκα, έρνπκε ηελ εμήο θαηαζθεπή: 

      

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σίζεηαη, ηώξα, ην εξώηεκα: Μήπσο ππάξρνπλ θαη ζηνηρεία, πνπ λα είλαη θαηαζθεπάζηκα, 

αιιά λα κε αλήθνπλ ζε θάπνηα ηεηξαγσληθή επέθηαζε ηνπ Q ; Ζ απάληεζε είλαη αξλεηηθή. 

Σνύην πξνθύπηεη από ην γεγνλόο όηη ηα ζεκεία πνπ θαηαζθεπάδνπκε, είλαη ηνκέο επζεηώλ, ή 

ηνκέο θύθισλ, ή ηνκέο επζεηώλ θαη θύθισλ. Όκσο, ηα ζρήκαηα απηά, νη επζείεο θαη νη 

θύθινη, δειαδή, εθθξάδνληαη κε εμηζώζεηο 0)y,x(f  ην πνιύ δεπηέξνπ βαζκνύ. Άξα, θαη 

ε ιύζεηο )y,x(  ησλ ζπζηεκάησλ πνπ εθθξάδνπλ ηηο ηνκέο ησλ ζρεκάησλ απηώλ, ζα είλαη ην 

πεξηζζόηεξν ηεηξαγσληθέο εθθξάζεηο ησλ ζπληειεζηώλ ησλ εμηζώζεσλ ησλ ζρεκάησλ 

απηώλ. Οη ζπληειεζηέο απηνί είλαη όκσο θαηαζθεπάζηκνη. Άξα θαη νη ηνκέο θαηαζθεπάζηκεο 

θαη αλήθνπλ ζε θάπνηα ηεηξαγσληθή επέθηαζε ηνπ αξρηθνύ ζώκαηνο. 

 

     Έλα ζρήκα είλαη, ινηπόλ, θαηαζθεπάζηκν, αλλ ηα κήθε ησλ επζεγξάκκσλ ηκεκάησλ από 

ηα νπνία απηό απνηειείηαη είλαη ζηνηρεία θάπνηνπ ζώκαηνο, ην νπνίν είλαη ηεηξαγσληθή 

επέθηαζε ηνπ ζώκαηνο ησλ ξεηώλ αξηζκώλ. 

 

3. Ο διπλαζιαζμός ηοσ κύβοσ. Σν πξόβιεκα ηεο θαηαζθεπήο θύβνπ όγθνπ δηπιαζίνπ 

δνζέληνο όγθνπ, είλαη γλσζηό από κία επηζηνιή ηνπ Δξαηνζζέλε. Αο δνύκε αλ κπνξνύκε λα 

ην ιύζνπκε. Αλ ε αθκή ηνπ δνζέληνο θύβνπ είλαη α, ν όγθνο ηνπ ζα είλαη 
3αV . Γηα λα 

θαηαζθεπάζνπκε θύβν κε όγθν 
3α2V2 , ζα πξέπεη λα ιάβνπκε αθκή κήθνπο 3 2α . Σν 

πξόβιεκα ζπλεπώο ηειηθά αλάγεηαη ζηελ θαηαζθεπαζηκόηεηα ή όρη ηνπ αξηζκνύ 3 2 . 

     ρεηηθά, έρνπκε ηελ πξόηαζε: 

 

1 
 

2 

 

1 
2

22
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Πρόηαζη. Έζησ )k(F  ε ηεηξαγσληθή επέθηαζε ελόο ζώκαηνο F. Αλ )k(F23 , ηόηε 

αλαγθαζηηθά F23 . 

 

 

Απόδεημε. Ξεθηλάκε γξάθνληαο όηη  αλ  )k(F23  ηόηε θαη kba23 , Fk , 

γηαηί , αλ Fk , θαη F23 , όπσο ζέινπκε λα δείμνπκε. Θα δείμνπκε όηη 0b . Δίλαη  

                           kkbkab3kba3a)kba(2 32233
 

                               k]kbba3[]kab3a[ 3223
 

Αλ ν ζπληειεζηήο ηνπ k  είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο, κπνξνύκε λα ιύζνπκε ηελ πξνεγνύ-

κελε ηζόηεηα σο πξνο k , θαη λα έρνπκε όηη, Fk , πξάγκα αδύλαηνλ. 

 

Πρόηαζη. Σν πξόβιεκα ηνπ δηπιαζηαζκνύ ηνπ θύβνπ είλαη αδύλαηνλ. 

Απόδεημε. Όπσο είδακε, ην πξόβιεκα απηό είλαη ηζνδύλακν κε ηελ θαηαζθεπή ηνπ 3 2 . ηελ 

πεξίπησζε, πνπ ν αξηζκόο απηόο είλαη θαηαζθεπάζηκνο,, ζα είλαη ζηνηρείν θάπνηνπ ζώκαηνο 

nF . Τπάξρεη, ηόηε, κηα αθνινπζία από ηεηξαγσληθέο επεθηάζεηο, πνπ εθηείλεηαη από ην Q 

ζην nF . Μηά εθαξκνγή ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο δείρλεη όηη, ν 1n
3 F2 , θιπ., ηειηθά ν 

Q3 2 , πξάγκα άηνπνλ. 

 

4. Η ηριτοηόμηζη ηης γωνίας. Αλαθεξόκεζα, βέβαηα, ζε ηπρνύζα γσλία. Καινύκε 3ζ ηελ 

γσλία πνπ ζέινπκε λα ηξηρνηνκήζνπκε. Γηα ηελ ζ έρνπκε, ηόηε, όηη, 

θθθθθθθ sin2sincos2cos)2cos(3cos        

ζcosζ3sinζcossζ2sinζsinζcζ)cosζsinζ(cos                    2322
                      

3cosζζ4cosζ)cosζcos3(1ζcos                   323
. 

Σν πξόβιεκα, ινηπόλ, ηεο ηξηρνηόκεζεο ηεο γσλίαο 3ζ, είλαη ηζνδύλακν κε ηελ θαηαζθεπή 

κηάο πξαγκαηηθήο ξίδαο ηεο εμηζώζεσο 0cos3ζ3cosζζ4cos3
  (1΄).  

     Θα δείμνπκε όηη, γηα γσλίεο 20
ν
  ε θαηαζθπή απηή είλαη αδύλαηε. 

     Πξάγκαηη, ζηελ πεξίπησζε απηή, 
2

1
cos3ζ , θαη ε θαηαζθεπή ηεο 3ζ είλαη εύθνιε. Ζ 

(1΄), ηώξα, γίλεηαη 01u6u8 3
, ή αλ ζέζνπκε u2x , 01x3x3          (1). 

 

Πρόηαζη. Αλ ε εμίζσζε 01x3x3  έρεη ξίδα κέζα ζε έλα ζώκα )k(F , ηόηε έρεη ξίδα 

ελ F. 

Απόδεημε. Έζησ όηη ε (1) έρεη ξίδα ξ ελ )k(F . Σόηε, kbaρ . Αλ 0b , δελ έρνπκε 

ηίπνηα λα δείμνπκε. Τπνζέηνπκε, όηη 0b . Δίλαη, ηόηε, 01)kba(3)kba( 3
. 

Κάλνπκε ηηο πξάμεηο, ηαθηνπνηνύκε, θαη βξίζθνπκε όηη, 

                       0k]b3kbba3[]1a3kab3a[ 3223
                          (2) 

Ζ ζρέζε (2) καο νδεγεί ζην ζύζηεκα 

                                                             01a3kab3a 23
 

                                                                  03kba3 22
 

κηα θαη από ππόζεζε , 0b . Λύλνπκε ηελ δεύηεξε εμίζσζε σο πξνο kb 2  θαη αληηθαζη-

ζηνύκε ζηελ πξώηε, νπόηε, ηειηθά, ιαβαίλνπκε ηελ  01)a2(3)a2( 3
   (3). Ζ ζρέζε 

απηή, κνπ ιέεη όηη ν Fa2  είλαη ξίδα ηεο  (1). 
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Πρόηαζη. Ζ ξίδα ξ ηεο (1) δελ είλαη θαηαζθεπάζηκε. 

Απόδεημε. ηελ πεξίπησζε, πνπ ν αξηζκόο απηόο ξ είλαη θαηαζθεπάζηκνο,, ζα είλαη ζηνηρείν 

θάπνηνπ ζώκαηνο nF . Τπάξρεη, ηόηε, κηα αθνινπζία από ηεηξαγσληθέο επεθηάζεηο, πνπ εθηεί-

λεηαη από ην Q ζην nF . Μηά εθαξκνγή ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο δείρλεη όηη, ηειηθά ε (1) 

έρεη ξίδα ελ  Q, πξάγκα άηνπνλ.  

Πξάγκαηη, αλ 
q

p
ρ  κε 1)q,p( , ηόηε θαη, 0qpq3p 323

. Οη p, q έρνπλ ηηο 

εθθξάζεηο )qpq3(qp 23
 θαη )q3p(pq 223

. Αλ ν q έρεη πξώην παξάγνληα 1ρ , ηόηε 

θαη, 1ρ |
3p , θαη ζπλεπώο 1ρ | p . Αλ ν p έρεη πξώην παξάγνληα 2ρ , ηόηε θαη 2ρ |

3q , θαη 

ζπλεπώο 2ρ | q. Όκσο, ιόγσ ηεο 1)q,p( , νη κνλαδηθέο δπλαηέο ηηκέο ησλ p θαη q είλαη νη 

1 . Κακία όκσο από ηηο ηηκέο απηέο, δελ είλαη ξίδα ηεο (1). 

 

Σν πξόβιεκα ζπλεπώο ηεο ηξηρνηνκήζεσο ηεο ηπρνύζεο γσλίαο, δελ έρεη ιύζε. 

 

Σν πξόβιεκα ηεο ηξηρνηνκήζεσο ηεο γσλίαο, ζρεηίδεηαη βέβαηα, κε ηελ θαηαζθεπή ησλ 

θαλνληθώλ πνιπγώλσλ. Σν 1796 ν Gauss, 19 εηώλ, θαηαζθεύαζε ην 17γσλν. Έδσζε επίζεο 

κηα ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ θαηαζθεπή νηνπδήπνηε θαλνληθνύ n-γώλνπ. Αξγόηεξα, ν Wantzel 

(1814 – 1848), έδεημε θαη ην ηθαλό ηεο ζπλζήθεο απηήο.  

 

3. Τεηραγωνιζμός ηοσ κύκλοσ. Σν πξόβιεκα απηό, ηίζεηαη σο εμήο: Να θαηαζθεπαζζεί 

ηεηξάγσλν κε εκβαδόλ ίζν πξνο ην εκβαδόλ  δνζκέλνπ θύθινπ. Σν πξόβιεκα απηό εζεσξήζε 

όηη είλαη δπλαηόλ λα ιπζεί, επεηδή ν Ηππνθξάηεο είρε ηεηξαγσλίζεη ηνπο κελίζθνπο.: 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με αθηίλα 
2

)ΑΓ(
R   γξάθνπκε θύθιν Κ κε εκβαδόλ 

2Rπ . Με δηακέηξνπο ηηο πιεπξέο ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ , 2R)ΒA(  γξάθνπκε θύθιν Λ κε εκβαδόλ 
2

Rπ 2

. Άξα, ην εκβαδόλ 

ηνπ κηζνύ θύθινπ Λ είλαη 
4

Rπ 2

. Σν εκβαδόλ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ είλαη 
2R2 . Σν 

ηέηαξηνλ ηνπ εκβαδνύ ηνπ θύθινπ Κ κείνλ ην εκβαδόλ ηνπ ηεηξαγώλνπ ΑΒΓΓ καο δίδεη ην 

εκβαδόλ ηνπ θπθιηθνύ ηνκέα 
2R

4

2π
T . Σν εκβαδόλ ζπλεπώο ηνπ κελίζθνπ ΑΔΒ 

A 

B 

Γ 

Γ 

Δ 
Ε 

Ζ 
Θ 

T T 



 5 

A 

B Γ 

Γ 

Δ 

είλαη, 
2

R

2

R

4

Rπ

4

Rπ
T

4

Rπ
)AEB(

22222

, πνπ είλαη ην ηέηαξην ηνπ ηεηξαγώλνπ 

ΑΒΓΓ, ην νπνίν είλαη θαηαζθεπάζηκν. 

 

 

 

Δπαλεξρόκεζα ζην πξόβιεκα ηνπ ηεηξαγσληζκνύ ηνπ θύθινπ. Θα δείμνπκε ην εμήο Θεώξε-

κα: Κάζε θαηαζθεπάζηκνο αξηζκόο, είλαη ξίδα πνιπσλπκηθήο εμηζώζεσο κε ξεηνύο ζπληε-

ιεζηέο. Πξώηα όκσο ην Λήκκα: 

 

Λήμμα. Έζησ )k(F  κηα ηεηξαγσληθή επέθηαζε ηνπ ζώκαηνο F. Αλ ξ είλαη κηα ξίδα ελόο 

πνιπσλύκνπ n-ζηνύ βαζκνύ κεζπληειεζηέο ελ )k(F , ηόηε, ε ξ είλαη θαη ξίδα ελόο 

πνιπσλύκνπ 2n βαζκνύ, κε ζπληειεζηέο ελ F. 

Απόδεημε. Έζησ ξ ε ξίδα ηεο εμηζώζεσο 

                   0)kba(x)kba(x)kba( 00

1n

1n1n

n

nn       (1) 

όπνπ 0b,aκαιFb,a,i nnii . Μεηά από κηα κηθξή ηαθηνπνίνηζε, ε (1) γξάθεηαη 

                          )bxbxb(kaxaxa 0

1n

1n

n

n0

1n

1n

n

n   

Τςώλνπκε ζην ηεηξάγσλν θαη ιαβαίλνπκε κηα εμίζσζε 2n βαζκνύ κε ζπληειεζηέο ζην F θαη 

κε ξίδα ξ. Ο ζπληειεζηήο 
2

n

2

n kba  ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ όξνπ 
n2x  είλαη 0  γηαηί από 

ππόζεζε Fk . 

 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ ιήκκαηνο απηνύ, ζα δείμνπκε ην ζεώξεκα πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. 

 

Απόδεημε. Αλ ν αξηζκόο ξ είλαη θαηαζθεπάζηκνο, ηόηε ππάξρεη ε αθνινπζία ησλ ηεηξα-

γσληθώλ επεθηάζεσλ nFF   όπνπ QF  θαη nFρ . Ζ ζρέζε nFρ  είλαη ηζνδύ-

λακε ηεο εμηζώζεσο κε ζπληειεζηέο ελ nF , 0ρx . Λόγσ ηνπ ιήκκαηνο, ν ξ είλαη ξίδα 

εμηζώζεσο βαζκνύ 2 κε ζπληειεζηέο ελ 1nF . Δπαγσγηθά, ν ξ είλαη ξίδα πνιπσλπκηθήο 

εμηζώζεσο βαζκνύ 
n2  κε ζπληειεζηέο ελ Q. 

 

Ο ηεηξαγσληζκόο ζπλεπώο ηνπ θύθινπ, ηζνδύλακε κε ηελ απόδεημε όηη ν π είλαη ή όρη, ξίδα 

πνιπσλπκηθήο εμηζώζεσο, κε ζπληειεζηέο από ην ζώκα Q. Με ην πξόβιεκα απηό όκσο, ζα 

αζρνιεζνύκε ζε άιιε ελόηεηα. 

 

4. Κανονικό πενηάγωνο. ηνλ Δπθιείδε δίδεηαη ε θαηαζθεπή ησλ θαλνληθώλ πνιπγώλσλ κε 

πιεπξέο n = 3, 4, 5 θαη 6, σο επίζεο, θαη όζα πξνθύπηνπλ εμ απηώλ, δηα δηρνηνκήζεσο ηνπ ην-

μνπ ηεο πιεπξάο ηνπ θαλνληθνύ πνιπγώλνπ. Ζ πεξίπησζε ηνπ ηεηξαγώλνπ είλαη άκεζε. 

Πξάγκαηη, αλ x ην κήθνο ηεο πιεπξάο ηνπ θαη 1R  ε αθηίλα ηνπ εγγεγξακκέλνπ θύθινπ, εί-

λαη θαη 2x2
, ζπλεπώο ην κήθνο x θαηαζθεπάζηκν. 

Ζ πεξίπησζε ηνπ πεληαγώλνπ, αληηκεησπίδεηαη σο εμήο: Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε  

 θαηαζθεπάζεη ην θαλνληθό πεληάγσλν κε πιεπξά 

 (ΑΓ) = x. Δίλαη, ηόηε, θαη (ΑΔ) = (ΑΓ) = x.  (Πξάγκαηη, 

ΑΓΔ
π

ΑΔΑΔΒΑΔΓ
5

2
2B ) 

          Τπνζέηνπκε αθόκα, όηη (ΑΒ) = 1.                                                                              

Σα ηξίγσλα ΑΔΒ θαη ΓΔΓ είλαη όκνηα.  

Άξα θαη  
)(E

(AE)

)(

(AB)

ΓΓΓ
 ή 

x1

x

x

1
 ή 01xx 2

. Σν 

κήθνο x ηεο πιεπξάο ηνπ θαλνληθνύ πεληαγώλνπ, ηζνύηαη κε 
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2

51
x . Σν κέγεζνο απηό, είλαη θαηαζθεπάζηκν.  

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο y)(x,  ησλ θνξπθώλ ηνπ θαλνληθνύ πεληαγώλνπ, ην 

ζεσξνύκε απηό εγγεγξακκέλν ζε έλαλ κνλαδηαίν θύθιν ηνπ κηγαδηθνύ επηπέδνπ, νπόηε, 

νπζηαζηηθά, δεηάκε λα θαηαζθεπάζνπκε γσλία 
5

2π
φ . Οη θνξπθέο z ηνπ πεληαγώλνπ είλαη 

νη ξίδεο ηεο εμηζώζεσο 01z5
, ή 0)1zzz1)(z-(z 234

. Οη ξίδεο ηνπ 

1z5
 δίδνληαη από ηελ ζρέζε 

5

k2
sin i

5

k2
cosσ

ππ
, 4k0 , όπνπ γηα 0k  

ιαβαίλνπκε ηελ πξαγκαηηθή ξίδα 1x . (Βιέπε θαη Δλόηεηα “ΟΗ ΜΗΓΑΓΗΚΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ”). 

Οη ηέζζεξηο κηγαδηθέο ξίδεο 4321 σ ,σ ,σ ,σ  είλαη αλά δύν ζπδπγείο. Γηα ηελ  

5

2
sin i

5

2
cosσ1

ππ
    είλαη,  

41
5

2
4sin i

5

2
4cos

5

2
sin i

5

2
cosσ ω

ππππ
, νπόηε 

5

2
cos241

π
ωω . Με ηνλ 

ίδην ηξόπν έρνπκε θαη 
5

4
cos232

π
ωω . Παξαηεξνύκε όηη νη 

5

2
cos1

π
ρ  θαη 

5

4
cos2

π
ρ  είλαη ξίδεο ηνπ 0

4

1
x

2

1
x 2

, κηα θαη ην 
2

1
21 ρρ  θαη 

4

1
21ρρ . Έρνπκε εμ’ άιινπ όηη 

5

2
cos0

5

4
cos

ππ
 άξα θαη  

24

51

5

2
cos

4
5

2
1π

. Οδεγνύκεζα, ινηπόλ, ζηελ εμήο γεσκεηξηθή θαηαζθεπή 

ηνπ ηόμνπ κε 
5

2
cos

π
.  

ηνλ κνλαδηαίν θύθιν θέληξνπ Ο, ιαβαίλνπκε 

ηκήκα ΟΓ κήθνπο 
2

1
)(ΟΓ . Σν νξζνγώλην 

ηξίγσλν ΟΑΓ δίδεη ην κήθνο 
4

5
)(ΑΓ . 

Λαβαίλνπκε )() ΓΑΑΓ(  νπόηε θαη 

4

5

2

1
)A(O . Από ην κέζνλ ηνπ ηκήκαηνο 

ΟΑ', πςώλνπκε θάζεην, ε νπνία ηέκλεη ηελ πεξηθέξεηα ηνπ θύθινπ ζην ζεκείν 1ω .  

 

5. Καηαζκεσή κανονικού πολσγώνοσ. Ζ θαηαζθεπή ηνπ θαλνληθνύ n-γώλνπ αλάγεηαη, 

ινηπόλ, ζηελ θαηαζθεπή κηαο n-ξίδαο ηεο κνλάδνο. 

(Καηαζθεπή ηνπ πξαγκαηηθνύ θαη θαληαζηηθνύ ηκή-

καηνο ηεο ξίδαο). 

 ύκθσλα όκσο µε ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν 

θαηαιήμακε σο πξνο ηα κεγέζε πνπ θαηαζθεπάδνληαη 

µε θαλόλα θαη δηαβήηε, ν βαζκόο ηνπ πνιπσλύκνπ, 

ηελ ξίδα ηνπ νπνίνπ θαινύκεζα λα θαηαζθεπάζνπκε, 

ζα πξέπεη λα είλαη δύλακε ηνπ 2 (βιέπε παξαθάησ). 

Καιιίηεξα, µαο αξθεί λα θαηαζθεπάζνπκε κηαλ 

αρτική ρίζα ηης μονάδας, γηαηί, ε επαλάιεςε απηήο 

1 

 
1ω

Ο 

Α 

Β 
Γ 

Α' 

1 

1ω  3ω  

4ω  

7ω  

2ω  

5ω  

6ω  
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n θνξέο, ζα µαο δώζεη όιεο ηηο δεηνύκελεο θνξπθέο. Γηα ην νθηάγσλν π.ρ. (όπσο θαη γηα ην 

δεθαεμάγσλν, όπσο ζα δνύµε παξαθάησ), αξθεί λα είλαη θαηαζθεπάζηµε ε αξρηθή ξίδα  

3

1 ωω , όπνπ 
8

2
sini

8

2
cosσ

ππ
 , νπόηε νη ππόινηπεο θνξπθέο ζα είλαη νη  

            1)( ,  ,)( , 0

83

8

23

2

3

1 ωωωωωωω    

ηνπνζεηεκέλεο πάλσ ζηελ πεξηθέξεηα, όπσο δείρλεη ην δίπια ζρήκα. 

 

Λήμμα 1. Αλ 1n) (m, , ε γσλία 
mn

2π
 είλαη θαηαζθεπάζηκε, αλ θαη κόλνλ αλ νη γσλίεο 

m

2π
 

θαη 
n

2π
 είλαη θαηαζθεπάζηκεο. 

Απόδεημε. 1) Ζ γσλία 
mn

2π
 είλαη θαηαζθεπάζηκε. Σόηε 

mn

2
n

m

2 ππ
, θαη 

mn

2
m

n

2 ππ
 άξα 

νη γσλίεο απηέο είλαη θαηαζθεπάζηκεο, σο πνιιαπιάζηα θαηαζθεπαζίκνπ γσλίαο. 

2) Οη γσλίεο 
m

2π
 θαη 

n

2π
 είλαη θαηαζθεπάζηκεο. Από ππόζεζε έρνπκε (ζρέζε ηνπ Bezout, 

βιέπε ελόηεηα ΑΚΔΡΑΗΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ)  1mn μλ  απ’ όπνπ θαη 
n

2

m

2

mn

2 π
μ

π
λ

π
. 

 

Λήμμα 2. Αλ ν 3n  αλαιύεηαη ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ k1

k1 ppn αα  , ηόηε ην 

θαλνληθό n-πνιύγσλν είλαη θαηαζθεπάζηκν αλ θαη κόλνλ αλ νη γσλίεο 
k1

k1 p

2
,  ,

p

2
αα

ππ
   είλαη 

θαηαζθεπάζηκεο. 

 

Πρόηαζη. Αλάκεζα ζηηο n ξίδεο ηεο κνλάδνο, ππάξρεη πάληνηε κία αξρηθή ξίδα ηεο κνλάδνο. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ 8n , ηόηε ε 
3

1 ωω , όπνπ 
n/i2e

8

2
sini

8

2
cosσ πππ

, είλαη, όπσο 

είδακε παξαπάλσ, αξρηθή ξίδα ηεο κνλάδνο. 

Απόδεημε. Αξθεί λα ιάβνπκε 
n/i2

1 eσ κπ
, όπνπ θ ν κηθξόηεξνο ησλ 1}-n , 1, {0,  γηα ηνλ 

νπνίν ηζρύεη όηη 1n) ,(κ . Πξάγκαηη, αλ έηζη έρεη εθιεγεί ε 1ω , γηα 1nk0 , θάζε 

ξίδα ηεο κνλάδνο, ηεο κνξθήο 
κπω )e( n/k2k

1  είλαη θαη δηαθνξεηηθή, κηα θαη γηα mk αλ 

m

1

k

1 ωω , ζα ήηαλ θαη 
κπκπ )e()e( n/m2n/k2

 ή 0
n

mk
2πκ . Δπεηδή ν θ δελ δηαηξεί 

ηνλ n ζα πξέπεη αλαγθαζηηθά λα είλαη 0mk , πξάγκα αδύλαηνλ. 

 

Πόριζμα. Αλ σ είλαη κία αξρηθή ξίδα ηεο κνλάδνο, ηόηε θαη ε 
κω  είλαη αξρηθή ξίδα ηεο 

κνλάδνο, αλ θαη κόλνλ αλ, 1n) ,(κ . 

 

Πόριζμα. Σν πιήζνο ησλ n-αξρηθώλ ξηδώλ είλαη )n(φ . 

 

Όηαλ ιέκε όηη ν αξηζκόο a είλαη αιγεβξηθόο πάλσ ζην ζώκα F, θαηαιαβαίλνπκε, όηη ππάξρεη 

έλα πνιπώλπκν κε ζπληειεζηέο ελ F, ηνπ νπνίνπ ξίδα είλαη ν a. Σν ελάτιζηο πολσώνσμο ηνπ 

a, είλαη ην ειαρίζηνπ βαζκνύ πνιπώλπκν ελ F[x], πνπ έρεη ξίδα ηνλ a. Ο βαζκόο ηνπ πνιπσ-

λύκνπ απηνύ, θαιείηαη βαζκόο ηνπ a θαη ζπκβνιίδεηαη κε ην adegF . (Βιέπε θαη ελόηεηα 

ΔΠΔΚΣΑΔΗ  ΩΜΑΣΟ). 
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Πρόηαζη. Έζησ ]x[Ff  κε 0)a(f . Σόηε ην f είλαη ειάρηζην πνιπώλπκν ηνπ a επί ην F, 

αλ θαη κόλνλ αλ ην )x(f  είλαη αλάγσγν ελ F. 

Απόδεημε. Βιέπε Θεώξεκα 1 ζηελ ελόηεηα Δπεθηάζεηο ώκαηνο. 

 

Πρόηαζη. Αλ a αιγεβξηθόο αξηζκόο επί ηνπ F, adeg]F:)a(F[ F . 

Απόδεημε. Βιέπε Θεώξεκα 2 ζηελ ελόηεηα Δπεθηάζεηο ώκαηνο. 

 

Πρόηαζη. Αλ a θαηαζθεπάζηκνο αξηζκόο, ηόηε ν adegF  είλαη δύλακηο ηνπ 2. Ηζρύεη θαη ην 

αληίζηξνθν. 

Απόδεημε. Όπσο ζεκεηώζακε πην πάλσ, ν a είλαη θαηαζθεπάζηκνο, αλ είλαη ζηνηρείν θάπνηνπ 

ζώκαηνο, ην νπνίν είλαη ηεηξαγσληθή επέθηαζε ηνπ ζώκαηνο ησλ ξεηώλ αξηζκώλ. Αλ ινηπόλ  

no FF Q  κε nFa , ηόηε θαη 2]F:F[ j1j .  

Δμ’ άιινπ, 
n

1nnn 2]:)a([  ]F:F[]:F[ QQQ   

Αληηζηξόθσο. Έζησ no FF Q  κε 2]F:F[ j1j . Αλ L ην ζύλνιν ησλ 

θαηαζθεπάζηκσλ κεγεζώλ, είλαη, LoF . Τπνζέηνπκε όηη LjF . Θα δείμνπκε όηη θαη 

L1jF . Πξάγκαηη, αλ 1jFa , ηόηε θαη 1, a, 
j

2 Fa , κηα θαη 2]F:F[ j1j . Τπάξρνπλ, 

ινηπόλ κε κεδεληθνί jF , , γβα , έηζη ώζηε 0aa 2 γβα . ηελ πεξίπησζε πνπ 0α , 

LjFa
β

γ
. ηελ πεξίπησζε πνπ 0α , 

α

αγββ

2

4
a

2

, θαη ζπλεπώο, La , 

κηα θαη ην L είλαη ζώκα ζηαζεξό σο πξνο ηελ εμαγσγή ξίδαο. 

 

Πρόηαζη (Wantzel 1837). Αλ ην θαλνληθό n-πνιύγσλν είλαη θαηαζθεπάζηκν, θαη ν πξώηνο p 

δηαηξεί ηνλ n, ηόηε ν p είλαη ηεο κνξθήο 12β
, όπνπ 

κβ 2 . (Πξώηνη ηνπ Fermat). 

Απόδεημε. Από ππόζεζε, ε αξρηθή p ξίδα ηεο κνλάδνο είλαη θαηαζθεπάζηκε. Οη ξίδεο ηνπ 

αλαγώγνπ πνιπσλύκνπ 1xx
1x

1x 2p1p
p

  είλαη ζπλεπώο θαηαζθεπάζηκεο θαη 

άξα, ν 
β21p . Όκσο, ν p είλαη πξώηνο, αλλ 

κβ 2 . Πξάγκαηη, αλ 1β , κπνξνύκε λα 

ιάβνπκε 0κ . Αλ 1β  ν β είλαη ηνπιάρηζηνλ πνιιαπιάζην ηνπ 2, θαη, άξα, qrβ , θαη 

ζπλεπώο, ]12)2()2()2][(12[]1)2[(12 r3qr2qr1qrrqr β
 πνπ, όκσο, δελ 

είλαη αξηζκόο p πξώηνο. 

 

Βιβλιογραθία. Πάλσ ζηα πξνβιήκαηα απηά, «Σα κεγάια Μαζεκαηηθά Πξνβιήκαηα ησλ 

Αξραίσλ Διιήλσλ», έρεη εθδώζεη κειέηε ν η. θαζεγεηήο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Αζελώλ 

Μαπξίθηνο Μπξίθαο. (Τπάξρεη ζηελ βηβιηνζήθε ηνπ Σκήκαηνο Μαζεκαηηθώλ). Από ηελ 

δηεζλή βηβιηνγξαθία, ζα αλαθέξνπκε κόλνλ ην Théorie des Corps. La règle et le compas, 

όπνπ εθεί ππάξρεη θαη εθηελήο ηζηνξηθή επηζθόπεζε ηνπ ζέκαηνο. 

 


