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Γ Δ Χ Μ Δ Σ Ρ Η Κ Δ    Δ Φ Α Ρ Μ Ο Γ Δ   

 

1. Ομοπαπάλληλοι ή Σςζσεηιζμένοι σώποι. Θεσξνύκε έλα ζύλνιν E, ηα ζηνηρεία ηνπ 

νπνίνπ ζα θαινύκε ζεκεία θαη ζα ηα ζπκβνιίδνπκε κε θεθαιαία γξάκκαηα. Θεσξνύκε θαη 

έλα γξακκηθό ρώξν V(F). ε θάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο ζεκείσλ Α, Β ηνπ E, αληηζηνηρνύκε 

έλα δηάλπζκα θ(A,B) = x


V. Γξάθνπκε θαη ABx


. 

 

Οπιζμόρ. Ζ δνκή E = (E, θ) θαιείηαη νκνπαξάιιεινο ρώξνο (Affine space) αλλ: 

1) Γηα θάζε Α E  θαη 

x V, ππάξρεη έλα θαη κόλν Β E , ηέηνην ώζηε, xAB


. 

2) Αλ xAB


 θαη yΓB


, ηόηε θαη yxΓA


 (ζρέζε ηνπ Chasles 0AΓΓBAB ). 

 

     Ζ εθινγή ελόο ηπρόληνο ζεκείνπ Ο E  θαη κηάο ηπρνύζεο βάζεσο },,,{ n21 eee





 V 

εθνδηάδεη ηνλ E κε έλα ζύζηεκα αλαθνξάο. ηαλ έρνπκε ζύζηεκα αλαθνξάο, ηαπηίδνπκε ην 

ηπρόλ ζεκείν R E  ηνπ ρώξνπ κε ηελ δηαλπζκαηηθή αθηίλα ή δηάλπζκα ζέζεσο  OR . Δίλαη, 

OR  = r


= nn2211 eμeμeμ





.  

     Οη ζπληειεζηέο μ, θαινύληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ R, θαη εμαξηώληαη από ην επηιεγκέλν 

ζύζηεκα αλαθνξάο. Γηα δνζκέλν ζύζηεκα αλαθνξάο, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ R είλαη βέβαηα 

κνλαδηθέο (βιέπε “Γξακκηθνί Υώξνη”, Πξόηαζε 1, ζει. 11). 

 

    Ζ πξνεγνύκελε δηαδηθαζία, ηεο εθινγήο, δειαδή, ηπρόληνο ζεκείνπ Ο E θαη ηεο 

ηαπηήζεσο ηνπ R E κε ην δηάλπζκα ζέζεσο ORr


 ηνπ V, εγθαζηζηά κία έλα-έλα 

αληηζηνηρία αλάκεζα ζην E θαη ζην V. Μέζσ απηήο ηεο αληηζηνηρίαο, ηαπηίδνπκε ηα ζεκεία 

ηνπ E κε ηα δηαλύζκαηα ηνπ V. 

      

Σςμβολιζμόρ. Σα δηαλύζκαηα ζα ηα ζπκβνιίδνπκε είηε κε βειάθηα από πάλσ, είηε κε κηθξά 

ιαηηληθά ζηνηρεία. Σα ζεκεία ηνπ E, πάληνηε κε θεθαιαία γξάκκαηα. 

 

 Ο ζπζρεηηζκέλνο ρώξνο E, έρεη θαη ηηο ηδηόηεηεο: 

3) Σν κεδεληθό δηάλπζκα, είλαη ε εηθόλα δεύγνπο ηαπηόζεκσλ ζεκείσλ. Σνύην πξνθύπηεη 

από ηελ 2).      

4) Αλ xAB


, ηόηε θαη xBA


. 

5) Αλ nn2211 eμeμeμOR





 θαη nn2211 eιeιeιOS





, ηόηε θαη     

nnn222111 eμιeμιeμιRS





)()()( . 

 

     Αο ιάβνπκε έλα λέν ζύζηεκα αλαθνξάο, πνπ απνηειείηαη από κηά λέα αξρή 1O  θαη ηελ 

ίδηα βάζε. Θα δνύκε ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ θαη ησλ δηαλπ-

ζκάησλ. 

 

6)           α) Για ηα ζημεία. ην ζεκείν R, αληηζηνηρνύλ ηα δηαλύζκαηα ζέζεσο  

nn2211 eμeμeμOR





 θαη nn22111 e΄μe΄μe΄μRO





. Δίλαη όκσο  

RΟΟΟOR 11 . Αλ ινηπόλ, nn22111 epepepOO





, ηόηε από ηελ πξνεγνύκελε 

ηζόηεηα, πξνθύπηεη ην ζύζηεκα iii p΄μμ , i = 1, . . . ,n, πνπ δίδεη ηνλ ηξόπν κεηαβνιήο 

ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ. 

             β) Για ηα διανύζμαηα.  

Δίλαη  11111111 SRROSOROOOSOOOOROSRS )()( , δειαδή, 11SRRS . 
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Άξα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ RS  δελ κεηαβάιινληαη..7) Κξαηάκε ηώξα, ζηαζεξό ην ζεκείν Ο, 

θαη ζεσξνύκε δύν ζπζηήκαηα αλαθνξάο, κε δηαθνξεηηθέο βάζεηο },,,{ n21 eee





 θαη 

},,,{ n21 ΄e΄e΄e





. 

α) ην ηπρόλ ζεκείν R, αληηζηνηρεί ην δηάλπζκα ζέζεσο OR , πνπ έρεη ηηο δύν δηαθνξεηηθέο 

εθθξάζεηο, nn2211 eμeμeμOR





 θαη nn2211 e΄μe΄μe΄μOR





. Κάζε όκσο 

e΄, εθθξάδεηαη γξακκηθά από ηα e. Έρνπκε, δειαδή, θαη ηηο n ηζόηεηεο  

                               nin22i11ii epepep΄e





,  i = 1, . . .,n 

Άξα θαη  

OR  = 
n

1j

jj11 ep΄μ


  . . .   μ΄n

n

1j

jnjn ep΄μ


= 1

n

1i

i1i eμp


 . . . n

n

1i

iin eμp


 

Έρνπκε, ινηπόλ, ηηο ηζόηεηεο, 

                  
n

1i

iθiθ μpμ     γηα   θ = 1, . . . ,n.  

Αλάινγα πξνθύπηνπλ βέβαηα θαη νη ηζόηεηεο, 

                  
n

1j

jjιι μq΄μ      γηα   ι = 1, . . . ,n 

Από ηηο ηζόηεηεο απηέο, πξνθύπηεη αθόκα θαη όηη, 

                
n

1i

iθiθ μpμ  = 
n

1i

n

1j

jijθi μqp =  

                    = )()( nnn111θnnn1111θ1 μqμqpμqμqp   

                    = nnnθn1nθn1n1θn11θ1 μqpqpμqpqp )()(   

ή              1

n

1j

1jj1θ μqpμ   . . .  n

n

1j

jnnj μqp    γηα θάζε θ = 1, . . . ,n 

Γηα λα ηζρύεη ε ηζόηεηα απηή, γηα νηαδήπνηε εθινγή ησλ μ, ζα πξέπεη λα δηαζώδεηαη κόλνλ ν 

ζπληειεζηήο ηνπ μθ, ν νπνίνο κάιηζηα, ζα πξέπεη λα έρεη θαη ηελ ηηκή 1. Σελ ζπλζήθε απηή, 

ηελ γξάθνπκε σο εμήο: 

                              j

n

1j

jjqp κκκ δ . όπνπ, γηα j  θ, 0δ jθ , ελώ γηα j = θ, 1δ jθ   

Δίλαη, ινηπόλ, 1t PQ , όπνπ, )( ijpP , )( θιqQ  

β) Γηα ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλύζκαηνο RS , δελ έρνπκε λα πνύκε θάηη ην ηδηαίηεξν, κηά 

θαη ην nn2211nn2211 ΄e΄ε΄e΄ε΄e΄εeεeεeεRS








. (Πεξίπησζε α).) 

 

8) Αο επηρεηξήζνπκε, ηώξα, λα κεηαβάινπκε θαη ηελ αξρή Ο θαη ηελ βάζε },,,{ n21 eee





 

ηνπ ρώξνπ.  

     Αο ππνζέζνπκε όηη, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Ο΄ ζηελ αξρηθή βάζε είλαη ),,,( n21 ααα   

θαη επίζεο όηη nin22i11ii epepep΄e





,  i = 1, . . .,n. Ο ζπλδπαζκόο ησλ πξνεγνπ-

κέλσλ ζρέζεσλ, δίδεη ηηο ηζόηεηεο, 

            θ

n

1i

iθiθ αμpμ   γηα   θ = 1, . . . ,n.                 Έρνπκε επίζεο θαη ηηο 

            ι

n

1j

jjιι ΄αμq΄μ   γηα   ι = 1, . . . ,n 

Δξρόκαζηε ηώξα, λα νξίζνπκε ηηο επζείεο θαη ηα επίπεδα ηνπ ρώξνπ E. 
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9) Ζ δηάζηαζε dimE  ηνπ ρώξνπ E, είλαη εμ’ νξηζκνύ, ε δηάζηαζε ηνπ γξακκηθνύ ρώξνπ V. Ζ 

δηάζηαζε n απηή, ζπκπίπηεη κε ηελ δηάζηαζε ηνπ γξακκηθνύ ρώξνπ πνπ παξάγεηαη από n 

αλπζκαηηθέο αθηίλεο ηνπ E, όηαλ απηέο, απνηεινύλ ζύλνιν γξακκηθά αλεμάξηεην. 

 

Θεσξνύκε, ηώξα, δύν ζπζηήκαηα αλαθνξάο κέζα ζηνλ E. Σα (Ο, e )  θαη (Ο΄, ΄e ). Έζησ P ν 

πίλαθαο ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ηεο βάζεο e  ζηελ βάζε ΄e , θαη |P| ε νξίδνπζα ηνπ πίλαθα 

απηνύ. ινη νη δπλαηνί ηέηνηνη κεηαζρεκαηηζκνί ησλ βάζεσλ ηνπ ρώξνπ, έρνπλ νξίδνπζα, ε 

νπνία ζα είλαη είηε ζεηηθή είηε αξλεηηθή. Σν ζύλνιν ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ απηώλ, κεξίδεηαη 

ζπλεπώο ζε δύν ηάμεηο ηζνδπλακίαο: Σσλ κεηαζρεκαηηζκώλ κε νξίδνπζα ζεηηθή, θαη απηώλ 

κε νξίδνπζα αξλεηηθή. Θα ιέκε όηη, ζηνλ ρώξν καο έρνπκε δεμηό πξνζαλαηνιηζκό, αλλ ε 

βάζε b  ηνπ ρώξνπ καο είλαη ηζνδύλακε, κε ηελ παξαπάλσ έλλνηα, πξνο ηελ θαλνληθή βάζε. 

ηελ πεξίπησζε απηή, επεηδή 1)e,,e,e( n21





Δ  θαη ε νξίδνπζα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ 

beP :  είλαη ε )b,,b,b( n21 


Δ , αλαγθαζηηθά, ην πξόζεκν ηεο Γ ζα είλαη “ ”. ηελ 

πεξίπησζε, πνπ έρνπκε βάζε a  ζην ρώξν καο κε πξόζεκν ηεο )a,,a,a( n21





Δ αξλεηηθό, 

ζα ιέκε όηη, έρνπκε αξηζηεξό πξνζαλαηνιηζκό. 

 

Οπιζμόρ. Σν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Μ ηνπ νκνπαξάιιεινπ ρώξνπ A, πνπ πιεξνύλ ηελ ζρέζε 

ΑΜ ξL  όπνπ Α δνζκέλν ζεκείν ηνπ E θαη ξL  γξακκηθόο ππόρσξνο ηνπ V δηαζηάζεσο ξ 

θαιείηαη ξ-δηαζηάζεσο επίπεδν δηεξρόκελν από ην ζεκείν Α θαη θαηά ηελ δηεύζπλζε ηνπ ξL . 

Ο ππόρσξνο ξL  θαιείηαη θαη νδεγόο ππόρσξνο ηνπ επηπέδνπ. ηελ πεξίπησζε ξ = 1, ην 

επίπεδν θαιείηαη επζεία. ηελ πεξίπησζε, όπνπ ε δηάζηαζε ξ = n 1, κε n = dimV, ην επίπεδν 

θαιείηαη ππεξεπίπεδν. ηελ πεξίπησζε n = 3, ην ππεξεπίπεδν θαιείηαη απιά επίπεδν. 

 

ΠΑΡΑΣΖΡΖΖ 1. ξ 1 ζεκεία ηνπ E νξίδνπλ έλα επίπεδν ξP , αλλ ηα ξ νηαδήπνηε αλύζκαηα 

πνπ πξνθύπηνπλ απ’ απηά, είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 3. Σα επίπεδα ηνπ E, είλαη θαη απηά νκνπαξάιιεινη ππόρσξνη. 

Απόδεημε. Έζησ ξP  ην επίπεδν πνπ δηέξρεηαη από ην Α ζηελ δηεύζπλζε ηνπ ξL . Θεσξνύκε 

ηα ζεκεία Μ θαη Ν ηνπ ξP . Απηά, ζαλ ζεκεία ηνπ E, έρνπλ εηθόλα, ην MN . Σα ΑΜ  θαη 

NΑ  αλήθνπλ εμ νξηζκνύ ζηνλ ξL . Άξα θαη ην AMANMN  αλήθεη ζηνλ ξL . Σν ζεκείν 

Ο ηνπ E, ζα αλήθεη ζηνλ ξL , κηά θαη ζηελ αξρή ηνπ ρώξνπ, αληηζηνηρεί ην κεδεληθό 

δηάλπζκα, ην νπνίν βέβαηα είλαη ζηνηρείν ηνπ ππνρώξνπ ξL . 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 2. Κάζε ππόρσξνο ξL  είλαη δπλαηόλ λα ζεσξεζεί θαη ζαλ επίπεδν, πνπ 

δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο. 

 

     ε όηη αθνινπζεί, ζα δερόκεζα όηη ν ρώξνο καο E έρεη dim = n θαη έλα ζύζηεκα αλαθνξάο 

πνπ απνηειείηαη από ην ζεκείν Ο θαη ηελ βάζε },,,{ n21 eee





.  

 

ΠΆΡΑΓΔΗΓΜΑ 1. i) Πεξίπησζε ξ = 1. Μία επζεία ηνπ E, πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α, 

απνηειείηαη από εθείλα ηα ζεκεία R ηνπ E, ζηα νπνία αληηζηνηρεί ην 1LRΑ . Δπεηδή ξ = 1, 

έζησ u


 κία βάζε ηνπ 1L . Σν {Α, u


} απνηειεί ζύζηεκα αλαθνξάο ηνπ ρώξνπ 1P . Σα 

δηαλύζκαηα ηνπ 1L  έρνπλ ηελ έθθξαζε uR


λΑ .  
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Δίλαη OAORAR . Άξα θαη uar

λ , ζρέζε, πνπ όπσο ζα δνύκε ζηελ §7, πξνζδηνξίδεη 

ηελ επζεία ηνπ ρώξνπ, πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ην 

επζύγξακκν ηκήκα, πνπ αληηζηνηρεί ζην. u


. Ζ ζρέζε απηή, είλαη ηζνδύλακνο πξνο ην 

κνλνπαξακεηξηθό ζύζηεκα 

                                                       iii ιμαx ,    i = 1, . . . , n, 

όπνπ ),,,( n21 xxxr 


, ),,,( n21 αααA   θαη  ),,,(u n21 ξξξ 


 όπνπ όιεο νη 

ζπληεηαγκέλεο είλαη εθθξαζκέλεο ζηελ βάζε },,,{ n21 eee





. 

     Σα ζεκεία Υ ηεο επζείαο, πνπ ιαβαίλνληαη γηα ι  0, απνηεινύλ ηνλ ζεηηθό εκηάμνλα ΑΥ 

απηήο. Αλάινγα έρνπκε ηνλ αξλεηηθό εκηάμνλα ηεο επζείαο. Οη δηαηάμεηο ησλ κνλόκεηξσλ 

κεγεζώλ ι, κεηαθέξεηαη ζηα ζεκεία ηεο επζείαο, θαη θαζνξίδνπλ ηελ θνξά ηεο. 

     ii) Αο εμεηάζνπκε, ηώξα, ηελ γεληθή πεξίπησζε, dimA = n, dim ξL = ξ. Θεσξνύκε ην 

επίπεδν ξP , πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α θαη έρεη νδεγό ηνλ ξL . Δίλαη ηόηε,  

AROAOR .              Άξα θαη,           
r

1j

jjqιar


,              (1),  

όπνπ r


, a


 νη δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ησλ ζεκείσλ R θαη Α, θαη },,,{ ξ21 qqq





 κηά βάζε 

ηνπ ξL .  

      Έζησ, ηώξα, θαη κηά βάζε },,,{ n21 eee





 ηνπ ρώξνπ V. Δθθξάδνπκε ζ’ απηήλ ηελ 

βάζε ηηο δηαλπζκαηηθέο καο αθηίλεο θαη ηα jq


. Δίλαη, 

         nn2211 exexexOMr





,      nn2211 eαeαeαOAa





        θαη 

                          njn22j11jj eμeμeμq





. 

Αληηθαζηζηνύκε ζηελ (1), θαη ιαβαίλνπκε ην ηζνδύλακν ζύζηεκα,  

                                                    j i

r

1j

jii μιαx  .                      (1΄) 

     Σν ζύζηεκα απηό, έρεη r παξακέηξνπο ι. ε πεξίπησζε πνπ έρνπκε ππεξεπίπεδν, νπόηε  

ξ = n 1, κπνξνύκε πάληα από ηηο n εμηζώζεηο λα θάλνπκε απαινηθή ησλ n 1 παξακέηξσλ, 

θαη λα ιάβνπκε κηά εμίζσζε ηεο κνξθήο 

                               0BxΑxΑxΑ nn2211  .               (2) 

     Σν ζύζηεκα (1΄) θαιείηαη παξακεηξηθό ζύζηεκα ηνπ επηπέδνπ. Ζ εμίζσζε (2) θαιείηαη 

Καξηεζηαλή κνξθή ηνπ ππεξεπηπέδνπ. 

     

 Έλα ππεξεπίπεδν δηαηξεί ηνλ ρώξν ζε δύν ηκήκαηα: Έλα ηκήκα πνπ βξίζθεηαη ζηελ δεμηά 

πιεπξά ηνπ, θαη έλα ηκήκα, πνπ βξίζθεηαη ζηελ αξηζηεξή πιεπξά ηνπ. Σν δεμηό ηκήκα πεξη-

ιακβάλεη εθείλα ηα ζεκεία Υ ηνπ ρώξνπ ηα νπνία, καδί κε ην ζεκείν Α ηνπ 1nP , πξνζδηνξί-

δνπλ ην δηάλπζκα AX , ην νπνίν, καδί κε ηελ βάζε ηνπ 1nL  θαη ην ζεκείν Α, δίδνπλ έλα 

ζύζηεκα αλαθνξάο ηνπ ρώξνπ, πνπ ηνλ πξνζαλαηνιίδεη ζεηηθά. Αλάινγα γηα ηνλ νξηζκό ηεο 

αξηζηεξήο πιεπξάο. 

 

     Γηα ηελ πεξίπησζε, πνπ είλαη V = nR , ηνλ E ηνλ ηαπηίδνπκε κε ηνλ ρώξν Δ (βιέπε ζει. 

12). Σν ζύζηεκα αλαθνξάο ηνπ E, ζπλήζσο απνηειείηαη από ην ζεκείν Ο θαη ηελ θαλνληθή 

βάζε ηνπ nR . ηαλ n = 3, ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ζπκβνιηζκό: ),,( 001i


, ),,( 010j


 θαη 

),,( 100k


. Σν ηπρόλ ζεκείν R E, έρεη ηόηε ηελ έθθξαζε, kzjyixr


 = (x,y,z).  

     Σν ζύζηεκα (1), ζηελ πεξίπησζε απηή, έρεη ηελ κνξθή, 

                                  )()( 11211112121111 αγιαβιαμιμιαx  

                                  )()( 22222122221212 αγιαβιαμιμιαy  

                                  )()( 33233132321313 αγιαβιαμιμιαz  
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όπνπ ),,( 321 αααΑ , ),,( 321 βββΒ , ),,( 321 γγγΓ , ηξία ζεκεία ηνπ E, πνπ νξίδνπλ θαη 

ηελ ζέζε ηνπ επηπέδνπ, θαη ΑΒμμμ 131211 ),,( , ΑΓμμμ 232221 ),,(  (όιεο νη ζπληεηαγκέλεο 

είλαη εθθξαζκέλεο ζηε βάζε kji


,, . Ζ δηαλπζκαηηθή εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ, πνπ δηέξρεηαη 

από ηα ζεκεία Α, Β, Γ ηνπ ρώξνπ E, είλαη ε ΑΓιΑΒιRΑ 21  ή ηζνδύλακα, ε 

cιbιar 21


 όπνπ ),,( zyxORr


 ην ηπρόλ ζεκείν ηνπ επηπέδνπ θαη cba


,, , νη 

αλπζκαηηθέο αθηίλεο ησλ ζεκείσλ Α, Β θαη Γ αληίζηνηρα. Ζ Καξηεζηαλή εμίζσζε ηνπ επη-

πέδνπ, είλαη ε Αx By Γz Γ = 0. Γηα ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ζηνλ ρώξν Δ, βιέπε ζει. 13.                

 

2. Σσεηικέρ θέζειρ επιπέδων εν E. Έζησ dimE = n. Μέζα ζηνλ E ζεσξνύκε ηα δύν επίπεδα 

θP  θαη ιP  γηα ηα νπνία, ππνζέηνπκε όηη έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν Α. Δπηιέγνπκε ην ζεκείν 

απηό, σο αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ρώξνπ καο. Σώξα, όηαλ ην ηπρόλ ζεκείν 

R ηνπ E δηαηξέρεη ην επίπεδν θP  (αλη. ιP ), ε δηαλπζκαηηθή αθηίλα RΑ  δηαηξέρεη ηνλ ππόρσ-

ξν θP  (αλη. ιP ). πλεπώο, ην ζέκα ησλ ζρεηηθώλ ζέζεσλ ησλ επηπέδσλ θP , ιP , αλάγεηαη ζηελ 

κειέηε ησλ “ζρεηηθώλ ζέζεσλ” ησλ ππνρώξσλ θL , ιL  κέζα ζηνλ V. 

(Βιέπε ελόηεηα ΓΡΑΜΜΗΚΟΗ ΥΧΡΟΗ). 

     1) Αλ ηα δύν επίπεδα θP  θαη ιP  έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν, ηόηε ε ηνκή ηνπο είλαη θαη απηή 

επίπεδν, κε δηάζηαζε 0  κ  min(θ, ι).  

     2) Ζ ηνκή ζπλεπώο δύν επηπέδσλ ηνπ ρώξνπ E (κε dimE = 3) είλαη δπλαηόλ λα είλαη είηε 

επίπεδν είηε επζεία ηνπ E. Ζ ζρέζε dim( θL ιL ) = dim θL dim ιL dim( θL ιL ) καο 

επηηξέπεη λα ππνινγίδνπκε ηελ δηάζηαζε απηήο ηεο ηνκήο. Έηζη γηα ηελ πεξίπησζε απηή, 

είλαη θαλεξά, 2L 2L  = E. Ζ dim( 2L 2L ) είλαη ζπλεπώο είηε 0 είηε 1 είηε 2. Ζ δπλαηόηεηα 

κ = 0 έρεη απνθιεηζζεί από ηελ αξρή. Απνκέλνπλ ινηπόλ νη δπλαηόηεηεο λα είλαη κ = 1 είηε  

κ = 2. Αλ κ = 1, ηόηε έρνπκε όηη, ηα επίπεδα ηέκλνληαη θαηά κία επζεία. Αλ κ = 2, ηόηε ηα 

επίπεδα ηέκλνληαη θαηά έλα επίπεδν. Σν επίπεδν όκσο απηό, δελ είλαη δπλαηόλ λα είλαη 

δηαθνξεηηθό θαη από ηα δύν ήδε ζεσξεζέληα επίπεδα, κηά θαη ηόηε ζα κπνξνύζακε λα βξνύκε 

ην νιηγόηεξν ηέζζεξα γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλύζκαηα κέζα ζηνλ E, πξάγκα αδύλαηνλ.  

     3) Αλ ηα δύν επίπεδα θP  θαη ιP  έρνπλ ηνκή ην κP , ππάξρεη ηόηε έλα κνλαδηθό επίπεδν P, 

κε δηάζηαζε ξ = θ ι κ, ην νπνίν πεξηέρεη ακθόηεξα ηα επίπεδα θP  θαη ιP . Σν επίπεδν απηό, 

έρεη σο νδεγό ρώξν ηνλ ξL  = θL ιL . ηελ εηδηθή πεξίπησζε, πνπ ξ = n, ην P ηαπηίδεηαη κε 

ηνλ E. 

     4) Αλ ηα δύν επίπεδα θP  θαη ιP  δελ έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν, ηόηε ε ηνκή ηνπο ηαπηίδεηαη 

κε ηνλ κεδεληθό ππόρσξν. Δίλαη ηόηε, ξL  = θL  ιL . ηελ πεξίπησζε απηή, ιέκε όηη, ηα 

επίπεδα θείληαη κέζα ζηνλ ρώξν είηε ζε παξάιιειε ζέζε, είηε ζε ζηξεβιή ζέζε. Παξάιιειε 

ζέζε έρνπλ ηα επίπεδα, αλλ νη νδεγνί ππόρσξνί ηνπο ζπγθξίλνληαη σο πξνο ηελ δηάηαμε “ ”.  

     5) ηελ πεξίπησζε ηνπ Δ, δύν επίπεδα είλαη δπλαηόλ είηε λα ηαπηίδνληαη, είηε λα είλαη 

παξάιιεια. Γύν επζείεο όκσο, είλαη δπλαηόλ λα βξίζθνληαη ζε ζηξεβιή ζέζε. 

 

3. Εζωηεπικό γινόμενο ζηο επίπεδο και ηον σώπο. Μέζα ζηνλ 3R  ζεσξνύκε ην 

Καξηεζηαλό ζύζηεκα αλαθνξάο  Οxyz, πνπ απνηειείηαη από ην ζεκείν Ο (αξρή ηνπ ρώξνπ), 

θαη ηελ βάζε { i


, j


, k


}, όπνπ, όπσο είδακε, είλαη 

             1e


 = i


 = (1,0,0), 2e


= j


 = (0,1,0) θαη 3e


= k


 = (0,0,1).  

Αλ Α θαη Β δύν ηπρόληα ζεκεία ηνπ Δ, κε  

                        kαjαiαaOA 321


     θαη     kβjβiβbOB 321


,  

νξίδνπκε ηελ απεηθόληζε θ: E E  R , από ηελ ζρέζε,  

 

             ),( ba


  332211 βαβαβα . Δίλαη ηόηε, θ ),( ji ee


 = ijδ , i,j = 1,2,3 . 
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Σςμβολιζμόρ. Αληί ηνπ θ ),( ba


, γξάθνπλ ba


, (dot product) ή αθόκα θαη ba


, . 

Γηα ην δηάλπζκα abOAOBABx


 έρνπκε, ABABθ , = 
3

1i

2

ii αβ . Γηα θάζε 

x


E, έρνπκε ινηπόλ όηη, θ( x


, x


) = 2
3

2
2

2
1 xxx . Οξίδνπκε ην κέηξν ή ηελ απόιπην ηηκή 

ηνπ ζεκείνπ x


, από ηελ ζρέζε | x


| = 
n

1i

2
ix . Ζ απεηθόληζε  

Q( AB ) = ),( ΑΒΑΒθ  είλαη κία ηεηξαγσληθή κνξθή. Δίλαη ζπκκεηξηθή, [δειαδή  

Q( AB ) = Q( ΑB )], ζεηηθά νξηζκέλε, [δειαδή Q( AB )  0 κε Q( AB ) = 0 αλλ A = B], θαη 

ζπλεπώο, κπνξνύκε λα ηελ ρξεζηκνπνηήζνπκε, γηα λα νξίζνπκε ηελ απόζηαζε d(Α,Β) ησλ 

ζεκείσλ Α θαη Β. Ηζρύεη επηπιένλ ε ηξηγσληθή αληζόηεο, d(A,B) d(B,Γ)  d(A,Γ) όηαλ ην Γ 

δελ θείηαη επί ηεο επζείαο πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Α θαη Β. [Απόδειξη. Απνδεηθλύνπκε πξώ-

ηα, ηελ αληζόηεηα ηνπ Cauchy: 

                               
n

1i

2

i

n

1i

2

i

2
n

1i

ii βαβα .  

Υξεζηκνπνηνύκε πξνο ηνύην, ηελ ηαπηόηεηα ηνπ Lagrange:  

                              
2

ji

ijji

2
n

1i

ii

n

1i

2
i

n

1i

2
i βαβαβαβα . 

Γηα λα απνδείμνπκε ηελ ηζόηεηα απηή ζθεπηόκεζα σο εμήο:  

Σν   γηλόκελν 
n

1i

2
i

n

1i

2
i βα παξέρεη n n όξνπο ηεο κνξθήο 2

j
2
i βα . Οη όξνη όκσο ηεο 

κνξθήο 2
i

2
i βα  κεδελίδνληαη από ηνπο αληίζηνηρνπο όξνπο ηνπ αλαπηύγκαηνο ηνπ 

2
n

1i

iiβα . 

ηη απνκέλεη ζπλεπώο, είλαη ε ηαπηόηεηα ηνπ Lagrange.  

Π.ρ. γηα n = 2, είλαη,  

            2
12212211

2
1

2
2

2
2

2
1

2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 βαβαβαβα2βαβαβαβαββαα )()())((  

 Άκεζε ζπλέπεηα ηεο ηαπηόηεηαο ηνπ Lagrange είλαη ε αληζόηεηα ηνπ Caushy. πλέπεηα 

απηήο, είλαη ε ηξηγσληθή αληζόηεηα. Πξάγκαηη, είλαη, 
2

n

1i

2

ii

n

1i

2

ii γβαβ
n

1i

2

ii

n

1i

2

ii γβαβ  

                                          2 
n

1i

2

ii αβ
n

1i

2

ii γα  (ιόγσ Cauchy) 

 
n

1i

2

ii

n

1i

2

ii γααβ 2
n

1i

2

ii

n

1i

2

ii γβαβ = 
n

1i

2

ii γβ .  

Δρνπκε ινηπόλ όηη, Q( AB ) Q( ΓA )  Q( ΒΓ ), πνπ είλαη ε ηξηγσληθή αληζόηεηα]. 

 

Ζ αληζόηεηα ηνπ Cauchy είλαη δπλαηόλ λα πξνθύςεη θαη σο εμήο:  

Θεσξνύκε ηελ 
2)bxa()x(f


. Δίλαη, θαλεξά, 0)x(f . Άξα, θαη 
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0)bb(x)ba(2x)aa( 2


. Ζ δηαθξίλνπζα ζπλεπώο ηνπ )x(f  είλαη 0 . Δίλαη, 

ινηπόλ, 0)bb)(aa()ba( 2


, πνπ είλαη θαη ε αληζόηεηα ηνπ Cauchy. Παξαηεξνύκε 

όηη, ζηελ πεξίπησζε πνπ )bb)(aa()ba( 2


, είλαη θαη Q( AB ) Q( ΓA ) = Q( ΒΓ ), 

δειαδή, ηα ζεκεία Α, Β, Γ, θείληαη επ’ επζείαο γξακκήο. 

 

Ο E καδί κε ηελ d θαιείηαη Επθιείδεηνο ρώξνο E. Μέζα ζε έλαλ Δπθιείδεην ρώξν, νξίδεηαη 

ην ζπλεκίηνλν ηεο γωνίας ζ δύν δηαλπζκάησλ a, b από ηελ ηζόηεηα,  

                                
bbaa

ba
bacos 


),( . 

Παξαηεξνύκε όηη, ην θιάζκα είλαη πάληνηε  1, θαη = 1 αλλ aιb


. Σν cos( a


, b


) είλαη 

ζπλεπώο θαιά νξηζκέλν. Απνδεηθλύεηαη, όηη, ην έηζη νξηζκέλν cosζ, ζπκπίπηεη κε ην 

ζπλεζηζκέλν cosζ (είλαη, δειαδή, πεξηνδηθή ζπλάξηεζε, πεξηόδνπ 2π). 

 

Μέζα ζε έλαλ Δπθιείδεην ρώξν, κπνξνύκε πάληνηε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ηπρνύζα βάζε 

ηνπ ρώξνπ, από κία βάζε, ηα αλύζκαηα ηεο νπνίαο είλαη ακνηβαίσο θάζεηα. 

Ξεθηλάκε από ηελ βάζε )e,e,e{ 321


.  

                                                                                                   Θέηνπκε  11 eb


  

                                                                                                  1122 eλeb


  (1) 

                                                                                                  
112233 eλeλeb


  (2) 

                                                                                                 Θέινπκε λα έρνπκε 12 bb


 ή             

                                                                                                12 eb


, θαη 
13 bb


, 
23 bb


, ή 

                                                                                                 13 eb


, 23 eb


. Πνιιαπιαζη- 

                                                                                                 άδνπκε ηελ (1) εζσηεξηθά κε ην 

                                                                                                  1b


 θαη ζέηνληαο 0bb 12


, ια- 

                                                                                                   βαίλνπκε 

11

12
1

bb

be




λ , νπόηε 

θαη 1

11

12
22 e

bb

be
eb







. ηε ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ (2) εζσηεξηθά πξώηα κε ην 1b


 

θαη κεηά κε ην 2b


, θαη ιαβαίλνπκε ηηο ζρέζεηο, 
2112222323 bebebebb


λλ  θαη 

1111221313 bebebebb


λλ , ή θαη ηηο 
22223 bebe0


λ , 
11113 bebe0


λ , 

απ’ όπνπ είλαη, ηειηθά,  1

11

13
2

22

23
33 e

bb

be
e

bb

be
eb












. Ο επαγσγηθόο ηύπνο γηα ηελ πεξί-

πησζε n-δηαζηάηνπ ρώξνπ είλαη, ινηπόλ, ν (αιγόξηζκνο ησλ Gram – Schmidt) 

                                         1

11

1n
1n

1n1n

1nn
nn e

bb

be
e

bb

be
eb














 

 

 

 

 

 

 

 

 

11 be


2e


3e


2b


3b
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4. Εμβαδόν Τπιγώνος. Σν εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ δίδεηαη ζηελ Δπθιείδεην γεσκεηξία  

από ηνλ ηύπν: S = ζsinΓABΑ
2

1
))(( , όπνπ ζ ε γσλία ΒΑΓ. Καινύκε 2θ  θαη 1θ  ηηο γσλίεο 

ΒΑΥ θαη ΓΑΥ αληίζηνηρα. Δίλαη ηόηε, ζ = 2θ 1θ . Άξα θαη  

  2S = (ΑΒ) (ΑΓ) (sin 2θ cos 1θ cos 2θ sin 1θ ) ή ))(())(( 13121213 yyxxyyxxS2 . 

Ζ ζρέζε απηή, γξάθεηαη θαη ζε κνξθή νξίδνπζαο, 

 

1213

1213

yyyy

xxxx

2

1
S  

 

ή αθόκα θαη,   

1yx

1yx

1yx

2

1
S

33

22

11

.  

 

Λαβαίλνπκε πάληα S = |S|. 

 

5. Εςθείερ ζηο επίπεδο. ηελ πεξίπησ-

ζε, πνπ S = 0, ηα ζεκεία Α, Β, θαη Γ, βξίζθνληαη επ’ επζείαο. Έρνπκε ινηπόλ, γηα ηελ 

εμίζσζε ηεο επζείαο, πνπ νξίδεηαη από ηα ζεκεία Α θαη Β ηνπ επηπέδνπ, θαη ηελ έθθξαζε,  

 

0
yyyy

xxxx

121

121
, όπνπ εδώ ην Γ = (x,y) είλαη ην ηπρόλ ζεκείν ηεο επζείαο. Ζ πξνεγνύ-

κελε ζρέζε, γξάθεηαη θαη 
m

yy

l

xx 11 , όπνπ 12 xxl  θαη 12 yym . Έρνπκε, ινη-

πόλ, θαη ηελ κνξθή Α(x 1x ) B(y 1y ) = 0, κε Α = m, B = l. Δπίζεο θαη ηελ Ax By Γ = 0, 

κε Γ = A 1x B 1y . Παξαηεξνύκε όηη, γηα ηελ επζεία απηή, ην δηάλπζκα θαηεύζπλζεο απηήο 

είλαη ην e


 = (Β, Α) ελώ ην )B,A(n


 είλαη θάζεην ζηε επζεία, κηά θαη 0ne


. Φαλεξά, 

θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο  Ax By Γ = 0  (1), όπνπ είηε Α  0, είηε Β  0, παξηζηά θάπνηα 

επζεία γξακκή ζην Oxy επίπεδν. Ζ (1) είλαη παξάιιεινο πξνο ηνλ Oy άμνλα, αλ θαη κόλνλ 

αλ Β = 0. Ζ (1) είλαη παξάιιεινο πξνο ηνλ Ox άμνλα, αλλ Α = 0. Ζ (1) δηέξρεηαη από ηελ 

αξρή Ο ηνπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο, αλλ Γ = 0. 

   Οη επζείεο 0ΓyBxA 111  θαη 0ΓyBxA 222  είλαη παξάιιειεο, αλλ 21 eke


, 

νπόηε θαη 
2

1

2

1

B

B

A

A
, (ή 0ΒΑΒΑ 1221 ). Αλ ηελ ίδηα ηηκή είρε θαη ν ιόγνο 

2

1

Γ

Γ
 ηόηε νη 

επζείεο ηαπηίδνληαη. Θα ιέκε όηη, δύν επζείεο είλαη θάζεηεο αλλ νη δηεπζύλζεηο ηνπο είλαη θά-

ζεηα δηαλύζκαηα. Ηζρύεη δειαδή όηη, 21 ee


= 0. Οη πξνεγνύκελεο επζείεο είλαη ινηπόλ 

θάζεηεο, αλλ 0ΑΒΑΒ 2211 ))(( , ή 0ΒΒΑΑ 2121 . Κάζεηνο ινηπόλ ηεο (1), είλαη ε 

επζεία Βx Ay Γ = 0. 

     Σελ (1) όηαλ Β  0 ηελ γξάθνπκε ζηε κνξθή    y = kx ι    (2)   όπνπ 
B

A
k  θαη 

B

Γ
ι . Οη παξάκεηξνη k θαη ι, παξηζηάλνπλ ηελ κλίση ηεο επζείαο σο πξνο ηνλ Ox άμνλα, 

θαη ην κήθνο πνπ ε επζεία απνθόπηεη απ’ ηνλ Oy άμνλα. Σν γεγνλόο όηη ι = (ΟΤ), όπνπ Τ ην 

ζεκείν ηνκήο ηεο (2) κε ηνλ Οy άμνλα, έπεηαη από ην γεγνλόο όηη, ην Τ = (0,ι) πιεξνί ηελ 

(2). Ζ θιίζε ηεο (2) είλαη εμ νξηζκνύ, ε εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο, πνπ ε δηεύζπλζή ηεο 

ζρεκαηίδεη κε ηνλ Οx άμνλα. Αλ θ ε γσλία απηή, είλαη ηόηε  

 
O 

Α 

B 

Γ 

1 y 
2 y 

3 y 

x 
2 x 3 x 

y 
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ω
2

π
cossinσ

2222 BA

B

BA

ie
θcos



, 
2222 BA

A

BA

ie
θ

2

π
cos



, νπόηε θαη  

                                
B

A
θtank  

     

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 1. Γσλία ησλ επζεηώλ 0ΓyBxA 111  θαη 0ΓyBxA 222 . 

Οηαλ ιέκε γσλία δύν επζεηώλ, λννύκε ηελ γσλία σ ησλ αληηζηνίρσλ δηεπζύλζεώλ 

ηνπο. Δίλαη: ),( 111 ΑΒe


 θαη ),( 222 ΑΒe


. Άξα θαη,  

                                                       
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

BABA

BBAA
σcos   

 

Αλ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ tanσ, ππνινγίδνπκε θαη ην 

  

πνπ είλαη ην 

),( 2encos


 = cosζ,  

),( 11 ΒΑn


  είλαη ην 

 θάζεην δηάλπζκα  

ζηελ επζεία 

0ΓyBxA 111  

 Δίλαη     

 

 

 

νπόηε θαη 

                             . 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 2. Καλνληθή 

εμίζσζε επζείαο. Να βξεί-

ηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο 

Ax By Γ = 0  (1), ζαλ 

ζπλάξηεζε ησλ παξακέ-

ηξσλ ξ θαη ζ, όπνπ ξ ην 

κήθνο ηεο θαζέηνπ πνπ 

άγεηαη από ην ζεκείν Ο, 

πξνο ηελ επζεία (απόζηαζε 

ηεο αξρήο από ηελ επζεία), 

θαη ζ, ε θιίζε απηήο ηεο 

θαζέηνπ.  

    πσο είδακε παξαπάλσ, 

ζηελ (1) θάζεηνο είλαη ε Bx Ay C = 0. Δπεηδή ζέινπκε απηή ε θάζεηνο λα δηέξρεηαη θαη από 

ηελ αξρή, ε εμίζσζή ηεο είλαη ε Bx Ay = 0. Έλα ζεκείν Μ = (x,y), βξίζθεηαη θαη ζηηο δύν 

απηέο επζείεο, αλλ ηηο πιεξνί θαη ηηο δύν.  

Έρνπκε ινηπόλ ην ζύζηεκα: Ax By C = 0,   Bx Ay = 0.  

 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121
2

BABA

BAAB
encos ),(


 

21

21

2121

2121

kk1

kk

BBAA

BAAB
tanσ  

 

Ax+By+ Γ   = 0 

x 

y 

M 

α 

β 

Ο 

ξ 

ζ 

0 Ay Bx 

 

O 

y 

x 

0 Γ y B x A 1 1 1    

1 e  

0 Γ y A x B 1 1 1    

n  
2 e  

0 Γ y B x A 2 2 2    

σ ζ 
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Λύζε ηνπ είλαη ε x = ΑΓ 2κ  θαη y = BC 2κ , όπνπ, κ = 
22 BA

1
, ν ζπληειεζηήο θα-

λνληθόηεηαο ηεο επζείαο. Δίλαη ινηπόλ, ξ = (ΟΜ) = κΓyx 22 . Σα ηκήκαηα, πνπ ε 

επζεία απνθόπηεη από ηνπο άμνλεο Ox, Oy, έρνπλ αληηζηνίρσο κήθε 
A

Γ
α  θαη 

Β

Γ
β . Δίλαη 

ινηπόλ cosζ = 
α

ξ
, sinζ = 

β

ξ
, ή cosζ = Ακ θαη sinζ = Βκ. Παξαηεξνύκε ηώξα, όηη, αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ (1) επί κ, ιαβαίλνπκε ηελ  (cosζ)x (sinζ)y ξ = 0 πνπ είλαη ε θαλν-

ληθή εμίζσζε ηεο (1). 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 3. Απόζηαζε ζεκείνπ από επζεία. Έζησ Αx By Γ = 0  (1) ε δνζκέλε επζεία, 

θαη Μ = ),( 00 yx  ην δνζκέλν ζεκείν. Θεσξνύκε όηη, από ην ζεκείν Μ δηέξρεηαη κία επζεία 

παξάιιειε ηεο (1). Οη θαλνληθέο εμηζώζεηο ησλ δύν απηώλ παξάιιεισλ επζεηώλ, ζα είλαη 

αληίζηνηρα νη  

                         (cosζ)x (sinζ)y ξ = 0,   θαη     (cosζ)x (sinζ)y ξ΄ = 0. 

Απόζηαζε ησλ δύν απηώλ επζεηώλ είλαη ε δ = |ξ ξ΄|. Απηή είλαη θαη ε δεηνπκέλε απόζηαζε. 

Δπεηδή ην ζεκείν Μ είλαη πάλσ ζηελ δεύηεξε επζεία, νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ, πιεξνύλ ηελ 

εμίζσζή ηεο. Δίλαη ινηπόλ, ξ΄ = (cosζ) 0x (sinζ) 0y  νπόηε θαη 

κ

yζsinxζcosκΓ

κ

΄ξξ

κ

δ 00 )()(
 = |A 0x B 0y Γ|. Άξα, 

22

00

BA

ΓByAx
δ . 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 4. Παξακεηξηθέο εμηζώζεηο ηεο επζείαο. Θεσξνύκε κία επζεία, πνπ δηέξρεηαη 

από ην ζεκείν ),( 00 yx  θαη έρεη θιίζε ζ. Αλ t ε απόζηαζε ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ (x,y) ηεο 

επζείαο από ην ),( 00 yx , κεηξνύκελε έπ’ απηήο, είλαη ηόηε x  = 0x tcosζ,  y  = 0y tsinζ. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 5. Εμίζσζε δέζκεο επζεηώλ. Έζησ όηη, νη επζείεο a: 0AyAxA 321  θαη 

b: 0ByBxB 321 , ηέκλνληαη ζην ζεκείν Μ. Σόηε, νηαδήπνηε άιιε επζεία, πνπ δηέξρεηαη 

από ην ζεκείν απηό, ζα έρεη ηελ κνξθή a ιb = 0. Σξεηο επζείεο δηέξρνληαη δηα ηνπ απηνύ 

ζεκείνπ αλλ Γ(a,b,c), όπνπ a = ),,( 321 AAA , b = ),,( 321 BBB  θαη  c = ),,( 321 ΓΓΓ .  

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 6. Ζ παξάζηαζε 0yxy2x 2

2212

2

11 ααα , αλ ιπζεί σο πξνο x/y  δίδεη 

0)x/y(2)x/y( 1112

2

22 ααα , απ’ όπνπ έρνπκε όηη, 2212 /}{x/y αδα , κε ηελ 

δηαθξίλνπζα 2211

2

12 αααδ . Γηα 0δ , ιαβαίλνπκε ην δεύγνο ησλ επζεηώλ xmy 1  θαη 

xmy 2 , κε 22121 /}{m αδα , 22122 /}{m αδα . Παξαηεξνύκε όηη, 

221221 /2mm αα  θαη 221121 /mm αα . Ζ γσλία ζπλεπώο ζ ηνπ δεύγνπο, δίδεηαη από 

ηελ ζρέζε, 

2211

22

21

21 2

mm1

mm
tan

αα

δα
θ  

 

6. Ομογενείρ ζςνηεηαγμένερ ζηο επίπεδο. ε θάζε (x,y) 2R , αληηζηνηρνύκε ηελ ηξηάδα 

),,( 321 xxx 3R  έηζη ώζηε, 
3

1

x

x
x , 

3

2

x

x
y , 3x   0. Κάζε ηξηάδα ηεο κνξθήο ),,( 0xx 21 , 

δίδεη εμ νξηζκνύ ην επ’ άπεηξν ζεκείν ηεο επζείαο y = 
1

2

x

x
x ι, πνπ έρεη θιίζε k =

1

2

x

x
. Σν όηη 

ν νξηζκόο απηόο είλαη θαιόο, θαίλεηαη από ηνλ εμήο ζπιινγηζκό: Οη κε νκνγελείο ζπληε-

ηαγκέλεο ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ Ρ ηεο επζείαο y = kx ι, είλαη, (x, kx ι). Γηα x  ην Ρ 
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κεηαθηλείηαη πξνο ην άπεηξν, επί ηεο επζείαο, θαηά ηελ κία θαηεύζπλζε ελώ γηα x  ην 

x κεηαθηλείηαη πξνο ην άπεηξν, επί ηεο επζείαο, θαηά ηελ άιιε θαηεύζπλζε. Λαβαίλνπκε 

ηώξα, νκνγελείο ζπληεηαγκέλεο γηα ην Ρ, κε x3 = 
x

1
. Σόηε, είλαη, x1 = 1, x2 = k

x

ι
. ηαλ 

ινηπόλ ην Ρ γίλεη ην επ’ άπεηξν ζεκείν ηεο επζείαο, νη νκνγελείο ζπληεηαγκέλεο ηνπ, ζα 

γίλνπλ (1, k, 0). 

     ιεο νη ηξηάδεο ζπλεπώο είλαη δεθηέο σο νκνγελείο ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ, πιελ ηεο 

ηξηάδαο (0,0,0). 

     Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο a: 0AyAxA 321 , γξάθεηαη ηώξα, 0xAxAxA 332211 . 

Θεσξνύκε, ηώξα, ηελ κνξθή θ(u,x) = 3
3

2
2

1
1 xuxuxu . Παξαηεξνύκε ηόηε, όηη, όηαλ 

ζεσξνύκε ζηαζεξό ην u
*
 = ),,(

321 uuu  θαη ηo x = ),,( 321 xxx  κεηαβαιιόκελν, ε ζρέζε 

θ(u
*
,x) = 0 δίδεη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ, πνπ θείληαη επη ηεο απηήο επζείαο u

*
. Αλ όκσο, 

ζεσξήζνπκε ην x ζηαζεξό θαη ην u
*
 κεηαβαιιόκελν, ηόηε ε ζρέζε θ(u

*
,x) = 0 δίδεη ην ζύλνιν 

ησλ επζεηώλ, πνπ δηέξρνληαη από ην απηό ζεκείν x.  

     Σξία ζεκεία a, b, c βξίζθνληαη επί ηεο απηήο επζείαο αλλ |abc| = 0. Σνύην έπεηαη, από ηελ 

ζπλζήθε ηεο παξαγξάθνπ 5 ζει. 60, πνπ πξέπεη λα πιεξνύλ ηα ζεκεία Α, Β θαη Γ, γηα λα 

βξίζθνληαη επί ηεο απηήο επζείαο. Μπνξνύκε ζπλεπώο, ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο, πνπ νξί-

δεηαη από ηα ζεκεία a θαη b λα ηελ γξάθνπκε, |xab| = 0. 

     Σξεηο επζείεο a
*
, b

*
, c

*
 δηέξρνληαη δηα ηνπ απηνύ ζεκείνπ, αλλ |a

*
b

*
c

*
| = 0. Σνύην έπεηαη 

από ηελ ζπλζήθε, πνπ δίδεη ηελ δέζκε ησλ επζεηώλ, ζει. 62. Ζ εμίζσζε ινηπόλ ηεο δέζκεο, 

πνπ νξίδεηαη από ηηο επζείεο a
*
 θαη b

*
, γξάθεηαη θαη |x

*
a

*
b

*
| = 0. 

     Παξαηεξνύκε ηώξα, όηη αλ κέζα ζε κία πξόηαζε, πνπ αθνξά επζείεο θαη ζεκεία ηνπ 

επηπέδνπ, αληηθαηαζηήζνπκε ηηο έλλνηεο “ζεκείν” θαη “θείηαη επί” από ηηο έλλνηεο “επζεία” 

θαη “δηέξρεηαη δηα” ζα πξνθύςεη θαη πάιη πξόηαζηο. Απηό ιέγεηαη αρτή τοσ δπτζκνύ. Κιαζη-

θή πεξίπησζε εθαξκνγήο απηήο ηεο αξρήο, απνηειεί ην ζεώξεκα ηνπ Desargues. 

 

Σςμβολιζμόρ. Με θεθαιαία γξάκκαηα, ηα ζεκεία. ΑΑ΄, ΒΒ΄, θιπ. Οη επζείεο πνπ ζπλδένπλ 

ηα ζεκεία Α, Α΄, Β, Β΄ θιπ. Με κηθξά γξάκκαηα νη επζείεο. Ζ ηνκή ησλ δύν επζεηώλ α, α΄, β, 

β΄ θιπ. Με αα΄, ββ΄, θιπ. Με θα ιβ ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηελ ηνκή 

αβ ησλ επζεηώλ α θαη β. Με θΑ ιΒ ζα ζπκβνιίδνπκε ην ζεκείν, πνπ θείηαη επί ηεο επζείαο 

ΑΒ. 

ΘΔΧΡΖΜΑ ηνπ Desargues: 

Τπόζεζε: Σα ζεκεία αα΄, ββ΄, γγ΄ θείληαη επ’ επζείαο. 

πκπέξαζκα. Οη επζείεο ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, δηέξρνληαη δηα ηνπ απηνύ ζεκείνπ. 

Αληηζηξόθσο. 

Τπόζεζε: Οη επζείεο ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, δηέξρνληαη δηα ηνπ απηνύ ζεκείνπ.  

O

A
B

Γ

αα΄

ββ΄

γγ΄

Γ΄

Α΄

Β΄
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πκπέξαζκα: Σα ζεκεία αα΄, ββ΄, γγ΄ θείληαη επ’ επζείαο. 

Απόδεημε. Δζησ δ ε επζεία πνπ πεξηέρεη ηα ζεκεία αα΄, ββ΄, θαη γγ΄. Οη επζείεο α, δ, α΄ 

ζρεκαηίδνπλ δέζκε, θαη ζπλεπώο, είλαη, δ = θα θ΄α΄. Γηα ηνλ ίδην ιόγν, έρνπκε θαη όηη  

δ = ιβ ι΄β΄, θαη δ = κγ κ΄γ΄. Από ηηο ζρέζεηο απηέο, έπνληαη θαη νη:  

ιβ κγ = ι΄β΄ κ΄γ΄, κγ θα = κ΄γ΄  θ΄α΄ θαη θα ιβ = θ΄α΄ ι΄β΄. Αιιά ιβ κγ είλαη κία επζεία, 

πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν βγ = Α. Δπίζεο, ι΄β΄ κ΄γ΄ είλαη κία επζεία, πνπ δηέξρεηαη από ην 

ζεκείν β΄γ΄ = Α΄. Ζ ζρέζε ινηπόλ ιβ κγ = ι΄β΄ κ΄γ΄ νξίδεη ηελ επζεία ΑΑ΄. κνηα, νη άιιεο 

δύν ηζόηεηεο, νξίδνπλ ηηο επζείεο ΒΒ΄ θαη ΓΓ΄. Δίλαη όκσο, ΒΒ΄ ΑΑ΄ ΓΓ΄ = 0, θαη ζπλεπώο, 

νη ηξεηο απηέο επζείεο, δηέξρνληαη δηα ηνπ απηνύ ζεκείνπ. 

 

Αζκήζειρ. 1) Από ηηο θνξπθέο Α = (3,0), Β = (4,2) θαη Γ = ( 6,3) ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, 

θέξνπκε παξάιιεινπο πξνο ηηο απέλαληη πιεπξέο.  

                     α) Πνηέο είλαη νη εμηζώζεηο ησλ παξάιιεισλ απηώλ; 

                     β) Πνηέο είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ησλ; 

                     γ) Πνηέο είλαη νη εμηζώζεηο ησλ πςώλ ηνπ; 

                     δ) Πνηέο είλαη νη εμηζώζεηο ησλ δηακέζσλ ηνπ; 

                2) Πνηα είλαη ε εμίζσζε ηεο θαζέηνπ, πνπ άγεηαη από ην ζεκείν ),( 00 yx  πξνο ηελ 

επζεία y = θx ι; 

                3) Πνηα είλαη ε απόζηαζε ησλ παξάιιεισλ επζεηώλ 4x 3y = 7  

θαη 8x 6y = 3. 

                4) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ, πνπ έρεη γηα πιεπξέο ηηο επζείεο:  

4x 3y = 7, 2x y = 1 θαη 6x 8y = 3. 

                5) Πνηα είλαη ε εμίζσζε ηεο επζείαο, πνπ δηέξρεηαη από ηελ ηνκή ησλ επζεηώλ  

x 5y = 10 θαη 3x 7y = 8, θαη είλαη θάζεηε ζηελ επζεία y = 10x
5

3
; 

                6) Έζησ ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΟΑΒ, όπνπ Α = (α,0) θαη Β = (0,β). Θεσξνύκε ηα 

ζεκεία Γ = (α, α) θαη Δ = ( β,β). Δζησ Γ ε πξνβνιή ηνπ Ο πάλσ ζηελ ΑΒ. Να δείμεηε όηη, ε 

επζείεο ΟΓ, ΑΔ θαη ΒΓ, δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. 

                7) Γίδεηαη ην ζεκείν Μ = (α,β). Δθ ηνπ Μ θέξνπκε επζεία, ε νπνία ηέκλεη ηνλ 

άμνλα Οx ζην ζεκείν Γ, θαη ηνλ άμνλα Oy ζην ζεκείν Γ. Να πξνζδηνξίζεηε ηελ επζεία, έηζη 

ώζηε, ην Μ λα είλαη κέζνλ ηνπ ηκήκαηνο ΓΓ. 

               8) Δζησ ηα ζεκεία: (0,1,2, 1), (4,1,0, 1), (2,1,1,1), (2, 1,1,2) 4R . Να πξνζδηνξί-

ζεηε ην ππεξεπίπεδν, ην νπνίν δηέξρεηαη από ηα ζεκεία απηά. 

     Λύζε. Από ηα ηέζζεξα απηά ζεκεία, πνπ αο ηα θαιέζνπκε Α, Β, Γ θαη Γ αληίζηνηρα, 

ιαβαίλνπκε ηα ηξία δηαλύζκαηα ),,,( 0204AB , ),,,( 2102ΓA , θαη 

),,,( 3122ΓA . Σν ζύλνιν { AB , ΓA , ΑΓ } είλαη γξακκηθά αλεμάξηεην, θαη άξα, 

dimL{ AB , ΓA , ΑΓ } = 3. Σν δεηνύκελν ππεξεπίπεδν, έρεη ινηπόλ ηνλ νδεγό ρώξν  

LL3 ( AB , ΓA , ΑΓ ), θαη πάλσ ζ’ απηό, ην ζύζηεκα αλαθνξάο {Ο, AB , ΓA , ΑΓ }. Σν 

ηπρόλ ζεκείν Υ ηνπ ρώξνπ είλαη ζεκείν ηνπ ππεξεπηπέδνπ αλλ,  

X = ABι1 ΓAι 2 ΑΓι 3 , όπνπ OXOA AXX . Αλ είλαη Υ = ),,,( 4321 xxxx 4R , 

έρνπκε ηόηε, θαη 

                                1x  = 0 1ι4 2ι2 3ι2  

                                2x  = 1                  3ι2  

                                3x  = 2 1ι2    2ι   3ι  

                                4x  = 1     2ι2      3ι3  

πνπ είλαη θαη ην παξακεηξηθό ζύζηεκα ηνπ ππεξεπηπέδνπ. 
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7. Εςθείερ και επίπεδα ζηον σώπο. Οηαλ ιέκε ρώξν, ελλννύκε ηνλ ρώξν Δ = 3R  ηεο 

Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο. ρεηηθά κε ηνλ νξηζκό ησλ επζεηώλ θαη ησλ επηπέδσλ, βιέπε ην 

εδάθην 1. Γηα ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο απηώλ κέζα ζηνλ Δ, βιέπε ην εδάθην 2. πλνςίδνληαο ηα 

όζα είπακε πξνεγνπκέλσο, ζρεηηθά κε επζείεο θαη επίπεδα ζηνλ Δ, έρνπκε ηα εμήο. α) Γύν 

επζείεο ηνπ Δ είλαη δπλαηόλ: i) Να έρνπλ έλα θαη κόλν θνηλό ζεκείν. ii) Να είλαη παξάιιειεο. 

iii) Να είλαη ζηξεβιέο. ηελ πεξίπησζε i) νη δύν επζείεο νξίδνπλ ηελ ζέζε ελόο επηπέδνπ, πνπ 

ηηο πεξηέρεη. ηελ πεξίπησζε ii) είλαη δπλαηόλ είηε λα ηαπηίδνληαη, είηε λα κελ έρνπλ θαλέλα 

θνηλό ζεκείν, νπόηε θαη νξίδνπλ έλα επίπεδν, πνπ ηηο πεξηέρεη. ηελ πεξίπησζε iii) δελ έρνπλ 

θνηλό ζεκείν, νύηε ππάξρεη επίπεδν, πνπ λα ηηο πεξηέρεη. β) Γύν επίπεδα ηνπ Δ, είλαη δπλαηόλ: 

i) Να έρνπλ κία θαη κόλν θνηλή επζεία, ηελ ηνκή ηνπο. ii) Να είλαη παξάι-ιεια, νπόηε θαη ζα 

ηαπηίδνληαη, αλλ έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν. 

   

     Σν κνλνπαξακεηξηθό ζύζηεκα  

                   )( 111 αβιαx ,  )( 222 αβιαy ,  )( 333 αβιαz           (1) 

παξηζηάλεη ηελ επζεία πνπ έρεη δηαλπζκαηηθή εμίζσζε, ηελ ΑΒιar


, όπνπ r


 θαη a


 νη 

δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ Υ θαη ηνπ δνζκέλνπ ζεκείνπ Α αλη. ηεο 

επζείαο, θαη abΑΒ


 ην δηάλπζκα, πνπ παξάγεη ηνλ νδεγό ππόρσξν ηεο επζείαο. Δδώ, 

έρνπκε ιάβεη ),,( zyxr


, ),,( 321 αααa


, ),,( 321 βββb


. 

     Σν παξαπάλσ ζύζηεκα, γξάθεηαη θαη ζηελ κνξθή  

                                        11 ιβαι1x )(  

                                        22 ιβαι1y )(                           (1΄) 

                                        33 ιβαι1z )(  

Ζ θπζηθή δηάηαμε πνπ έρνπλ νη αξηζκνί ι R  κεηαθέξεηαη από ην ζύζηεκα (1) ζε κία 

δηάηαμε ησλ ζεκείσλ ηεο επζείαο, πνπ ην ζύζηεκα απηό παξηζηάλεη. Από ην (1΄) έρνπκε 

επίζεο όηη, γηα ηηκέο 0  ι  1, ιαβαίλνπκε ηα ζεκεία ηεο επζείαο, πνπ είλαη αλάκεζα ζηα 

ζεκεία Α θαη Β, ησλ ζεκείσλ απηώλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ. 

     Αλ θάζε κία από ηηο εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (1) ιπζεί σο πξνο ι, ιαβαίλνπκε ηόηε, ηηο 

ηζόηεηεο ησλ ιόγσλ: 

                               
33

3

22

2

11

1

αβ

αz

αβ

αy

αβ

αx
. 

Οη ιόγνη απηνί έρνπλ λόεκα, αθόκα θαη αλ κεξηθνί (όρη όκσο όινη) παξνλνκαζηέο, 

κεδελίδνληαη. Έηζη, ζηελ πεξίπησζε, πνπ 0αβ 11 , 0αβ 22 , 0αβ 33 , ε επζεία 

είλαη παξάιιεινο ηνπ Οyz επηπέδνπ. ηελ πεξίπησζε, πνπ β 0αβ 11 , 0αβ 22  θαη 

0αβ 33 , ε επζεία είλαη παξάιιεινο πξνο ηνλ άμνλα Οz.  

Ζ δηεύζπλζε κηάο επζείαο ηνπ ρώ-

ξνπ, θαζνξίδεηαη από ηα ζπλεκί-

ηνλα θαηεπζύλζεσο ηεο επζείαο. 

Αλ θαιέζνπκε ε ηελ επζεία καο, 

θαη α ηελ γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε ε 

κε ηνλ άμνλα Ox, β ηελ γσλία πνπ 

ζρεκαηίδεη ε ε κε ηνλ άμνλα Oy θαη 

γ ηελ γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε ε κε 

ηνλ άμνλα Oz, έρνπκε ηόηε όηη,  

cosα = ie


, cosβ = je


 θαη  

cosγ = ke


, όπνπ e


 έλα κνλαδηαίν 

δηάλπζκα, νδεγόο ηεο ε. Γηα ηα 

ηξία απηά ζπλεκίηνλα θαηεπζύλζε-

σο, θαλεξά, έρνπκε ηε ζρέζε: 

                                1γcosβcosαcos 222                         

O

x

z

y

ε

e


i


j


k
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(Απόδειξη. Δζησ όηη, ),,( 321 εεεe


 κε 1εεεe 2
3

2
2

2
1


. Δίλαη, ινηπόλ, 

1321 ε001εεεie ),,(),,(


. κνηα, 2εje


 θαη 3εke


). 

 

     πσο είδακε ζηελ ζει. 57, έλα επίπεδν ζηνλ ρώξν Δ, εθθξάδεηαη από ην δηπΆξακεηξηθό 

ζύζηεκα        

                                  )()( 1121111 αγιαβιαx  

                                  )()( 2222212 αγιαβιαy  

                                  )()( 3323313 αγιαβιαz  . 

 

Ζ απαινηθή ησλ παξακέηξσλ 1ι  θαη 2ι  δίδεη ηελ ζρέζε: 

 

                              0

αγαγαγ

αβαβαβ

αzαyαx

332211

332211

321

 

 

ε νπνία γξάθεηαη θαη 

                                  Αx By Γz Γ = 0 

κε 

          
1313

1212

γγββ

γγββ
A ,     

1313

1212

ααγγ

ααγγ
B ,      

1313

1212

ββαα

ββαα
Γ  

 

θαη )( 321 αΓαΒαΑΓ . 

 

Αζκήζειρ. 1) Να ειέγμεηε αλ ηα ζεκεία Α = (1,1, 1),  Β = (2,1,1),  Γ = (3, 1,2)  θαη 

Γ = (0,3, 2)  είλαη ή όρη ζπλεπίπεδα. 

     Λύζε. Αξθεί ην { AB , ΓA , ΑΓ } λα είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλν.  

Πξάγκαηη, είλαη AB  = (1,0,2), ΓA  = (2, 2,3) θαη ΑΓ  = ( 1,2, 1).  

Ζ  1θ AB 2θ ΓA 3θ  ΑΓ  = 0, αιεζεύεη γηα 1θ = 3θ , 1θ  = 3θ  θαη 3θ  νηνζδήπνηε πξαγ-

καηηθόο αξηζκόο. Σα δνζκέλα ζεκεία, είλαη ινηπόλ ζπλεπίπεδα. 

                 2) Να γξάςεηε ηελ εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ, πνπ νξίδεηαη από ηα ζεκεία 

Α = (0,1, 1),  Β = (1, 1,1)  θαη  Γ = (3, 2,4). 

     Λύζε. Παξαηεξνύκε όηη, ηα AB  = (1, 2,2) θαη ΓA  = (3, 3,5) δελ είλαη ζπγγξακκηθά. 

Άξα ε δηαλπζκαηηθή εμίζσζε ηνπ δεηνπκέλνπ επηπέδνπ είλαη ε 

                      AR  = ABι1 ΓAι 2 ,    21 ιι , R  

ή αλ ζέζνπκε AR  = ar


, AB  = ab


, ΓA  = ac


  

                         cιbιaιι1r 2121


)( . 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 3. Αλ ηελ Καξηεζηαλή εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ ηελ γξάςνπκε ζηελ κνξθή 

1
γ

z

β

y

α

x
, όπνπ 

Α

Γ
α , 

Β

Γ
β , 

Γ

Γ
γ , ηόηε α, β, γ είλαη ηα κήθε ησλ επζπγξάκ-

κσλ ηκεκάησλ, πνπ ην επίπεδν απνθόπηεη από ηνπο άμνλεο Οx, Oy, Oz αλη. ηνπ ζπζηήκαηνο 

αλαθνξάο ηνπ ρώξνπ.  

Πξάγκαηη, ην ζεκείν Ρ = (α,0,0) πιεξνί ηελ εμίζσζε Αx By Γz Γ = 0 ηνπ επηπέδνπ, θείηαη 

επί ηνπ άμνλα Ox, θαη απέρεη από ηελ αξρή Ο, απόζηαζε ίζε κε α. 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 4. Ζ Καξηεζηαλή εμίζσζε Ax By Γz Γ = 0, γξάθεηαη θαη ζηελ κνξθή 

Ax By Γz (Α 1α Β 2α 3α Γ) = 0 ή Α(x 1α ) Β(y 2α ) Γ(z 3α ) = 0 ή αθόκα θαη 
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                                  (Α,Β,Γ) ((x 1α ),(y 2α ),(z 3α )) = 0. 

Αλ ινηπόλ, ζέζνπκε n


 = (Α,Β,Γ), ε πξνεγνύκελε ζρέζε δειώλεη όηη, ην n


 είλαη θάζεην ζην 

επίπεδν, κηά θαη ην εζσηεξηθό γηλόκελν ηνπ n


 κε ην ηπρόλ δηάλπζκα AR  ηνπ επηπέδνπ είλαη 

κεδέλ (βιέπε εδάθην 3). 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 5. Σα επίπεδα 0ΓzΓyBxA 1111  θαη 0ΓzΓyBxA 2222  είλαη 

παξάιιεια, αλλ ηα θάζεηα πξνο απηά δηαλύζκαηα 1n


 θαη 2n


 είλαη ζπγγξακκηθά. Αλλ 

δειαδή, είλαη ),,( 111 ΓΒΑ  = ),,( 222 ΓΒΑι , ή ηζνδύλακα, 
2

1

2

1

2

1

Γ

Γ

B

B

A

A
. Αλ ηελ ίδηα ηηκή 

έρεη θαη ν ιόγνο 
2

1

Γ

Γ
, ηα επίπεδα ηαπηίδνληαη. 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 6. Ζ γσλία δύν επηπέδσλ, είλαη ε γσλία ησλ θαζέησλ πξνο απηά 

δηαλπζκάησλ. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 6. Καλνληθή εμίζσζε επηπέδνπ. Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ εμίζσζε 

Αx By Γz Γ = 0 επί ηνλ ζπληειεζηή θαλνληθόηεηαο  
222 ΓΒΑ

1
κ  παξαηεξνύκε όηη, 

νη ζπληειεζηέο Ακ, Βκ θαη Γκ, είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ κνλαδηαίνπ θαζέηνπ πξνο ην 

επίπεδν δηαλύζκαηνο n


. Σα ζπλεκίηνλα θαηεπζύλζεσο ηεο κνλαδηαίαο θαζέηνπ n


 είλαη, 

cosα = ie


 = Ακ, cosβ = je


 = Βκ, cosγ = ke


 = Γκ. Αο ππνινγίζνπκε, ηώξα, ηελ 

απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Ο από ην επίπεδν. Πξνο ηνύην, πξνβάινπκε ην Ο πάλσ ζην επίπεδν, 

θαη κεηξάκε ην κήθνο ηεο πξνβαιινύζεο θαζέηνπ. Αλ ην κήθνο απηό είλαη ξ, ηόηε  

nξΟΚ


 = ξκ(Α,Β,Γ), όπνπ Κ είλαη ν πνύο ηεο θαζέηνπ. Σν ζεκείν Κ όκσο, πιεξνί ηελ 

εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ. Άξα  

Α(ξκΑ) Β(ξκΒ) Γ(ξκΓ) Γ = 0, ή 
)(

222 ΓΒΑκ

Γ
ξ  ή ξ = Γκ.  

   Ζ εμίζσζε Αx Βy Γz Γ = 0, γξάθεηαη ζπλεπώο, θαη ζηελ θαλνληθή ηεο κνξθή, πνπ είλαη 

              ε                        (casα)x (cosβ)y (cosγ)z ξ = 0. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 7. Απόζηαζε δ ζεκείνπ ),,( 0000 zyxΜ  από επίπεδν. Δξγαδόκελνη όπσο θαη 

ζην αληίζηνηρν πξόβιεκα ηεο επζείαο (Βιέπε Πξόβιεκα 3, ζει.62), έρνπκε όηη,  

                                             
222

000

ΓΒΑ

ΓzΓByxΑ
δ . 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 8. Γίδνληαη νη επζείεο  
3

1

2

1

1

1

α

zz

α

yy

α

xx
 θαη  

3

2

2

2

1

2

β

zz

β

yy

β

xx
. 

Οη επζείεο απηέο είλαη παξάιιειεο, αλλ, ),,(),,( 321321 βββιααα . Δζησ, ηώξα, όηη νη 

επζείεο δελ είλαη παξάιιειεο, θαη ζέινπκε λα δνύκε αλ ηέκλνληαη ή όρη. Θα πξέπεη ινηπόλ λα 

ειέγμνπκε, αλ θαη θαηά πόζνλ ηα δηαλύζκαηα a


 = ),,( 321 ααα  , b


 = ),,( 321 βββ   θαη  

),,( 12121221 zzyyxxMM , είλαη ή όρη ζπλεπίπεδα. Ο έιεγρνο απηόο, γίλεηαη εύθνια, 

αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ νξίδνπζα ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ a


, b


, θαη 
21MM . 

 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 9. Αλ ζέινπκε λα βξνύκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο κηάο επζείαο 

θαη ελόο επηπέδνπ, εξγαδόκαζηε σο εμήο: Καινύκε x, y, z ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δεηνπκέλνπ 
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ζεκείνπ ηνκήο. Δίλαη, ηόηε, 10 ιαxx , 20 ιαyy , θαη  30 ιαzz  κηα θαη ην δεηνύ-

κελν ζεκείν, αλήθεη ζηελ επζεία r


 = 0r


ι a


 θαζώο επίζεο θαη ζηελ επζεία  

0ΓιαzΓιαyΒιαxA 302010 )()()(    (1), κηα θαη ην δεηνύκελν ζεκείν, αλήθεη 

θαη ζην επίπεδν Αx By Γz Γ = 0. Από ηελ (1), ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι, 

θαη ζπλεπώο ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δεηνπκέλνπ ζεκείνπ. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 10. Από ην ζεκείν ),,( 0000 zyxΜ , ζέινπκε λα θέξνπκε επίπεδν θάζεην, 

(αλη. παξάιιειν), πξνο ηελ επζεία r


 = 1r


t a


. Αλ Αx By Γz Γ = 0 ε εμίζσζε ηνπ 

δεηνπκέλνπ επηπέδνπ, ηόηε ην δηάλπζκα n


 = (Α,Β,Γ) είλαη παξάιιειν, (αλη. θάζεην) πξνο 

ηελ δηεύζπλζε a


 ηεο επζείαο. Δίλαη, ινηπόλ, n


 = ι a


  

(αλη. n


a


 = 0) ή Α = ι 1α , Β = ι 2α , Γ = ι 3α  (αλη. Α 1α Β 2α Γ 3α  = 0). Δμ’ άιινπ, ην 

δεηνύκελν επίπεδν δηέξρεηαη θαη από ην ζεκείν 0Μ , θαη ζπλεπώο Α 0x B 0y Γ 0z  Γ = 0. 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο, πξνζδηνξίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ ι. Παξαηεξνύκε όηη, ην ι πξνζδη-

νξίδεηαη κνλνζήκαληα, κόλν ζηελ πεξίπησζε ηνπ επηπέδνπ, πνπ άγεηαη από ζεκείν, θάζεηα 

πξνο επζεία. ε θάζε άιιε πεξίπησζε, έρνπκε απεηξία ιύζεσλ. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 11. Αλ ζέινπκε λα βξνύκε ηελ απόζηαζε ζεκείνπ 0Μ  από επζεία, βξίζθνπκε 

πξώηα, ηελ εμίζσζε ηνπ θαζέηνπ πξνο ηελ επζεία επηπέδνπ, πνπ άγεηαη από ην δνζκέλν 

ζεκείν. Αλ Μ ην ζεκείν ηνκήο ηνπ επηπέδνπ απηνύ, κε ηελ δνζκέλε επζεία, ηόηε ε δεηνπκέλε 

απόζηαζε, είλαη ίζε πξνο || 0MM . 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 12. Γηα λα βξνύκε ηελ απόζηαζε δύν ζηξεβιώλ επζεηώλ r


 = 1r


ι 1a


 θαη 

 r


 = 2r


κ 2a


, εγαδόκαζηε σο εμήο: Θεσξνύκε ηελ θνηλή θάζεην απηώλ, θαη έζησ 0Μ 1Μ  ην 

ζεκείν ηνκήο ηεο θαζέηνπ απηήο κε ηελ 1r


, 2Μ  ην ζεκείν ηνκήο ηεο θνηλήο θαζέηνπ κε ηελ 

2r


. Εεηάκε λα βξνύκε ην κήθνο ηνπ 21MM . Γηα θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ ι θαη κ, ιαβαίλνπκε ηα ζεκεία 1Μ , 2Μ . Γηα ηηο ηηκέο απηέο, 111 aιrΟΜ


, 

222 aιrΟΜ


. Σν 1221 ΟΜΟΜΜΜ είλαη θάζεην θαη ζην 1a


 θαη ζην 2a


. Άξα,  

                   11212 aaκaιrr


)(  = 0  ή  1112121 aaκaaιarr


)(   

θαη              21212 aaκaιrr


)(  = 0  ή  2122221 aaκaaιarr


)(  

Από ηηο παξαπάλσ δύν ζρέζεηο, πξνζδηνξίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ι θαη κ, άξα θαη 

ηελ ζέζε ησλ ζεκείσλ 1Μ  θαη 2Μ .  

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 14. Θέινπκε λα βξνύκε ηελ πξνβνιή ηεο επζείαο r


 = 1r


ι 1a


 πάλσ ζην 

επίπεδν Αx Βy Γ Γ = 0. Σελ πξνβνιή απηή, ηελ πξνζδηνξίδνπκε, σο ηνκή δύν επηπέδσλ: 

Σνπ Αx Βy Γ Γ = 0 θαη ηνπ θαζέηνπ πξνο απηό, πνπ πεξηέρεη ηελ επζεία r


. Σν επίπεδν 

απηό, πεξλά από ην ζεκείν 1r


 θαη πεξηέρεη ηα δηαλύζκαηα 1a


 θαη n


 έρεη εμίζσζε ηελ:  

                                 0

ΓΒΑ

ααα

zyx

321

111

. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 15. Γέζκε επηπέδσλ. Δζησ ηα επίπεδα, Α: 0AzAyAxA 4321  θαη  

Β: 0BzByBxB 4321 . Γηα θάζε ηηκή ηνπ ι R, ε ζρέζε Α ιΒ = 0, όπνπ Α ιΒ ην 

επίπεδν 0ΒιAzΒιAyΒιAxΒιA 44332211 )()()()( , πξνζδηνξίδεη ηελ εμίζσ-

ζε ελόο επηπέδνπ, πνπ δηέξρεηαη από ηελ ηνκή ησλ επηπέδσλ Α θαη Β. Γηα λα βξνύκε ηελ 

ηνκή ησλ Α, Β, αξθεί λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα ησλ δύν εμηζώζεσλ ησλ επηπέδσλ απηώλ, 
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ζεσξώληαο ηελ κία ησλ κεηαβιεηώλ x, y, z, έζησ ηελ z, σο παξάκεηξν. Σόηε, z  R, ην 

{(x,y,z)} απνηειεί ηελ δεηνπκέλε ηνκή, όπνπ 

 

       

21

21

431

243

BB

AA

BzBB

AAzA

x ,    

21

21

431

243

BB

AA

AzAA

BBzB

y . 

 

Αζκήζειρ. 1) Να γξάςεηε ηελ εμίζσζε ελόο επηπέδνπ ην νπνίνλ 

α) Δίλαη παξάιιειν ζην xy-επίπεδν, θαη θείηαη 3 κνλάδεο θάησ απ’ απηό. 

Λύζε. Σν δεηνύκελν επίπεδν είλαη θάζεην ζηνλ άμνλα Oz, θάζεην δειαδή ζην δηάλπζκα 

)1,0,0(n


. Άξα ε θαξηεζηαλή ηνπ εμίζσζε είλαη ε 0)zz(1)yy(0)xx(0 ooo , 

όπνπ )3 ,0 ,0()z ,y ,x( ooo . Ζ εμίζσζε ηνπ δεηνπκέλνπ επηπέδνπ είλαη, ινηπόλ, ε 3z  

β) Δίλαη παξάιιειν ζην xy-επίπεδν, θαη πεξηέρεη ην ζεκείν (3,-2,-4). 

Λύζε. ύκθσλα κε ην (α) έρνπκε ηελ 0)4z(1)2y(0)3x(0 . Ζ εμίζσζε ηνπ 

δεηνπκέλνπ επηπέδνπ είλαη, ινηπόλ, ε 4z  

γ) Δίλαη παξάιιειν ζηνλ Οz άμνλα, ηέκλεη ηνλ Οx άμνλα ζην ζεκείν 2 θαη ηνλ Οy άμνλα ζην 

ζεκείν -3. 

Λύζε. Σν δεηνύκελν επίπεδν είλαη παξάιιειν (πεξηέρεη) θάζε δηάλπζκα ηεο κνξθήο 

kzOX


. Δμ άιινπ, πεξηέρεη ηα ζεκεία i2OA


 θαη j3OB


. Μπνξνύκε λα πνύκε 

ινηπόλ, όηη ην επίπεδν νξίδεηαη από ηα ζεκεία OA , OB  θαη,  kzO


Γ  z, νηηδήπνηε.. Έλα 

ηπρόλ ζεκείν ηνπ επηπέδνπ, είλαη ην Γλκ AABAX   

 ή j3i)1(2OOBOA)1(OX

κλκΓλκλκ . Έρνπκε, ζπλεπώο, ην 

δηπαξακεηξηθό ζύζηεκα  00z  ,3- y   ,222x κλκ . Ζ απαινηθή ησλ παξακέηξσλ 

θ, ι, δίδεη ηελ θαξηεζηαλή εμίζσζε ηνπ δεηνπκέλνπ επηπέδνπ, πνπ είλαη ε  

06z0y2x3 . 

δ) Δίλαη παξάιιειν ζην επίπεδν 06z5y3x2  θαη πεξηέρεη ην ζεκείν (-1,2,4). 

Λύζε. Σν δεηνύκελν επίπεδν ζα είλαη θαη απηό θάζεην ζην )5,3,2(n


, πνπ είλαη ην 

θάζεην δηάλπζκα ζην δνζέλ επίπεδν. Άξα 0)4z)(5()2y)(3()1x(2  θαη 

ζπλεπώο ε δεηνύκελε εμίζσζε είλαη ε 028z5y3x2 . 

ε) Γηέξρεηαη από ην ζεκείν (3,-2,4), θαη είλαη θάζεην ζηα επίπεδα 05zy3x7 , θαη 

09zyx4 . 

Λύζε. Σν δεηνύκελν επίπεδν ζα είλαη θάζεην ζηελ ηνκή ησλ δύν επηπέδσλ πνπ καο δίδνπλ. Ζ 

ηνκή ηνπο, απνηειείηαη από ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ (x, y, z), πνπ πιεξνύλ ην ζύζηεκα ησλ 

εμηζώζεσλ z5y3x7  θαη z9yx4 . Ζ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ είλαη ε 

z1183y5    ,z432x5 . Γηα 0z  θαη 1z  ιαβαίλνπκε ηα ζεκεία 

0)  83/5,-  ,5/32(  θαη 1)  72/5,-  ,5/28( . Έλα αλπζκαηάθη, ζπλεπώο, πάλσ ζηελ ηνκή, 

είλαη ην 1)  11/5,  ,5/4(  ή ην 5)  11,  ,4(n


. Ζ εμίζσζε ηνπ δεηνπκέλνπ επηπέδνπ είλαη, 

ινηπόλ, ε 0)4z(5)2y(11)3x(4  ή 010z5y11x4 . 

ζη) Γηέξρεηαη από ηελ ηνκή ησλ επηπέδσλ 06z2yx2 , 012z2y6x3  θαη 

ηέκλεη ηνλ Ox άμνλα ζην ζεκείν 6. 

Λύζε. Σν δεηνύκελν επίπεδν απνηειεί δέζκε κε ηα δνζκέλα. Πιεξνί ζπλεπώο ηελ ζρέζε 

0)12z2y6x3()6z2yx2( λκ  ή ηελ  
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0)2(6z)26(y)6(x)32( λκλκλκλκ . Σν ζεκείν εμ’ άιινπ (6, 0, 0) θείηαη 

επί ηνπ επηπέδνπ. Ηζρύεη, ζπλεπώο όηη, 0)2(66)32( λκλκ  ή 0λκ . Γηα 1κ  

θαη 1λ  ε εμίζσζε ηνπ δεηνπκέλνπ επηπέδνπ είλαη ε 06z0y5x . 

δ) Πεξηέρεη ηηο επζείεο 
3

2z

2

1y

4

1x
 θαη  

3

2z

4

1y

5

1x
.  

Λύζε. Σα δηαλύζκαηα )3 ,2 ,4(e1


θαη )3 ,4 ,5(e2


 νξίδνπλ ην δεηνύκελν επίπεδν. Ζ 

εμίζσζή ηνπ είλαη, ινηπόλ, ε 
21 eeAX

λκ  ή 

21 eeOAOX

λκ  όπνπ 

2) 1,- ,1(OA . Σν ζύζηεκα λκ 541x , λκ 421y , λκ 332z  έρεη σο 

απαινίθνπζα ηελ 01z2y3x2 . 

 

2) Να βξεζεί πόζν απέρνπλ κεηαμύ ηνπο ηα παξάιιεια επίπεδα 27z2y6x3  θαη 

22z2y6x3 . Σν δηάλπζκα 2)  6,  ,3(n


 είλαη θάζεην ζηα επίπεδα.. Ζ επζεία 

λ
2

z

6

y

3

x
 πεξηέρεη ην n


 (δηέξρεηαη θαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ). Ζ επζεία απηή 

ηέκλεη ηα επίπεδα ζηα ζεκεία 22     274369 καιλλλ  αληίζηνηρα ή 49/271λ  θαη 

49/222λ . Αξθεί, ηώξα, λα ππνινγίζνπκε ηελ απόζηαζε ησλ ζεκείσλ 

)2 ,6 ,3(A 111 λλλ  θαη )2 ,6 ,3(B 222 λλλ .  

Δίλαη 
49

25
49

49

5
)(4)(36)(9)AB(

2

2

12

2

12

2

12

2 λλλλλλ . Άξα 
7

5
)AB( . 

3) Να βξεζεί ην ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο 0zy2x , 7z2yx3  κε ηα επίπεδα. 

Oxy, Oyz, Ozx. 

Λύζε. Ζ επζεία δίδεηαη σο ηνκή δύν επηπέδσλ. Λύνπκε ζπλεπώο ην ζύζηεκα zy2x  

θαη z27yx3 , απ’ όπνπ έρνπκε όηη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ηεο ηνκήο είλαη ην 

z  ,
7

z
1  ,

7

z5
2 . Σα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ Oxy έρνπλ 0z . Άξα ε επζεία κνπ ηέκλεη ην 

Ox επίπεδν ζην ζεκείν (2, 1, 0). Σν Ozx ζην ζεκείν πνπ έρεη 0
7

z
1 , πνπ είλαη ην 

(7, 0, -7) θαη, ηέινο ην Οyz ζην ζεκείν πνπ έρεη 0
7

z5
2  θαη είλαη ην 

5

14
 ,

5

7
 0 . 

 

4) Να δείμεηε όηη ε επζεία 
4

3z

2

2y

1

1x
 είλαη παξάιιειε κε ην επίπεδν 

08z5y7x6 . 

Λύζε. Σα δηαλύζκαηα )5 ,7 ,6(n


 είλαη θάζεην ζην επίπεδν. Σν δηάλπζκα )4 ,2 ,1(e


 

θείηαη επί ηεο επζείαο. Παξαηεξνύκε όηη, 0en


.  

 

5) α) Να επξεζεί ε εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α = (1, -3, 4), θαη είλαη 

θάζεηνο ζην επίπεδν 4z2y3x . Λύζε Ζ εμίζσζε ηεο δεηνπκέλεο επζείαο έρεη ηελ 

κνξθή 
n

4z

m

3y1x


 όπνπ ην )n ,m ,(e 


 είλαη θάζεην ζην επίπεδν πνπ καο 

δίδνπλ. Αξθεί ζπλεπώο λα ιάβνπκε )2 ,3 ,1(e


. β) Σν ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο απηήο θαη 

ηνπ επηπέδνπ καο, είλαη ην 4)2  3,-3-  1,(4)n  3,-m  ,1( λλλλλλ . Ζ ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ ι πξνζδηνξίδεηαη από ηελ ζρέζε 4)42(2)33(31 λλλ  ή 1λ . 
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Σν δεηνύκελν ζεκείν ηνκήο είλαη, ην (0, 0, 2) πνπ δελ είλαη άιιν, από ηελ πξνβνιή ηνπ Α 

ζην επίπεδν. 

 

6) Να βξεζεί ε πξνβνιή ηνπ δηαλύζκαηνο kj3i4AB


 επί ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη 

από ηα ζεκεία (2, 3, -1) θαη (-2, -4, 3). 

Λύζε. Ζ δεηνύκελε πξνβνιή είλαη ην επζύγξακκν ηκήκα ηεο δνζείζεο επζείαο, ην νπνίν 

πξνζδηνξίδεηαη από ηηο ηνκέο ησλ θαζέησλ επηπέδσλ ζηα άθξα ηνπ δνζέληνο δηαλύζκαηνο. 

Σα δνζέληα ζεκεία, πξνζδηνξίδνπλ ην k4j7i4


. Σν k4j7i4
9

1
u


 είλαη έλα 

κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά κήθνο ηεο επζείαο κνπ. Σν κήθνο ηεο πξνβνιήο ηνπ AB  είλαη 

ζπλεπώο, 1
9

42116
uAB)AB(


. 

 

7) Έζησ k2ji3OP


 θαη k4j2iOQ


. 

α) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Q θαη είλαη θάζεην ζηελ 

επζεία PQ. 

β) Πνία είλαη ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ  Α = (-1, 1, 1) από ην επίπεδν απηό; 

Λύζε. α) Δίλαη k6j3i2PQ


. Σν δηάλπζκα απηό είλαη θάζεην ζην επίπεδν πνπ 

δηέξρεηαη από ην ζεκείν Q. Άξα, 0)z4(6)y2(3)x1(2  ή 28z6y3x2 . 

β) Μία επζεία πνπ πεξλά από ην ζεκείν (-1, 1, 1) θαη είλαη θάζεηνο ζην επίπεδν απηό, είλαη ε 

λ
6

1z

3

1y

2

1x
. Ζ επζεία απηή ηέκλεη ην επίπεδν ζην ζεκείν εθείλν, πνπ 

πξνζδηνξίδεη ε παξάκεηξνο ι, ηελ νπνία ππνινγίδνπκε από ηελ ηζόηεηα: 

28)16(6)13(3)12(2 λλλ , ή 2149λ , ή 49/21λ . Δπί ηνπ επηπέδνπ έρνπ-

κε, ινηπόλ, ην ζεκείν 49/421x , 49/631y , 49/1261z . Ζ απόζηαζε ηνπ 

ζεκείνπ Α από ην Υ = (x, y, z) είλαη, 9)AX( 2
 ή 3)AX( . 

 

8. Σηποθή ζηεπεού ζηο σώπο. ηεξεό ζρήκα ηνπ ρώξνπ, είλαη, (γηα ηηο εδώ αλάγθεο καο), 

έλα ζύλνιν ζεκείσλ ηνπ ρώξνπ, ησλ νπνίσλ νη ακνηβαίεο απνζηάζεηο παξακέλνπλ 

αλαιινίσηεο.  

     Ζ ζέζηο ελόο ζηεξενύ ζρήκαηνο ζην ρώξν, πξνζδηνξίδεηαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ, σο πξνο θάπνην ζύζηεκα αλαθνξάο Oxyz. Μία άιιε ζέζηο ηνπ ηδίνπ ζηεξενύ 

ζην ρώξν, πξνζδηνξίδεηαη από ηελ ζέζε ελόο λένπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο Ο΄x΄y΄z΄, σο πξνο 

ην νπνίν, ην ζηεξεό έρεη ηελ ίδηα ζρεηηθή ζέζε, ηελ νπνία είρε θαη σο πξνο ην παιαηό 

ζύζηεκα. Σν πξόβιεκα, ινηπόλ, ηεο επξέζεσο ηεο λέαο ζέζεσο ηνπ ζηεξενύ, αλάγεηαη ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ Ο΄x΄y΄z΄ ζε ζρέζε κε ην Oxyz. Πξνο ηνύην, πξνζδηνξίδνπκε πξώηα ηελ 

ζέζε ηνπ Ο΄, πξνζδηνξίδνπκε, δειαδή, ην OO΄ , θαη ζηε ζπλέρεηα, πξνζδηνξίδνπκε ηηο 

δηεπζύλζεηο ησλ αμόλσλ Ο΄x΄, Ο΄y΄, Ο΄z΄ σο πξνο ηνπο άμνλεο Οx, Oy θαη Oz. Οη δηεπζύλζεηο 

απηέο, δίδνληαη από ηα ζπλεκίηνλα ησλ γσληώλ πνπ ζρεκαηίδνπλ νη άμνλεο απηνί: 

 

                                            

333

222

111

zO

yO

xO

OzOyOx

γβα

γβα

γβα
 

 

όπνπ,         ii)i,i(cos1


α ,    ji)j,i(cos1


β ,    ki)k,i(cos1


γ ,     

                  ij)i,j(cos2


α ,    jj)j,j(cos2


β ,    kj)k,j(cos2


γ   
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                  ik)i,k(cos3


α ,   jk)j,k(cos3


β ,    kkkkcosγ3


),( . 

 

Θεσξνύκε ηνπο πίλαθεο .  

 

                          

333

222

111

C

γβα

γβα

γβα

  θαη  

321

321

321

TC

γγγ

βββ

ααα

 

 

Παξαηεξνύκε όηη, ICCT
 (ζπλζήθε νξζνγσληώηεηνο). 

Πξάγκαηη, είλαη, ijjijiji δγγββαα . Γηα παξάδεηγκα, αλ 2i , 3j , έρνπκε ηελ 

023323232 δγγββαα , πνπ ηζρύεη, κηά θαη από ηηο k)kj(j)jj(i)ij(j


, 

k)kk(j)jk(i)ik(k


 έρνπκε, αθνύ ηα j


 θαη k


 είλαη κεηαμύ ηνπο θάζεηα, όηη, 

0kj


, δειαδή,  

                    
0)kk)(kj()jk)(jj()ik)(ij(

k)kk(j)jk(i)ik(k)kj(j)jj(i)ij(




 

πνπ είλαη ε πξνο απόδεημε ζρέζε. 

Με ηνλ ίδην ηξόπν βιέπνπκε όηη ηζρύεη θαη ε ICCT
. Άξα είλαη θαη 

T1 CC . 

 

     Οη ελλέα ινηπόλ παξάκεηξνη kji γβα ,,  δελ είλαη αλεμάξηεηνη. πλδένληαη κε έμε ζρέζεηο. 

Απνκέλνπλ ζπλεπώο ηξεηο αλεμάξηεηεο παξάκεηξνη, νη νπνίεο κπνξνύλ λα πξνζδηνξίζνπλ ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκό ελόο ζηεξενύ ζηνλ ρώξν. Ζ ζέζηο ηνπ ζηεξενύ απαηηεί βέβαηα έμε 

παξακέηξνπο γηα λα πξνζδηνξηζηεί πιήξσο, κηα θαη ζέινπκε ηξεηο παξακέηξνπο γηα ηελ ζέζε 

ηνπ O΄, θαη ηξεηο αθόκα παξακέηξνπο γηα ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ ζηεξενύ.  Σνλ ξόιν ησλ 

ηξηώλ απηώλ παξακέηξσλ, ηνλ αλαιακβάλνπλ ζπλήζσο, νη γσλίεο ηνπ Euler.  

 

     Σν ζύζηεκα Οxyz είλαη δπλαηόλ λα ιάβεη νηνλδήπνηε πξνζαλαηνιηζκό Ox΄y΄z΄,  

αλ εθηειέζνπκε ηηο παξαθάησ ηξεηο πεξη-

ζηξνθέο: 1) Πεξηζηξνθή πεξί ηνλ άμνλα 

Οz θαηά γσλία θ πάλσ ζην Οxy επίπεδν, 

νπόηε, ε λέα ζέζηο ηνπ ζπζηήκαηνο ζα 

είλαη ε Ομεz. 2) ηε ζπλέρεηα, πεξηζηξν-

θή πεξί ηνλ άμνλα μ θαηά γσλία ζ πάλσ 

ζην επίπεδν Oxε, θαη ηέινο, 3) Καηά 

γσλία ς πεξί ηνλ άμνλα Οz΄ πάλσ ζην 

Ομε επίπεδν. Ζ ηειηθή ζέζηο Οx΄y΄z΄ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, πξνθύπηεη από ηελ ζύλζεζε 

ησλ ηξηώλ πξνεγνύκελσλ πεξηζηξνθώλ.  

  πσο είδακε, ν πίλαθαο ηεο πεξηζηξνθήο 

ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ θαηά γσλία θ 

είλαη (βιέπε ζει. 39) ν: 

                                                                          

                                                                       

cosθsinθ

sinθcosθ
. 

 

Καηά ηελ πξώηε απηή πεξηζηξνθή είλαη, ινηπόλ, μ = xcosθ ysinθ 

                                                                    ε = xsinθ ycosθ 

                                                                    z = z. Άξα ν πίλαθαο ηεο ζηξνθήο απηήο, είλαη ν  

O

x y

z

x΄

y΄

z΄

μ

ε
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Φ = 

100

0cosθsinθ

0sinθcosθ

. Καηά ηελ δεύηεξε πεξηζηξνθή, έρνπκε όηη, 

μ = μ 

ε΄ = εcosζ zsinζ 

z΄ = εsinζ zcosζ    

κε πίλαθα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ηνλ  Θ = 

cosζsinζ0

sinζcosζ0

001

. 

Γηα ηελ ηξίηε πεξηζηξνθή είλαη, 

 

x΄ = ε΄cosς μ΄sinς 

y΄ = ε΄sinς μ΄cosς 

z΄ = z΄  

κε πίλαθα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ ηνλ   

 

 

Ζ ηειηθή ζέζε ηνπ ζηεξενύ, ιαβαίλεηαη, αλ εθηειέζνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό ΦΘΦ πάλσ ζε 

όια ηα ζεκεία ηνπ. 

 

9. Εξωηεπικό γινόμενο. Δζησ έλαο δηαλπζκαηηθόο ρώξνο V(F), κε dimV = n. Θεσξνύκε ην 

{(a, b) V V | a  ιb}. Σν ζύλνιν απηό απνηειείηαη από ηα κε ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα ηνπ 

V, ιακβαλόκελα ζε δηαηεηαγκέλα δεύγε.  

 

Οπιζμόρ. Θα ιέκε όηη ην δεύγνο (a, b) είλαη ηζνδύλακν ηνπ ),( 11 ba  αλλ    (1) 

                                                         1a = θa ιb   θαη 

                                                         1b = κa λb 

κε νξίδνπζα δ ηνπ πίλαθα Γ = 
λκ

ιθ
,  δ = θλ ικ = 1. 

 

     Ζ ζρέζηο (a, b)  ),( 11 ba είλαη κία ζρέζε ηζνδπλακίαο.  

Πξάγκαηη, αξθεί ην πξνεγνύκελν ζύζηεκα λα ην γξάςνπκε ζηελ κνξθή: 

Τπάξρεη, ηόηε, από ππόζεζε ν πίλαθαο Γ
1
 θαη ζπλεπώο, ην ζύζηεκα 

ιύεηαη σο πξνο 11 ba , a1, b1. Ηζρύεη ζπλεπώο όηη, αλ  

(a, b)  ),( 11 ba  ηόηε θαη ),( 11 ba  (a, b). Αλ Γ = ν κνλαδηαίνο πίλαθαο, 

ηόηε είλαη (a, b)  (a, b). Σέινο, γηα ηελ κεηαβαηηθή ηδηόηεηα έρνπκε όηη, αλ ηζρύεη θαη ε 

),( 22 ba   ),( 11 ba , ηόηε ζίγνπξα είλαη θαη ),( 22 ba   (a, b), όπσο πξνθύπηεη αλ εθηειέζνπκε 

ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ησλ αληίζηνηρσλ πηλάθσλ Γ, θαη ιάβνπκε ηελ νξίδνπζα ηνπ γηλνκέλνπ 

ησλ, ε νπνία ζα είλαη ην γηλόκελν ησλ αλη. νξηδνπζώλ, πνπ είλαη = 1. 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 7. Αλ ζεσξήζνπκε όηη, ηα κε ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα a, b Δ νξίδνπλ ηηο 

πιεπξέο ελόο παξαιιειόγξακκνπ επη ηνπ επηπέδνπ πνπ απηά νξίδνπλ, ηόηε ε θιάζε ησλ 

ηζνδπλάκσλ πξνο ην (a, b) δεπγώλ, απνηειείηαη από όια ηα παξαιιειόγξακκα, πνπ έρνπλ ην 

ίδην εκβαδόλ.  

 

 

100

1cosςsinς

0sinςcosς

Φ  

b

a

λκ

ιθ

b

a

1

1
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Πξάγκαηη, ην ηπρόλ παξαιιειόγξακκν πνπ γξά-

θεηαη κε πιεπξέο ηα δηαλύζκαηα a θαη b, έρεη 

θαλεξά, ην ίδην εκβαδόλ κε εθείλν ην νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν, πνπ έρεη ηελ κία πιεπξά ηνπ, 

έζησ ηελ a΄ = a, θαη ηελ άιιε, ηελ  

            b΄ = AA΄  = b ιa           (2).  

Ζ νξίδνπζα δ ηνπ ζπζηήκαηνο  a΄ = 1a 0b  

                                                                                        b΄ = ιa 1b  είλαη ε δ = 1. Μία άιιε 

πεξίπησζε δύν παξαιιειόγξακκσλ κε ην ίδην εκβαδόλ, είλαη ε a΄ = ιa θαη  b΄ = b
ι

1
. Καη 

ζηελ πεξίπησζε απηή, δ = 1.  

 

ηελ πεξίπησζε, πνπ (a, b) V V, ε ζπλζήθε (2) γηα λα έρνπκε ηελ ηζνδπλακία  

(a΄, b΄)  (a, b) έπεηαη από ην γεγνλόο όηη, ην (1) είλαη ηζνδύλακν ηνπ  

                                      λa = λθ 1a λι 1b   

                                      ιb = ικ 1a ιλ 1b     απ’ όπνπ θαη  λa ιb = δ 1a .  

Λαβαίλνπκε σο a΄ = λa ιb = δ 1a  = 1a . Χο b΄ ιαβαίλνπκε ην ι 1a 1b . Σν b΄ δελ πξέπεη λα 

είλαη ζπγγξακκηθό κε ην a΄. Πξάγκαηη, αλ ι 1a 1b  = μa΄ ηόηε θαη  

 ι 1a 1b  = μ(λa ιb) = μ(λθ 1a λι 1b ικ 1a ιλ 1b ) = μ(λθ ικ) 1a  = μδ 1a  = μ 1a , άηνπνλ. 

 

Θεσξνύκε, ηώξα, ην ζύλνιν πειίθνλ Φ = V V/ . Έλα ζηνηρείν ηνπ Φ, είλαη εθείλε ε ηάμε 

ηζνδπλακίαο a Φ, πνπ πεξηέρεη ηα δεύγε (a, b) V V, πνπ νξίδνπλ παξαιιειόγξακκα, κε ην 

ίδην εκβαδόλ. Καινύλ ηελ a  δπάλπζκα (bivector).  

Γξάθνπκε θαη a = a b όπνπ (a, b) a  θαη Φ = V V. 

     ην ζύλνιν Φ, επηζπλάπηνπκε θαη ην κεδεληθό bivector o, πνπ είλαη ε ηάμε όισλ ησλ 

δεπγώλ ηεο κνξθήο (a, ιa). Δίλαη δειαδή (a, b)  o , αλλ b = ιa. 

 

Οπιζμόρ. Οξίδνπκε ην κνλόκεηξν γηλόκελν ιa από ηελ ηζόηεηα,  

                                 ιa  = ιa b = a ιb = ι(a b). 

Θα ιέκε όηη νη ηάμεηο a θαη a ΄ είλαη αλάινγεο, αλλ a ΄ = ιa. 

Σν κνλόκεηξν γηλόκελν, είλαη θαιά νξηζκέλν. Πξάγκαηη, αλ (a΄,b΄) a, ηόηε είλαη, 

                                    a΄ = θa ιb 

                                    b΄ = κa λb, κε δ = 1.  

Άξα θαη (ιa΄,b΄) = ι(a,b) = (a΄, ιb΄). 

 

ΠΟΡΗΜΑ. Ηζρύεη όηη, a b = b  a. 

Απόδεημε. Δρνπκε λα δείμνπκε όηη, νη ηάμεηο πνπ νξίδνληαη από ηα δεύγε (a,b) θαη ( b,a) 

ηαπηίδνληαη. Πξνο ηνύην, αξθεί λα δείμνπκε όηη έρνπλ έλα θνηλό ζηνηρείν. Δζησ, ινηπόλ, ην 

),( 11 ba a. Σόηε, ε ζρέζε (a,b) a , είλαη ηζνδύλακε κε ην ζύζηεκα,  

a = θ 1a ι 1b   θαη b = κ 1a λ 1b   κε δ = θλ ικ = 1.  

Άξα θαη, ( b, a) a  κηα θαη είλαη, b = κ 1a λ 1b   θαη  a = θ 1a ι 1b   κε δ = κι λθ = 1. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 4. Αλ a΄ = θa ιb 

                              b΄ = κa λb, κε δ = θλ ικ, ηόηε είλαη θαη a΄  b΄ = δ(a b). 

Απόδεημε. Ζ ηάμε ηζνδπλακίαο a΄ πνπ νξίδνπλ ηα a΄, b΄, πεξηέρεη όια ηα 1a , 1b V, γηα ηα 

νπνία ηζρύεη όηη, 1a  = 1θ a΄ 1ι b΄ 

                           1b  = 1κ a΄ 1λ b΄, κε 1δ  = 1. Άξα θαη 

AO

BB΄ A΄

a

b
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b

a

λκ

ιθ

b

a

11

11

1

1
= 

b

a

λκ

ιθ

λκ

ιθ

11

11
= 1δ δ(a b) = δ(a b). 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 8. Ζ πξνεγνύκελε πξόηαζε, νπζηαζηηθά καο ιεεη όηη, ην εκβαδόλ ηνπ πα-

ξαιιεινγξάκκνπ ΒΟΑ (βιέπε πξνεγνύκελν ζρήκα) είλαη ζπγθξίζηκν κε ην εκβαδόλ ηνπ 

παξαιιειόγξακκνπ ΒΑ΄. Σα παξαιιειόγξακκα απηά, πξέπεη βέβαηα, λα βξίζθνληαη ζην 

ίδην επίπεδν.  

 

Οπιζμόρ. Θα ιέκε όηη, ην δηάλπζκα e είλαη παξάιιειν πξνο ην bivector a = a b, θαη ζα 

γξάθνπκε e | | a , αλλ e = θa ιb. 

     Αλ a = o , ηόηε εμ νξηζκνύ, e | | o  γηα θάζε e V. 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 9. α) Αλ e | | a b, ηόηε θαη e | | a΄ b΄, όπνπ (a΄, b΄) a = a b. 

                               β) Σν κεδεληθό δηάλπζκα, είλαη παξάιιειν πξνο θάζε bivector. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 5. Αλ e | | a , e  0, ηόηε  a΄ V, ηέηνην ώζηε, (e, a΄) a .  

Απόδεημε. Δζησ όηη, a = a b. Θα πξέπεη λα βξνύκε έλα a΄ έηζη ώζηε, 

                                    e = θa ιb    θαη 

                                    a΄ = θ΄a ι΄b   κε δ = 1. 

κσο, ην e από ππόζεζε ηζνύηαη κε θa ιb. Αξθεί λα δηαιέμνπκε, ινηπόλ, ηνπο θ΄, ι΄ R, έηζη 

ώζηε θι΄ θ΄ι = 1. Αλ a = 0 αξθεί λα ιάβνπκε a΄ = ιe. 

 

Τπνζέηνπκε, ηώξα, όηη dimV  3. 

 

ΠΡΟΣΑΖ 6. Γηα θάζε δύν bivectors a , b Φ, e V, ηέηνην ώζηε, e | | a θαη e | | b . 

Απόδεημε. Δζησ a = a b, b = 1a 1b . Σν e ζα πξέπεη λα είλαη έλα δηάλπζκα γξακκηθά εμαξ-

ηεκέλν από ηα a, b θαη από ηα 1a , 1b . Ο V έρεη dimV = 3. Άξα ην {a, b, 1a , 1b } είλαη 

γξακκηθά εμαξηεκέλν. α) Έλα από ηα bivectors είλαη ην κεδεληθό bivector. Σόηε εμ νξηζκνύ, 

θάζε e V είλαη παξάιιειν πξνο απηό. Αξθεί ινηπόλ λα ιάβνπκε σο e κηα γξακκηθή έθθξαζε 

ησλ δύν άιισλ. β) Αλ δελ έρνπκε κεδεληθό bivector. Σν {a, b, 1a , 1b } είλαη έλα γξακκηθά 

εμαξηεκέλν ζύλνιν. Άξα ηζρύεη όηη, θa ιb θ1a1 ι1b1 = 0, ή θa ιb = (θ1a1 ι1b1).  

Αξθεί ζπλεπώο λα ιάβνπκε, e = θa ιb = ( 11aθ 11bι ). ηελ πεξίπησζε απηή, είλαη θαη  

e  0, κηα θαη ηα {a, b}, { 1a , 1b } είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ζύλνια. 

 

ΠΆΡΑΣΖΡΖΖ 10. Γηα θάζε δύν bivectors a , b Φ, e V, κε e | | a  θαη e | | b, ηέηνην ώζηε, 

a = e a΄ θαη b = e b΄. Αξθεί λα ιάβνπκε ην e | | a  θαη e | | b  νπόηε, ζύκθσλα κε ηελ πξό-

ηαζε 5, ππάξρνπλ ηα a΄ θαη b΄ V, έηζη ώζηε λα ηζρύεη ε παξαηήξεζε καο. 

 

Οπιζμόρ. Γηα λα νξίζνπκε ην άζξνηζκα δύν bivectors a θαη b  ηα ζέηνπκε απηά ππό ηελ κνξ-

θή a  = e a΄ θαη b = e b΄, νπόηε a  b  = e ( a ΄  b ΄). 

      

Ζ πξόζζεζε απηή, απνδεηθλύεηαη όηη είλαη θαιά νξηζκέλε. 

Σελ απεηθόληζε πνπ νξίδεηαη από ηελ ζρέζε V V  (a, b)  a b Φ, θαινύκε εμσηεξηθό 

γηλόκελν ησλ δηαλπζκάησλ a θαη b. Καηαρξεζηηθά, εμσηεξηθό γηλόκελν, θαινύκε θαη ηελ 

εηθόλα a b ηνπ δεύγνπο (a, b). 

 

Σν εμσηεξηθό γηλόκελν, (γηα dimV = 3), έρεη όπσο δείμακε ηηο ηδηόηεηεο: 

1) e (a b) = e a  e b. (Δπηκεξηζκόο σο πξνο ηελ πξόζζεζε). 
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2) ι(a b) = ιa b = a ιb. (Οκνγέλεηα). 

3) a b = b  a. (Αληηζπκκεηξία). 

4) a b = 0 αλλ ηα a, b γξακκηθώο εμαξηεκέλα. 

 

ΘΔΧΡΖΜΑ. Ζ δνκή (Φ, , ) είλαη δνκή δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ. 

Απόδεημε. Ζ κνλαδηθή ηδηόηεο πνπ δελ είλαη πξνθαλήο θαη ζέιεη απόδεημε είλαη ν 

πξνζεηαηξηζκόο γηα ηελ πξόζζεζε, a   (b  c) = (a   b )  c, όηαλ δελ έρνπκε κεδεληθά 

bivectors. 

     Γξάθνπκε, a = e a θαη b = e b, e  0. α) Σν e | | c . ηελ πεξίπησζε απηή είλαη 

(a  b) = e (a b) θαη, από ηελ πξόηαζε 5, (e, c)  c .  

Άξα, (a  b)  c = e (a b) e c = e (a b c) = e a e (b c) = a  (b  c). 

     β) Σν e δελ είλαη παξάιιειν ηνπ c . Δζησ c  = c 1c . Σν {e, c, 1c } είλαη ηόηε ζύλνιν 

γξακκηθά αλεμάξηεην. Μπνξνύκε ζπλεπώο, λα ην ρξεζηκνπνηήζνπκε σο βάζε γηα ηνλ V. 

     Δρνπκε, ινηπόλ, a = θe ιc κ 1c , θαη b = λe ξc μ 1c .  

Άξα, (a  b)  c = {e (θe ιc κ 1c ) e (λe ξc μ 1c )}  c 1c   

                        = e (θe ιc κ 1c λe ξc μ 1c ) c 1c   

                        = e {(θ λ)e (ι ξ)c (κ μ) 1c } c 1c   

                        = e (ι ξ)c e (κ μ) 1c c 1c . 

Δπίζεο, a  (b  c) = e (θe ιc κ 1c ) {e (λe ξc μ 1c )  c 1c } 

                            = e ιc e κ 1c e ξc e μ 1c c 1c  

                            = e ιc e ξc e κ 1c e μ 1c c 1c  

                           = e (ι ξ)c e (κ μ) 1c c 1c . 

 

Αο ππνινγίζνπκε, ηώξα, ηελ δηάζηαζε ηνπ γξακκηθνύ ρώξνπ V V.  

1) Πεξίπησζε, πνπ dimV = 1. ηελ πεξίπησζε απηή, ν V V πεξηέρεη ηα δεύγε  

(a, b), γηα ηα νπνία ηζρύεη πάληα ε b = θa. Ο V V πεξηέρεη ινηπόλ, κόλνλ, ην κεδεληθό 

bivector. Δίλαη ζπλεπώο, dim(V V) = 0. 

2) Πεξίπησζε, πνπ dimV = 2. ηελ πεξίπησζε απηή, ν V V πεξηέρεη ηα δεύγε  

(a, b), γηα ηα νπνία ηζρύεη είηε όηη b = θa, είηε όηη ην {a, b} είλαη γξακκηθά αλεμάξηεην. Αλ 

1e , 2e  κία βάζε ηνπ V, ηόηε, γηα ην ηπρόλ (a, b)  V V ηζρύεη όηη, 

                            a b = δ( 1e 2e )  κε  δ = θλ ικ. (Βιέπε, πξόηαζε 4). 

Δίλαη, ινηπόλ, dim(V V) = 1. Σν γεγνλόο απηό, ζηελ γεσκεηξηθή γιώζζα ζεκαίλεη όηη, όια 

ηα παξαιιειόγξακκα ηνπ επηπέδνπ, είλαη ζπγθξίζηκα. Αλ ζπλεπώο ιάβνπκε ην 1e 2e  σο 

κνλάδα ζύγθξηζεο, ην δ είλαη ην κέηξνλ ζπγθξίζεώο ησλ. Σν |δ| ην θαινύκε εκβαδόλ ηνπ 

παξαιιειόγξακκνπ, πνπ ζρεκαηίδεηαη κε πιεπξέο ηα κε παξάιιεια δηαλύζκαηα a θαη b. 

Ηζνδύλακα είλαη εθείλα ηα παξαιιειόγξακκα ηνπ επηπέδνπ, πνπ έρνπλ ην ίδην εκβαδόλ. ηελ 

πεξίπησζε ηνπ 2R  κε βάζε ηελ θαλνληθή, 1e


 = (1, 0), 2e


 = (0, 1), έρνπκε όηη,  

)yy,xx(OAOBABa 1212


 θαη, όκνηα, )yy,xx(OAOAb 3232ΓΓ


 

Δίλαη ινηπόλ, )( 12 xxθ , )( 12 yyι , )( 13 xxκ , )( 13 yyλ  θαη  

 

                          
1313

1212

yyxx

yyxx
δ .  (Βιέπε θαη ζει. 60). 

 

3) Πεξίπησζε, πνπ dimV = 3. Δζησ }e,e,e{ 321


 κία βάζε ηνπ V. Δίλαη ηόηε, 

332211 eeea


κκκ  θαη 332211 eeeb


λλλ . Άξα θαη,  

            ba


 = )ee)(( 322332


λκλκ )ee)(( 133113


λκλκ )ee)(( 211221


λκλκ . 



 25 

Γξάθνπκε θαη: i  = 32 ee


, j  = 13 ee


, k = 21 ee


 νπόηε  θαη 

 

                                    

321

321ba

λλλ

κκκ

kji


              (3). 

 

Θα δείμνπκε, ηώξα, όηη ηα i  = 32 ee


, j  = 13 ee


, k = 21 ee


 απνηεινύλ βάζε ηνπ 

γξακκηθνύ ρώξνπ V V, δειαδή όηη, dim(V V) = 3. 

     α) Σν όηη ηα  i, j , k παξάγνπλ ηνλ ρώξν, έπεηαη από ηελ πξνεγνύκελε ηζόηεηα (3).  β) Γηα 

ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία ηνπ ζπλόινπ { i, j , k } ζεσξνύκε ηελ ζρέζε, θi ιj κk  = o  (4), 

θαη ζα δείμνπκε όηη απηή ηζρύεη κόλνλ γηα θ = ι = κ = 0. Πξάγκαηη, αλ είρακε έζησ ηνλ θ  0, 

ηόηε ζα είρακε όηη ηα δηαλύζκαηα  

                                a


 = ι 1e


θ 2e


, θαη b


 = κ 1e


θ 3e


 

ζα ήηαλ γξακκηθά αλεμάξηεηα, κηα θαη αλ γηα λ  0, μ  0, 

              λ a


μ b


 = λ 1e


λθ 2e


μκ 1e


μθ 3e


 = (ιλ μκ) 1e


θλ 2e


θμ 3e


 = 0,  

νπόηε θαη θ = 0, αληίζεηα κε ηελ ππόζεζή καο. Σν γεγνλόο όηη, ηα a


 θαη b


 είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηα, ζεκαίλεη όηη, a


b


  o. Δίλαη όκσο,  

         a


b


 = ( ι 1e


θ 2e


) ( κ 1e


θ 3e


) = ιθ 1e


3e


θκ 2e


1e
 2θ 2e


3e


 

                = θ{κ( 1e


2e


) θ( 2e


3e


) ι( 3e


1e


)} = o  (ιόγσ ηεο (4)). 

Ζ ηζόηεο απηή όκσο, έξρεηαη ζε αληίθαζε κε ηελ a


b


  o. Άξα θαθώο ππνζέζακε όηη θ  0. 

Άξα θ = 0, νπόηε θαη κ( 1e


2e


) ι( 3e


1e


) = o, ή 1e


(κ 2e


ι 3e


) = o , δειαδή   

(κ 2e


ι 3e


) = ξ 1e


, ζρέζε πνπ ηζρύεη κόλν γηα κ = ι = ξ = 0. 

 

Γείμακε ινηπόλ όηη dim(V V) = 3, όηαλ dimV = 3. Οη ρώξνη ζπλεπώο απηνί, είλαη ηζόκνξθνη. 

Λόγσ ηνπ ηζνκνξθηζκνύ απηνύ, ηαπηίδνπκε ηα i


, j


 θαη k


, αληηζηνίρσο, κε ηα i, j , k. 

Γξάθνπκε επίζεο  αληη ηνπ .  

 

Θεσξνύκε ηώξα, ην ηπρόλ ΑΥ 3R , θαη ην ba
 3R . Σν ΑΥ  είλαη παξάιιειν πξνο ην 

ba


 αλλ ΑΥ  = α a


β b


. Ζ ζρέζε απηή, νξίδεη βέβαηα, ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ Υ ηνπ 

ρώξνπ, πνπ βξίζθνληαη πάλσ ζην επίπεδν, πνπ νξίδνπλ ηα a


 θαη b


. (Βιέπε ζει. 66). 

 

Ο πξνεγνύκελνο ηζνκνξθηζκόο, επηβάιεη ηηο ηζόηεηεο: 

         1)      kijji


            0ii


 

         2)      ijkkj


            0jj


 

         3)      jkiik


            0kk


 

Αλ εθθξάζνπκε ηα δηαλύζκαηα a


 θαη b


 ζην ζύζηεκα i


, j


, k


, 

                   kαjαiαa 321


   θαη   kβjβiβb 321


 

ηόηε θαη  

            ba


 = iβαβα 2332


)( jβαβα 3113


)( kβαβα 1221


)(  . 

Γξάθνπκε θαη 

                                

321

321

βββ

ααα

kji

ba




  . (Βιέπε θαη (3)). 
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Παξαηεξνύκε όηη, ν ζπληειεζηήο 
2332 βαβα  ηνπ i


, εθθξάδεη ην εκβαδόλ ηνπ παξαιιειν-

γξάκκνπ κε πιεπξέο ΟΑ΄ θαη ΟΒ΄, πνπ θείηαη ζην ( j


, k


) επίπεδν, θαη έρεη Α = (0, 2α , 3α ),  

Β = (0, 2β , 3β ). Αλάινγα θαη γηα ηνπο άιινπο δύν ζπληειεζηέο. Σν κέηξν ηνπ ba


 ηζνύηαη 

κε ην εκβαδόλ ηνπ πΆξαιιεινγξάκκνπ, πνπ ζρεκαηίδεηαη πάλσ ζηηο κε παξάιιειεο πιεπξέο 

a


 θαη b


 θαη ε θνξά ηνπ ιαβαίλεηαη έηζη ώζηε ην ζύζηεκα a


, b


, ba


 λα είλαη δεμηόζηξνθν. 

Δρνπκε ινηπόλ, θαη όηη ba


 = | ba


| e


 = αβsin( a


, b


) e


, όπνπ α = | a


|, β = | b


| θαη e


 κνλα-

δηαίν δηάλπζκα θάζεην ζην επίπεδν ησλ a


 θαη b


. 

 

10. Εθαπμογέρ εζωηεπικού και εξωηεπικού γινομένος. Πεξηνξηδόκαζηε ζηνλ ρώξν Δ κε ην 

Οxyz ζύζηεκα αλαθνξάο, πνπ απνηειείηαη από ην ζεκείν Ο θαη ηελ βάζε { i


, j


, k


}. 

 

1.  Θεσξνύκε ην παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ. Δίλαη bac


. Δρνπκε, ηώξα, όηη:  
2c


 = )ba(


)ba(


 = a


a


2a


b


b


b


 

      = 2α 2αβcos( a


, b


) 2β . 

 κνηα, 

 2d  = ( a


b


) ( a


b


) = a


a


2 a


b


b


b


 

               = 2α 2αβcos( a


, b


)  2β . 

 Οη ζρέζεηο απηέο, δίδνπλ ην κήθνο ηεο          

ηξίηεο πιεπξάο ηξηγώλνπ, όηαλ νη δύν άιιεο         

πιεπξέο πεξηθιείνπλ νμεία, ή ακβιεία γσλία 

αληίζηνηρα. 

 

2. Ζ πξνβνιή S΄ ηνπ εκβαδνύ S = | a


b


| πάλσ ζε έλα επίπεδν, ηζνύηαη κε S΄ = ( n


΄n


)S 

όπνπ n


 θαη ΄n


 αληίζηνηρα, κνλαδηαία θάζεηα δηαλύζκαηα επί ησλ επηπέδσλ ησλ S θαη S΄. 

 

3. Ηζρύεη όηη, a


b


c


 = b


c


a


 = c


a


a


. Γξάθνπκε θαη [ a


b


c


] = a


b


c


 (ηξηπιό 

γηλόκελν).  

Αλ iii γβα ,,  , i = 1, 2, 3, νη ζπληεηαγκέλεο ησλ a


, b


, c


 ζε νηαδήπνηε βάζε { l


, m


, n


}, 

ηζρύεη ηόηε όηη, 

                         ]cba[


 = 

321

321

321

γγγ

βββ

ααα

]nml[


 

 

4. Δλ γέλεη είλαη a


( b


c


)  ( a


b


) c


. Σν a


( b


c


) είλαη έλα δηάλπζκα θάζεην πξνο 

ακθόηεξα ηα a


 θαη b


c


. Δίλαη ζπλεπώο παξάιιειν πξνο ην επίπεδν ησλ b


 θαη c


.  

Ηζρύεη ζπλεπώο όηη, a


( b


c


) = β b


γ c


.  

Αλ ζην Oxyz ζύζηεκα έρνπκε a


 = ),,( 321 ααα , b


 = ),,( 321 βββ  θαη c


 = ),,( 321 γγγ , ηόηε, 

                 a


( b


c


) = iγβγβαγβγβα 3113312212


)()([  

                             jγβγβαγβγβα 1221123323


)()([  

                              kγβγβαγβγβα 2332231131


)()([  = ( c


a


) b


( b


a


) c


 

 

5. Δζησ ai ηξία κε ζπλεπίπεδα δηαλύζκαηα. Οξίδνπκε ηα a
i
 σο εμήο: 

               
][ 321

321

aaa

aa
a ,   

][ 321

132

aaa

aa
a ,    

][ 321

213

aaa

aa
a . 

A

B

Γ
Γ

a


b


c
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Σα a
i
 είλαη θαη απηά κε ζπλεπίπεδα, θαη ζπλεπώο, απνηεινύλ βάζε γηα ηνλ Δ. Σν ζύζηεκα 

αλαθνξάο ),,,(
321 aaaO  θαιείηαη αληίζηξνθν ζύζηεκα ηνπ ζπζηήκαηνο ),,,( 321 aaaO . 

Ηζρύνπλ νη ζρέζεηο:               k
i

k
i δaa           (1) 

όπνπ k
iδ  ην δ ηνπ Kronecker: k

iδ  = 0 γηα i  j, k
iδ  = 1 γηα i = j. 

Σα ia  εθθξάδνληαη ζπλαξηήζεη ησλ ia  από ηηο ζρέζεηο: 

              
][

321

32

1
aaa

aa
a ,     

][
321

13

2
aaa

aa
a     

][
321

21

3
aaa

aa
a  . 

Σν {Ο, kji


,,  }, έρεη σο αληίζηξνθν ζύζηεκα θαη πάιη ην {Ο, kji


,,  }. 

Σν ηξηπιό γηλόκελν ησλ δηαλπζκάησλ ia  ζπλδέεηαη κε ην ηξηπιό γηλόκελν ησλ δηαλπζκάησλ 

ia  κε  ηελ ζρέζε: 1aaaaaa 321
321 ]][[  

 

Αλ κέζα ζηνλ Δ έρνπκε θαη ηα δύν απηά αληίζηξνθα ζπζηήκαηα, ην ηπρόλ v E ζα έρεη ηηο 

εθθξάζεηο, 3
3

2
2

1
1 avavavv  θαη 3

3
2

2
1

1 avavavv . Οη ζπληειεζηέο λ ππνινγίδνληαη 

σο εμήο: ii vav  θαη ii vav . Μπνξνύκε ζπλεπώο, λα γξάθνπκε, 

                            v = 
3

1i

i
i ava )(  θαη  v = 

3

1i

i
i ava )( . 

πλήζσο γξάθνπκε, i
i avav )(  ή i

i avav )( , όπνπ, ν επαλαιακβαλόκελνο δείθηεο i 

λνείηαη όηη αζξνίδεηαη.  

 

Αζκήζειρ. 1) Αλ r


 θαη q


 νη δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ησλ ζεκείσλ R θαη Q αληίζηνηρα, λα 

βξείηε ηνλ γεσκεηξηθό ηόπν ησλ ζεκείσλ Q, γηα ηα νπνία ηζρύεη όηη  

                               r


q


 = 2θ    (θ θαη r


 ζηαζεξά). 

                  

                 2) Να δείμεηε όηη, [ a


b


b


c


c


a


] = 2]cba[


 

                  

                 3) Αλ Α, Β, Γ, Γ νη θνξπθέο ηεηξαέδξνπ, θαη  

                                kzjyixa 111


 

                                kzjyixb 222


 

                                kzjyixc 333


 

                                kzjyixd 444


 

νη δηαλπζκαηηθέο αθηίλεο ησλ Α, Β, Γ, Γ αληίζηνηρα, λα δείμεηε όηη, ν όγθνο V ηνπ 

ηεηξαέδξνπ ηζνύηαη κε  

                                

4321

4321

4321

zzzz

yyyy

xxxx

1111

6

1
V . 

 

                   4) Να δείμεηε όηη,  a (b c) b (c a) c (a b) = 0 .  

 

                   5) Δζησ όηη δίδνληαη νη ζηξεβιέο επζείεο ε θαη ε΄ ηνπ ρώξνπ 3R , όπσο ζην  

                        παξαπιεύξσο ζρήκα. 
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Γηα λα βξνύκε ηελ επζεία ΑΓ, πάλσ 

ζηελ νπνία κεηξάκε ηελ απόζηαζε d 

ησλ δύν απηώλ επζεηώλ, ζθεπηόκεζα 

σο εμήο: Θεσξνύκε ηηο δηεπζύλζεηο 1e


 

θαη 2e


 απηώλ. Σα 1e


 θαη 2e


 νξίδνπλ 

ηελ ζέζε δύν παξάιιεισλ επηπέδσλ, 

21 ππ , , ηνπ ελόο δηεξρνκέλνπ εθ ηνπ 

ζεκείνπ Α θαη πεξηέρνλ ηελ επζεία ε, 

ηνπ άιινπ δηεξρνκέλνπ εθ ηνπ ζεκείνπ 

Β θαη πεξηέρνλ ηελ επζεία ε΄. Ζ εθ ηνπ 

Α θνηλή θάζεηνο ησλ επηπέδσλ απηώλ, 

έρεη δηεύζπλζε 21 een


, θαη ηέκλεη ην 2π  ζην ζεκείν Γ. Από ην Γ θέξνπκε επζεία κε 

δηεύζπλζε 1e


. Απηή ηέκλεη ηελ ε΄ ζην ζεκείν Γ. Σα ζεκεία Α θαη Γ νξίδνπλ ηελ ζέζε ηεο 

δεηνπκέλεο επζείαο. 

                      Να δείμεηε όηη, αλ ),,( 321 αααA  θαη ),,( 321 βββΒ , ),,( 3211 θθθe


 θαη 

),,( 3212 ιιιe


, ηόηε είλαη θαη, 

             

321

321

332211

ιιι

θθθ

αβαβαβ

n

1
d

||
 = πξνβνιή ηνπ ΑΒ  ζην επίπεδν Α,Γ,Γ. 

 

11. Καμπύλερ ζηο επίπεδο. ηαλ αλαθεξόκεζα ζε κία θακπύιε ηνπ Καξηεζηαλνύ Oxy 

επηπέδνπ, λννύκε έλα ζύλνιν ζεκείσλ )y,x(  ηνπ επηπέδνπ, πνπ πιεξνύλ κηά θαζνξηζκέλε 

ηδηόηεηα, ε νπνία εθθξάδεηαη είηε κέζσ ησλ παξακεηξηθώλ εμηζώζεσλ )t(yy),t(xx , 

είηε (κεηά από απαινηθή ηεο παξακέηξνπ t) από ηελ “θαξηεζηαλή” εμίζσζε 0)y,x(F  ή 

ζηελ “ιπκέλε” ηεο κνξθή, )x(fy . Ζ θακπύιε )x(fy  θαιείηαη ιεία, αλλ ππάξρεη ε 

παξάγσγνο dx/dy
x

f
lim

xx

)x(f)x(f
lim)x(f

0x
0

0

xx
0

0 Δ

Δ

Δ
. ηελ πεξίπησζε απηή, )x(f 0 , 

είλαη ε θιίζε ηεο επζείαο πνπ νξίδεηαη από ηα ζεκεία )y,x(  θαη )y,x( 00  ηεο θακπύιεο, ζην 

όξην, όηαλ ην )y,x()y,x( 00 . Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο, πνπ πεξλά από ην ζεκείν )y,x( 00  

θαη έρεη θιίζε )x(f 0 , είλαη ε )x(f
xX

yY
0

0

0
, όπνπ )Y,X(  ην ηπρόλ ζεκείν ηεο επζείαο, 

πνπ είλαη θαη ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν )y,x( 00 . 

     Ζ αλαπαξάζηαζε ελόο ζεκείνπ Υ ηνπ επηπέδνπ, κπνξεί λα γίλεη θαη κέζσ ησλ πνιηθώλ 

ζπληεηαγκέλσλ ξ θαη ζ, όπνπ ξ ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο 

αλαθνξάο, θαη ζ ε θιίζε ηεο επζείαο ΟΥ. Οη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηεο θαξηεζηαλέο 

ζπληεηαγκέλεο κε ηηο πνιηθέο είλαη νη, θρcosx  θαη θρsiny  (1). Πποζοσή, ιόγσ ηεο 

πεξηνδεθόηεηνο ησλ ζπλαξηήζεσλ cos θαη sin, ην ζύζηεκα (1), δελ νξίδεη κεηαζρεκαηηζκό 

)y,x()k2,( πθρ  έλα πξνο έλα. Γηα ηνλ ιόγν απηό, αλ ζέινπκε λα ιάβνπκε ηνλ κεηα-

ζρεκαηηζκό ),()y,x( θρ , ζα πξέπεη πάληα λα πξνζέρνπκε ηηο ηηκέο ηεο γσλίαο ζ. Δίλαη 

βέβαηα, 
22 yxρ  θαη 

x

y
arctanθ . Πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο ρξεζηκνπνηνύκε, όηαλ 

ζέινπκε λα εθκεηαιιεπηνύκε ηελ θεληξηθή ζπκκεηξία ηνπ ζρήκαηνο. 

 

12. Ζ απινύζηεξε έθθξαζε, πνπ κπνξεί λα ιάβεη ε F, είλαη ε πνιπσλπκηθή θαη απ’ απηήλ, 

απηή ηνπ πξσηνβαζκίνπ πνιπσλύκνπ σο πξνο x θαη y. Με ηελ πεξίπησζε απηή 

αζρνιεζήθακε ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο. Θα εμεηάζνπκε, ηώξα, ηελ πεξίπησζε πνπ 

ε

ε΄

Α
1e


2e

Β

΄e1

΄e2



n


Γ

Γ
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ε F είλαη έλα πνιπώλπκν δεπηέξνπ βαζκνύ σο πξνο x θαη y. Σςμβολιζμόρ. Σν ηπρόλ ζεκείν 

)y,x(  ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ, ζα ην ζπκβνιίδνπκε )x,x( 21 . 

Θεσξνύκε, ινηπόλ, ηελ “ηεηξαγσληθή” κνξθή: 

                     0x2x2xxx2x)x,x( 33223113

2

2222112

2

11121 ααααααα .   (1) 

’ απηήλ δηαθξίλνπκε έλα νκνγελέο θαη ζπκκεηξηθό δεπηεξνβάζκην ηκήκα, πνπ είλαη ην 
2

2222112

2

111 xxx2x ααα , θαη έλα πξσηνβάζκην ηκήκα, ην 223113 x2x2 αα . Με κία 

παξάιιειε κεηαθνξά ησλ αμόλσλ 1Ox , 2Ox  ζηελ ζέζε )k,k( 21  είλαη δπλαηόλ, αθνύ 

πξνζδηνξίζνπκε θαηάιιεια ην θέληξν )k,k(K 21 , λα κεδελίζνπκε ην πξσηνβάζκην 

ηκήκα ηεο )x,x( 21α . Πξάγκαηη, αλ εθηειέζνπκε ηελ παξάιιειε κεηαθνξά 

                                              
222

111

kyx

kyx
 

ε (1), κεηά από κεξηθέο πξάμεηο, κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ 

0/y)kk(y)kk(yyy2y)y,y( 223222121113212111

2

2222112

2

11121 δΔαααααααααα

κε    
2221

1211
det

αα

αα
δ , 2112 αα  θαη 

333231

232221

131211

det

ααα

ααα

ααα

Δ , 32233113 , αααα . 

Παπαηήπηζη. Οη πίλαθεο δ θαη Γ είλαη ζπκκεηξηθνί. Αλ 0Δ , ε 0)y,y( 21α  

παξηζηάλεη, όπσο είδακε, δεύγνο επζεηώλ. 

Ζ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο, όηαλ είλαη 0δ , 

                                                                           
0kk

0kk

23222121

13212111

ααα

ααα
 

πνπ είλαη ε     
δ

αααα 23122213

1k  ,  
δ

αααα 23112113
2k .     

Σελ πεξίπησζε 0δ , ζα ηελ αλαιύζνπκε παξαθάησ. 

Μεηά ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ θέληξνπ Κ, ε )x,x( 21α  έρεη ιάβεη ηελ κνξθή  

                                   0/yyy2y)y,y( 2

2222112

2

11121 δΔαααα .   

Θα ηελ κεηαηξέςνπκε, αθνύ ζηξέςνπκε ηνπο άμνλεο 1Oy , 2Oy  θαηά γσλία ζ θαη ιάβνπλ 

απηνί ηελ ζέζε 1Oz , 2Oz , ζηελ θαλνληθή ηεο έθθξαζε, 0/zz 2

22

2

11 δΔλλ . 

Ζ ζηξνθή πνπ ζα εθηειέζνπκε δίδεηαη, όπσο είδακε παξαπάλσ ζηελ ελόηεηα “Πίλαθεο”, 

Παξάδεηγκα 1, δίδεηαη από ην ζύζηεκα 

      
θθ

θθ

cosysinyz

sinycosyz

222

211
 ην νπνίν ην γξάθνπκε θαη σο εμήο: 

22222

21111

ymylz

ymylz
    (2) 

κε αληίζηξνθν ην ζύζηεκα  
22212

22111

zmzmy

zlzly
, όπνπ, 2211 l/mtanl/m θ  ε θιίζε ηνπ 

άμνλα 1Oz  (αλη. 2Oz ) σο πξνο ηνλ άμνλα 1Oy  (αλη. 2Oy ).  

Ζ (2) γξάθεηαη, δΔαααα /yyyyyyyy 2222122121121111
 θαη ζέινπκε λα ιάβεη απηή ηελ 

κνξθή 222111

2

22

2

11 zzzzzz λλλλ  Θέινπκε, ινηπόλ, λα έρνπκε εθ ηαπηόηεηνο, ηελ 

ηζόηεηα:  

δΔαααα /)zmzm(y)zlzl(y)zmzm(y)zlzl(y 2211222221122122111122211111
  

                                         )ymyl(z)ymyl(z 221222211111 λλ , 

ε νπνία γξάθεηαη θαη, 

δΔαααααααα /zy)ml(zy)ml(zy)ml(zy)ml( 22222221121221212121221111112111
 

                                        2222122221111111 yzmyzlyzmyzl λλλλ  
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Ζ πξνεγνύκελε ηζόηεηα γίλεηαη ηαπηόηεηα, όηαλ ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα έρνπλ ιύζε. 

                             

11122121

11112111

mml

lml

λαα

λαα
  θαη     

m2222221

22212211

mml

lml

λαα

λαα
   (3) 

Οη ηηκέο ησλ 21,λλ  πξνζδηνξίδνληαη από ηελ ζπλζήθε πνπ επηβάιεη ζηα παξαπάλσ 

ζπζηήκαηα λα έρνπλ ιύζε δηαθνξεηηθή ηεο κεδεληθήο. Ζ ζπλζήθε απηή είλαη ε 

                                             0det
2221

1211

λαα

αλα
         

Οη δεηνύκελεο ηηκέο ησλ ι πξνζδηνξίδνληαη, ζπλεπώο, σο ιύζεηο ηεο εμηζώζεσο 

                                    0)()( 2

1222112211

2 αααλααλ                 (4) 

Ζ εμίζσζε απηή, θαιείηαη ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε θαη νη ξίδεο ηεο, ραξαθηεξηζηηθέο ξίδεο 

ή  ηδηνηηκέο (eigenvalues) ηεο (1). Από ηα ζπζηήκαηα (3), γηα ηηο ηηκέο ηνπ ι ηηο ηδηνηηκέο ηνπ, 

πξνζδηνξίδνπκε ηα ραξαθηεξηζηηθά αλύζκαηα ή ηδηναλύζκαηα (eigenvectors) )m,l( 11  θαη 

)m,l( 22 . Έρνπκε, 

                                        
2

)(4)()( 2

122211

2

22112211

2,1

ααααααα
λ . 

Παξαηεξνύκε όηη, ε δηαθξίλνπζα 04)( 2

12

2

2211 ααα , θαη άξα, νη ηδηνηηκέο είλαη 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Δπίζεο, όηη δλλ 21 . 

Διεπεύνηζη, γηα 0Δ , 21 λλ . α) 0,0 21λλδ . Ζ (1) κεηαζρεκαηίδεηαη, ηειηθά, 

ζηελ 

                                             0/zz 2

22

2

11 δΔλλ  

θαη γηα 0/δΔ , ιαβαίλνπκε ηελ θαλνληθή εμίζσζε έιιεηςεο θέληξνπ Κ. Γηα 0/δΔ  δελ 

έρνπκε ζην πξαγκαηηθό επίπεδν θακπύιε. Οη άμνλεο ηεο έιιεηςεο έρνπλ ηηο δηεπζύλζεηο ησλ 

αλπζκάησλ )m,l( 11  θαη )m,l( 22 , θαη ηα κήθε ησλ εκηαμόλσλ ηεο είλαη, Δδλ /1  θαη  

Δδλ /2 .                                         β) 0,0 21λλδ . Ζ (1) κεηαζρεκαηίδεηαη, ηειηθά, ζηελ 

                                               0/zz 2

22

2

11 δΔλλ                 πνπ είλαη ε θαλνληθή εμίζσζε 

ηεο ππεξβνιήο θέληξνπ Κ. Οη άμνλεο ηεο ππεξβνιήο έρνπλ ηηο δηεπζύλζεηο ησλ αλπζκάησλ 

)m,l( 11  θαη )m,l( 22 .          γ) 0,0 21 λλδ . Κάζε δηεύζπλζε από ην Κ είλαη 

ραξαθηεξηζηηθή. Ζ (1) είλαη θύθινο θέληξνπ Κ, αλ 0/δΔ . 

Δξρόκαζηε, ηώξα, ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε γηα ηδηνηηκή ηελ ηηκή κεδέλ. 

ηελ πεξίπησζε απηή, δελ πξνζδηνξίδεηαη θέληξν ηεο θακπύιεο, κηά θαη, ηόηε, 021λλδ  

Δθηεινύκε ζπλεπώο ζηελ (1) ηελ ζηξνθή (2) γηα λα κεδελίζνπκε ηνλ όξν 2112 xxα , νπόηε ε 

(1) γξάθεηαη                                       0y2y2y 332211

2

11 αμμλ ,             (5) 

ππνζέηνληαο βέβαηα όηη είλαη 0,0 21 λλ . Σελ (5) ηελ ζέηνπκε ζηελ κνξθή 

0y2y 22

2

1

1
11 νμ

λ

μ
λ , όπνπ 

1

2

1
33

λ

μ
αν . Σέινο, εθηεινύκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό  

1

1
11 yz

λ

μ
,  

2

22
2

yz
μ

ν
, θαη ιαβαίλνπκε ηελ (1) ζηελ κνξθή 0z2z 22

2

11 μλ , 

πνπ είλαη ε θαλνληθή εμίζσζε ηεο παξαβνιήο 

 

ΠΆΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ. Ζ εμίζσζε 

09y18x18y5xy8x5 22
, παξηζηάλεη ηελ 

 έιιεηςε, πνπ εκθαλίδεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Δδώ, 

έρνπκε, 9δ , 81Δ , 91λ , 12λ . Αλ 

x 

y 

O 

) 1 , 1 ( K  
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κεηαθέξνπκε ηνπο άμνλεο ζην θέληξν ηεο Κ, απηή ζα ιάβεη ηελ κνξθή 

                      1
9

y

1

x 22

 

.  

Ζ 09y18x18y5xy8x5 22
, παξηζηάλεη ππεξβνιή, ελώ ε 

07y14x2yxy4x4 22
, παξηζηάλεη παξαβνιή. Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

απηώλ, δίδνληαη ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    Τπεξβνιή                                                       Παξαβνιή 

 

Ζ θαλνληθή κνξθή ηεο παξαβνιήο, βξίζθεηαη σο εμήο: 

Τπνινγίδνπκε πξώηα ηελ 0
12

24
detδ  ε νπνία δείρλεη όηη δελ έρεη θέληξν 

ζπκκεηξίαο ε θακπύιε. ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηελ γσλία πεξηζηξνθήο ησλ αμόλσλ. 

Δίλαη 0
12

24
det

λ

λ
 , απ’ όπνπ 052 λλ , έρνπκε, δειαδή, ηδηνηηκέο 0λ  θαη 

5

1
λ . Σα ραξαθηεξηζηηθά δηαλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ηδηνηηκέο απηέο, είλαη, ηα )2 ,1(x1


 

θαη )5/2 ,1(x 2


. Άξα, έρνπκε ζηξνθή ηνπ Οx άμνλα θαηά γσλία θ όπνπ 2tgφ , 

43,63φ  θαη ηνπ Οy άμνλα θαηά γσλία 
43,153φ . Ζ ζηξνθή δίδεηαη από ηελ ζρέζε 

y

x

y

x

cossin

sincos

φφ

φφ
 νπόηε θαη 

y
5

1
x

5

2
y

y
5

2
x

5

1
x

. Μεηά ηελ αληηθαηάζηαζε 

)y ,x(y) ,x(  , ε εμίζσζή καο 07y14x2yxy4x4 22
 κεηαηξέπεηαη ζηελ 

07y52x56y5 2
. Σελ ζρέζε απηή ηελ γξάθνπκε σο εμήο:  

0)1x5(6)1y5( 2
. Σέινο, εθηεινύκε ηελ κεηαθνξά 1y5y5  θαη 

1x5x5  θαη ε εμίζσζή καο γίλεηαη x56y5 2
, ή θαη, x

5

56
y 2

. 

 

13. Καηοπηπικέρ και άλλερ ιδιόηηηερ ηων κωνικών ηομών. Ο θύθινο, ε έιιεηςε, ε 

ππεξβνιή θαη ε παξαβνιή πξνθύπηνπλ, όπσο ζα δνύκε, θαη σο ηνκέο επηπέδνπ κε θώλν. 

Απηό δηθαηνινγεί ηελ νλνκαζία ηνπο “θσληθέο ηνκέο”. 

Έλαο άιινο ηξόπνο λα ιάβνπκε ηηο θακπύιεο απηέο, είλαη λα ηηο ζεσξήζνπκε γεσκεηξηθνύο 

ηόπνπο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, κε ηηο ηδηόηεηεο, πνπ αλαθέξνληαη ζηα παξαθάησ πξνβιή-

καηα. 
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ΠΡΟΒΛΖΜΑ 1. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, ησλ νπνίσλ ε  

απόζηαζε από επζεία θαη ζεκείν λα είλαη ίζε. Θέινπκε, 

δειαδή, λα έρνπκε (MQ) = (MP). Δηζάγνπκε έλα 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν, έηζη ώζηε ην 

ζεκείν Ρ λα είλαη πάλσ ζηνλ άμνλα Ox, θαη ν άμνλαο 

Oy λα είλαη παξάιιεινο πξνο ηελ επζεία (ε), θαη λα 

ηέκλεη ηνλ άμνλα Ox ζην ζεκείν Ο, κέζνλ ηνπ 

επζπγξάκνπ ηκήκαηνο ΡΚ, κήθνπο p.  

Έρνπκε, ινηπόλ, 0,
2

p
P , )y,x(M .Ζ εμίζσζε 

ηεο (ε) είλαη, ηόηε, ε 
2

p
x . Δίλαη 

2

p
x)MQ(  

θαη 
2

2

y
2

p
x)MP( , άξα, ε εμίζσζε ηνπ ηόπνπ είλαη ε 

2

22

y
2

p
x

2

p
x , ή px2y2

  (1). Ζ εμίζσζε απηή, είλαη ε θαλνληθή εμίζσζε 

ηεο παξαβνιήο. Ο δεηνύκελνο γεσκεηξηθόο ηόπνο, είλαη ζπλεπώο, ε παξαβνιή (1).  

Καη αληίζηξνθα, θάζε πΆξαβνιή (1) έρεη ηελ ηδηόηεηα ηα 

ζεκεία ηεο λα ηζαπέρνπλ από ζηαζεξό ζεκείν πνπ 

νλνκάδεηαη εζηία ηεο παξαβνιήο θαη έρεη ζπληεηαγκέλεο 

0,
2

p
, θαη ζηαζεξήο επζείαο, κε εμίζσζε ηελ 

2

p
x , 

θαη ε νπνία νλνκάδεηαη δηεπζεηνύζα ηεο πΆξαβνιήο. Ζ 

παξάκεηξνο, ηέινο, p, θαιείηαη εζηηαθή παξάκεηξνο θαη 

ν αξηζκόο p/2 εζηηαθή απόζηαζηο. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 2. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, ησλ νπνίσλ ν ιόγνο ησλ 

απνζηάζεσλ από επζεία θαη ζεκείν λα είλαη ζηαζεξόο ( = 

e).       Παξαβνιή:  21 dd  

 

Δηζάγνπκε ζην επίπεδν 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, 

έηζη ώζηε, ε επζεία θαη 

ην ζεκείν λα βξίζθνληαη 

ζηηο ζέζεηο 0,
e

a
P   

)0,c(F  κε eac  

(Σα ζεκεία F θαη P είλαη 

από ηελ ίδηα πιεπξά ηνπ 

άμνλα Oy. ην ζρήκα 

εκθαλίδνπκε κόλνλ ηελ 

“+” εθινγή). Ζ ζπλζήθε 

ηνπ ηόπνπ είλαη ε  

       e
)MQ(

)MF(
. Έρνπκε, 

ινηπόλ, 
22 y)cx()MF(  θαη 

e

a
x)MQ( . Άξα, θαη  

222 )aex(y)cx( ,   

O 

x 

y 

ε 

Q 
M 

P 

Ο F P 

M Q 

x 

y 
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ή  
22222 cayx)e1(  ή αθόκα θαη 1

b

y

a

x
22

2

  (2).  Γηα 1e  δίδεη ηελ θαλνληθή 

εμίζσζε κηάο έιιεηςεο, ελώ, γηα 1e  ηελ θαλνληθή εμίζσζε κηάο ππεξβνιήο. Γηα 1e  

έρνπκε, βέβαηα, παξαβνιή. Ο ιόγνο 
a

c
e  θαιείηαη εθθεληξόηεο ηεο θακπύιεο. Σα ζεκεία 

)0,c(F1  θαη )0,c(F2  είλαη νη εζηίεο ηεο έιιεηςεο (αλη. ππεξβνιήο). c ε εζηηαθή ηεο 

απόζηαζε. Γηα ην ζεκείν Α πνπ ηέκλεη ε έιιεηςε ηνλ άμνλα Ox ζα  έρνπκε όηη, e
)AP(

)AF(
, 

απ’ όπνπ είλαη, 
e1

ac
x . Άξα, )0,a(A  θαη a ην κήθνο ηνπ εκηάμνλα απηήο.. Σν ζεκείν 

)b,0(B , πνπ ηέκλεη ε έιιεηςε ηνλ άμνλα Oy , έρεη 
22 cab , ην κήθνο ηνπ 

εκηάμνλα απηήο. Δίλαη, ινηπόλ, θαη 
2

2

a

b
1e .  

                             

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 3. Να βξεζεί ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ, ησλ νπνίσλ ην 

άζξνηζκα (αλη. ε δηαθνξά) ησλ απνζηάζεσλ από δύν ζεκεία λα είλαη ζηαζεξό ( = 2a). 

Έζησ 1F , 2F   ηα δνζκέλα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ. Απηά νξίδνπλ θαη ηνλ άμνλα Ox ησλ ζπληε-

ηαγκέλσλ. Σνλ άμνλα Oy ηνλ θέξνπκε λα πεξλά από ην κέζνλ ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο 

1F 2F . Ζ εμίζσζε ηνπ ηόπνπ είλαη ε a2dd 21   (3), όπνπ 
22

1 y)cx(d  θαη 

22

2 y)cx(d . Ζ (3), κεηά από κεξηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο δίδεη ηελ θαλνληθή 

εμίζσζε ηεο έιιεηςεο (αλη. ππεξβνιήο). 

 

 
 

        Τπεξβνιή: a2dd 21                                 Έιιεηςε: a2dd 21  

 

 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 4. Αθηίο θσηόο παξάιιεινο ηνπ άμνλα 

Ox αλαθισκέλε από ηελ παξαβνιή, δηέξρεηαη από ηελ 

εζηία ηεο. 

Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο παξαβνιήο px2y2
 

ζην )y,x(M 00 , είλαη ε y)xX(yY 00  θαη 

επεηδή pyy , ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη, 

                  pxXpyYy 0

2

00       ή 

                 0)pxy(YypX 0

2

00 . 

Έλα θάζεην δηάλπζκα ηεο εθαπηνκέλεο είλαη ην 

)y,p(n 0


. Έλα δηάλπζκα πνπ έρεη ηελ δηεύζπλζε ηνπ άμνλα Ox είλαη ην )0,1(i


. Ζ 

Μ 

F 
O 
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πξνζπίπηνπζα γσλία είλαη ινη-πόλ ε θ κε 
22

0 py

p

ni

ni
cos 



φ . Ίζε κε απηήλ είλαη θαη 

ε γσλία αλαθιάζεσο. Άξα ε δηεύζπλζε ηεο αλαθισκέλεο αθηίλαο δίδεηαη από ην e


, ην νπνίν 

ζρεκαηίδεη κε ην i


 γσλία 2θ. Αλ )e,e(e 21


, κε 1e


, ηόηε είλαη θαη 

12

0

2

2

0

2

22

0

2
2 e

yp

yp
1

py

p2
1cos22cosie φφ


.  

Δμ’ άιινπ ην e


 ζρεκαηίδεη κε ην n


 γσλία θ. Άξα 
2

0

22

0

2

021

yp

p

yp

yepe

ne

ne
cos 



φ , ή 

θαη ppeye 102 , ή 
2

0

2

2

0

2

0

2

2

0

22

0

2

2
yp

py2

yp

p)yp(p)yp(
e  

Ζ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ πεξλά από ην Μ θαη έρεη δηεύζπλζε e


 είλαη ε 
2

0

1

0

e

yY

e

xX
 

ή  
2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

0

py2

)yp)(yY(

yp

)yp)(xX(
   ή   

2

0

0

2

0

2

0

py2

yY

yp

xX
.  Ζ επζεία απηή, ηέκλεη 

ηνλ άμνλα Ox ζην ζεκείν )0,X( . Δίλαη, ινηπόλ, 
p2

1

py2

y

yp

xX
2

0

0

2

0

2

0 , ή θαη 

2

p

p2

px2ppx2

p2

px2p
x

p2

yp
xX 0

2

00

2

0

2

0

2

0 , πνπ είλαη ε εζηηαθή από-

ζηαζε ηεο παξαβνιήο. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 5 Μία θσηεηλή αθηίο πνπ μεθηλά από ηελ κία εζηία ηεο έιιεηςεο, αλαθισκέλε 

επ’ απηήο, ζα δηέιζεη από ηελ άιιε εζηία. 

 

 

 

Έζησ ε έιιεηςε  1
b

y

a

x 22

  θαη  )y,x(M 00   ην ζεκείν πξνζπηώζεσο ηεο αθηίλνο 

MF1 . Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο έιιεηςεο ζην ζεκείν Μ, είλαη ε 

          

           )x(f
xX

yY
0

0

0  κε  
0

0
0

ay

bx
)x(f .  

Έρνπκε, ινηπόλ, εμίζσζε εθαπηνκέλεο ζην 

ζεκείν Μ ηελ 

               0)bxay(YayXbx 2

0

2

000  

θαη ζπλεπώο, ην θάζεην ζ’ απηήλ δηάλπζκα 

)ay,bx(n 00


. 

Αξθεί λα δείμνπκε όηη ην n


 δηρνηνκεί ηελ 

γσλία 21MFF . Πξάγκαηη, ε επζεία MF1  έρεη 

εμίζσζε 
cx

y

xX

yY

0

0

0

0  θαη ε 2MF  έρεη 

εμίζσζε ηελ 
cx

y

xX

yY

0

0

0

0 . Καηά κήθνο 

 
M 

F

1 
F2 

 
n
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απηώλ βξίζθνληαη ηα δηαλύζκαηα )y,cx(e 001


 θαη )y,cx(e 002


. Παξαηεξνύκε όηη   

2

2

2

0

2

0

2

000

2

0

2

0

2

000

1

1

en

en

y)cx(n

ay)cx(bx

y)cx(n

ay)cx(bx

en

en








 

 

αλ παξακεηξηθέο εμηζώζεηο ηεο έιιεηςεο, κπνξνύκε λα 

ιάβνπκε ηηο  θcosax , θsinby  όπνπ ζ ε γσλία 

ΜΟx. Αλ ππνζέζνπκε όηη ba ,  ηόηε, ε έιιεηςή καο 

εγθισβίδεηαη αλάκεζα ζε δύν θύθινπο κε αθηίλεο b θαη a.  

Αλ ην ζεκείν )y,x(K1  είλαη ζεκείν ηνπ εμσηεξηθνύ 

θύθινπ θcosax , θsinay   ην ζεκείν )ky,x(M  

όπνπ 1
a

b
k  είλαη ζεκείν ηεο έιιεηςεο.  

Ο γξακκηθόο κεηαζρεκαηηζκόο )ky,x()y,x(   ή 

y

x

k0

01

y

x
 έρεη νξίδνπζα 0k , είλαη δειαδή, έλα πξνο έλα, θαη  απεηθνλίδεη ηνλ 

εμσηεξηθό θύθιν πάλσ ζηελ έιιεηςε. Ζ παξαηήξεζε απηή, καο επηηξέπεη λα ππνινγίζνπκε 

ην εκβαδόλ ηεο έιιεηςεο, κηα θαη απηό είλαη ην εκβαδόλ  ηνπ θύθινπ πνιιαπιαζηαζκέλν κε 

ηελ νξίδνπζα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ. πλεπώο, ην εκβαδόλ ηεο έιιεηςεο είλαη, 

abkaa 22 πππ  . 

 

Αο δνύκε, ηέινο, ηη κνξθή ιαβαίλνπλ νη 

θαλνληθέο εμηζώζεηο ησλ παξαπάλσ θσληθώλ 

ηνκώλ, αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε, όπσο γίλεηαη 

ζηελ αζηξνλνκία επί παξαδείγκαηη, πνιηθέο 

ζπληε-ηαγκέλεο. 

Γηά ηελ πΆξαβνιή px2y2
, γλσξίδνπκε όηη 

ε απόζηαζε ηνπ ηπρόληνο ζεκείνπ Μ απηήο από 

ηελ εζηία ηεο είλαη, (βιέπε Πξόβιεκα 1) 

 
2

p
xy

2

p
x)MP( 2

2

ρ . 

Δμ’ άιινπ είλαη θαη 

                       θρcos
2

p
x  

Άξα θαη    
θ

ρ
cos1

p
  (1). 

Αληίζηξνθα, αλ ηζρύεη ε (1), ηα ζεκεία ηνπ επη-

πέδνπ πνπ ηελ πιεξνύλ, ηζαπέρνπλ από ζεκείν 

θαη επζεία. Άξα ν γεσκεηξηθόο ηνπο ηόπνο είλαη 

παξαβνιή. Ζ (1) είλαη, ινηπόλ, ε εμίζσζε  ηεο 

παξαβνιήο ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

Γηα ηελ έιιεηςε 

           0ba,1
b

y

a

x
2

2

2

2

 έρνπκε όηη, 

(βιέπε Πξόβιεκα 2),  θρcoscx . 

Δμ’ άιινπ είλαη, )MQ(e)MF(  ή θαη, 

                 exaρ  

M(ξ,ζ) 

ζ 

ξ 

x 

y 

O P 

 
M(ξ,ζ) 

F1 F2 

 

O 

ζ 



 36 

Άξα θαη  
θ

ρ
cose1

p
  (2),  όπνπ έρνπκε ζέζεη acap . 

 

Eξρόκαζηε, ηέινο, ζηελ ππεξβνιή 0ba,1
b

y

a

x
2

2

2

2

. 

Έρνπκε όηη, (βιέπε Πξόβιεκα 3), 

                θρcoscx  

θαη           aexρ . 

Άξα θαη  
θ

ρ
cose1

p
  (3). 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη εμίζσζε (3)  

παξηζηά ππεξβνιή, έιιεηςε ή  

παξαβνιή, αληίζηνηρα, αλ είλαη  

1e,1e0,1e   . 

 

Οπιζμόρ. Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ κέζσλ ησλ παξαιιήισλ ρνξδώλ νηαζδήπνηε θσληθήο, 

θαιείηαη δηάκεηξνο ηεο θσληθήο. 

 

 

Γηα ηελ έιιεηςε 1
b

y

a

x
2

2

2

2

, αλ θαιέζνπκε 

θ ηελ θιίζε ηεο ρνξδήο ηεο  12OXX  όπνπ Ο 

ην θέληξν ηεο έιιεηςεο θαη )y ,x(X 111 , 

)y ,x(X 222  ηα άθξα ηεο ρνξδήο, ε δέζκε 

ησλ παξαιιήισλ πξνο απηήλ ρνξδώλ δίδεηαη 

από ηελ εμίζσζε ε: λκxy  

Σα ζεκεία ηνκήο ηεο ε: θαη ηεο έιιεηςεο πιεξνύλ ηελ ζρέζε 1
b

)x(

a

x
2

2

2

2 λκ
, ή θαη 

222222 ba)x(axb λκ  ή 0)b(axa2x)ab( 22222222 λκλκ . Οη ξίδεο ηεο  

 

                                                                                         εμηζώζεσο απηήο, δίδνπλ ηα ζεκεία   

                                                                                         1X  θαη 2X . 

                                                                                           Σν κέζνλ ηεο ρνξδήο 21XX είλαη ην  

                                                                                        
2

yy
  ,

2

xx
)y ,x(M 2121

μμ .  

                                                                                        Σν άζξνηζκα ησλ ξηδώλ  

 

222

2

21
ab

a2
xx

κ

κλ
 θαη άξα, 

222

2

ab

a
x

κ

κλ
μ  θαη 

222

2

ab

b
xy

κ

λ
λκ μμ . 

Παξαηεξνύκε όηη ν ιόγνο 
κμ

μ

2

2

a

b

x

y
 εμαξηάηαη κόλν από ηελ θιήζε θ ηεο ρνξδήο 

12OXX . ια ζπλεπώο ηα ζεκεία Μ θείληαη επί ηεο επζείαο x
a

b
y

2

2

κ
. 

 

x 

O 

2X  

1X  

O 

2X  

1X  

y 

O 
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Γηα ηελ παξαβνιή px2y2
, ε δηάκεηξνο έρεη εμίζσζε 

κ

p
y , θ ε θιήζε ησλ παξαιιήισλ 

ρνξδώλ. 

 

Γηα ηελ ππεξβνιή 1
b

y

a

x
2

2

2

2

, ε δηάκεηξνο έρεη εμίζσζε 
κ2

2

a

b
y , θ ε θιήζε ησλ 

παξαιιήισλ ρνξδώλ. 

 Ζ εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο δίδεηαη ζπλήζσο από ηελ έθθξαζε 
2axy . Γηα λα ηελ 

κεηαηξέςνπκε ζηελ θαλνληθή ηεο έθθξαζε, εθηεινύκε ηελ ζηξνθή yxx , yxy , 

νπόηε θαη 
222 ayx . 

 

Ονομαηολογία καμπύλων δεςηέπος βαθμού. Ζ θακπύιε δεπηέξνπ βαζκνύ 0)y,x(F  

ζηελ θαλνληθή ηεο έθθξαζε, ιαβαίλεη ηελ κνξθή: 

1. Πξαγκαηηθή έιιεηςε:  1
b

y

a

x
2

2

2

2

, 0ba . 

2. Φαληαζηηθή έιιεηςε: 1
b

y

a

x
2

2

2

2

, 0ba . 

3. Εεύγνο ηεκλνκέλσλ θαληαζηηθώλ επζεηώλ: 0
b

y

a

x
2

2

2

2

, 0ba  θαη 1
b

1

a

1
22

. 

4. Τπεξβνιή: 1
b

y

a

x
2

2

2

2

, 0ba . 

5. Εεύγνο ηεκλνκέλσλ επζεηώλ: 0
b

y

a

x
2

2

2

2

, 0ba  θαη 1
b

1

a

1
22

. 

6. Παξαβνιή: px2y2
, 0p . 

7. Εεύγνο πξαγκαηηθώλ παξαιιήισλ επζεηώλ: 0by 22
, 0b . 

8. Εεύγνο θαληαζηηθώλ παξαιιήισλ επζεηώλ: 0by 22
, 0b . 

9. Γύν ηαπηηδόκελεο επζείεο 0y2
. 

 

14. Οι Νόμοι ηος Kepler. Υξεζηκνπνηόληαο ηηο κεζόδνπο ηνπ δηαθνξηθνύ θαη ηνπ 

νινθιεξσηηθνύ ινγηζκνύ, ζα πάξνπκε ηνπο λόκνπο ηνπ Kepler, πνπ αλαθέξνληαη 

ζηελ θίλεζε ησλ πιαλεηώλ, σο ζπλέπεηα ησλ λόκσλ ηνπ Newton, ζηελ θίλεζε ησλ 

ζσκάησλ κέζα ζε έλα βαξπηηθό πεδίν δπλακηθνύ 
r

1
U .  

Θεσξνύκε ζύζηεκα Καξηεζηαλώλ ζπληεηαγκέλσλ κε αξρή ην ζεκείν Ο, πάλσ ζηνλ 

Ήιην, γηα ηνλ νπνίν δερόκεζα όηη είλαη έλα ζηαζεξό πιηθό ζεκείν κε κάδα Μ. Δζησ Ρ 

ε ζέζε ηελ νπνία θαηέρεη θάπνηνο πιαλήηεο κε κάδα m, ηελ ρξνληθή ζηηγκή t. Από 

ηελ έθθξαζε ηνπ λόκνπ ηεο “Παγθνζκίνπ Διμεσο” ηνπ Newton, γλσξίδνπκε όηη ην ε 

δύλακε F


, κε ηελ νπνία ν πιαλήηεο έιθεηαη από ηνλ ήιην είλαη 
r

r

r

kmM
F

2


, όπνπ 

OPr


, θαη )OP(r , ε απόζηαζε ηνπ Ρ από ην Ο. Ζ F


 εθαξκόδεηαη ζην Ρ, έρεη 

θνξέα ηελ επζεία ΟΡ, κέηξν 
22 r

G

r

kMm
F , ζηαζ.G ,θαη δηεύζπλζε πάληνηε πξνο 

ην Ο (θεληξηθή δύλακηο). Από ην γεγνλόο απηό, έπεηαη όηη ε θίλεζε γίλεηαη πάλσ ζε 

έλα επίπεδν. Πξάγκαηη, ν δεύηεξνο λόκνο ηνπ Newton γηα ηελ θίλεζε ησλ ζσκάησλ 
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είλαη ν amF


, όπνπ F


 ε δύλακηο πνπ εθαξκόδεηαη επί ηνπ ζώκαηνο κάδεο m θαη a


 

ε επηηάρπλζε ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ m. Δίλαη, ινηπόλ, r2
e

r

G
a


 όπνπ re


 κνλαδηαίν 

δηάλπζκα θαηά κήθνο ηεο αλπζκαηηθήο αθηίλαο, Παξαηεξνύκε όηη,  

0
dt

rd

dt

rd
ar

dt

rd

dt

rd

dt

rd
r

dt

rd
r

dt

d
2

2 








, δειαδή, c ζηαζ.
dt

rd
r





 θαη, 

ζπλεπώο, ε θίλεζε ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ γίλεηαη επί επηπέδνπ θαζέηνπ πξνο ην ζηαζεξό 

δηάλπζκα c


. 

Μπνξνύκε ζπλεπώο λα ππνζέζνπκε όηη νη άμνλεο Ox, θαη Oy ηνπ ζπζηήκαηόο καο, 

βξίζθνληαη πάλσ ζην επίπεδν απηό.  

Πεξλάκε ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο νπόηε νη πξνβνιέο  y(t)y ),t(xx  ηνπ Ρ είλαη, 

)t(cos)t(r)t(x θ , )t(sin)t(r)t(y θ  θαη νη πξνβνιέο ηεο F


 είλαη )t(cosF)t(Fx θ  

θαη )t(sinF)t(Fy θ .Από ηνλ δεύηεξν λόκν ηνπ Newton πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο 

θcosF
dt

xd
mF

2

2

x  θαη θsinF
dt

yd
mF

2

2

y , πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ πξώηε επί y, 

ηελ δεύηεξε επί x, θαη ζρεκαηίδνπκε ηελ δηαθνξά ηνπο, νπόηε θαη,  

0sinxFcosyF
dt

dy
x

dt

dx
y

dt

d
m

dt

yd
x

dt

xd
ymxFyF

2

2

2

2

yx

θθ

.  

Δίλαη, ινηπόλ, ζηαζ.
dt

dy
x

dt

dx
y  Ζ έθθξαζε πνπ 

εκθαλίδεηαη ζην αξηζηεξό ζθέινο ηεο εμηζώζεσο 

απηήο, είλαη ε έθθξαζηο ηνπ ζηνηρεηώδνπο εκβαδνύ 

dA . Πξάγκαηη, έρνπκε,  

j)xdzzdx(i)zdyydz(k)ydxxdy(rdr
2

1
dA


. 

Ο κόλνο όξνο πνπ δηαζώδεηαη είλαη ν πξώηνο, κηα θαη 0z .  

Άξα, h.ζηαζ
dt

dy
x

dt

dx
y

dt

dA
 (1),  

Από θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο y) ,x( , πεξλάκε ζε πνιηθέο ) ,r( θ :  

θcosrx , θsinry , 
dt

dr
cos

dt

d
sinr

dt

dx
θ

θ
θ , 

dt

dr
sin

dt

d
cosr

dt

dy
θ

θ
θ  θαη ε (1) 

γίλεηαη, 
dt

dr
sin

dt

d
cosrcosr

dt

dr
cos

dt

d
sinrsinr

dt

dA
θ

θ
θθ

θ
θθ  ή 

dt

d
r

dt

dA 2 θ
 ή h

dt

d
rvr 2 θ

 (2).  

Άξα, ην εκβαδόλ πνπ δηαγξάθεη ε επηβαηηθή αθηίλα, είλαη αλάινγνο ηνπ ρξόλνπ. Ζ 

πξόηαζε απηή, απνηειεί ηνλ πξώην λόκν ηνπ Kepler “Σα εκβαδά, πνπ δηαγξάθνληαη 

από ηελ επηβαηηθή αθηίλα ζε ίζνπο   ρξόλνπο, είλαη ίζα”.  

Ζ έθθξαζε ηεο ηαρύηεηαο j
dt

dy
i

dt

dx
v


 θαη ηεο επηηάρπλζεο j

dt

yd
i

dt

xd
a

2

2

2

2 
 ζε 

πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο πξνθύπηεη σο εμήο:  

r 

r+dr dr 

O 

y 

x 
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Δίλαη )jsini(cosrjyixr

θθ .  

Άξα θαη 
dt

d
)jcosisin(r

dt

dr
)jsini(cos

dt

rd θ
θθθθ


. Παξαηεξνύκε όηη ηα 

δηαλύζκαηα jsinicoser


θθ  θαη jcosisine


θθθ

 είλαη κνλαδηαία θάζεηα. 

Έρνπκε, ινηπόλ θ

θ
e

dt

d
re

dt

dr

dt

rd
r




. Σν κέηξν ηεο ηαρύηεηαο v


 ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο είλαη 

22

2

dt

d
r

dt

dr
v

θ
. Γηα ηελ επηηάρπλζε έρνπκε  

dt

ed

dt

d
re

dt

d
re

dt

d

dt

dr

dt

ed

dt

dr
e

dt

rd

dt

rd
2

2

r
r2

2

2

2

θ
θθ

θθθ








. 

Δίλαη j
dt

d
cosi

dt

d
sin

dt

ed r


θ
θ

θ
θ  θαη j

dt

d
sini

dt

d
cos

dt

ed 
θ

θ
θ

θθ . 

Παξαηεξνύκε όηη, 
dt

d
e

dt

ed r θ
θ




 θαη  
dt

d
e

dt

ed
r

θθ




 

Άξα  
r

2

2

2

rr
r2

2

2

2

e
dt

d
re

dt

d
r

dt

ed

dt

dr

dt

ed

dt

dr
e

dt

rd

dt

rd 





θθ
θ

 

 ή  

θ

θθθ
e

dt

d

dt

dr
2

dt

d
re

dt

d
r

dt

rd

dt

rd
2

2

r

2

2

2

2

2 


 (3) 

Γηα λα βξνύκε ηελ ηξνρηά πνπ δηαγξάθεη ην πιηθό ζεκείν m ππό ηελ επίδξαζε ηεο 

θεληξηθήο δύλακεο F, από ηελ (2) έρνπκε ηελ 0
dt

d
r

dt

d

dt

dr
2r

dt

d
r

dt

d
2

2
2 θθθ

 (4)  

νπόηε ε (3) γίλεηαη, r

2

2

2

2

2

e
dt

d
r

dt

rd

dt

rd 


θ
, ή θαη 

0ee
dt

d
r

dt

rd
e

dt

rd
r

2

2

2

2

2

θθ

θ 


, κηα θαη ηα δηαλύζκαηα re


 θαη θe


 είλαη θάζεηα.. 

Ζ (4) εμ’ άιινπ δίδεη ηελ hζηαζ
dt

d
r2 θ

 ή 
2r

h

dt

dθ
. Οη ζπληεηαγκέλεο ζπλεπώο 

ηεο  δύλακεο amF


, r2
e

r

G
a


,  γξάθνληαη,  

dt

d
cosG

r

cosG
)t(cosF)t(F

dt

xd
m

2x2

2 θ
θ

θ
θ    θαη 

 
dt

d
sinG

r

sinG
)t(sinF)t(F

dt

yd
m

2y2

2 θ
θ

θ
θ . 

Οινθιεξώλνπκε κία θνξά θαη έρνπκε, AsinG
dt

dx
θ , θαη BcosG

dt

dy
θ  

Αληηθαζεζηνύκε ζηελ ζηαζ.
dt

dy
x

dt

dx
y , μθθ )AsinG(y)BcosG(x  

ή AyBxsinycosx μθθ  ή θθμ sinrAcosrBr  
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ή θθ
μ

sinAcosB1
r

 ή  
θθ

μ

sinBcosA1
r . (4). 

Ζ (4) είλαη εμίζσζε θσληθήο ηνκήο. Ζ εθθεληξόηεο e ππνινγίδεηαη από ην ζύζηεκα 

Besin  ,Acose ωω . Ζ (4) ηόηε γξάθεηαη 
))(cos(e1

r
θω

μ
  (5),  

κε 222 BAe . Από ηελ (5) γηα 1e , πξνθύπηεη ν δεύηεξνο λόκνο ηνπ Kepler: “Οη 

ηξνρηέο ησλ πιαλεηώλ είλαη ειιείςεηο, ηελ κία εζηία ησλ νπνίσλ θαηέρεη ν Ήιηνο”. 

Ο κεγάινο εκηάμνλαο a ηεο έιιεηςεο πξνθύπηεη από ηελ (5) αλ ζέζνπκε 0θω  θαη 

πθω  θαη λα ιάβνπκε ην εκηάζξνηζκα ησλ πξνθππηνπζώλ ηηκώλ. Δίλαη 

2e1

2

e1e1
a2

μμμ
 

Ο ηξίηνο λόκνο ηνπ Kepler: : “Σν ηεηξάγσλν ηνπ ρξόλνπ πεξηθνξάο είλαη αλάινγν κε 

ηνλ θύβν ηνπ κεγάινπ άμνλα ηεο ηξνρηάο”, έπεηαη σο εμήο: Αλ Α ην εκβαδόλ ηεο 

έιιεηςεο, ab2A π θαη από ηνλ πξώην λόκν ηνπ Kepler είλαη, TA λ  όπνπ Σ ν 

ρξόλνο πεξηθνξάο. Άξα, 
λ

πab2
T  θαη επεηδή 

λ

μ2
222 a
)e1(ab , έρνπκε, 

ηειηθά,  32 aT λ ,  κε ηελ ζηαζεξά μ
λ

π
λ

2
2

. 

 

15. Τεηπαγωνικέρ επιθάνειερ ζηον σώπο. Έλα ζύλνιν ζεκείσλ ηνπ επθιείδεηνπ ρώξνπ 
3R , 

ιέκε όηη ζρεκαηίδεη κίαλ επηθάλεηα, αλ ηα ζεκεία ηνπ ζπλόινπ πιεξνύλ ηελ εμίζσζε 

0)z,y,x(F  (Καξηεζηαλή κνξθή) ή ηελ )y,x(z φ (κνξθή ηνπ Monge) ή ην δηπαξακε-

ηξηθό ζύζηεκα 3i1),q,p(fx ii  (κνξθή Gauss).  

Γηα παξάδεηγκα ε επηθάλεηα κηάο ζθαίξαο θέληξνπ Ο θαη αθηίλαο R, είλαη δπλαηόλ λα 

κειεηεζεί ζηελ κνξθή 0Rzyx 2222
 (θαξηεζηαλή) ή 

2222 zyxRz  

(Monge), ή φθcoscosRx , φθsincosRy  θαη θsinRz  (Gauss). Παξαηεξνύκε 

όηη, ε απαιείθνπζα ηνπ ζπζηήκαηνο (κνξθή Gauss) είλαη ε θαξηεζηαλή έθθξαζε ηεο 

επηθάλεηαο. 

 

Ζ απινύζηεξε έθθξαζε, πνπ κπνξεί λα ιάβεη ε F, είλαη ε πνιπσλπκηθή θαη απ’ απηήλ, απηή 

ηνπ πξσηνβαζκίνπ πνιπσλύκνπ σο πξνο x, y θαη z. Με ηελ πεξίπησζε απηή αζρνιεζήθακε 

ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο. Θα εμεηάζνπκε, ηώξα, ηελ πεξίπησζε πνπ ε F είλαη έλα 

πνιπώλπκν δεπηέξνπ βαζκνύ σο πξνο x, y, z. Σςμβολιζμόρ. Σν ηπρόλ ζεκείν )z,y,x(  ηνπ 

ρώξνπ, ζα ην ζπκβνιίδνπκε κε )x,x,x( 321 . 

Θεσξνύκε, ινηπόλ, ηελ “ηεηξαγσληθή” κνξθή: 

                     

0x2x2x2

xx2xx2xx2

xxx)x,x,x(

44334224114

311332232112

2

333

2

222

2

111321

αααα

ααα

αααα

.   (1) 

 

’ απηήλ δηαθξίλνπκε έλα νκνγελέο θαη ζπκκεηξηθό δεπηεξνβάζκην ηκήκα, πνπ είλαη ην 

311332232112

2

333

2

222

2

111 xx2xx2xx2xxx αααααα . Σν ηκήκα απηό, κπνξνύκε λα 

ην γξάθνπκε θαη σο 

                                      

3

2

1

333131

232221

131311

T

321

x

x

x

)x,x,x(

ααα

ααα

ααα
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όπνπ ν )(A ijα  είλαη έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο.  

Έλα πξσηνβάζκην ηκήκα, ην 334224114 x2x2x2 ααα , θαη ηνλ ζηαζεξό όξν 44α  Με κία 

παξάιιειε κεηαθνξά ησλ αμόλσλ 1Ox , 2Ox , 3Ox  ζηελ ζέζε )k,k,k( 321  είλαη δπλαηόλ, 

αθνύ πξνζδηνξίζνπκε θαηάιιεια ην θέληξν )k,k,k(K 321  ηεο επηθάλεηαο, λα κεδελίζνπ-

κε ην πξσηνβάζκην ηκήκα ηεο (1). Πξάγκαηη, αλ εθηειέζνπκε ηελ παξάιιειε κεηαθνξά 

                                              

333

222

111

kyx

kyx

kyx

 

ε (1), κεηά από κεξηθέο πξάμεηο, κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ 

 

0/y)kkk(

y)kkk(

y)kkk(

yy2yy2yy2yyy)y,y,y(

334333232131

224323222121

114313212111

133132232112

2

333

2

222

2

111321

δΔαααα

αααα

αααα

ααααααα

     (2) 

όπνπ 

333231

232221

131211

det

ααα

ααα

ααα

δ , θαη 

44434241

34333231

24232221

14131211

det

αααα

αααα

αααα

αααα

Δ , κε ji,j iij αα . 

Παπαηήπηζη. Οη πίλαθεο δ θαη Γ είλαη ζπκκεηξηθνί. Αλ 0Δ , ε 0)y,y,y( 321α  

παξηζηάλεη θώλν κε θνξπθή ην Ο. 

Ζ ιύζε )k,k,k( 321 ηνπ ζπζηήκαηνο,  

                                                           

0kkk

0kkk

0kkk

34333232131

24323222121

14313212111

αααα

αααα

αααα

 

όηαλ 0δ , δίδεη ην θέληξν Κ ηεο επηθάλεηαο. 

 

ηε ζπλέρεηα, εθηεινύκε κίαλ πεξηζηξνθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ 321 yyKy , έηζη 

ώζηε, όηαλ απηό ιάβεη ηελ λέα ζέζε 321 zzKz , ε εμίζσζε ηεο επηθάλεηαο (2) λα ιάβεη ηελ 

θαλνληθή ηεο έθθξαζε 0/zzz)z,z,z( 2

33

2

22

2

11321 δΔλλλα . Σνύην 

επηηπγράλεηαη σο εμήο : 

Καη’ αξρήλ, αλ θαιέζνπκε k,j,i


 ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα πνπ δίδνπλ ηηο δηεπζύλζεηο ησλ 

αμόλσλ 321 Ky,Ky,Ky  θαη k,j,i


 ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα πνπ δίδνπλ ηηο δηεπζύλζεηο 

ησλ αμόλσλ 321 Kz,Kz,Kz , αληηζηνίρσο, ηόηε, νη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ Μ ηνπ ρώξνπ 

ζηα ζπζηήκαηα 321 yyKy  θαη 321 zzKz  πνπ είλαη νη )y,y,y( 321  θαη  )z,z,z( 321  αληίζηνη-

ρα, ζα πιεξνύλ ηελ ηζόηεηα    kzjzizkyjyiy 321321


    (1), κηά θαη θάζε κέινο 

ηεο ηζόηεηαο απηήο, εθθξάδεη ην δηάλπζκα  KM  αληηζηνίρσο ζηα ζπζηήκαηα 321 yyKy  θαη 

321 zzKz . 

Δίλαη, όκσο,   k)ki(j)ji(i)ii(i


,  

                     k)kj(j)jj(i)ij(j


,           
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                     k)kk(j)jk(i)ik(k


 

ή (βιέπε θαη παξάγξαθν 8, ζει. 17) 

                     kjii 111


γβα ,  

                     kjij 222


γβα ,     (2) 

                     kjik 333


γβα  

Σηο ηηκέο (2) ησλ k,j,i


 ηηο αληηθαζηζηνύκε ζηελ ηζόηεηα (1) θαη ηειηθά ιαβαίλνπκε όηη, 

                                          

3322113

3322112

3322111

zzzy

zzzy

zzzy

γγγ

βββ

ααα

    (3) 

ή, ζπλνπηηθά, zCy T 
. Δπεηδή ν πίλαθαο ησλ ζπλεκίηνλσλ C είλαη όπσο είδακε 

νξζνγώληνο, ν αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ (3) είλαη ν yCz


, ή αλαιπηηθά, απηόο 

πνπ δίδεηαη από ην ζύζηεκα    

                                           

3323133

3222122

3121111

yyyz

yyyz

yyyz

γβα

γβα

γβα

 

Παξαηεξνύκε όηη, ε ζρέζε ICCT
, δίδεη ηελ 1Cdet 2

, απ’ όπνπ είλαη θαη 1Cdet . 

Σν πξόζεκν ηεο νξίδνπζαο ηνπ πίλαθα C, ραξαθηεξίδεη ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ ρώξνπ. Θα 

πξέπεη, ινηπόλ, λα πξνζέρνπκε, ώζηε κεηά ηνλ κεηαζρεκαηηζκό καο, ν ρώξνο λα κε έρεη αι-

ιάμεη πξνζαλαηνιηζκό. Θα πξέπεη δειαδή, λα έρνπκε 1Cdet . 

Δπαλεξρόκεζα, ηώξα, ζηελ επηθάλεηά καο, πνπ έρεη ιάβεη ηελ κνξθή 

0/yy2yy2yy2yyy)y,y,y( 133132232112

2

333

2

222

2

111321 δΔααααααα , 

θαη ηελ νπνία ζέινπκε λα ηελ κεηαζρεκαηίζνπκε ζηελ 

0/zzz)z,z,z( 2

33

2

22

2

11321 δΔλλλα . Θέινπκε, δειαδή, λα έρνπκε εθ 

ηαπηόηεηνο, 

      
2

33

2

22

2

11133132232112

2

333

2

222

2

111 zzzyy2yy2yy2yyy λλλαααααα  

Δξγαδόκαζηε, ηώξα, όπσο αθξηβώο ζηελ πεξίπησζε ησλ θσληθώλ ηνκώλ (βιέπε ζει. 27) θαη 

θαηαιήγνπκε ζηα ζπζηήκαηα 

                                

iii33i32i31

iii23i22i21

iii13i12i11

γλγαβααα

βλγαβααα

αλγαβααα

       3i1  

Γηα λα έρνπκε ιύζε 0),,( iii γβα , ζα πξέπεη λα είλαη 0)Cdet( Ιλ . Οη ηξεηο ξίδεο ηηο 

εμηζώζεσο απηήο, δίδνπλ ηηο ηξεηο ηηκέο iλ , κε ηελ βνήζεηα ησλ νπνίσλ ζηελ ζπλέρεηα πξνζ-

δηνξίδνπκε, (όηαλ απηό είλαη δπλαηόλ), ηα ζπλεκίηνλα θαηεπζύλζεσο πνπ απνηεινύλ ηνλ 

πίλαθα C, βξίζθνπκε, δειαδή, ηηο δηεπζύλζεηο ησλ αμόλσλ 321 Kz,Kz,Kz  ζε ζρέζε κε ηνπο 

άμνλεο 321 Ky,Ky,Ky . 

 

ΠΆΡΑΓΔΗΓΜΑ. Ζ εμίζσζε 018yz4xy4x5y6x7 222
  (1) ζηεξείηαη πξσην-

βαζκίνπ ηκήκαηνο. Μεδελίδνπκε, ζπλεπώο, ηνπο όξνπο xy4  θαη yz4 . Πξνο ηνύην, ζρεκαηί-

δνπκε ηελ ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε 

                                                            0

520

262

027

λ

λ

λ
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θαη βξίζθνπκε ηηο ξίδεο ηεο, πνπ είλαη νη 9,6,3 321 λλλ . Ζ (1) κεηαζρεκαηίδεηαη 

ζπλεπώο ζηελ 018z9y6x3 222
, πνπ γξάθεηαη θαη 

                                          1
2

z

3

y

6

x 222

 

πνπ είλαη θαη ε θαλνληθή εμίζσζε ηεο (1). Πξόθεηηαη, ινηπόλ, γηα έλα ειιεηςνεηδέο κε 

εκηάμνλεο 2c,3b,6a . 

     Αλ ζέινπκε λα βξνύκε ηηο δηεπζύλζεηο ησλ λέσλ (ηνλνύκελσλ) αμόλσλ ζε ζρέζε κε ηνπο 

αξρηθνύο, ζρεκαηίδνπκε ην ζύζηεκα 

                                           

0)5(2

02)6(2

02)7(

ii

iii

iii

γλβ

γβλα

βαλ

 

Γηα 9,6,3iλ , όηαλ είλαη 3,2,1i  αληίζηνηρα, ην παξαπάλσ ζύζηεκα δίδεη ηα εμήο 

ζπλεκίηνλα ησλ γσληώλ, πνπ ζρεκαηίδνπλ νη λένη ηνλνύκελνη άμνλεο κε ηνπο αξρηθνύο: 

 

                                     

3/13/23/2zO

3/23/13/2yO

3/23/23/1xO

OzOyOx

 

 

Ονομαηολογία επιθ. δεςηέπος βαθμού. Μία επηθάλεηα δεπηέξνπ βαζκνύ 0)z,y,x(F  αλ 

                                                      έρεη θέληξν, νλνκάδεηαη ειιεηςνεηδέο, αλ όινη νη  

                                                      ζπληειεζηέο είλαη νκόζεκνη (π.ρ. ζεηηθνί). Αλ είλαη θαη  

                                                      ίζνη, ηόηε θαιείηαη ζθαίξα. Ζ θαλνληθή εμίζσζε ελόο  

                                                      ειιεηςνεηδνύο είλαη ε 

                                                                 1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

, όπνπ 0cba .  

                                                     ηελ πεξίπησζε, πνπ έρνπκε 1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

, ην 

ειιεηςνεηδέο καο είλαη θαληαζηηθό. Αλ έρνπκε κία κεηαβνιή ζην πξόζεκν ησλ ζπληειεζηώλ,  

                                                                              ε επηθάλεηα θαιείηαη ππεξβνινεηδέο απιό  

                                                                              (κνλόρσλν). Ζ θαλνληθή ηνπ εμίζσζε είλαη  

                                                                              π.ρ. ε 1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

. Αλ έρνπκε δύν 

                                                                             κεηαβνιέο ζην πξόζεκν ησλ ζπληειεζηώλ, 

                                                                             ιαβαίλνπκε έλα ππεξβνινεηδέο δηπιό  

                                                                             (δίρσλν). Ζ θαλνληθή ηνπ εμίζσζε είλαη π.ρ.  

                                                                                 ε    1
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

. 

   

                                                                                Κώλν έρνπκε όπσο είδακε, αλ όινη νη 

ζπληειεζηέο είλαη κε κεδεληθνί θαη ν ζηαζεξόο όξνο είλαη κεδέλ. Αλ ε θαλνληθή ηνπ εμίζσζε 

ηνπ θώλνπ έρεη ηελ κνξθή  

                                                   0
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

, κε 0cba  θαη  

                                                    1
c

1

b

1

a

1
222

, ν θώλνο εθθπιίδεηαη ζηελ θνξπθή ηνπ,  
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                                           ην ζεκείν )0,0,0( . Πξαγκαηηθό θώλν έρνπκε κόλν ζηελ  

                                           πεξίπησζε πνπ δελ είλαη όινη νη ζπληειεζηέο νκόζεκνη, αλ π.ρ. 

                                          είλαη 0
c

z

b

y

a

x
2

2

2

2

2

2

. ηελ πεξίπησζε πνπ έλαο από ηνπο 

                                           ζπληειεζηέο είλαη κεδεληθόο θαη ν ζηαζεξόο όξνο είλαη κε  

                                           κεδεληθόο, ε επηθάλεηά καο είλαη έλαο θύιηλδξνο,  ειιεηπηηθόο ή  

                                          ππεξβνιηθόο, αλάινγα κε ην αλ νη ζπληειεζηέο είλαη νκόζεκνη ή 

                                          εηεξόζεκνη.  

                                          Αλ, ηέινο, δελ ππάξρεη θέληξν, έρνπκε παξαβνινεηδέο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           ππεξβνιηθό παξαβνινεηδέο                         ειιεηπηηθό παξαβνινεηδέο 

 

 

Σνύην είλαη δπλαηόλ λα είλαη ππεξβνιηθό παξαβνινεηδέο, κε θαλνληθή εμίζσζε  

z2
q

y

p

x 22

, ή ειιεηπηηθό παξαβνινεηδέο κε θαλνληθή εμίζσζε ηελ z2
q

y

p

x 22

. 

Αλ, ηέινο, ε επηθάλεηά καο ζε θάπνην θαξηεζηαλό ζύζηεκα αλαθνξάο έρεη ηελ κνξθή 

0ba   ,1
b

y

a

x
22

2

 ή 0ba   ,1
b

y

a

x
22

2

, θαιείηαη ειιεηπηηθόο, αληηζηνίρνο 

ππεξβνιηθόο θνίιπλδξνο. 

                                                                                

                                                                                   

 

                                    Διιεηπηηθόο                                            Τπεξβνιηθόο 

                                    θνίιπλδξνο                                              θνίιπλδξνο   

 

 

 

 

 

16. Επιθάνειερ εκ πεπιζηποθήρ. ε θάζε έλα από ηα παξαθάησ πξνβιήκαηα, δεηάκε λα 

βξνύκε κία ζρέζε ηεο κνξθήο 0z)y, ,x(F  ή y) ,x(z φ  ηελ νπνίαλ πξέπεη λα πιεξνύλ 

ηα ζεκεία z)y, x,(M ηεο δεηνπκέλεο επηθάλεηαο. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 1. Να βξεζεί ε επηθάλεηα πνπ παξάγεηαη, όηαλ ε έιιεηςεο 016z4x 22
 

πεξηζηξαθεί πεξί ηνλ Oz  άμνλα. 

Λύζε. Ζ έιιεηςε θείηαη επί ηνπ Oxz επηπέδνπ, κε θέληξν ην ζεκείν Ο. Σν ηπρόλ  
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ζεκείν )z,y,x(F  ηεοεπηθάλεηαο πνπ παξάγεηαη θείηαη ζε                                                                                                   

πεξηθέξεηα θύθινπ αθηίλαο ΚΡ, κε επίπεδν παξάιιειν ζην Oxy .  

 

                                                                                                                 

Δίλαη, ινηπόλ,  

 
222 )KP(yx .  

Δμ’ άιινπ, 

 
2222 z416x)PK()KP(

                             

κηα θαη ην ζεκείν Ρ΄ είλαη θαη  

 ζεκείν ηεο έιιεηςεο. 

Άξα 
222 z416yx  ή 

016z4yx 222
  

είλαη ε εμίζσζε ηεο 

παξαγόκελεο επηθάλεηαο. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 2. Να βξεζεί ε επηθάλεηα πνπ παξάγεηαη, όηαλ ε ππεξβνιή 1z2x 22
 

πεξηζηξαθεί  πεξί ηνλ Ox  άμνλα. 

Λύζε. Σν ηπρόλ ζεκείν Ρ ηεο επηθάλεηαο, βξίζθεηαη θαη ζηελ πεξηθέξεηα θύθινπ ην θέληξν 

ηνπ νπνίνπ είλαη πάλσ ζηνλ Ox άμνλα, θαη ην επίπεδό ηνπ είλαη παξάιιειν ηνπ 

Oyzεπηπέδνπ. Γηα ην ζεκείν απηό ηζρύεη, ινηπόλ, όηη 
222 )KP(zy . ηαλ ην Ρ βξεζεί 

θαη ζην επίπεδν ηεο ππεξβνιήο, ζαλ ζεκείν ηεο, 
222 x21z)KP( . Άξα ε δεηνπκέλε 

εμίζσζε είλαη ε 
222 x21zy , ή 01zyx2 222

. 

 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 3. Να βξεζεί ε επηθάλεηα πνπ παξάγεηαη όηαλ ε επζεία ΚΜ πεξηζηξαθεί πεξί    

                                                                            ην 4) 3, 2,(K , έηζη ώζηε ην ζεκείν ηεο Μ  

                                                                            λα θείηαη πάληνηε επί ηεο ειιείςεσο  

                                                                            0z  ,016y4x 22
. 

                                                                            Λύζε. Σν ζεκείν )z ,y ,x(M ooo  

                                                                            βξίζθεηαη θαη ζηελ επζεία ΚΜ θαη ζηελ  

                                                                           έιιεηςε. Αλ, ινηπόλ z) y, ,x(X ην ηπρόλ 

                                                                           ζεκείν ηεο επζείαο ΚΜ (πνπ είλαη θαη ζεκείν  

                                                                           ηεο δεηνπκέλεο επηθάλεηαο), ηζρύνπλ γη απηό  

                                                                           νη ζρέζεηο,  

                                                                                             
4z
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xx

o

o

o

o

o

o
 

                                                                           θαη 0z  ,016y4x o

2

o

2

o
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Άξα θαη 
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o
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o
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Από ηηο ηξείο απηέο ζρέζεηο, απαινίθνπκε ηηο δύν παξακέηξνπο oo y ,x , έηζη ώζηε λα πξν-

θύςεη ε δεηνπκέλε ζρέζε )z,y,x(F . Δίλαη, 
4z

x4z2
x o , 

4z

y4z3
yo  νπόηε θαη 

16
4z

y4z3
4

4z

x4z2
22

 ή 
222 )4z(4)y4z3()x2z(  ή ηέινο, ηελ 

032z16zy12zx23zy8x2z)y, ,x(F 222
. 

  

   

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 4. Να βξεζεί ε επηθάλεηα πνπ παξάγεηαη όηαλ ε επζεία ΚΜ όηαλ απηή θηλείηαη  

                                                                            παξάιιεια πξνο ηνλ εαπηό ηεο, έηζη ώζηε ην  

                                                                            ζεκείν ηεο Μ λα θείηαη πάληνηε επί ηεο  

                                                                            ειιείςεσο  0z  ,09y3x 22
. Ζ 

                                                                             έθθξαζε θηλείηαη  παξάιιεια πξνο ηνλ εαπηό  

                                                                             ηεο, ζεκαίλεη όηη ε ΚΜ δηαηεξεί ηελ 

                                                                             δηεύζπλζή ηεο, ε νπνία νξίδεηαη από  

                                                                             δηάλπζκα 3) 2, ,1(v


. Έρνπκε, ινηπόλ, ηηο 

                                                                             ζρέζεηο 

                                                                                               
3

zz

2

yy

1

xx ooo  

                                                                               θαη    0z  ,016y4x o

2

o

2

o
. 

                                                                               Άξα,  

                                                                                 )xx(3z o  ή zx3x3 o  θαη 

                                                                                 )yy(3z2 o  ή z2y3y3 o . Σηο  

                                                                                ηηκέο απέο  ζέηνπκε ζηελ  

                                                                                            09y3x 22
 

Καη έρνπκε 09
3

z2y3
3

3

zx3
22

, ή 

081yz36xz6z13y279xz) y, ,x(F 222
. 

 

17. Εθαπηόμενα επίπεδα. πσο είδακε ζηελ §15, κία επηθάλεηα παξίζηαηαη είηε ζηελ κνξθή 

Gauss, είηε ζηελ κνξθή Monge, είηε ζηελ Καξηεζηαλή ηεο έθθξαζε. ε θάζε πεξίπησζε νη 

επηθάλεηεο ππνηίζεληαη ιείεο, δειαδή, όηη νη ζπλαξηήζεηο πνπ ηηο παξηζηνύλ, είλαη ζπλερείο 

κε κεδεληθέο, θαη ζε θάζε ζεκείν ηνπο έρνπλ παξαγώγνπο. 

Έζησ ε επηθάλεηα S: y) ,x(z φ , θαη )t(zz y(t),y x(t),x  κία θακπύιε ηνπ ρώξνπ. 

Αλ ε θακπύιε απηή βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επηθάλεηα, είλαη y(y)) ,)t(x()t(z φ . Ζ εθαπην-

κέλε ηεο θακπύιεο απηήο ζην ζεκείν )z ,y ,x(M  είλαη θαη εθαπηνκέλε ζηελ S, θαη δίδεηαη 

από ηηο ζρέζεηο 
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX
    (1), όπνπ 

dt

dz
)t(z  ,

dt

dy
)t(y  ,

dt

dx
)t(x  

θαη Z)Y, ,X(P  ην ηπρόλ ζεκείν πάλσ ζηελ εθαπηνκέλε.. 

κσο, )t(y
y

)t(x
x

)t(z
φφ

  (2).Αλάκεζα ζηηο ζρέζεηο (1) θαη (2) θάλνπκε απαινηθή 

ησλ (t)z  (t),y  ),t(x . 

Δίλαη, )t(z)xX()t(x)zZ(  θαη )t(z)yY()t(y)zZ( . Σηο ηηκέο ησλ )t(x  θαη 

)t(y  πνπ ιαβαίλνπκε απ’ εδώ ζέηνπκε ζηελ (2) θαη έρνπκε, 

K 

M 

x 

y 

z 

K’ 

M’ 
v 
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)t(z
zZ

yY

y
)t(z

zZ

xX

x
)t(z

φφ
, ή θαη )yY(

y
)xX(

x
zZ

φφ
  (3)  Ζ (3) 

δελ εμαξηάηαη από ηελ ζπγθεθξηκέλε θακπύιε y(y)) ,)t(x()t(z φ . Άξα ην επίπεδν (3) 

πεξηέρεη ηελ εθαπηνκέλε πνπ άγεηαη πξνο θάζε θακπύιε ηεο S, πνπ δηέξρεηαη από ην P. Δίλαη, 

ζπλεπώο, ην εθαπηνκεληθό επίπεδν ηεο S ζην ζεκείν P. 

 

ηελ πεξίπησζε, πνπ ε επηθάλεηα S δίδεηαη ζηελ Καξηεζηαλή κνξθή 0z) y, x,(F  θαη από 

ην ζεκείν z) y, x,(M  ηεο S δηέξρεηαη ε θακπύιε )t(zz y(t),y x(t),x , ε νπνία θείηαη 

επί ηεο S, ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν P, λ
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX
 καδί κε 

ηελ 0)t(z
z

F
)t(y

y

F
)t(x

x

F
, δίδεη ηελ 0)zZ(

z

F
)yY(

y

F
)xX(

x

F
 

Ζ εμίζσζε ηνπ εθαπηνκεληθνύ επηπέδνπ ζηελ κνξθή απηή, δείρλεη όηη ην δηάλπζκα 

z

F
 ,

y

F
 ,

x

F
n


 είλαη θάζεην ζην εθαπηνκεληθό επίπεδν ηεο S ζην ζεκείν P. Λέκε όηη ην 

Fn


 είλαη θάζεην ζηελ επηθάλεηα S. 

 

ηελ πεξίπησζε, πνπ ε επηθάλεηα S δίδεηαη ζηελ κνξθή ηνπ Gauss  v)x(u,x , )v,u(yy  

)v,u(zz . Πάλσ ζηελ επηθάλεηα S, ζεσξνύκε ηεο θακπύιεο :c1  )v(t vζηαζ,u 2  θαη 

:c2 ζηαζv ),t(uu 1 . Έρνπκε, ηόηε, u
t

x

u

x

1

, u
t

y

u

y

1

, u
t

z

u

z

1

 σο επίζεο 

θαη v
t

x

v

x

2

, v
t

y

v

y

2

, v
t

z

v

z

2

, όπνπ 
1dt

du
u  θαη 

2dt

dv
v . Ζ εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζηελ θακπύιε 1c  είλαη ε 
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX

111

 θαη ε εμίζσζε ηεο εθαπην-

κέλεο ζηελ θακπύιε 2c  είλαη ε 
)t(z

zZ

)t(y

yY

)t(x

xX

222

. κσο, 
u

x

u

1
)t(x 1 , 

u

y

u

1
)t(y 1 , 

u

z

u

1
)t(z 1  θαη 

v

x

v

1
)t(x 2 , 

v

y

v

1
)t(y 2 , 

v

z

v

1
)t(z 2 . Σα 

δηαλύζκαηα ))(tz ),(ty ),t(x(u 111


 θαη ))(tz ),(ty ),t(x(v 222


 είλαη δύν δηαλύζκαηα 

θαηά ησλ ηεπζύλζεσλ ησλ εθαπηνκέλσλ πνπ άγνληαη από ην ζεκείν )z ,y ,x(M  ηεο S. Ζ 

εμίζσζε, ζπλεπώο, ηνπ επηπέδνπ πνπ ηα δύν απηά κε ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα παξάγνπλ, 

είλαη ε 0

v

z

v

y

v

x
u

z

u

y

u

x

zZyYxX

det  (βιέπε §7). 

 

 


