
Ασκ�ησει̋ στη Μη Γραµµικ�η ∆υναµικ�η - Σειρ�α ∆

Πρ�ο1ληµα Α. Θεωρ�ηστε τον χρονοεξαρτ£ωµενο περιοδικ�ο π�ινακα

A(t) =

(

0 1
−ω2 + ǫ cos t 0

)

.

και το δυναµικ�ο σ�υστηµα
ξ̇ = A(t)ξ .

1. Κατασκευ�αστε τον διαδ�οτη µ�ια̋ περι�οδου �οταν ω = 1 και ǫ = 0.1, δηλαδ�η τον γραµµικ�ο µετα-
σχηµατισµ�ο :

Φ(2π) : ξ(0) → ξ(2π) ,

διαιρ£ωντα̋ το χρονικ�ο δι�αστηµα σε 10, 20, 30, 40, κ.λ.π. �ισα διαστ�ηµατα. Π�οσα σηµε�ια πρ�επει
να λ�α1ετε ο�υτω̋ £ωστε να πετ�υχετε ακρ�ι1εια 3 δεκαδικ£ων ψηφ�ιων στον διαδ�οτη ;

2. Σχεδι�αστε τον εκθ�ετη Lyapunov λ(ω, ǫ) του συστ�ηµατο̋ συναρτ�ησει του 0 ≤ ω ≤ 2 για ǫ =
0.1, 0.25, 0.50, 0.75. Π�οσε̋ γλ£ωσσε̋ του Arnold µπορε�ιτε να εντωπ�ισετε ;

Πρ�ο1ληµα Β. Θεωρ�ηστε τον σταθερ�ο π�ινακα

A =

(

−1 100
0 −2

)

,

και το δυναµικ�ο σ�υστηµα
ξ̇ = A(t)ξ .

Σχεδι�αστε το πλ�ατο̋ τη̋ διαταραχ�η̋ |ξ(t)| συναρτ�ησει του χρ�ονου αν αρχικ�α |ξ(0)| = 1 και ε�αν η

1. ξ(0) ε�ιναι η ιδιοκατ�ασταση του A που αντιστοιχε�ι στην ιδιοτιµ�η µε το µεγαλ�υτερο πραγµατικ�ο
µ�ερο̋.

2. ξ(0) ε�ιναι η ιδιοκατ�ασταση του A
† που αντιστοιχε�ι στην ιδιοτιµ�η µε το µεγαλ�υτερο πραγµατικ�ο

µ�ερο̋.

3. ξ(0) ε�ιναι η ιδιοκατ�ασταση τουA + A
† που αντιστοιχε�ι στη µεγαλ�υτερη ιδιοτιµ�η.

4. Σχεδι�αστε τ�ελο̋ και τι̋ τρε�ι̋ αυτ�ε̋ ιδιοκαταστ�ασει̋. Πο�ια η φυσικ�η σηµασ�ια τη̋ καθεµ�ια̋ απ�ο
αυτ�ε̋ (τι ιδι�οτητα �εχει δηλαδ�η).

Πρ�ο1ληµα Γ. Θεωρ�ηστε µ�ια κοινων�ια η οπο�ια αποτελε�ιται απ�ο δ�υο �ατοµα την 1 και τον 2 και
�εστω x1 και x2 η περιουσ�ια εκ�αστου (πραγµατικ�ε̋ συνεχε�ι̋ και διαφορ�ισιµε̋ µετα1λητ�ε̋, µπορε�ι και
αρνητικ�ε̋). Το κ�αθε �ατοµο αν�αλογα µε την "τ�υχη" του µεγαλ£ωνει �η µει£ωνει την περιουσ�ια του, �οπω̋
περιγρ�αφεται απ�ο τι̋ διαφορετικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ :

ẋ1 = α1(t)x1 , ẋ2 = α2(t)x2 ,

�οπου α̋ θεωρ�ησουµε �οτι κατ�α µ�εσο �ορο δεν υπ�αρχει συστηµατικ�η τ�υχη στη ζω�η και η χρονικ�η µ�εση
τιµ�η των

lim
t→∞

αi(t) = lim
t→∞

∫

t

0

αi(s)ds = 0 ,

για i = 1, 2, ε�ιναι µηδενικ�η. Κ�ατω απ�ο αυτ�ε̋ τι̋ συνθ�ηκε̋, χωρ�ι̋ καµµ�ια αλληλεπ�ιδραση µεταξ�υ του̋,
θα ε�ιναι

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

(

exp

(
∫

t

0

ai(s)ds

)

xi(0)

)

= xi(0) ,
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οπ�οτε ασυµπτωτικ�α µετ�α την π�αροδο πολλο�υ χρ�ονου ο καθ�ενα̋ καταλ�ηγει να �εχει �οσα ε�ιχε αρχικ�α και
η τελικ�η ολικ�η περιουσ�ια των ισο�υται µε την αρχικ�η ολικ�η περιουσ�ια των. Αυτ�ην την οικονοµ�ια α̋ την
ονοµ�ασουµε ακρ�ατω̋ ατοµικιστικ�η και ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι µε του̋ �ορου̋ που επι1�αλαµε σε αυτ�η την
κοινων�ια ο ρυθµ�ο̋ αν�απτυξη̋ ε�ιναι µηδενικ�ο̋. Με ρυθµ�ο αν�απτυξη̋ εννοο�υµε τον χαρακτηριστικ�ο
αριθµ�ο Lyapunov του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ :

λ = lim
t→∞

ln
√

x2

1
(t) + x2

2
(t)

t

Τι κριτικ�η θα κ�ανατε σε αυτ�ο τον ορισµ�ο ;
Υπ�αρχει και �ενα̋ �αλλο̋ τρ�οπο̋ οικονοµικ�η̋ αλληλεπ�ιδραση̋ αυτ£ων των δ�υο ατ�οµων : να µοιρ�α-

ζονται αυτ�α που �εχει ο καθ�ενα̋ (ω̋ δι�αχυση θερµοκρασ�ια̋) σ�υµφωνα µε τον διακριτ�ο τελεστ�η τη̋
δι�αχυση̋ :

d

dt

(

x1

x2

)

= 2D

(

−1 1
1 −1

) (

x1

x2

)

∆ε�ιξτε �οτι και σε αυτ�η την οικονοµ�ια ο ρυθµ�ο̋ αν�απτυξη̋ ε�ιναι µηδενικ�ο̋ και �οτι οι περιουσ�ιε̋ των
δ�υο ατ�οµων θα εξισωθε�ι συν των χρ�ονω, χωρ�ι̋ να αλλ�αξει η αρχικ�η συνολικ�η περιουσ�ια.
Θεωρ�ηστε τ£ωρα τη µικτ�η συµπεριφορ�α :

d

dt

(

x1

x2

)

=

(

α1(t) 0
0 α2(t)

) (

x1

x2

)

+ 2D

(

−1 1
1 −1

) (

x1

x2

)

δηλαδ�η ο καθ�ενα̋ ακολουθε�ι την τ�υχη του µοιρ�αζεται µε τον �αλλον �οµω̋, στο βαθµ�ο που δ�ινεται απ�ο
τοD, την περιουσ�ια που �εκαστο̋ απ�εκτησε. ∆ε�ιξτε µε υπολογισµ�ο �οτι για κ�αθε∞ > D > 0 ο ρυθµ�ο̋
αν�απτυξη̋ ε�ιναι θ�ετικο̋ λ > 0. Προ̋ το�υτο σχεδι�αστε το λ(D) συναρτ�ησει του συντελεστ�η αλτρου-
̓σµο�υD και προσδιορ�ιστε τον βαθµ�ο αλτροὐσµο�υ για τον οπο�ιο υπ�αρχει µεγ�ιστη αν�απτυξη. Για τον
υπολογισµ�ο θεωρ�ηστε �ενα β�ηµα ολοκλ�ηρωση̋ δ = 0.1 και σε κ�αθε β�ηµα να λαµ1�ανετε διαφορετικ�α
αi τυχα�ια απ�ο µ�ια κανονικ�η κατανοµ�η µε διασπορ�α σ (που µπορε�ιτε να το πετ�υχετε σε κ�αθε β�ηµα µε
την εντολ�η randn(1). Τον χαρακτηριστικ�ο αριθµ�ο Lyapunov µπορε�ιτε να τον υπολογ�ισετε µε τον τρ�οπο
του προγραµµατο̋ altruism.m.
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