
Ασκ�ησει̋ στη Μη Γραµµικ�η ∆υναµικ�η - Σειρ�α Γ

1. Σε �ενα νησ�ι x ε�ιναι ο αριθµ�ο̋ των λαγ£ων και y ο αριθµ�ο̋ των αρνι£ων. Και τα δ�υο ε�ιδη ανταγω-
ν�ιζονται για την �ιδια τροφ�η και εξελ�ισσονται β�ασει λογιστικ£ων εξισ£ωσεων. Τα πρ�ο1ατα εξελ�ισ-
σονται µε τον εξ�η̋ τρ�οπο :

ẏ = y(2 − x − y) ,

εν£ω οι λαγο�ι µε �ενα απ�ο του̋ παρακ�ατω ν�οµου̋ α) ẋ = x(3 − x − y), β) ẋ = x(3 − 2x − y) , γ)
ẋ = x(3 − x − 2y) �η δ) ẋ = x(3 − 2x − 2y).
Σε κ�αθε περ�ιπτωση σχεδι�αστε τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋, προσδιορ�ιστε το ε�ιδο̋ του̋ και προσπαθ�η-
στε να προσδιορ�ισετε την γενικ�η εικ�ονα. Πο�ια η συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋ ; Πο�ιο̋ θα επι-
ζ�ησει ; Αναφερθε�ιτε µε συντοµ�ια αν πιστευ�ετε �οτι µπορε�ι να υπ�αρξει ειρηνικ�η συν�υπαρξη πλη-
θυσµ£ων ;

2. Σχεδι�αστε τη συµπεριφορ�α του συστ�ηµατο̋ που σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ εξελ�ισσεται συµφωνα
µε τι̋ εξισ£ωσει̋ : ṙ = r και θ̇ = 1 − r2.

3. Το παρακ�ατω πρ�ο1ληµα ε�ιναι σηµαντικ�ο για τον �ελεγχο τη̋ σ�υνθεση̋ πρωτἐν£ων. ∆ε�ιξτε �οτι το
παρακ�ατω δυναµικ�ο σ�υστηµα για x > 0 και y > 0 δεν µπορε�ι να �εχει οριακ�ο κ�υκλο :

ẋ =
k

1 + αy
− b1x , ẏ = gx − b2y ,

µε �ολε̋ τι̋ σταθερ�ε̋ k,bi, g και α θετικ�ε̋.

4. Κατασκευ�αστε �ενα γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα που δι�επεται απ�ο �ενα 2×2 π�ινακαA (ο π�ινακα̋
A ε�ιναι ο γενν�ητωρ τη̋ δυναµικ�η̋) που �εχει ιδιοτιµ�ε̋ µε αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ και για τον
οπο�ιον η V = x†x δεν ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov. Μπορε�ιτε να προσδιορ�ισετε συνθ�ηκε̋ που
πρ�επει να ικανοποιε�ι οA £ωστε η παραπ�ανω συν�αρτηση να ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov ;

5. Αν αυξ�ησουµε τη τρι1�η σε �ενα ευσταθ�ε̋ γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα αυξ�ανεται ο εκθετικ�ο̋
ρυθµ�ο̋ µε�ιωση̋ των διαταραχ£ων ;
Στο γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα µε πραγµατικο�υ̋ συντελεστ�ε̋

ẋ = Ax ,

του οπο�ιου οι ιδιοτιµ�ε̋ του A �εχουν αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ προσθ�ετουµε λ�ιγο τρι1�η και
�εχουµε το ν�εο δυναµικ�ο σ�υστηµα

ẋ = (A + B)x

�οπου ο π�ινακα̋ B ε�ιναι συµµετρικ�ο̋ και αρνητικ�ο̋.
Ε�ιτε αποδε�ιξτε �οτι το ν�εο σ�υστηµα ε�ιναι αναγκαστικ�α ευσταθ�ε̋ �η βρ�εστε �ενα αντιπαρ�αδειγµα.
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