
Ασκ�ησει̋ στη Μη Γραµµικ�η ∆υναµικ�η - Σειρ�α Β

1. Θεωρ�ηστε το µη γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα
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2
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που �εχει, �οπω̋ συζητ�ησαµε στη τ�αξη, �ενα οριακ�ο κ�υκλο. ∆εν γνωρ�ιζουµε που ακρι1£ω̋ βρισκ�ο-
µαστε αρχικ�α αλλ�α �εχουµε µετρ�ησει̋ που εντοπ�ιζουν το σ�υστηµα σε �ενα κ�υκλο ακτ�ινα̋ 0.1 περι
το σηµε�ιο [3/2, 3/2], σχεδι�αστε πω̋ εξελ�ισσεται η αρχικ�η α1ε1αι�οτητα µετ�α την π�αροδο t = 1,
t = 2 , t = 5, t = 10 και t = 20 χρονικ£ων µον�αδων. Σχεδι�αστε και µ�ια τροχι�α.

2. Αν ολοκληρωθε�ι το γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα

ẋ = y

ẏ = −x ,

µε τη µ�εθοδο Euler µε χρονικ�ο β�ηµα δ, προσεγγ�ιζουµε το δυναµικ�ο σ�υστηµα µε την αναδροµικ�η
σχ�εση :

xn+1 = xn + ynδ

yn+1 = yn − xnδ ,

�οπου
xn ≡ x(nδ) , yn ≡ y(nδ)

οι καταστ�ασει̋ του συστ�ηµατο̋ στου̋ χρ�ονου̋ nδ. Την αναδροµικ�η σχ�εση την γρ�αφουµε ισο-
δυν�αµω̋ µε τη χρ�ηση πιν�ακων ω̋

ξn+1 = Φξn

�οπου ξn = [xn, yn]
T και

Φ =

(

1 δ
−δ 1

)

.

Αν αρχικ�α ξ1 = [x0, y0]
T προσδιορ�ιστε το ξn και δε�ιξτε �οτι για n αρκο�υντω̋ µεγ�αλο

|ξn| ≈ |g|n

�οπου |g| το µ�ετρο τη̋ ιδιοτιµ�η̋ του Φ µε το µ�εγιστο µ�ετρο. Αν γραψουµε το µ�ετρο αυτ�η̋ τη̋
ιδιοτιµ�η̋ ω̋

|g| = eλδ

τ�οτε ισοδ�υναµα βρ�ισκουµε �οτι �οπω̋ n → ∞ η κατ�ασταση του συστ�ηµατπ̋ αυξ�ανει εκθετικ�α ω̋

|ξ(nδ)| ≈ eλnδ

µε ρυθµ�ο εκθετικ�η̋ α�υξηση̋ τον χαρακτηριστικ�ο αριθµ�ο Lyapunov του συστ�ηµατο̋ :

λ = lim
t→∞

|ξ(t)|

t
= lim

n→∞

|ξ(nδ)|

nδ
=

ln |g|

δ
.

Σχεδι�αστε το λ(δ). Τι µαθα�ινετε απ�ο αυτ�η την καµπ�υλη ;
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3. (Με τη συνεργασ�ια του συµµαθητ�η σα̋ Μ�αριου Νικολἀδη)

∆ε�ιξτε �οτι η ολοκλ�ηρωση του γραµµικο�υ δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋

dξ

dt
= Aξ

�οπουA �ενα̋ n× n π�ινακα̋ µε τη µ�εθοδο Runge-Kutta β�ηµατο̋ δ ισοδυναµε�ι µε εξ�ελιξη του συ-
στ�ηµατο̋ σ�υµφωνα µε την αναδροµικ�η σχ�εση :

ξn+1 = Φξn

�οπου ο διαδ�οτη̋ �εχει προσεγγισθε�ι απ�ο τον π�ινακα :
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2
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)

ξn .

Οπω̋ βλ�επετε η ακρι1�η̋ και χωρ�ι̋ καµµ�ια προσ�εγγιση δυναµικ�η

ξn+1 = eAδξn

�εχει αντικατασταθε�ι µε το να προσεγγ�ισουµε το διαδ�οτη χρ�ονου δ µε του̋ πρ£ωτου̋ τ�εσσερει̋
�ορου̋ τη̋ δυναµοσειρ�α̋ τη̋ εκθετικ�η̋ συν�αρτηση̋ (η µ�εθοδο̋ Euler που συζητ�ησαµε στο δε�υ-
τερο πρ�ο1ληµα ισοδυναµε�ι µε την προσ�εγγιση του διαδ�οτη : eAδ ≈ I + Aδ).

Για το γραµµικ�ο σ�υστηµα του προηγουµ�ενου προ1λ�ηµατο̋ 2 που περιγρ�αφει τη δυναµικ�η
εν�ο̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η να δειχθε�ι �οτι υπ�αρχει χρονικ�ο β�ηµα δ0 τ�ετοιο £ωστε για β�ηµατα δ <
δ0 η λ�υση φθε�ινει τελικ�α προ̋ το µηδ�εν, δηλαδ�η limn→∞

|ξn|
2 = 0, για β�ηµατα �ισα µε το δ0 το

µ�ετρο τη̋ κατ�ασταση̋ του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ |ξn|
2 παραµ�ενει σταθερ�ο, εν£ω για β�ηµατα δ >

δ0 η λ�υση αποκλ�ινει : limn→∞
|ξn|

2 = ∞. Προσδιορ�ιστε το δ0 και σχεδι�αστε την καµπ�υλη του
χαρακτηριστικο�υ αριθµο�υ Lyapunov

λ(δ) = lim
n→∞

|ξ(nδ)|

nδ
=

ln |g|

δ
,

�οπου |g| το µ�ετρο τη̋ ιδιοτιµ�η̋ του Φ µε το µ�εγιστο µ�ετρο συναρτ�ησει του δ, �οπω̋ και στο προη-
γο�υµενο πρ�ο1ληµα. Σχεδι�αστε την τροχι�α που προκ�υπτει �οταν το β�ηµα ε�ιναι δ0, επ�ι αρκετ�ο χρο-
νικ�ο δι�αστηµα (µεχρι χρ�ονο 5000). Τα καταφ�ερατε ;

4. Η �Αννα, η συµµαθ�ητρι�α σα̋, στο χρονοεξαρτ£ωµενο κλιµατικ�ο πρ�ο1ληµα τη̋ πρ£ωτη̋ σειρ�α̋
σχεδι�ασε την απεικ�ονιση Poincare για κ�αποιο ǫ και για το αντ�ιθετο του. Βρ�ηκε �οτι οι καµπ�υ-
λε̋ �ηταν διαφορετικ�ε̋. Το ερ£ωτηµα ε�ιναι : ε�ιναι λογικ�ο οι καµπ�υλε̋ να διαφ�ερουν ; παρ�οτι δια-
φ�ερουν οι καµπ�υλε̋ που προκ�υπτουν για διαφορετικ�ε̋ φ�ασει̋ φ τη̋ ηλιακ�η̋ σταθερ�α̋ Q0(1 +
ǫ sin(2πt + φ)) προ1λ�επεται συµπεριφορ�α του κλ�ιµατο̋ που εξαρτ�αται απ�ο το τα (Q0, ǫ, φ) �η
απλ£ω̋ απ�ο τα (Q0, ǫ) ; Τα διαφορετικ�α σηµε�ια που χαρακτηρ�ιζουν τι̋ περιοδικ�ε̋ τροχι�ε̋ τι ε�ι-
ναι ; Αν�ηκουν στην �ιδια τροχι�α �η σε διαφορετικ�ε̋ ; Τι θα λ�εγατε συνεπ£ω̋ στην �Αννα ;
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