
Ταλαντωτικές συµπεριφορές

Θα προσπαθήσουµε µε απλά παραδείγµατα να αναλύσουµε τη συ-
µπεριφορά ταλαντωτών που η δυναµική τους έχει διαταραχθεί. Η δια-
ταραχή θα εµφανίζεται πολλαπλιασιασµένη µε µία µικρή παράµετρο
ϵ, έτσι ώστε αν ϵ = 0 να έχουµε τη συµπεριφορά ενός ταλαντωτή µε ή
χωρίς τριβή µε ή χωρίς εξωτερική διέγερση. Ήδη έχουµε γνωρίσει τα
φαινόµενα που χαρακτηρίζουν γραµµικές ταλαντώσεις τέτοιας µορ-
φής, όπως το ισόχρονο της ταλάντωσης ενός ιδανικού ταλαντωτή, τα
φαινόµενααπόσβεσης και της κρίσιµης ταλάντωσης ότανυπάρχει γραµ-
µική τριβή, καθώς και το φαινόµενο του συντονισµού.

Αστάθεια σε ταλαντωτή µε αρµονικά µεταβαλόµενη σταθερά
ελατηρίου

Θεωρήστε τον ταλαντωτή:

ẍ+ (δ + ϵ cos 2t)x = 0 , (1)

ο οποίος όταν η µικρή παράµετρος ϵ είναι µηδεν ταλαντώνεται µε συ-
χνότητα

√
δ οταν δ > 0. Αν δ < 0 το σηµείο ισορροπίας x = 0 εί-

ναι ασταθές. Εµείς θα λάβουµε δ > 0 και θα λάβουµε το δ κοντά στο
1, και µάλιστα η διαφορά από το 1 να είναι της τάξης του ϵ, δηλαδή
|δ − 1| = O(ϵ) και θα δείξουµε όταν διαταράξουµε την συχνότητα µε
αρµονική διαταραχή στη διπλάσια συχνότητα τότε ο αρµονικός ταλα-
ντωτής θα γίνει ασταθής. Θα διερευνήσουµε τη δυναµική κάτω από
αυτές τις προϋποθέσεις µε τη διαταρακτική µέθοδο των µέσων τιµών
(method of averaging) που εισήγαγε ο Bogoliubov.

Μέση τιµή µιας ποσότητας a ορίζεται ως:

a(t) =
1

2π

∫ t+π

t−π
a(s)ds .

Παρατηρείστε ότι η λήψη της µέσης τιµής αντιµετατίθεται µε τη λήψη
της χρονικής παραγώγου:

ȧ = ȧ .

Γράψτε τον ταλαντωτή στη γνώριµη µορφή:

ẋ = y , ẏ = −x− (δ − 1 + ϵ cos 2t)x .

Ο λόγος που εµφανίζουµε τον όρο δ − 1 µέσα στην παρένθεση, είναι
επειδή όλη παρένθεση είναι τάξης ϵ. Μετατρέπουµε τώρα την δυνα-
µική στις πολικές συντεταγµένες:

x = r cos θ , y = r sin θ

1



όπου επειδή:

ṙ =
xẋ+ yẏ

r
, θ̇ =

xẏ − yẋ

r2

η δυναµική γίνεται

ṙ = −r

2
sin 2θ(δ − 1 + ϵ cos 2t)

θ̇ = −1− cos2 θ(δ − 1 + ϵ cos 2t)

Αλλάζοντας τη µεταβλητή της γωνίας σε

θ = ϕ− t

έχουµε

ṙ = −r

2
sin(2ϕ− 2t)(δ − 1 + ϵ cos 2t)

ϕ̇ = − cos2(ϕ− t)(δ − 1 + ϵ cos 2t) ,

όπου τώρα ο ρυθµός µεταβολής και της r και της ϕ ειναι ϵ, οπότε
σε µία περίοδο του ταλαντωτή 2π τα r και ϕ είναι κατα προσέγγιση
σταθερά και ίσα µε τις µέσες τιµές τους r και ϕ. Λαµβάνουµε τη µέση
τιµή των δυναµικών εξισώσεων και κάνοντας τη προσέγγιση

f(r)g(ϕ, t) = f(r)g(ϕ, t) , f(r, ϕ) = f(r, ϕ)

για κάθε συνάρτηση f και g καταλήγουµε στην µέση δυναµική:

ṙ = −r

2
sin(2ϕ− 2t)(δ − 1 + ϵ cos 2t)

ϕ̇ = −cos2(ϕ− t)(δ − 1 + ϵ cos 2t) .

H µέση τιµή κάθε αρµονικής συνάρτησης της µορφής π.χ. cos(ϕ− t)
προσεγγίζεται µε µηδέν,

Υπολογίζουµε τις µέσες τιµές κάνοντας χρήση των

sin(2ϕ− 2t)cos(2t) =
1

2
sin 2ϕ ,

και
cos2(ϕ− t) =

1

2
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καθώς και:

cos2(ϕ− t) cos 2t =
1

2
cos(2ϕ− 2t) cos(2t) + cos(2t)

=
1

4
cos(2ϕ− 4t) + cos(2ϕ)

=
1

4
cos(2ϕ)

Συνεπώς η µέση δυναµική είναι:

ṙ = −ϵ
r

4
sin 2ϕ (2)

ϕ̇ = −δ − 1

2
− ϵ

cos 2ϕ
4

. (3)

Η µέση δυναµική είναι δυνατόν πλέον να αναλυθεί µε σαφήνεια.
Η εξίσωση για τις γωνίες έχει χωρίσει απο την εξίσωση για την ακτίνα
και µπορεί να αναλυθεί απόµόνη της. Η συµπεριφορά του συστήµατος
εξαρτάται απο το λόγο |δ − 1|/ϵ. Αν

|δ − 1|
ϵ

<
1

2

τότε όπως βλέπετε στο Σχ. 1 υπάρχει γωνία ευσταθούς ισορροπίας, η
οποία όπωςφαίνεται είναι στο διάστηµα π/2 < ϕe < π ήστο 3π/2 < ϕe <
2π (στο άνω όριο όταν ο λόγος (δ − 1)/ϵ = −1/2 και στο κάτω όριο όταν
(δ − 1)/ϵ = 1/2) οπότε η εξίσωση για την ακτίνα γίνεται ασυµπτωτικά
µετα από χρόνο 1/ϵ:

ṙ = −ϵ
r

4
sin 2ϕe

οπότε
r(t) = e−ϵ(sin 2ϕe/4) tr(0) ,

που εκθετικά αυξάνει διότι sin 2ϕe < 0. Ο ασταθής θα είναι ασταθής
αν η συχνότητα έχει συντονιστεί σε εύρος συχνοτήτων πλησίον της συ-
χνότητας 1 που ικανοποιεί τη σχέση:

|δ − 1|
ϵ

<
1

2
,

και η θέση του ταλαντωτή αν αρχικά ήταν στη θέση 1 µε µηδενική τα-
χύτητα θα είναι τελικά:

x(t) = ae−ϵ(sin 2ϕe/4) t cos(t− ϕe) .
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Ο µέγιστος ρυθµός αύξησης συµβαίνει για δ = 1 και είναι ϵ/4, η δε
γωνία ϕe = −π/4, και σε αυτή τη περίπτωση η θέση του ταλαντωτή για
µεγάλους χρόνους είναι:

x(t) = aeϵt/4 cos(t+ π/4) , (4)

µε τη σταθερά a κατάλληλα επιλεγµένη. (Εδώ παραπάνω για τη κού-
νια)

Την ακρίβεια της µεθόδου των µέσων τιµών την εγγυάται θεώρηµα
(µπορείτε να βρείτε την απόδειξη αυτή είτε στις σηµειώσεις της Μηχα-
νικής τουΜεταπτυχιακούς ή στη ΚλασικήΜηχανική του Arnold). Εδώ,
για να πεισθήτε για την ακρίβεια συγκρίνουµε στο Σχ. 2 την ακριβή
λύση (που προκύπτει απο αριθµητική ολοκλήρωση) µε την διαταρα-
κτική λύση για τη περίπτωση ϵ = 0.3, δ = 1 που αντιστοιχεί σε µία τιµή
της παραµέτρου που δεν είναι και τόσο µικρή. Το σχετικό λάθος µε-
ταξύτ των δύο λύσεων είναι 1.2%, και είναι ανεξάρτητο από το χρόνο,
προσέξτε η ασυµπτωτική µορφή της λύσης µε a = 1 ενώ προβλέπει τη
φάση εξαιρετικά, υπερβαίνει του αποτελέσµατος (γιατι;), αν θέσουµε
όµως a = 0.72 τότε η ασυµπτωτική µορφή δίνει µε ακρίβεια τη συµπε-
ριφορά του ταλαντωτή σε µεγάλους χρόνους.

Αλλά το διαταρακτικό µέσο σύστηµα (2, 3) είναι στη πραγµατικό-
τητα γραµµικό. Δεν είναι περίεργο αυτό, από γραµµικό σύστηµα ξεκι-
νήσαµε. Επανερχόµαστε στις καρτεσιανές συντεταγµένες:

ξ = r cosϕ , η = r sinϕ

και οι (2, 3) µετατρέπονται στις γραµµικές εξισώσεις

ξ̇ =

(
− ϵ

4
+

δ − 1

2

)
η (5)

η̇ =

(
− ϵ

4
+

δ − 1

2

)
ξ (6)

που επιδέχονται λύσεις της µορφής eλt µε

λ2 =
(
ϵ

4

)2

−
(
δ − 1

2

)2

.

Συνεπώς έχουµε αστάθεια για |δ − 1| < ϵ/2 και ευστάθεια άλλως. Πα-
ρατηρείστε ότι ο όγκος διατηρείται στο µέσο σύστηµα όπως και στο αρ-
χικό.
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Εξαναγκασµένη κίνηση µη γραµµικού ταλαντωτή

Θεωρήστε τον ταλαντωτή

ẍ+ x = ϵ(γ cos t− Ωx− δẋ− βx2 − αx3) .

Αυτός είναι ταλαντωτής µοναδιαίας συχνότητας τον οποίο έχουµε δια-
ταράξει σε τάξη ϵ µε αρµονική διέγερση σε συχνότητα συντονισµού, µε
µία παράµετρο αποσυντονισµού Ω, γραµµική τριβή και µη γραµµικό-
τητα. Όλα εισάγονται σαν ίδιας τάξης διαταραχή του ταλαντωτή για
να απλοποιηθεί η δυναµική. Η δυναµική τώρα είναι πολύπλοκη, και
µπορεί να γίνει και χαοτική. Εµείς όµως θα πάρουµε τέτοιες παραµέ-
τρους έτσι ώστε ο ταλαντωτής να καταλήγει σε κάποια σταθερού πλά-
τους ταλάντωση µε την πάροδο του χρόνου.

Γράφουµε τον ταλαντωτή στη γνώριµη µορφή:

ẋ = y , ẏ = −x+ ϵ(γ cos t− Ωx− δy − βx2 − αx3) .

και µετατρέπουµε όπως και προηγουµένως την δυναµική σε πολικές
συντεταγµένες, και η δυναµική γίνεται

ṙ = ϵ(γ sin θ cos t− Ωr sin θ cos θ − δr sin2 θ − βr2 cos2 θ sin θ − αr3 cos3 θ sin θ),

θ̇ = −1 +
ϵ

r
(γ cos θ cos t− Ωr cos2 θ − δr cos θ sin θ − βr2 cos3 θ − αr3 cos4 θ) .

Αλλάζοντας τη µεταβλητή της γωνίας σε

θ = ϕ− t

έχουµε

ṙ = ϵ(γ sin(ϕ− t) cos t− Ωr sin(ϕ− t) cos(ϕ− t)− δr sin2(ϕ− t)−
−βr2 cos2(ϕ− t) sin(ϕ− t))− αr3 cos3(ϕ− t) sin(ϕ− t)) ,

ϕ̇ =
ϵ

r
(γ cos(ϕ− t) cos t− Ωr cos2(ϕ− t)− δr cos(ϕ− t) sin(ϕ− t)−

−βr2 cos3(ϕ− t)− αr3 cos4(ϕ− t)) ,

όπου τώρα ο ρυθµός µεταβολής και της r και της ϕ ειναι ϵ, οπότε σε
µία περίοδο του ταλαντωτή 2π τα r και ϕ είναι κατα προσέγγιση στα-
θερά και ίσα µε τις µέσες τιµές τους r και ϕ. Λαµβάνουµε τη µέση τιµή
των δυναµικών εξισώσεων και καταλήγουµε στις προσεγγιστικές εξι-
σώσεις µέσων τιµών:

ṙ =
ϵ

2
(γ sinϕ− δr)

ϕ̇ =
ϵ

2r

(
γ cosϕ− Ωr − α

4
r3
)

.
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Παρατηρείστε ότι η τετραγωνικής τάξης µη γραµµικότητα δεν έχει επί-
πτωσηστην εξαναγκασµένηαπόκριση του ταλαντωτή (το ίδιο θα ίσχυε
για κάθε άρτιας τάξης µη γραµµικότητα).

Αν µετεταρέψουµε την µέση δυναµική σε καρτεσιανες συντεταγµέ-
νες

ξ = r cosϕ , η = r sinϕ

και ορίσουµε τ = ϵ/2t καταλήγουµε στο δυναµικό σύστηµα:

dξ

dτ
= −δξ + Ωη +

α

4
η(ξ2 + η2)

dη

dτ
= γ − Ωξ − δη − α

4
ξ(ξ2 + η2)

Αν υπολογίσουµε τώρα την απόκλιση του πεδίου των ταχυτήτων αυ-
τής της δυναµικής στο χώρο (ξ, η). Bρίσκουµαι ότι η ροή έχει σταθερά
αρνητική απόκλιση −2δ και συνεπώς ο όγκος των χωρίων εξελίσσεται
σύµφωνα µε την εξίσωση:

dV

dt
= −2δV .

Ηµέσηδυναµική είναι δισδιάστατη, και σύµφωναµε τοθεώρηµαPoincare-
Bendixson τα σύνολα ω της δυναµικής (οι ελκυστές ) θα είναι είτε ση-
µεία ισορροπίας, είτε οµοκλινικές ή ετεροκλινικές τροχιές ή περιοδικές
τροχιές (οριακοί κύκλοι). Παράξενοι ελκυστές αποκλείονται σε αυτή
την απλουστευµένη δυναµική (παρότι το αρχικό πρόβληµα παρουσιά-
ζει χαοτικήσυµπεριφορά).Μπορούµε νααποκλείσουµε και τηνύπαρξη
περιοδικών τροχιών διότι η δυναµική ικανοποιεί τις συνθήκες του θε-
ωρήµατος Dulac, οπότε δεν µπορούν να υπάρξουν περιοδικές τροχιές,
και το σύστηµα κατ’ανάγκη θα καταλήξει στα σηµεία ισορροπίας που
ικανοποιούν τις σχέσεις:

γ sinϕe = δre , γ cosϕe = Ωre +
α

4
r3e

και το τετραγωνικό πλάτος της ταλαντώσης ρ = r2e δίνεται στη κατά-
σταση ισορροπίας από τη σχέση:

ρ

(
δ2 +

(
Ω +

α

4
ρ
)2
)
= γ2 . (7)

Το πλάτος που προβλέπεται είναι το πλάτος που αναµένεται από το
γραµµικό πρόβληµα αν η συχνότητα αποσυντονισµού της ταλάντω-
σης θεωρηθεί ότι είναι Ω + αρ/4 (βλ. Landau ”Mechanics”, σχέση 29.4).
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Αν α = 0 έχουµε το γραµµικό εξαναγκασµένο ταλαντωτή. Τότε τα
σηµεία ισορροπίας είναι

ρ(Ω) =
γ2

δ2 + Ω2
, tanϕe =

δ

Ω
, (8)

και το τετράγωνο του πλάτους της ταλάντωσης, ρ , που είναι ανάλογο
µε την ενέργεια, εξαρτάται από τη συχνότητα αποσυντονισµού µε τη
γνωστή Lorentzian εξάρτηση. Προσέξτε ότι αυτή η λύση που προέκυψε
απο το προσεγγιστικό σύστηµαµέσων τιµών, είναι η ακριβής και χωρίς
προσεγγίσεις λύση του γραµµικού προβλήµατος:

x∞(Ω) =
γ√

δ2 + Ω2
cos(ϕe − t) , tanϕe =

δ

Ω
.

Επανερχόµαστε στην απόκριση όταν έχουµε µη γραµµικότητα τρί-
της τάξης. Η (7) είναι µία κυβική εξίσωση για το ρ και οι πραγµατικές
(θετικές) ρίζες δίνουν το πλάτος της εξαναγκασµένης κίνησης. Ας εξε-
τάσουµε την εξάρτηση του πλάτους αυτού από τη συχνότητα αποσυ-
ντονισµού Ω. Όταν το α είναι µικρό ο µη γραµµικός όρος είναι αµε-
λητέος και το πλάτος ακολουθεί την Lorentzian (8) µε τη συµµετρική
εξάρτηση της απο την Ω και το µέγιστο στη συχνότητα συντονισµού
που δίνει Ω = 0. Για µεγαλύτερες τιµές της παραµέτρου α η συµµε-
τρία σπάει, η καµπύλη συντονισµού αλλάζει σχήµα γέρνοντας προς
το αριστερά αν α > 0 (στα δεξιά άλλως) επιτυγχάνοντας πάντοτε τη
µέγιστη απόκριση σε µία συχνότητα η οποία είναι µικρότερη αν α > 0
(µεγαλύτερη άλλως) απο τη συχνότητα συντονισµού στη γραµµµική
περίπτωση που είναι Ω = 0. Για µικρές τιµές της α η (7) έχει µία µόνο
πραγµατική ρίζα, αλλά για |α| > αc η κυβική εξίσωση αποκτά τρείς
πραγµατικές θετικές ρίζες. Η καµπύλη της απόκρισης του ταλαντωτή
έχει σχεδιαστεί για µία υποκρίσιµη τιµή και µία υπερκρίσιµη τιµή του
α στο Σχ. 3. Παρατηρούµε ότι για υπερκρίσιµες τιµές α > αc σε ορι-
σµένες συχνότητες ο ταλαντωτής προβέπεται ότι µπορεί να τρείς δια-
φορετικές αποκρίσεις. Αποδεικνύεται όµως ότι η ενδιάµεση απόκριση
είναι ασταθής και µη πραγµατοποιήσιµη, οπότε για µία περιοχή συ-
χνοτήτων µπορούν να υπάρχουν δύο διαφορετικές αποκρίσεις, και το
πλάτος του ταλαντωτή εξαρτάται από την ιστορία του συστήµατος και
παρουσιάζει υστερητική συµπεριφορά. Αν π.χ. αρχίζαµε να συντονί-
ζουµε τον ταλαντωτή απόµικράΩ, από το σηµείοΑ και αυξάναµε σιγα
το Ω το πλάτος θα µεγάλωνε και θα έφτανε στο Γ. Στο σηµείο αυτό µι-
κρή αύξηση της συχνότητας οδηγεί σε κατάρρευση του πλάτους στο Ε.
Αν τώρα αρχίσουµε να µειώνουµε τη συχνότητα το πλάτος θα αυξηθεί
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ακολουθώντας τον κατώτερο κλάδο ΕΔµέχρι η συχνότηταφτάσει πάλι
στο σηµείο Ε, οπότε µία περαιτέρω µείωση της συχνότητας θα οδηγή-
σει σε ασυνεχή και δραµατική αύξηση του πλάτους της ταλάντωσης.

Όταν υπάρχουν τρείς πραγµατικές ρίζες υπάρχουν σηµεία όπως το
Δ και το Ε στα οποία dρ/dΩ = ∞. Παραγωγίζοντας τώρα την (7) ωςπρος
Ω έχουµε:

dρ

dΩ
=

−8ρ(4Ω + αρ)

16(δ2 + Ω2) + 16αΩρ+ 3α2ρ2
.

Παρατηρούµε ότι η µέγιστη απόκριση πραγµατοποιείται όταν

4Ωmax = −αρmax ,

η οποία αντιστοιχεί σε µεγαλύτερη συχνότητα συντονισµού όταν α <
0, όπως αναφέραµε, η δε µέγιστη τιµή της απόκρισης είναι (εισάγοντας
το Ωmax στην (7)):

ρmax =
γ2

δ2
.

Δηλαδή η µέγιστη απόκριση δεν επηρρεάζεται από τη µη γραµµικό-
τητα και είναι ίση µε αυτή στο γραµµικό πρόβληµα.

Οι τιµέςΩ(α, δ, γ) τωνσηµείωνΓκαιΔπροκύπτουνως οι κοινές ρίζες
της 16(δ2 + Ω2) + 16αΩρ + 3α2ρ2 = 0 και της (7). Η δε κρίσιµη τιµή αc

προκύπτει όταν τα Γ και Δ συµπέσουν και έχουµε διπλή ρίζα. Επειδή
οι συχνότητες που αντιστοιχούν στα Γ και Δ είναι ρίζες της

Ω2 + αρΩ +
3

16
α2ρ2 + δ2

η διακρίνουσα θα µηδενίζεται όταν ρ = 4δ/|α| και η αντιστοιχούσα δι-
πλή ρίζα θα είναι Ω = −sgn(α)2δ όπου sgn(α) = α/|α| είναι το πρόσηµο
τουα. Εισάγοντας τώρααυτές τις τιµές στην (7) βρίσκουµε ότι η κρίσιµη
τιµή του αc είναι:

|αc| =
8δ3

γ2
.
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Σχήµα 1: Tο ϕ̇ συναρτήσει του ϕ. Τα σηµεία ισορροπίας είναι τα σηµεία
ϕe που µηδενίζεται η ϕ̇. Τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας σηµειώνονται
µε κύκλους για τη περίπτωση (δ − 1)/ϵ = −0.4 και για (δ − 1)/ϵ = −0.4.
Παρατηρείστε ότι τα ευσταθή σηµεία ισοοροπίας βρίσκονται πάντα
στο διάστηµα π/2 < ϕe < π ή στο 3π/2 < ϕe < 2π (στο άνω όριο όταν ο
λόγος (δ − 1)/ϵ = −1/2 και στο κάτω όριο όταν (δ − 1)/ϵ = 1/2).
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Σχήµα2: Στο (β)Ηχρονική εξέλιξη τηςθέσης του ταλαντωτή (1) υπολο-
γισµένη αριθµητικά, και η θέση όπως προκύπτει απο αριθµητική ολο-
κλήρωση του διαταρακτικού µέσου δυναµικού συστήµατος (2, 3) για
ϵ = 0.3 και δ = 1. Οι τροχιές είναι δύσκολο να διακριθούν το σχετικό λά-
θος είναι 1.2%. Στο (α) παρουσιάζεται το τελικό τµήµα της τροχιάς και
επίσησ σχεδιάζεται µε διακεκοµένη γραµµή και η ασυµπτωτική λύση
(4) µε a = 1. Εάν επιλέξουµε a = 0.72 και οι τρεις καµπύλες συµπίπτουν.
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Σχήµα 3: Το πλάτος της ταλάντωσης συναρτήσει της συχνότητας απο-
συντονισµού Ω για δύο τιµές της παραµέτρου µη γραµµικότητας µία
µικρότερη της κρισιµής αc για α = −0.04 και η άλλη για την υπερκρί-
σιµη περίπτωση µε α = −0.4. Στην υπερκρίσιµη περίπτωση το τµήµα
ΓΔ δεν πραγµατοποιείται και παρατηρείται κατάρρευση του πλάτους
όταν η συχνότητα υπερβεί αυτήν που αντιστοιχεί στην Γ, ενω παρατη-
ρείται και φαινόµενο υστέρησης. Παρατηρείστε επίσης ότι το µέγιστο
πλάτος δεν εξαρτάται από το α. Οι άλλες τιµές των παραµέτρων είναι
δ = 0.2 γ = 1. Για αυτές τις τιµές των παραµέτρων |αc| = 0.064.
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