Πέτρος Ιωάννου

28 Απριλίου 2002
Μη γραμμική Δυναμική

Εξέταση προόδου

Παράδοση Δευτέρα 20 Μαϊου 

Απαντήστε με σαφήνεια και συντομία. Τα προβλήματα είναι εύκολα, και ελπίζω ότι λύνοντάς τα θα εμπεδώσετε θέματα που έχουμε συζητήσει και ότι θα μάθετε επιπλέον  κάτι .  

Σας εύχομαι καλό Πάσχα.

1. Η δημογραφική υπηρεσία σας δίνει τα εξής πληθυσμιακά στοιχεία για τη χώρα:

                              Έτος        Πληθυσμός

                              1980         7.534.868

                              1990         8.966.158

                              2000       10.159.238

Ποία η καλύτερη εκτίμησή σας για τον πληθυσμό το 2030; Αναφέρατε πολύ σύντομα αντιρρήσεις που μπορεί να εγερθούν στη μέθοδο που ακολουθήσατε.

 2.  Αναλύστε  τη συμπεριφορά του ταλαντωτή: 
[image: image66.png]
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      α) Τι φυσικό σύστημα περιγράφει;  Γράψτε το νόμο εξέλιξης της ενεργείας του συστήματος.

      β) Δείξτε ότι το σύστημα για 
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 έχει ένα και μοναδικό οριακό κύκλο (ακολουθείστε τα βήματα της απόδειξης που κάναμε στη τάξη. Να είσαστε σύντομοι όμως, δεν χρειάζεται να αποδεικνύεται τα πάντα, η ροή της σκέψης έχει σημασία.).

γ) Με αριθμητική ολοκλήρωση σχεδιάστε τον οριακό κύκλο για 
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δ) Τι συμβαίνει όταν 
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<

m

; Υπάρχει οριακός κύκλος; Εάν υπάρχει είναι ευσταθής ή ασταθής;

3. Θεωρήστε ένα ταλαντωτή van der Pol στον οποίο ασκείται μία εξωτερική σταθερή δύναμη:   
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, με 
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  θετικό, αρνητικό ή και μηδέν (υποθέστε όμως ότι 
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α) Γράψτε τον ταλαντωτή με μεταβλητές Lienard 
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. Προσδιορίστε τα σημεία ισορροπίας του συστήματος. 

β) Σχεδιάστε τις (nullclines) καμπύλες στο επίπεδο  Lienard  
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 επι των οποίων μία από  τις κλίσεις του διανυσματικού πεδίου της ροής μηδενίζεται (δηλαδή είναι 
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  ή 
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).  Προσδιορίστε το χαρακτήρα του σημείου ισορροπίας συναρτήσει του 
[image: image13.wmf]a

. Επι του προκειμένου δείξτε ότι αν οι nullclines τέμνονται στο μεσαίο τμήμα της κυβικής καμπύλης (δηλαδή για 
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) ότι το σημείο ισορροπίας είναι ασταθές. 

γ) Μπορείτε να προτείνετε ένα γενικό κανόνα με τον οποίον αμέσως να μπορείτε να αναγνωρίζετε το είδος του σημείου ισορροπίας εξετάζοντας απλώς τη σχετική κλίση των nullclines  στη περιοχή κάποιου σημείου ισορροπίας;

δ)  Για 
[image: image15.wmf]1
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 δείξτε ότι το σύστημα έχει ένα ευσταθή οριακό κύκλο για 
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, και προσδιορίστε το 
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ε) Σχεδιάστε τις τροχιές στο χώρο των φάσεων για 
[image: image18.wmf]a

λίγο μεγαλύτερο από το 
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 και για 
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 λίγο μικρότερο από το 
[image: image21.wmf]c
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. Δείξτε στη πρώτη περίπτωση ότι παρότι το σημείο ισορροπίας έλκει όλα τα σημεία του χώρου υπάρχουν ορισμένες αρχικές διαταραχές οι οποίες μπορούν να στείλουν το σύστημα μακρυά από το σημείο ισορροπίας επί  μεγάλο χρονικό διάστημα πριν τελικά το σύστημα βρεθεί κοντά στο σημείο ισορροπίας.  Για ποιές αρχικές συνθήκες συμβαίνει αυτό και εκτιμείστε τη χρονική διάρκεια που θα βρίσκεται το σύστημα μακράν του σημείου ισορροπίας. 

στ) Περιγράψτε σύντομα τη συμπεριφορά του συστήματος. 

4.  Ένα ρευστό κινείται στο επίπεδο 
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. Η κίνηση του ρευστού προσδιορίζεται απο το πεδίο ταχυτήτων 
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, δηλαδή σε κάθε σημείο του επιπέδου και ανά πάσα στιγμή γνωρίζουμε τη ταχύτητα της ροής.  Θεωρούμε ότι η ροή είναι ασυμπίεστη, δηλαδή το πεδίο ταχυτήτων ικανοποιεί τη σχέση:
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. Εάν είχαμε ένα μικροσκοπικό κόκκο σκόνης (αμελητέας αδρανείας) τότε η τροχιά του, 
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, θα ικανοποιούσε την εξίσωση:
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Φανταστείτε τώρα ότι βάζουμε στη ροή μία σειρά κόκκων σκόνης απειροστού μήκους , που παρίσταται από το διάνυσμα: 
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α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση εξέλιξης της 
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 (νοουμένης πάντα ως ευθείας) είναι σε πρώτη γραμμική προσέγγιση:
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Μπορείτε να εξηγήσετε με απλά λόγια  αυτή την εξίσωση;

β) Γράψτε την εξίσωση αυτή στη κλασσική μορφή δυναμικού συστήματος 
[image: image31.wmf]z

t

A

z

)

(

=

&

, όπου 
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, οι συνισταμένες της ευθείας που ορίζονται από τη γραμμή των κόκκων στο χρόνο 
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.  Προσδιορίστε τον  πίνακα 
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(

t

A

.  Γιατι εξαρτάται  ο δυναμικός αυτό πίνακας μόνο από τον χρόνο; Ποίο το ίχνος του πίνακα κάθε χρονική στιγμή.

[image: image1.wmf]0

)

1

(

4

=

+

-

+

x

x

x

x

&

&

&

m


γ)  Για ένα πολύ μικρό διάστημα ,
[image: image35.wmf]t
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, (αρκούντως μικρό ώστε ο πίνακας  
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να μη μεταβάλλεται) και για τη χρονικη στιγμή 
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ο διαδότης  είναι σε πολύ καλή προσέγγιση  
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.  Ποία η ορίζουσα του 
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; (Υπ. Διαγωνοποιείστε τον  
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.) Εάν οι ιδιάζουσες τιμές του 
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 είναι οι 
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. (Η ιδιάζουσες τιμές είναι οι τετραγωνικές ρίζες των ιδιοτιμών του ερμιτιανού πίνακα 
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, και ιδιάζοντα διανύσματα τα αντιστοιχούντα ιδιοδιανύσματα.)

δ) Θεωρείστε τώρα ότι το 
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έχει τυχαία διεύθυνση. Αν όλες οι διευθύνσεις 
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 είναι ισοπίθανες δείξτε ότι η μέση μεγέθυνση του μήκους της σειράς των κόκκων στο διάστημα 
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  τη χρονική στιγμή  
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όπου 
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 η μεγαλύτερη ιδιάζουσα τιμή του 
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 και 
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 η γωνία που σχηματίζει η γραμμή των κόκκων σκόνης με το αντιστοιχούν σε αυτή την ιδιάζουσα τιμή ιδιάζον διάνυσμα.

ε)  Σχεδιάστε το τμήμα του κύκλου στο οποίο η ολοκληρωτέα ποσότητα   
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.  Τι συμπεραίνετε;

στ) Αποδείξτε ότι η 
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  είναι μονοτόνως αύξουσα συνάρτηση του 
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, και  συνεπώς ότι το μήκος της γραμμής των κόκκων πάντοτε μεγενθύνεται κατά μέσο όρο. Αποδείξτε επίσης ότι  για όλες τις τιμές  
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. Υπολογίστε με αριθμητική ολοκλήρωση την  
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 και σχεδιάστε τη γραφική παράστασή της για 
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ζ) Φανταστείτε ότι η ροή είναι σταθερή για ένα χρονικό διάστημα 
[image: image64.wmf]t

 και ότι αλλάζει άρδην  ανα χρονικά διαστήματα  
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.  Ποίος  ο νόμος εξέλιξης του μήκους της γραμμής των κόκκων με τον χρόνο; Θα αναμένατε αυτό το αποτέλεσμα; Τι θα περιμένατε να συμβεί;
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