
1 Περιοχ�ε̋ ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋ εξ�ισωση̋Mathieu

∆ια1�αστε το παρακ�ατω κε�ιµενο και συµπληρ£ωστε τα κεν�α κ�ανοντα̋ και του̋ κατ�αλληλου̋ υπο-
λογισµο�υ̋ �οπου αυτ�ο απαιτε�ιται.
Θεωρο�υµε την εξ�ισωσηMathieu :

ẍ + (α + ǫ cos t)x = 0 , (1)

η οπο�ια ισοδ�υναµα γρ�αφεται ω̋ :
d

dt

(

x
ẋ

)

= A(t)

(

x
ẋ

)

µε τον γενν�ητορα π�ινακα τη̋ δυναµικ�η̋ :

A(t) =

(

0 1
−α − ǫ cos t 0

)

.

Ο π�ινακα̋ A(t) �εχει περ�ιοδο 2π και �ολη η δυναµικ�η εµπερι�εχεται στο διαδ�οτη µ�ια̋ περι�οδου Φ(2π)
που δ�ινεται απ�ο το χρονολογικ�α διατεταγµ�ενο γιν�οµενο :

Φ(2π) = lim
n→∞

(exp(A(nτ)τ) exp(A((n − 1)τ)τ) · · · exp(A(2τ)τ) exp(A(τ)τ))

µε τ = 2π/n. Το γιν�οµενο αυτ�ο ε�ιναι δ�υσκολο να υπολογισθε�ι επειδ�η τα δι�αφορα A(t) δεν αντιµε-
τατ�ιθενται (υπολογισµ�ο̋ τ�ετοιων γινοµ�ενων ε�ιναι δ�υσκολο̋, µπορε�ι να γ�ινει µ�ονο µε διαταρακτικ�ε̋
µεθ�οδου̋ �η να υπολογισθε�ι αριθµητικ�α). Παρ�ολα αυτ�α ε�ιναι δυνατ�ον να προκ�υψουν χρ�ησιµα συµπε-
ρ�ασµατα για αυτ�ο τον διαδ�οτη χωρ�ι̋ να τον υπολογ�ισουµε. Το κλειδ�ι ε�ιναι στη παρατ�ηρηση �οτι αν�α
π�ασα στιγµ�η το �ιχνο̋ του γενν�ητορα τη̋ δυναµικ�η̋ ε�ιναι µηδενικ�ο, δηλαδ�η

trace(A(t)) = 0 ,

οπ�οτε η ορ�ιζουσα του διαδ�οτη ε�ιναι µοναδια�ια, δηλαδ�η :

det(Φ(t)) = exp

(
∫

t

0

trace(A(s))ds

)

= 1 ,

συνεπ£ω̋ και det(Φ(2π)) = 1. �Αρα, οι ιδιοτιµ�ε̋ του διαδ�οτη µ�ια̋ περι�οδου Φ(2π), λ(α, ǫ), ικανοποι-
ο�υν το τρι£ωνυµο :

λ2 − φ(α, ǫ)λ + 1 = 0 ,

�οπου
φ(α, ǫ) = trace(Φ(2π)) .

Εποµ�ενω̋, οι ιδιοτιµ�ε̋ �εχουν γιν�οµενο 1 και ε�ιναι :

λ(α, ǫ) =
φ(α, ǫ)

2
±

√

(

φ(α, ǫ)2

4
− 1

)

.

Ε�αν το �ιχνο̋ του διαδ�οτη ε�ιναι |φ(α, ǫ)| > 2 τ�οτε οι ιδιοτιµ�ε̋ ε�ιναι πραγµατικ�ε̋ και επειδ�η το γιν�ο-
µενο του̋ ε�ιναι µον�αδα µ�ια εξ´αυτ£ων θα ε�ιναι µεγαλ�υτερη του 1 και συνεπ£ω̋ για αυτ�ε̋ τι̋ τιµ�ε̋ των
παραµ�ετρων α και ǫ ο ταλαντωτ�η̋ ε�ιναι ασταθ�η̋ και η x(t) δεν ε�ιναι περιοδικ�η συν�αρτηση.
Ε�αν |φ(α, ǫ)| > 2 τ�οτε οι ιδιοτιµ�ε̋ ε�ιναι µιγαδικ�ε̋, λ, λ∗, η µ�ια συζυγ�η̋ τη̋ �αλλη̋, και το µ�ετρο των

ιδιοτιµ£ων ε�ιναι |λ| = 1. Για τι̋ τιµ�ε̋ αυτ�ε̋ των παραµ�ετρων α και ǫ �εχουµε ευστ�αθεια. Σε αυτ�η τη
περ�ιπτωση µ�ονο ε�αν η φ�αση τη̋ ιδιοτιµ�η̋ ε�ιναι ρητ�ο πολλαπλ�ασιο τη̋ περι�οδου 2π �εχουµε περιοδικ�η
κ�ινηση.
Το σ�υνορο µεταξ�υ ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο τι̋ τιµ�ε̋ των παραµ�ετρων α και

ǫ για τι̋ οπο�ιε̋ ε�ιναι |φ(α, ǫ)| = 2. Ε�αν φ(α, ǫ) = 2 τ�οτε λ = 1 και η x(t) ε�ιναι περιοδικ�η συν�αρτηση
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µε περ�ιοδο 2π. Ε�αν |φ(α, ǫ)| = −2 τ�οτε λ = −1 και η x(t) ε�ιναι περιοδικ�η συν�αρτηση µε περ�ιοδο 4π.
Εποµ�ενω̋ το σ�υνορο µεταξ�υ ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋ προσδιορ�ιζεται απ�ο τη συνθ�ηκη να υπ�αρχουν
περιοδικ�ε̋ λ�υσει̋ µε περ�ιοδο 2π και 4π αντ�ιστοιχα.
Θ�ελουµε τ£ωρα να προσδιορ�ισουµε τι̋ περιοχ�ε̋ ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋ στο επ�ιπεδο (α, ǫ) . Προ̋

το�υτο ε�ιναι σηµαντικ�ο να παρατηρ�ησετε �οτι ο διαδ�οτη̋, Φ(2π), το �ιχνο̋ του, φ(α, ǫ), και συνεπ£ω̋ οι
ιδιοτιµ�ε̋, λ(α, ǫ), ε�ιναι συνεχε�ι̋ συναρτ�ησει̋ των παραµ�ετρων α και ǫ. Θεωρ�ηστε τ£ωρα τον �αξονα
ǫ = 0. Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση ο διαδ�οτη̋ ε�ιναι ο διαδ�οτη̋ εν�ο̋ αρµονικο�υ ταλαντωτ�η και ε�ιναι :

Φ(2π) =

(

cos(2π
√

α) sin(2π
√

α)/
√

α
−√

α sin(2π
√

α) cos(2π
√

α)

)

,

µε �ιχνο̋
φ(α, 0) = 2 cos(2π

√
α)

που ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο τη̋ παραµ�ετρου α (δηλαδ�η του τετραγ£ωνου τη̋ συχν�οτητα̋ του ταλα-
ντωτ�η). Για �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ του α το �ιχνο̋ ε�ιναι |φ(α, 0)| < 2, οπ�οτε ο ταλαντωτ�η̋ ε�ιναι ευσταθ�η̋, εκτ�ο̋
απ�ο τι̋ τιµ�ε̋

α =
n2

4
, n = 0, 1, 2, · · · (2)

για τι̋ οπο�ιε̋ το �ιχνο̋ ισο�υται µε ±2. Αυτ�α τα σηµε�ια αν�ηκουν στο σ�υνορο µεταξ�υ ευστ�αθεια̋ και
αστ�αθεια̋. Λ�ογω �οµω̋ τη̋ συν�εχεια̋ του �ιχνου̋, �αστ�αθεια για µικρ�α ǫ µπορε�ι να υπ�αρξει µ�ονο γ�υρω
απ�ο τα σηµε�ια n2/4. Αποκαλ�υπτεται, δηλαδ�η, �οτι οι ασταθε�ι̋ περιοχ�ε̋ µοι�αζουν µε γλ£ωσσε̋ που συ-
γκλ�ινουν σε αυτ�α τα σηµε�ια. Οπ�οτε η αν�αλυση µα̋ για το προσδιορισµ�ο των ασταθ£ων περιοχ£ων µπο-
ρε�ι να επικεντρωθε�ι περ�ι αυτ�α τα σηµε�ια.
Α̋ προσδιορ�ισουµε διαταρακτικ�α τι̋ διαχωριστικ�ε̋ καµπ�υλε̋ µεταξ�υ ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋

�οταν το ǫ << 1. Οι οικογ�ενειε̋ των καµπυλ£ων αυτ£ων α(ǫ) ικανοποιο�υν τη σχ�εση |φ(α, ǫ)| = 2 και
σε αυτ�ε̋ που �εχουν ω̋ σηµε�ιο του̋ το α(0) = n2/4 µε n �αρτιο προκ�υπτουν περιοδικ�ε̋ λ�υσει̋ µε ελ�α-
χιστη περ�ιοδο 2π εν£ω σε αυτ�ε̋ µε n περιττ�ο προκ�υπτουν περιοδικ�ε̋ λ�υσει̋ µε ελ�αχιστη περ�ιοδο 4π.
Θεωρο�υµε �οτι το α(ǫ) �εχει αν�απτυγµα περ�ι το ǫ = 0 τη̋ µορφ�η̋ :

α(ǫ) = α0 + ǫα1 + · · ·

�οπου το α0 για κ�αθε οικογ�ενεια ικανοποιε�ι την (2). Οι συντελεστ�ε̋ an προσδιορ�ιζουν τι̋ διαχωριστικ�ε̋
καµπ�υλε̋. Για να προσδιορ�ισουµε του̋ συντελεστ�ε̋ απαιτο�υµε να υπ�αρχουν περιοδικ�ε̋ λ�υσει̋ τη̋
µορφ�η̋ :

x(t) = x0(t) + ǫx1(t) + · · ·
Εισ�αγοντα̋ το αν�απτυγµα αυτ�ο στην (1) προκ�υπτει �οτι πρ�επει να ικανοποιο�υνται οι

ẍ0 + α0x0 = 0 , (3)

ẍ1 + α0x1 = −(α1 + cos t)x0 , (4)

ẍ2 + α0x2 = −x0α2 − (α1 + cos t)x1 , (5)

κ.ο.κ., µε κ�αθε xn(t) περιοδικ�η συν�αρτηση. Τι απαιτε�ιται για τη περ�ιοδο των xn(t) ;

1. Α̋ θεωρ�ησουµε πρ£ωτα τη περ�ιπτωση n = 0.

Σε αυτ�η τη περ�ιπτωση η x(t) �εχει ελ�αχιστη περ�ιοδο 2π και α0 = 0. Η (3) εχει τη τετριµµ�ενη περι-
οδικ�η λ�υση x0(t) = k0, �οπου k0 κ�αποια σταθερ�α. Εποµ�ενω̋ η πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ εξ�ισωση διορθωση̋
τη̋ τροχι�α̋, εξ�ισωση (4), λαµ1�ανει τη µορφ�η :

ẍ1 = −(α1 + cos t)k0 ,
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Σχ�ηµα 1: Οι πρ£ωτε̋ περιοχ�ε̋ ευστ�αθεια̋ (Ε) και αστ�αθεια̋ (Α) στον ταλαντωτ�ηMathieu στο επ�ιπεδο
(α, ǫ). Οι ασταθε�ι̋ γλ£ωσσε̋ τ�εµνουν τον �αξονα ǫ = 0 στα σηµε�ια α = n2/4. Παρουσι�αζονται οι αστα-
θε�ι̋ περιοχ�ε̋ για n = 0, 1, 2, 3. Οι µπλε γραµµ�ε̋ ε�ιναι οι διαχωριστικ�ε̋ γραµµ�ε̋ µεταξ�υ ευστ�αθεια̋
και αστ�αθεια̋, εν£ω οι κ�οκκινε̋ σηµει£ωνουν τι̋ διαχωριστικ�ε̋ γραµµ�ε̋ που προκ�υπτουν µε τη δια-
ταρακτικ�η αν�αλυση αυτο�υ του σηµει£ωµατο̋. ∆ιακεκοµ�ενε̋ ε�ιναι οι διαχωριστικ�ε̋ γραµµ�ε̋ επ�ι των
οπο�ιων η κ�ινηση �εχει ελ�αχιστη περ�ιοδο 2π, εν£ω επ�ι των συνεχ£ων διαχωριστικ£ων γραµµ£ων η κ�ινηση ε�ι-
ναι περιοδικ�η µε ελ�αχιστη περ�ιοδο 4π. Η καµπ�υλε̋ αστ�αθεια̋ ε�ιναι συµµετρικ�ε̋ ω̋ προ̋ τον �αξονα
ǫ = 0. H δι�αστικτη µα�υρη γραµµ�η α = ǫ διαχωρ�ιζει το χ£ωρο στι̋ περιπτ£ωσει̋ που αν π�ασα στιγµ�η η
σταθερ�α του ελατηρ�ιου, α+ ǫ cos t, ε�ιναι θετικ�η, δηλαδ�η �οταν α > ǫ, και στη περιοχ�η του χ£ωρου �οπου
η σταθερ�α του ελατηρ�ιου γ�ινεται και αρνητικ�η.
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η οπο�ια επιδ�εχεται περιοδικ�η λ�υση µ�ονο �αν α1 = 0, και η πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ δι�ορθωση τη̋ τροχι�α̋
ε�ιναι :

x1(t) = k0 cos t + k1 ,

�οπου �οπου k1 µ�ια �αλλη σταθερ�α. �Ετσι η εξ�ισωση δε�υτερη̋ δι�ορθωση̋ (5) γ�ινεται :

ẍ2 = −k0α2 − cos t(k0 cos t + k1)

= −k0α2 − k1 cos t − k0 cos2 t

= −k0α2 −
k0

2
− k1 cos t − k0

2
cos 2t ,

η οπο�ια επιδ�εχεται περιοδικ�η λ�υση µ�ονο αν k0(α2 + 1/2) = 0, που προσδιορ�ιζει τη δε�υτερη
δι�ορθωση α2 = −1/2. Συνεπ£ω̋ η διαχωριστικ�η καµπ�υλη σε δε�υτερη̋ τ�αξη̋ δι�ορθωση µεταξ�υ
ευστ�αθεια̋ και αστ�αθεια̋ για ǫ << 1 στη περιοχ�η κοντ�α στο α = 0 ε�ιναι :

α(ǫ) ≈ −ǫ2

2
. (6)

2. Η περ�ιπτωση n = 1. Στη περ�ιπτωση αυτ�η θ�ελουµε να προσδιορ�ισουµε x(t) µε ελ�αχιστη περ�ιοδο
4π και α0 = 1/4. Ακολουθ£ωντα̋ τα �ιδια β�ηµατα βρ�ισκουµε �οτι

x0(t) = k0 cos(t/2) + m0 sin(t/2) ,

και η η εξ�ισωση πρ£ωτη̋ δι�ορθωση̋ (4) γ�ινεται :

ẍ1 +
1

4
x1 = −k0

(

α1 +
1

2

)

cos
t

2
− m0

(

α1 −
1

2

)

sin
t

2
− k0

2
cos

3t

2
− m0

2
sin

3t

2
.

Για να υπ�αρχει περιοδικ�η λ�υση περι�οδου πρ�επει �η k0 = 0 και α1 = 1/2 �η m0 = 0 και α = −1/2
(γιατ�ι ;). Συνεπ£ω̋ η διαχωριστικ�η γραµµµ�η ε�ιναι

α(ǫ) ≈ 1

4
± ǫ

2
. (7)

Παρατηρε�ιτε �οτι σχηµατ�ιζεται µ�ια σφ�ηνα αστ�αθεια̋ π�ανω κα�ι κ�ατω απ�ο τη συχν�οτητα 1/4.

3. Η περ�ιπτωση n = 2.

∆ε�ιξτε �οτι στη περ�ιπτωση αυτ�η οι διαχωριστικ�ε̋ γραµµ�ε̋ ε�ιναι κατ�α προσ�εγγιση :

α(ǫ) ≈ 1 − ǫ2

12
, α(ǫ) ≈ 1 +

5ǫ2

12
. (8)

4. Η περ�ιπτωση n = 3.

∆ε�ιξτε �οτι σε αυτ�η τη περ�ιπτωση οι διαχωριστικ�ε̋ γραµµ�ε̋ ε�ιναι :

α(ǫ) ≈ 9

4
+

ǫ2

16
± ǫ3

32
. (9)

Οι γλ£ωσσε̋ (που ονοµ�αζονται και γλ£ωσσε̋ του Arnold) για n ≥ 3 εφ�απτονται η µ�ια στην �αλλη
δηµιουργ�οντα̋ �ετσι µ�ια πολλ�η στεν�η περιοχ�η αστ�αθεια̋. (Η συγκεκριµ�ενη µορφ�η των γλωσσ£ων εξαρ-
τ�αται απ�ο τη µορφ�η τη̋ περιοδικ�η̋ συν�αρτηση̋ βλ. το απλ�ο και ιδιαιτ�ερω̋ διδακτικ�ο παρ�αδειγµα
στο βι1λ�ιο του Arnold σελ. 205). Με την συνηµιτονοειδ�η µετα1ολ�η τη̋ συχν�οτητα̋ µ�ονο �οταν η συχ-
ν�οτητα τη̋ µετα1ολ�η̋ ε�ιναι διπλ�ασια τη̋ συχν�οτητα του ταλαντωτ�η οι ασταθε�ι̋ γλ£ωσσε̋ σχηµατ�ιζουν
σφ�ηνα µη µηδενικ�η̋ γων�ια̋. Πειραµατικ�α σε αυτ�η τη συχν�οτητα η αστ�αθεια εκδηλ£ωνεται πιο ισχυρ�α
και ε�ιναι πιο ε�υκολα παρατηρ�ησιµη (βλ. πειραµατικ�ο �αρθρο που �ε1αλα στην ιστοσελ�ιδα).
Ο ακρι1�η̋ προσδιορισµ�ο̋ των διαχωριστικ£ων γραµµ£ων ε�ιναι τεχνικ�α δ�υσκολο̋. Μπορε�ι καν�ενα̋

απ�ο σα̋ να καταφ�ερει να τι̋ προσδιορ�ισει ;
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