
Σχ�ηµα 1: Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ του σχ�ηµατο̋ δεν ε�ιναι ευσταθ�ε̋ κατ�α Lyapunov παρ�ολο �οτι �ολε̋ οι
τροχι�ε̋ καταλ�ηγουν τελικ�α σε αυτ�ο µετ�α την π�αροδο αρκετο�υ χρ�ονου.

Σηµει£ωσει̋ µη γραµµικ�η̋ δυναµικ�η̋

Σηµε�ια ισορροπ�ια̋ και η �εννοια τη̋ ευστ�αθεια̋ τροχι£ων.

Για �ενα γενικ�ο αυτ�ονοµο δυναµικ�ο σ�υστηµα ẋ = f(x) µε x ∈ R
n τα σηµε�ια xe που µηδεν�ιζουν

την f(xe) = 0 λ�εγονται σηµε�ια ισορροπ�ια̋. Πρ�αγµατι αν αρχικ�α x = xe την χρονικ�η στιγµ�η t = 0 τ�ο
σ�υστηµα θα παραµε�ινει στο σηµε�ιο αυτ�ο, δι�οτι η τετριµµ�ενη τροχι�α x(t) = xe για t > 0 ικανοποιε�ι τι̋
δυναµικ�ε̋ εξισ£ωσει̋ και τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ και απ�ο την µοναδικ�οτητα των λ�υσεων του δυναµικ�ο�υ
συστ�ηµατο̋ η τροχι�α αυτ�η ε�ιναι η µ�ονη δυνατ�η τροχι�α του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋.
Ενδιαφ�ερει αν το σηµε�ιο ε�ιναι ευσταθ�ε̋ �η �οχι. Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ θα θεωρε�ιται ευσταθ�ε̋ αν

στιγµια�ια διαταρ�αξουµε το σ�υστηµα απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, το σ�υστηµα δεν αποµακρυνεται απ�ο
το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Προσ�εξτε �οτι η διαταραχ�η που διενεργε�ιται ε�ιναι στιγµ�ιαια και δεν ε�ιναι συνε-
χ�η̋. Το σ�υστηµα θα λ�εγεται ασταθ�ε̋ �οταν δεν ε�ιναι ευσταθ�ε̋.
Επ�ιση̋ ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι µπορε�ι να υπ�αρξουν διαφορετικο�ι ορισµο�ι τη̋ ευστ�αθεια̋. Στον πρ�ο-

χειρο και διαισθητικ�ο ορισµ�ο που δ£ωσαµε δεν διευκριν�ησαµε αν το σ�υστηµα τελικ�α, t → ∞, συγκλ�ι-
νει στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, x(t) → xe. Επ�ιση̋ δεν προσδιορ�ισαµε αν η τροχι�α πρ�επει να βρ�ισκεται
πλησ�ιον του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋. Για να γ�ινουµε σαφ�εστεροι ορ�ιζουµε µε
προσοχ�η µερικ�ε̋ �εννοιε̋ ευστ�αθεια̋ που ε�ιναι χρ�ησιµε̋.
Πριν �οµω̋ ορ�ισουµε την �εννοια τη̋ ευστ�αθεια̋ πρὁποτ�ιθεται �οτι οι φυσικ�ε̋ καταστ�ασει̋ x του

δυναµικο�υ µα̋ συστ�ηµατο̋ �εχουν εφοδιασθε�ι µε την�εννοια τη̋ απ�οσταση̋, δηλαδ�η του µ�ετρου. �Εχο-
ντα̋ ορ�ισει το µ�ετρο |x| µπορε�ι να προχωρ�ησουµε µε ορισµο�υ̋ τη̋ ευστ�αθεια̋. Εµε�ι̋ θα υποθ�ετουµε
�οτι η µετρικ�η µα̋ ε�ιναι η κλασικ�η ευκλε�ιδια µετρικ�η σ�υµφωνα µε την οπο�ια |x|2 =

∑n

i
x2

i , �οπου xi οι
συντεταγµ�ενε̋ του x.

Ευστ�αθεια κατ�α Lyapunov. Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ xe ε�ιναι ευσταθ�ε̋ κατ�α Lyapunov (�η απλ£ω̋ ευ-
σταθ�ε̋) αν για κ�αθε ǫ > 0 υπ�αρχει δ(ǫ) τ�ετοιο £ωστε αν αρχικ�α |x(0) − xe| < δ(ǫ) η τροχι�α ικανοποιε�ι
|x(t) − xe| < ǫ για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ t > 0.

Ασυµπτωτικ�η ευστ�αθεια. Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ xe ε�ιναι ασυµπτωτικ�α ευσταθ�ε̋ ε�αν ε�ιναι ευστα-
θ�ε̋ κατ�α Lyapunov και επιπλ�εον υπ�αρχει κ�αποια σταθερ�α β τ�ετοια £ωστε αν αρχικ�α |x(0) − xe| < β
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Σχ�ηµα 2: Το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ xe ε�ιναι ευσταθ�ε̋ �οταν για κ�αθε περιοχ�η U του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋
το δι�ανυσµα τη̋ ταχ�υτητα̋ ẋ στρ�εφεται στο εσωτερικ�ο του U .

τ�οτε η τροχι�α συγκλ�ινει στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ : limt→∞ x(t) = xe.

Παρ�αδειγµα δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ που�εχει σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ που ε�ιναι ευσταθ�ε̋ κατ�αLyapunov
ε�ιναι ο αρµονικ�ο̋ ταλαντωτ�η̋ ẋ1 = x2 , ẋ2 = −ω2x1. Το xe = 0 ε�ιναι σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ και οι τρο-
χι�ε̋ ε�ιναι περιοδικ�ε̋ και δ�ιδονται απ�ο τι̋ καµπ�υλε̋ x2

2 + ω2x2
1 = σταθερ�α. Ε�αν ω < 1 Τ�οτε αν αν

επιλ�εξουµε |x(0)| < δ(ǫ) = ǫω τ�οτε x(t) < ǫ για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋. Το σ�υστηµα αυτ�ο ε�ιναι ευσταθ�ε̋
κατ�α Lyapunov αλλ�α δεν ε�ιναι �οµω̋ ασυµπτωτικ�α ευσταθ�ε̋.
Στο ορισµ�ο τη̋ ασυµπτωτικ�η̋ ευστ�αθεια̋ απαιτ�ηθηκε πρ£ωτα η ευστ�αθεια κατ�α Lyapunov. Θα ν�ο-

µιζε κανε�ι̋ �οτι η ευστ�αθεια κατ�α Lyapunov επι1�αλλεται �οταν �εχει απαιτηθε�ι η σ�υγκλιση τη̋ τροχι�α̋
στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Αυτ�ο �οµω̋ δεν ισχ�υει. Μπορε�ι να κατασκευ�ασει κανε�ι̋ δυναµικ�α συστ�ηµατα
που �εχουν σηµε�ια ισορροπ�ια̋ τα οπο�ια ε�ιναι ασταθ�η κατ�α Lyapunov, δηλαδ�η �εχουν τροχι�ε̋ που απο-
µακρ�υνονται απ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, αλλ�α τελικ�α �ολε̋ οι τροχι�ε̋ που αρχ�ιζουν στην περιοχ�η του
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ συγκλ�ινουν τελικ�α σε αυτ�ο (βλ. Σχ. 1). Τα συστ�ηµατα αυτ�α λ�εγονται οιωνε�ι ασυ-
µπτωτικ�α ευσταθ�η (quasi-asymptotic stability). Προφαν£ω̋ η ασυµπτωτικ�η ευστ�αθεια προκ�υπτει �οταν
�εχουµε ευστ�αθεια κατα Lyapunov και οιωνε�ι ασυµπτωτικ�η ευστ�αθεια.

Το πρ£ωτο και δε�υτερο Θε£ωρηµα του Lyapunov για την ευστ�αθεια σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.

Η ευστ�αθεια µπορε�ι να κριθε�ι αναλ�υοντα̋ το γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα που προκ�υπτει γραµµι-
κοποι�οντα̋ περ�ι το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Αν το σηµε�ιο αυτ�ο ε�ιναι υπερ1ολικ�ο τ�οτε η γραµµικ�η αν�αλυση
περιγρ�αφει τουλ�αχιστον στην περιοχ�η του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ το ε�ιδο̋ ευστ�αθεια̋ του πλ�ηρου̋ µη
γραµµικο�υ συστ�ηµατο̋. Αν το σηµε�ιο ε�ιναι ελλειπτικ�ο τ�οτε η γραµµικ�η αν�αλυση δεν περιγρ�αφει την
ευστ�αθεια του σηµε�ιου και απαιτε�ιται αν�αλυση του µη γραµµικο�υ συστ�ηµατο̋.
Για την αν�αλυση τη̋ ευστ�αθεια̋ γενικ£ων µη γραµµικ£ων δυναµικ£ων συστηµ�ατων υπ�αρχουν µ�ονο

τα θεωρ�ηµατα του Lyapunov. Η ιδ�εα του θεωρ�ηµατο̋ ε�ιναι ω̋ εξ�η̋. Το σηµε�ιο xe ε�ιναι ευσταθ�ε̋ αν
οποτεδ�ηποτε επιλ�εγουµε µ�ια περιοχ�η του U , τ�οτε οι τροχι�ε̋ που αρχ�ιζουν στο U τον χρ�ονο t = 0
παραµ�ενουν στο U για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ t > 0. Αυτ�ο θα µπορο�υσε να αποδειχθε�ι αν το δι�ανυσµα
τη̋ ταχ�υτητα̋ ẋ (βλ. Σχ. 2 �οπου παρουσι�αζεται η κατ�ασταση σε �ενα δυναµικ�ο σ�υστηµα στο επ�ιπεδο)
εφ�απτεται του συν�ορου �η στρ�εφεται προ̋ το εσωτερικ�ο του U . Για να το βε1αι£ωσει αυτ�ο ο Lyapunov
κατασκευ�αζει µ�ια συν�αρτηση V : R

2 → R µε την ιδι�οτητα V (xe) = 0 και V (x) > 0 (βλ. 3) αλλο�υ, τ�οτε
αν

∇V · ẋ ≤ 0
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Σχ�ηµα 3: οι ισὁψει̋ τη̋ V κοντα στο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ xe ε�ιναι τ�ετοιε̋ £ωστε η βαθµ�ιδα∇V να στρ�ε-
φεται προ̋ τα �εξω.

που σηµα�ινει �οτι
dV

dt
≤ 0 .

οι ισὁψει̋ τη̋ V ε�ιναι τα κατ�αλληλα χωρ�ια U µε την ιδι�οτητα η ρο�η να στρεφεται στο εσωτερικ�ο του̋
και αποδεικν�υεται η ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.
Το θε£ωρηµα απαρ�αλλαχτο και χωρ�ι̋ καµµ�ια τεχνικ�η δυσκολ�ια ισχ�υει και για συστ�ηµατα απε�ιρων

βαθµ£ων ελευθερ�ια̋. Επειδ�η αυτ�ο �εχει σηµασ�ια στη φυσικ�η θα παρουσι�ασουµε το θε£ωρηµα σε πλ�ηρη
γενικ�οτητα.
�Εστω το απε�ιρων βαθµ£ων ελευθερ�ια̋ δυναµικ�ο σ�υστηµα ẋ = f(x) µε σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ το x = 0.

Ησυν�αρτηση V (x) που λαµ1�ανει πραγµατικ�ε̋ τιµ�ε̋ και ικανοποιε�ι σε �ενα ανοικτ�ο σ�υνολο∆ εντ�ο̋ του
οπο�ιου παραµ�ενουν π�αντα οι τροχι�ε̋ τι̋ παρακ�ατω συνθ�ηκε̋ ονοµ�αζεται συν�αρτηση Lyapunov :

1. η V (x) ε�ιναι συνεχ�η̋ συν�αρτηση,

2. η V (x) ε�ιναι κλειστ�η συν�αρτηση 1,

3. η V (x) ε�ιναι θετικ�η συν�αρτηση που ικανοποιε�ι V (0) = 0 και V (x) > 0 για κ�αθε x ∈ ∆ − 0,

4. Επ�ι κ�αθε τροχι�α̋ του δυναµικο�υ συστ�ηµατο̋ x(t) που αρχ�ιζει απ�ο κ�αποιο αρχικ�ο σηµε�ιο του∆
η V (x(t)) ε�ιναι φθ�ινουσα ισχ�υει δηλαδ�η : V (x(t)) ≦ V (x(t0)) για κ�αθε t ≧ t0.

Παρατ�ηρηση : ∆εν ε�ιναι αναγκα�ιο η V (x) να ε�ιναι παραγωγ�ισιµη, απλ£ω̋ συνεχ�η̋. Ε�ανω̋ συν�ηθω̋
η V (x) ε�ιναι παραγωγ�ισιµη τ�οτε η τελευτα�ια συνθ�ηκη µπορε�ι να αντικατασταθε�ι µε την dV/dt < 0
επ�ι κ�αθε τροχι�α̋ του συστ�ηµατο̋. Η απα�ιτηση το ανοικτ�ο σ�υνολο ∆ να ε�ιναι παγιδευτικ�ο (trapping)
δηλαδ�η οι τροχι�ε̋ που αρχ�ιζουν σε αυτ�ο να µην φε�υγουν απ�ο αυτ�ο ε�ιναι σηµαντικ�η, �οπω̋ θα δο�υµε,
για την αν�αλυση χαµιλτονιαν£ων συστηµ�ατων.
Αεγ µπορο�υµε να παρουσι�ασουµε το θε£ωρηµα σε µ�ια δι�ασταση, η απ�οδειξη γενικε�υεται σε περισ-

σ�οτερε̋ διαστ�ασει̋ µε µ�ονο ασ�ηµαντε̋ λεκτικ�ε̋ παραλλαγ�ε̋.

1Η κλειστ�οτητα τη̋ V (x) απαιτε�ιται επειδ�η σε �απειρε̋ διαστ�ασει̋ δεν ε�ιναι αναγκα�ιο µ�ια συνεχ�η̋ συν�αρτηση να ε�ιναι
και κλειστ�η. Για συνηθισµ�ενα δυναµικ�α συστ�ηµατα σε πεπερασµ�ενε̋ διαστ�ασει̋ η συνθ�ηκη αυτ�η ε�ιναι περιττ�η δι�οτι η
συν�εχεια συνεπ�αγεται και τη κλειστ�οτητα. Μ�ια συν�αρτηση V (x), V : F → G ονοµ�αζεται κλειστη αν για κ�αθε κλειστ�ο
υποσ�υνολο A του F το ε�ιδωλο του υποσυν�ολου V (A) ε�ιναι κλειστ�ο υποσ�υνολο του G.
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Σχ�ηµα 4: Το ανοικτ�ο σ�υνολο∆ στο οπο�ιο ορ�ιζεται η V (x) καιBǫ = {x||x| ≤ ǫ} ε�ιναι το κλειστ�ο χωρ�ιο
και στο σ�υνορο η συν�αρτηση V (x) λαµ1�ανη την ελ�αχιστη θετικ�η τιµ�η Vm. Ορ�ιζουµε στη συν�εχεια το
σ�υνολο των σηµε�ιων U = {x ∈ Bǫ | V (x) < V0} για τα οπο�ια η V (x) λαµ1�ανει τιµ�ε̋ µικρ�οτερε̋
απ�ο το V0 > 0 που ε�ιναι κ�αποιο̋ αριθµ�ο̋ µικρ�οτερο̋ απ�ο τον Vm και στο σχ�ηµα σχεδι�αζουµε το U1 =
U
⋂

Bǫ στο οπο�ιο βρ�ισκεται και το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Αποδεικν�υεται στη συν�εχεια �οτι αν µ�ια τροχι�α
ξεκιν�ισει απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο x0 ∈ U1 τ�οτε x(t) ∈ Bǫ. Επειδ�η το ǫ �ηταν αυθα�ιρετο αποδεικν�υεται �ετσι
η ευστ�αθεια του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.

Πρ£ωτο Θε£ωρηµα Lyapunov : Το x = 0 ε�ιναι ευσταθ�ε̋ αν υπ�αρχει συν�αρτηση Lyapunov V .

Απ�οδειξη : Θεωρ�ηστε την κλειστ�η περιοχ�ηBǫ = {x | |x| ≤ ǫ} Bǫ του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ η οπο�ια
εµπερι�εχεται εξ�ολοκλ�ηρου στο σ�υνολο ∆, και �εστω Vm η ελ�αχιστη τιµ�η που λαµ1�ανει η συν�αρτηση
V (x) στο σ�υνορο του Bǫ. Το σ�υνορο του Bǫ αποτελε�ιται απ�ο τα σηµε�ια που απ�εχουν απ�ο το σηµε�ιο
ισορροπ�ια̋ ακρι1£ω̋ κατ�α ǫ και ε�ιναι συµπαγ�ε̋ σ�υνολο και επειδ�η ηV ε�ιναι συνεχ�η̋ συν�αρτηση τ�οτε το
ελ�αχιστο τη̋ V , Vm, επ�ι του συν�ορου υπ�αρχει και πραγµατοποιε�ιται για κ�αποιο σηµε�ιο του συν�ορου.
Επειδ�η το Vm ε�ιναι θετικ�ο̋ αριθµ�ο̋, υπ�αρχει µικρ�οτερο̋ θετικ�ο̋ αριθµ�ο̋ V0 τ�ετοιο̋£ωστε 0 < V0 < Vm.

Θεωρο�υµε το σ�υνολο των τιµ£ων U = {x ∈ Bǫ | V (x) < V0}. Τ�οτε ε�ιναι 0 ∈ U επειδ�η V (0) = 0 < V0

καθ£ω̋ και µ�ια ανοικτ�η περιοχ�η περ�ι το x = 0 πρ�επει και αυτ�η να αν�ηκει στο U (επειδ�η η συν�αρτηση
V ε�ιναι συνεχ�η̋, προσ�εξτε το U µπορε�ι να �εχει τµ�ηµατα που να ε�ιναι �εξω απ�ο το Bǫ). Το τµ�ηµα του
U που βρ�ισκεται εντ�ο̋ του Bǫ το καλο�υµε U1 και καν�ενα σηµε�ιο του U1 δεν αν�ηκει στο σ�υνορο του Bǫ

(δι�οτι στο σ�υνορο η συν�αρτηση V λαµ1�ανει τιµ�ε̋ µεγαλ�υτερε̋ �η �ισε̋ του Vm. Τ�οτε �ολε̋ οι λ�υσει̋ που
αρχ�ιζο�υν µε αρχικ�ε̋ τιµ�ε̋ x(0) ∈ U1−0 δεν µπορο�υν να διαφ�υγουν απ�ο τοBǫ δι�οτι λ�ογω τη̋ συνθ�ηκη̋
4 οι θα ε�ιναι V (x(t)) < V (x(0)) οπ�οτε και για �ολου̋ του̋ χρ�ονου̋ x(t) ∈ Bǫ. Αυτ�ο αποδεικν�υει την
ευστ�αθεια κατα Lyapunov του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋.

∆ε�υτερο Θε£ωρηµα Lyapunov : Το x = 0 ε�ιναι ασυµπτωτικ�α ευσταθ�ε̋ αν η συν�αρτηση Lyapunov
V ε�ιναι γνησ�ιω̋ φθ�ινουσα, ισχ�υει δηλαδ�η : V (x(t)) ≤ V (x(t0)) για κ�αθε t > t0.

Απ�οδειξη : Θα δε�ιξουµε �οτι αναγκαστικ�α limt→∞ x(t) = 0 αν αρχικ�α x(0) ∈ ∆. Θεωρ�ηστε τ£ωρα τη
τροχι�α x(t) κ�αποιου αρχικο�υ σηµε�ιου που ε�ιναι στο U1 και παραµ�ενει ω̋ δε�ιξαµε για �ολου̋ του̋ χρ�ο-
νου̋ στοBǫ. Το απειροσ�υνολο των τιµ£ων τη̋ τροχι�α̋ θα �εχει κ�αποιο ορικ�ο σηµε�ιο (θε£ωρηµα Bolzano-
Weierstrass), και �εστω αυτ�ο �οτι ε�ιναι το x∗(0), οπ�οτε υπ�αρχει µ�ια ακολουθ�ια χρονικ£ων στιγµ£ων tn για
τι̋ οπο�ιε̋ η ακολουθ�ια x(tn) → x∗(0) και επειδ�η η ακολουθ�ια των τιµ£ων τη̋ V ε�ιναι γνησ�ιω̋ φθ�ι-
νουσα θα ε�ιναι V (x(tn)) > V (x∗(0)). Θα δε�ιξουµε �οτι V (x∗(0)) = 0 και συνεπ£ω̋ x∗(0) = 0. �Εστω
�οτι V (x∗(0)) = α > 0 και x∗(0) 6= 0 δεν ε�ιναι το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋, τ�οτε η τροχι�α που εκκινε�ι απ�ο
αυτ�ο το σηµε�ιο, η x∗(t), θα ικανοποιε�ι την ανισ�οτητα V (x∗(t)) < α. Επειδ�η �οµω̋ οι λ�υσει̋ διαφορικ£ων
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Σχ�ηµα 5: Οι ισὁψε�ι̋ τη̋ Χαµιλτονιαν�η̋ για την εξ�ισωση Duffing µε α = −.1. Τα σηµε�ια (0, 0)
και (±

√
10, 0) ε�ιναι σηµε�ια ισορροπ�ια̋. Η ισὁψη̋ µε H = 2.5 περν�α απ�ο τα σηµε�ια ισορροπ�ια̋

(±
√

10, 0). Στο ανοικτ�ο σ�υνολο H < 2.5 που ε�ιναι συνεκτικ�ο µε το (0, 0) η H ορ�ιζει µ�ια συν�αρτηση
Lyapunov, και συνεπ£ω̋ το (0, 0) ε�ιναι ευσταθ�ε̋ κατ�α Lyapunov (γιατ�ι δεν µπορε�ι να επεκταθε�ι η ευστα-
θ�η̋ περιοχ�η ;). Οι τροχι�ε̋ µ�ονο στην περιοχ�η αυτ�η ε�ιναι περιοδικ�ε̋. Για α > 0 �ολε̋ οι τροχι�ε̋ ε�ιναι
περιοδικ�ε̋ και το (0, 0) ε�ιναι το µ�ονο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ το οπο�ιο ε�ιναι ευσταθ�ε̋ σε �ολο το R

2.

εξισ£ωσεων ε�ιναι συνεχε�ι̋ συναρτ�ησει̋ των αρχικ£ων τιµ£ων του̋, αν λ�α1ουµε ω̋ αρχικ�η συνθ�ηκη την
y(0) αρκο�υντω̋ πλησ�ιον τη̋ x∗(0) τ�οτε θα ισχ�υει και για αυτ�η την τροχι�α η ανισ�οτητα V (y(t)) < α.
Καταλ�ηγουµε σε �ατοπο επιλ�εγοντα̋ για αρχικ�η τιµ�η κ�αποιο y(0) = x(tn) δι�οτι τ�οτε επ�ι µ�ια τροχι�α̋
που �ηταν V (x(t)) > α για t > tn αποδεικν�υεται �οτι πρ�επει να ε�ιναι και V (x(t)) < α για t > tn, �ο.�α.

Παραδε�ιγµατα κατασκευ�η̋ συναρτ�ησεων Lyapunov

1. Στο κλιµατικ�ο παρ�αδειγµα αν επιλ�εξουµε V (T ) = V (T ) − V (T1), η V () ε�ιναι συν�αρτηση Lya-
punov για πρ£ωτο σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ T1 και το δι�αστηµα ∆ = (0, T2). To ∆ = (0, T2) ε�ιναι και η
λεκ�ανη �ελξεω̋ του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ T1.

2. Σε κ�αθε χαµιλτονιαν�ο σ�υστηµα που �εχει χρονοανεξ�αρτητη Χαµιλτονιαν�ηH(q, p) και ικανοποιε�ι
τι̋ εξισ£ωσει̋ του Χ�αµιλτον

ṗi = −∂H

∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi

,

η χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση µπορε�ι να χρησιµε�υσει ω̋ συν�αρτηση Lyapunov. ∆ι�οτι π�αντοτε

dH

dt
=

∂H

∂qi

q̇i +
∂H

∂pi

ṗi

=
∂H

∂qi

∂H

∂pi

− ∂H

∂pi

∂H

∂qi

= 0

και ε�αν συµ1α�ινει να υπ�αρχει ανοικτ�η περιοχ�η του χ£ωρου των φ�ασεων στον οπο�ιο η χαµιλτονι-
αν�η συν�αρτηση ε�ιναι θετικ�η, H(q, p) > 0 για (q, p) 6= (0, 0) (�εστω (0, 0) το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋),
το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ (0, 0) στο οπο�ιο αντιστοιχε�ι θα ε�ιναι ευσταθ�ε̋ κατ�α Lyapunov. Α̋ θεωρ�η-
σουµε ω̋ παρ�αδειγµα την εξ�ισωση Duffing :

ẍ + x + αx3 = 0 ,
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Η εξ�ισωση αυτ�η περιγρ�αφει �εναν ταλαντωτ�η στον οπο�ιο η δ�υναµη επαναφορ�α̋ δεν ε�ιναι γραµ-
µικ�η, αν α > 0 το ελατ�ηριο γ�ινεται σκληρ�οτερο �οταν επιµηκ�υνεται. Το σ�υστηµα αυτ�ο ε�ιναι χα-
µιλτονιαν�ο, δι�οτι γρ�αφεται ισοδυν�αµω̋ ω̋ το σ�υστηµα των πρωτο1αθµ�ιων εξισ£ωσεων :

ẋ = p , ṗ = −x − αx3 ,

που παρ�αγεται απ�ο τη χαµιλτονιαν�η συν�αρτηση :

H =
p2

2
+

x2

2
+ α

x4

4
.

και αποτελε�ι συν�αρτηση Lyapunov του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ (0, 0) η οπο�ια ορ�ιζεται σε �ολο το επ�ι-
πεδο �οταν α ≥ 0 (σε αυτ�η τη περ�ιπτωση �εχουµε µ�ονο περιοδικ�ε̋ τροχι�ε̋), εν£ω �οταν α > 0 το
πεδ�ιο ορισµο�υ τη̋ συν�αρτηση̋ Lyapunov και συνεπ£ω̋ η περιοχ�η ευστ�αθεοα̋ εκτε�ινεται µ�εχρι
την ισοενεργειακ�η επιφ�ανειαH = 1/(4|α|) (βλ. Σχ. 5). Συνεπ£ω̋ το (0, 0) ε�ιναι ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο
ισορροπ�ια̋.

3. Θεωρ�ηστε το γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα

ẋ = Ax

�οπουA �ενα̋ π�ινακα̋ n×n. Θ�ελουµε να δε�ιξουµε κατασκευ�αζοντα̋ µ�ια κατ�αλληλη συν�αρτηση
Lyapunov �οτι αν �ολε̋ οι ιδιοτιµ�ε̋ �εχουν αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ τ�οτε το 0 ε�ιναι ασυµπτωτικ�α
ευσταθ�ε̋ σηµε�ιο ισορροπ�ια̋. Προ̋ το�υτο θεωρο�υµε δ�υο β�ασει̋ ιδιοδιανυσµ�ατων. Τα ιδιοδια-
ν�υσµατα ui του π�ινακαA που ικανοποιο�υν τι̋ σχ�εσει̋ :

Aui = λ(i)ui

και τα ιδιοδιαν�υσµατα vi του συζυγο�υ̋ π�ινακα
2 µε ιδιοτιµ�ε̋ τι̋ συζυγε�ι̋ ιδιοτιµ�ε̋ που ικανοποι-

ο�υν τι̋ σχ�εσει̋ :
A†vi = λ(i)∗vi .

�Οταν ο π�ινακα̋ A δεν αντιµετατ�ιθεται µε τον A† οι δ�υο αυτ�ε̋ β�ασει̋ ε�ιναι διαφορετικ�ε̋ και
ε�ιναι ορθογ£ωνιε̋ µεταξ�υ του̋ υπ�ο την �εννοια :

< vi, uj >= δij ,

οπ�οτε το x αναλ�υεται στη β�αση ui ω̋ εξη̋ :

x =

n
∑

i=1

< vi, x > ui .

Θεωρο�υµε την εξ�η̋ συν�αρτηση Lyapunov

V (x) =

n
∑

i

βi < vi, x >< x, vi >

�οπου βi > 0 ε�ιναι τυχα�ιοι θετικο�ι αριθµο�ι. Θα δε�ιξουµε �οτι για κ�αθε επιλογ�η των βi η συν�αρτηση
V ικανοποιε�ι τα θεωρ�ηµατα ευστ�αθεια̋ του Lyapunov υπ�ο την πρὁπ�οθεση �οτι το πραγµατικ�ο
µ�ερο̋ των ιδιοτιµ£ων, ℜ(λ), ε�ιναι αρνητικ�ο. Πρ�αγµατι �οταν x = 0 ε�ιναι V = 0 και ε�ιναι V (x) > 0

2�Εχοντα̋ ορ�ισει το εσωτερικ�ο γιν�οµενο < ·, · > ο συζυγ�η̋ π�ινακα̋ ορ�ιζεται απ�ο τη σχ�εση :

< x,Ay >=< A
†x, y > .

�Οταν το εσωτερικ�ο γιν�οµενο ε�ιναι το ευκλε�ιδιο < x, y >=
∑n

i=1
x∗

i yi, �οπου ∗ συµ1ολ�ιζει το µιγαδικ�ο συζυγ�ε̋, ο συζυγ�η̋
π�ινακα̋A† ε�ιναι ο ερµιτιαν�ο̋ αν�αστροφο̋ τουA δηλαδ�η τα στοιχε�ια του συζυγο�υ̋ ε�ιναι τα

(

A
†
)

ij
= A∗

ji.
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για κ�αθε σε �ολο το x ∈ R
n. Οπ�οτε ικανοποιο�υνται οι απαιτ�ησει̋ α) και β). Μ�ενει να αποδειχθε�ι

�οτι dV/dt < 0 για κ�αθε x ∈ R
n. Πρ�αγµατι :

dV

dt
=

n
∑

i

βi

(

d < vi, x >

dt
< x, vi > + < vi, x >

d < x, vi >

dt

)

=

n
∑

i

βi (< vi,Ax >< x, vi > + < vi, x >< Ax, vi >)

=

n
∑

i

βi

(〈

vi,A
∑

j

< vj, x > uj

〉

< x, vi > + < vi, x >

〈

A
∑

j

< vj , x > uj, vi

〉)

=

n
∑

i

βi

(〈

vi,
∑

j

λ(j) < vj , x > uj

〉

< x, vi > + < vi, x >

〈

∑

j

λ(j) < vj, x > uj, vi

〉)

=
n
∑

i

βi

(

λ(i) < vi, x >< x, vi > +λ(i)∗ < vi, x >< x, vi >
)

=

n
∑

i

βi(λ
(i) + λ(i)∗)| < vi, x > |2

το οπο�ιο ε�ιναι αρνητικ�ο ε�αν �ολε̋ οι ιδιοτιµ�ε̋ �εχουν αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ερο̋ :

ℜ(λ(i) < 0 .

Πρ�ο1ληµα : Κατασκευ�αστε �ενα γραµµικ�ο δυναµικ�ο σ�υστηµα που δι�επεται απ�ο �ενα 2×2 π�ινακα
A (ο π�ινακα̋A ε�ιναι ο γενν�ητωρ τη̋ δυναµικ�η̋) που �εχει ιδιοτιµ�ε̋ µε αρνητικ�ο πραγµατικ�ο µ�ε-
ρο̋ και για τον οπο�ιον η V = x†x δεν ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov. Μπορε�ιτε να προσδιορ�ισετε
συνθ�ηκε̋ που πρ�επει να ικανοποιε�ι οA£ωστε η παραπ�ανω συν�αρτηση να ε�ιναι συν�αρτηση Lya-
punov.

4. Θεωρ�ηστε π�αλι το γραµµικ�ο σ�υστηµα ẋ = Ax και ακολουθ£ωντα̋ τον Lyapunov απαιτ�ηστε η
διγραµµικ�η µορφ�η V = x†Mx να ε�ιναι συν�αρτηση Lyapunov του σηµε�ιου ισορροπ�ια̋ (0, 0) µε
πεδ�ιο ορισµ�ο �ολο το R

n. �Οταν µπορε�ι να κατασκευασθε�ι τ�ετοια συν�αρτηση Lyapunov τ�οτε το
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ασυµπτωτικ�α ευσταθ�ε̋.

Η �υπαρξη τ�ετοια̋ συν�αρτηση̋ απαιτε�ι �οτι οM, ο οπο�ιο̋ αεγ µπορε�ι να ληφθε�ι ω̋ �ενα̋ συµµε-
τρικ�ο̋ π�ινακα̋, πρ�επει να ε�ιναι �ενα̋ θετικ�ο̋ π�ινακα̋, οπ�οτε V (x) > 0 για κ�αθε x ∈ R

n − 0.
Επ�ιση̋ θα πρ�επει, για κ�αθε x ∈ R

n − 0, να ικανοποιε�ιται η συνθ�ηκη

dV

dt
< 0 .

Υπολογ�ιζουµε �οτι η dV/dt επ�ι µ�ια̋ τροχι�α̋ ε�ιναι :

dV

dt
=

dx†

dt
Mx + x†M

dx

dt
= x†

(

A†M + MA
)

x ,

οπ�οτε η dV/dt < 0 διασφαλ�ιζεται αν

A†M + MA = −Q

�οπουQ κ�αποιο̋ θετικ�ο̋ π�ινακα̋. Η εξ�ισωση αυτ�η λ�εγεται εξ�ισωση Lyapunov. Το ερ£ωτηµα κατ�α
π�οσον ε�ιναι ευσταθ�ε̋ το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ µετατρ�επεται στο ερ£ωτηµα ε�αν µα̋ δωθε�ι κ�αποιο̋
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θετικ�ο̋ π�ινακα̋ Q, υπ�αρχει θετικ�ο̋ π�ινακα̋M που να ικανοποιε�ι την εξ�ισωση Lyapunov ; Τυ-
πικ�α τοM που δ�ιδεται απ�ο το ολοκλ�ηρωµα :

M =

∫ ∞

0

eA†tQeAtdt ,

λ�υνει την εξ�ισωση Lyapunov (ελ�εγξτ�ε το). Το ολοκλ�ηρωµα αυτ�ο αν υπ�αρχει ορ�ιζει �ενα θετικ�ο
π�ινακα. Το ολοκλ�ηρωµα �οµω̋ αυτ�ο υπ�αρχει µ�ονο αν το πραγµατικ�ο µ�ερο̋ �ολων των ιδιοτιµ£ων
τουA ε�ιναι αρνητικ�ο. Καταλ�ηγουµε και π�αλι στο συµπ�ερασµα του προηγουµ�ενου εδαφ�ιου.
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