Πέτρος Ιωάννου & Φώτης Διάκονος

ΤΕΛΙΚΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΑ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
ΙΟΥΝΙΟΣ 2004

Παράδοση 6 Ιουλίου 2004-Την ημέρα δηλαδή που έχει ορισθεί η εξέταση.
Απαντήστε σε 2 από τα 3 θέματα.  Η πληρότης και η σαφήνεια των απαντήσεων  θα εκτιμηθούν ιδιαίτερα.  Οσοι δεν έχουν δώσει προόδο και λύσεις ασκήσεων μπορεί να απαντήσουν και σε τρίτο θέμα για να βελτιώσουν το βαθμό τους. 
Θέμα 1  Θεωρήστε τον ταλαντωτή μεταβλητής συχνότητας 
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 κάποια περιοδική συνάρτηση με περίοδο 
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.   Θα μελετήσουμε τη συμπεριφορά αυτού του συστήματος συναρτήσει των παραμέτρων  στο επίπεδο  
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. Θέλουμε να προσδιορίσουμε σε ποια χωρία τιμών των παραμέτρων αυτού του επιπέδου ο ταλαντωτής παρουσιάζει αστάθεια (θετικό αριθμό Lyapunov).  Συμβολίστε με  
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 το διαδότη μίας περιόδου 
(α) υπολογίστε τον  διαδότη 
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 στη περίπτωση 
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(β) Αποδείξτε, τώρα,  ότι το σύνορο ευσταθείας  στο επίπεδο 
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 μεταξύ λύσεων με θετικούς αριθμούς  Lyapunov και μηδενικούς προσδιορίζεται από τη συνθήκη  
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 συμβολίζει το ίχνος ενός πίνακα. 

(γ) Θεωρήστε το  
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 αρκούντως μικρό. Αποδείξτε  ότι αστάθεια μπορεί να εμφανισθεί μόνο στις περιοχές στο επίπεδο  
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 περί τα

[image: image13.wmf]K

,

2

,

1

,

0

,

2

=

=

k

k

w


Με τον τρόπο αυτό και χωρίς κανένα υπολογισμό προσδιορίζονται οι υποψήφιες ασταθείς περιοχές. Σύμφωνα με αυτό το αποτέλεσμα περιγράψτε με σαφήνεια στο άτομο που βρίσκεται δίπλα σας στο λεωφορείο (και δεν είναι γνώστης όσων εσείς γνωρίζετε)  πως πρέπει να κινηθεί  όταν βρίσκεται σε μία κούνια για να αυξήσει την αιώρησή του (της); 

 [Υπ. Το ίχνος και ο διαδότης είναι συνεχής συνάρτηση του 
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(δ)  Για να υπολογίσουμε ακριβώς τις περιοχές αστάθειας θεωρούμε αρχικά την περίπτωση του ταλαντωτή 
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Προσδιορίστε τη διαδότη μίας περιόδου και γράψτε τη μορφή που λαμβάνει η συνθήκη  
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 σε αυτή τη περίπτωση. Η συνθήκη αυτή προσδιορίζει  τις καμπύλες 
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 σύνορο στο επίπεδο 
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 μεταξύ ευστάθειας και αστάθειας. Επιβεβαιώστε τα συμπεράσματα του (γ).  
(ε)   Για την περίπτωση του ταλαντωτή του (δ) θεωρείστε ότι το 
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 και προσδιορίστε τις καμπύλες 
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. Συγκεκριμένα δείξτε ότι οι καμπύλες αυτές είναι σε πρώτη 
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 διόρθωση:
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Σχεδιάστε με προσοχή τις περιοχές αστάθειας στο επίπεδο  
[image: image25.wmf])

,

(

e

w

 μέχρι και την αστάθεια περί το 
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(στ) [Υπολογιστικό μέρος].  Υπολογίζοντας τις ιδιοτιμές του 
[image: image27.wmf])
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 προσδιορίστε τον αριθμό  Lyapunov του συστήματος (δ)  και σχεδιάστε τον συναρτήσει του 
[image: image28.wmf]w

 για 
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 και για  τις τιμές του
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. Επαληθεύστε την ακρίβεια των συνόρων μεταξύ ευστάθειας και αστάθειας που καταλήξατε στην (ε). 
Θέμα 2  Θεωρήστε το δυναμικό σύστημα  


[image: image31.wmf]y

x

=

&

,  
[image: image32.wmf]xy

y

x

y

+

+

-

=

e

2

1

&

.

(α) Το δυναμικό σύστημα αυτό έχει δύο σημεία ισορροπίας τα 
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. Χαρακτηρίστε τα συναρτήσει της παραμέτρου 
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 η οποία δεν είναι αναγκαστικά μικρή και μπορεί να λαμβάνει και αρνητικές τιμές.  
(β) Υπολογίστε τις ασταθείς και ευσταθείς πολλαπλότητες στη γραμμική προσέγγιση του σημείου ισορροπίας 
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 και στη συνέχεια κατασκευάστε τις ευσταθείς και ασταθείς πολλαπλότητες  στη μη γραμμική περιοχή για τις ακόλουθες τιμές του 
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Περιόριστε τον υπολογισμό σας στο χωρίο 
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. [Υπ. Για να προσδιορίστε  τις πολλαπλότητες στη μη γραμμική περιοχή αρχίστε τον υπολογισμό σας λαμβάνοντας 4 διαφορετικά σημεία επί των κλάδων της γραμμικής προσέγγισης των πολλαπλοτήτων,  πολύ πλησίον του σημείου ισορροπίας, έτσι ώστε η γραμμική προσέγγιση να είναι ακριβής, π.χ. σε απόσταση  
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 από το σημείο ισορροπίας.  Με αρχικές συνθήκες τα σημεία αυτά υπολογίστε τη τροχιά, για τις μεν ασταθείς ολοκληρώστε τις εξισώσεις προς τα μπροστά, ενώ για τις ευσταθείς προς τα πίσω στο χρόνο.]
(γ) Αφού προσδιορίστε την συμπεριφοράς των πολλαπλοτήτων για τις παραπάνω τιμές, σχεδιάστε για κάθε από τις παραπάνω τιμές τη ροή στο χώρο των φάσεων. Για ποιές τιμές του  
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 το σύστημα έχει περιοδική τροχιά; Τι συμβαίνει περί τη τιμή 
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Θέμα 3  Δίνεται ο δυναμικός νόμος:  
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(α)  Προσδιορίστε το 
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 έτσι ώστε η απεικόνιση να είναι 
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(β) Μελετήστε το διάγραμμα διακλαδώσεων διπλασιασμού περιόδου της απεικόνισης και προσδιορίστε αριθμητικά την τιμή
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  για την οποία πρωτοεμφανίζεται ο κύκλος 
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. Επίσης βρείτε τις σταθερές  Feigenbaum 
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 και
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 για το σύστημα αυτό. Χρησιμοποιώντας την ομάδα της ανακανονικοποίησης εκτιμείστε τις σταθερές  αυτές  αναλυτικά. 
(γ) Υπολογίστε αριθμητικά τις διαστάσεις  Renyi καθώς και το αντίστοιχο ολυμορφοκλασματικό φάσμα για τον ελκυστή του συστήματος   όταν 
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(δ)Θεωρήστε τώρα  την περίπτωση 
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. Δεχόμενοι την ύπαρξη αναλλοίωτης πυκνότητας 
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 δείξτε ότι αυτή συμπεριφέρεται ως 
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. Επαληθεύστε το αποτέλεσμά σας υπολογίζοντας αριθμητικά την 
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(δ)  Γράψτε  την εξίσωση Frobenius-Perron  για την εξέλιξη της πυκνότητας 
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.  Θεωρήστε μόνο  συνάρτησεις
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  οι οποίες  έχουν  μέγιστο στο σημείο 
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.  Για αυτές τις περιπτώσεις συναρτήσεων  είναι χρήσιμο να ορίσουμε τη βοηθητική συνάρτηση  
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η οποία  για δεδομένη τιμή στο διάστημα 
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 απεικο-νίζει το αριστερό  προείδωλο του 
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, στο δεξιό προείδωλο 
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. Η συνάρτηση  δηλαδή 
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 είναι μία συνάρτηση 
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. Τι ιδιότητες έχει αυτή η συνάρτηση; Ορίζεται η αντίστροφή της 
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;  Για εξάσκηση προσδιορίστε και σχεδιάστε την συνάρτηση  
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 της απεικόνησης του (δ).
ε)Με τη βοήθεια  της συνάρτησης 
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 αποδείξτε ολοκληρώνοντας την εξίσωση Frobenius-Perron   ότι το το μέτρο 
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 ικανοποιεί τη σχέση: 
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 η συνάρτηση άλματος.  Αν μέσω παρατηρήσεων προσδιορίζατε  την αναλλοίωτη πυκνότητα
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 θα μπορούσατε να προσδιορίσετε την απεικόνηση 
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 μέσω της παραπάνω σχέσης; 
(στ) Υπολογίστε αριθμητικά με δύο τρόπους τον εκθέτη Lyapunov της απεικόνισης για 
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 και ελέγξτε την ισχύ της εργοδικής υπόθεσης. Κατόπιν σχεδιάστε για την ίδια τιμή του 
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 την συνάρτηση αυτοσυσχέτισης
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 και σχολιάστε τα αποτελέσματά σας. Πως συγκρίνονται τα ευρήματα σας με εκείνα της λογιστικής απεικόνισης για  
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