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Λύσεις E Σειράς προβλημάτων 

2. (Διαβάστε το αντίστοιχο κεφάλαιο στον Feynman) Ας υπολογίσουμε πρώτα την ενέργεια που εμπεριέχεται στο βαρυτικό πεδίο δύο μαζών 
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 , 
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 που βρίσκονται  απόσταση 
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μεταξύ τους. Αυτή ορίζεται ως το έργο που απαιτείται για να τις φέρουμε σε αυτή την απόσταση από το άπειρο. Εύκολα υπολογίζεται ότι η δέσμια βαρυτική δυναμική ενέργεια είναι τότε 
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 . Το αρνητικό πρόσημο υποδηλοί ότι η βαρυτική δύναμη είναι ελκτική. Προσέξτε στον ορισμό αυτό της ενέργειας δεν συμπεριλαμβάνουμε την αυτοενέργεια. Ομοίως επειδή εάν υπάρχει κάποιο βαρυτικό πεδίο 
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 η ενέργεια που απαιτείται να φέρουμε μία μάζα 
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 σε κάποιο σημείο είναι 
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. Έστω τώρα ένα συνολύθευμα μαζών 
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 το δυναμικό στην  θέση 
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 που προκαλείται από όλες τις άλλες μάζες.  Αλλά αυτό δεν είναι ορθό διότι εκτός από τη τελευταία μάζα όλες οι άλλες μάζες έρχονται στη θέση τους υπό την επιρροή του δυναμικού μόνο μέρους των μαζών. Οπότε πρέπει να είμαστε λίγο πιο προσεκτικοί. Ας πάρουμε πάλι τη περίπτωση δύο μαζών. Δεν απιτείται κανένα έργο για να φέρουμε τη πρώτη στη θέση της και για να φέρουμε τη δεύτερη απαιτείται 
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. Αλλά αυτή η έκφραση δεν είναι συμμετρική και είναι προτιμότερο να γράψουμε το ισοδύναμο 
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. Και τη συμμετρική αυτή μορφή είναι εύκολο να τη γενικεύσουμε διότι εύκολα βλέπουμε ότι για για Ν μάζες  η δέσμια ενέργεια είναι: 
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 όπου 
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η σχετική απόσταση των αντιστοίχων μαζών. Συνεπώς η δέσμια ενέργεια είναι 
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 Εάν έχουμε λοιπόν μία συνεχή κατανομή η οποία είναι χωρικά περιορισμένη  η δέσμια ενέργεια παίρνει τη μορφή 
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Ερχόμαστε τώρα στο πρόβλημα. Για ένα σφαιρικό σώμα η μάζα ενός  σφαιρικού φλοιού πάχους 
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 συνεπώς η δέσμια ενέργεια είναι 
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.  Από την υδροστατική ισορροπία 
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 και συνεπώς στην ακτίνα  
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, αφού μηδενίζεται η πίεση στην επιφάνεια του αστεριού, θα είναι : 
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. Λύνοντας ως προς το δυναμικό έχουμε ότι: 
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 η μάζα όλου του αστεριού. Άρα 
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 Απομένει να υπολογίσουμε το 
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Από την υδροστατική ισορροπία έχουμε ότι 
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Συνεπώς η (5) είναι:
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παρατηρώντας από την  (1) ότι η δέσμια ενέργεια του αστέρα δίδεται  και από την έκφραση
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 (ο αχικός ορισμός της ενέργειας με τον οποίο οικοδομείται ο αστέρας φλοιό προς φλοιό). 

Συνεπώς από τη (4) έχουμε:
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Παρατηρούμε ότι η ενέργεια απειρίζεται για 
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. Τι συμβαίνει σε αυτή τη πολύ ενδιαφέρουσα περίπτωση;

3. Η υδροστατική ισορροπία είναι:
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όπου 
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 το διανυσμα στη κατεύθυνση της απόστασης του σημείου από το άξονα 
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 σε κυλινδρικές πολικές συντεταγμένες, όπου οι συντεταγμ΄ενες ενός  σημείου είναι 
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 .  Παίρνοντας το curl της παραπάνω  εξίσωσης έχομε:
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 το μοναδιαίο διάνυσμα κατα την αζιμουθιακή διεύθυνση. (Θυμηυείτε ότι σε πολικές συντεταγμένες 
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  ). Αυτή η σχέση αμέσως μας επιτρέπει να διακρίνουμε δύο ειδών αστέρες. Τους βαροτροπικούς αστέρες στους οποίους 
[image: image43.wmf])
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 οπότε η γωνιακή ταχύτητα είναι σταθερή σε κυλίνδρους παράλλληλους στον άξονα περιστροφής (αλλά και αντιστρόφως όταν σε ένα αστέρι η γωνιακή ταχύτητα είναι κυλινδικά συμμετρική τότε ο αστέρας είναι βαροτροπικός) και στους βαροκλινικούς αστέρες στους οποίους η γωνιακή ταχύτητα δεν είναι κυλινδρικά συμμετρική οπότε και οι επιφάνειες σταθερής πίεσης και πυκνότητας δεν συμπίπτουν.

Εάν ένας αστέρας είναι βαροτροπικός και η γωνιακή ταχύτητα δεν είναι κυλινδρικά συμμετρική τότε δεν μπορεί να υπάρξει κατάσταση ηρεμίας και πρέπει να υπάρχει πεδίο ταχυτήτων. Μέχρι προσφάτως (εννοώ μέχρι και προ πενταετίας) η κρατούσα αντίληψη ήταν ότι η διαφορική περιστροφή του ήλιου εθεωρείτο κυλινδρικά συμμετρική. Οι πρόσφατες παρατηρήσεις από ηλιοσεισμολογία κατέρριψαν αυτή την άποψη και έδειξαν ότι σε πολύ καλή προσέγγιση η διαφορική περιστροφή του ήλιου είναι σφαιρικά συμμετρική. (Αυτό δείχνει πόσο δύσκολο είναι να βρεί τα σημεία ισορροπίας σε συστήματα με πολλούς βαθμούς ελευθερίας και πόσο ατελής είναι η γνώση μας). Οι θεωρητικές λεπτομέρειες για τη δομή της απαιτούμενης κυκλοφορίας στο εσωτερικό του ήλιου παραμένουν αδιευκρίνιστες (και αποτελεί εξαιρετικό θέμα διατριβής).

Όσον αφορά τον Δία   εαν η διαφορική περιστροφή είναι κυλινδρικά τότε στην σφαιρικκή επιφάνεια μορούν να υπάρχουν διαφορικές ταχύτητες σε διαφορετικά γεωγραφικά ύψη και έτσι μπορεί να δημιοργηθούν οι ζώνες που αντιστοιχούν σε περιοχές αυξομείωσης της ζωνικού ανέμου (έχει προταθεί αυτή η θεωρία). 

5. Έστω ένα στοιχείο του ρευστού που βρίσκεται αρχικά στο 
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 και έχει έκταση 
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 βρίσκεται στο 
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. Η διατήρηση της μάζας απαιτεί ότι για αυτό το τυχαίο στοιχείο 
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 οπότε η εξίσωση συνέχειας στη λαγκρανζιανή θεώρηση είναι: 
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 θεωρείται ως συνάρτηση της αρχικής θέσης και του χρόνου. Θα μπορούσε βεβαίως να θεωρηθεί και πεδιακά ως η πυκνότητα στο 
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 τη χρονική στιογμή 
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. Παίρνουμε τώρα τη σωματιδιακή παράγωγο της πάνω σχέσης. Δηλαδή διαφορίζουμε τη σχέση ως προς το χρόνο για ένα στοιχείο του ρευστού (το 
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 σταθερό). Έχουμε:
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και συνεπώς
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που είναι η συνέχεια στη θεώρηση του  Euler ή ισοδυνάμως 
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6. Οι εξισώσεις κίνησης ενός ιδανικού ομογενούς και ασυμπίεστου ρευστού είναι:
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όπου 
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 το εξωτερικό δυναμικό. Για προσδιορίσουμε την εξίσωση στροβιλότητας είναι χρήσιμο να γράψουμε 
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 οπότε η εξίσωση της ορμής παίρνει τη μορφή:
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Τι ερμηνεία μπορείτε να δώσετε σε αυτή την εξίσωση (θυμηθείται ότι η στροβιλότης είναι το διπλάσιο της ιδιοπεριστροφής ενός σφαιρικού στοιχείου του ρευστού). Συνεπώς
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Η ερμηνεία της εξίσωσης αυτής είναι η εξέλιξη της στροβιλότητας εξαρτάται μόνο από το ρυθμό επιμήκυνσης ή σμίκρυνσης του διανύσματος της στροβιλότητας.  Η (6.1) επιδέχεται την λύση (που βρήκε ο Cauchy)  
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Τώρα θεωρήστε  ένα τμήμα που δίνεται από 
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οπότε ένα διαφορικό τμήμα 
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 εξελίσσεται σύμφωνα με την εξίσωση:
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που είναι το αναμενόμενο αποτέλεσμα το οποίο μπορούσαμε να γράψουμε και αμέσως διότι ο ρυθμός μεταβολής ενός στοιχειώδους ανύσματος δίδεται από τη διαφορά των ταχυτήτων στα άκρα του ανύσματος, αν η ταχύτητα είναι η ίδια στα άκρα του ανύσματος το άνυσμα μπορεί μόνο να μεταφερθεί πατράλληλα  (επιβεβαίωστε ότι αν το πεδίο ταχυτήτων είναι αυτό της στερεάς περιστροφής 
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Έστω μία καμπύλη 
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 η παράμετρος της,  η οποία αρχικά  είναι εφαπτομένη σε κάθε σημείο της στο διάνυσμα της στροβιλότητας  
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.  Συν τω χρόνω η καμπύλη θα εξελιχθεί κινούμενη με τη ροή και το στοιχειώδες τμήμα που είναι κατα τη διεύθυνση της εφαπτομένης θα γίνει το 
[image: image80.wmf]i

i

a

s

X

t

s

a

dr

t

s

X

r

d

¶

¶

=

)

(

)

),

(

(

)

),

(

(

0

v

v

v

v

. Η  δε στροβιλότης θα εξελιχθεί σε  
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.  Συνεπώς 
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 για κάθε χρονική στιγμή και η καμπύλη θα παραμείνει πάντοτε καμπύλη στροβιλότητας. Οι καμπύλες στροβιλότητας κινούνται δηλαδή με τη ροή. 

Άλλος τρόπος. Αν  αφαιρέστε την (6.3) από την (6.2)  ισχύει για κάθε 
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 Αυτή είναι μία γραμμική διαφορική εξίσωση ως προς 
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 και επειδή αρχικά για κάθε 
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, θα παραμείνει μηδέν.

7. Ο απλούστερος και παραστατικότερος τρόπος υπολογισμού του 
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 είναι να θεωρήσουμε το ολοκλήρωμα ως άθροισμα 
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Αν δεν εμπιστεύεστε αυτές τις αποδείξεις είναι εύκολο την απόδειξη αυτή να την κάνετε αυστηρή (δεν πρέπει να αποστρέφεστε τις διαισθητικές αποδείξεις, σε μεγάλο βαθμό τα μαθηματικά είναι η αυστηροποίηση των διασθητικών επιχειρημάτων).  Η καμπύλη 
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Που είναι κατ’ουσίαν η ίδια απόδειξη.
Συνεπώς 
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Εάν το υγρό είναι βαροτροπικό (στη μετεωρολογία και ισοδυνάμως πολυτροπικό στην αστροφυσική) δηλαδή όταν 
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 κάποια πίεση αναφοράς τότε 
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 και συνεπώς η κυκλοφορία διατηρείται σε ιδανικές, καιν βαροτροπικές ροές (προσέξτε δεν απαιτείται το ρευστό να είναι ασυμπίεστο). Επειδή από το θεώρημα του Stokes 
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 αν αρχικά σε ένα τέτοιον ρευστό αρχικά ο στροβιλισμός σε μία περιοχή ήταν μηδενικός, θα συνεχίσει να είναι μηδενικός στην εξέλιξη αυτής της περιοχής. Αν ήταν παντού μηδέν δεν μπορεί να δημιουργηθεί στροβιλισμός!

Αυτό το αποτέλεσμα ονομάζεται θεώρημα του Kelvin.

8. Αρκεί να θεωρήσουμε ότι το πεδίο ταχύτητας είναι σφαιρικά συμμετρικό και η ταχύτητα ακτινική. Επειδή το ρευστό θεωρείται ασυμπίεστο η εξίσωση συνέχειας σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες είναι: 
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 εφόσον η ταχύτητα στην επιφάνεια της φυσαλίδας είναι 
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. Για ένα τέτοιο ακτινικό πεδίο ταχυτήτων ο στροβιλισμός είναι μηδενιικός οπότε χρησιμοποιώντας την εξίσωση κίνησης  στη μορφή (6.1) (του προβλήματος 6) έχουμε ότι:
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Ολοκληρώνοντας τη σχέση αυτή από το 
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     (8.1)

που είναι ισοδύναμη με τη ζητούμενη έκφραση.

Αυτή η σχέση είναι μία σχέση ενέργειας. Η συνολική κινητική ενέργεια του ρευστού είναι 
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και ο ρυθμός αύξησης της ενέργειας πρέπει να ισούται με το ρυθμό του παράγεται έργο από τις κάθετες εξωτερικές δυνάμεις: τη πίεση στην επιφάνεια της φυσαλίδας και τη πίεση στο άπειρο:
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Συνεπώς 
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που είναι η ίδια εξίσωση με την (8.1).

Παρατηρείστε ότι η 
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 είναι συνάρτηση του χρόνου. Αρχικά η πίεση είναι πολύ μεγάλη αλλά σε πολύ  λίγο χρονικά διάστημα  η 
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 μπορεί να ληφθεί ως μηδενική διότι εκτός από την αρχική φάση κατά την οποία τίθεται η φυσαλίδα σε κίνηση η πίεση αδιαβατικά  τείνει προς το μηδέν. Λαμβάνοντας την 
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 καί έχοντας προσδώσει κάποια αρχική ταχύτητα στο ρευστό η παραπάνω σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να υπολογισθεί το μέγιστο μέγεθος της φυσαλίδας.  Μπορείτε να υπολογίσετε την μέγιστη ακτίνα της φυσαλίδας  πριν κατακρυμισθεί, σε πόσο χρόνο γίνεται μέγιστη, και να εκτιμήστε τη ενέργεια της έκρηξης αν υπάρχει παρατήρηση της μέγιστης αυτής ακτίνας;

9. Λαμβάνουμε τη διεύθυνση χ κατά μήκος του κεκλιμένου επιπέδου και την 
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κατά τη κάθετο στο κεκλιμένο επίπεδο. Η ροή έτσι εκτείνεται στο 
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 συνισταμένη και ψάχουμε για χρονοανεξάρτητη ροή  
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 διεύθυνση αντιστοίχως:
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ΟΙ συνοριακές συνθήκες στο 
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 διεύθυνση πρέπει να μηδενίζεται δηλαδή πρέπει 
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. Παατηρείστε ότι η συνολική ροή είναι ανάλογη του κύβου του βάθους της ροής. Σκεφθείτε τι σημαίνει αυτό για τη προστασία από ποτάμια που πρόκειται να πλημμυρίσουν.
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