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1. Θεωρ�ηστε �οτι ρ�εει �ενα ρευστ�ο σταθερ�η̋ πυκν�οτητα̋ σε �εναν ακ�ινητο κυκλικ�ο κυλινδρικ�ο σω-
λ�ηνα ακτ�ινα̋R κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα συµµετρ�ια̋ του κυλ�ινδρου z στον οπο�ιο ασκε�ιται σταθερ�η βαθ-
µ�ιδα π�ιεση̋ �ετσι £ωστε να παρουσι�αζεται πτ£ωση π�ιεση̋ ∆p κ�αθε απ�οσταση L δηλαδ�η ε�ιναι −dp/dz =
∆p/L. Υποθ�εστε �οτι η ρο�η ε�ιναι µ�ονο συν�αρτηση τη̋ απ�οσταση̋ r απ�ο τον �αξονα συµµετρ�ια̋. Χρη-
σιµοποι�ηστε κυλινδρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ (r, θ, z).

1. Προσδιορ�ιστε τη ρο�η (ur, uθ, uz) = (0, 0, U(r)) και την εξ�αρτησ�η τη̋ απ�ο τι̋ σταθερ�ε̋ ∆p, L, R,

και το ιξ£ωδε̋ µ. Αµελ�ηστε το πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ (�ετσι και αλλοι£ω̋ δεν �εχει συνεισφορ�α σε αυτ�ο το
πρ�ο1ληµα). Ηρο�η αυτ�η ε�ιναι στ�ασιµη λ�υση των εξισ£ωσεωνNavier-Stokes και λ�εγεται ρο�ηHagen -
Poiseuille και µπορε�ι να αποδειχθε�ι �οτι ε�ιναι ευσταθ�η̋ για �ολε̋ τι̋ τιµ�ε̋ των παραµ�ετρων δηλαδ�η
για �ολου̋ του̋ αριθµο�υ̋ Reynolds (αντιθετα µε τη ρο�η .Poiseuille σε �ενα επ�ιπεδο αγωγ�ο, η οπο�ια
γ�ινεται ασταθ�η̋ για ορισµ�ενου̋ αριθµο�υ̋ Reynolds �οπω̋ ανακ�αλυψε ο Heisenberg). Παρ�α την
ευστ�αθει�α τη̋ η Hagen - Poiseuille γ�ινεται τυρ1£ωδη̋ �οταν ο αριθµ�ο̋ Reynolds ε�ιναι αρκο�υντω̋
µεγ�αλο̋.

2. Υπολογ�ιστε την ολικ�η παροχ�η και δε�ιξτε �οτι η µ�εση ταχ�υτητα ε�ιναι το �ηµισυ τη̋ µ�εγιστη̋ ταχ�υ-
τητα̋.

3. Λαµ1�ανοντα̋ �ενα κυλιδρικ�ο �ογκο ακτ�ινα̋ a µε �ιδιο �αξονα µε αυτ�ον του σωλ�ηνα, υπολογ�ιστε
για τη ρο�η που βρ�ηκατε τη συνολικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται σε αυτ�ο τον κ�υλινδρο (πρ�επει να ε�ι-
ναι µηδενικ�η δεδοµ�ενου �οτι ε�ιναι στ�ασιµη). Προσ�εξτε �οτι οι µ�ονε̋ δυν�αµει̋ που ασκο�υνται ε�ιναι
οι επιφανειακ�ε̋ δυν�αµει̋, οπ�οτε οι συνιστ£ωσε̋ τη̋ συνολικ�η̋ δ�υναµη̋ που ασκε�ιται στον κ�υλιν-
δρο ε�ιναι η

∫
σijnidS, �οπου ni οι συνιστ£ωσε̋ τ£ων καθ�ετων στην κλειστ�η κυλινδρικ�η επιφ�ανεια.

Ο γενικ�ο̋ συµµετρικ�ο̋ τανυστ�η̋ παραµ�ορφωση̋ σε κυλινδρικ�ε̋ πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ �εχει συ-
νισταµ�ενε̋ :
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2. Ρο�η ´π�ανω σε �ενα κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο Θεωρ�ηστε τη στ�ασιµη ρο�η εν�ο̋ Νευτ£ωνειου ρευστο�υ στα-
θερο�υ β�αθου̋ d επ�ι εν�ο̋ κεκλιµ�ενου επιπ�εδου που σχηµατ�ιζει γων�ια α µε το οριζ�οντιο επ�ιπεδο. Εδ£ω
η βαρ�υτη̋ ε�ιναι το α�ιτιο τη̋ κ�ινηση̋. Η �ανω επιφ�ανεια του ρευστο�υ ε�ιναι ανοικτ�η και περι1�αλλεται
απ�ο τον α�ερα, ο οπο�ιο̋ θεωρε�ιται �οτι ε�ιναι µηδαµιν�η̋ πυκν�οτητα̋ και δεν συµµετ�εχει στη κ�ινηση. Γε-
νικ�α στη διαχωριστικ�η επιφ�ανεια µεταξ�υ δ�υο ρευστ£ων απαιτε�ιται συν�εχεια των εφαπτοµενικ£ων στην
επιφ�ανεια και καθ�ετων στην επιφ�ανεια τ�ασεων. Στην επ�ιπεδη επιφ�ανεια που χωρ�ιζει τ£ωρα το ρευστ�ο
απ�ο τον α�ερα θεωρο�υµε �οτι η εφαπτοµενικ�η επιφανειακ�η δ�υναµη ε�ιναι µηδενικ�η (η εφαπτοµενικ�η δ�υ-
ναµη ε�ιναι συνεχ�η̋ συν�αρτηση και µηδεν�ιζεται στον α�ερα δεδοµ�ενου �οτι θεωρε�ιται ακ�ινητο̋) και �οτι
η π�ιεση στην επιφ�ανεια ε�ιναι �ιση µε την ατµοσφαιρικ�η π�ιεση.

1. ∆ε�ιξτε �οτι η εφαπτοµενικ�η τ�αση που ασκε�ι �ενα κινο�υµενο ρευστ�ο στην επιφ�ανει�α του ε�ιναι �ιση
µε µdux

dy
�οπου ux η ταχ�υτητα στην κατε�υθυνση του εφαπτ�οµενου επιπ�εδου τη̋ επιφανε�ια̋ και y

στη διε�υθυνση κ�αθετη στην επιφ�ανεια.

2. Ποι�ε̋ συνοριακ�ε̋ συνθ�ηκε̋ ´ικανοποιο�υνται στην επιφ�ανεια του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου και επ�ι
τη̋ ελε�υθερη̋ επιφανε�ια̋.
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3. Υπολογ�ιστε το πεδ�ιο ταχυτ�ητων τη̋ ρο�η̋, σχεδι�αστε τη ταχ�υτητα που προκ�υπτει, και υπολογ�ι-
στε ανα µον�αδα πλ�ατου̋ του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου τη παροχ�η. Αρχ�ιστε δε�ιχνοντα̋ �οτι οι εξισ£ω-
σει̋ κ�ινηση̋ ε�ιναι οι ακ�ολουθε̋ :

−
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∂x
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∂2ux

∂y2
+ ρg sin α = 0

−

∂p

∂y
− ρg cos α = 0,

�οπου x η διε�υθυνση κατ�α µ�ηκου̋ του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου και y η διε�υθυνση η κ�αθετη στο κε-
κλιµ�ενο επ�ιπεδο.

4. Θεωρο�υµε τ£ωρα �οτι επ�ι του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου ρ�εουν δ�υο ρευστ�α �ιδια̋ πυκν�οτητα̋ αλλ�α δια-
φορετικο�υ ιξ£ωδου̋. Το β�αθο̋ του πρ£ωτου (στο κ�ατω στρ£ωµα) ε�ιναι d1 και το ιξ£ωδε̋ του µ1 , εν£ω
το δε�υτερο, στο �ανω στρ£ωµα, �εχει β�αθο̋ d2 και ιξ£ωδε̋ µ2. Προσδιορ�ιστε τη ταχ�υτητα ρο�η̋ και
σχεδι�αστε την. Η ταχ�υτητα στο κ�ατω στρ£ωµα εξαρτ�αται απ�ο το d2 αλλ�α �οχι απ�ο το µ2, Γιατ�ι ;
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