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Για ένα φυσικό σύστημα που περιγράφεται από τις 
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, συνεχής συμμετρία είναι ένας συνεχής μετασχηματισμός των συντεταγμένων που αφήνει αναλλοίωτη την Λαγκρανζιανή. Διευκρινίζουμε ότι η ανάλυση που ακολουθεί αναφέρεται μόνο σε συνεχείς συμμετρίες. Αν λ.χ. η Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη σε στροφές περί κάποιο άξονα κατα γωνία 
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 Έστω ότι οι συντεταγμένες μετασχηματίζονται από, 
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. Θεωρούμε, κατ’ αρχάς, για ευκολία μετασχηματισμούς οι οποίοι είναι ανεξάρτητοι του χρόνου, οπότε η χρονική παράγωγος των μετασχηματισμένων συντεταγμένων είναι 
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 λέγεται συνεχής συμμετρία της Λαγκρανζιανής αν 
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Επειδή η παράμετρος 
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 είναι συνεχής μπορούμε να θεωρήσουμε την οικογένεια των απειροστών μετασχηματισμών 
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, οι οποίοι προσεγγίζουν τον 
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. Οι απειροστοί μετασχηματισμοί επαναλαμβανόμενοι μπορούν να οικοδομήσουν το πεπερασμένο μετασχηματισμό. Ο μετασχηματισμός προσδιορίζεται δηλαδή πλήρως από τις συναρτήσεις 
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, οι οποίες λέγονται και γεννήτορες το μετασχηατισμού. Θα έχουμε την ευκαιρία όταν συζητήσουμε διεξοδικά τις στροφές να δείξουμε τον τρόπο με τον οποίο οι γεννήτορες μίας στροφής παράγουν μία πεπερασμένη στροφή. 

Εάν η Λαγκρανζιανή είναι συμμετρική ως προς  αυτούς τους απειροστούς μετασχηματισμούς τότε 
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οπότε και πρέπει να ισχύει:
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Ας εξετάσουμε ένα απλό, αλλά σημαντικό, παράδειγμα, τη χωρική μετάθεση. Έστω 
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. Κάθε χωρική μετάθεση είναι συμμετρία  της Λαγκρανζιανής των σωματιδίων που αλληλεπιδρούν με Νευτώνειο δυναμικό: 
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Για τις χωρικές μεταθέσεις 
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 αφού όλα τα σωματίδια μετατίθενται το ίδιο και 
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 συντεταγμένες και τα 
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 λαμβάνονται για κάθε σωματίδιο, οπότε και είναι διανύσματα). Συνεπώς η συμμετρία στις χωρικές μεταθέσεις συνεπάγεται ότι η Λαγκρανζιανή πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη:
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για κάθε 
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, οπότε ισοδυνάμως απαιτείται από την Λαγκρανζιανή 
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, δηλαδή η Λαγκρανζιανή πρέπει να εξαρτάται από τη θέση των σωματιδίων μόνο μέσω της σχετικής απόστασης των σωματιδίων 
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ NOETHER

Επιστρέφοντας στη γενική περίπτωση ας θεωρήσουμε την ποσότητα: 
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. Η χρονική παράγωγος αυτής της ποσότητας είναι:
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Εάν η 
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είναι φυσική τροχιά, τότε ικανοποιείται η εξίσωση Euler-Lagrange και η απαίτηση της συμμετρίας της Λαγκρανζιανής συνεπάγεται ότι:
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δηλαδή η ποσότητα 
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διατηρείται κατά τη κίνηση. Δηλαδή διατηρείται η ‘συνισταμένη’ των γενικευμένων ορμών, 
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,  στη ‘διεύθυνση’ των γεννητόρων της συμμετρίας. 

Απεδείχθη λοιπόν ότι κάθε συνεχής συμμετρία της Λαγκρανζιανής που προσδιορίζεται από τους γεννήτορες 
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 συνεπάγεται τη διατήρηση  της ποσότητας: 
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. Αυτή είναι η πρώτη μορφή του θεωρήματος της Noether (1919).

Για τις χωρικές μεταθέσεις της Λαγκρανζιανής ενός απομονωμένου συστήματος  σωματιδίων που αλληλεπιδρούν με Νευτώνειες δυνάμεις, το θεώρημα της Noether συνεπάγεται τη διατήρηση της 
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για κάθε 
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, άρα συνεπάγεται τη διατήρηση της 
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δηλαδή της συνολικής ορμής των σωματιδίων που αντιστοιχεί στην ορμή του κέντρου μάζας των σωματιδίων, 
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η συνολική μάζα. Η ομογένεια του χώρου συνεπάγεται συνεπώς τη διατήρηση της ορμής του κέντρου μάζας των σωματιδίων. Προφανώς εάν η Λαγκρανζιανή είναι συμμετρική στις χωρικές μεταθέσεις μόνο κατά τη διεύθυνση 
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 τότε η συνιστώσα της ολικής ορμής μόνο σε αυτή τη διεύθυνση διατηρείται.

Όπως η ομογένεια του χώρου συνεπάγεται τη διατήρηση της συνολικής ορμής των σωματιδίων η ισοτροπία του χώρου συνεπάγεται τη διατήρηση της συνολικής στροφορμής των σωματιδίων. Αν η Λαγκρανζιανή είναι συμμετρική ως προς τις στροφές γύρω από κάποιο άξονα 
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τότε διατηρείται η στροφορμή ως προς τον άξονα αυτόν. Θεωρώ τον απειροστή στροφή κατά γωνία 
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 και η συμμετρία της Λαγκρανζιανής συνεπάγεται από το θεώρημα Noether τη διατήρηση της 
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άρα της διατήρησης της συνιστώσας της στροφορμής 
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στη διεύθυνση 
[image: image55.wmf]n

r

.  Όταν η Λαγκρανζιανή είναι σφαιρικά συμμετρική, δηλαδή είναι συμμετρική σε στροφές γύρω από οποιοδήποτε άξονα τότε διατηρείται  η ολική στροφορμή 
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Το θεώρημα της Noether μας επιτρέπει αμέσως αφού διαπιστώσουμε τις συνεχείς συμμετρίες της Λαγκρανζιανής του φυσικού συστήματος να προδιορίσουμε  διατηρούμενες ποσότητες. 

Άσκηση: Σωματίδιο κινείται στο πεδίο που προκαλείται από ομογενή κατανομή μάζας που είναι α) ένας απείρου μήκους κυλινδρικός όγκος, β) ένας ορθός κώνος, γ) μία άπειρη επίπεδη επιφάνεια, δ) μία ευθεία γραμμή, ε) μία ημιευθεία, στ) ένα ορθό πρίσμα απείρου μήκους, ζ) μία κυλινδρική έλικα απείρου μήκους. Στην κάθε περίπτωση προσδιορίστε ποιες συνιστώσες της ορμής και της στροφορμής διατηρούνται.

ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΤΟΥΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ NOETHER

Μέχρι τώρα έχουμε θεωρήσει μόνο μετασχηματισμούς στις χωρικές συντεταγμένες. Θεωρούμε τώρα μία οικογένεια  απειροστών χωροχρονικών μετασχηματισμών  
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Οι μετασχηματισμοί αυτοί θα λέγονται συμμετρία αν αφήνουν τη δράση αναλλοίωτη. Δηλαδή η δράση υπολογισμένη στη διαδρομή 
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Θα αποδείξουμε ότι σε κάθε  χωροχρονικό  μετασχηματισμό που αφήνει τη δράση αναλλοίωτη (συμμετρία της δράσης) αντιστοιχεί και μία διατηρήσιμη ποσότητα. Αυτή είναι μία γενικότερη μορφή του θεώρηματος της 
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Άσκηση: Αποδείξτε ότι ο μετασχηματισμός 
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Για να προσδιορίσουμε τη δράση μιας φυσικής τροχιάς 
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Αν αλλάξω τα όρια ολοκλήρωσης του δευτέρου ολοκληρώματος από 
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. Κάνοντας χρήση των εξισώσεων Euler-Lagrange  και προσθαφαιρώντας τον όρο 
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 η ολοκληρωτέα συνάρτηση γίνεται
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Η απαίτηση της συμμετρίας συνεπάγεται ότι 
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διατηρείται κατά τη κίνηση.
Το θεώρημα της Noether σαν αυτήν τη γενική μορφή μπορεί αμέσως να χρησιμοποιηθεί για να αποδειχθεί ότι όταν η Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη στις χρονικές μεταθέσεις τότε διατηρείται η ενέργεια του συστήματος, η οποία ορίζεται ως 
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 Δηλαδή η ομογένεια του φυσικού συστήματος στο χρόνο συνεπάγεται τη διατήρηση της ενέργειας του συστήματος. 

Και αυτό διότι αν η  Λαγκρανζιανή είναι αναλλοίωτη σε καθαρά χρονικές μεταθέσεις, δηλαδή σε μετασχηματισμούς της μορφής  
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τότε και η δράση θα είναι αναλλοίωτη και συνεπώς  η διατηρητέα ποσότητα (Α) με 
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  δεν είναι άλλη από τη  γενικευμένη  ενέργεια 
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Η γενικευμένη ενέργεια δεν είναι πάντοτε το άθροισμα κινητικής και δυναμικής ενέργειας. Εάν όμως η Λαγκρανζιανή έχει τη συνήθη μορφή  διαφοράς μεταξύ κινητικής , 
[image: image97.wmf]T

, και δυναμικής ενέργειας, 
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 ,  η κινητική ενέργεια είναι μία τετραγωνική συνάρτηση των γενικευμένων ταχυτήτων, δηλαδή είναι της μορφής:


[image: image99.wmf]j

i

i

ij

q

q

q

A

T

&

&

å

=

)

(

2

1

,

και η δυναμική ενέργεια δεν εξαρτάται από τη ταχύτητα, τότε η γενικευμένη ενέργεια ταυτίζεται, όπως είναι εύκολο να διαπιστώσετε, με το άθροισμα της κινητικής και δυναμικής ενέργειας.

Επειδή είναι σχεδόν αδιανόητο οι θεμελιώδεις νόμοι της φύσης να μην  έχουν αιώνια ισχύ, αναμένουμε η Λαγκρανζιανή που περιγράφει τους θεμελιώδεις νόμους της φύσης να είναι ομογενής στο χρόνο και συνεπώς να ισχύει για όλα τα φυσικά φαινόμενα η αρχή της διατήρησης της ενέργειας.

( Το σύμβολο της άθροισης παραλήφθηκε στην απόδειξη για οικονομία χώρου. Εννοούνταν όμως εφόσον ο δείκτης i επαναλαμβανόταν.
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