Πέτρος Ιωάννου & Θεοχ.Αποστολάτος (2/4/01)

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

Όπως είδαμε η  ποσότητα 
[image: image59.png])
/0
Js
i




 διατηρείται κατά την κίνηση αν ‘μετατίθεται’ με τη Χαμιλτονιανή, δηλαδή η αγκύλη  Poisson της  f  με τη Χαμιλτονιανή 
[image: image2.wmf]}

,

{

H

f

 μηδενίζεται. Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας στο 
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-διάστατο χώρο των φάσεων  
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,  κείται στο εφαπτομενικό επίπεδο της σταθερής επιφάνειας 
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, διότι η κάθετος στην επιφάνεια 
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 που σημαίνει ότι η βαθμίδα  της επιφανείας που ορίζεται από κάποια διατηρήσιμη ποσότητα είναι κάθετη στη τροχιά που διαγράφει το σύστημα.  Υποθέτουμε ότι το διάνυσμα της ταχύτητας είναι παντού διάφορο του μηδενός (δεν συμπεριλαμβάνουμε τα σημεία ισορροπίας του συστήματος στη περιγραφή μας). Ισοδυνάμως, αν χρησιμοποιήσουμε την 
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 ως γεννήτρια κανονικού μετασχηματισμού, το διανυσματικό πεδίο  της κίνησης αυτού του μετασχηματισμού θα κείται στο εφαπτομενικό πεδίο της  επιφανείας σταθερής ενέργειας 
[image: image10.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf]c
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. Συνεπώς όταν έχουμε κάποια διατηρήσιμη ποσότητα η τροχιά της κίνησης με Χαμιλτονιανή είτε την 
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 είτε την 
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 θα κείται στην τομή των δύο επιφανειών 
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 η οποία θα είναι ένας χώρος 
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 διαστάσεων, υπό την προϋπόθεση βεβαίως ότι οι δύο επιφάνειες δεν ταυτίζονται, δηλαδή οι βαθμίδες τους είναι γραμμικά ανεξάρτητες, δηλαδή οι δύο διατηρήσιμες ποσότητες είναι ανεξάρτητες.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε ανακαλύψει  εκτός της 
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 και τις  επιπλέον 
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 διατηρήσιμες ποσότητες 
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. Τότε με τον ίδιο συλλογισμό καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η κίνηση περιορίζεται στη τομή όλων των επιφανειών που ορίζουν οι διατηρήσιμες ποσότητες, υπό την προϋπόθεση βεβαίως ότι οι επιφάνειες δεν ταυτίζονται, δηλαδή οι διατηρήσιμες ποσότητες  είναι ανεξάρτητες. Η κίνηση λοιπόν περιορίζεται σε μία πολλαπλότητα 
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 διαστάσεων. Π.χ. στον αρμονικό ταλαντωτή σε μία διάσταση, ο χώρος φάσεων είναι διδιάστατος, η δε σταθερότητα της ενέργειας, που είναι η μόνη διατηρήσιμη ποσότητα, περιορίζει την κίνηση σε μια πολλαπλότητα διαστάσεως ένα, η οποία είναι μία έλλειψη. Στον ισότροπο αρμιονικό ταλαντωτή στις δύο διαστάσεις  ανακαλύψαμε ότι υπάρχουν τρεις ανεξάρτητες διατηρήσιμες ποσότητες, και συνεπώς η κίνηση περιορίζεται σε μία καμπύλη στον τετραδιάστατο χώρο των φάσεων. 
Στον 
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-διάστατο χώρο της τομής των επιφανειών των διατηρησίμων ποσοτήτων μπορεί κανείς να προσπαθήσει να διαγράψει  τις  καμπύλες που παράγονται όταν οι διατηρήσιμες ποσότητες χρησιμοποιηθούν ως γεννήτριες . Π.χ. εάν διατηρούνταν η στροφορμή περί τον άξονα 
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, και η στροφορμή περί τον άξονα 
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, τότε η καμπύλη που σχηματίζεται από την  
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 είναι  κύκλος  περί τον  άξονα  
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, ομοίως  η  
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 περιγράφει κύκλο περί τον άξονα 
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.  

Τα διανυσματικά πεδία που παράγονται απο τις διατηρήσιμες ποσότητες  δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν γενικά για να περιγράψουν τον 
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 χώρο της κίνησης . Διότι  εαν ακολουθήσουμε τη καμπύλη που παράγεται από κάποια 
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, η καμπύλη αυτή δεν  θα παραμείνει αναγκαστικά  στον   
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 χώρο, διότι κατά την κίνηση υπό την 
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  μεταβάλλονται γενικά οι τιμές των άλλων διατηρησίμων ποσοτήτων.  Οπότε ο 
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 χώρος δεν μπορεί να παραμετροποιηθεί από τις καμπύλες που παράγονται από τις διατηρήσιμες ποσότητες. Αυτό όμως θα συνέβαινε εάν όλες οι  διατηρήσιμες ποσότητες  ήταν σε ενέλιξη (involution), δηλαδή ήταν τέτοιες ώστε όλες οι μεταξύ των αγκύλες Poisson  να  μηδενίζονται, δηλαδή  
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.   Στο παράδειγμα  με τις στροφορμές επειδή 
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 και 
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 είναι μεν ανεξάρτητες αλλά δεν είναι σε ενέλιξη και συνεπώς εάν κινηθούμε με γεννήτορα την 
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 δεν θα παραμείνουμε σε επιφάνεια σταθερής 
[image: image40.wmf]x

L

 και έτσι οι δύο αυτές στροφορμές δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να παραμετροποιήσουν το χώρο της κίνησης.

Η πλέον ενδιαφέρουσα περίπτωση προκύπτει  όταν έχουμε μόλις 
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 διατηρήσιμες ποσότητες σε ενέλιξη. Τότε η κίνηση περιορίζεται σε μία πολλαπλότητα 
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 διαστάσεων η οποία μπορεί να παραμετροποιηθεί από τις καμπύλες που παράγονται με γεννήτορες τις 
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 διατηρήσιμες ποσότητες. Όταν συμβαίνει να υπάρχουν τουλάχιστον  
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 ανεξάρτητες διατηρήσιμες ποσότητες σε ενέλιξη τότε το σύστημα λέγεται ολοκληρώσιμο κατά Liouville. Σε αυτή την περίπτωση και εάν περαιτέρω υποθέσουμε ότι τα διανυσματικά πεδία δεν μηδενίζονται πουθενά στον επιτρεπτό χώρο της κίνησης και ο χώρος αυτός είναι φραγμένος (η κίνηση είναι περιορισμένη) τότε μπορεί να χρησιμοποιηθεί ένα καταπληκτικό θεώρημα της τοπολογίας για να αποδειχθεί ότι ο 
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-διαστατος χώρος είναι  ένας 
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-διαστατος τόρος . Το θεώρημα αυτό, στη γενική μορφή, αποδείχθηκε από τον Arnold
. 
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Για να αντιληφθούμε το περιεχόμενο του θεωρήματος αυτού ας θεωρήσουμε ότι ο χώρος της κίνησης είναι διδιάστατος. Θεωρήστε δηλαδή τον διδιάστατο ισότροπο αρμονικό ταλαντωτή, ο οποίος έχει μόνο δύο διατηρήσιμες ποσότητες σε ενέλιξη, οπότε η κίνηση περιορίζεται σε μία διδιάστατη επιφάνεια η οποία μπορεί να παραμετροποιηθεί από τις καμπύλες που παράγονται από τις δύο διατηρήσιμες ποσότητες. Τότε ο διδιάστατος  αυτός χώρος δεν μπορεί να είναι σα μία σφαίρα. Διότι είναι αδύνατο να παραμετροποιήσουμε την επιφάνεια της σφαίρας με τα διανυσματικά πεδία που παράγονται από τις διατηρήσιμες ποσότητες χωρίς να υπάρχει κάποιο σημείο στη σφαίρα  στο οποίο τα διανυσματικά πεδία να μηδενίζονται (δεν μπορούμε να έχουμε ασυμπίεστη ροή σε μία σφαίρα δίχως την παρουσία πηγής ή καταβόθρας). Η μόνη φραγμένη επιφάνεια η οποία μπορεί να δεχθεί παντού μη μηδενικό διανυσματικό πεδίο είναι ένας τόρος. Η μόνη φραγμένη επιφάνεια στην οποία μπορεί να υπάρξει συνεχής ασυμπίεστη ροή χωρίς πηγές και καταβόθρες είναι ο τόρος.

Η κίνηση δε πάνω σε αυτόν τον τόρο θα είναι το πολύ ημι-περιοδική.  Πράγατι εάν λάβουμε ως ανεξάρτητες διατηρήσιμες ποσότητες τις ενέργειες στους δύο άξονες 
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, οι ποσότητες αυτές είναι σε ενέλιξη, δηλαδή 
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, και προσδιορίζουν ότι η κίνηση θα είναι της μορφής 
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 δύο γωνίες. Συνεπώς η κίνηση θα είναι πάνω σε ένα τόρο. Επειδή δε 
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 αμέσως διαπιστώνετε ότι η κίνηση ολοκληρώνεται αμέσως διότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις 
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Είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι τα περισσότερα συστήματα στη φύση δεν διαθέτουν 
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 διατηρήσιμες ποσότητες σε ενέλιξη και κατά συνέπεια δεν είναι ολοκληρώσιμα. Τα ολοκληρώσιμα συστήματα έχουν κινήσεις οι οποίες είναι περιοδικές ή ημι-περιοδικές (δηλαδή εάν κάνουμε ανάλυση Fourier της κίνησης θα διαπιστώσουμε την ύπαρξη 
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 διακριτών συχνοτήτων, το φάσμα είναι διακριτό). Τα συστήματα στη φύση έχουν  συνήθως συνεχή φάσματα, και χαρακτηρίζονται εν αντιθέσει με τα ολοκληρώσιμα συστήματα γενικώς ως χαοτικά.

Η έννοια της ολοκληρωσιμότητας εμφανίζεται και στη κβαντική μηχανική:  υπάρχει ένας καλός κβαντικός αριθμός για κάθε κλασσικά διατηρήσιμη ποσότητα κίνησης που βρίσκεται σε ενέλιξη με τις άλλες. Π.χ. για ένα χρονικά ανεξάρτητο σύστημα σε μά διάσταση υπάρχει μόνο ένας ακέραιος αριθμός  που προσδιορίζει το ενεργειακό επίπεδο 
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E

. Για το άτομο του υδρογόνου στο σύστημα κέντρου μάζας έχουμε τρεις βαθμούς ελευθερίας (6-διάστατος χώρος φάσεων) και μόνο τρεις διατηρήσιμες ποσότητες σε ενέλιξη, οι οποίες μπορούν να ληφθούν ως η σχετική ενέργεια, η ολική σχετική στροφορμή και η σχετική στροφορμή ως προς κάποιο άξονα. Έτσι υπάρχουν τρεις κβαντικοί αριθμοί που περιγράφουν το σύστημα. Ο ίδιος αριθμός κβαντικών αριθμών θα χαρακτηρίσει και το άτομο του Ηλίου, παρότι τούτο έχει 6 βαθμούς ελευθερίας  που απαιτούνται να προσδιορίσουν τη σχετική θέση των δύο ηλεκτρονίων ως προς το ΚΜ.

Στο επόμενο κεφάλαιο θα  συμπληρώσουμε την εισαγωγική συζήτηση και θα παρουσιάσουμε σύντομα την απόδειξη του Arnold, και θα εισαγάγουμε τις συντεταγμένες γωνίας-δράσης. 

� Arnold, V I : Proof of A. N. Kolmogorov’s theorem on the preservation of quasi-periodic motions under small perturbations of the Hamiltonian (1963).


H αγγλική  μετάφραση βρίσκεται στο  Russ. Math. Surv. 18, 91-192 (1963). Επίσης η απόδειξη βρίσκεται στο βιβλίο του Mathematical Methods in Classical Mechanics, σελ. 272.
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